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Capitol 1

Introducci o

1.1 Presentadd i motivacio

Aquest treball s'inscriu en el Programa de Doctorat de Matera Aplicada de la Uni-
versitat Poliecnica de Catalunya i, texticament, correspon a laria d’Investigadd de
Sistemes Diamics, Control i Modelitzaéi.

En aquestarea d'investigaéi s’estudien sistemes amb dmica pbpia, ja siguin
del tipusz = f(z) en un espai de dimerisfinita o infinita (dimimiques @ssiques),

o del tipusi = f(z,u) onwu és una variable de dimica no fixada i que serveix per
controlar el sistema.

En particular, els convertidors eleatics de patncia es poden expresar com un
sistema diamic del segon tipus.

Els sistemes de péhcia constitueixen una de lasees relativament nova i dapid
creixement dins de I'enginyeriagadtrica i electbnica, degut a les sevediitiples apli-
cacions pactiques erambits tan diversos com l'industrial, el comercial, reaal i
I'aeroespacial, per exemple. A l'igual que en mokkeses de I'enginyeria, els sistemes
de poéncies estan principalment incentivats per les sevesagjics de tal forma que
moltes vegades primer es coneixen aquestes i éeg¥ realitza un model aita per
fer-ne I'estudi. A0 és el q& ha passat amb els convertidors elatits de patncia en
les seves diverses modalitats dc/dc, dc/ac, ac/dc i acdates de 35 anys que les seves
nombroses aplicacion®s conegudes i en canvi, no trobem bons modelsiticsgbue
ens permetin una millor comprensi el disseny d’un circuit, fins a finals de l@chda
dels 70 [1].

Els ferdbmens no lineals@ freqients en els circuits eledimics de pancia [26].

El seu ofgenés divers. Aix els trobem en els elements de commudag¢switching
elements”), en les components no lineals, com els diodes@aga, i en els mtodes
de control no lineal com el PWM (“pulse width modulation”).
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Malgrat aguesta &ua presencia de la no linealitat, fins fa poc els circuits elec-
tronics de patncia no eren estudiats adequadament. Tradicionalmerdstantractats
amb netodes lineals (transformades de Fourier i de Laplacejusatiuncions de trans-
ferencia, etc.). La raprincipal la podem trobar en gel cas lineal, a diféncia del no
lineal, esh totalment analitzat i classificat [18]. Becomés bgic pensar, els gtodes
lineals nonés poden aportar una petita part de la inforraagie hi ha amagada en els
fenomens no lineals.

D’entre els fedmens no lineals que podem trobar hi ha I'o$adi6é de subharmnics,
salts, Bgims de solucions quasipadiques, bifurcacions i caos. Quan un enginyer es
troba amb aquests femens el que f&s ajustar els pametres de funcionament del
circuit per tal d’evitar aquestes situacions. @ao entra en el per@) com i quan es
produeixen. Péra mida que creix la impahcia d’aquests sistemes i es vol una major
eficacia d’ells, no queda altra oficque entrar en detall en I'estudi d’aquestsiieens
i des d’'un punt de vista totalment fiable: usant lesadiiques no lineals. Al cap i a la
fi, el coneixement total integre d’aquests fets ser&ia I'enginyer justament en el seu
objectiu principal: evitar-los.

Perdltim voldria recordar que el comportament @iic d’un circuit electnic de
potencia ve determinat tant per la topologia del circuit comtipels de control usat, ja
gue la forma Bsica de funcionament d’aquests consisteix en la comnautatie dife-
rents topologies de circuits (lineals o no) segons una #etahtrol. En aquest sentit,
recentment estan agafant imgortia els controls o lleis de commutaajue consis-
teixen en forcar al sistema a situar-se en una determinguficie definida a I'espai
d’estats. Sorgeixen aleshores solucions no inherents dec#gs topologies donades,
ja que les commutacions tenen lloc quan el sistema travésssadntada supédie,
provocant moviments del sistema localment dirigida cagaa &’anomena supéde
de lliscament a la supécie de commutadi, i al moviment a ga dona lloc s'anomena
mode de lliscament [4].

1.2 Contingut i resultats

Despgés d’'un captol d’'introduccid (Captol 2) on es definieixen i s’expliquen les carac-
teristiques i els feamens nes importants dels sistemes dinics, aquest treball el po-
driem dividir basicament en dues parts. La primera d’elleda que estdesenvolupada
en el Caftol 3. En aquest camwl es recorda un dels@wodes nurarics nés interessant,
tan des del punt de vista némc com des del punt de vistaotéc, per calcular els expo-
nents de Lyapuno\Es el métode que eatbasat en la descomposi@) R de I'aplicacd
tangent que s’olta I'estudiar I'evolud dinamica de la dife¥ncia entre duesrbites
inicialment properes. S’ha aplicat eletode als sistemes bilineals en general i s’han



Introducci 6 3

obtingut resultats esp#ics pel convertidor buck. En concret, s’han escrit les emuns
diferencials que han de complir els exponents de Lyapuniaxoteertidor buck, a partir

de la descomposigiQQR de I'aplicacb tangent obtinguda a partir d’'una traj@ca de
refeencia. S’han resolt nuamicament les esmentades equacions i s’ha calculat I'expo-
nent de Lyapunov &s gran (LLE) per a un rang de valors delgaetre de bifurcabii
s’han resolt an@icament quan la trajegtia de refeénciaés perbdica, tan sés estable
com siés inestable. Quandibita perbdicaés I'atractor dominant, el resultat atel
coincideix amb el valor obtingut per integraaiurnerica. Els resultats taréles corres-
ponen amb el g previament es coneix a la literatura sobre la part real delerexpts

de Floquet de lesrbites perdiques del convertidor buck.

La segona part del trebadls la que est desenvolupada en els Gaps 4 i 5. En
ells s’ha estudiat la damica del convertidor boost controlat amb una supiertie llis-
cament. En el Capol 4 s’ha estudiat la dammica de lliscament ideal del convertidor
boost. S’han trobat les regions de lliscament en foniel paametreV/.; i S’ha estu-
diat el caacter del punt d’equilibri d’aquesta dimica ideal en funéi tamte d’aquest
parmetre. Ja que aquest control significaria que el sistemenataramb fregiencia in-
finita, a efectes m@rctics, s’ha introdii una banda d’higtresi. Aleshores s’ha analitzat la
dinamica del sistema en furicd’un altre paametre )V, el qual forma part de I'expre<si
del punt d’equilibri que presenta el convertidor en una desé/es configuracions quan
aquest treballa en mode de condaéamninua (MCC). S’ha comprovat que en fuade
la posicd d’aquest punt d’equilibriPE = (V,, V,/R), respecte la banda d’hésesi, la
dinamica o & & un cicle Imit que pot ser o no atractor, o un punt d’equilibri globatrne
estable o ambdues coses alhora.

Finalment, en el Cdml 5, s’ha intodit un control integral i una tercera variable
(variable error) al convertidor boost amb control de llrseat i amb banda d’hiétesi.
Les trajecbries $n ara deR? i la dinamica resultanés molt nés complicada, havent-
hi la possibilitat de la pré&scia de caos. S’han trobat naricamentorbites 1 i 2
periodiques en fund del paametre de bifurcadiV,., tan en MCC com en MCD i
s’han trobat exemples de bifurcaciofigiques dels sistemes suficientment diferencia-
bles, com el desdoblament de foele, i d’altres bifurcacions relativament noves a la
literatura com &n les que es produeixen per un canvi de mode de coruEMCC a
MCD o a la inversa, o les que es presenten en sistemes nonksfnoetno én infini-
tament diferenciables a tot I'espai d’estats) cam ks bifurcacions "border collision”,
etc.
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Contextualitzacio

2.1 Convertidors

Moltes branques de I'elednica tracten el processament de la inforraadiels senyals.
En canvi, els sistemes de potia electnics estudien el processament de I'energia
electrica. Els convertidors eleotnics de patncia no tenen la finalitat en ells mateixos,
sinb que $n els intermediaris entre I'energia prdda i la consumida. Constitueixen
un camp de creixent imp@mcia ja que s’ha estimat que en pocs anys el 90% de I'e-
nergia generada en elsipas desenvolupats seprocessada per sistemes despoia
electionica abans de la seva utilitzadinal [2].

Els sistemes de péncia electnics constitueixen una energia “verda”, amb tres
objectius principals:

e Convertir 'energia é@ctrica d'una forma a una altra, facilitant la seva regdlaci
el seu control.

e Aconseguir una alta efiencia en la converside I'energia i minimitzar la @rdua
de calor.

e Minimitzar la massa dels convertidors el@ctics i de I'equipament (per exemple,
motors) que ells impulsen.

El corrent suministrada pot ser de dos tipus: ac o dc [3]. Beest motiu hi ha
guatre models dsics de convertidors de @oicia: convertidors ac-dc (rectificadors),
convertidors dc-ac (inversors), convertidors dc-dc i elsvertidors ac-ac. El terme ac
es refereix als voltatges del tipus sinusoidals i el termalslgoltatges constants.

Interruptors, condensadors, bobines, transformadongs n els component§tics
d’un convertidor de p@hncia electnic. Els podem agrupar en tres grugssiss: les

5
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fonts (de voltatge i de corrent), components passius {eggies, transformadors i con-
densadors) i finalment els elements commutadors (transisicodes).

Els interruptors, tals com transistors i diodes actusticament, i serveixen per
variar les interconexions del circuit (o la topologia detuait) al llarg d’un cicle. Un
interruptor ideal o b esh en un estat de commutadi‘ON”) i aleshores la tenéien els
bornsés nulla, o k& esh bloquejat i aleshores la intensitat de pasulla. D’aquesta
forma el producte-v €s sempre zero i per tant, no es dissipa I'energia. Els ugtors
actius com els transistors, s’obren i es tanquen en respastaenyal aplicat; els passius
(diodes) presenten una reladntensitat-voltatge altament no lineal, i el seu estat ve
determinat per la resta del sistema.

Els condensadors i les bobines regulen els fluxos denp@ suministrat, emma-
gatzemant temporalment I'energia. Les equacions difeakngue els caracteritzedrs.

d o d .
v=1 - per la bobina i = C = pel condensador. Aquests elements absorveixen

I'energia, 'emmagatzemen i degsrla tornen al circuit.

Els transformadors mesuren el voltatge i el corrent i fasilil'aillament eéctric
entre el voltatge d’entrada i el de sortida.

Ja que l'objectiu dels convertidoés transformar I'energia @ttrica amb una efi-
ciencia naxima,és a dir senseqrdua d’energia, els interruptors, condensadors, bobines
i transformadors ideals no dissipen energia i els circoitsats norgs per aquests ele-
ments, tampoc.

La preencia d’aquests elements fa que els circuits siguin sist@mamics no line-
als i variants en el temps. Aixté dues conségncies immediates: els convertidors de
potencia $n dificils d’analitzar i n propensos a presentar comportaments estranys.

Hi ha peb, altres fonts inevitables de no linealitat, com ara

e Els dispositius de commutacdel semiconductor tenen carastiques de conduc-
ci6 contnua intinsiques no lineals. Targltenen capadcincies no lineals.

e Les induchncies no lineals abunden: transformadors, amplificadagritics,
etc.

e Els circuits de control contenen generalment componerita@as: comparadors,
multiplicadors, PWMs, etc.

2.1.1 Els convertidors dc-dc

Els convertidor dc-dc@n circuits que controlen laacrega i desarrega d’energia en els
condensadors i les bobines per aconseguir un canvi en dll divea tensod coninua.
El flux de I'energia queda determinat peid’i el control dels interruptors.
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Una forma d’aconseguir el nivell de teadiesitjates mitjancant un modulador de
'amplada del pols (PWM). Donat un voltatge dc de valo(el qual pot representar el
voltatge dc d’entrada, oébel de sortida, o fins i tot la difencia entre els dos), podem
arreglar-ho &cilment per tal que un interruptor controlat convertéomé en una “pulse
waveform”que vagi alternant entre els valors V. Aleshores es passa aquest senyal
per un filtre passa-baixos (format per bobines i condensaddditjancant el control
del cicle de treballl (“duty ratio”) de I'interruptor €s a dir, la frac@ de temps en la
que l'interruptor est obert en un cicle), es pot controlar la fracde temps en la que el
senyal pren el valoV, i per tant, controlar la component dc de I'ona.

Una classe important de convertidors dc-dc es basen entgujurespi.

Els convertidors dc-dc &s importants@n el convertidor buck i el convertidor boost.
Els altres es basen en aquests dos.

2.1.2 El convertidor buck

A la figura (2.1) podem veure I'esquemadic del convertidor buck en llag obert.

fs, d

-/ : Z’
N § U

Figura 2.1: Esquema del convertidor buck de lla¢ obert.

Es un dels rés simples pérmés(til dels convertidors: es tracta d’un circuit que con-
verteix un voltatge d’entrada dc en un voltatge de sortidd’do nivell més baix. Per
aixo es diu quees un reductor. Una de les aplicacions quotidianes i de grpariancia
és la conversi del voltatge dc eandard suministrat per la xarxaetrica a un voltatge
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de 3.3V 0 menys que necessiten els ordinadors.éA heficacia aconseguida pel con-
vertidor en aquest pra@gités d’'un 92%. Encara que en aquest exemple s’usen valors de
voltatge baixos, el convertidor buck tatnb’'usa amb valors de diversos kilovats.

Mirem de nou la Figura 2.1. L'interruptdf s'obre i es tanca peydicament en una
freqiéncia de commutaifs i amb un cicle de trebadl (que com ja s’ha di€s la fracad
de temps en la qul'interruptor esk obert). Quard est tancat, el voltatge d’entrades
transferit al circuit LC qués un filtre passa-baixos. Quéres obert, la bobina manel
seu flux de corrent, forcant el diodea conduir i a fer zero el voltatge d’entrada del filtre
LC. Per tant el filtre @na una ona quadrada que oscil.la entrd0 La freqiencia de
tall del filtre €s menor quégs, eliminant la majoria de les ondulacions de la commauataci
i proporcionant un voltatge de sortida relativament suaurasisénciaR.

El proces que acabem de descriure es conegut amb el nom de mode deaond
confnua (MCC), ja que a la bobina hi passa corrent sense inteérufgi canvi, si la
sortida es carrega nams lleugerament, el corrent de la bobina pot arribar a ser zer
durant el tros del cicle en el @D esh fora de conducbi Aquesta situadis’anomena
mode de conducoidiscontnua (MCD).

A la practicaés necessari regular el voltatge de sortidkavant de possibles canvis
en el voltatge d’entrada i del corrent, afegint un lla¢ detoa de realimentaéi com el
de la Figura 2.2. Aquest controlador proporcional simpleinoensisteix en restar un
voltage constant de refemcia,V;..;, del voltatge de sortida i amplificar la ditercia,v.,
per un guanyA per formar un senyal de contral,,, = A(v — V,.f). Aquest senyal
es suministrat a un circuit PWM format per una rampa (dent d@)sque oscil.la amb
freqiienciafs i amb un voltatge,.,,,, entre els nivelld/ i V,,, i un comparador quées
el que goberna l'interruptor. Aquest interruptor conduBi%.,,, < Vramyp; PEr tant,veo,
determina el cicle de treball L'objectiu de tot plegat es aconseguir que el voltatge de
sortida valguiV,...

2.1.3 El convertidor boost

A diferencia de l'anterior, el convertidor boogs un convertidor elevador ja que el
voltatge de sortid&s superior al d’entrada. A la Figura 2.3 podem veure el itircu
en lla¢ obert que tot seguit comentarem.

De forma semblant al buck, I'interrupt@f commuta pefdicament amb una fre-
guencia de commutagifs i per tant, el circuit presenta dues topologies segonsatest
en que es trobi I'interruptor.

Quan l'interruptor est en conducé, el corrent de la bobina creix i el diode queda
polaritzat inversament, i en cons@uncia el corrent que passa per ellsspracticament
nul. I aleshores, la diféncia de potencial en els borns de la bobina ggral a la tengi
d’entrada,V.
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V;"ef
PWM _
Uramp
Uram ] v ]l 2e(SQ)
2T A
Vi
t +
— fs, d
1/fs N L i
UCOTL < Uramp
— S tancat
N +
v D C —— R v
g — _

—
Figura 2.2: El convertidor buck amb un lla¢ de control.

En canvi quan l'interruptor eatobert, el condensador es carrega agsadel diode
amb una tenséi queés igual a la d’entrada menys la irfida a la bobina. En aquest cas
el corrent a la bobinés decreixent, fins que I'interruptor no torna a canviartdtes

La descripad que hem dongs en mode de conduéatoninua.

De la mateixa manera que succeeix amb el buck, quan el diddeansistor estan
tancats, la bobina pot descarregar-se totalment i la iistan$er-se zeroEs el MCD.

De forma semblant al buck l'interruptor es controla mitnicuna llei de control
externa. Una altra forma de control altament utilitzédda que usa una supieié de
liscamnet. Aquesta consisteix en demanar que les vasiastat verifiquin una certa
condicb lineal, 'equadd de la qual determina 'anomenada sujméef de lliscament.
Linterruptor canvia d’estat segons estiguem per “sobpgp“sota”’de la supeidie de
lliscament. Es demana que lesbites quedin en aquesta supeid. D’aqu el nom de
liscament. | tamb, per aquest motiu, el nombre de commutacions del sisésnen
teoria infinit. Es crea aixun nou mode de moviment que s’anomena mode de llisca-
ment [4],[5],[6]. Qualsevol implementatipractica d’un control de lliscament implica
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Figura 2.3: El convertidor boost en llag obert.

limitar la freqiencia de commutagia un nivell acceptable, i abixtot sovint s’assoleix
mitjancant un control amb histesi, on l'interruptoés accionat en un sentit quan l'e-
quacb lineal de la supef€ie de lliscament excedeix un determinat nivell i es acion
en l'altre sentit quan eatper sota d’un altre nivelbpviament inferior al primer). Ho
tractarem amb @&s detall als Cdols 4 i 5.

2.1.4 Altres convertidors

Cal destacar per la seva impamtia tot i que 8n derivats dels dos anteriors els eqts
convertidors:

e El convertidor buck-boost
S’obté conectant en cascada els convertidors buck i boost. Reptamropor-
cionar una tenside sortida superior o inferior a la d’entrada.

e El convertidorCuk

Porta el nom del seu inventor, el Dr. Slobod2uk i representa el dual topulic
del cicuit buck-boost. Mastles propietats del seu predecesor i en millora d’altres,
fins al punt de convertir-se en un dels circuit8sinteressants.
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2.2 Dinamiques no lineals i caos

2.2.1 Sistemes diamics i models de I'espai d’estats

Un sistema diamic és qualsevol sistema I'estat del qual varia en el temps. #que
definicid noés refereix noras a sistemes que es mouen en el temps; qualsevol classe de
canvi en un sistema es pot classificar com auiit. Aixi, el canvi d’'una composioi
guimica d’'una solu@ és un problema damic. | taml& hoés un circuit edctric, toti no
tenir parts que es moguin.

Per poder estudiar aguests sistemes cal determinar un eoritim de variables
gue especifiquin de foma ivoca I'estat del sistema. Les anomenarem variables dl'esta
L'estudi de la di@mica lasicament consisteix en investigar com varien aquestes var
ables d’estat en el temps. Matatitament aik s’aconsegueix relacionant la velocitat
de canvi d’aquestes variables amb el seu valor actual rp#jarun sistema d’equacions
diferencials d’ordre 1. Per tant, 8j peri = 1...n son les variables d’estat, el sistema
dinamic queda representat per

T = fi(x, ..., ), (2.1)

o0 en forma vectorial
T = f(x). (2.2)

Alguns sistemes canvien de forma discreta. Per exempl®, guaistema continu
es analitzat nogs en determinats instants de temps. La majoria dels ardeis con-
vertidors electbnics es poden modular d’aquesta forma. Tampbdem trobar sistemes
gue $n discrets de forma inherent, com ara els sistemes digiedsonics. En aquests
casos cal expresar I'estat de les variables a I'instantl, en funcd de l'estat de les
variables a l'instank:

Trpr = [ (zp). (2.3)

En aquestaltima equad, el suindex no indica la component del vector,&liinstant
del temps.

Les equacions de la forma (2.2) i ( 2.3), juntament amb unuwdrge condicions
inicials donat, es poden resoldre dtied 0 nungricament i les solucions ens donen el
futur estat del sistema en fuiailel temps.

Geonetricament es pot visualitzar la dmica construint un espai on les coorde-
nades 6n les variables d’estat. Aquest espai s'anomena espaisds faespai d’es-
tats. L'estat del sistema en qualsevol instesrepresentat per un punt d’aquest espai.
Comencant des de qualsevol positiicial donada, el punt es mou per I'espai de fases,
amb un moviment que es completament determinat per les ieggsat’estat. El cam
obtingut s’anomenarbita o trajeabria del sistema quetel seu origen en el punt donat
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per les condicions inicials. Aquestes traf@as no &n res n@és que les solucions dels
sistemes (2.2) o0 (2.3).

2.2.2 Sistemes a@wnoms i no aubnoms

Els sistemes dammics les equacions dels quals no presenten cap entradzpee del
temps o altres tipus de variacions en el temps, s’anomesé&ngs adnoms. Un
exemple tpic d’un sistema adhom ens el dna I'anomenat sistema de Lorentz:

dz

rri —3(z —y)

dy

T - —xz+rTr—Yy (2.4)
e _ -

o = W

onr €s un paametre.

Els sistemes amb entrades externes o la deidieis quals varia en el temps, s’anome-
nen sistemes no awtoms. En aquests sistemes, els membres de la dreta deg2&) c
nen termes que depenen del temps. Un exerleés el cas del@ndul amb un suport
oscillant, les equacions del qudrs

dr
a Y
dy

o - v gsinz + F coswt (2.5)

Els circuits d’electbnica de patncia amb unadgica de control que varia en el
temps, én sistemes no adhoms.

2.2.3 Camp vectorial dels sistemes lineals, linealitzats i no lineals

Per poder estudiar el comportament de laadiica d'un sistema, s’ha de trobar la tra-
jectoria que comenca en un punt donat. No obstant, en generallrimbar totes les
trajecbries possibles per estudiar el sistema. Podem observaglquembre de I'es-
querra de I'equadi (2.2) ens dna la velocitat de canvi de les variables d’esfas.un
vector que est en funod de les variables d’estat. Per tant, 'eq@a(@.2) ens defineix
un vector en cada punt de I'espai d’estats. Les propietdtsistema es poden estudiar
a partir d’aquest camp vectorial.
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Si el sistemaes lineal, aquest présés forca clar i planer. En aquest cas es costum
expresar I'equadi (2.2) de la forma

* = Ax + Bu (2.6)

on A i B sbn matrius invariants en el temps, i les components del vectn les
entrades externes imposades al sistema.

Els punts on el vectar té magnitud zerogs a dir, on: = Ax+ Bu = 0) S'anomenen
punts d’equilibri. Es evident de (2.6) que el ternigx, té un efecte de trasllawisobre
el punt d’equilibri, i que 'estabilitat del punt labtha la matriuA. A més, per estudiar
I'estabilitat del punt d’equilibri, hom considera el sisia lliure de les entrades externes
imposades, on la matrid opera sobre el vectar per donar el vectof. En general
aquests dos vectors presenten direccions diferents.HPaea unes direccions especials
a I'espai d’estats on si el vectares troba en una d’elles, el vector resultartamie
es troba en la mateixa direéciQualsevol vector que eésen una d’aquestes direccions
especials s’Tanomena vector propi. | el factor que contraxpareeix el vector propi
quan li apliquem la matritd, s’Tanomena valor propi. Els valors propis s’obtenen
resolen 'equad |A — A\I| = 0, on I és la matriu identitat, i els vectors propigns
obtinguts a partir de cada valor propi real resolent 'equéad — \/)z = 0. Aleshores,
hom pot construir les solucions de I'equadiiferencial com una combindxlineal de
les solucions al llarg dels vectors propjsexpressades de la forma‘v;.

D’aqui es pot deduir que si les parts reals dels valors prapisiegatives, el sistema
és estable, entenen com a sistema estable aquell en el quee perurbad qualsevol
ens allunya eventualment del punt d’equilibri, el sistems I torna a dur. Per aquest
motiu un punt d’equilibri estable s’Tanomena node. Si lesspaals dels valors propis
sbn positives, el sistemas inestable. Si les parts imagiies de tots els valors propis
sbn zero, el sistema no ostd; en cas contrariis Si alguns valors propisos reals i
positius i els altres@n reals i negatius, el sisterga estable en el subespai generat pels
vectors associats als valors propis negatiés,inestable fora d’aquest. En aquest cas es
diu que el punt d’equilibrés un punt de sella, i el sistema géeauh punt d’equilibri que
és un punt de sellas globalment inestable. Si els valors profdis 8naginaris purs, la
resposta del sisten@s oscillatoria sense recargolaments i el punt d’equilibri s'Tanomena
centre. Veure Figura 2.4

En els sistemes lineals amB| # 0 només hi pot haver un punt d’equilibri el qual
determina totalment el comportament global del sistema. tdg, aquests sistemes
lineals ®n molt facils d’analitzar. Per aix es troben en el punt de mira de moltes
investigacions. Avui en dia moltes de les metodologies aerobdisenyades es basen
en la teoria dels sistemes lineals.

Per desgacia, els sistemes que ens serveixen per explicar la naterginyeria,
rarament 8n totalment lineals. En els sistemes no lineals el compunta del camp



14 Contextualitzacio

/N

N
4 7

~O\

@) (b) (©

| A
¥/ ©

(d) (e) ()

=
A,

Figura 2.4: Camp vectorial al voltant d’'un punt d’equilibrud sistema lineal 2-
dimensional. (a) Un node atractor: els dos valors propis iezegatius. (b) Un node
repulsiu: els dos valors propis reals i positius. (c) Un glensella: ambdos valors propis
reals, un positiu i I'altre negatiu. (d) Una espiral atraatovalors propis complexos i
conjugats, amb part real negativa. (e) Una espiral reflsi@lors propis complexos i
conjugats amb part real positiva. (f) Un centre: valors jgapaginaris purs.

vectorial pot ser diferent en les diverses parts de I'esjestalts i hi pot haver &s
d’'un punt d’equilibri. En aquests casos es pot estudiarinoeat les propietats de
'espai d’estats linealitzant el sistema al voltant delstpud’equilibri, definits per
&= f(z)=0.

En general, si* és un punt d’equilibri dg& = f(x), la linealitzacd local al voltant
del punt d’equilibriz*, ve donada per

di = Jf(x")dz, (2.7)
ondx = x — z* i la matriu J f(z*) és la matriu Jacobiana déavaluada en el punt
d’equilibri z*.

Les propietats del camp vectorial al voltant d’'un punt diku donat, es poden
obtenir estudiant els valors i els vectors propis de la mataicobiana. Aquesta repre-
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sentadd és ampliament utilitzada pels enginyers pé&rgm general el punts de treball
d’un sistema @n els punts d’equilibri, i si les perturbacionsnspetites I'aproximadi
lineal ddona un model simple de treball del sistemaadiric.

En els sistemes no lineals un espera analitzar les propatiot el camp vectorial
estudiant-lo tros per tros, dividint-lo en regions lineal¥esafortunadament, el tot no
s’'ajusta amb la suma de les parts. Hi ha propietats globasnqupoden trobar-se
estudiant el sistema per regions.

2.2.4 Conjunts atractors en sistemes no lineals

Podem trobar-nos en els sistemes no lineals qrldtes amb diferents condicions ini-
cials convergeixen en el temps a una mateptata, que s’anomena ciclelit o conjunts
w-limit, i que es comporta com un atractor dels punts de I'esptaskes. En els sistemes
no lineals de dimené&i3 o més aquests ciclesnhits poden descriure llacos sense que
I orbita es talli a Bmateixa. Trobem aleshores ciclésiits perbdics, quasipedidics

i finalmentorbites sense pede ped que estan localitzades en una éegcotada de
I'espai d’estats. En aquesta situadiestat del sistema roman acotat, amb un volum
definit dins de I'espai de fases, pesense que es repeteixi mai el mateix estat: aquests
atractors s’anomenen atractors estranys i la sibuaoiqe es produeixen s’anomena
caos. Quan aixsucceeix en un circuit eleotnic, el sistema aparentment sembla obeir
unes oscilacions alediries.

2.2.5 Caos

Un dels primers investigadors que es va trobar amb un atresti@any va ser en Lorenz
[27], el qual estudiava la déimica de sistemes metearglcs donats pel model matem
tic definit per les equacions diferencials (2.4)r0fs un paaimetre.

Lorenz va observar que per certs valors debpaatrer, trajecbries que comencaven
en condicions inicials molt pximes, divergien i donaven lloc a diferents estdts.el
gue es coneix com a depegntia sensible de les condicions inicials, fet que coresiitu
una de les caractistiques del caos.

Aquesta sensibilitagtuna repercuréiimportant en I'estudi dels sistemes, ja que en
gran part, I'estudi d’aquests asinotivat per la predicoi de la evolud de I'estat del
sistema. Aquesta depettia sensible en les condicions inicials en els sistentisa
fa que sigui impossible aquesta predicein perodes curts de temps. Aixes degut
a que les condicions inicials n@$s mesurades amb una exactitud infinita. Psitns
errors en la definié de les condicions inicials n@s importants en sistemes estables
no cabtics, ja que les trajecties que comencen en condicions inicials lleugerament
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diferents no divergeixen exponencialment. En canvi en tactdr catic, estats inicials
molt proxims divergeixen exponencialment i per tant, les preditg®n impossibles.
Una altra caractéstica d’aquest fenomess aquesta: imaginem que agafem un con-
junt de condicions inicials contingudes dins d’'una bola’dspai d’estats i n'estudiem
I'evoluci6. Trobafem que aquesta bola s’espandeix en una dibegaique les condi-
cions inicials s’allunyen unes de les altres en aquestaalirePeD, segons el teorema
d’en Liouville (el qual estableix que en sistemes consarsaés a dir, sistemes que
no dissipen energia, aMes, sense res@icies i friccions, el volum del conjunt de les
condicions inicials es ma@t que en els sistemes dissipatius, el volum es contrau) si la
forma del conjunt de punts s’expandeix en una di@cgha de contraure en una altra.
Alguna cosa passa pergmalgrat aquesta direécen la queé lloc I'expandiment,
la regb es mantingui dins d’uns contorns. Aigs el q& passa en els sisteme®tes:
la direccd que s’expandeix es doblega. Hi ha un continus estirameobledament
de I'espai d’estats que assegura que les trajixst romanguin dintre d’'un espai acotat,
malgrat la divergncia entre elles.

N

Estirem

Ve
estrelnyem Dobleguem Ve hY
— —

| \

\/

Repetim el proées

Figura 2.5: Una iterabide la funod de ferradura d’en Smale.

Smale [28] va demostrar que aquest @od’estirament i doblegament es pot ex-
plicar mitjancant una transforma@canomenada I'aplicagiferradura. Per visualitzar-la
considerarem un sistema de dimén2i Considerem una figuraatea quadrada a I'es-
pai d’estats (Figura 2.5). L'estirem en una diréddiestrenyem en una altra. Aleshores
dobleguem la figura en la direécimés llarga donant-li forma de ferradura. Repetim
aguest proes sobre krea de la ferradura. Laplicariterada d’aquest esdeveniment
produeix una estructura de fines capes la @sabresent en els atractors estranys dels
sistemes aatics.
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2.2.6 Laplicacio de Poincage

En moltes situaciongs nes convenient per fer I'axisi del sistema, tenir-lo expressat
com una aplicaé discreta que com un sistema en temps continu.0 &ix possible
gracies al netode inventat per Henri Poin@r El metode consisteix en fixar una su-
perficie, anomenada seécde Poinca, a I'espai d’estats. L'aplicatide Poinca és
aleshores, la que transforma el punt interseda la supeitie amb la trajectria, amb

el nou punt intersecoide la trajeairia amb el mateix costat de la superd. D’aquesta
manera, I'evolud en temps continu a I'espai d’estats queda r@ala una aplicabide

la forma (2.3) en una espai de dimenagiferior, tal i com es pot veure a la Figura 2.6(a).

Orbi Orbita Observacions
: o en temps discretes

en temps continu
continu
Seccd Y
de
Poincaé

2T N\ b
U ///
/

o
Espai
Y d’estats

(@) (b)

Figura 2.6: Obtend del model discret d’'un sistema dimic continu en el temps: (a) el
sistemaés aubnom, i (b) per un sistema no amom on I'entrada externé peiodeT.

Si el sistemaé una deperihcia explkita del temps (sistemes no anbms), on
la funcid externaé pefodeT’, la manera ras natural d’elegir I'aplicadi de Poinca&
és l'aplicacd que transforma les variables d’estat a I'instaah les de l'instant + T°
(Figura 2.6(b)) Es com si a I'espai d’estats hi tingssim un estroboscopi quétiminés
les variables d’estat en els instantéltiples deT".

Si I'orbita en temps continés perddica, hi haua un nombre finit de punts sobre la
seccd de Poinca. En conseidencia el sistema discretitzat ens mostra la periodicitat
de I'orbita a traes de la periodicitat dels corresponents valors de leshlagal’estat
intersectats en la supé@ie. Perge aixd sigui possiblees necessari que la sugderé
de Poincag sigui tal que experimenti elamim d’interseccions possibles ambrbita
donada. En un sistema no anbm, la periodicitat de dirbita ve definida en funeidel
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pefiode de la senyal externa i no com a fundel nombre de llacos dedfbita a I'espai
d’estats en temps continu. Ajpunaorbita formada per un llagc en temps continu,ger
gue necessita de dos cicles de la fanexterna per representar el llag, es diu §gae2
periodica.

En el cas de lesrbites quasipeddiques, on dues frégncies én incommensu-
rables, els punts dedtbita sobre la secgside Poinca& mai no coincidiran un amb
I'altre, peid descriuran un llac tancat sobre la sujméet Si I'Orbitaés catica, el com-
portament asimptic en temps discret preserdgarn nombre infinit de punts, continguts
en un volum finit, i distribits en una re@ d’una estructura complicadés I'atractor
estrany que es fa visible en el domini discret.

2.2.7 Dimnamiques dels sistemes en temps discret

Per analitzar els sistemes no lineals expresats per I'eg(2a®8), el primer que es fas
trobar els punts fixos,.1 = =, = z*. Aleshores es pot linealitzar el sistema discret
localment al voltant del punt fix obtenint la matriu jacolaarEls valors propis de la
matriu indiquen I'estabilitat del punt fix.

Ara bé, hi ha una subtil difémcia entre el quiindiquen els valors propis en temps
continu i el q indiquen en temps discret. La matriu jacobiana en un seéstamemps
continu, quan opera sobre el vector de les variables d estaténa el vector velocitat
corresponent a aquestes variables. En canvi en el sistetean@s discret, el resultat
d’'aplicar la matriu sobre el vector de les variables d’egtatel vector de les variables
d’estat en la sdgent iteracd.

Per exemple, sigui el sistema de diméaien temps discret linealitzat al voltant del
punt fix (0, 0), donat per les equacions:

- (3 2] (2]
Unt1 | | Ja Jao Yn

Siguin \; i A, els valors propis de la matriu jacobiana. Suposem que laicénd
inicial es troba en la direcgi del vector propi associat al valor propi real. Si
0 < A1 < 1, laiteracd segient va a parar a un punt situaéma prop del punt fix i en la
mateixa direc® del vector propi associat)g, i en les successives iteracions els valors
de les variables d’estat convergeixen al punt fix en la digedel vector propi (Figura
2.7 (a)). Si els dos valors propiérs reals, positius i menors que la unitat, qualsevol
condicb inicial es moua asimpbticament a prop d’un vector propi i convei@ial punt
fix. Per tant, el sistemas estable i el punt fiks un atractor. D’una altra banda, si la
magnitud dels valors propiss major que 1, el sisten#s inestable i el punt figs un
repulsiu (Figura 2.7(b)). Si aquests valors projais eeals, amb\; de magnitud menor
gue 1, i la magnitud da&, més gran que la unitat, el sisteraa estable en una direoci
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Figura 2.7: Exemples de punts fixos en sistemes discretitiregs 2-dimensionals. (a)
Un atractor: valors propis real8,< A, A\ < 1. (b) Un repulsiu: valors propis reals,
A1, A2 > 1. (c) Un “regular saddle”: valors propis reals< Ay < 1, Ay > 1. (d) Un
“flip saddle”: valors propisreal$, < \; < 1, Ay < —1. () Una espiral atractora: valors
propis complexos|\ |, |A2| < 1. (f) Una espiral repulsiva: valors propis complexos:
[Adl, [Ae| > 1.

('associada al valor propl,) i inestable en una altra direéci Aquest tipus de punts
fixos s’anomenen “saddle”. Si un dels valors pra@saegatiu, els successius estats van
saltant d’'una banda a l'altra del punt fix, el qual s’anometia Saddle” (Figura 2.7(d)).

Si els dos valors propis positius, un punt a un costat del punt fix roman en el mateix
costat en les successives iteracions, i aleshores el pusifiemena “regular saddle”
(Figura 2.7(d)).

Si A1 i Ay sOn complexos conjugats amb magnituds menors que la unitalseyol
condicb inicial dona una successde punts que es mouen en forma d’espiral convergent
al punt fix. Es diu que el punt figs una espiral atractora (Figura 2.7(e)). En canvi, si
els valors propis@ complexos conjugats i les seves magnituas superiors a 1, el
punt fix &s una espiral repulsiva (Figura 2.7(f)). Aquestes idéedacils d’estendre a
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dimensions superiors.

Es important observar que en un sistema discret un purésfigstable si tots els
valors propis de la matriu Jacobiana tenen una magnitud mugreola unitat. En canvi,
un sistema continu en el temps éin punt d’equilibri estable si la part real del valors
propisés negativa.

Varietat
estable

Vector
-7 propi
-~
7" estable

,,,,,,

T

Vector
propi
inestable

Varietat
inestable

Figura 2.8: Vista esquedttica de les varietats estables i inestables d’un punt fodigé.
Tamé es visible I'entorn linealitzat del punt fix.

Fora d'un petit entorn del punt fix, I'anterior descripael comportament del sis-
tema linealitzat deixa de seahda. Per exemple, si el punt fes del tipus “saddle”, els
vectors propis aplicats en el petit entorn del punt fix, tdagaopietat que si una condi-
ci6 inicial esh situada en la direazidel vector propi, roman en ella en les successives
iteracions. Fora d’aquest petit entorn lasids amb aquesta propietat no formen una
linia recta. Aleshores es poden identificar une®&$ corbes que passen pel punt fix i
que tenen la propietat que les successives iteracions tiegokcondicd inicial situada
sobre ella, segueixen estan sobre ella. Aquestes corlyes1gmen varietats invariants
(Figura 2.8). Si les successives iteracions d’una coadiicial s'apropen al punt fix al
llarg de la varietat, aleshores es diu que la varietaéstable; en canvi si s'allunya del
punt fix ( o k& s’apropa cap a ell per I'aplicacinversaz,, = f(x,.1)), aleshores es diu
gue la varietaés inestable Es obvi gue els vectors propis en el model linealitzat s
localment tangents a les varietats estables i inestabl@sidefix.

I'aplicacid fan que els successius punt s’allunyin de la varietat kEsiasiapropin a
la inestable. La varietat inestable atrau els punts dediedjestats, i si a s hi ha
un punt fix del tipus “saddle” en el sistema, tots els atracts troben sobre la seva
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varietat inestable. En canvi, la varietat estable actua somepulsiu dels punts de
I'espai d’estats. A ras, si hi ha rés d’'un atractor en el sistema, la varietat estable del
punt “saddle” actua com a separador de les bases d'drdeer tant, aquestes varietats
son molt importants per determinar les dimiques.

En els sistemes no lineals aquestes varietats es poderr cogoargolar-se a I'es-
pai d’estats de forma forca complicada. Lestructura eéisécad d’aquestes varietats
juguen un paper molt important en la defidicie la diramica de sistemes no lineals.

2.2.8 Exponents de Lyapunov

Una altra forma de caracteritzar un sistematicaés mitjancant la quantificatide les
raons d’allargament i escursament en I'espai d’estatso A fa mitjancant els expo-
nents de Lyapunov. En la direéail’allargament dues trajemies inicialment ppximes
divergeixen, mentre que en la dire@al’escursament, dues trajedes vénes con-
vergeixen. Si s’aproxima aquesta conwsrgia i divergncia de dues solucions mit-
jancant funcions exponencials les raons d’escursaméiargament én quantificades
pels exponents. Aquests valo@nsels exponents de Lyapunov. Ja que aquests expo-
nents varien sobre I'espai d’estats, s’han de ponderastepigaons de les exponencials
de la diver@ncia (convergncia) dbrbites inicialment pyximes sobre un llarg perde
de temps (infinit).

El nombre total dels exponents de Lyapurgsvigual als graus de llibertat del sis-
tema. Si les trajecries del sistema tenen al menys un exponent de Lyapunotiyosi
aleshores o® Dn trajecbries inestables odcadtiques. Si les trajedties es mouen en
una regd de I'espai d’estats acotada i tenen un exponent positéshales segur que
hi ha caos en el sistema. Conésgranés el valor de I'exponent positiu, &a curtés
I'interval de temps en qeiel sistemas predicible. D’aquque I'estimaadd del valor de
I'exponent de Lyapunov &s gran sigui d’especial impartcia.

2.2.9 Bifurcacions

Una bifurcacd és un canvi qualitatiu en la dimica que es produeix quan un @aetre
del sistema canvia de valor. A I'eleotrica de patncia, els convertidors estan preparats
en general, per funcionar sota un mode de treball épepie ens proporciona un
voltatge de sortida concret, caraéstiques espectrals concretes, etc. Per tant, el mode
de treball pot canviar substancial i qualitativament quamagia un paametre com pot
ser el voltatge d’entrada o la carga. En congegia, I'estudi de les bifurcacios de
gran imporancia en aquests sistemes.

Una forma d’estudiar les bifurcaciorgs mitjancant els anomenats diagrames de
bifurcacb. Aquests consisteixen en una represebtggfica en la que a 'eix de les
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abcisses es cébquen els valors del pametre que varia. A I'eix de les ordenades es
representa amb punts el comportament asiipd’una de les variables d’estat. Si
el sistema opera en flede 1 €s a dir, pdode igual a I'interval de temps avaluat) per
algun valor del parmetre, hi haudr nones un punt representat en la vertical que passa per
aquest valor del pametre. Si el péode fos 2, hi haur dos punts. Si el comportament
del sistema esdévcabdtic per algun valor del pametre, hi haudr un gran nombre de
punts (en teoria infinits) en el corresponent valor dehpaatre. Aquest diagrama de
bifurcacb resumeix els canvis en el comportament del sistema enstespda variad

del paametre.

2.3 Bifurcacions en aplicacions suficientment diferencia-
bles

Les quatre principals bifurcacions que es poden trobar esistema en temps discret

Trs1 = (2, 1), (2.8)

on f és suficientment diferenciable arreu respecte de és el paametre de bifurcadi
son:

e La bifurcacb “pitchfork”.

x

z = xg(p)

Mﬁ\”
@ = w3(p)

— estable
- - inestable

Figura 2.9: Representdcde la bifurcad “pitchfork”.

Aquesta bifurcad té lloc quan pem < po tenim uninic punt fix estableg*
de (2.8) ésadirz* = f(x*, u) peru < pp), mentre que pet > iy aqueses
inestable pear aleshores el sistema presenta altres dos punts fixo$qestables.
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A la Figura 2.9 hi ha representat un exemplerepresenta el punt fix estable per
i< o i inestable pep > pig; zo 1 x3 SON les altres dos punts fixos que apereixen
peru > g, i que $n estables; tots tres depenende

e La bifurcacb “saddle-node”.

T

— estable
- - inestable

Figura 2.10: Representaaile la bifurcad saddle-node.

En aquesta situa@j el sistema no presenta cap punt fix pet o i perp > o
n’hi ha dos, un qués establex(;) i un altre quees inestablex(;). Est representat
ala Figura 2.10.

e La bifurcacd de doblament de piede.

T

@ = w1 (n), 2

u%\#

— estable
- inestable

Figura 2.11: Representécile la bifurcad doblament de péevde.

Aquesta es produeix quan pels valors debpagtrey < 1o tenim un punt fix que
és establea(y) i que pery > g €s inestable, péraleshores el sistema presenta
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unaorbita 2-perbdica, z;, queés establegs a dir,z; # f(x1, ), peo 1 =
f(f(xy, 1), ). Es considera que pel valor del paretreyn = po hi ha hagut
un doblament de pexde. Si aquests doblaments deipdes es van repetint , el
fenomen es coneix amb el nom de doblament deogeren cascada. Haolilstrem
ala Figura2.11.

e La bifurcacd de Neimark-Sacker.

(@) (b)

Figura 2.12: Pla de fase pef.; = f(x, 1) de dimensd 2: (a)u < po. El punt fix
(a,b) és estable i les iteracions s’aproximen cap a ell..(b) 1o, el punt fix(a,b), ha
esdevingut inestable i les iteracion s’allunyen d’ell capaicle imit estable.

Aquesta bifurcad@ només es presenta si estem en un espai de dileogierior

o igual a 2. Es dna quan el punt fixa, b) de I'aplicacd és estable per valors del
pammetreu < uq i inestable pep > py. A més en el cag < 1o, I'aplicacio
iterada de la funé des de qualsevol condicinicial, ens apropa al punt fix tot
seguint un recorregut en forma d’espiral. En canvi, pef 1o, €l punt fixés in-
estable i qualsevol conditinicial a prop d’ellés allunyat d’ell en les successives
iteracions cap a una corba invariant, la geskestable i atractora de quasevol punt
de I'espai d’estats. Ho tenimiliistrat a la Figura 2.12

Ja que aquestes aplicacions sorgeixen al fer seccions deaioén 'espai d’es-
tats de sistemes continus en el tengssinteressant observar que passa en el sis-
tema continu quan es presenta una bifuical® Neimark-Sacker. Abans de la
bifurcacb la secad de Poinca® ens mostra un punt fix estable, per tant, en el sis-
tema en temps continu hi tenim un ciclenlt estable. Desg@s de la bifurcadi,

a la seca de Poincar hi tenim un lla¢ tancat, el quak equivalent a unarbita
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(@) (b)

Figura 2.13: El naixement d’un ciclenit en un sistema continu en el temps- f(z, i)
de dimeng superior o igual a 2 en una bifurcadiopf. (a)u < o i (b) 1 > po.

quasipemdica en el sistema de temps continu. Agdoncs, en temps continu,
aquesta bifurcabimarca el pas d’'unarbita perodica a unarbita quasipetdica.

Ara bé, aquesta situawiens la podem trobar directament en el sistema-
f(z, 1), on en aquest cas el gtenimés un punt d’equilibri donat péfi(z, ;1) = 0.
Aquest punt d’equilibri passa de ser estable a inestable gua . El fet de que
el sistemaés no lineal fa que apareixi un ciclinit, tal i com es veu a la Figura
2.13. La bifurcad es coneix amb el nom de bifurcaale Hopf.

Aixi com I'lltima bifurcaco té dos noms diferents segons el sistema vingui donat en
temps discret (bifurcadide Neimark-Sacker) o en temps continu (bifurdaté Hopf),
resulta que les dues primeres (la de “pitchfork” i la de “dedubde”) tamk les trobem
en els sistemes en temps continu,goeo €s aiXx amb les de doblament de pade. Per
tal de poder analitzar les bifurcacions de doblament degeren temps continu, cal
obtenir algun model discretitzat del sistema. Perés atetalls es pot consultar [29].

2.4 Bifurcacions non-smooth

Molts sistemesisics estan caracteritzats per demens que no& suficientment dife-
renciables. Entre aquests sistemes hi trobem els cirdeitg@nics amb commutadors
[34]. Aquesta febmens én sovint modelats per un conjunt d’equacions diferencials
cadascuna de les quals actua sobre una determinadadetjespai d’estatss;, a on

la funcio que definiex 'equadiés derivable amb derivada camia que deixa de ser-ho
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Sa2

(a) (b)

Figura 2.14: Representacions 2-dimensionals de bifurnade (a) “grazing” i (b) i de
“corner-collision”.

guan les trajectries travessen les corbes que delimiten les regihn¥eure la Figura
2.14.Es a dir, suposem que localment I'espai de fases es pot escdm

D:S]_USQUZ c R", (2.9)

on ) éslafronterax — 1 dimensional que separa les regighs 5.
El model materatic que descriu el sistema seria (en el cas de temps cantinu)

&= f(z, ) (2.10)
onz € R", 1 &s el paametre de bifurcadii f(x, ;1) est definida aik

fi(z,pu) si x €S

folx,pu) si x €Sy (2.11)

ﬂ%@—{
on fi(z,p) i fo(z, 1) €s derivable amb derivada camia as; i S, respectivament j és
confinua peo la seva derivada nées coninua ay _, la frontera entres; i .S.

Aquests models presenten unsderens de bifurcadii caos que no poden ser ex-
plicats en termes de la teoria de bifurcacions conegudaspstames suficientment di-
ferenciables. Ens trobem amb noves bifurcacions com arduecécio “grazing”i la
“corner-collision” que s’inclouen dins de la classe anoada(C'-bifurcacions [32]. A-
questes noves bifurcacions consisteixen en interaccmtrg/ials entre trajectries imit
diferenciables (com ararbites perbdiques oorbites catiques que es troben dins d’'un
conjuntw-limit) i les fronteres que delimiten les regions de I'espdiade. En el cas de
les de “grazing”)) | no és diferenciable, i sota la variéail’'un pametre (el paxmetre
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de bifurcacd), unaorbita perbdica toca tangencialmebt en un punt on nés diferen-
ciable. En canvi, en I'altre tipus de bifurcacper un determinat valor del @ganetre la
trajecbria limit toca tangencialment la frontepa, queés ara diferenciable. En els dos
casosy _, localment, nags simuliniament atractora (o repelent) des dels dos costats de
St Ss.

Recentment s’ha demostrat que les bifurcacions “grazieg idorner-collision” po-
den unificar-se si es considera un conjunt de formes normpedpi@des. Es pot veure-ho
amb detall a [31].

Recentment tanés’ha vist, que sistemes amb camps vectorials discontinsis{
temes Filippov [25]) presenten un nou tipus(déifurcacions, les anomenades bifurca-
cions de lliscament [35].
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Capitol 3

El convertidor buck

3.1 Introduccio

Tal i com s’ha indicat en el Cdjpl 2, els exponents de Lyapunov mesuren el promig de
variacb de I'expangd o contracad dels elements infinitessimals a I'espai d’estats, on els
valors positius es corresponen a la sepérdeitrajeabries en una direcoidonada. Els
exponents de Lyapunov de temps infinit es calculen respaeatgajecbria de reérencia

i en certa forma generalitzen (veure [7] per un major disé)$analisi de I'estabilitat a
través dels valors propis del jac@bil’un punt d’equilibri, tal i com hem esmentat en el
cagtol anterior, 0 mitjancant els logaritmes dels valorsgisale la matriu de transiti
sobre un péode d’'unaorbita perodica (els tamb anomenats exponents de Floquet).
La definicb estandard des del punt de vistagtic d’'un atractor aatic ([8]) és la d’'un
conjunt atractor acotat amb al menys un exponent de Lyappositiu.

Diversos neétodes es poden trobar a la bibliografia ([8], [9]) per cacuungri-
cament els exponents de Lyapunov, et més interesant tan des del punt de vista
computacional com el &eic, és el que estbasat en la descomposic) i de I'aplicacd
tangent ([10], [9], [12]). Tot seguit es recordaboreument aquesté&tode i s'aplicat
als sistemes bilineals en general. S’obtindran resulgisdfics pel convertidor buck
([13], [14]). EI mateix proés funciona en altres sistemes lineals a trossos. S’eaariur
les equacions diferencials satisfetes pels exponents deubyv i la variable angular
auxiliar, i es resoldran nuamicament usant el conjunt atractor dominant com la tra-
jectoria de refegncia, per cada valor del ganetre de bifurcabi Tamle s’escriuran les
equacions en el cas en querbita de refegnciaés unadrbita perodica, i a nés a nés,
en aquest cas, es resoldran @i@ment, i per tant, es dedaiun expresséitancada per
I'exponent de Lyapunov &s gran. Els resultats que s’obtenen coincideixen amb ta par
real dels exponents de Floquet de la matéitata [15] (tami@ es pot consultar [16] per
calcular nurericament els expontents de Lyapunov del convertidor baakiel netode

29
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u = 0 < obert
u=1+«tancat 1

S
+ Loy
1% D A v__C| IR
u=0 u=1 Tu:O u=1 2T u=0 u=1
(a) El convertidor buck (b) La rampa pedidica que regeix la com-

mutacd

Figura 3.1: Esquemaasic del convertidor buck i la seva rampa

de Muller [17]).

La Figura 3.1 representa I'esquenstt del convertidor buck. Quan aquest opera
en mode continugs a dir, la corrent que tenim a I'inductor mai es fa zero, talm ja
s’ha dit al Cajftol 2 ) el convertidor commuta entre dues topologies enifude siv(t)
est per sota o per sobre de la rampa@éida. Aleshores el sistema dimic presenta un
cami de desdoblament pédic cap al caos quan s’usa el paretrel” com a paametre
de bifurcacd [13]. Lesorbites pemdiques es poden calcular edgilament resolent
els dos sistemes lineals i unint les solucions en el punt ljeetecara que I'equadi
trascendental s’ha de resoldre renmament [14]. Es vearque aquesta informdci
numerica,és a dir, el valor de I'instant de temps ereges produeix la commutdgiés
I' Gnica informaadd no anditica que s’'usax en I'estudi que es far

La funcib de commutadi es pot expresar en termes de la foresgl® o de Heavi-
sidef de la forma segent:

u([v], £) = 0(r(t) — v(t)), (3.1)
on [v] denota la deperghcia funcional i- és la rampa pebidica d’equad
Vi V=V

r(t) = Vit — + t (3.2)

al

ambt calculat nodul 7'.

Usant les variables adimensionals (voltatge en les urd@als,, la intensitat en les
unitats deV,;/ R i el temps en les unitats de(’) les equacions diferencials del sistema
son (s’ha usat el mateiXmbol ¢ per indicar el temps adimensionat).

T = —x+vy,
= —yz+~4VO(r(t) —z), (3.3)
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onv — z,i+y,V = E/Viy= R*C/L,ir(t) convenientment adimensionada.

En tots els resultats nwmics presentats en aquest itabs’han usat els ségnts
valors dels parmetres [13]:V,, = 11.3V, R = 22Q, C = 47 -107°C, L = 0.02H,
V,=82V,V,=3.8V,T =400-10"%sia = 8.4.

El convertidor buckés un cas particular dels sistemes bilinealsquies, €s a dir,
sistemes que commuten entre dos camps vectorials lindalgjuals, per assolir els
objectius plantejats, es interessant expresar com

._{Ax—l—a if (a,x)+h(t) >0, (3.4)
| Bx+b if {(a,z)+ h(t) <O0. '

En aquesta expre$si i B sbn matriusga, b i a son vectorsy és la variable d’estat,
(,) designa producte escalahft) &s una fun@ T-periodica. De forma compacta es
pot escriure com

t=Bx+b+0({a,z)+ h(t))[(A— B)x+ (a—b). (3.5)

En els sefents apartats d’aquest ¢egh es tractad el que segueix. A I'apartat 3.2
sbn presentats els resultat&simportants sobre la descompad3i€iR i son usats per
calcular els exponents de Lyapunov. A I'apartat 38 gactades les equacions per als
sistemes bilineals 2-dimensionals en general i s’aplicasalparticular del convertidor
buck, trobant les solucions del sistema mitjancant lagiated nunerica i es calcula
una reladd de recuréncia per arbitesT-periodiques, elimit de les qual€s calculat
analticament a I'apartat 3.4. A 3.5 s’éxt aquest prdes aorbites de péode nés gran i
finalment a I'apartat 3.6 es resumeixen els resultats délatag’apunten futuresihies
de treball.

3.2 Ladescomposi@ QR

Sigui un sistema definit per la ségnt equad diferencial de primer ordreR"

d
= F(x,t), z€RY, (3.6)
dt
i sigui z(t) una solua.
Consideremz(t) una trajeddria proxima a la solud. Siguiz = = — zo(t) la
diferencia entre elles. L'evolugid’aquesta dif@nciaés:
dz OF

— = — = DF(t)- T
dt oz xo(t)z ()= (3.7)
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La solucd a (3.7)ész(t) = M(t)z(0), on

M(t) = Telo PF)Gs (3.8)

i T representa 'anomenada exponencial ordenada en el tengpies de Peano-Baker
[18]. GeonetricamentM (t) és la funcd tangent de:o(0) — x¢(t).

La SVD (descomposiobidel valor singular) permet la factoritzaaie qualsevol ma-
triu, i en particular la de\/(t), de la forma seigent

M(t) =U(t) - A(t) - VT (t) (3.9)

on les dues matriug(¢) i V(t) son ortogonals¥”V =1 = UTU), i A(t) és diagonal.
Ja que
MEHM(t) = V() AR)AT (VT (t) (3.10)

és semi-definida positiva i sitrica, els seus valors propiérsno negatius (els valors
de la diagonal del(t) AT (t)) i es corresponen a una base ortonormal de vectors propis
(les columnes d& (t)). Els valors singulars d&/(t) son els elements de la diagonal de
A(t). Els exponents de Lyapunov de temps infinit associats a ligaot(t), A;, sOn
els logaritmes dels valors propis de
1
_ T 3
A= tlg_noo (M (t)M (1)) (3.11)
sempre que aqueshiit existeixi.

Malgrat que la SVD de la funeitangent produeix una eficient partiaglels espais
d’expansbd i contraccd, é€s la descompositiQR, tami@ anomenada ortogonalitzaci
confinua Gram-Schmidt [9], la que proporciona una formuaainb el ninim nombre
de variables [10]. En aquest cas, aquesta descompe@sici

M(t) = Q(t) - R(t) (3.12)

onQ(t) és ortogonal ik(t) és triangular superior i amb elements positius a la diagonal
Observem que

MY (t)M(t) = RT(t)R(t) (3.13)
per tant,es R(t) la que coné tota la informad sobre els exponents de Lyapunov. Si
A;(t),i=1,...,n,9nels elements de la diagonal 8€&), r(¢) ésR(t) amb la i€ssima

fila dividida perA,(t), i d(t) és la matriu triangular inferior que afecta la ortogonaliia
de Gram-Schmidt de(t), es pot demostrar [11] que els exponents de Lyapubny s

1
A= lim —(log Ai(t) — log dis(1)). (3.14)
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Els valorsd,; estan fitats, per tantpas irrellevants en eliinit i en consegencia els ex-
ponents de Lyapunov poden ser calculats com @lesivalor asimgitic log(A;(t))/t.
L'equacb que verifica la fun@ tangenés

M =DF-M (3.15)
ambM (0) = 1. Usant la descompos&iQR i aplicant)” i R~! s’obté
QTQ+RR'=QT -DF-Q=5. (3.16)

S’observa '0|ual?li’—1 és triangular superior, i que els valors de la seva diagasrav
donats pe\;A; . La matriu triangular) es pot parametritzar com [10]

Q= QUAQWA) ...QtmQE3) ... Qn=ln) (3.17)

on Q) és la rotadd d’angleg,; en el pla(i, 7). Aixi doncs,M queda parametritzada
pern(n — 1)/2 angles, rés elsn elements); de la diagonal dé2, més elsn(n — 1)/2
elements ofR que estan per sobre de la diagonal. La resta no intervenehcaicel
dels exponents de Lyapunov, tai i com veurem. En efecte,g&)i@) és antisingtrica,
els elements de la diagonal de (3.16) donen lloc a

Els elements dé& depenen nogs dels angles i per tant,és una equaoide variables
separables sempre que els anglgst) siguin coneguts. Comparant els elements de la
subdiagonal a (3.16) s’obtenen les equacions

(Q"Q)ij = Sij(4), i > j. (3.19)

Amb la parametritzaéi usada &, el membre de I'esquerra de (3.1 lineal enﬁij i
I'equacb es pot reescriure com

bi; = 9i5(@), i > ] (3.20)

Aguestés un sistema d’equacions no lineals en famgisn(n — 1) angles, el qual s’ha
de resoldre i aleshores usar les solucions a (3.18).

3.3 Ladescomposi@ QR en un sistema bilineal

El Jacoba del camp vectorial definit per (3.6%
oF

or 2o(t)

+0({a, zo(t)) + h(t)[(A = B)ao(t) + (a — b))a’], (3.21)

= F(t) = B+ 0({ov, 7(t)) + h(t))(A — B)
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oné = ¢ és la funcd delta de Dirac.

El cas nés senziles quana, x(t)) + h(t) té normes un zero simple@= ¢, mod T’
per cada péode. Suposant que al comencament de cadagefa topologia que eé t
ve donada pefA, a), resulta

0({a, o(t)) + (1)) = 1-0(t—t) (3.22)
1

0({a, xg h = : ot —t.). 3.23

(oo +1(0) = pi it (329)

D’aquesta manera, definint la matriu (variable en el temps)
1
D(t) = — ———[(A = B)ao(t) + (a —b))a’], (3.24)
(e, @o(te)) + h(te)|

es pot obtenir el Jacabiassociat a aquesta classertites perdiques.

DF(t)=A+4+0(t—t.)(B—A)+(t—t.)C, (3.25)

on el factord(t — t.) permet introduir la matriu consta6t = D(t.) en lloc deD(t).

Les equacions anteriorés valides per a sistemes de dimeénsi Per a sistemes de
dimensd 2 nonés tenim un angle»(t) = «(t) i dues funcions\(¢) per trobar, i en
consegencia

B cosa(t) sinal(t)
Q) = ( —sina(t) cosalt) ) ’ (3.26)
0o [0 G
! Ai(t) ri2(t)
. 1 t 12 t
R(t) = ( 0 As(t) > ) (3.28)
Del calcul deQ” DFQ resulta ¢ es calculatnod T si no es diu el contrari).
A, ) . 5
X = fircos®a — (fiz + for1)sinacosa + for sin” «v (3.29)
1
AQ 2 : 2
N - fi1sin® a+ (fi2 + fo1) sinacos a + fag cos® a (3.30)
2
& = fiosin®a — (fi1 — fa)sinacosa — fy cos®a, (3.31)

on els termeg;; son obtinguts dels elements de B i C' aixi

fij = aij + (bij — aiz)0(t —tc) + c;;0(t — te).
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S’observa que

d
—log(A1A) = fi1 + foo = a11 + axn+

dt
(bll + b22 — a1l — a22)9(t — tc) + (011 + 622)5(t — tc) (332)

i aguestaés la divergncia del camp vectorial donat pel membre de la dreta de (3.5)
calculat az((t). Tenint en compte qu& — t.)o(t — t.) = 0, 'equacb (3.32) pot ser
integrada i s’ol#

].Og(AlAQ) = (CL11 + agg)t+
(D11 + bag — a11 — ago)(t — t.)0(t — t.) + (c11 + c22)0(t — o). (3.33)

Ja que les equacions dg i A, son independents, es pot trokay despes d’haver
trobatA;. Les equacions (3.29) i (3.31) s’han de resoldre a cadagenT’, (n+1)T],
agafant com a condicions inicials els valors finals delqukr precederit.

Primer es resol I'equaique ens dnaca. La pregncia de la fund d(t —t.) significa
que «(t) no és coninua at = t. i que el corresponent salt ha de ser calculat; per
to <t<t.it.<t<ty+ T hom pot oblidar-se de la furwidelta. En el&gim que es
considera, els valors propis dei B han de ser complexos amb part real negativa. Per
tant,

A, = (a;; — a22)2 + 4dapae; <0 and aq; + ag <0 (3.34)

i el mateix pels elements; de B.

e Pertp <t<t.ese
& = ajpsin® o — (ay; — ag) sin avcos a — ag; cos® o (3.35)

Cal observar que;» # 0 en les condicions assumides. En termesg) = «ay,
la solucb a aquesta equares

Q11 — Q22 V —A, [@12\/ —-A,
+ tan | ————

2@12 2‘&12‘ ‘ 2’0,12‘

+ arctan <\2/% (tan ap + %))] . (3.36)

cal observar que el que fa que dues trajges poximes s’ajuntin o s’apartin estausat nogs pels
temps diferents en els que es canvia de topologia dins deldeerel canvi al final de cada pede afecta
totes les trajedtries alhora.

tan a(t) (t —to)
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e Alinstantt = ¢. tenim el salt en el valor de. Per calcular-lo podem prescindir
de tots els termes del membre de la dreta de la igualtat (8X8Epte dels quedbs
proporcionals &(t — t.). S’ob#

o= (C12 sin o — ¢91 cos® @ — (c11 — Cop) cOS @ sin a) ot —t.) (3.37)

i integrant al voltant de.

t+

c d c
/ — —— , :/ S(t—t.)dt=1. (3.38)
= C128in” o0 — g1 cos? a — (11 — ) cosasina J-

Si designem pefi(«) a una primitiva de I'integrand del membre de I'esquerra de
la igualtat, s’obé

a(th) =G 1+ G(aft)))). (3.39)

e Pert, <t < t, + T es € la mateixa equaBique abans, amb els elemehis
enlloc delsy;;. La solucd es pot obtenir a partir de (3.36) substituinpert. i oy
pera(t}).

Una vegadax(t) es coneguda, es pot resoldre I'eq@aper A;. S’introdueix la
notacd

Ay(t) = N, (3.40)
Aleshores, tenint en compte (3.14), els exponents de Lyapsim
1

Ja quel,(t) es pot obtenir de\,(t), es designa(t) = A,(t), el qual ha de complir
'equacb _
A= fircos? o — (fia + fo1) cosasina + fao sin® a. (3.42)
De nou s’han de considerar tres casos.
e tg <t < t.. Dividint les equacions que satisfan « s’obte

d\ . a1 — (CL12 + CLQl) tan a + 929 tan2 «

(3.43)

dov a1 tan2 o+ (a22 — CLH) tan o — a9 )

El costat dret d’aguesta equacés pot convertir en una integral racional i es
pot obtenirA(«). La corresponent constant d’'integraas pot determinar per
la condicb inicial A(ag) = A(to).
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e Alinstantt = t., el quocient de termes proporcional@ — ¢.) en les equacions
de)iaés
d\ ¢y cos?a — (c1g + cp1) cosarsin a4 g9 sin? o

- . (3.44)

da  cppsin?a — cjpcos?a — (c11 — cg9) cosasina

Si s’anomendd («) a la primitiva del costat dret de la igualtat (3.44) en fmbée
a, integrant entre, i ¢t resulta

Alte) = Ate) + H(o(t))) — H(ot,)). (3.49)

e Finalment, pett, < t < ¢y, + T s'obte la mateixa equadique pert, < t < t,,

.....

substittida pert — t. en la soluadd trobada.

S’aplicaran tot seguit, les anteriors equacions al cascpéat del convertidor buck
adimensionat. Est

A:B:(jé),a:(g),b:(ﬁ/),a:(é) (3.46)

i h(t) = —r(t), i el Jacoba calculat gx¢(t), yo(t)) €s

DF(t) = ( j ; ) +5(r(t) — zo(t) ( _SV 8 ) . (3.47)

Les equacions (3.18) i (3.19) aplicades a aquest sistéma s
i—i = —cos’a+ (y—1)sinacosa+vV(r(t) — zo(t)) sinacosa (3.48)
i—z = —sin®a+ (1 —7)cosasina —yV§(r(t) — z¢(t)) cosasina (3.49)
& = —sin®a—cosasina — (14 V(r(t) — xo(t))) cos® a (3.50)

Es pot observar qué; A, + AjA, = —AA, i d'aqui Ay (t)As(t) = e, ja que
A1(0) = Ay(0) = 1. En funcb de les);(t) aixo és

A (t) + M%)
t
aixi que la suma dels dos exponents de Lyapunov del convertintr@s igual a—1. De

fet, aix0 €s una consé@ncia directa d’un resultat@s general coras que la divergncia
del camp vectorial del convertidor buck adimensionat Sigual a—1.

=1, (3.51)
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Figura 3.2: LLE del conjunt atractor dominant en terme$de

S’han integrat numricament les equacions dé¢t), «(t) i el sistema de variables
(xo(t),yo(t)) perun rang de valors del ganetre de bifurca6iV’, usant la fund arctan-
gent amb un coeficient suficientment alt per aproximar laifuasgl® i la seva derivada
per aproximar la funéi delta. El corresponent exponent de Lyapun@srgran (LLE)
est representat a la Figura 3.2, on es pot veure que eléd-E0.5 en una red forca
gran. Ja que hem fet integraaaunerica, el sistema evoluciona cap al conjunt atractor
dominant. D’aquique el LLE positiu ens indica la prescia d’'un atractor cdic. Les
zones de preésicia d'aquest atractor @ic que ens mostra la Figura 3.2 coincideixen
amb el q& es coneix sobre el convertidor buck [14].

Per aorbitesT-peridodiques amb ufinic instant de commutati,. en cada péode,
les equacions (3.48) i (3.50) queden rieths a (3.29) i (3.31). En aquest casipkcament
'element

vV
Co1 = —— - = —v 3.52
= ) - dolt)] (852
el gue és no nul i les dues equacions de reilegia $n
A = —cosPa+ (y+vd(t—t)—1)sina cosa, (3.53)
& = sin®a+sinacosa+ (y+ vt —t.)) cos’ a. (3.54)

El denominador a (3.53s la difeéncia de la pendent entre la rampa i el voltatge
en el punt de creuament, i aquegtl'lnica informaadd sobre |brbita perddica que
necessitem pelsatculs.

Tal i com s’ha discutit en el cas generaljiica giestd de rellewancia per la inte-
gracb de les equacions anteriogs el @lcul del salt de les discontiitats en el punt
t =t., és adir, les equacions (3.39) i (3.45adiment s’obé



El convertidor buck 39

tana(t}) —tana(t)) = v. (3.55)

1 + tan? a(t}))
1+ tan® a(t;)’
Amb aquests resultats, les equacions diferencials podeintegrades sobre cada

pefiode i es pot calcular la relazde recurencia pels valors,, = a(nT) i A\, = A(nT).
Escrivint

A@D—Am):%mg (3.56)

t n+1/2
r, = tan (utc + arctan M) , (3.57)
i
s’obte I'aplicacb racional
A+B+r,
T T AB - Ar, (3:58)
onA=tanuT, B =v/uiu=+/v— 1/4, mentre que pek,
1
>\n+1 = _§T + )\n
1 tan® a,.q + 1) (tan? oy, + tan o, + M, +v)>+ M, +v+
2 (tan® a,, + 1) (tan® oy, 11 + tan ag,pq + ) (M7 + M, + )
on
M, = pr, —1/2. (3.60)

La Figura 3.3 ens mostra els resultats de la itérdei (3.59) per un valor usual de
en el egimT-periodic. Es pot veure qug, es comporta linealment amb una odaio
fitada sobre d’ellaés a dir,

At) =A-t+o(t) (3.61)
ambo(t) fitada. Per tant,
A= tEHloo %t) (3.62)

La Figura 3.4 ens mostra els valors asiotjas de «,, i \,/(nT) per un rang
de valors del paimetre de bifurcabi De fet, es pot demostrar que pét > B* =
2(1 + v1+ A?)/A, laplicacio (3.58) € un punt fix atractor i quéw,,) — ~ —m/2
(depenent lleugerament &8, mentre que la ségncia(«,,) no convergeix peB < B*.
De la figura es veu que aixes correspon a qug,/(n1’) s’aproxima a—1/2 en el cas
en que no hi ha punt fix, i a un valor que @epdeV quan hi ha un punt fix. La
forma concreta de la corba puntejada de la Figura 3.4 esspametotalment amb el
calculs exactes dels exponents de Floquet déreites perddiques (veure per exemple
la Figura 3 a [15]).
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20

Figura 3.3: Evolud de )\, a partir de (3.59).

Figura 3.4: Valors asimptics de I'angle (conhua) i LLE (disconinua) per lbrbita
T-periodica en fund deV'.
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3.4 Resultats andtics pel convertidor buck

Pel convertidor buck, el fet de ceixer explcitament les equacions (3.58) i (3.59) per-
met de provar anglcament els resultats que en la sécanterior s’han obtingut per
iterac nunerica. Aixd treu a la llum alguns aspectes interesants de I'apbaamional
(3.58), que es pot reescriure com

A+B+z
T@) == ap—ar (3.63)
Les solucions g (z) = = son
B B> A+B
- _2 Z 3.64
i els punts fixos existeixen si es compleix la condlici
B* A+B
— - > 3.65
4 A~ 0 (3.65)
és adir,
B> B =2(1+V1+ A2)/A (3.66)
tal i com ja s’ha esmentat @viament.
La condicd (3.66) implica que
2+ 21+ A2
v > %u = 10.22531653, (3.67)

El primer valor deV’ pel qualv verifica (3.67)ésV = 2.13 (Que es correspon a
V = 24.1V). Aquest resultat es correspon amb els resultatsemiassique podem veure
ala Figura 3.4. Notis un dels dos valors donats per (3.64), el gus signe %", dona
lloc a un punt fix estable.
Anomenant
2
- 2tan a, +1 ’ (3.68)
tan® o, + tana,, + 1
(M, +v)*+ M, +v+~
M2+ M, +~ '

D, (3.69)

es pot reescriure (3.59) com

1. Chy 1 1
= —1 —log D — -T. 4
A1 i og . + 5 og D, + A\, 5 (3.70)
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i d’aqui
1 C, 1 m
Am = 2 log 70 =+ B log(Dp—1 -+ Do) + Ao — §T (3.71)
A més a nés,
A
A= 1 — =
1+1' L logC,, + i ! log(D Dy) (3.72)
2 m—lg-loo 2mT 08 &m m—lg—loo mT 081 Y m—1 07 .

2

Ja quelog T est fitat perz € R, el primer imit de (3.72)és trivialment
2?2+x+1

zero. El segoniinit es pot reescriure com

i log(D,._1---Dy) = li
o 10g(Dy o Do) = im0

log(Dyy, - -+ Dy). (3.73)

Suposarem primer que,,) té un imit, és a dir que la funéi (3.63) € un punt fix.
Aleshores les ségncies(r,,), (M,) i (D,) tamke $n convergents. Sigub, el limit
de (D,). Usant el fet que elinit de la forma aritmtica d’'una sedggncia convergergés
igual al imit de latltima, es &cil veure que en aquest cas

log D,
li log(D,,---Dy) = 74
o 108(Dm - D) = =0 (3.74)
i d’aqui, quan hi ha punt fix,
1 logD,
A= —— 3.75
5t o7 (3.75)
amb )
D. (M, +v) —i—M*—l—V—l—”y? (3.76)

M2+ M, +~

M, = pr. — 1/2i r, el punt fix atractor de (3.63). Cal observar que aquestidep
del paametre de bifurcadiV a tra\es del paametrev. Calculant (3.75) per valors de
V' superiors &.13 s’obtenen valors que coincideixen amb la part creixent denka
discontnua de la Figura 3.4.

Quan(a,,) no és convergentgs a dirl/ < 2.13 es pot calcular de forma no trivial
que

1
lim T log(Dy, -+~ D1) =0 (3.77)

m—+oco 2m

i que per tant, el LLEes independent del ganetre de bifurcabien aquest tram i que
ésigual a-1/2, tal i com s’ha vist en les iteracions neniques pevies.
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En efecte, per demostrar (3.77), usarem (3.69) i (3.60) gige

- (r+B)*+1
Zlog Dy = Zlo T (3.78)
De (3.58) s’ob¢
po B = o A (3.79)
1 —+ A'f’n_i_l ’
i aplicant-ho a (3.78) el resultas
14 A?
log Dy, = —log(r{ + 1) + log ——. 3.80
; g Dy g(r Z S T A (3.80)
De nou, de (3.58) obtenim
1+ A?
1= .
A 1= = (3.81)
i per tant, la srie de (3.80fs
Z o 1+ A2
81+ Arpy)? 1 + Ark+1)

—AB—AT’k > >
231 —25 "1, 2% log V1 + A2, 3.82
;Og e DR _—

onL, = log(l — AB — Ark)
Estudiarem ara la suma
Li+--+L,. (3.83)

Es &, usant (3.58)
Ly + Ly_1 =log(1 —3C + C? + A(C — 2)r,_; — A?), (3.84)

onC = AB.
Definint AV = A(C —2), V) = 3C — C? + A% s’obte

LW =L, +L,=1log(l—CY — AWy, ). (3.85)
Aleshores, la suma dels trakims termes de (3.83s
Ln—2 + LS—)I -
1)

log(1 —CcW—C(1 - O(l)—AT)—A(l)AJr((J(”A—A—A(l))rn_g). (3.86)
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A (1)
Definint de noud® = AW —CM A+ A, 0% =W 1O+ TC coW 4 AW A
s’obté
Ly = Ly o+ LY, =log(1 — C? — APy, ). (3.87)
Iterant aquest pr@s s’'obé una expres8i tancada perL; + --- + L,,. De fet, si
k—1
AR = Ak=1) _ k=D g 4 A C® = kD 4 O + ( )C — 00t 4 AKk=1) g
hom obe la suma del&ltims & termes de (3.83)

LY, = Loy + L% =log(1 — 0® — A®p, ), (3.88)

per tant, finalment
Ly + -4 L, =log(1 — C™ — Ay, (3.89)

La sediencia(A, C') ve donada per

Ak) 1 —A A=1) A
(C<k>):<%+A 1—c>(c<k—1>>+(c>' (3.90)

ambA©® = A4 CO = . Aixi,

- 1+ A2 1—Ctm — Ay,
lo =2lo 3.91
; : (1+ Arpyq)? & (V1+ AZ)m (3.91)

Perm grans,A"™ i C(™ creixeran a ra del més gran dels valors propis de la matriu

C .
—+4 1-C

Quana,, no te punts fixos, els dos valors prop@scomplexos i de magnitud1 + A2.
Llavors,

2 2 (m)
Zlog 1+ A 210gK(\/1+A> ) 4 plm | (3.92)
(14 Arpyq)? (V1 + AZ)m
amb
li P 0 (3.93)
mgfoo (, /1 + AQ)m - .
En consegencia,
log (K + — L (3.94)
0 +— :
BT VT g

est acotat amb el ququeda demostrat (3.77).
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Figura 3.5: Valor asimgtic del LLE (linia contnua) del conjunt atractor dominant,
LLE (linia dscontnua) per le®rbitesT-periodiques i LLE (inia puntejada) pearbites
2T-periodiques en funéideV'.

3.5 Orbites periddiques de pefode gran

En aquest apartat es vaurom els alculs fets per a lesrbitesT-periodiques es poden
generalitzar arbites de péode superior.

Per a lesorbites 27-periodiques amb temps de commutaci i ¢, (un en cada
pefiode de larampa) e8t(t1) —xo(t1) = 0ir(te) —xo(t2) = 0,0 < t; < T <ty < 2T
modul 27 i per tant

1 1
RO O R (S ]

El sistema que s’ha de resoldré@a27’] és

5(r(t) — zo(t)) S(t—ts).  (3.95)

& = sinfa+sinacosa+ (y+vid(t —t) +vad(t —ty)) cos’a  (3.96)
AN = —cosa+ (Yt —t) +1ad(t —ty) —1)sina cosa,  (3.97)

onvy = V/|r(t1) — Zo(t1)|, 1 va = YV/|7(t2) — 0(t2)], 1 la informacb que necessitem
sobre |0rbita es limita als valors i t,. El sistema anterior es pot resoldre atehment
i tambke es pot iterar usant el valor final d’'una ite@ciom a condid inicial per la
sedient, i es pot obtenir una relécte recuréncia pels valors dev,, = a(2nT) i
An = A(2nT).

La Figura 3.5 ens mostra el LLE obtingut amb la integbamunerica directa del
sistema i els LLEs que resulten de les relacions de recaia dea,, i A, per amb-
duesorbirtes laT-periodica i la27-periodica ( lesorbites pbpiament2T-periodiques
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Figura 3.6: Valor asimjgtic de I'angle (Inea coninua) i de LLE (Inea discorihua) de
les orbites2T-periodiques en termes dé.

apareixen nom@s quan lesrbitesT-periodiques es fan inestables) pel rang de valors del

patametre de bifurcadiV’. Sempre que unarbita perodicaés estable, el LLE obtingut
de la corresponent recemcia coincideix amb el obtingut de la integanunerica. Ob-
serveu la exigincia d’'una petita finestra @ica just abans que I@sbitesT-periodiques
esdevinguin inestables.

Més concretament, 8i, = a(2nT), A =ty —t; — T,

1/2
tanan—i- / )+Mt1), (398)

rn, = tan(arctan(
Si A = tan(u(T — A)), B = 72, C = tan(u(T + A)) i D = 7} obtenim la

L . [
recurencia racional
C+rp1+D

A B
+1—C(7an,1+D)+
= (3.99)
1—A( C—|—7"n_1+D —|—B)
1 —C(Tn,1+D)

La Figura 3.6 ens mostar els valors asiatjgss dea,, i A\,,/(2nT") per un cert rang
de valors del parmetre de bifurcabi En aquesta figura podem observar qug(2nT’)
convergeix a-1/2 quan la segencia(«,,) ho convergeix. Aig té lloc en dues regions.
La primera de elles correspon al cas e tpsorbites27-periodiques én duesorbites
T-periodiques i la segona rayique abarca els valors desde= 2.2 aV = 2.75, es
tracta dbrbites27-periddiques popiament Es & que (3.99)& un punt fix si i noras si

(ABCD — A(B + D) + C(B — D))?
—4(ABC — C — A)(CD(A+B)— (A+B+C+D))>0. (3.100)
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Calculant aquesta condicen funcod deV’, s’obt el complement de les dues regions
anteriorment discutides.

Tamle s’ha obtingut el valor asimptic de LLE quan(«,) té limit. La relacd de
recurencia pen,, = \(2nT') és

\ 1 (tan? a1 + 1)(tan? o, + tan oy, + )
n = 310
i 2 8 (tan® o, + 1) (tan? aq 1 + tan oy, 11 + )
N lb(MLW+WF+Ahfﬂﬁ+ﬂ«M%+Wy+ﬂ@m+W+7>
2 (M, + M, +7) (M, + Mo +7)
T (3.101)
on
tan o, + % 1 1
My, = ptan | put; + arctan ————= | — 5 =M= 5 (3.102)
0

1
Mntwntg) 1 (3.103)
2

My, = ptan (,u(t2 —t1) 4 arctan
1

Anomenant\/y, i M,, els limits de(M;,,) i(Ms,) s'obte, seguint els mateixos passos
que per le®rbitesT-periodiques, I'expresside LLE

1
A= ——
9
1 M, 24 My, M, 2+ M,
t—1og ((Mys + 1) +2 1+ v+ 9)(( 22"‘1/2) + Mo +V2+”Y()3_104)
AT (M, + Mys + 7)) (Maun? + Ma, + )

la qual reprodueix laihea discorihua creixent de la Figura 3.6 des Ue~ 2.75 en
endavant.

El mateix pro€és es pot portar a terme per @biteskT-periodiques. La relaéide
recurencia pen\,, = A\(nkT) és

(tan® o, + 1) (tan? a1 + tan v,y + )
(tan? v, + tan o, + ) (tan® a1 + 1)
(1 + Ml,n—1)2 +uvi+ M +7y) - (v + Mk,n—l)2 + v + Myn1 +7)
(MIQ,n—l + Ml,n—l + 7) s (M137n71 + Mk,n—l + ’7)

A =

1
2
1
+ ElOg
1
2

KT + A, (3.105)
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amb M, ,, depenent de; i a((n — 1)kT) i M,,, depenent de; — ¢, i M,_,,, per
i=2,..., k. Altravegada , s'ol@ que\ = —1/2 quan la recugnciac,, = o(nkT’) no
convergeix, mentre que

1
A= —5+
L IOg ((1/1 + ]\41*)2 + l/; + Ml* + ")/) e ((yk —+ é\/lk*)Q + v + Mk* + ’7) 7 (3106)
si que ho fa.

D’aquesta manera, incrementant el valorikgees poden obtenir expressions anal
tiques dels successius trossos de la corba del LLE de lad&R@r durant el tram en
el que I'atractor dominanés unaorbita perbdica,és a dir, abans del comencament del
caos. Tan mateix, ja que s’han obtingut expressiondtanads pel LLE associat a una
orbita perodica, sigui estable o no, aquests resultats poden ser urdpyartida per
I'obtencid d’expressions anigiques aproximades pel LLE eegim cabtic, en el sentit
gue s'assenyala a la teorisotbites pemdiques [20].

Aquest procediment pot ser, en princigcfiment aplicable a qualsevol sistema li-
neal a trossos i, en particular, a qualsevol altre convarf¥WM-controlat.

3.6 Conclusions i treball futur

S’han escrit les equacions diferencials que han de comgkx@onents de Lyapunov del
convertidor buck, a partir de la descompo8iQR de la fund tangent obtinguda a partir
d’'una trajecbria de refegéncia. S’han resolt nuemicament les esmentades equacions i
s’ha calculat I'exponent Lyapunovés gran (LLE) per a un rang de valors delgraetre

de bifurcaod, i s’han resolt an@ticament quan la trajegtia de refegénciaés perddica,

tan siés estable com &s inestable. Quandibita perddicaés l'atractor dominant, el
resultat anatic coincideix amb el valor obtingut per integraagiunerica. Els resultats
tamke es corresponen amb el qué&wament es coneix a la literatura sobre la part real
dels exponents de Floguet de labites perddiques del convertidor buck. Aquests
calculs es poden fer extensiuebites perdiques de péode superior s d’esperar
gue a0 permeti obtenir aproximacions afn#jues als LLE quan s’eatplenament en
regim catic, usant les eines de la teoria de t@bites pemdiques [20]. Tamé pot
resultar interessant calcular les correccions d’ordresapal LLE linealitzat, basades
en el hessi enlloc del jacolai [11].



Capitol 4

Convertidor boost amb control de
lliscament i amb banda d’histeresi: cas
2-dimensional

4.1 Presentad

Sigui el sistema presentat a la figura 4.1 la qual representavertidor tipus boost.
Tenim dues variables d’estat quans:; (el voltatge en el condensador)4 (la intensitat
en el inductor).

‘ +

A N Tc¢ = w

|
|
|
5]

Figura 4.1: Esquema d’un convertidor degutia boost.

49
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Les equacions que regeixen laamica del convertidoran

l"l = —%(I)lﬂ*a(l —U,)l'g
. 1 V.,
Ty = _Z(l —u)ry + fg (4.1)

onu és la variable de control. Els valors d’aquesta variable(si 1. El valoru = 1
correspon al cas en gu’interruptor.S est tancat. Aleshores tot el corrent de la font
circula per la bobina i deixailéada la brancazC'. En canvi,u = 0 quan l'interruptorS
est obert.

Combinant adequadament les dues equacions de (4.1)é sjabtuna condibine-
cessiria perge el punt(z, x2) de I'espai d’estats, sigui un punt d’equilibri de la &in
micaés que

1 2

2o Vy — B = 0. (4.2)

Aixi, aquest sistema presenta un punt d’equilibli = (V;, V,/R) que compleix la
condicb (4.2) si l'interruptor est obert. En canvi, si l'interruptor estancat, el voltatge
del condensador es farero i la intensitat de I'inductor creix indefinidament.

Mitjancant les écniques de control eregim de lliscament es preten forcar el sis-
tema a assolir una sup@ie concreta, anomenada supad de lliscament, la qual
esh definida en I'espai d’estats, controlantiaskcomportament asimgtic del sistema.
Aleshores, sobre aquesta sujré solen apaixer noves propietats de la dimica, ja
que les caractestiques de la supédie $Hn imposades sobre aquesta {@ier exemple,
I'ordre del sistema queda reitu

Per exemple, la supécfe de lliscament podria ser, — V,.; = 0. Demanar que
les trajecdries romanguin en ella equival a imposar qye= V,.; en el temps. Es
pot comprovar que el punt d’equilibri de la dimica resultant sobre la superé és
inestable. Per aquest motiu la supad que imposarem s&6; = 0, on

S = x + a(zy — Viey). (4.3)

A la seccd 4.2 estudiarem la damica de lliscament ideal. Aquestésniques de
control proporcionen al sistema una major protecizivant de la variadidels paametres
i perturbacions externes. Tenen en contrapgue per tal que el sistema romangui en la
superfcie de lliscament, aquest hauria de commutar amhiéega infinita. Per aquest
motiu a la pactica, una de lestniques usades per evitar aquest deféestéa banda
d’histeresi [2]. Ho tractarem a la se6c#t.3. | finalment, perqeiel sistema sigui &s
robust, moltes vegades es controla tartierror. Apareix aleshores una nova variable i
una nova equacien el sistema damic. Ho tracterem amb una mica désdetall en el
cagtol sedient.
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4.2 Dinamica de lliscament ideal

Sigui el sistema diamic donat per les equacions (4.1) i representat a la Figlira 4

La variable de control anira alternant els valors = 0 i v = 1 amb fredgencia
infinita per tal que la trajecdtia soluco de les equacions romangui sobre la stiperf
de lliscament. Considerem la represeradilineal de (4.1), [24] .

d
Ex:Aa:%—uBm%—(S, (4.4)
on
11
“RC C 0 -+ 0
x:(x1>,A: B=| 4, C|,6=(V, ).

" Ly 7 L

L

El regim de lliscament existeix sempre queurribi a la supeitie i despes quedi
atrapada en ella gcies al continu canvi de posicilel commutador. Les dimiques de
lliscament ideals estan caracteritzades per le§esgg condicions d’invaiincia:

S;=0, <VS,Ar+uBx+4§>=0 (4.5)

on < , > simbolitza el producte escalar.

La segona condibide (4.5) defineix el control equivalent, com la llei de control
derivable, que idealment atrapa les trajeiets sobreS; si la diramica del moviment
satish la primera condié d’invariancia.

Aquest control d’equivancia ve donat per

< VS, Ax + 6 >

= 4.6
Ueq(x) < VSl, B.T > ( )
essenk V.S;, Bx ># 0 'anomenada condi6ide transversalitat.
Aplicat al boost,
Vo _am
Ueg(r) =1 — ZLI—% 4.7)
L C
Per tal que existeixi elegim de lliscament &; s’ha de complir, [4]
0 < ue(z) <1 (4.8)

per totx = (x1, z5) de la supeitie de lliscament.
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D’aqui es dedueix que els punts de la supeefS, = 0 que estaran eregim de
liscament §n els que compleixen aeb

Vs L . CV,+a®V,ey L . V,CR

- 4.9
N T M gRLyaLrOoRT TS T, (4.9)
o bé
a* Vs L CV,+a*Vies L . V,CR
_— 4.10
NS o0 T eRLyaL+CRT T L (4.10)
Anomenem
Ry = {(x1,22) € S; =0 que compleixen les condicions (4}9) (4.12)

Ry = {(z1,22) € S; =0 que compleixen les condicions (4.30) (4.12)

De les condicions (4.9) i (4.10) es dedueix que hi ha zonastathent &, = 0 sempre
que

a’L+C
14 —— . 4.13
* v, O Vet (4.13)
Anomenant
2
o= ek
La2+C
2
L
fo — C’Vg+a V;nef R
a?RL+al+CR
g LR (4.14)
La

gue $n els valors que limiten les regions de lliscament a (4.9)1(), resulta que la
condicb (4.13) es pot escriure com

1 £ 13 (f1) ! (4.15)

Treballant amb les desigualtats que defineixgni R, es pot demostrar que la
sedlent proposi@.
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Vier | Regb de lliscament f1

4 4.2038 < x; < 22.7273 | 3.8035
8 7.9269 < x; < 22.7273 | 7.6071
12 11.6500 < z; < 22.7273 | 11.4106
16 15.3731 < z1 < 22.7273 | 15.2141
20 19.0962 < z; < 22.7273 | 19.0177
22 20.9577 < x1 < 22.7273 | 20.9194
23 | 21.8885 < 7 < 22.7273 | 21.8703
24 22.7273 < x1 < 22.8193 | 22.8212
26 22.7273 < 21 < 24.6808 | 24.7230

Taula 4.1: Red de lliscament segons els valorside.

Proposicio 4.2.1.

e 1 <f3(fl)y™! «—= fl<f2 — Ry=0, Ri# 0iR = {(x1,m2) €
R? /2 < a1 < f8izg=—a(x1— Vies).}-

e Encanvi,l > f3(fl)! «— fl >f2 <« R =0, Ry # 0 i
Ry = {(ZEhZEQ) c le/f3 <r1 < f2iz9=-a (Il — ‘/Yref)}‘

La proposicd 4.2.1, 'exemplifiquem a la Taula 4.1 on presentem ladreig llisca-
ment deS; = 0 per aquests valors dels panetres

V,=10, R=10, C =0.0002, L =0.0002, a=4.4 (4.16)

i variantV,..; entorn de llnic valor pel que segur que no hi ha i@gdie lliscament, que
en aquest cassV,.; = 23.90120210, queés quan. = f3(f1)~*

Ja que f3 no depen dé.;, un dels extrems que definiex l'interval de lliscamest
fix. S’ha indicat tamb el valor de f1 per cada cas.

Podem observar que a mesura que ens apropem alWajoe= 23.9012, l'interval
on esh definit el egim de lliscament, es va fentas petit.

A més, pef,.; < 23.9012, aleshoreg < f3(f1)~! i per tant, la red de lliscament
ésR; i ve definida per f2< 1 < f3i 2y = —a (z1 — Viey).

En canvi pelV,.; > 23.9012 ,aleshored < f3(f1)~!ila regid de lliscament ideal
ésR, definida per f3< 21 < f2i 2y = —a(x; — Vies).

Per tant, es compleix la propoict.2.1.

Tamte es & que el possible punt d’equilibri de la dimicaPFE peru = 0, mai
estad en egim de lliscament tot i egtenS; = 0, ja que en aquest punt la segona de les
desigualtats tan en (4.9) com en (4.10) es converteixen @rgualtat.
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Imposant el valor trobat per,, a (4.7) a les equacions que ens defineixen el conver-
tidor boost, (4.1), sobre la supgie de lliscamens; = 0, (4.3), s’obé la diramica de
liscament ideal que en aquest cas, ve regida per I'equaci

dry _lx%—l—Ran(xl—V}ef)
dt  RCuxy+ La?(zy — Viey)

(4.17)

Independentment dels valors delsgraetres existeix un possible punt d’equilibri de
la dinamica (I'altra solud de I'equadd de grau dos natsentit ja que aleshores < 0):

—RaVy+ /R2a*VZ+4RaV, V.
2
5 = —a(z] = Viey) (4.18)

*_
Ty =

Facilment es pot comprovar que compleix (4.2), cor@icecesaria per ser punt
d’equilibri de la diramica i quer; > 0.

Per saber el cacter estable o inestable del punt, linealitzarem I'equétil?7) al
voltant del punt d’equilibri. Resulta

L= A (4.19)

on
(L (Latai = ROGV,)(ri 2 Viey
R (23 C + La? (x5 — Viey))?

Usant la definid dex; es pot demostrar que — 2V,..; < 0 i aleshores:

i ffl =T — $T (420)

Proposicio 4.2.2.

e Six] compleix (4.9)és a dir pertany ak,, aleshoresd < 0 i el punt d’equilibri
és aémpbticament estable.

e En canvi, siz; compleix (4.10)gs a dir pertany aR,, aleshoresAd > 0 i el punt
d’equilibri és inestable.

A la Taula 4.2 presentem resultats sobre I'estabilitat deit pi’equilibri usant els
valors dels parmetres donats a (4.16) i variaiit.; tal i com s’ha fet a la Taula 4.1.
Indiguem en cada cas si hi ha punt d’equilibri i en el cas g lmagi senyalem si el
punt pertany &, 0 aR,.

Estudiant en quines condicion$ es& en una de les dues possibles regions de llis-
cament,R; 0 Ry, es pot demostrar que:
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Vier | Regb de lliscament camcter

4 0

8 0

12 Ry A. estable
16 R, A. estable
20 Ry A. estable
22 Ry A. estable
23 Ry A. estable
24 Ry inestable
26 Ry inestable

Taula 4.2: Redi a la que pertany el punt d’equilibri i Gaster d’aquest en funzide
‘/ref-

Proposicio 4.2.3.

e Sil > f3(f1)7!, la dinamica de lliscament ideal (4.17) sempéeun punt d’equi-
libri donat per (4.18), el qual pertany a la regde lliscameni?, i el seu caacter
és inestable.

e Encanvi, sil < f3(f1)~!, el punt d’equilibri (4.18) est en la rego de lliscament,

1
que ha de seR;, <= V,.; > VgaR+

estable.

i el seu caacterés asmpbticament

Per tant, si pels valors dels panetres que defineixen el convertidor boost i la su-
perficie S; = 0, la regb de lliscamengés R,, el regim de lliscamenté un punt d’e-
quilibri que és inestable. Per si la regd és R,, tenim punt d’equilibri si i norés si

aR+1 R PR .
Vier >V, | el seu caacterés asmptoticament estable. Si els valors dels

a
paametres 8n els definits a (4.16) aleshores la fegie lliscamenés R; i tenim un
punt d’equilibri quees asimpiticament estable si i no#s sil0.2273 < V,..; < 23.9012.
Aix0 és el g& veiem a la Taula 4.2.

4.3 Dinamica de lliscament amb banda d’hiséresi

Per tal de poder realitzar i simular el sistema, afegim a feedicie de lliscament una
banda d’histresi, que provoca canvis en la topologia, fent que el sstarmmuti d’'una
posich a l'altre. Aquesta banda ve definida per
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Sik = wo+a(xy — Viep) —dk
S_ar = ot a(ry — Vies) +dk (4.21)
(4.22)

La configuradd del sistema es defineix de la 8egt manera: quan l'interruptdér est
tancat (configuradi 1) tot el corrent de la font circula per la bobina i deixbaaa la
brancaR(C' i aleshores les equacions que descriuen lardina del sistemaos:

) 1

r = ——=I

RC
. %
D’aquesta forma el corrent que passa per la bobina comgngam en canvi el voltatge
en el condensador baixa. La llei de control fa que el sistezgaesxi d’aquesta ma-
nera fins que s’assoleix la superé S, = 0. En aquest moment l'interruptor s’obre

(configuracd 2). Les equacions que descriuen el sisteam s

. 1 1
L= Tgpottah
. 1 V.

El sistema seguiren aquesta configuradins que succeix una d’aquestes dues pos-
sibilitats: 2.1) El sistema verifica I'equdci_,; = 0 0 2.2) el corrent a I'inductor es
fa zero (configuraé 3). Pel cas 2.1) el sistema tanca l'interruptor i comereaal el
cicle (veure Figura 4.2). Aquesta forma d’actuees coneix amb el nom de mode de
conducod confnua (MCC).

El cas 2.2) es conegut amb el nom de mode de condutiscontinua (MCD). Ja
gue el diode no permet que la corrent caold sentit, les equacions que ens descriuen
aguesta diamica $n:

1

T = ——==T

RC
iy = 0 (4.25)

Aquestaés la configuraé 3. Aquesta es mamtfins que passa una d’'aquestes dues
situacions: 3.1) el sistema compleix I'equadl 4, = 00 3.2)z; = V.

En el cas 3.1), la trajestia ha aconseguit la suparie de commutaéi S_4 = 0,
I'interruptor es tanca i comenca un nou cicle una altra gagd.a Figura 4.3 ilustra
aguesta situaoi
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TOoOT 9T ® TSOTTOO0

[ =

0.5T

f f f
15.3 15.35 15.4 15.45

voltatge en el condensador

Figura 4.2: Mode de condudctconinua: pasem de la configuracl a la 2 aclicament.
El cas 3.2) norés es possible si el punt d’equilifi,, V,/R) es troba dintre de la
banda d’histresi,és a dir

Sdk|(vg7vg/R) <0< S—dk|(Vg,Vg/R) (4.26)

Quanz, =V el sistema evoluciona segons les equacions

T = —ix + lx
1 — RC 1 C 2
. 1 V,

Aleshores el sistema pot evolucionar fins a assolir el puedqulibri i aleshores ja
no hi ha cap ras commutadéi. O k&, la trajeabria pot de nou tallar a la supérie de
commutaadd S_,, = 0 i aleshores l'interruptor es tancaria, comengant novamnemou
cicle. Les Figures 4.4 i 4.5 ens mostren aquestes situacions

A continuacb estudiarem el comportament del sistema en fudei la posid del
parametrel/,. Inicialment el punt d’equilibri es troba a I'esquerra déd&nda. Aumen-
tant el valor deV/, el punt d’equilibri es desplaga cap a la dreta i aquest ehtisila
banda. Finalment el punt d’equilibri estaa la dreta de la banda. Emlkim cas el
sistema no funciona com un convertidor boost, ja que elmsten general, s’enganxa
al punt d’equilibri.
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il R

15.66 15.72 15.78 15.84 15.90 15.96 16.02 16.08

voltatge en el condensador

Figura 4.3: Mode de conducxidiscontnua: passem de la configuarcl a la 3
ciclicament.

4.4 El mode de conduc@ confinua MCC

En aquest mode de conduag@odem considerar tres casos importants:

e Cas 1:5_aklw, v,/r) <0

Quan el punt d’equilibri es troba a la part esquerra de la ®dadsituad és
ben simple. EIl sistema sempre evoluciona cap a un dicl#, lja que el punt
d’equilibri &s un equilibri virtual. Aquest ciclérit és atractor en tot I'espai
d’estats. Veure la Figura 4.6

o Cas 2:Suly, v,/ <0< S_aklw, v, /n)

Aquestés probablement el casés interesant del convertidor de @otia boost
controlat a tra@s d’una banda d’hiétesi. Quan el punt d’equilibri es mou en
l'interior de la banda, aquest r&s un punt d’equilibri virtual. A la Figura 4.7 es
pot veure Ibrbita tangent. Aquesta trajécia és una trajeciria que comenca a
S_aqx en el punt(i), amb el sistema en la configura@, i queés tangent &_ .

El punt de tangncia, que designarem per), es calcula imposant

d¢
dz

_ds
(@ dz

(4.28)
(a)

on ¢ representa Brbita solucd. Es poden distingir dues situacions importants:
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15.84 15.90 15.96 16.02 16.08
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Figura 4.4:Orbita on deixem el MCD abans de tallar la supzef

— Cas 2.1:

La primera correspon al cas en el que quan anem enrera enps tis del
punt de tangncia(a) la trajecbria no talla a la supé€idie Sy, abans de tallar
de nou a la supeidie S_4. (veure la Figura 4.7). Depenent de la condlici
inicial, el sistema evoluciona al punt d’equilibri o al @cimit. L Gnica
regio interior del sistema que va a parar al punt d’equilibradshitada per
la trajecbria que comencga al puit) € S_g4 i que es tangent &_,; en el
punt(a) (el sistema ha de comencar en la configur&)i Aquesta situadi
es pot veure a la Figura 4.7. Generalmentppisistema evoluciona al cicle
l[imit. Es pot veure aquesta situaa la Figura 4.8.

Cas 2.2:

Es correspon al cas engjla trajecbria tangent &'_ ;. ha creuat la supérdie
Sar abans d’arribar al punt de tagigcia(a). De nou hi ha gries possibilitats.

* 1) Hi ha un cicle imit i un punt d’equilibri. En aquest c&s necessari
obtenir els punts de tall de la trajédia amb les supeidies Sy i S_g.
Aquests punts es poden trobar de la formaliseg partim del punt
de tangncia(a) i anant enrera en el temps trobarem el punts de tall
amb Sy son els puntb) i (c) (veure la Figura 4.9). Seguint enrera en
el temps i considerant el canvi de configutadrobem els punt&d) i
(e). Aguest proés pot continuar fins que el sistema entra en MCD. La
notacd usada per indicar aquest pesade tirar enrera en el temes:
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15.66 15.72 15.78 15.84 15.90 15.96 16.02 16.08

voltatge en el condensador

Figura 4.5: Lbrbita surt de MCD perqutalla de nou &,

(@) = (b) = (d) = () = (h) (4.29)

on (h) es obtingut com a conditiinicial sobre la recte_;; amb el
sistema en la configurazil.

Quan aquesta trajewia assoleix la supddie Sy en el punt( f) el sis-
tema passa a la configurad. En aquesta configurécgl sistema arriba

al punt(d) i de nou passa a la configuracl. De nou torna a tallar a
la supericie Sy, en el punt(b), i el sistema canvia a la configurac.
Finalment arribem &u). Aquestaés I'drbita tangent.

De forma semblant adrbita tangent, anant enrera en el temps, tenim
descrita una altrarbita definida per

(@) () = (¢) — (9) = (¥) (4.30)

Aleshores totes ledrbites que comencen en el segmgl, (e)) definit
sobre la rect&,;, , van a parar al punt d’equilibri ja quedrbita tangent
no els permet arribar de nou a la sujpad S_4. El mateix succeix
amb les trajeciries que comencen en el segméfi, (k)). En canvi
si I'orbita comenca en algun sector ibslal segment(e), (i)), I’ orbita
queda atrapada en aquesta zona. Aquestsapot continuar, tirant el
temps enrera i es poden trobar els sectors que satisfaertgerondi-
cions. Per tant, hi ha dues solucions de l'estat estacitegmguals de-

penen de les condicions inicials: el punt d’equilibri i unleilimit.
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Figura 4.6: Existeix un cicldmit en MCC siS_ay, v, /r) < 0

Cal observar que es una condiciecesaria perqge es dongui aquest cas
que el punti) es trobi a la dreta del punt de targia(a).

2) Si el punt(c) coincideix amb el punfp) aleshores tenim unarbita

1 perbdica quees inestable ja que qualsevol altra trajeiet convergeix
al punt d’equilibri. Aquest fet eatrepresentat a la Figura 4.10.

3) Existeix unaodrbita 2 perdbdica queés inestable. Aquest cas eanad
quan el punti) coincideix amb el punt de taggcia(a), (p) coincideix
amb(g) i (¢) amb(e). Aquestadrbita la podem expresar &ix

(a) = (9) = (e) = (¢) = (a) (4.31)

Totes les trajeciries que comencen en el segmgn}, (a)) queden atra-
pades en aquesta zona. Les que comencen en el segaeft)) con-
vergeixen al punt dequilibri. Per suposat, aquesliaines pot fer a tot
I'espai d’estats. La Figura 4.11 ens mostra aquesta situaci

4) Hi ha un punt d’equilibri qués globalment estable. En aquest cas
el punt (i) es troba a I'esquerra del punt de tangia(a). Totes les
trajecbries que comencen en el sectd), (i)) convergeixen al punt
d’equilibri. Ho podem veure a la Figura 4.12

Si el punt d’equilibri es troba a la dreta de la banda del siatda situad® es ben
similar al cas anterior i els resultats depenen fortameatvddors dels pammetres.
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Figura 4.7: Primera situatien la que el sistema evoluciona al punt d’equilibri amb
Saelv,v,im <0 < S-dkl, v,/

L'essencia de I'a@lisi esh en considerar la localitzacdel punt(:) i aixo es fa tal
i com s’ha fet en el cas 2. De totes formes aquest tercer casaum&dererem
perqwe el sistema no es comporta com un convertidor boost (ja gessteima
s’enganxa al punt d’equilibri).

Es obvi que podem caracteritzar tot 'espai de d’estats Brarera en el temps cada
sector. Aquest procediment acaba quan es considera el mG@e M

4.5 El mode de conducd@ disconinua (MCD)

Incrementant el valor de la resésicia el sistema treballa en MCD. A I'igual que laisi
feten MCC, es pot fer I'estudi d’aquest mode dividint-lo es tasos, havent-hi en cada
cas situacions similars a les@ans hem trobat en el MCC.Unic que s’ha de tenir en
compteés que podem deixar el MCD per dos motius diferents. El priesguerqge el
voltage ha assolit el valdr, abans de tallar de nou la sugei€¢ S_ 4, i el segon moties
just pel contrari, 1brbita ha tallat la supeidie i v > V. Per tant, en els casos a discutir
hi entra en joc el puntl/,, 0).
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Figura 4.8: Situad en la que el sistema evoluciona a un ciateit amb Sa| . 1. /) <
0< Sidk‘(vgvvg/R)'

4.6 Conclusions i treball futur

S’ha analitzat la diamica del convertidor boost amb control de lliscament. Brisgtha
estudiat la diamica de lliscament ideal que ena@ el control equivalent, [4], del con-
vertidor boost. S’han trobat les regions de lliscament ewitudel paametreV,. i
s’ha estudiat el cacter del punt d’equilibri d’aquesta dimica ideal en funéi tamke
d’aquest paametre. Ja que aquest control significaria que el sistemancdenamb
freguencia infinita, a efectes @ctics, s’ha introdit una banda d’higtresi. Aleshores
s’ha analitzat la diamica del sistema en furicd’un altre paametre,V,, el qual forma
part de I'expres$i del punt d’equilibri que presenta el convertidor en unaegeskeves
configuracions quan aquest treballa en mode de conlaodiinua (MCC). S’ha com-
provat que en funéide la posid d’aquest punt d’equilibriPE = (V,, V,/R), respecte
la banda d’higtresi, la didamica o & & un cicle Imit que pot ser o no atractor, o un punt
d’equilibri globalment estable o ambdues coses alhora.

En un treball futur caldria analitzar i escriure els difésetasos que es poden trobar
en mode de conduazidiscontnua (MCD) pel convertidor boost amb control de llisca-
ment i banda d’higiresi. Es podria intentar tarabpen el cas en que s’ha intratdun
control integral amb una nova variable.

Es podria tamé fer aquest ailisi a altres convertidors.
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Figura 4.9: Segona situécamb diferents sectors d'estabilital|y, 1. ) < 0 <

S_dk|(vgvvg/R)'

WSITTOT T ® FSIOTTOO0

15.66 15.72 15.78 15.84 15.90 15.96 16.02 16.08

voltatge en el condensador

Figura 4.10: Segona situ@ciamb unaorbita tangent 1 pebidica i inestable
Saklvv,/m) < 0 < S-aklv, v, /-
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PSTTOT QT ® FTSOTTOO

15.66 15.72 15.78 15.84 15.90 15.96 16.02 16.08

voltatge en el condensador

Figura 4.11: Segona situéiciamb unaorbita tangent 2 pebdica i inestable
Sakl v, v,rm) <0 < S-arliv, v, /)

PSITTOT QT ® FTSIDdDTTOO

15.66 15.72 15.78 15.84 15.90 15.96 16.02 16.08

voltatge en el condensador

Figura 4.12: Segona situ@acamb una punt d’equilibri estabISdk|(Vq,Vg/R) <0<

Sk | (Vg:Vyg/R)"
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Capitol 5

El convertidor boost amb control
Integral

5.1 Descripcd de la dinamica d’'un convertidor boost
dc-dc amb control integral

Tot seguit descriurem la diimica d’un convertidor boost dc-dc amb una banda d’his-
teresi i amb una tercera variable d’estat anomenada errqudifa que el voltatge

del condensador convergeixi a un valor de refieia donat’,.;, garantint aik que el
sistema sigui robust respecte el voltatge d’entrada. Agdaacb errorés

T3 = /(‘/ref — l’l)dt (51)

d’on s’obé I'equaco
dl’g

E = Vyef — T1. (52)

Siz, és la variable d’estat que representa la intensitat en lmaalel convertidor, la
dinamica del sistema en mode de condaamntinu (MCC) ve donada per les equacions
diferencials:

dZL‘l 1 1

de’Q . 1 ‘/;,

F T A R 4 (5.4)
d

5 = Ver—m (5.5)
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essent, la variable de commutagj els valors de la qual (& 0) depenen de la llei de
control que s’elegeixi, R, C, L, V, i V,.; SOn paametres del circuit.

Si el corrent es fa zero i es mé&md zero en un interval de temps, entrarem aleshores
en un nou mode de condubdgiel mode de condudatidiscontinu (MCD) que vingr
descrit per les equacions:

dl’l 1
d
= = Vier—m (5.8)

Per cadascun dels dos valors de la variable de comnutaei MCC i en MCD, les
equacions diferencial®a lineals cosa que permet obtenir les solucionsitnats de
les equacions. s concretament, prenent

1 1,

I suposant que
1
— _k2>0 5.10
LC ( )
gue és la condid necesaria per obtenir les solucions oscildaes del sistema, per

u = 0 en MCC tenim la primera topologia lineal

&« = RCT'TCT?

d$2 . 1 ‘/;J

@ - I"t1

dz-

= = Ver—m (5.11)

les solucions de la quaba

SEl(t) =
k
‘/;] + e_k(t_to){(l}o — qu) COS w(t — tg) - E(UO + va - 2RZO) sin U}(t — to))}
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Vy —k(t—to
zo(t) = ﬁ—l—e (t=to) . )
{(ip — %) cosw(t —tg) + <E<i0 — %) — ﬁ(vo — V,))sinw(t — to)}
w3(t) = Eo+ (Vier = Vg)(t — to) + L(2(t) — do). (5.12)

Peru = 1, s'obt la segona topologia:

do, 1

@& = RC™M

dry Vo

d L

d

f% = Vi —m (5.13)

amb les respectives solucions:

i (t) = vpe~ 2k(t—to)
1% .
l’g(t) = fg(t — to) + 19
1
Ig(t) = E(] + ‘/q"ef(t — to) + ﬁ(h(t) — UO)- (514)

| finalment quancy = 0 per un cert interval de temps, entrem en MCD obtenint la
tercera topologia, definida per les equacions

doy 1
a¢ =~ RC
Ty = 0
d
i% = Vi — 11 (5.15)
de solucions:
x(t) = voe2k(t—to)

z3(t) = Eo+ Viep(t —to) + 2—1k(x1(t) — ). (5.16)
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Tanta (5.12), coma (5.14) i a (5.1&),, iy i E, son els valors inicials deq, x5 i 3
respectivament.

Podem observar que quan= 1 el voltatge decreix cap a zero, la intensitat aumenta
indefinidament a l'igual que l'error. En canvi per= 0, el voltatge va cap &, la

intensitat cap a2 i I'error creix indefinidament excepte en el cas en &g = V,;
aleshores tendeix &.;. Per tant, la diamica no & punts d’equilibri llevat del cas en

que V,.; = V,: aleshores pex = 0 tenim el punt d’equilibri(V/, %, V).

Imposant un control en mode de lliscament que consisteigrgar el sistema a estar
sobre la supertie de lliscament := S(x1, z9, z3) = 0, la qual es pot escriure de forma
general com

S(l’l, Xa, 1'3) = al(l'g — [ref) + 02(33'1 — ‘/ref) + a3<1’3 — Eref), (517)

i considerant la banda d’histesi (necessia per poder realitzaatculs pactics) donada
per

S+dk=0 i S—dk=0,

la llei de control consisteix en elegir= 0 0 u = 1 segons quina de les dues sujEes
S+ dk =005 — dk = 0 hagi intersectat la trajewtia del sistema.

5.2 Estudi de la diramica variant el parametre V..
Amb l'ajuda de diferents programes en MAPLE s’ha pogut feestudi de I'evolud
del sistema fixats tots els gametres llevat d&..;. Els valors fixats &n:
R=10; L=0.002; C=0.002; Vg=10; k1 =44; dk=0.31. (5.18)
Els valors dels pametres de la supécfe de lliscament (5.17)0s

2
1=1: a2=k1; a3 =—kl- z: =— Iler=0;, E..r=0. 5.19
a ;a ;a 5 2= pai e f (5.19)

Tot seguit detallarem algunes de @gbites obtingudes en MCCien MCD i passarem
a comentar el tipus de bifurcacions trobades al vafia.
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5.2.1 Evolucd en MCC

1
o,
0, g
o
i 9 9,5 10 10, 11 11,5
0, g

10,85 10,9 10,95 11 11, 05

(@) V;;=10.2, MCC (b) V,e;=11, MCC
2,8 i
]
2, 4 ]
8
2 1 \
2]
1, § \ ]
14,85 14,9 14,95 15 15,05 15,1 ’ 20 20,5 21 21,5
(c) Vrer=15, MCC (d) V;..=20.8, MCC

Figura 5.1:0rbites 1-p en MCC per diferent$.; obtingudes usant MAPLE.

A la Figura 5.1 hi ha representades algunes debtbges 1-pediques en MCC
trobades. | ala Taula 5.1 hi ha tabulats els multiplicadaraateistics d’algunesrbites
1 perbdiques. Podem observar que el valor absolut d'un dels pliokdors de cadas-
cuna de lesrbites pemdiqueses menor qué0—, és a dir 0, cosa que sempre succeeix
en lesorbites perbdiques [8].

Podem observar que en la primérbita la intensitat es fa negativa. Aqueétaita
no es correspondria al circuit dissenyat, ja que el diodeé&sodeixa pasar el corrent
en un sentit. S’ha calculat el valor dé., pel qual l'orbita 1 perbdicaés tangent a
i = 0is’ha obtingutV,..; = 10.2158718824. Es unadrbita inestable, ja que els seus
multiplicadors caractéstics ®n: A\; = 0.9511825321, Ay = 01 A\3 = —1.1630387316.
Per valors ras petits que aquest les intensitats dedldmtes 1 pewdiques agafen val-
ors negatius i per valors & grans; > 0 en tot moment. A la Figura 5.2 hi ha rep-
resentades un total de tresbites que il.lustren aquest fet. Aofbita corresponent a
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‘/Tef /\1 )‘2 )‘3
10.2| 0.9703278492 0.85-10~" | -2.6720704681
11 -0.76| —0.12-107%® | 0.7959729365

13| -0.4697719718 —0.47 - 107 | 0.8851491434
15| -0.4520453533 0.39- 107 | 0.8982122640
17| -0.5900666126 0.63-107% | 0.8896130946
19| -0.9279554295 4.98-10~'9! | 0.8581548866
20| -1.3470412510 0.35-107%" | 0.8276913996
20.8 | -3.0255238656 —0.22- 10~ | 0.811132258¢

Taula 5.1: Multiplicadors caractetics de le®rbites 1 pexdiques en MCC.

Vier = 10.2158718824 hi ha dibuixades les seccions de les stip&$ de lliscament
amb el plaz; = 0. A la Figura 5.4 hi ha una representaein dimens 3 de l'0rbita 1

(@) Ve = 10.2, MCC (b) Vyep = 10.2158718824, MCC

Figura 5.2:0rbites 1-p en MCC amb diferents valors de la intensitat.

periodica queés tangent a = 0. Buscant el valol,., pel qual un dels multiplicadors
caracteistics pren el valor1, s’obt el punt a partir del qual el sistema e@mdorbites
1 perbdiques estables. Aquess:

V,.; = 10.2238329959 (5.20)

fins els valor
Vier = 19.2480119875 (5.21)

Per aquest valoaltim un dels multiplicadors caracistics val -1 i detectem un des-
doblament de pévde: lesorbites 2 pediques obtingudes a partir d’aquest valons
estables fins &, = 19.5474656827.
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: A

; 8|
1.9

h 1 \

1§ 9

] o, \
0.9

] o,
OA"é""g’s’"'fo'"'10'%"'1'1” \\—/
' ' "o, 8 10 10,2 10,4 10,6
(@) Viey = 10.2158718824, MCC (b) Viey =10.3, MCC

Figura 5.3:0rbites 1 peddiques en MCC amb diferents valors de la intensitat.

Figura 5.4:Orbita 1 perbdica en MCC tangenta= 0.

Tamke es pot observar que lésbites tendeixen a unabita on:0 = 0. Buscat el
valor deV,..; pel qual aix es fa cert s’olé:

V.. = 20.80665222947. (5.22)

A la Figura 5.5 hi trobem algunes de lebites 2 pediques trobades i a la Taula 5.2
hi ha tabulats els multiplicadors caraés#tics d’algunes d’aquest@sbites.

Podem observar que pef., = 19.6 I' 0rbita obtingudaé valors de la intensitat que
son negatius en un pede de temps. Buscat el valor #g.; pel qual la intensitat en
modeu = 0 és fa zero, obteniny,.; = 19.5474656827. PerV,.; majors que aquest
valor la intensitat es fa negativa per un cerfipge de temps.

Trobarem ararbites en MCD? Ho averiguarem en el 8egt apartat.
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TN
)

18, 8 19 19, 2 19, 4 19, 6 18,618,8 19 19, 219, 419,619, 8 20

(@) Vyey = 19.25, MCC (b) Vyey = 19.45, MCC

:\ 8]

18.8 1o 2 19,6 20 18,8 19,2 19,6 20 20, 4

(©) Vyey = 19.54.., MCC (d) Vyes = 19.6, MCC

Figura 5.5:0rbites 2 pewdiques en MCC per diferent$. ; obtingudes usant MAPLE.

5.2.2 Evolucd en MCD

A la Figura 5.6 hi hem representat lesbites 1 peddiques en mode de conduadis-
confnua que s’han trobat usant el programa MAPLE. Aquedtbies es corresponen
a la situadd en qu es deixa el mode de conduzcdiiscontnua perge s’ha tallat de nou
a la supericie S + dk = 0 (sbn les de tipus 2).

A la Figura 5.7 hi hem representat algunes deddstes en MCD 1 pedadiques
del tipus 1 (el voltage ha assolit el valb}, sense haver tallat de nou a la sujpeef
S+ dk = 0).

| finalment tenim a la Figura 5.8 algunes de tebites 2 pediques en MCD del
tipus 1 trobades.

A la Taula 5.3 estan calculats els multiplicadors carasties de lerbites 2 pe-
diques en MCD. Podem observar que al variar eapaatre de bifurcatiV., I’ orbita
2 perbdica en mode de conduéailiscontnua es converteix en uridita 1 perddica en
MCC. Per aquest motiu, dhic multiplicador que fins ara era no nul es va fent tamb
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Vies A Ao A3
19.25| 0.9974827821 2.31-10~"® 0.7243777086
19.3| 0.9379632811 —0.59 - 10~7 0.6884035187
19.4| 0.8607809764 (.29 - 10~ 0.5415848393
19.5| 0.8308904554 0.35-10~7 0.2994011548
19.54..| 0.8240091750 —0.14 - 10797 0.1588880626
19.6| 0.8192132878 0.11-10797 | -0.01420299617

Taula 5.2: Multiplicadors caractstics de lerbites 2 peddiques en MCC.

cada vegada &s proper al zero, tant ehlcul analtic, com en el nuraric (difeencies
finites).

Vies Y X X
19.55| 0.7573471406 —0.34-107® 0.63-10~%
19.6| 0.7529007331 —0.10 - 107 —0.74-107®
20.2| 0.6179379346 1.14-10"" +1.39-107%5 | 1.14- 107 +1.39 - 10795
20.8| -0.10641646171 0.75-107% —0.11-107%

Taula 5.3: Multiplicadors caractetics de lerbites 2 pediques en MCD.

5.2.3 Tipus de bifurcacions

Amb aquest petit estudi usant el programa MAPLE i usgnt com a paametre de
bifurcacb s’han pogut detectar les semts bifurcacions:

e Una bifurcacd de desdoblament de fpede pelV,.., = 19.2480119875. Per aquest
valor, lesorbites 1 peddiques deixen de ser estables i passen a ser inestables, i
apereixerorbites 2 pediques estables finsla.; = 19.5474656827, on la inten-
sitat agafa el valor O per un instant de temps. Aleshoresaglers/del paimetre
superiors &/,..; = 19.5474656827, lesorbites de péode 2 obtingudes en MCC
tenen valors d’intensitat negativa per un cert intervaleshes.

e PerV,.; = 19.5474656827, valor pel qual toquem = 0, apareixerorbites 2
periodiques estables en MCC amb un interval de temps on la ird¢Bsinega-
tiva, i tamke orbites 2 pediques en MCD tantbestables. En aquest valor del
parmetre hi hauria una nova bifurcacia que es dna quan passem de MCC a
MCD (veure [35] per ras exemples).
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e PerV,.; = 20.8066522294 hi trobem una altra bifurca@gj ja que, tal i com es
pot veure a la Figura 5.9 usant els diferents programes dellAdRlaborats per
trobar les respectivesrbites, tots quatre ens donen la mateixhita. Aquesta
orbita toca a la supddie : = 0. Podiem dir que es tracta d’'una bifurcacibor-

der collision”.

Els multiplicadors caractestics de le®rbites de la Figura 5.9 estan tabulats a la

Taula 5.4

Tipus d'orbita A Ay | Ag
1-p, MCC| -3.07490| 0.81150| O
2-p, MCC | 9.45506| 0.65853| 0O
1-p, MCD | 1.13260 0| O
2-p, MCD || -0.06823 0| O

Taula 5.4: Multiplicadors caracfistics de le®rbites trobades pér,..; = 20.80665.

¢ Finalment tenim una bifurca@ien MCD perV,., = 15.54503178956 en la q

I’ orbita corresponent a aquest valor stant pel programa que ens permet trobar
orbites de péode 1 en MCD del tipus 1 ( qués les que deixen el MCD pergu

el voltatge valV,, peid no han tallat de nou la supggie S + dk = 0), com en

el programa que troba les 1 padiques tipus 2 (les quals deixen el MCD perqu
de nou s’han trobat amb la superé S + dk = 0 amb valors del voltage majors
queV,). Justament en aquest punt passen les dues coses alharkagt\pren el
valor V, i I orbita talla a la supeidie S + dk = 0. Si analitzem els multiplicadors

caracteistics s'obé:

Tipus d'orbita

AL | e

1-p, MCD tipus 1

26.890065 O

1-p, MCD tipus 2

38.001567, O

A3
0
0

Taula 5.5: Multiplicadors caracistics de lerbites 1 pediques en MCD trobades

perV,.; = 15.5450317895

6.

5.3 Conclusions i treball futur

Hem pogut veure com les dimiques de sistemes de dimén8io nes $n molt mes
complicades que les de una o dues dimensions. A I'estudéndanica del convertidor
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boost amb control de lliscament i hésesi, en el g& s’ha introdit una nova variable i
una nova equaoidiferencials(factor integrant), en fubdie la variad d’'un paametre,
ens hem trobat a la seécb.2 exemples de bifurcacionssbkiques (la de desdoblament
de pefode) i exemples de noves bifurcacions tractades en estadinats que es presen-
ten en dimmiques no suaus, agnde les que es produeixen pel canvide MCC a MCD i
al'inrevés, i les que hi ha en MCD.

Hem vist tamié que un dels multiplicadors obtinguts per les diferéntstes per-
digues trobadess zero [8].

Tots aquests exemples trobats s’haurien de tractar degpdhirde vista anéic.
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o= '1‘0‘ ' 12 14 16 18 20 22 2"4 03 '1‘2' " 14 16 18 20 22
(@) V,.o;=16, MCD (b) V;e;=17, MCD
10
() Vyey=18, MCD (d) V,.;=19, MCD
8]
(€) V,;=20, MCD (f) V,;=20.8, MCD

Figura 5.6:0rbites 1 pewdiques en MCD per diferenis. ; obtingudes usant MAPLE.
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vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv

(b) V,;=15.4, MCD

15; 16;
O: 8 " ) 1‘2 1‘6 2‘0 2‘4 " 0:8
(@) V;e;=15.2, MCD
16:
12§
G:' T T T T T e T T T T o

(€) V;e;=15.5450, MCD

Figura 5.7:Orbites 1 pendiques en MCD per diferenis. ; obtingudes usant MAPLE

del tipus 1.
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(@) Ve ;=19.55, MCD (b) V,.;=19.6, MCD
o ]
k ]
] ]
o] ]
B E
19 19,5 20 20,5 21 - 20 20,5 21 21,5
(C) Vyey=20, MCD (d) V,.;=20.8, MCD
(€) V,.;=20.806, MCD () V,.;=20.8066, MCD

Figura 5.8:0rbites 2 pewdiques en MCD per diferentis. ; obtingudes usant MAPLE.
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e o]

° 20 20,5 21 21,5 0: 20 20, 5 21 21,5
(a) 1-p, MCC (b) 2-p, MCC
(c) 1-p, MCD (d) 2-p, MCD

Figura 5.9: Comparagide lesorbites obtingudes pels diferents programes de MAPLE
perV,.; = 20.8066522292.



82

EL convertidor boost amb contol integral



Capitol 6

Conclusions | treball futur

Tot seqguit detallarem per cipl quins resultats s’han obtingut i els possibles treball
gue es poden dur a terme com a contindalgl qe s’ha fet.

e Captol 3:

En aquest cdfol s’ha recordat un dels @odes nurdrics nmes interessant, tan des
del punt de vista nugric com des del punt de vistaotéc, per calcular els exponents de
Lyapunov.Es el métode que eatbasat en la descompos$i@) R de I'aplicacd tangent,
gue s'obé a I'estudiar I'evolud dinamica de la difegncia entre duedrbites inicialment
properes. S’ha aplicat el@tode als sistemes bilineals en general i s’han obtingut-res
tats espédics pel convertidor buck. En concret, s’han escrit les efgues diferencials
que han de complir els exponents de Lyapunov del convertidck, a partir de la des-
composiocd QR de I'aplicacb tangent obtinguda a partir d’'una traj@ca de refegncia.
S’han resolt nuraricament les esmentades equacions i s’ha calculat I'expate Lya-
punov nes gran (LLE) per a un rang de valors delgraetre de bifurcabii s’han resolt
analticament quan la trajegtia de refegénciaés perddica, tan siés estable com é&s
inestable. Quan dirbita perodicaés I'atractor dominant, el resultat ahia coincideix
amb el valor obtingut per integracnunerica. Els resultats tandbes corresponen amb
el que previament es coneix a la literatura sobre la part real delerexqts de Floquet
de lesorbites pemdiques del convertidor buck.

Tots aquestsalculs es poden fer extensiugibites perdiques de péode superior
i es d’esperar que aixpermeti obtenir aproximacions af&jues als LLE quan s’eat
plenament enagim catic, usant les eines de la teoria de tebites perbdiques [20].
Tamle pot resultar interessant calcular les correccions deosdperior al LLE linealit-
zat, basades en el hessinlloc del jacold [11].
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e Cayitol 4:

S’ha analitzat la diamica del convertidor boost amb control de lliscament. Brim
s’ha estudiat la diamica de lliscament ideal que en@nd el control equivalent, [4], del
convertidor boost. S’han trobat les regions de lliscamarfuacio del paametreV/.

i s’ha estudiat el carcter del punt d’equilibri d’'aquesta dmica ideal en funéi tamte
d’aquest paametre. Ja que aquest control significaria que el sistemanctenamb
fregiencia infinita, a efectes @ctics, s’ha introdit una banda d’higtresi. Aleshores
s’ha analitzat la diamica del sistema en furicd’un altre paametre,V,, el qual forma
part de I'expresséi del punt d’equilibri que presenta el convertidor en unaegeskeves
configuracions, quan aquest treballa en mode de corwinooinua (MCC). S’ha com-
provat que en funéide la posid d’aquest punt d’equilibriPE = (V, V,/R), respecte
la banda d’histresi, la dimmica o & & un cicle imit que pot ser o no atractor, o un punt
d’equilibri globalment estable o ambdues coses alhora.

En un treball futur caldria analitzar i escriure els diféasarasos que es poden trobar
en mode de condudzidiscontnua (MCD) pel convertidor boost amb control de llisca-
ment i banda d’higtresi. Es podria intentar taf@pen el cas en que s’ha intratdun
control integral amb una nova variable.

Es podria tamé fer aquest alisi a altres convertidors.

e Captol 5:

Finalment, en el cdfol 5, s’ha intodit un control integral i una tercera variable
d’estat (variable error) al convertidor boost amb contrelliiscament i amb banda
d’histéresi. Les trajectries $n ara deR? i la dinamica resultanés molt nés com-
plicada, havent-hi la possibilitat de la peegia de caos. S’han trobat naritament
orbites 1i 2 pediques en funéi del paametre de bifurcadiV;.; tan en MCC com en
MCD i s’han trobat exemples de bifurcaciofmgiques dels sistemes suficientment dife-
renciables, com el desdoblament deipee, i d’altres bifurcacions relativament noves
a la literatura com@n les que es produeixen per un canvi de mode de cor@jutdei
MCC a MCD o a la inversa, o les que es presenten en sistemes romiFs(gque no
son suficientment diferenciables a tot I'espai d’estats) somles bifurcacions “border
collision”, etc.

Es podria, en un treball futur fer la simuléailel sistema diamic i obtenir els di-
agrames de bifurcatiper diferents pametres. Tamb seria interessant realitzar un
estudi anatic del les bifurcacions non-smooth trobades.
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