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KARAKTERISTIK OPERATOR PROYEKSI
PADA RUANG HILBERT

Arta Ekayanti?, Ch. Rini Indrati?
DUniversitas Muhammadiyah Ponorogo
DUniversitas Gajah Mada
arta_ekayanti@ymail.com

Abstrak

Pada artikel ini, akan dibahas mengenai definisi operator proyeksi. Dengan
memanfaatkan sifat ortogonalitas himpunan dan definisi operator proyeksi, diselidiki
sifat dan karakteristik operator proyeksi. Hasil dari penelitian ini diantaranya
penjumlahan dari operator proyeksi merupakan operator proyeksi, dengan syarat
daerah hasil dari operator proyeksi tersebut saling ortogonal. Lebih lanjut, perkalian
dua operator proyeksi merupakan operator proyeksi, dengan syarat perkalian
tersebut bersifat komutatif.

Kata kunci: operator proyeksi, operator adjoint, ruang Hilbert, ruang nol, ortogonal

PENDAHULUAN

Didalam matematika analisis, khususnya analisis fungsional telah dikenalkan konsep
operator pada ruang Hilbert. Untuk suatu ruang Hilbert H, koleksi operator linear terbatas biasa
dinotasikan dengan B(H). Operator pada ruang Hilbert diantaranya operator isometri, operator
unitary, operator self-adjoint, operator proyeksi, operator normal. Masing-masing operator
memiliki arah pengembangan yang berbeda-beda. Untuk operator proyeksi, salah satu
pengembangannya yaitu pada bahasan ukuran bernilai proyeksi, yang selanjutnya digunakan
pada pembahasan konsep spektral. Hal ini sejalan dengan penelitian yang telah dilakukan oleh
Jordan Bell pada tahun 2014 yang berjudul Projection-Valued Measure and Spectral Integral.
Pada penelitian ini, hanya disebutkan saja mengenai karakteristik dari operator proyeksi, tanpa
ada penjelasan mengenai karateristik tersebut terkait pembuktiannya. Oleh karena itu, dalam
penelitian ini penulis bermaksud memberikan pembahasan mengenai karakteristik operator
proyeksi terutama bukti dari masing-masing karakteristik.

Sebelum membahas lebih lanjut mengenai operator proyeksi, berikut diberikan terlebih
dahulu mengenai operator adjoint. Mengacu pada Berberian (1961), berikut diberikan definisi
operator adjoint.

Teorema 1.1 Diketahui H dan K ruang Hilbert. Untuk setiap T: H — K operator linear kontinu,
maka terdapat dengan tunggal operator linear kontinu T*: K — H sehingga untuk setiap x € H
dan y € K, berakibat (T (x),y) = (x, T*(¥)).

Diperhatikan bahwa, pada suatu ruang Hilbert, operator linear kontinu ekuivalen dengan
operator linear terbatas (Kreyszig, 1978: 97). Eksistensi dari operator adjoint dijamin oleh
teorema di atas. Untuk selanjutnya, operator T* pada teorema di atas disebut operator adjoint
dariT.

Diberikan ruang Hilbert H. Diperhatikan bahwa ruang Hilbert merupakan ruang pre-
Hilbert yang lengkap. Mengacu pada Berberian (1961), berikut diberikan pembahasan mengenai
komplemen orthogonal pada ruang Hilbert.

Definisi 1.2 Diketahui H ruang pre-Hilbert dan M € H. Annihilator dari M, dinotasikan M+,
didefinisikan sebagai berikut:
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M* = {x € H:x L y untuk setiap y € M}.
Himpunan M € H dikatakan tertutup, jika M = M dengan M merupakan klosur M.

Teorema 1.3 Diketahui H ruang pre-Hilbert dan M € H. Himpunan M+ merupakan subruang
tertutup H.

Teorema 1.4 Diketahui H ruang pre-Hilbert, M dan N adalah subruang dari H. Jika M L N
maka untuk setiap x € M + N terdapat dengan tunggal y € M dan z € N dengan x =y + z.

Pada pembahasan selanjutnya, digunakan notasi M @ N untuk menyatakan M + N pada
Teorema 1.4.

Teorema 1.5 Diketahui H ruang pre-Hilbert. Jika N subruang lengkap dari H, maka berlaku
H=N@N+danN = Nt+.

Akibat 1.6 Diketahui H ruang pre-Hilbert. Jika N subruang tertutup dari H, maka berlaku
H=N@N*danN = N+,

Diperhatikan untuk suatu ruang Hilbert H dengan T € B(H), himpunan semua x € H
dengan T(x) = 6 € H disebut ruang nol T, ditulis N'(T) = {x € H: T(x) = 0}. Salah satu sifat
ruang nol dapat dilihat pada teorema berikut:

Teorema 1.7 Diketahui ruang Hilbert H dan T € B(H). Ruang nol dari operator T yaitu N (T)
merupakan subruang tertutup.

Di dalam penelitian ini akan dibahas mengenai definisi, sifat serta karakteristik operator
proyeksi pada suatu ruang Hilbert disertai dengan pembuktiannya. Dalam proses
pembuktiannya, penulis mengacu pada Halmos (1951) dan Rudin (1976). Penelitian ini
diharapkan dapat memberikan kontribusi terhadap perkembangan ilmu pengetahuan khususnya
mengenai operator proyeksi pada ruang Hilbert, serta memberikan motivasi kepada para
pembaca untuk melakukan penelitian mengenai operator pada ruang Hilbert, misalnya sifat serta
karakteristik operator self-adjoint.

PEMBAHASAN

Definisi 2.1. Diketahui H ruang Hilbert dan t € B(H). Operator T disebut operator proyeksi
jika dan hanya jika T* = T = T2,

Untuk T € B(H) operator proyeksi, namakan T (H) = N. Diambil sebarang y € N, maka

untuk / operator identitas berlaku
- =0U-D(TW)) =T -T*(x) =TKx) -T(x) =6,

dengan x € H. Jadi, y € N(I — T) dengan V(I — T) ruang nol (I —T). Selanjutnya, diambil
sebarang x € V(I — T), maka berlaku (I — T)(x) = 6. Jadi, berlaku T(x) = x, yaitu x € N.
Dengan demikian, disimpulkan bahwa N = NV (I — T). Berdasarkan Teorema 1.7, N tertutup.
Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 1.6, ruang Hilbert H dapat dinyatakan H = N €@ N*.

Operator proyeksi T € B(H) dengan T(H) = N disebut operator proyeksi pada N,
selanjutnya dinotasikan dengan Py. Dengan demikian Py: H - H memenuhi Py(x) = x untuk
setiap x € N dan Py(x) = 6 untuk setiap x € N*. Lebih lanjut, setiap T € B(H) proyeksi
menentukan dengan tunggal M S H subruang tertutup H sehingga T = Py,. Hal ini dapat dilihat
pada teorema berikut ini.

Teorema 2.2. Diketahui H ruang Hilbert dan T € B(H). Jika T operator proyeksi maka terdapat
dengan tunggal M S H subruang tertutup sehingga T = Py,. Lebih lanjut, M = T(H) dan M+ =

1101



{x e H:T(x) = 6}.

Bukti: Didefinisikan M = {y € H: T(y) = y}. Dengan demikian, M merupakan ruang nol dari
operator T — I dengan I operator identitas. Menurut Teorema 1.7, M € H subruang tertutup.
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa M = T(H) dan M* = {x € H:T(x) = 6}. Diambil
sebarang y € M, maka diperoleh y = T(y) € T(H). Sebaliknya, diambil sebarang y € T(H),
maka terdapat x € H sehingga T (x) = y. Karena T proyeksi maka
T(y) =T(T(x)) =T*(x) =T(x) =y,
artinya y € M. Jadi, M = T(H). Diambil sebarang x € {x € H:T(x) = 0}, maka T(x) = 6.
Diambil sebarang y € T*(x) berarti terdapat z € H sehingga T*(z) = y. Selanjutnya,
6y =T (2)) =(T(x),z) =(0,2) = 0,
untuk setiap y € T*(H). Dengan demikian x € (T*(H))l, maka {x e H:T(x) =0} ¢

(T*(H ))l. Diambil sebarang x € (T*(H ))J' maka untuk setiap z € H diperoleh {(z, T*(x)) = 0.
Karena berlaku untuk sebarang z € H, maka untuk z = T'(x) berlaku (T(x),T(x)) = 0.
Akibatnya, T(x) = 6. Dengan demikian, (T*(H))J' c {x € H:T(x) = 0}. Jadi, (T*(H))J' =
{x € H:T(x) = 6}. Karena T* = T maka
{x € H:T(x) = 0} = (T*(H))" = (T(H))" = M~

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa T = P,,. Diambil sebarang x € H, karena H = M @ M+
maka x = y + z dengan x € M dan z € M+, sehingga berlaku

Py(x)=y=y+0=T)+T(2) =T +2z) =Tk).
Jadi, Py, = T. Selanjutnya, akan ditunjukkan ketunggalan dari M. Andai ada N subruang
tertutup H dengan Py = T. Akibatnya, Py = Py,. Diambil sebarang x € H. Jika x € M maka
Py(x) = Py(x) = x dan jika x € N maka Py (x) = Py(x) = x. Jadi, disimpulkan bahwa N =
M. [ |
Selanjutnya, pada teorema berikut diberikan beberapa sifat operator proyeksi.

Teorema 2.3. Jika P € B(H) operator proyeksi maka berlaku
1. (P(x),x) = ||P(x)]|? untuk setiap x € H.

2. P=0.
3. |IP]| <€ 1. Lebih lanjut, untuk P(H) # {0} berlaku ||P|| = 1.
Bukti:

1. Diambil sebarang x € H, berlaku (P(x), x) = (P?(x),x) = (P(x), P(x)) = ||P(x)]|%.
2. Diambil sebarang x € H, berlaku (P(x), x) = (P%(x),x) = (P(x), P(x)) = ||[P(x)||? = 0.
3. Diambil sebarang x € H, berdasarkan ketaksamaan Cauchy-Schwarz diperoleh

IPCOII? = (P(x), P(x)) = (P?(x), x) = (P(x),x) < [IPCOlllx]l.

Dengan demikian berlaku 1PG| < 1 untuk setiap x € H dengan x # 0. Jadi, ||P|| < 1.

Il
PCOIl _ Il _

Untuk setiap x € P(H) dengan x # 0 berlaku T o ]

Teorema 2.4. Jika H ruang Hilbert dan P;, P, € B(H), maka berlaku dua pernyataan berikut:

1. Operator P = P,P, € B(H) proyeksi jika dan hanya jika P;P, = P,P;. Lebih lanjut, P
proyeksi pada N = N; N N, dengan N; = P;(H),i = 1,2.

2. Diketahui P € B(H) proyeksi. Dua subruang tertutup U,V € H ortogonal jikan dan hanya
_]lka P U P V= 0.

Bukti:

1. (=) Diketahui P proyeksi, maka berlaku P;P, = P = P* = (P, P,)" = P;P{ = P,P;.
(&) Diketahui PP, = P,P;, maka berlaku P = P;P, = P,P; = P;P{ = (P;P,)* = P".
Selanjutnya, P? = (P, P,)? = P?P} = P,P, = P. Dengan demikian berlaku P* = P = P2,
dengan kata lain P = P;P, proyeksi. Lebih lanjut, diperhatikan bahwa P; merupakan
proyeksi pada N;, sehingga P; (P2 (x)) € N;. Demikian juga untuk P,, karena P,
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merupakan proyeksi pada N, maka berlaku P, (P1 (x)) € N,. Dengan demikian, berlaku
P(x) € N; N N,. Karena berlaku untuk sebarang x € H, maka P merupakan proyeksi pada
N = N; N N,.

2. (=) Diketahui U LV maka UNV =0 dan PyPy(x) = P(x) = 0 untuk setiap x € H.
Dengan demikian Py P, = 0.
(&) diketahui Py Py = 0. Diambil sebarang u € U dan v € V, maka berlaku

(u,v) = (Py(w), Py(v)) = (u, PyPy (v)) = (u,0) = 0.

Dengan demikian U L V. [

Diberikan operator proyeksi B, € B(H),n € N. Operator proyeksi B, L P, untuk m # n
artinya N, = P,(H) dan N, = P,,,(H) orthogonal. Selanjutnya pada teorema berikut ini
ditunjukkan mengenai sifat penjumlahan dari proyeksi.

Teorema 2.5 Diketahui H ruang Hilbert dan P;, P, € B(H) operator proyeksi. Penjumlahan P =
P, + P, € B(H) proyeksi jika dan hanya jika N; = P;(H) dan N, = P,(H) orthogonal. Lebih
lanjut, jika P = P; + P, operator proyeksi, maka P proyeksi pada N = N; @ N,.

Bukti:
(=) Diketahui P = P; + P, proyeksi. Diperhatikan bahwa
P,+P, = (P +P,)?
= PZ+ PP, +P,P, + P}
= P,+PP,+P,P+P,
Akibatnya, diperoleh P;P, + P,P; = 0. Selanjutnya, dengan mengkomposisikan P, dari kiri
maka diperoleh P,P,P, + PZP, = P,P,P, + P,P; = 0. Kemudian, dengan mengkomposisikan
persamaan di atas dengan P, dari kanan, maka diperoleh
P2P1P22+P2P1P2 =P2P1P2+P2P1P2 =2P2P1P2 = 0.
Karena P,P;P, + P,P; = 0, maka diperoleh P,P; = 0. Berdasarkan Teorema 2.4 poin 2,
disimpulkan bahwa N; L N,.
(<) Diperhatikan bahwa N; L N,, maka dengan Teorema 2.4 berlaku P;P, = P,P; = 0.
Diperhatikan bahwa
P? = (P, + P,)? = P} + P,P, + P,P, + P} = P, + P,P, + P,P, + P, = P, + P, = P.
Selanjutnya, diperhatikan bahwa P* = (P;+P,)" =P+ P, =P; +P, =P. Dengan
demikian, diperoleh P? = P = P*. Dengan kata lain, P operator proyeksi.
Selanjutnya, diambil sebarang N subruang tertutup dari H, dengan N range dari P. Karena P =
P, + P,, maka untuk setiap x € H berlaku y = P(x) = P;(x) + P,(x) € N. Diperhatikan
bahwa P;(x) € N; dan P,(x) € N,, maka y € N; @ N,. Dengan demikian N S N; @ N,.
Diambil sebarang v € N; @ N, maka v = y; + y, dengan y; € N; dan y, € N,. Diperhatikan
bahwa
P(w) =P, (v) + P,(v) = PL(y1 + ¥2) + Po(y1 + ¥2) = PL(y1) + Pr(v2) + P2 (y1) + P2 (y2)

Dari bentuk di atas diperoleh P(v) = P;(y;) + P,(y,) =y, + y, = v. Jadi, v € N, maka
diperoleh N; @ N, S N. Dengan demikian disimpulkan bahwa N = N; @ N,. [

Selanjutnya pada teorema berikut diberikan sifat-sifat lain yang berlaku untuk operator
proyeksi.
Teorema 2.6 Diketahui H ruang Hilbert dan P;, P, € B(H) operator proyeksi sehingga N; =
P,(H) dan N, = P,(H). Misalkan N'(P;) ruang nol P; dan N'(P,) ruang nol P,. Kelima
pernyataan berikut ekuivalen.
PP, = P,P; = P;.
[Py (2)]| < ||Py(x)]|| untuk setiap x € H.
P, <P,
N(Py) 2 N (Py).
N; € N,.

v W~
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Bukti:
(1 = 2) Berdasarkan Teorema 2.3 poin ke-3, [|P;|| < 1. Dengan demikian, untuk setiap x € H
berlaku

IPL GOl = 1P P ()T < PP GO < NP2 GOl

(2 = 3) Berdasarkan Teorema 2.3 poin pertama, (P(x),x) = ||P(x)||? untuk setiap x € H.
Dengan demikian untuk sebarang x € H berlaku

(P1(x),x) = IPL()II* < [P, (0117 = (P, (x), x).
Jadi, disimpulkan bahwa P; < P,.

(3 = 4) Diambil sebarang x € N'(P,), maka P,(x) = 0. Berdasarkan Teorema 2.3 poin
pertama berlaku

1P, COII* = (Py(x), x) < (P2(x),x) = 0.
Dengan demikian, diperoleh P; (x) = 0 artinya x € NV (Py). Jadi, N'(P,) S N (Py).

(4 = 5) Diperhatikan bahwa V' (P;) merupakan komplemen orthogonal N; di H. Jadi, N'(P;) =
Ni- dan V' (P,) = N3-. Diketahui \'(P;) 2 V' (P,) artinya Ni- 2 N3. Dengan demikian jelas
bahwa N; € N,.

(5 = 1) Diambil sebarang x € H sehingga P;(x) € N;. Karena N; € N, maka P;(x) € N,.
Dengan demikian P, (Pl (x)) = P;(x). Artinya P,P; = P;. Karena P; proyeksi maka berlaku

Py = P{ = (P,P,)" = P{P; = P{P,.
Jadi, disimpulkan bahwa P; = P, P, = P,P;. [ |

KESIMPULAN DAN SARAN

Berdasarkan pembahasan diatas, dapat ditarik kesimpulan bahwa perkalian dua operator
merupakan operator proyeksi jika dan hanya jika perkalian operator tersebut bersifat komutatif.
Penjumlahan dua operator proyeksi merupakan operator proyeksi jika dan hanya jika daerah
hasil operator proyeksi tersebut orthogonal. Sedangkan sifat yang lain, jika P operator proyeksi
berlaku
1.  (P(x),x) = ||P(x)||? untuk setiap x € H.

2. P =0.
3. |IP|| < 1. Lebih lanjut, untuk P(H) # {0} berlaku ||P|| = 1.

Untuk P; dan P, proyeksi, pernyataan berikut ekuivalen

1. P1P2=P2P1=P1.

2. 1P ()] < ||P5(x)]|] untuk setiap x € H.

3. P, <P,

4, N (P;) 2 NV (P,) dengan IV (P;) ruang nol P; dan V'(P,) ruang nol P,.
5. N; € N, dengan N; = P;(H) dan N, = P,(H).
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