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Notice

Références

On trouvera une bibliographie a la fin du manuscrit. Une excellente référence
de relativité restreinte est [1]. En ce qui concerne la relativité générale et
la cosmologie, les ouvrages classiques mais quelque peu dépassés sont le
Weinberg [2] (introduction complete, attention choix de signature pour la
métrique : + — ——), et le « MTW > [3], référence extrémement complete,
exceptée sur les problématiques modernes (entropie des trous noirs, thermo-
dynamique des trous noirs, bornes entropiques, principe holographique, etc.).
L’ouvrage de Wald [4] est nettement plus technique et peu pédagogique,
et déconseillé en premiere lecture. Il complete cependant ’approche stan-
dard que nous suivons ici et qui suit pour beaucoup 'excellent ouvrage pour
débutants, le Hobson [5] (attention, choix de signature pour la métrique :
+ — ——). Dans le méme état d’esprit que le Hobson, mais plus détaillé tech-
niquement, signalons le cours de Sean Carroll [6] qui est tres pédagogique.
Une traduction en frangais est disponible, voir [6]. D’autres notes de cours
en frangais sont disponibles, par exemple [7]. Pour la cosmologie, on pourra
notamment consulter [8], qui est surtout phénoménologique, et [9], nettement
plus formel. Dans ce cours nous suivons une approche intermédiaire, suivant
la encore d’assez pres le Hobson.

Notations, conventions, acronymes

Nous suivrons ici les conventions de signe du MTW, en particulier une signa-
ture (—+++) pour la métrique, et pour la définition du tenseur de Riemann,
Eq. (7.57). Les indices latins vont de 1 & 3, les indices grecs de 0 & 3. L’indice
0 dénote en général la coordonnée temporelle. Les vecteurs (tridimensionnels
ou quadridimensionnels) sont en général notés en caractere gras.
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Nous utiliserons parfois quelques acronymes ou abréviations : RR (relativité
restreinte), RG (relativité générale), SC (systeme de coordonnées), CMB
(Cosmic Microwave Background, ou fonds diffus cosmologique), CDM (Cold
Dark Matter, ou matiere noire froide), modeles ACDM (modeles d’Univers
homogenes et isotropes avec constante cosmologique A non-nulle, et matiere
noire froide, dit aussi modele concordant ou modele standard de la cosmolo-

gie).



Premiere partie

Préambule



Chapitre 1

La relativité générale dans son
contexte

La théorie de la relativité générale, dite aussi gravitation relativiste d’Finstein
est une théorie généralisant la gravitation universelle de Newton. Elle est
essentiellement née de considérations théoriques que nous détaillerons dans
les chapitres ultérieurs.

Il ne semble pas inutile de commencer ce cours par une mise en perspective
de cette théorie par rapport a I'ensemble des théories physiques modernes
(Section 1.1). D’un point de vue plus phénoménologique, la gravitation joue
par ailleurs un réle majeur dans I'histoire de I’Univers et de sa structuration
aux grandes échelles (Section 1.2). Nous commencerons donc ce cours par
une vue d’ensemble des connaissances actuelles sur 1’Univers et son histoire
(Section 1.3).

Cela nous permettra d’enchainer sur quelques rappels sur la gravitation New-
tonienne qui peut de fait s’appliquer (dans des proportions limitées, cepen-
dant) afin d’étudier I’histoire de I’Univers.

Ce chapitre survole donc rapidement les théories physiques modernes ainsi
que nos connaissances actuelles sur I'Univers, mais ne détaille pas leurs
découvertes progressives dans 'histoire des sciences.
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1.1 La physique moderne et ses théories

1.1.1 De l’infiniment petit a ’infiniment grand

Dessin de 107®¥m & 10% m. cf. tableau.

1.1.2 Les trois constantes fondamentales

Sil’on exclut la constante de Boltzmann qui entre en jeu dans les phénomeénes
statistiques et la thermodynamique, la physique moderne compte trois et
seulement trois constantes dimensionnées fondamentales (ou en tout cas
considérées comme fondamentales a ce jour). Ce sont :

o G =~ 6.67 x 107" m3.kg=2.57!, la constante de Newton ou constante de
gravitation qui entre dans la loi de gravitation (cf. chapitre 3) et qui fixe
I'intensité des forces gravitationnelles entre les corps massifs.

o c~ 3x10%m.s! la vitesse de la lumiere dans le vide, considérée a 1’heure
actuelle comme vitesse indépassable par aucune particule massive, et qui
fait donc office de borne maximale a la vitesse de propagation de toute
information entre deux points, d’ou son role structurel.

e h~1.05x1073*m?2.kg.s~!, la constante de Planck réduite qui entre dans la
description de tous les phénomenes atomiques, et qui, plus généralement,
est centrale a la mécanique quantique.

Toute théorie physique qui incorpore une, deux, ou bien ces trois constantes
fondamentales, décrit par conséquent des phénomenes bien précis. La simple
présence ou non de 'une de ces constantes fondamentales dans la théorie
indique par la méme occasion le domaine de validité de la théor Ainsi une
théorie sans G ni ¢ ni A est une théorie qui peut décrire la dynamique des
corps, mais dans cette théorie il n’y aura ni gravitation, ni effets quantiques,
ni existence d'une borne supérieure a la vitesse de propagation des interac-
tions. La toute premiere mécanique, celle de Newton, est de ce type la (cf.
chapitre 2). De fagon plus systématique, les théories modernes se classent
donc ainsi :
e Aucune constante fondamentale. Théorie reconnue/admise : principe de
relativité de Galilée et mécanique de Newton, 17°™¢ siecle.
e Présence de GG : mécanique newtonienne et loi universelle de Newton de la
gravitation, méme époque (chapitre 3)
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e Présence de c : électromagnétisme (19°™° siecle), et relativité restreinte
(1905). Voir chapitres 4 et 5. La présence de ¢ se signale toujours en disant
que la théorie est < relativiste >.

e Présence de h : mécanique quantique (1910-1930). Hors contexte de ce
cours.

e Présence de h et ¢ : mécanique quantique relativiste, ou théorie quantique
des champs (1930-1970). Hors contexte de ce cours.

e Présence de h et GG : gravitation quantique non relativiste, peu intéressante.

e Présence de GG et ¢ : gravitation relativiste non quantique. Modele ad-
mis encore a ce jour, quoique de nombreux modeles alternatifs ont été
et sont encore élaborés : la relativité générale d’Einstein (1905-1915 et
développements ultérieurs). Voir a partir du chapitre 6 de ce cours.

e Présence de GG, h et ¢ : théorie quantique de la gravitation relativiste, ou
plus communément, gravitation quantique. Cette théorie n’est pas connue a
ce jour malgré un demi-siecle d’efforts ; elle présente des difficultés concep-
tuelles et techniques considérables. Les modeles les plus avancés aujour-
d’hui sont la gravité quantique a boucle et la théorie des cordes.

1.1.3 Le cube des théories

On peut résumer tout cela dans un < cube des théories >.

e G — 0 : suppression des effets gravitationnels (dit aussi, parfois, limite
Minkowskienne si par ailleurs ¢ est maintenu constant). On peu aussi étre
amené a développer en puissance de G pour voir les premiers effets de la
gravitation, on parle alors de développement post-Minkowskien.

e ¢ — 00 : propagation instantanée possible, on parle aussi, et cela sera
important par la suite, de limite non-relativiste. Cette limite est pertinente
si par exemple tous les objets d'un systeme donné se déplacent lentement
par rapport a la vitesse de la lumiere (un exemple étant les étoiles d'une
galaxie, ou les planetes du systeme solaire, etc). Lorsque I'on développe une
théorie en puissances de 1/¢, on parle de développement post-Newtonien.

e h — 0 : suppression des effets quantiques. On parle de la limite classique.

Ce cours porte donc sur une théorie de type (G,c), et en particulier celle
d’Einstein publiée en 1915-1916. Nous verrons au chapitre 8 que la limite
¢ — oo se réduit effectivement a la théorie Newtonienne de la gravitation,
tandis que la limite G — 0 redonne la relativité restreinte (special relativity
en anglais).
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FIGURE 1.1 — Le cube des théories

1.1.4 Les unités de Planck

Les trois constantes fondamentales sont < fermées >pour le systeme d’unités
qu’elles définissent (longueur, durée, masse), de sorte que l'on peut définir
des unités fondamentales comme combinaison de ces trois constantes. Ainsi
on a:

e Le temps (ou durée) de Planck : t, = /hG/c® ~ 107* s,
e La longueur de Planck [, = ct, ~ 1.6107% m,

e Et la masse de Planck m, = \/hic/G =~ 2.17 x 1078 kg.

C’est le systeme d’unités de Planck, également appelé systeme d’unité natu-
relles (natural units). Etant associes aux trois constantes fondamentales, il
est naturel de s’attendre a ce que ces quantités décrivent 1’échelle a laquelle
les phénomenes de pure gravité quantique (G, Ak, c) prennent place. Autre-
ment dit, la relativité générale étudiée dans ce cours ne peut pas fournir a
priori une description correcte ni des phénomenes plus brefs que le temps de
Planck, ni des objets plus petits que la longueur de Planck, ni des densités
d’énergie supérieures a celle de Planck p, = myc? /I3 = 10" Jm ™3, etc. Clest
ce que l'on appelle le mur de Planck. Ainsi, en cosmologie, on s’abstiendra
de parler des débuts de I'Univers (¢ < t,) avant d’avoir en main une théorie
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de gravité quantique. Ce cours ne répondra donc pas a la question < que se
passe-t-il au moment du big bang? ».

1.2 L’Univers aujourd’hui

1.2.1 Unités de distance

Introduisons d’abord quelques unités de distance couramment utilisées en
mécanique céleste, en astrophysique et en cosmologie. Premierement, I'unité
astronomique (UA) est par définition la distance Terre-Soleil. La Terre sui-
vant une ellipse autour du Soleil, cette distance varie au cours de ’année. Par
conséquent, on définit plus précisément I'unité astronomique comme étant
la valeur du demi grand-axe de l'orbite terrestre. Elle vaut a peu pres 150
millions de kilometres, i. e. 1TUA = 1.5 x 10" m. Cette unité est surtout
utilisée en mécanique céleste. Le systeme solaire a une taille d’environ 80
UA de diametre, dans le sens ot Pluton (qui jusqu’a récemment encore était
considérée comme la neuvieme planete du systéme solaire), a un demi grand-
axe d’environ 40 UA.

Une unité de distance bien connue est aussi 'année lumiere (AL), c’est-a-
dire la distance parcourue par la lumiere dans le vide pendant un an. Cette
distance vaut environ 9.4 x 10'® m, soit environ 62000 UA. La distance inter-
stellaire typique dans notre galaxie est de I'ordre de 'année lumiere (notre
voisine Alpha du Centaure est a 4.2 AL)

En fait 'année-lumiere est peu utilisée en astrophysique et cosmologie. Il est
d’usage de lui préférer le parsec, noté pc. Un parsec vaut environ 1pc = 3.2AL.
Par définition, un parsec est la distance D telle que deux objets séparés par
une unité astronomique ont une séparation angulaire d’une seconde d’arc
(1/3600 degrés) ; autrement dit, un observateur situé a un parsec du systeme
solaire voit un angle de 1/3600 degré entre le Soleil et la Terre.

1.2.2 Les galaxies

Comme on l'a dit, la distance interstellaire typique au sein d’'une galaxie
est de l'ordre du parsec. Le Soleil vit dans un des bras spiraux, et plutot
en périphérie, de notre galaxie. La Voie Lactée est une galaxie spirale re-
lativement standard dans 1’Univers, quoique faisant plutot partie des < spi-
rales géantes >que des < spirales naines ». Elle compte environ cent milliards
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1 AU

FIGURE 1.2 — Définition du parsec; (AU : Astronomical Unit, en anglais)

étoiles. Elle a la forme d’un disque aplati, de rayon = 20kpc (20000 parsecs,
soit environ 10%'m), et d’épaisseur ~ 1kpc. Voir Figs. 1.3 et 1.4.

Les galaxies spirales tournent sur elles-mémes en une rotation différentielle :
les étoiles plus proches du centre galactique tournent plus rapidement que les
étoiles périphériques (de méme que les planetes autour du Soleil). Lorsque
I'on trace la vitesse de rotation en fonction du rayon, on parle de courbe de
rotation. La rotation est < lente > : il faut environ 200 millions d’années au
Soleil pour effectuer une révolution. La distance a parcourir étant cependant
tres grande, la vitesse de révolution est en fait assez grande : le Soleil tourne
a environ 220km.s~! autour du centre galactique. Cela reste malgré tout
une vitesse faible devant celle de la lumiere (3 x 10° km.s™'), et justifie que
I’on peut se contenter d'une théorie non relativiste de la gravitation (i. e. la
théorie de Newton) pour décrire la dynamique galactique!.

Il y a aujourd’hui de tres fortes indications que le centre galactique abrite un
trou noir supermassif de plusieurs millions de masses solaires. On pense qu’il
en est de méme dans la plupart des galaxies. Les trous noirs sont des objets
qui ne peuvent étre correctement décrits que dans une théorie relativiste de
la gravitation. Nous y reviendrons dans les prochains cours (chapitre 9).

Sans entrer dans trop de détails astrophysiques, notons pour information
qu’il existe deux grands types de galaxies : les spirales dont nous venons de
parler, et les elliptiques, qui sont ellipsoides.

1. La simple rotation lente n’est pas suffisante. Il faut aussi — et c’est le cas — que le
champ gravitationnel galactique soit faible, cf. chapitre 3.
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FIGURE 1.3 — La Voie Lactée, vue d’artiste (nous ne pouvons la voir que par
la tranche!)

1.2.3 Les grandes structures de I’Univers

Les galaxies sont en quelque sorte les < particules élémentaires >de 1’Univers
vu a grande échelle. Les observations ont montré que notre Univers est es-
sentiellement composé d'un trés grand nombre de galaxies (de Pordre de 101!
galaxies dans 1'Univers observable ). Les deux images suivantes (du télescope
Hubble) montrent ce foisonnement de galaxies (elles ne sont pas toutes dans
le méme plan), cf. Fig. 1.5 et Fig. 1.6.

La répartition des galaxies est intéressante. La distance typique séparant
deux galaxies est de I'ordre du million parsecs (1Mpc ~ 3 x 1022 m). Ainsi
notre voisine, la galaxie spirale Andromede, visible a I'ceil nu, c¢f. Fig. 1.7)
est située a environ 800-900 kpc de nous. Il faut donc noter que la distance
intergalactique n’est pas beaucoup plus grande que la taille des galaxies elles-
mémes : entre le diametre d’une spirale et ’espacement typique de deux

2. Nous préciserons plus tard ce que 'on entend par univers observable.
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FIGURE 1.4 — La Voie Lactée, image réelle; NASA

galaxies, il n’y a guere plus qu’'un facteur 50 ou 100. Les galaxies sont donc
relativement voisines, et forment un maillage assez serré.

La situation n’est cependant pas si simple : les galaxies ne sont pas régulierement
espacées sur un réseau cubique, comme pourrait le laisser entendre le para-
graphe précédent. En fait, on observe une structuration de la matiere encore
a ces (déja tres grandes) échelles. Les galaxies sont en effet regroupées en
groupe de galazies (si le nombre est inférieur a 100 ; cette limite est conven-
tionnelle). Au-dela, on parle d’amas de galaxies (quelques milliers de galaxies,
typiquement), voir par exemple la figure Fig. 1.8. Les galaxies appartenant
a un méme amas sont liées par la gravitation et tournent les unes autour
des autres, de méme que les étoiles d’une galaxie elliptique tournent les unes
autour des autres. On dit aussi qu’elles sont virialisées, du nom du théoreme
du viriel en gravitation newtonnienne.

La taille des amas est donc naturellement de 'ordre de la distance inter-
galactique typique, c’est-a-dire de quelques Mpc au cube. Notre Voie lactée
constitue avec Andromede les deux galaxies les plus massives de notre groupe
local (de galaxies), qui en contient une quinzaine?, cf. Fig. 1.9.

Cela n’est pas tout. Les groupes ou amas de galaxies sont en général eux-
meémes virialisés entre eux : des amas entiers de galaxies tournent les uns au-
tour des autres, du fait de la gravitation, dans des super-structures nommées
superamas de galaxies. Notre groupe local est en chute libre vers le super-
amas local (superamas de Virgo, dans la direction de la constellation de
la Vierge), qui contient une dizaine d’amas, et est de forme aplati comme,

3. Noter aussi que les galaxie géantes sont systématiquement accompagnées de galaxies
naines satellites.
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FI1GURE 1.5 — Les galaxies dans I'Univers ; image réelle

semblerait-t-il, la plupart des superamas. La taille typique d’un superamas
est de I'ordre de la dizaine de Mpc au carré pour une épaisseur de 1’ordre du
Mpc (10Mpe =~ 3 x 10** m). Voir Fig. 1.10.

C’est la derniere structuration de la matiere proprement dite, avant d’at-
teindre les distances cosmologiques : les superamas ne sont pas liés gravi-
tationnellement entre eux, et leurs distances augmentent avec le temps en
fonction de 'expansion de 1'Univers (loi de Hubble). Cependant leur dis-
tribution est non triviale et forme un réseau de matiere < filamentaire »ou
en toile d’araignée, ou cosmic web en anglais (voir Fig. 1.11). Cette figure
n’est pas une observation directe, mais issue de simulations numériques de
la formation des grandes structures (i. e. superamas, amas, galaxies) dans
I’Univers.

On observe (directement ou wvia les simulations) 'existence de grands vides.
Ainsi il existe un grand vide de 30 Mpc cube dans la constellation du Bouvier,
a 150 Mpc d’ici. L’image de 1’Univers aux tres grandes échelles est donc
celle d'un réseau, plutot bidimensionnel que tridimensionnel (dans le sens
ol la matiere se répartit sur des < surfaces »entourant des immenses régions
quasiment vides, et reliées les unes aux autres par des < ponts >de matiere).

Ce réseau filamentaire est cependant relativement homogene vu de loin (c’est-
a~dire sur une échelle de l'ordre de la centaine de Mpc). Ainsi, et malgré
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FIGURE 1.6 — Les galaxies dans I'Univers ; image réelle

la haute structuration de la matiere aux échelles astrophysiques (filaments,
superamas, amas, galaxies, étoiles) présentant des contrastes de densités trés
importants, il n’est pas faux de considérer que sur des échelles grandes -
dites cosmologiques (> 100 Mpc ~ 3 x 10?*m), 'Univers est relativement
homogene avec une densité moyenne uniforme. Cette observation est la base
du principe cosmologique, ingrédient essentiel de la cosmologie théorique et
de la théorie du Big Bang, comme nous le reverrons plus tard (chapitre 11).

1.2.4 Bilan : Univers homogene et structuration de la
matiere

Si 'on résume les paragraphes précédents, en partant cette fois des grandes
échelles vers les petites, alors on a vu que I’Univers peut étre considéré comme
homogene au-dela de 100 M pc. Au-dela de cette échelle les lois de la cosmo-
logie homogene s’appliquent avec une bonne précision (dont [’expansion de
I’Univers 1. e., la loi de Hubble). Lunivers observable aujourd’hui a une
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FIGURE 1.7 — La galaxie d’Andromede ; image réelle

taille d’environ 3000 Mpc ~ 10% m. En deca de 100 Mpe, la répartition de
la matiere est tout a fait non triviale. Il y a des structures emboitées les
unes dans les autres (superamas, amas, galaxies), liées par la gravitation —
et en fait, qui ont été formées par la gravitation au cours de I’évolution de
I’Univers.

La compréhension fine de la formation des structures est encore un sujet
de recherches tres actif. Les grandes lignes en sont comprises : les faibles
inhomogénéités dans la répartition de la matiere dans I’Univers primordial se
sont accentuées avec le temps par effondrement gravitationnel, ou instabilité
de Jeans. On peut montrer, déja en théorie Newtonienne, que ce processus
induit naturellement cette structuration de la matiere, 7. e. cette espece de jeu
de poupées russes ou la matiere s’effondre gravitationnellement a plusieurs
échelles différentes, formant ainsi des structures de tailles différentes. Cela
dit une description détaillée et une compréhension fine de la formation des
structures est encore manquante; en particulier le processus de formation
des galaxies n’est pas encore clair aujourd’hui . Mais ce cours n’étant pas un
cours d’astrophysique, nous n’en parlerons pas davantage.

4. Ne serait-ce que parce ce que ce processus dépend clairement de la matiére noire et
de sa nature, qui est inconnue a ce jour.
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FIGURE 1.8 — L’amas de galaxie Abell1689; Image réelle, photo NASA
1.3 L’histoire de I’Univers homogene

Cette section couvre dans les grandes lignes la bien connue théorie du Big
Bang, qui décrit notre Univers a ses débuts comme un espace temps extréme-
ment dense et chaud et ayant subi une impulsion initiale (expansion ini-
tiale de I'Univers). Cette expansion s’est ensuite ralentie au cours du temps
cosmique du fait de l'attraction gravitationnelle entre la matiere-énergie®.
Parallelement a cette expansion de 1’Univers, sa température et sa densité
décroissent. Il s’agit donc aussi d’une histoire thermique de I’Univers, c¢f. Fig.
1.12.

1.3.1 L’ére de Planck

On a pour tradition d’éviter de parler de I'instant ¢ = 0 de I’Univers puisque,
comme le montrent les équations cosmologiques, a cet instant considéré comme
< origine >, I'Univers est nécessairement infiniment dense et chaud, et aussi,

5. Mais I’Univers tardif semble accélérer son expansion pour des raisons qui sont encore
assez mystérieuses, voir plus bas Section 1.4.
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FI1GURE 1.9 — Le groupe Local

pour ainsi dire, réduit & un point®. La physique < ayant horreur des infi-
nis >, il ne fait peu de doute que la singularité initiale est avant tout une
conséquence formelle d'une théorie (la relativité générale) dont on étend le
pouvoir prédictif jusqu’a un domaine ou il n’y a plus de raisons de croire en
sa validité.

Comme dit plus haut (sections 1.1.3 et 1.1.4), seule une théorie de gravité
quantique permettrait de mieux savoir ce qu’il se passe pendant [’eére de
Planck, c’est-a-dire aux tous premiers instants de 1’Univers. L’histoire de
I'Univers, commence donc, pour nous, & 107*s. L’état de I'Univers a cet
instant nous est aujourd’hui totalement inconnu.

1.3.2 Entre 107* s et ~ 10710

Cette ere nous est également mal connue, car a cette époque 1’Univers est
encore beaucoup plus chaud (4. e. plus énergétique) que les niveaux d’énergie

6. Ce n’est pas exact; en fait, si 'on regarde le film cosmique & ’envers, on voit que
toutes distances entre tous les points tendent vers zéro. On parle de singularité initiale.
Noter aussi qu’il existe des solutions sans Big-Bang, voir chapitre 11. Dans le modele
standard de la cosmologie moderne, cependant, les parametres sont tels qu’une singularité
initiale existe.
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FIGURE 1.10 — Les superamas locaux

jamais atteints par les grands accélérateurs de particules. Nombre de théories
s’appliquent et font des prédictions pour I’Univers sur cette période, mais
en 'absence de vérification directe, il ne s’agit pas encore de connaissances
fermement établies.

Il est cependant fortement suspecté que I’Univers connait une phase inflation-
naire (vers 1073% s), c’est-a-dire une expansion extrémement rapide ol toutes
les distances entre tous les points sont multipliées par un facteur considérable
(> 10%). Nous y reviendrons rapidement au chapitre 13.

Vers 10719 s, I'Univers est composé de particules connues que I'on rencontre
dans les accélérateurs de particules. Les interactions fortes et faibles dominent
la physique locale, tandis que 1’évolution de I’Univers dans son ensemble est
dominée par la gravitation générée par son contenu. A cette époque aurait
lieu la brisure électrofaible, c¢’est-a-dire la séparation des forces électrofaibles
en forces électromagnétiques d’une part, et interaction faible d’autre part;
et cela via le mécanisme de Higgs. La particule de Higgs n’a pas encore été
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FIGURE 1.11 — Structure filamentaire de I’Univers aux tres grandes échelles :
chaque point représente une galaxie. Aux intersections des filaments on
trouve des (probables) superamas.

trouvée dans les accélérateurs, et il faut donc étre encore prudent ; cependant
sa détection prochaine au CERN est probable (pour fin 2012, début 2013,
suite aux annonces de fin 2011).

1.3.3 L’eére du plasma quark-gluon

Entre 1071%s et 1077 s la température a suffisamment baissé pour que 'on
entre dans une phase ou la physique est bien connue. L’univers est alors une
< soupe »de quarks, de gluons, d’électrons, et de photons (les quarks sont les
constituants des nucléons, neutrons et protons, les gluons sont les particules
qui véhiculent l'interaction forte entre les quarks). L'Univers est opaque, car
tout photon émis est tres rapidement réabsorbé par d’autres particules.

Vers 107° s, I'Univers a suffisamment refroidi pour que les collisions entre les
particules ne soient plus assez énergétiques pour casser en permanence les
composés quarks-gluons qui ont tendance a se former naturellement. Ainsi
les nucléons se forment, et I'univers devient plus simple, composé seulement
de protons, neutrons, électrons, photons”. Les neutrons et protons se trans-

7. Pour faire simple. Il y aussi des neutrinos, des mésons, etc. mais nous choisissons de
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FI1GURE 1.12 — L’histoire de I’'Univers homogene est a la fois une histoire dy-
namique (évolution dynamique de la taille de I'Univers, ou plus précisément
du facteur d’échelle), et une histoire thermique.

forment encore les uns dans les autres via l'interaction faible®. Des fusions
nucléaires ont lieu, mais les produits de fusion sont aussitot détruits par les
collisions entre particules.

1.3.4 Plasma de matiere ordinaire et nucléosynthese
primordiale

Vers 0.2s le ratio neutron-proton devient stable et fixé une fois pour toute
(inefficacité des transitions faibles); les neutrinos se découplent du plasma
de matiere et des lors traverseront I’Univers en ligne droite dans toutes les
directions, sans ne presque plus interagir avec le reste de la matiere. Il s’agit

garder la discussion aisée a suivre.

8. C’est-a-dire, des réactions p — n+e* +v, et n — p+e~ + ., mieux connues sous le
nom de radioactivité béta plus et moins, respectivement. Ici p est un proton, n un neutron,
e~ est 1’électron, e™ l’anti-électron ou encore positron, v, le neutrino électronique, et 7,
son anti-particule.
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de I’'analogue du fond diffus cosmologique, mais pour les neutrinos et non les
photons (voir chapitre 13). Si ’on pouvait observer facilement les neutrinos,
cela serait une source précieuse d’informations sur I’Univers primordial. Mal-
heureusement le neutrino est une particule qui n’interagit quasiment pas, et
elle est tres difficile a détecter sur Terre.

Vers 200-300 secondes, les réactions de fusion nucléaires deviennent efficaces,
dans le sens ou leurs produits sont maintenant stables, I’'Univers s’étant re-
froidi. Ainsi sont formés les noyauzr de ce qui deviendra plus tard les atomes
d’hélium, et des traces de Lithium. C’est la nucléosynthese primordiale (Big
Bang Nucleosynthesis, ou BBN ), qui laissera un univers empli d’environ 75%
de noyaux d’hydrogene (des protons libres), de 25% d’hélium.

L’univers reste relativement longtemps dans cette phase. Il est essentielle-
ment rempli d’'un plasma constitué de noyaux atomiques, neutrons libres,
électrons libres, et photons. Les noyaux n’arrivent pas a capturer bien long-
temps les électrons puisque ceux-ci sont chassés par les photons encore trop
énergétiques. Pour la méme raison, 1'Univers est encore opaque.

1.3.5 La formation des atomes et le fonds diffus cos-
mologique

Il faut attendre suffisamment longtemps, vers 300 000 ans apres le Big Bang,
pour que la température ait suffisamment baissé (de l'ordre de quelques mil-
liers de degrés) et que les photons libres ne soient plus assez énergétiques
pour chasser par collision les électrons qui ont tendance a étre capturé par
les noyaux atomiques. Les atomes d’hydrogene, d’hélium, et de Lithium se
forment alors par capture électronique. On parle de 1’époque de recombinai-
son?. La matiere devient électriquement neutre, et les photons précédemment
piégés par le plasma peuvent maintenant s’étendre en ligne droite sans plus
(ou presque plus) interagir avec la matiere. Pour cette raison, on parle aussi
de I'époque du découplage des photons, qui se produit juste apres la recom-
binaison 1°. Ces deux époques (en anglais recombination epoch et photon
decoupling) se produisent quasiment simultanément et sont donc souvent

9. Quand bien méme les électrons et les noyaux atomiques n’avaient jamais été combinés
auparavant. Il serait plus correct de parler de combinaison tout court, mais ce n’est pas le
terme que 'usage a retenu.

10. 11 faut noter que le découplage pourrait se produire avant la recombinaison dans
un Univers ou l'expansion serait suffisamment grande pour diluer suffisamment le plasma
électronique et ainsi libérer les photons primordiaux. Ce n’est cependant pas dans cet
ordre que ces phénomenes se sont produit dans notre Univers.
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considérés comme synonymes par un léger abus de langage.

La conséquence majeure du découplage des photons est que I’'Univers devient
alors transparent a la lumieére, et ce flot de photons libérés a ce moment-la
se retrouve encore, emplissant 1’Univers, quinze milliards d’années plus tard.
On lappelle le fond diffus cosmologique, ou encore rayonnement fossile (en
anglais : Cosmic Microwave Background ou CMB dans la suite) tandis que
I’ensemble des lieux de I'espace a cet instant s’appelle la surface de derniére
diffusion (des photons), ou encore surface of last scattering en anglais. L’exis-
tence, la découverte, et I’'étude du CMB sont d'une importance capitale pour
la cosmologie moderne : c¢’est 'observation de I’Univers la plus ancienne qu’il
est possible d’obtenir a I'heure actuelle . Il a été détecté pour la premiere
fois en radioastronomie '? en 1964 par Penzias et Wilson (Nobel 78). L’exis-
tence du CMB est une des preuves les plus importantes de la théorie du
Big-Bang. L’étude du CMB permet par ailleurs d’estimer la valeur des pa-
rametres cosmologiques (cf. chapitrel2).

L’observation détaillée du fond diffus cosmologique montre que la matiere
a cette époque est extrémement homogene : la distribution de matiere est
quasiment constante dans l’espace, avec des fluctuations de densité assez
faibles, de I'ordre de 6p/p ~ 1075. Le principe cosmologique est donc trés
bien vérifié a cette époque. Il faut mettre cette valeur en perspective avec
les contrastes de densité les plus grands existants dans I'Univers aujourd’hui
Pmax/ Pmin ~ 10% ! (La densité moyenne cosmologique est d’ordre 10727 tan-
dis que la densité d’'une étoile & neutron, par exemple, est d’ordre 10'8, en
kg.m™3).

1.3.6 Ere de la matiére et formation des structures

L’univers en donc a ce moment essentiellement composé d’'un gaz de matiere
ordinaire, dont les petites inhomogénéités vont croitre lentement via l'insta-
bilité gravitationnelle (qui, soit dit en passant, a une efficacité amoindrie du
fait de 'expansion de I'Univers). Les premieres galaxies apparaissent apres
environ un milliard d’années. La structuration de la matiere par ce processus
a été décrit plus haut et nous n’y reviendrons pas.

L’age de I’Univers est estimé a 14 milliards d’années. Cela dépend du modele

11. On pourrait, comme dit plus haut, obtenir une cartographie de 1’Univers encore
plus jeune, avec la détection de neutrinos fossiles, ou encore des ondes gravitationnelles
primordiales, mais cela n’est pas techniquement possible aujourd’hui

12. Le CMB est un rayonnement a distribution de corps noir, i. e. thermique, de longueur
d’onde moyenne centrée autour de 1.8 mm. C’est le domaine des micro-ondes.
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cosmologique que ’on choisit. La figure suivante apporte quelques compléments
a la présentation rapide que nous avons proposeé ici.
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FIGURE 1.13 — L’histoire de "Univers en bref.

1.3.7 Eléments chimiques lourds et supernovaes

Notons pour terminer que les éléments chimiques lourds que 'on trouve sur
Terre n’ont pas pu étre formés pendant la nucléosynthese primordiale. Les
autres éléments chimiques sont synthétisés dans le coeur des étoiles par fu-
sion nucléaire (naturelle) jusqu’au fer. Au-dela, la fusion nucléaire coute de
I’énergie et doit étre forcée par un apport supplémentaire en énergie. Cela se
produit typiquement lors d’une supernovae de type II, a savoir I'implosion
gravitationnelle d'une étoile massive (de masse au moins dix fois la masse
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du Soleil), suivi du rebond extrémement violent (donc d'une < explosion )
des couches externes de 1’étoile en chute libre vers, et sur le coeur dur central
formé pendant I'implosion, en 'occurrence une étoile & neutron (ou pulsar).
Pour faire simple, les élément lourds se forment lors du rebond, et sont ainsi
disséminés dans la galaxie hote. On peut voir ces supernovaes comme des
< bombes gravitationnelles >puisque 1’énergie libérée durant ce processus (et
qui peut atteindre 10*" Joules, ce qui fait qu'une supernovae brille pendant
quelques jours aussi intensément qu’'une galaxie entiere) provient essentielle-
ment de 1’énergie potentielle gravitationnelle initiale de ’étoile.

Notons que les supernovaes qui ont été utilisées en cosmologie pour démontrer
laccélération récente de 1'Univers (cf. section suivante) ne sont pas de type
IT mais de type I (explosion d’une naine blanche atteignant sa limite de
Chandrasekhar, 4. e. une masse environ 1.4 fois la masse solaire). La grande
régularité de la luminosité intrinseque de ces supernovaes permet en effet
d’en déduire précisément leurs distances, ce qui, combiné a I'observation du
décalage spectral (le redshift) permet une mesure directe de I’histoire récente
de I’évolution de 'expansion de 1’Univers, cf. chapitre 12.

1.4 Grandes questions de ’astrophysique et
cosmologie contemporaine

Cette introduction rapide nous permet déja d’arriver a deux grandes ques-
tions ouvertes et qui font 'objet d’intenses recherches depuis quelques années.

La premiere est ce qu’on appelle le probleme de la matiére noire. 11 s’est
d’abord manifesté via les courbes de rotations des galaxies spirales. Dans
les galaxies le régime est essentiellement non relativiste puisque la vitesse de
rotation est faible comparée a la vitesse de la lumiere

Urot
C

~ 1073,

tandis que le champ gravitationnel galactique est tres faible, de I'ordre de

G Mga
L2

gal

~ 1070 m.s72.

Les lois de Newton devraient donc s’appliquer avec une grande précision. Or,
si ’on calcule la vitesse de rotation, par exemple, du Soleil, en connaissant la
masse comprise dans son orbite (connue grace aux observations), la vitesse



1.4 Grandes questions de ’astrophysique et cosmologie
contemporaine 31

prédite par la théorie est deux a trois fois plus faible que la vitesse effecti-
vement observée! Cela n’est ni spécifique a notre Soleil, ni a notre galaxie.
Les vitesses de rotations sont de fagon générique bien plus grandes que ce
qu’elles devraient étre dans toutes les galaxies observées jusqu’a présent. La
premiere observation de ce type remonte a 1933 dans les travaux de 1’astro-
nome Zwicky.

Cela peut s’expliquer naturellement si la masse des galaxies est en fait bien
plus grande que celle que I'on déduit de I'analyse de leur luminosité. Il fau-
drait donc une composante de matiere sombre, ou noire, c’est-a-dire qui
n’émet pas de lumiere (Dark Matter en anglais), en quantité treés importante,
pour expliquer ce phénomene. Typiquement, la masse totale de matiere noire
dans 1’Univers serait au moins cinq fois supérieure a celle de la matiere < or-
dinaire ». La nature de cette matiere noire est pour le moment inconnue. La
matiere noire a aussi un role cosmologique tres important.

Une explication concurrente est de dire que la physique des champs gravi-
tationnels aussi faibles n’ayant jamais été étudiée sur Terre, il est naturel
de voir les courbes de rotation de galaxies spirales comme étant, justement,
un ensemble de données expérimentales sur la physique gravitationnelle en
champ ultra-faible. On peut donc refuser I'idée de I'existence d’une matiere
noire exotique, et lui préférer la construction d’une théorie alternative a la
gravitation de Newton et d’Einstein qui soit donnée par des lois nouvelles,
notamment dans le régime de champ ultra-faible, et de telle sorte que ces lois
expliquent les courbes de rotation. Ces théories (dites MOND) sont récentes
et pas encore pleinement satisfaisantes.

La seconde question est celle de [’énergie noire. Le prix Nobel de physique
2011 a été décerné aux deux équipes ayant mis en évidence en 1998, a ’aide de
I'observation de supernovaes (cf. section précédente), que I'expansion récente
de I’Univers, au lieu d’étre en décélérée comme on s’y attend naivement du
fait de 'attraction gravitationnelle entre les corps, est en fait accélérée depuis
peu (typiquement quelques milliards d’années). Cela suppose, dans le cadre
de la relativité générale en tout cas, que I'Univers contient, en plus de la
matiere ordinaire et de la matiere noire, un fluide de type nouveau, nommée
I'énergie noire (Dark Energy), et dont la pression fortement négative expli-
querait l'accélération récente de I'Univers. La nature de cette énergie noire
reste cependant mystérieuse. En effet, méme si le candidat le plus naturel,
a savoir la constante cosmologique (cf. chapitre 8) permet de rendre compte
des observations, il est tres fortement suspecté que cette explication ne soit
que provisoire et que le probleme de 1’énergie noire cache une physique encore
inconnue a ce jour (cf. chapitre 13).



Deuxieme partie

Une breve histoire de la
mécanique



Chapitre 2

Mécanique de Newton et
principe de relativité

Remarque : les vecteurs seront notés en caracteres gras. Les termes de référen-
tiel inertiel ou de référentiel galiléen sont équivalents et utilisés indifféremment
dans ce qui suit.

2.1 Mathématiques de ’espace-temps de New-
ton

L’espace-temps < absolu >de Newton est défini ainsi :

e L’espace est euclidien et s’identifie & R3
e Le temps s’identifie a ’axe réel. L’espace-temps est donc le produit cartésien
R x R3

Introduisons quelques autres définitions. Un référentiel R est, d'un point
de vue strictement mathématique, un systeme de coordonnées (¢, x,y, z) sur
'espace R x R3, utilisées par un observateur (un corps solide situé a I’origine
des coordonnées) afin de repérer les points dans cet espace. Les coordonnées
spatiales sont dites cartésiennes si elles forment un maillage obtenu a par-
tir de trois vecteurs de base (e, ez,e3) (non nécessairement orthogonaux
entre eux, mais en général on choisit un repeére orthonormé) — cf. schéma
en cours. Il existe bien stir d’autres systemes de coordonnées possibles, non
cartésiennes, mais néanmoins utiles parfois, telles que les coordonnées po-
laires, cylindriques, sphériques, etc. On peut aussi choisir un systeme de
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coordonnées tout a fait quelconque (cf schéma en cours), dit aussi systeme
de coordonnées curvilignes. Cependant, du fait de la structure de produit
cartésien du temps et de ’espace, on ne peut pas mélanger les coordonnées
temporelles et spatiales. L’espace-temps Newtonien est nécessairement un
feuilletage d’espaces euclidiens R? indexés par la variable temporelle.

Anticipons un peu sur quelques notations que nous retrouverons dans le cours
de relativité restreinte et générale. Il ne sera pas inutile de relire cette section
a ce moment-la, afin de voir comment la relativité restreinte puis générale
généralisent cette construction mathématique. Rappelons d’abord qu’un es-
pace euclidien (R3, ici) est par définition R® vu comme espace vectoriel sur
R, et muni d’'un produit scalaire permettant la définition d’une distance.
La base canonique de I'espace vectoriel R? (i. e. un repére orthonormé) est
définie par trois vecteurs ep,es, e3, satisfaisant aux conditions d’orthonor-
malité : e;.e; = 1, ej.e; = 0, etc. ou le point dénote le produit scalaire. De
fagon plus générale, pour 4,7 dans (1,2, 3)

€i.€; = 5ij (21)

ou d;; est le symbole de Kronecker (vaut 1 si ¢ = j, zéro sinon). On peut
ranger ces valeurs dans une matrice [e;.€;, et I'on a

lei.e;] =

o O =
O = O
—_ o O

Cette matrice s’appelle la métrique de 'espace. Il faut noter qu’elle prendrait
une valeur différente dans un autre choix de base (par exemple non ortho-
normé). En particulier, la matrice représentant la métrique g;; = [e;.€;] n’est
pas nécessairement diagonale. En revanche, elle est symétrique (par symétrie
du produit scalaire), et réelle, et donc diagonalisable : en tout point P il
existe des coordonnées telles que la métrique puisse toujours s’écrire sous
forme canonique g;; = d;; = diag(1, 1, 1).

En fait, l'espace euclidien R3 étant plat, il existe toujours un systéme de
coordonnées globales (i. e. couvrant tout 'espace), tel que les vecteurs e;,
tangents aux lignes coordonnées x*, satisfont g;; = d;; en tous points. Comme
nous le verrons en relativité générale !, lorsque 'espace n’est plus plat, mais
seulement localement plat, il est toujours possible localement de donner a la
métrique sa forme canonique. En revanche cela n’est pas possible globalement
(& moins, précisément, que la courbure soit nulle partout).

1. A la nuance importante pres, qu’en relativité générale, on parlera de la courbure de
Pespace-temps (quadri-dimensionnel), et pas seulement de ’espace tridimensionnel
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Revenons au cas Newtonien dans les coordonnées cartésiennes globales issues
des trois vecteurs de base e; depuis 'origine O. Le vecteur position OM entre

l'origine du repere et un point M de coordonnées (x!, 2%, x3) peut s’écrire

1=3
OM = z'e; + 2%eq + 23 = Z rle; (2.2)

=1

On adoptera dans la suite la convention d’Einstein, consistant a sommer de
facon implicite sur les indices répétés en haut et en bas. Ainsi, au lieu d’écrire
>, x'e;, on écrira plus simplement z’e;, ou il est sous-entendu qu'il y a une
somme sur les indices %.

La distance entre deux points M et M’ s’obtient en formant le produit scalaire
par lui-méme du vecteur MM’ = (2" — z%)e;. On trouve, notant s* cette
distance :

82 — (:Ell . {L‘l)2 + (ZE’Q . 1‘2)2 + (ZE’S o ZE3)2 (23)

NB : en terme de notations peut-étre plus familieres (x! = z, 2% = y, 23 = 2),
cette formule n’est rien d’autre que la formule pour la distance euclidienne
entre deux points :

= (2 =)+ (f — )+ (2 — =) (2.4)

que 'on appellera aussi, par la suite, l’intervalle. On reconnait la le théoreme
de Pythagore (en version tridimensionnelle), qui se démontre a partir des
axiomes de la géométrie d’Euclide. L’approche moderne (les espaces eucli-
diens) veut plutot que c’est I'existence d’un produit scalaire, et donc de la
formule de Pythagore, qui fonde la géométrie d’Euclide. Si les deux points
M et M’ sont infiniment proches, alors la formule pour la distance devient

ds? = da® + dy? + d2* = Z 5ijdxidxj = 5ijd:vidxj (convention d’Einstein)
tj
(2.5)
Le ds? s’appelle lintervalle élémentaire, et sa généralisation jouera un role
central en relativité. Il faut remarquer la notation abusive : il ne s’agit pas
de d(s?) = 2sds, mais bien de (ds)%.

2.2 Les lois de Newton

Reprenons maintenant plus précisément les divers postulats qui forment la
mécanique de Newton, en plus de la description mathématique de 'espace et
du temps :
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e Premiere loi : tout corps persévere dans 1’état de repos ou de mouvement
uniforme en ligne droite dans lequel il se trouve, a moins que quelque force
n’agisse sur lui, et ne le contraigne a changer d’état.

e Seconde loi, ou principe fondamental de la dynamique : dans un référentiel
Galiléen, un corps de masse m obéit a

SF = ma, (2.6)

comme déja rappelé au cours précédent.

e Troisieme loi ou principe d’action réaction : tout corps A exercant une
force sur un corps B subit une force d’intensité égale, de méme direction
mais de sens opposé, exercée par le corps B

Ces postulats, tels qu’énoncés initialement par Newton, ne forment pas une
base logique satisfaisante. En effet la notion de référentiel Galiléen n’a pas été
définie. En fait, ’expérience courante (dans une voiture qui tourne a gauche
ou a droite, par exemple) nous enseigne que la premiere loi n’est pas toujours
vraie. Elle n’est vraie que dans certains référentiels. Par définition, justement,
un référentiel Galiléen sera un référentiel dans lequel la premiere loi est va-
lable. La premiere loi n’est donc pas une loi, sous peine d’étre circulaire (i. e.
un référentiel Galiléen est un référentiel ou la premiere loi est vraie, mais la
premiere loi n’est valable que dans un référentiel Galiléen...). Ce n’est guere
plus qu'une définition, précisément, de ces référentiels privilégiés. Rien ne
garantit en revanche qu’un tel référentiel existe dans la nature. Par ailleurs
il apparait clairement que la premiere loi, une fois qu’il est précisé qu’elle
n’est valable que dans un référentiel Galiléen, n’est en fait qu’une simple
conséquence de la seconde dans le cas ou la résultante des forces s’appliquant
sur un corps est nulle.

Enfin, notons que la seconde loi n’a pas non plus de pouvoir prédictif : il
faut plutot la voir comme une définition des forces. Si 'on ne connait pas
I'expression de la ou des forces agissant sur un systéme, on ne peut rien
conclure sur la dynamique des corps.

2.3 Les lois de Newton et le principe d’inertie

I est plus correct de modifier la construction précédente de la fagon suivante :

e Postulat : (principe d’inertie) il existe dans la nature au moins un référentiel
privilégié, dit Galiléen ou inertiel, dans lequel la seconde loi s’applique.

e Définition : un corps est dit isolé s’il ne subit aucune force (ou pseudo isolé
si la résultante des forces ¥F s’annule).
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e Corollaire : en intégrant la seconde loi, on voit que tout corps isolé ou
pseudo isolé se meut a vitesse uniforme dans ce référentiel Galiléen, établis-
sant la premiere loi de Newton.

e Théoreme : il existe une famille infinie de référentiels Galiléens. Ils sont
tous en translation uniforme les uns par rapport aux autres.

La démonstration est triviale et peut se résumer ainsi : puisque, dans le
référentiel inertiel R, tous les corps isolés se meuvent a vitesse uniforme, il est
clair que dans un autre référentiel animé d’un mouvement a vitesse constante
par rapport au premier, cette propriété sera encore vraie. Mathématiquement,
soit (t,z,y,2) les coordonnées associées au premier référentiel inertiel R.
Dans R, un corps isolé A a une accélération nulle :

2 i

i (2.7)
dt?

oui = (1,2,3) et ou 'on note les coordonnées cartésiennes du corps A par
4 =zl ys = 2%, 24 = 2%, Soit maintenant un nouveau référentiel inertiel
R’ se déplacant a vitesse uniforme par rapport au premier. Alors les coor-
données sont transformées en 2 = z% — vt oit v = (v',v? v3) est la vitesse
du nouveau référentiel par rapport a I'ancien (de sorte que la vitesse de 'ori-
gine O du référentiel R’ soit (v!,v? v?) dans le référentiel R). Clairement,
dans ce nouveau référentiel, I’accélération du corps A reste nulle, il se déplace
donc a vitesse constante :

d*z’;
dt?

—0 O (2.8)

Conclusion : il reste de toute cette construction I'image de 'existence sup-
posée de référentiels privilégiés, dits Galiléens ou inertiels, qui sont tous en
translation uniforme les uns par rapport aux autres, et dans lesquels la se-
conde loi de Newton (la loi dynamique) s’applique. Pour faire des prédictions
avec cet ensemble théorique, il est nécessaire de :

e Savoir reconnaitre dans la nature les référentiels inertiels. Comment les
choisir 7 Ou sont-ils? Qui sont-ils? Cette question est non triviale, et
seule la relativité générale apportera une réponse satisfaisante (ce sont
les référentiels définis par les corps en chute libre dans un champ de gra-
vitation).

e Connaitre I'expression des forces s’appliquant aux corps matériels.
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2.4 Le principe de relativité (zaliléenne

2.4.1 Covariance galiléenne

On a vu que, trivialement, 'accélération d'un corps est invariante sous un

changement de référentiels Galiléens. En conséquence de quoi, la loi dyna-
mique elle-méme

d*axt

m_

dt?

= YNF'(t,27) (2.9)

conserve sa forme sous les changements de référentiels inertiels 2. De facon
plus générale, la transformation de coordonnées :

' = t+tg (2.10)
" = gttt (2.11)

oll ty est une constante, et ¢ = (c!,c? ¢®) est un vecteur constant, est la
transformation de coordonnées la plus générale qui relie deux référentiels
inertiels. Cette transformation est capitale puisqu’elle la laisse la forme des
équations de Newton invariante :

d2 l’i d2 x/i

pTE =XF'(t,27) dans ijdta =YF'(t,27) dans R' (2.12)

m

Ces lois de transformations de coordonnées forment un groupe (au sens
mathématique du terme), que 'on appelle le groupe de Galilée. Le fait que
I’équation dynamique de Newton conserve la méme forme dans n’importe
quel référentiel inertiel signifie que les lois de la physique sont identiques
dans tous les référentiels inertiels, c¢’est-a-dire encore, que tous les observa-
teurs inertiels voient la méme physique (les mémes phénomenes). On dit que
la loi de Newton est covariante sous les transformations du groupe de Ga-
lilée ou aussi que la loi de Newton est covariante sous l’action du groupe de

Galilée.

2.4.2 Interprétation physique : le principe de relativité

Le fait que les lois de la physique sont identiques dans tous les référentiels
inertiels constitue ce que l'on appelle le principe de relativité de Galilée, ou
principe de relativité tout court. Ce principe affirme donc qu’il est impossible,
a n’importe quel observateur inertiel, et ce méme en faisant appel a toutes

2. Pour peu que les forces elles-mémes gardent la méme forme
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les expériences de physique imaginables, de décider s’il se trouve oui ou non
en état de mouvement (par rapport a I’espace absolu de Newton). Comme le
disait Galilée, < le mouvement est comme rien >.

Nous sommes en fait assez familier de ce fait. Il est arrivé a tout le monde de
croire que son train partait, alors que c’est le train sur le quai d’en face qui
part de la gare. Outre I'impression désagréable que cela procure, cela signi-
fie qu’effectivement aucun effet physique dans I’environnement local, aucune
modification du monde et de ses lois ne permet de < sentir >que le train est
parti et qu’il roule maintenant en s’éloignant de la gare. En fait, il faut noter
ici que si le train accélérait fortement au démarrage, les passagers le remar-
queraient immédiatement, du fait de la force d’inertie qui se manifeste et qui
les enfoncent un peu dans leurs sieges. C’est que, précisément, un référentiel
accéléré n’est pas un référentiel inertiel, de sorte que la physique dans un
référentiel accéléré n’est pas la méme que la physique dans un référentiel
inertiel. Sur I'expérience de pensée du train qui part de la gare, il se trouve
que aujourd’hui la plupart des trains accélerent tres faiblement au démarrage,
de sorte que la force d’inertie est la plupart du temps trop faible pour étre
percue par les sens ordinaires.

L’apparition de forces d’inertie est une bonne illustration de la non-covariance
de I’équation de Newton sous toutes les transformations de coordonnées. En
effet, si R’ est accéléré par rapport a R (Galiléen) le long d’'un axe x, alors
la loi de transformation des coordonnées est ¥’ = —yt2/2 +z, ¢/ =y, 2/ = 2z
et t' = t, et on voit que 'accélération dans R’, a’ satisfait la loi

ma' = LF(t',2”7) + F, (2.13)

ou il apparait, en plus des forces standard, une force supplémentaire (dite
force d’inertie d’entrainement) donnée par F, = —m-e, (cas le long d’'un
axe ). C'est ce terme (noter le signe moins), qui fait que I'on s’enfonce dans
le siege d’une voiture qui accélere.

2.5 La relativité : principe ou théoreme ?

Nous avons vu que le principe de relativité galiléenne se démontre a par-
tir des lois et des postulats de Newton, cf section précédente. Il s’agirait
donc plutot d'un théoreme que d’un principe ? Deux éléments de réponse.
D’abord, la réalité historique est autre, puisque Galilée a énoncé ce principe
avant la formulation de la mécanique de Newton. Cela nous engage en fait
a considérer le principe de Galilée comme étant un postulat sur lequel s’est



2.5 La relativité : principe ou théoreme ? 40

basé Newton afin de construire sa théorie. Ensuite, et surtout, ce postulat est
de tres grande importance car il détermine en fait de facon quasi-univoque
la théorie dynamique : la seconde loi de Newton respecte le principe de re-
lativité galiléenne, mais une autre loi du mouvement ne le respecterait pas
nécessairement.

Ainsi, si la loi dynamique s’écrivait force = cst x witesse, au lieu de force
= massex accélération, le principe de relativité galiléenne ne serait pas res-
pecté. Nous vivrions dans un monde ou les corps isolés occupent des places
fixes (car de vitesses nulles), et nous serions capables de détecter notre état
de mouvement a l'aide d’expériences de physique. Ceci correspond a la vi-
sion antique, d’Aristote, de la physique. On ne peut pas vraiment blamer
Aristote d’avoir pensé cela, puisqu’en effet, du fait des frottements, un corps
qu’on lance sur une table finit par s’arréter et rester en place. A ces époques
reculées ou il n’y avait ni trains, ni gares, ni encore ces images des astro-
nautes de la station MIR ou de la station spatiale internationale — ou 1'on
voit qu’effectivement (dans le vide), un corps lancé persiste dans son état
de mouvement a vitesse uniforme — il n’était effectivement pas naturel de
songer que le principe de relativité de Galilée devait étre vrai. C’est méme
remarquable que Galilée I'ait découvert si tot dans ’histoire de ’humanité.

De la méme maniere, si la loi dynamique s’écrivait cette fois force = cst x
sur-accélération (i. e. la dérivée temporelle de 'accélération), alors le prin-
cipe de relativité galiléenne serait bien str valide, mais il serait aussi vrai
qu’aucun effet physique ne serait associé a ’état d’accélération constante
(I'accélération serait comme rien). Or nous savons que cela n’est pas vrai.
Ainsi, le principe de relativité est bien un postulat fondamental qui donne de
précieux renseignements sur les lois de la physique, et guide leurs découvertes.
On peut résumer les paragraphes précédents, avec H. Poincaré, en disant que
ce principe, essentiellement, indique que toutes les lois dynamiques sont du
second ordre en les dérivées temporelles, ni plus, ni moins. Bien str, comme
tout postulat physique, il doit étre vérifié expérimentalement. De tres nom-
breuses expériences au cours du 20°™¢ siecle ont démontré sa validité avec
une tres grande précision.

Concluons donc en affirmant que ce ne sont pas les lois de Newton qui
établissent le principe de relativité, c’est le principe de relativité qui conduit
a la loi de Newton. Il existe cependant une autre théorie, différente de celle
Newton, et qui incorpore le principe de relativité : il s’agit de la relativité res-
treinte d’Einstein que nous aborderons au prochain chapitre, et qui généralise
la dynamique Newtonienne en tenant compte du fait que rien ne peut se
déplacer plus vite que la lumiere.
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2.6 Un texte original de Galilée

Extrait de Galilée, Dialogue concernant les deux plus grands systémes du
monde (1632) :

< Enfermez-vous avec un ami dans la cabine principale a l'intérieur d’un
grand bateau et prenez avec vous des mouches, des papillons, et d’autres pe-
tits animaux volants. Prenez une grande cuve d’eau avec un poisson dedans,
suspendez une bouteille qui se vide goutte a goutte dans un grand récipient
en dessous d’elle. Avec le bateau a l’arrét, observez soigneusement comment
les petits animaux volent a des vitesses égales vers tous les cotés de la ca-
bine. Le poisson nage indifféremment dans toutes les directions, les gouttes
tombent dans le récipient en dessous, et si vous lancez quelque chose a votre
ami, vous n’avez pas besoin de le lancer plus fort dans une direction que
dans une autre, les distances étant égales, et si vous sautez a pieds joints,
vous franchissez des distances égales dans toutes les directions. Lorsque vous
aurez observé toutes ces choses soigneusement (bien qu’il n’y ait aucun doute
que lorsque le bateau est a 'arrét, les choses doivent se passer ainsi), faites
avancer le bateau a 'allure qui vous plaira, pour autant que la vitesse soit
uniforme [c’est-a-dire constante] et ne fluctue pas de part et d’autre. Vous ne
verrez pas le moindre changement dans aucun des effets mentionnés et méme
aucun d’eux ne vous permettra de dire si le bateau est en mouvement ou a
I'arrét ... >



Chapitre 3

Rappels de gravitation
Newtonienne

3.1 Théorie de la gravitation de Newton

La théorie de la gravitation de Newton ajoute aux postulats vus au chapitres
précédents une expression pour la force d’attraction gravitationnelle entre
deux corps massifs. Soit deux masses M; et My séparées par un vecteur
rio = M; Moy, il s’exerce une force (de M; sur M)

G M, Msrqo

F., —
12 ’r12’3

(3.1)

3.2 Equation de Poisson et champ gravita-
tionnel

La loi précédente se généralise a une distribution quelconque de masses et
dont la densité vaut p(z,t). On montre que la loi de Newton peut s’écrire
sous la forme plus générale suivante. On introduit le potentiel gravitationnel
®, qui satisfait I’équation de Poisson :

2

ol p est la densité de matiere, et A 'opérateur Laplacien. On note g = —V®,
le champ gravitationnel. Alors un corps de masse m, évoluant dans le potentiel
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®, subit une force .
F=-mV®=mg (3.3)

c’est-a~dire que son accélération vaut

i=g=-Vo (3.4)

Cette derniere formule est capitale pour la suite. Elle indique que tous les
corps, quel que soit leur masse, sont accélérés de la méme facon dans un
champ gravitationnel. On dit aussi qu’ils < tombent de la méme facon >.
On parle de ["universalité de la chute libre. Cette universalité signifie qu’un
champ gravitationnel n’est pas distinguable d’un champ d’accélération.

Cette observation sous-tend toute la construction de la relativité générale. 11
faut noter que cette universalité n’est valable (en théorie Newtonienne) que
pour le mouvement de corps massifs dans un champ gravitationnel. Einstein
éleve au rang de principe cette équivalence gravitation — accélération (le prin-
cipe d’équivalence), et cela lui permet de prédire quelques faits remarquables,
avant méme de déduire la forme finale de la théorie. Une prédiction notable
est la courbure des rayons lumineux dans un champ de gravitation . Nous
reverrons cela plus longuement dans les chapitres ultérieurs.

3.3 Champ gravitationnel d’un corps sphérique

Déterminons rapidement le champ gravitationnel de tout corps sphérique en
théorie de Newton. Soit donc une distribution p(r) sphérique de rayon R. En
coordonnées sphériques, et puisque par symétrie on a ® = ®(r), '"équation
de Poisson s’écrit ]

AP = =9, (r’0,®) = 4nGp(r) (3.5)

r

En intégrant cette équation sur la couronne élémentaire 47wr2dr, on arrive a

/ Oy (120, @(r")) dr' = r*®(r) = G/ 4 p(r')dr' = G My (r)  (3.6)
0 0

1. En effet, si la gravitation n’est pas distinguable d’un champ d’accélération, alors
il existe autour de tout point des coordonnées accélérées telles que la gravitation est
localement effacée (c’est le principe d’effacement). Dans ce systéme de coordonnées, la
lumiere est libérée de I'influence gravitationnelle et doit donc se propager en ligne droite.
En revenant aux coordonnées initiales ou la gravitation n’est pas effacée, on voit que la
lumiere doit avoir une trajectoire courbée en présence d’'un champ gravitationnel. Voir
aussi chapitres 6, 9 et 10
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ou My (r) est la masse totale comprise entre = 0 et r. Le champ gravita-
tionnel intérieur (i. e. pour r < R) vaut donc g(r) = ®'(r) = My (r)/r? et
sa forme dépend de la distribution p(r). En revanche le champ extérieur a
une forme simple. Puisque pour tout r > R, on a My (r) = M, ou M est la
masse totale du corps sphérique, le champ extérieur vaut simplement

g(r) = (r) = GM/r* (3.7)
et le potentiel vaut
—-GM
o = . + d (3.8)

On voit donc que le champ externe est identique a ce qu’on aurait trouvé en
considérant que le corps de masse M était ponctuel : la répartition précise
p(r) de la masse n’'influe pas sur le champ extérieur, pour peu que 'on soit
en symétrie sphérique (c’est faux sinon).

3.4 Le mouvement autour d’une masse cen-
trale

Cette section rappelle comment on obtient le mouvement des planetes a partir
des formules ci-dessus. Cette section n’est pas completement anodine, puisque
I'on verra des généralisations de ces formules dans le cas du mouvement des
planetes en relativité générale.

On se place dans le cas ou la masse centrale M est bien plus lourde que la
masse du satellite m, et ’on considere que le référentiel défini par la masse M
est inertiel 2. La force gravitationnelle du corps M s’exercant sur m étant une
force centrale (dirigée vers M), on peut également montrer que le mouvement
de m s’effectue nécessairement dans un plan. On choisit alors de travailler
en coordonnées polaires (r,6) dans ce plan, la masse M étant par définition
au centre, en r = 0. Une formule standard donne alors ’accélération de la
masse m dans ces coordonnées (un point dénote une dérivée par rapport au
temps) :
d*r
dt?
2. Cela n’est pas tout a fait exact. Dans un espace-temps Newtonien ne contenant que
ces deux masses, c’est le référentiel construit autour du barycentre de ces deux masses
qui est inertiel. Cependant, si la masse centrale est bien plus lourde que la masse satellite
M/m > 1, alors le barycentre se confond pratiquement avec le centre de M. Pour un

traitement exact, voir le mouvement & deux corps en théorie de Newton — tous livres de
cours ou références internet.

- (r . r92> e + (27*9' n ré) ey (3.9)
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ou e, et ey sont les vecteurs unitaires de la base polaire locale. Le point m est
soumis & une force F = —GMme, /r?. Reportant dans I'équation de Newton
et projetant sur les vecteurs polaires, on trouve une premiere équation

o 1d o,
2 +1f = —— (7" 9) —0 (3.10)

dont on déduit qu’il existe une constante C, dite la constante des aires (cf.
les lois de Képler), telle que C' = 720 = cst (physiquement, cela correspond
quasiment au moment cinétique J, défini par J = mC' = cst). Cette propriété
de conservation permet d’éliminer 6 dans autre équation :

GM GM C?
— =>r=— + —=

r2 r2 r3

(3.11)

P —rd* =

Cette équation s’integre en multipliant d’abord par r, et on trouve (multi-
pliant par m a la fin)

mi-2 _ GMm mC?

5 . 572 +est=—Veg(r) + E (3.12)
mr?
= F= SN + Verr(7) (3.13)

ou Veg(r) est le potentiel effectif de la variable r. Cette équation a la forme
standard de la conservation de I’énergie F d’un systeme mécanique, ot I’énergie
vaut 1'énergie cinétique plus 1'énergie potentielle effective Vig(r). Cf schéma
en cours, et discussion sur les trois cas £ > 0, £ =0, et £ < 0.

On a donc réduit le probleme a la résolution d’une équation différentielle a
une seule variable. Afin de résoudre cette équation il est fort utile d’introduire
un changement de variable u = 1/r, et u est considérée comme fonction de
0 :u(f(t)) = 1/r(6(t)). On notera par un prime la dérivée par rapport a 6.
En dérivant par rapport a ¢ on obtient donc
L SN, (3.14)
r2 N '
puis, a nouveau,
i = —C*u*u” (3.15)

Ces équations portent le nom de formules de Binet. Elles permettent d’écrire
I’équation dynamique devient simplement :
_GM

u// + U CQ

(3.16)
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qui a pour solution

u =

CJ\Q/[ + Acos(f + @) (3.17)

ou A et ¢ sont des constantes d’intégration. Par un choix d’axe, on peut
prendre ¢ = 0. On reconnait 1’équation en coordonnées polaires d’une co-
nique :

1

"0) = T Zoosd) (3.18)

et 'on peut finalement montrer (cf. cours) que les trajectoires sont respecti-
vement hyperboliques, paraboliques, et elliptiques selon le signe de F, positif,
nul, ou négatif, ainsi que discuté a 'aide du potentiel effectif (cf. schémas en
cours).

Nous verrons plus tard que les orbites en relativité générale conservent glo-
balement ce comportement (sous certaines conditions). Les mouvements sont
en revanche un peu modifiés. En particulier on trouve des trajectoires quasi-
elliptiques, ou I'on montre que le grand axe tourne sur lui-méme lentement.
C’est la précession du périhélie, visible notamment sur 'orbite de Mercure.
Il s’agit d'une des prédictions et d’un des succes de la relativité générale, car
I’orbite de Mercure, non exactement elliptique, n’était pas comprise jusqu’a
I’avenement de la relativité générale.

3.5 La rotation des galaxies spirales

On étudie ici un cas particulier des mouvement elliptiques : le mouvement
circulaire. Dans ce cas on a 7 = 0, et donc C? = GMr. On note que la vitesse
circulaire v = 76, et donc que C? = r2v2. On en déduit la vitesse circulaire
d’une masse m autour d’un objet central M :

GM

r

(3.19)

Vcire =

Cette formule a été dérivée en utilisant que la masse M était ponctuelle. On
peut cependant démontrer qu’elle reste valable du moment que la masse M
comprise dans 'orbite r est a symétrie sphérique, via le théoreme de Gauss
et la formule de Poisson.

C’est 'application de cette simple formule sur la vitesse circulaire dans les
galaxies qui a conduit au probleme de la matiere noire évoqué au chapitre 1.
(Les étoiles ont en effet un mouvement quasiment circulaire dans les spirales,
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ou en tout cas en premiére approximation). Les vitesses observées étant 2
a 3 fois plus grandes que celles prédites via cette formule et le contenu en
matiere visible, et du fait de la présence de la racine carrée, on voit qu’il
faut environ de 4 a 9 fois plus de matiere noire que de matiere visible dans
les galaxies spirales pour expliquer leurs courbes de rotation. Il n’aura pas
échappé au lecteur cela dit, qu'une galaxie spirale n’est clairement pas a
symétrie sphérique, et que la formule ci-dessus ne s’applique pas telle quelle.
Cependant, la conclusion reste valable lorsque 'on fait des calculs plus exacts.
Ici nous voulions simplement illustrer le probleme de la dynamique galactique
via quelques formules simples.

3.6 La cosmologie Newtonienne

La cosmologie Newtonienne n’a pas en soi d’historique, puisque la cosmologie
quantitative a été des le départ une cosmologie relativiste fondée sur la rela-
tivité générale. On a cependant réalisé a posteriori qu'une grande partie de
la cosmologie relativiste peut étre dérivée a I'aide des équations de Newton.
Nous voulons savoir ici ce que peut dire la théorie de Newton sur I’évolution
d’un Univers infini et empli d’une matiere de densité uniforme (cf. le principe
cosmologique et les Univers homogenes et isotropes, voir chapitre 11).

3.6.1 Cinématique et loi de Hubble

Commencons par la cinématique. L'univers étant homogene et isotrope, il ne
peut avoir de centre. Cela implique que le mouvement de la matiere alentour
doit apparaitre le méme pour tous les observateurs eux-mémes liés a de la
matiere. Soit trois observateurs A, B et C, de trajectoires x4(t), xp(t) et
xc(t). 11 est assez clair que le mouvement de la matiere, du point de vue
de A, ne peut étre que radial afin d’assurer que a un instant ultérieur, la
répartition de la matiere, initialement homogene a l'instant ¢, le soit encore
a l'instant t 4+ dt. Cela implique que la vitesse de B par rapport a A doit
s’écrire comme vg/4 = f(t,|AB|)AB. La méme loi doit s’appliquer pour le
mouvement de C' : vg/a = f(t,|AC|)AC. Changeons maintenant de point
de vue et considérons ce que voit C'. Le méme raisonnement s’applique et on
obtient en particulier vg,c = f(t,|CB|)CB. On a donc d'une part

vp/a = f(t,|AB|)AB
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et d’autre part, comme

dAB__mu3+dCB
dt —  dt dt

VB/A = = Vg/a+ VB/o

on a, remplacant et utilisant a nouveau la relation de Chasles :
f(t,|AB|) (AC + CB) = f(t,|AC|)AC + f(t,|CB|)CB

dont on peut montrer que la seule solution est que f ne dépende que du
temps. On a alors

VB/A = f(t)AB

pour tous A et B. Notons maintenant H cette fonction f, et prenons la norme
de cette équation. On obtient la loi de Hubble

v=H(t)d (3.20)

donnant la vitesse de récession v d’un point éloigné d’une distance d. H(t)
s’appelle le parametre de Hubble, variable dans le temps, a ne pas confondre
avec la constante de Hubble Hy qui est la valeur du parametre de Hubble a
I'instant d’aujourd’hui a ¢ = t;. La loi de Hubble est la seule loi cinématique
compatible avec le haut degré de symétrie d’'un Univers homogene et iso-
trope a tout instant. C’est la loi que 1’on obtiendrait pour la vitesse relative
de deux points marqués au crayon sur une toile élastique bidimensionnelle
que l'on étendrait de facon homogene. C’est une analogie fort utile pour
débuter en cosmologie. L’autre analogie standard est celle d'un ballon que
I’on gonfle, des points dessinés au crayon sur le ballon marquant, par exemple,
des galaxies. Dans ces deux cas, on voit que chaque observateur voit tous les
autres points matériels s’éloigner de lui avec une vitesse proportionnelle a
la distance. Chaque observateur a donc I'impression d’occuper une position
privilégiée, en 'occurrence centrale, et pourtant cet Univers n’a pas de centre
(précisément parce que tous les observateurs s’accordent sur ce comportement
des masses).

3.6.2 Distance comobile et facteur d’échelle

On peut reprendre 'analogie du ballon. En deux dimensions, imaginons
plutdt un cercle de rayon a(t), et deux points A et B sur ce cercle. La dis-
tance entre A et B le long du cercle, vaut rap(t) = fapa(t), ou Op est
I’angle constant entre A et B relativement au centre du cercle. On observe
que cette distance est le produit d’un quantité fixe dépendant de A et B, et
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que 'on appellera distance comobile, par un facteur uniquement dépendant
du temps : a(t), que l'on appellera le facteur d’échelle. On note ensuite que
la vitesse de récession entre A et B vaut

. a(t

v =~04pa(t) = a(t)QABQ = H(t)rap
a(t)

et nous remarquons que cette forme est similaire a celle trouvée pour la loi
de Hubble. Nous allons donc chercher si, dans le cas de I'Univers homogene,
I’'on peut décomposer la loi de Hubble sous la forme précédente, c¢’est-a-dire
en faisant apparaitre une distance comobile et un facteur d’échelle a(t). A
cette fin il suffit d’intégrer la loi de Hubble pour tout couple de points A et
B
drap

e H(t)rap(t) = v H(t)dt = rap = xaBexp (/ H(t)dt)

dT’AB

On voit donc que la loi de Hubble implique 'existence d’une quantité fixe
Xap homogene a une distance, la distance comobile, et d’un facteur d’échelle
a(t) tels que la distance physique entre A et B s’écrive

rap(t) = a(t)xas (3.21)

avec Ina(t) = [ H(t)dt, c’esy-a-dire la relation suivante entre le parametre
de Hubble et le facteur d’échelle :

H(ty = 2O (3.22)

ainsi que la loi de Hubble :

VAB = H(t)?”AB (323)

3.6.3 Dynamique de ’expansion de 1I’Univers

La section précédente indique que I’évolution de 1'Univers (i. e. ’évolution
temporelle des distances entre les points) ne dépend que d’une seule fonction
a(t), le facteur d’échelle. Trouver la dynamique de ’Univers (Newtonien,
mais cela sera également vrai en relativité générale) consiste donc essen-
tiellement & trouver I’équation dynamique qui relie les dérivées de a(t) au
contenu en matiere (respectivement au contenu en énergie-impulsion en re-
lativité générale).
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Pour ce faire on considere un point O et une sphere de rayon comobile
X, i e. de rayon physique r(t) = xa(t). Relativement & O I’Univers est a
symétrie sphérique, et la densité de matiere est homogene dans 1'espace. Soit
un élément de matiere de masse m sur cette sphere. On peut alors mon-
trer que la résultante des forces gravitationnelles dues a la matiere extérieure
s’annule. Ainsi tout se passe comme si la masse m n’était soumise qu’a la gra-
vitation engendrée par la matiere intérieure a la sphere, et il en résulte, via les
formules du chapitre 2, que 'accélération du point m (qui vaut 7(t) = ya(t)
le long du vecteur polaire), est donnée par :

~ GMin(r) 4nGrip(t) _47TGXa

72 3r2 3

Xi = ()p(t) (3.24)
ou p(t) est la densité de matiere dans 1'Univers a l'instant ¢. Clairement,
la quantité de matiere étant conservée, il est nécessaire que cette densité
décroisse lorsque I’Univers s’étend. On a donc

r(t)*p(t) = r(to)’p(to) (3.25)

soit encore
Qo 3
p(t) = <Z> Po (3.26)
ou l'on note py = p(ty) et ag = a(ty). Remplagant dans I’équation dynamique,
on trouve alors (noter que les distances comobiles x disparaissent du calcul)

. 47Gpoay
Remarquons tout de suite qu’a moins d’avoir de la matiere ayant une énergie
négative® (py < 0), on a toujours a < 0, c’est-a dire que I'Univers est tou-
jours en train de décélérer du fait de la gravitation (s’il part d’une phase
d’expansion initiale). S’il y a suffisamment de matiere, alors clairement & un
certain point la gravitation ’emportera sur l'expansion et 1’Univers devra
entrer dans une phase de contraction (scénario Big Crunch, voir plus bas).

Cette derniere équation admet pour intégrale premiere

a*>  4AnGpoag

F 3.28
2 3a + ( )

3. Ce paragraphe vaut pour la cosmologie Newtonienne seulement! En RG il est pos-
sible d’avoir une expansion accélérée sans recourir a une énergie négative, mais par contre
il faut un fluide ayant une pression négative et suffisamment grande.
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avec F/ constante d’intégration. C’est une équation similaire a celle trouvée
pour le mouvement a deux corps, E jouant le role de I'énergie totale, a*/2
celui de I’énergie cinétique, et le potentiel effectif vaut

47 Gpoal

%ﬁ(@) = 3—a (329)
Il y a, la encore, trois cas dynamiques distincts possibles. Soit E est négatif,
et on peut montrer (on le voit sur le graphe du potentiel effectif,cf. schéma
en cours) qu'il existe une valeur maximale pour le facteur d’échelle. Cette
solution (pour sa forme exacte il faut résoudre I’équation différentielle) est de
type Big Bang — Big Crunch, ou I’Univers commence a un certain moment
avec une certaine densité initiale, et une expansion initiale, puis s’étend,
atteint sa taille maximale, et se recontracte sous l'effet de la gravitation. On
montre que a(t) tend vers zéro en un temps fini, atteignant ainsi la singularité
future (ou clairement la description Newtonienne n’est pas valide).

Les deux cas £ = 0 et £ > 0 sont des solutions sans Big Crunch : ’Univers
continue de s’étendre indéfiniment. Dans le cas £ = 0 cependant, sa vitesse
d’expansion a tend vers 0 pour ¢ — oo, tandis que dans le cas £ > 0,
a — cst > 0 pour t — o0.

Ces solutions continueront d’exister en relativité générale, pour peu que I’Uni-
vers soit uniquement empli de matiere sans pression (ou aussi de la poussiere
ou dust). La différence notable est qu’en RG la constante F s’identifiera de
facon plus fondamentale & la courbure des sections spatiales. La correspon-
dance sera la suivante :

e £ < 0 : Univers fermé a courbure spatiale positive (i. e. sphérique), donc
de taille fini et sans bords.

e F =0 Univers plat (courbure spatiale nulle), infini

e [ > 0 Univers ouvert a courbure spatiale négative (i. e. 3-géométrie en
selle de cheval), infini.

On note en passant, et pour clore cette étude dynamique que I'on retrouve
I'équation de Friedmann de la cosmologie relativiste, en divisant Eq. (3.28)
par a? :

8nGpoag FE
= %y = (3.30)

H2
3a3 a?

4. Cela n’est vrai que pour un Univers contenant seulement de la matiere. L’introduc-
tion d’une constante cosmologique brise la correspondance entre 1’énergie totale (4. e. aussi
la valeur de la densité de matiére par rapport & la densité critique) et la courbure spatiale
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c’est-a-dire, en utilisant Eq. (3.26) :

H>=—p+— (3.31)
a

Le cas limite £ = 0 correspond donc a une densité spécifique, dite densité
critique p., par

3m?
Pe = G

(Cette densité critique n’est pas constante mais dépend du temps via H(t)).
Le destin de 1’Univers apparait alors tres simplement dans ce modele New-
tonien naif. Il faut mesurer la constante de Hubble aujourd’hui a 'aide de la
loi de Hubble, en déduire la densité critique, estimer la densité moyenne de
I’Univers aujourd’hui, et comparer ces deux valeurs. Si la densité aujourd’hui
est supérieure (respectivement inférieure) a la densité critique, alors I'Univers
finira en Big Crunch (respectivement s’étendra pour toujours).

(3.32)

Ces idées ont prévalu jusqu’a encore assez récemment (et malgré la prise
en compte du role du rayonnement électromagnétique sur la dynamique de
I’Univers - role important aux époques primordiales mais négligeable de nos
jours). Cependant la découverte récente de I'expansion accélérée de 1'Uni-
vers a completement bouleversé cette discussion. La cosmologie moderne
(qui commence avec les théories de l'inflation (> 1980), avec la cosmolo-
gie observationnelle proprement dite (> 1990), le probléeme de la constante
cosmologique (> 1990), les probléemes de la matiere noire et de 1'énergie
noire (>1990/2000)) admet dorénavant des descriptions bien plus variées
sur les destins possible de notre Univers. En particulier 'introduction d’une
constante cosmologique brise la correspondance entre le rapport de la densité
a la densité critique et la courbure spatiale ainsi qu’avec 1’évolution future
de I’Univers. Voir Fig. 11.1 au chapitre 11.

3.6.4 Limitations de la cosmologie Newtonienne

e Ne permet pas de prendre en compte la courbure de l'espace de facon
fondamentale.

e Théorie non relativiste, or la pression d’un fluide contribue a son énergie
totale, et la pression doit donc graviter, en vertu de 1’équivalence masse-
énergie (£ = mc?). Autrement dit la pression doit entrer dans 1’équation
de Friedmann complete.



Chapitre 4

Electromagnétisme et
covariance galiléenne

< La théorie de la relativité doit son origine aux équations de Maxwell sur
le champ électromagnétique > — Albert Einstein

e chapitre ne sera pas discuté en cours, mais est inclus en guise de com-
Ce chapit discut , t | d
plément. On montre que les lois de I’électromagnétisme ne sont pas compa-
tibles avec la transformation de Galilée.

4.1 Electromagnétisme et lumiere

On doit & Maxwell (1831-1879) une avancée importante dans la compréhension
des phénomenes magnétiques d’une part, et de 'électricité d’autre part. En
effet celui ci comprend qu’il ne s’agit que de deux aspects d’un seul et méme
phénomene, 1'électromagnétisme. En découleront d’une part les équations
correctes pour la génération et la propagation des champs électriques et
magnétiques, et d’autre part une véritable théorie ondulatoire de la lumiere,
ou celle-ci apparait en fait n’étre qu'une onde de (i. e. une vibration des)
champs électriques et magnétiques qui se propagent dans l’espace. La lon-
gueur d’onde ou la fréquence de cette onde parcoure le spectre électro-
magnétique, depuis les tres grandes longueurs d’ondes (hertziennes, radio),
jusqu’aux rayons gamma, en passant par les micro-ondes, l'infrarouge, la
lumiere visible, 'UV et les rayons X.

Remarque : Ce chapitre ne fait qu’amener la problématique qui donne
naissance a la relativité restreinte d’Einstein. Nous ne démontrons donc pas
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toutes les formules.

Equations de Mawxell. Ces équations décrivent la dynamique du champ
électrique E(x,t) et magnétique B(x,t), étant donnée une densité de charges
électriques p et un courant de charges j. On a :

divE = £ (4.1)
€o
divB = 0 (4.2)
- 0B
tE = —— 4.3
1o = (4.3)
- OE
rotB = M()J + /VL(]€0§ (44)

ol € et pg sont deux constantes reliées a la vitesse de la lumiere dans le
vide, ¢, par euoc?® = 1. Puisque divB = 0, il existe par théoréme un champ
de vecteur, nommé potentiel-vecteur électromagnétique A, tel que B = rotA.
Reportant dans la troisieme équation, cela permet de montrer que le champ
électrique peut s’écrire comme

- 0A
E = —gradV — — 4.5

g B (4.5)
ou V s’appelle le potentiel électrique. On peut alors démontrer (toute cette
partie nécessite un formulaire d’analyse vectorielle !) que les deux potentiels V'
et A, a partir desquels on peut calculer les champs électriques et magnétiques,
satisfont [’équation de d’Alembert :

10°V  0*V  9*V 9V p

v =—— = — 4.
v c2 Ot? + Ox? + 0y? + 022 € (4.6)

et
1 0°A  9*A  9*A n 0’A

e * Ox? + oy? 022 - TH
L’opérateur [ s’appelle le d’Alembertien.

A =

Ondes électromagnétiques. Dans le vide (p =0 et j = 0), on a simple-
ment 1V = 0 et JA = 0. Il n’est pas difficile de démontrer que la solution
générale de 1’équation pour V', par exemple, est la suivante :

V(t,z,y,2) = f(wt £ kx) (4.8)



4.2 La covariance galiléenne en difficulté 55

pour toute fonction f, pourvu qu’on ait la relation w? = k2c2. Pour clarifier,
choisissons le vecteur k selon la direction z. Alors on trouve une solution de
la forme :

V(t,x,y,z) = f(wt £ kx) (4.9)

Dans le cas ou f = cos, il s’agit d’une onde électromagnétique monochroma-
tique se déplacant a la vitesse ¢ dans le sens des x croissants ou décroissants
(selon, respectivement, le signe de +). Sa pulsation est w, i. e. sa fréquence
est v avec w = 27y, et sa longueur d’onde est A = 27 /k. Entre fréquence et
longueur d’onde, on a la relation A = ¢/v.

En résolvant de méme pour A, et en reportant dans 'expression pour le
champ électrique et magnétique, nous trouverions I’expression suivante pour
I'onde plane monochromatique (i. e. une onde lumineuse) se déplagant vers
les x croissants :

E = Eycos(w(t — x/c))e, (4.10)
B = % cos(w(t —x/c))e, (4.11)

4.2 La covariance galiléenne en difficulté

L’équation de d’Alembert est en conflit immédiat avec la covariance ga-
liléenne. En effet, rappelons nous que le principe de relativité galiléenne sti-
pule que les lois de la physique doivent garder leurs formes d’un référentiel
inertiel a un autre. Or, avec la théorie de Newton, on a vu la forme précise des
changements de coordonnées entre deux référentiels inertiels. Pour simplifier
choisissons une transformation particuliere (deux référentiels en translation
relative uniforme selon I’axe x et qui coincident a ¢t = 0)

~

=t
x + vt

Y
z

'~

~
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Si I'électromagnétisme était covariant sous les transformées de Galilée, on
aurait :

OV (t,z,y,2) =0=0V({,2',y,2") =0 (4.16)

Ici on peut se restreindre aux coordonnées t et x vu le choix de référentiels
fait. Considérons V' comme fonction des coordonnées primées, elles-mémes
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fonctions des coordonnées non primées : V(¢'(t),2'(t,x)), et dérivons par
rapport a t. On a

OV(/(0),2'(t,2)) _ OV V(F.a') | 9/(1)OV (') _ OV(a!) | OV(Y.a)

ot % o o ov o ' ow
(4.17)

On peut dériver a nouveau et trouver

2 / / 2 / / 2 / / 2 / /
oV (t'(t), 2 (t,x)) _ o*V (', x") +2v8 V(t', ') —|—v28 V(t', ') (4.18)
ot? ot’? ox'ot! 0x'?

Les dérivées partielles en x ou 2’ n’apportent rien en revanche, de sorte
que on montre que OV (¢, z) ne devient pas 'V (¢, 2'), mais OV (¢, 2') +
200p V (U, 2') + v20uV (', 2'). Cela démontre que 1'équation de d’Alem-
bert, et donc toute la théorie de Maxwell, ne sont pas covariantes sous les
transformations galiléennes.

Une fagon plus simple et plus physique de voir cela est la suivante. En ad-
mettant que les équations de Maxwell soient correctes, et que le principe de
relativité soit vrai, alors il est nécessaire que les lois de I'électromagnétisme
gardent la méme forme dans un changement de référentiel inertiel. Cela signi-
fie, comme on I’a vu ci-dessus, que la loi de transformation de coordonnées
ne peut pas étre celle de Galilée. Mais cela signifierait aussi que 1'onde plane
(la lumiere), aurait toujours la forme trouvée ci-dessus dans tous référentiels.
Par conséquent, si les équations de Maxwell et le principe de relativité sont
corrects, alors il faut que la lumiere (dans le vide) se déplace a la vitesse
¢ dans tous les référentiels! Cela est en contradiction manifeste avec la loi

d’addition des vitesses .

A la fin du 19eme siecle, et pour ces raisons, il y avait un fort doute sur
la validité générale des équations de Maxwell. Cependant 1'expérience (de
Michelson-Morley) est venue appuyer cette conclusion en montrant que le
mouvement de la source ou du récepteur ne semblait pas influer sur la vitesse
de propagation des rayons lumineux. Des lors il fut assez naturel d’imaginer
que les rayons lumineux étaient des ondes se propageant dans un milieu
immatériel et déconnecté du monde des corps massifs. On ’appela 1’éther,
et il était tentant d’identifier cet éther avec I'espace absolu de Newton. Le
probleme majeur de cette approche est la contradiction entre I'invariance de
la vitesse de la lumiere et la formule d’additivité des vitesses. La relativité
restreinte levera ce paradoxe.

1. On démontre de fagon immédiate, avec les transformations de Galilée, que si un
corps A se déplace a la vitesse vy par rapport a un référentiel R’, lui méme se déplagant
a la vitesse v par rapport a un référentiel R, alors la vitesse de A par rapport a R vaut
va =v+0VYy



Chapitre 5

La théorie de la relativité
restreinte

Quoique relativement dépourvus de formules mathématiques, les sujets traités
jusqu’ici restent un peu délicats au niveau des concepts. La meilleure preuve
en est sans doute qu’il a fallu trois siecles d’efforts et de discussions acharnées,
depuis Galilée, pour arriver a la théorie d’Einstein. Commencons donc par
un bilan des chapitres précédents.

e Est supposé le principe d’inertie, a savoir 'existence de référentiels pri-
vilégiés, dits référentiels inertiels, qui sont tous en translation uniforme les
uns par rapport aux autres et dans lesquels la premiere loi de Newton est
vraie !

e Est supposé le principe de relativité qui affirme que la physique doit
étre identique dans tous les référentiels inertiels. On peut 1’énoncer de
facon équivalente sous la forme d’un principe de covariance, ¢’est-a-dire en
requérant que toutes les équations de la physique gardent la méme forme
sous l'action d'un groupe de transformations de coordonnées spécifique 2.
Jusqu’ici nous n’avons pas considéré le groupe de transformations de co-
ordonnées le plus général, mais le groupe restreint des transformations de
coordonnées entre référentiels inertiels définis comme étant ceux dans les-
quels la premicre loi de Newton est vraie®. En théorie de Galilée/Newton,

1. La relativité générale reviendra sur la question naturelle que 1’on se pose : pourquoi
y a-t-il des observateurs privilégiés 7 D’ailleurs, en RG, il n’est plus vrai que les référentiels
inertiels sont en translation uniforme les uns par rapport aux autres.

2. On donnera au chapitre 7 une caractérisation plus précise du fait que les équations
< gardent la méme forme »wvia la notion de tenseur et d’équations tensorielles.

3. Cest cette restriction des changements de coordonnées qui a conduit a ’appellation
< relativité restreinte >versus < relativité générale >.
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il s’agit des transformations de Galilée, dont une conséquence notable est la
loi d’addition des vitesses. La théorie dynamique de Newton est compatible
avec ces transformations (7. e. elle est covariante de Galilée).

e Est démontré théoriquement que les équations de 1’électromagnétisme (et
donc de la lumiére), ne sont pas compatibles avec la transformation de
Galilée.

e Est démontré expérimentalement que la lumiere se déplace dans le vide a
vitesse finie, ¢ ~ 3 x 103m.s7!, et que cette vitesse est invariante dans tous
changement de référentiels inertiels.

Le point le plus frappant est sans doute la contradiction manifeste entre
I'invariance de la vitesse de la lumiere par changement de référentiel, et la
formule d’addition des vitesses qui apparait pourtant comme une évidence
de < bon sens >.

Si 'on prend au sérieux le résultat expérimental sur 'invariance de la vi-
tesse de la lumiere alors il devient nécessaire de modifier la loi d’addition des
vitesses. Or la loi d’addition des vitesses provient directement de la transfor-
mation de Galilée, qu’il faut donc également modifier. La transformation de
Galilée, quant a elle, est compatible avec la loi de Newton, qu’il faudra donc
également modifier.

C’est le chemin qu’a emprunté Einstein en 1905 (quoique selon un autre
raisonnement que nous allons voir ci-dessous). Sa théorie permet donc de :

1. Maintenir le principe de relativité

2. Maintenir 'invariance de la vitesse de la lumiere dans le vide

Pour ce faire, il faut définir une nouvelle covariance des équations de la
physique (ce sera la covariance de Lorentz).

3. Définir une généralisation des lois dynamiques de Newton admettant
pour groupe de covariance le groupe de Lorentz. Cela aura pour consé-
quence inattendue la célebre formule £ = mc?.

5.1 Relativité de la simultanéité

Considérons un instant la relativité galiléenne et sa loi de transformation des
coordonnées. Soit F; et Fy deux événements (i. e. deux points de 'espace-
temps Newtonien). Soit (t1,z1,y1, 21) et (ta, T2, Y2, 22) les coordonnées de ces
événements dans un référentiel R. Il est naturel de dire que deux événements
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sont simultanés si et seulement si ¢; = ty. Sont-ils encore simultanés dans
un autre référentiel R'? Oui, car on a vu que la loi de transformation des
coordonnées est t| = t; = to = t,. Ainsi, dans l'espace-temps de Newton, la
simultanéité entre deux événements est une notion absolue (i. e. que tous les
observateurs s’accordent sur le fait que les deux événements sont simultanés).

Einstein fait la remarque cruciale que la simultanéité doit devenir relative?,
c’est-a-dire que deux événements simultanés pour un observateur donné ne
seront pas nécessairement simultanés pour un autre observateur, si ’on tient
compte du fait que la vitesse de la lumiere est finie, et non infinie. Pour le
comprendre, il faut considérer la définition opérationnelle de la simultanéité.
Comment, concretement, décide-t-on que deux événements qui se produisent
en deux endroits différents, se produisent en méme temps ?

Cette question n’est pas triviale. D’'un point de vue opérationnel, il faut
a minima que de l'information soit transmise depuis les événements vers
I'observateur. Einstein considere alors la lumiere comme véhicule naturel de
cette information. Un diagramme d’espace-temps (cf. schéma en cours) nous
donne des indications. On peut par exemple décider que deux événements
sont simultanés si la lumiere émise depuis ces deux événements arrive en
méme temps au point équidistant entre ces deux événements. Soit maintenant
un autre observateur (=référentiel) qui coincide avec le premier a ¢t = 0 (le
moment ot sont émis les rayons lumineux), se déplagant vers les x croissants
a vitesse constante. Du fait du postulat de I'invariance de la vitesse de la
lumiere, la lumiere se propage encore a ¢ dans ce référentiel en mouvement.
Par conséquent le rayon émis par 1’événement & gauche (c¢f. diagramme) doit
arriver apres celui émis par 1’événement a droite! Ainsi pour cet observateur
en mouvement, les deux événements ne sont plus simultanés.

Cela démontre que la formule galiléenne ¢’ = ¢ est inexacte. Pour donner un
sens a cette formule, il faudrait étre capable de donner un sens empirique a
une simultanéité absolue. Or 'argument précédant montre bien qu’'une telle
simultanéité absolue requiert I'existence de signaux physiques se déplagant
a une vitesse infinie. Nous retrouvons donc la un probleme bien connu de
la mécanique Newtonienne, dont nous n’avions pas parlé jusqu’a présent
mais qui a fait couler beaucoup d’encre au cours des siecles, a savoir que la
mécanique Newtonienne autorise les interactions a distance et instantanées
(un exemple en est la gravitation Newtonienne), ce qui ne semble pas naturel
(et de fait, ne l'est pas).

Einstein suppose alors que de telles interactions n’existent pas, et qu’il existe

4. 11 écrira plus tard qu’une fois avoir compris la relativité de la simultanéité, il ne lui
a fallu plus que cinq semaines pour achever la théorie de la relativité restreinte.
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une limite supérieure a la vitesse de toute propagation (qui n’a pas de raisons
a priori de coincider avec la vitesse de la lumiere, mais il se trouve que c’est
le cas). Il est alors nécessaire de modifier la loi ¢t = t'. C’est cette modification
qui va permettre de résoudre le probleme de la formule d’addition des vitesses
et sa contradiction avec le fait que la lumiere se propage a ¢ dans tous les
référentiels.

5.2 Les transformations de Lorentz

Ayant maintenant a l'esprit que la loi de changement de coordonnées ne
peut contenir la formule ¢ = ¢, nous sommes en position d’obtenir la loi
correcte, que 'on appelle la transformation de Lorentz. La démonstration
rigoureuse est plutot longue (voir par exemple [1]), aussi nous emprunterons
ici quelques raccourcis sans conséquences. Il y a plusieurs facons d’arriver
aux transformations de coordonnées d’espace-temps (7. e. de changement de
référentiels) qui laissent invariante la vitesse de la lumiere. Considérons la
suivante.

Soit un référentiel R, de coordonnées (¢, x,y, z). Imaginons qu’a t = 0, depuis
l'origine du référentiel (z = y = z = 0), on émet pendant un instant tres
court de la lumiere dans toutes les directions (i. e. on allume et on éteint
une lampe). La lumieére se propageant a la vitesse ¢, au bout d'un temps ¢
la lumiere sera répartie sur une sphere de rayon R = ct. L’équation de cette
sphere, dans le référentiel R, est

2+ + 2% = Pt (5.1)

Soit maintenant un autre référentiel R', se déplacant a la vitesse v par rapport
a R, et mettons, dans la direction de I’axe x vers les x croissants. On choisit R’
de telle sorte que les deux référentiels coincident a ¢ = 0. Pour un observateur
dans R/, la lumiere se déplace encore a vitesse ¢ dans toutes les directions,
de sorte que au bout d’'un temps ¢, la lumiere se répartit sur une sphere
d’équation

I/2 +y/2 + 2/2 — 02t12 (52)
Nous avons donc la une description dans deux jeux de coordonnées différents
d’un seul et méme objet : la sphere de lumiere a un moment donné. Il est
par conséquent nécessaire qu’un point P donné quelconque atteint par cette
sphere ait & la fois les coordonnées (¢, z,y, z) telles que x? + y* + 2% = 22
dans R, et les coordonnées (¥, 2,3/, 2") telles que 2% + 32 + 2 = *t” dans
R’. En particulier on déduit une relation entre les coordonnées primées et
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non primées :
PPy = P Ay =0 (5.3)

[Le lecteur vérifiera sans peine que la transformation de Galilée ne satisfait
pas cette loi]. On cherche une solution linéaire de la forme t' = At + Bz et
2’ = Dt + Ex. Le second repere se déplacant le long de 'axe z, il est assez
naturel® de chercher une solution telle que v = y et 2 = z. On note que
lorigine du repere R’ est définie a la fois par 2/ = 0 et par x = vt dans
le référentiel R. Ainsi on obtient donc 0 = (D + Ev)t et donc D = —Ew.

De méme l'origine de R a pour équation x = 0 et pour équation ' = —vt’.
Reportant, on trouve alors D = —Awv et donc aussi A = E. Nous avons donc
t' = At+ Bx (5.4)
¥ = Alx —vt) (5.5)

et 4y =y, 2/ = z Reportant dans la relation trouvée plus haut, on trouve
—*t? + 2 = —*(At + Bx)? + A*(z — vt)?

et cette relation doit valoir pour tout (¢, ). En particulier si on choisit z = 0,
on obtient

—H2 = A2 4 A2

que 'on résout facilement avec

Cette quantité est si importante en relativité restreinte qu’on lui a donné un
nom : on 'appelle le facteur de Lorentz, et on le note ~.

V= (5.6)

Par ailleurs on notera aussi la vitesse ramenée a la vitesse de la lumiere par
la lettre 3 :

g=uv/c (5.7)

5. Il est possible d’étre plus précis que cela : on peut démontrer que si ’espace-temps est
homogene et isotrope, alors la transformation de coordonnées est nécessairement linéaire ;
on peut aussi démontrer que nécessairement 3y’ = y et 2z’ = z. Mais la démonstration
devient alors assez longue.
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Ainsi,

y=0-p)" (5:8)

En posant ensuite x = 0, on résout pour B et on trouve B = +v//c. Pour
fixer ce signe, un peu de travail supplémentaire est nécessaire. Collectant les
résultats précédents, nous avons :

(f) _ (_YY ; if) . (Zf) (5.9)

Nous aurions pu raisonner a 'envers, et trouver les coordonnées de ct, x, en
fonction des coordonnées primées, en notant que R se déplace a la vitesse
—uv par rapport & R'. On aurait alors trouvé :

(;> - (+7yﬁ Wﬂ) ' (gf) (5.10)

En combinant les Egs. (5.9) et (5.10), (le faire), on trouve que le signe moins
doit étre retenu. La loi de changement de coordonnées (le long de x, pour R’
vers les x croissants) qui laissent invariant la vitesse de la lumiere ¢ est donc,
finalement :

ct" = (et — Bx)

¥ = ~(x — Bet)

y o=y

Z =z (5.11)

Ce sont les transformations de Lorentz. La transformation de Lorentz inverse,
donnant (ct,x,y, z) en fonction des coordonnées primées s’obtient simple-
ment en changeant le signe § — —f (v ne change pas de signe dans cette
opération).

5.3 Addition des vitesses en relativité res-
treinte

Soit R’ se déplacant le long de x a la vitesse u par rapport a R. Soit un
mobile A se déplagant a vitesse v/, par rapport a R’. Quelle est sa vitesse vy
par rapport a R 7
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L’équation de la trajectoire du mobile A dans R’ est 2/, = v/;¢’. La transfor-
mation de Lorentz inverse (d’ou le signe + ci-dessous) de Eq. (5.11) donne

va (2l 4 ut’)

ta '7<t,+u:_2£4>

Utilisant 2/, = v/4#', on trouve donc

u—+ vy

1+ %

c2

On note que cette équation se réduit bien a la formule Galiléenne vy = u+17/,
dans la limite non-relativiste ¢ — co. Par ailleurs on note qu’elle prédit aussi
I'invariance de la vitesse de la lumiere. En effet si v/; = ¢, alors on trouve, quel
que soit u, v4 = c. Ainsi est résolu le conflit entre la covariance galiléenne
et linvariance de la vitesse de la lumiere : la covariance galiléenne n’est
qu’une symétrie approchée de la nature, valable uniquement dans le cas ou
les vitesses en jeu sont non relativistes. Dans le cas général, il faut en fait
considérer des équations covariantes de Lorentz, et non covariante de Galilée.
Nous verrons plus bas comment cela modifie la seconde loi de Newton.

5.4 L’espace-temps devient relatif

5.4.1 Durées et distances

Dans les ouvrages de vulgarisation (et méme dans les références académiques),
on trouve souvent écrit que, avec la relativité restreinte, I’espace et le temps
deviennent relatifs (parce que les transformations de Lorentz mélangent les
coordonnées d’espace et de temps). Cette affirmation est plutdt vague et
préte a confusion. Un véritable < drame »de la physique moderne est de
systématiquement parler du temps, alors que I'on parle en fait (de maniére
sous-entendue) de mesures du temps, c’est a dire de durées. En effet, au-
cun appareil de mesure ne peut indiquer la valeur de la coordonnée t d'un
événement (on peut toujours choisir que ¢ = 0!), en revanche une horloge
peut servir a mesurer la durée qui s’écoule entre deux événements, c’est-a-
dire I'intervalle de temps les séparant. De méme, il faut parler de distances
spatiales entre des événements.

Lorsque 'on affirme qu’en relativité restreinte 1’espace-temps devient relatif,
il faut en fait comprendre le fait suivant : la durée séparant deux événements
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donnés dépend de I'observateur (i. e. du référentiel), et de méme la distance
séparant deux événements. Nous allons le démontrer ci-dessous. Avant cela, il
faut bien comprendre qu’il s’agit d’une véritable révolution pour la physique
moderne. Selon ’état de mouvement, un phénomene peut étre pergu comme
durant plus ou moins longtemps! On parle de dilatation du temps.

En théorie Newtonienne, en revanche, durées et distances sont absolues. En
effet la durée séparant deux événements t; et to vaut At = t, —tq, et, puisque
t" = t, clairement, At’ = At. On dit que le temps Newtonien est absolu.
De méme, la distance d entre deux événements, vaut, on 'a vu (chp. 2.1)
d?> = (xo —x1)% + (y2 — y1)* + (22 — 21)?, et il est aisé de démontré que d' = d.
L’espace est lui aussi absolu. Cela n’est plus vrai en relativité restreinte,
comme le montre I'application des transformations de Lorentz.

5.4.2 Dilatation du temps et rythme des horloges

Oublions (sans perte de généralité) les coordonnées y et z et travaillons sur
les coordonnées t, x. Soit avec un référentiel R’ en mouvement par rapport
a R a la vitesse v vers les = croissants. Considérons deux événements F;
et Fy de coordonnées t; = 0,21 = 0 et t5 = T, z9 = 0. Pour 'observateur
lié au référentiel R, la durée séparant ces deux événements vaut donc At =
to—t1 =1T.

Appliquons maintenant la transformation de Lorentz afin de déterminer les
coordonnées primées des événements F; et Ey. On trouve sans peine t; = 0
et ) =0, et puis t, = yT et x, = —yScT. Ainsi, pour 'observateur lié au
référentiel R, la durée séparant les deux événements vaut At = t, —t| =T
Notons que 7y est nécessairement plus grand que 1 (voir sa définition), de sorte
que

At =0t > At (5.13)

Cette formule, valable pour toute vitesse v, indique que la durée mesurée
entre deuzr événements dans tout référentiel est toujours plus grande que la
durée mesurée dans le référentiel ou ces deuxr événements se produisent au
meéme point. On appelle cet effet la dilatation du temps. On appelle temps
propre la durée entre deux événements se produisant au méme point d’espace
(ici At). Le temps propre (i. e. la durée propre) est notée en général par la
lettre 7 (i. e. A7). La formule précédente s’écrit donc

At = ~yAT (5.14)

Interprétons cette formule en termes de mesures de durées a I'aide d’horloges.
Une horloge a une certaine période propre qui vaut n secondes. Soit une telle
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horloge associée a ’observateur R. Entre deux < tics »de I’horloge, il s’écoule,
selon R, n secondes. Selon R/, en revanche, il s’écoule n’ = yn > n secondes.
La période de I’horloge de R, du point de vue de R', est donc augmentée d'un
facteur 7, et inversement, la fréquence de I'horloge est diminuée d’un facteur
1/~. L’observateur R’ pergoit donc que I’horloge de R bat plus lentement que
ce qu’elle devrait 6. Mais, toujours du point de vue de R’, c’est le référentiel
R qui est en mouvement. Ainsi on arrive a la conclusion que, dans tout
référentiel en mouvement (par rapport a un référentiel donné), les horloges
ralentissent, ou, pour ainsi dire, que le temps s’écoule plus lentement.

Considérons a titre d’exemple le voyage spatial. Un vaisseau se rend depuis
la Terre jusqu’a l'autre bout de la galaxie, et parcours ainsi, disons, 100 000
années-lumiere. Supposons que le vaisseau se déplace a une vitesse tres proche
de celle de la lumiére (par rapport a la Terre). Ainsi, pour I'observateur ter-
restre, le voyage dure environ 7' = 100000 ans. Quelle est la durée du voyage
pour le passager? Cette durée est la durée propre pour le voyageur. Cette
durée propre est celle mesurée par 1’horloge de bord, car dans le référentiel
du vaisseau, ’horloge est fixe. Il s’agit donc bien d’une durée propre que I'on
note 7. La durée mesurée par 'observateur terrestre est reliée a cette durée
propre via la formule ci-dessus Eq. (5.14). Ainsi, on a T" = 7. Si le facteur
7 est suffisamment grand (par exemple 7 = 5000, c’est-a-dire si le vaisseau
se déplace a une vitesse tres proche de celle de la lumiere), alors, pour le
voyageur, le voyage ne dure que 7 = T/ &~ 20 ans. Il est donc possible de
traverser la galaxie en quelques années seulement (pour le voyageur)! La re-
lativité restreinte rend donc plausible le voyage interstellaire. En revanche, il
nous est tout a fait impossible a I’heure actuelle de concevoir des propulseurs
qui permettraient a un tel vaisseau d’atteindre des vitesses aussi grandes.

5.4.3 Contraction des longueurs

Montrons maintenant qu’une regle se déplacant par rapport a R apparait
contractée. Soit une regle au repos dans le référentiel R’ : les deux extrémités
sont situés a zf = 0 et 2, = Lg. On appelle Ly la longueur propre de la
reégle (dans le référentiel ou elle est immobile). Comment est mesurée cette
longueur dans R, alors que la regle est en mouvement ? Une facon de faire est
de prendre une < photographie »de la régle en mouvement, et d’en mesurer la

6. Par cela on entend que I'horloge de R bat plus lentement qu’une horloge identique
emporté par R’



5.5 Géométrie de la relativité restreinte : ’espace temps de
Minkowski 66

longueur ”. Cela signifie ici que pour mesurer cette longueur, il faut mesurer
la distance séparant les deux extrémités a un instant donné, donc il faut que
At = 0. La loi de Lorentz nous donne Az’ = y(Ax — ScAt). Avec Az’ = Ly,
At =0,et Ar =1L, on a
Lo
Y

La longueur de la régle en mouvement est donc plus courte d’un facteur 1/7.

L (5.15)

5.5 Géométrie de la relativité restreinte : ’es-
pace temps de Minkowski

En premiere lecture on peut omettre la section 5.5.3 qui est plus technique.

5.5.1 Distance pseudo-euclidienne et métrique

La premiére question (géométrique) qui vient a l'esprit est de savoir si I'on
a encore une notion de distance en relativité restreinte. Une bonne notion
de distance serait une distance qui soit invariante, i. e. sur laquelle tous les
observateurs s’accordent. Or on a vu que ni la durée ni la longueur ne sont de
tels invariants (dilatation du temps, contraction des longueurs). En revanche,
on peut montrer que la combinaison

82 = —02(t2 — t1)2 + (IQ — 131)2 + (y2 - y1)2 + (Zz — Zl>2 (516)

pour deux événements F; et Ey de coordonnées (t1,x1) et (t9,X3) est une
quantité invariante sous les transformations de Lorentz. [On ’a vu et on l'a
déja utilisé dans le cas oll 2 = 0, mais cela est vrai aussi pour toutes valeurs
de s?]. On nomme cette quantité I’intervalle. C’est un bon candidat pour une
notion de < distance »dans I’espace-temps, hormis, bien stur, que I'intervalle
n’est pas défini positif. On dit que I'intervalle est :

e De genre espace si s? > 0 (spacelike)
e De genre lumicere si s* = 0 (lightlike ou null)
e De genre temps si s < 0 (timelike)

7. C’est-a-dire que dans R, nous avons deux observateurs séparés d’une distance L, qui
simultanément sont situés en face des deux extrémités de la regle en mouvement.
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Noter que le carré est simplement une notation d’usage. De fagon différentielle,
I'intervalle élémentaire vaut

ds? = —2dt? + da? + dy? + d2? = —2dt? + dx? (5.17)

L’espace-temps de la relativité restreinte (ou de Minkowski) est toujours un
espace vectoriel. On peut donc poser quatre vecteurs de base (eg, €1, €3, €3)
et définir un < produit scalaire > (entre guillemets car il est non défini positif)
tel que®

e.ep=—1 epe;=0 e;.ej =9

On peut alors former la matrice de ces produits scalaires (comparer au cas
Newtonien en Section 2.11)

1000
0 100
Mo =lewe =10 g 1 g
0 00 1

que l'on appellera la métrique de 'espace temps de Minkowski. Ici nous
rencontrons une notation qui sera systématique dans la suite : les indices
grecs tels que p prennent les valeurs 0, 1, 2, ou 3; les indices latins, comme ¢,
ne prennent pour valeurs que 1, 2, 3. La valeur 0 est réservée a la composante
temporelle, les valeurs 7 aux composantes spatiales. Ainsi la métrique est un
objet 7, a 16 composantes, que I'on peut en l'occurrence ranger dans une
matrice symétrique réelle.

La différence essentielle avec le cas Newtonien est le signe < moins »pour
le produit ey.eg = —1, qui singularise la dimension temporelle par rapport
aux dimensions (spatiales). La métrique comprenant ce signe négatif, on dit
qu’elle est de signature Lorentzienne ou encore hyperbolique (un signe moins,
d— 1 signes plus, ou d = 4 est la dimension de I'espace-temps, par opposition
a une signature euclidienne, qui ne comporterait que des signes plus).

C’est la signature particuliere de cette métrique qui explique la notation sui-
vante pour I'espace de Minkowski : R*!. En termes strictement mathématique,
I'espace de Minkowski n’est rien d’autre que I’espace vectoriel R* sur R muni
d’une forme bilinéaire symétrique et non-dégénérée, dont la forme quadra-
tique associée est de signature (1,3) (voir cours d’algebre bilinéaire).

8. La bonne notion mathématique ici n’est pas celle du produit scalaire, car celui-ci
est par définition défini positif. Il faut plutot parler d’une forme bilinéaire symétrique
non-dégénérée. Par abus de langage on continuera a parler de produit scalaire dans la
suite.
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Remarque : A partir de cette section, et dans toute la suite de ce cours,
nous choisirons la signature (—, 4, +, +) pour la métrique. Un autre choix,
tout a fait équivalent, serait de considérer (4, —, —, —). Les physiciens tra-
vaillant en gravitation privilégient en général la premiere, les physiciens des
particules la seconde. Il faut toujours faire attention aux conventions utilisées
par les auteurs, puisque nombre de formules changent de signe d’un ouvrage
a l'autre, selon la convention utilisée.

5.5.2 Vecteurs et notations quadri dimensionnelles

Soit un systeme de coordonnées (SC) cartésiennes dans l'espace de Min-
kowski. Soit M un point de coordonnées (t, z,y, z). Le vecteur position OM
s’écrit, dans la base canonique e, :

n=3
OM = Z zte, = zte, (convention d’Einstein) (5.18)
pn=0

ot 'on a utilisé la notation 2° = ct, 2! = z, 22 = y, et 2 = 2. Les coor-

données z* de M sont donc aussi les composantes du vecteur OM dans la
base canonique e,. De facon plus générale, tout vecteur v dans I'espace de
Minkowski peut s’écrire sous la forme

v =vle, (5.19)

ou les v* sont les composantes, dites contravariantes, du vecteur v. Il est
alors d’usage de commettre I’abus de langage suivant : on désignera souvent
un vecteur v par ses composantes, et on parlera du < vecteur v* ». Ce faisant,
il ne faudra pas oublier qu’on entend en fait 'Eq. (5.19). La pseudo-norme
(Lorentzienne) d’un vecteur v est simplement obtenue en prenant le produit
scalaire du vecteur avec lui-méme, comme dans le cas Euclidien :

v: = (vte,) . (v'e,) = e,.e,v"v” = 1, v"" (5.20)

On introduit alors les composantes covariantes du vecteur v : par définition

J— 14
Uy = N (5.21)
de telle sorte que, effectuant la somme implicite, si v* = (v°,v%), alors v, =
(v, v;) avec vg = —v° et v; = v’. En ces termes le carré d’'un vecteur s’écrit
simplement

v: =" (5.22)
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Les indices contravariants sont en haut, les indices covariants en bas. Dans
ces notations, l'intervalle entre deux points M et M’ de coordonnées z* et
" est
5?\4M’ — —CZ(CL’/O _ xO)Z 4 (SL’/I - 1,1)2 4 (x/Q . CL‘2)2 4 (x/?) _ SL‘3>2
— x,) (2" — M) = MM"?
(5.23)

= e — )@ - 2) = (3

[Attention le prime ici n’indique pas une transformation de Lorentz, mais les
coordonnées du point M']. Entre deux points infiniment proches, 'intervalle
élémentaire s’écrit donc

ds® = n,detda” = dx,dz" (5.24)

5.5.3 Retour sur les transformations de Lorentz

Les composantes du vecteur position z* d’un point M de l'espace-temps,
sont, on le sait, transformées en des coordonnées primées x'* données par
la transformation de Lorentz, c’est-a-dire lorsque considérées dans un autre
référentiel R’. On peut écrire cette transformation de la fagon suivante :

't = AP ¥ (5.25)

ou A est une matrice. Dans le cas d’'une transformation de Lorentz (boost
en anglais) le long de x, on sait que cette matrice vaut

vy -6 00
s |8 v 00
A, = 0 0 10
0 0 0 1

cf. Eq. (5.11). De facon différentielle,
da'™ = A" dx¥ (5.26)
L’invariance de l'intervalle élémentaire signifie que ds? = ds%. Or on a :

ds? = nudada”

= DAY, daPda”

et donc pour respecter l'invariance de l'intervalle il est nécessaire que la
matrice de Lorentz satisfasse

NN )N 5 = 1po (5.27)
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On pourra vérifier a titre d’exercice que c’est effectivement le cas.

Considérons maintenant un déplacement élémentaire dM = dz*e,,. Claire-
ment cet objet étant un vecteur sur ’espace de Minkowski reliant deux points
donnés, sa valeur ne doit pas changer dans un changement de coordonnées. Il
faut donc que dans une transformation de Lorentz dz' €', = dx*'e,. Comme
dx'™ = A", dz¥, on en déduit que les vecteurs de base du nouveau référentiel
R’ sont reliés aux vecteurs de base de R par

e, = A" ¢, (5.28)

On peut inverser cette relation en définissant la matrice de Lorentz inverse
Ay [noter la position différente des indices, conventionnelle, pour indiquer
qu’il s’agit de la matrice inverse tout en conservant le méme symbole A] telle
que

AP NP =4
ou ’on a introduit le symbole de Kronecker 4-dimensionnel. Alors, multipliant
Eq. (5.28) par A", on obtient
A"e, = AJVAM € (5.29)
soit donc
e,=A"e, (5.30)

Explicitons ce résultat, en oubliant les coordonnées y et z. La matrice inverse
de Lorentz, on ’a vu, s’obtient tres simplement en inversant le signe de la
vitesse. Par conséquent ’équation précédente s’écrit :

(o) =05 7)) &

ey = (e + fer)
e’l = 'y(ﬁe0+e1) (532)

et donc on a

Cela va nous permettre de construire les diagrammes d’espace-temps et d’ex-
pliciter la facon dont est vu I’espace-temps par 1'observateur R’'.

5.5.4 Cone de lumiere et diagrammes d’espace-temps

Représentons 'espace-temps de Minkowski avec une seule dimension spatiale
x, et la dimension temporelle ct. Portons sur ce schéma la trajectoire des
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rayons lumineux. Ils ont pour équations x = =£ct, et sont donc représentés
par des lignes droites a 45 degrés. Ces deux lignes définissent le cone de
lumiére, depuis 'origine O. Si I'on inclu une autre dimension spatiale y, on
voit la forme d’un cone (c¢f. Fig. 5.1 ci-dessous). En quatre dimensions en
revanche le cone de lumiere est plus difficile a se représenter : il s’agit de
spheres concentriques augmentant de rayon avec le temps qui passe.

Les points M situés dans la partie supérieure du cone peuvent étre atteints
depuis O en se déplacant moins vite que la lumiere, ¢’est-a-dire encore par un
chemin partout de genre temps (ds®> < 0 tout le long de la trajectoire). On
dit qu’ils forment le futur de O. Les points situés dans la partie inférieure du
cone peuvent influencer la physique en O par des interaction subluminiques.
On dit qu’ils forment le passé de O. Tous les autres points ne peuvent pas étre
en contact causal avec O, a moins de disposer de signaux se propageant plus
vite que la lumiere, ce qui semble ne pas exister (on verra d’ailleurs dans
la suite qu’une particule massive ne peut jamais dépasser la vitesse de la
lumiere). On lappelle [’ailleurs. De fagon assez intéressante, on voit donc sur
la figure Fig 5.1 que, a tout instant, ’espace n’existe pas pour I'observateur
O. Ce dernier ne fait jamais que reconstruire ’espace a ’aide les informations
issues de son passé.

r'

Cone de lumiére futur

W\
10

Gne de Iymigre pass

FIGURE 5.1 — Le cone de lumiere
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Remarque : on peut montrer que le signe de t; — ¢; entre deux événements
E, et Ey est un invariant de Lorentz, pour peu que l'intervalle entre ces
deux événements soit de genre temps, ce qui donne donc du sens aux notions
(absolues) de futur et de passé utilisées plus haut.

Pour terminer, illustrons les résultats trouvés en section 5.3.3, notamment sur
la transformations des vecteurs de base lors d’une transformation de Lorentz
(dite aussi un boost). Les formules Eqgs. (5.32) impliquent le graphe suivant,
en vue de coupe (Fig. 5.2), puisque les axes primés sont engendrés par les
vecteurs de base primés. On note aussi que la simultanéité dans le référentiel
R/, définie par ¢ = cst est différente de celle définie dans R. Les lignes rouges
figurent le cone de lumiere.

£t

Git’

’

X

o "< Ligne de simultanéité pour R’

x <— Ligne de simultanéité pour R

FIGURE 5.2 — Transformations des coordonnées dans un boost le long de x.

5.6 Cinématique

La section précédente traitait de la géométrie de 1'espace-temps de la relati-
vité restreinte. Nous pouvons maintenant passer a ’étude des mouvements
des particules massives.
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5.6.1 Trajectoires et temps propre

Un corps ponctuel définit une courbe (continue) dans espace-temps. On
I’appelle sa ligne d’Univers. Il y a plusieurs fagons de la définir. On pourrait
se donner cette ligne d’Univers par 1’ensemble des lieux x(¢) en fonction du
temps t d'un référentiel R. C’est ce qu’on fait en général en mécanique New-
tonienne. Cela amenerait a une notion de vitesse coordonnée de la particule
définie comme

dx(t)
v= —"/

dt

Cette paramétrisation n’est pas tres commode par contre puisque t' # ¢
dans un autre référentiel. Il est donc naturel d’introduire un parametre réel
indexant la position dans 'espace et dans le temps de la particule. On se
donne donc la ligne d’Univers par quatre fonctions z#(\), ou A est ledit
parametre. On peut toujours retrouver une paramétrisation de type newto-
nienne en utilisant que ¢(\) peut s’inverser pour trouver A en fonction de ¢,

et donc z(\) = x(A(t)).

Bien que I'on puisse choisir tout parametre A, on utilisera souvent le temps
propre de la particule (i. e. le temps indiqué par une horloge embarquée avec
la particule), qui a 'avantage d’étre un invariant de Lorentz. Rappelons en
effet que l'intervalle élémentaire s’écrit

dx \ 2 2 142
ds* = —*dt* + dx* = —c*dt’ (1 — ( X) ) = —c%dt* (1 - 5°%) = -2

(5.33)

cdt ~2

de sorte que le temps propre élémentaire dr est relié de fagon tres simple a
I'intervalle élémentaire via :

’ds2 = —c2d7'2‘ (5.34)

ou l'on rappelle 'expression du temps propre d7 en fonction du temps coor-
donné :

dt
dr = —
Y

(v est réel pourvu que la vitesse coordonnée n’excede pas la vitesse de la
lumiere!). Si, par contre, on veut décrire la trajectoire d'un photon, on ne
peut utiliser le temps propre du photon. En effet on a ds? = 0 le long de
la trajectoire du photon, et donc dr = 0 (ce qui signifie que si le photon
pouvait embarquer avec lui une horloge, cette horloge serait figée, ce dont on
peut déduire (entre guillemets seulement), que le temps n’avance pas pour
les photons). Le temps propre n’est donc pas un parametre approprié le long

(5.35)
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de la trajectoire des photons. En revanche pour les particules massives se
déplacant moins vite que la lumiere, on a d7 > 0 et donc le temps propre 7
le long de la trajectoire est un parametre admissible.

Dans la suite nous considérons donc une ligne d’Univers paramétrée par son
temps propre : x*(T).
5.6.2 Quadri-vitesse, impulsion, accélération

Par définition, la quadrivitesse d’'un corps ponctuel est un 4-vecteur

dzt(T) cdt dx’
K = = —_—
u dr (dT T dr ) (5.36)

Puisque, par définition, dt/dr = v, on peut exprimer cette quadrivitesse en
fonction de la vitesse coordonnée v ou 8 = v/c (il est sous entendu ici que
[ est un 3-vecteur malgré 1'absence de la notation en caracteére gras) :

U* = (ye,vBe) (5.37)

La quadrivitesse en indices bas (covariants) est donc
U = (=7¢,76¢) (5.38)
et la norme de la (quadri)vitesse vaut donc
U? = UMU, = —v° +928%c® = —** (1 - %) = = (5.39)

et on note qu’elle est constante. Nous voulons maintenant généraliser la no-
tion Newtonienne d’impulsion d’une particule de masse m : py = mv. Le
plus direct semble de former la quadri-impulsion ainsi :

Pt =mU" = (yme, mryfc) (5.40)

La composante spatiale est donc myBc = ypy : la 3-impulsion relativiste p
vaut 'impulsion Newtonienne multipliée par le facteur de Lorentz ~.

(5.41)

A quoi peut correspondre la composante temporelle? On note que ymc est
homogene a une énergie divisée par ¢, et cela suggere de poser que 1’énergie
de la particule vaut

E = ymc? (5.42)
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Dans le cas ou la particule est au repos, on a v =1 et donc

(5.43)

qui est sans conteste la formule la plus célebre de la physique. Cependant ce
n’est pas I'expression la plus générale : celle-ci contient un facteur v pour une
particule en mouvement. Si I'on développe ~y en puissance de 1/¢, on obtient

1
E =mc* + imv2 +0(1/c%) (5.44)

c’est-a~dire, [’énergie de masse, puis I'énergie cinétique Newtonienne, puis
des corrections relativistes. 11 faut aussi noter que v diverge lorsque v — ¢
i. e. lorsque $ — 1. Ainsi on voit déja (sans avoir encore la loi dynamique)
qu’il faudrait dépenser une énergie infinie pour qu’un corps massif atteigne la
vitesse de la lumiere. C’est clairement impossible et la vitesse de la lumiere
apparait alors comme indépassable, justifiant a posteriori '’hypothese faite
au tout début (revoir section 5.1).

L’identification de 1'énergie avec cP° n’a pas été justifiée outre mesure ici,
et semble donc contestable. En fait il faudrait introduire le formalisme ha-
miltonien pour identifier de facon controlée 1’énergie au hamiltonien, et I'on
retrouve alors le résultat E = ymc? (voir aussi section suivante pour une
autre justification). Notons enfin que le carré de la quadri-impulsion vaut

—m?c?, mais qu’il vaut aussi —E?/c? + p?, et donc on a

E? = m*c* + p*c? (5.45)

Cette formule est plus utile que les précédentes puisqu’elle permet aussi de
couvrir le cas de particules sans masse, tels les photons. Auquel cas on trouve

E = [plc (5.46)

Finalement en redérivant la quadrivitesse par rapport au temps propre, on
trouve la quadri accélération

dU*#
Ar — 2
dr

(5.47)
On note qu’elle est (quadri)orthogonale a la (quadri)vitesse puisque U? = cst
implique que

AU, =0 (5.48)
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5.7 Dynamique

On lit souvent, notamment dans le cadre du traitement du paradoxe des
jumeaux (et méme parfois dans des livres académiques), que la relativité
restreinte ne peut décrire autre chose que des trajectoires a vitesse constante.
C’est bien entendu faux. D’ailleurs la section précédente traitait de lignes
d’Univers quelconques (de genre temps).

La seconde loi de Newton s’écrit dpy/dt = ¥ F. La généralisation relativiste
est donc directe, et I’équation dynamique s’écrit

dP*

— =X F# 5.49

dr ( )
ou l'on introduit des quadriforces dont il s’agira de trouver ’expression. En
général, la masse peut varier sous 'effet d’une force (en relativité restreinte),
mais supposons pour simplifier que la masse est constante. Dans ce cas

— =mAH
dr
Par conséquent
dP*
"odr

Ainsi, multipliant I’ Eq. (5.49) par U,, on voit que

=0

0= F*U, = y¢ (~F° + F.§)

de sorte que la composante temporelle de la quadriforce a nécessairement
I’expression

F'=Ff (5.50)

Pour faire le lien avec la loi de Newton, posons ensuite F = vFy, et donc
F° = yFy.3. L’équation dynamique devient alors, utilisant dr = dt/7 :

dP* d (E\ d 2
T =1 (@(2) @) = (Erd)

c’est-a-dire, terme a terme

dE
i N 5.51
dt NV (5:51)
dp
= _ F 5.52
dt N (5-52)
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avec les expressions £ = ymc? et p = ymv. La premiere équation justifie
I'identification de P° avec F/c puisqu’on reconnait dans le membre de droite
I’expression de la puissance en théorie Newtonienne, et usant du fait, par
ailleurs, que par définition la puissance vaut la dérivée de I'énergie par rap-
port au temps. La seconde équation est quasiment identique a la seconde loi
de Newton, au facteur v pres. Il s’agit bien, dans le membre de droite, de
la force Newtonienne, puisqu’on peut toujours se placer dans un référentiel
instantanément comobile avec la particule, et dans lequel v vaut 1.

Concluons par un mot sur la covariance de cette équation dynamique Eq. (5.49).
L’équation est manifestement covariante de Lorentz si et seulement si les qua-
driforces se transforment comme des vecteurs. En effet, on sait que le vecteur
position se transforme comme

#(r) = A", 2 (7),

le temps propre étant un invariant de Lorentz. Pour cette méme raison, les
dérivées (quadri-vitesse et quadri-accélération) se transforment également de
cette fagcon. Ainsi en va-t-il donc aussi de la dérivée de la quadri-impulsion,
la masse de la particule étant évidemment invariante sous les changements
de coordonnées. Donc, dans une transformation de Lorentz, on a :

dp® . dP"

I

dr —  Vdr

et I’équation dynamique généralisant la seconde loi, Eq. (5.49), conservera
sa forme dans tous changements de référentiels inertiels pour peu que les
quadriforces se transforment également selon

F'* = A", F

c’est-a-dire, si elles se transforment comme un 4-vecteur. Dit autrement, les
seules quadriforces admissibles sont celles s’exprimant comme un 4-vecteur,
sous peine de briser la covariance de Lorentz et donc le principe de rela-
tivité restreinte. Les forces électromagnétiques, en particulier, sont bien 4-
vectorielles.

5.8 L’électromagnétisme relativiste

Abordé en TD.



Troisieme partie

La théorie de la relativité
générale



Chapitre 6

Vers ’espace-temps courbe

6.1 Comment faire une gravitation relativiste ?

Au premier abord construire une théorie relativiste de la gravitation semble
assez simple. Il suffit a priori de rendre relativiste les équations fondamentales
de la gravitation Newtonienne, a savoir I’équation de Poisson, et I’équation
donnant la force subit par une particule-test®.

Ainsi on écrirait naturellement la théorie la plus simple qui soit, a savoir :
0® = 4rGp (6.1)

ou
1 02 0? 0? 0?
=ttt s 6.2
2otz 0x?  0yr 022 (6:2)
est 'opérateur d’Alembertien. La 4-force subit par la particule massive serait
par exemple

o
.

L me— (6.3)

Remarque : quelques notations. Il existe une facon compacte d’écrire le
d’Alembertien, a ’aide de la métrique plate 7,, et de son inverse qui vaut
n* = diag(—1,1,1,1) dans un systéme de coordonnées cartésiennes, et de la
regle permettant de monter et descendre les indices :

0o 0

|:|: [ =
g oxt Oxv "

w9, = 0,0" (6.4)

1. Par définition c’est une particule de masse infinitésimale de telle sorte qu’on puisse
négliger l'effet de son propre champ de gravitation sur sa propre trajectoire
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ou l'on écrit 5

Y (6.5)
La théorie précédente a un probleme immeédiat : elle n’est pas covariante de
Lorentz. Le membre de gauche [JP est bien covariant de Lorentz, et méme
un invariant de Lorentz (cf TD) mais le membre de droite ne 'est pas. Cela
est du a la contraction des longueurs : dans un boost de Lorentz, une boite
de taille L3 contenant de la matiere est contractée en une boite de taille
L3/, de sorte que la densité n’est pas un invariant de Lorentz. On pourrait
cependant remédier a cela en utilisant une quantité que nous définirons plus
loin, le tenseur-énergie impulsion 7),,, et en particulier sa trace T =T, qui
est bien un invariant de Lorentz. On peut alors définir la théorie suivante :

O0F = 4rGT (6.6)

et
FE, = -md,® (6.7)

et cela suffit a caractériser completement la théorie gravitationnelle. C’est
I’exemple le plus simple de ce qu’on appelle une théorie scalaire de la gravi-
tation. On parle d’une théorie scalaire en référence au champ ® qui est un
champ scalaire (c’est-a-dire une fonction) sur I'espace-temps de Minkowski 2.

Dans une telle théorie, la gravitation apparait comme une force tout a fait
standard, au méme titre que 1’électromagnétisme rencontré précédemment (cf
TD) : la matiere (plus précisément ’énergie-impulsion) agit comme source
du potentiel gravitationnel ®, et le champ gravitationnel 0,® réagit sur le
mouvement des sources.

Le probleme majeur de cette théorie est qu’elle est invalidée par I’'expérience.
Par exemple, elle ne prédit pas la bonne valeur pour I’avance du périhélie de
Mercure, et ne prédit pas non plus de déflexion de la lumiere par une masse
(nous reverrons cela plus loin). La relativité générale est fondamentalement
différente d’une telle théorie scalaire de la gravitation dans le sens ou dans
cette théorie la gravitation n’est pas une force standard, mais apparait liée
a (ou traduite par) la courbure de I'espace-temps. Cela signifiera, de fagon
plus fondamentale encore, que la gravitation est codée dans les propriétés
métrique de 'espace-temps, de telle sorte que le champ de gravitation est
celui qui détermine les distances et les intervalles de temps. Pour arriver a
ces conclusions totalement neuves, il nous faut revenir a 'universalité de la
chute libre, rencontrée au chapitre 3.

2. Il y a une infinité de théories scalaires possibles, par exemple f(®,00P) = 47GT
pour une fonction f quelconque
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6.2 L’universalité de la chute libre

Dans la théorie de Newton, il apparait deux notions a priori distinctes de
masses. Il y a la masse inerte ou masse inertielle, qui indique la résistance
d’un corps a se mettre en mouvement sous l'action d’'une force (on appelle
cela linertie). C’est la masse m; qui apparait dans la seconde loi :

m;a =XF (6.8)

Puis il y a les masses gravitationnelles ou masses graves, mg, qui donnent
I'intensité de la force entre deux masses graves my, et M, : |F| = Gmy,M,/r*.
Considérons alors le mouvement de la masse m dans le champ créé par la
masse M :

m;a = —Gm,M,/r*u (6.9)

ou u est le vecteur unitaire approprié. On voit alors que le mouvement de la
masse m ne dépend pas de m si et seulement la masse inerte est égale a la
masse grave m; = m,. Dans ce cas, 'accélération subie par m ne dépend que
de la masse source M, et non de m, de sorte que tous les corps, quelque soit
leurs masses, tombent de la méme facon dans un champ gravitationnel.

Galilée fut le premier a établir expérimentalement ce résultat en lachant
des objets en chute libre depuis la tour de Pise. Ainsi, non seulement un
kilo de plumes tombe aussi vite qu’'un kilo de plomb, mais également 10
kilos de plumes tombent encore de la méme fagon qu’'un kilo de plomb (en
négligeant les frottements de I'air)! La chute dans un champ gravitationnel
ne dépend ni de la masse du corps, ni de sa composition chimique précise.
Les moyens modernes ont permis de vérifier ce résultat avec des précisions
impressionnantes de l’ordre de 1072,

L’égalité des masses inertes et graves ne fait pas partie en soi de la théorie
de Newton; c’est un postulat qui doit y étre ajouté (et que nous avions
implicitement ajouté au cours du chapitre 3). Jusqu’ici nous avons considéré
des corps en chute libre mais sans rotation. L’expérience permet d’aller plus
loin et de montrer (avec une précision moindre, cependant) que des corps
en rotation tombent de la méme fagon que des corps dépourvus de rotation,
indiquant que l'espace-temps courbe doit étre dépourvu de torsion (cf plus
loin).
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6.3 Le principe d’équivalence d’Einstein

Dans sa construction de la relativité générale, Einstein comprend I'impor-
tance capitale de I'universalité de la chute libre. Quoiqu’il s’agisse avant tout
d’un résultat expérimental qui pourrait s’avérer faux (ou disons, pas exacte-
ment vérifié), Einstein suppose l'exacte validité de ce résultat.

Comme dit au chapitre 3, 'universalité de la chute libre a des conséquences
remarquables qui fournit de précieuses indications sur la nature de la gravita-
tion. La premiere conséquence majeure est qu’il apparait que 'effet de la gra-
vitation est indistinguable de I'effet d’un champ d’accélération (cf. équations
newtoniennes plus haut). Nous avons établi ce résultat dans le cadre new-
tonien pour des corps massifs, et sous la condition que les masses inertes
et graves d'un corps soient égales. Mais 1'on sait que le monde n’est pas
seulement constitué de particules massives, électriquement neutres et sans
rotation. Il y a aussi les champs électromagnétiques, par exemple.

Einstein décide donc d’étendre 1’équivalence gravitation-accélération pour
couvrir également ces cas, et postule alors la loi suivante :

Principe d’équivalence d’Einstein : Soit un observateur donné. Quelque
soit les expériences de physique que cet observateur puisse mener dans son
voisinage immeédiat, il lui est impossible de décider s’il est plongé dans un
champ gravitationnel réel crée par un corps massif avoisinant ou s’il est sim-
plement dans un référentiel accéléré.

Quelques commentaires. Tout d’abord 'équivalence gravitation-accélération
est étendue a tous les phénomenes physiques en requérant qu’aucune expé-
rience, quelle qu’elle soit, permettrait de les distinguer. Ensuite, il est précisé
que ce principe n’est valable que localement. La raison en est assez claire et
bien illustrée par le schéma suivant. (maison sur terre, effet de marées, vs
force d’inertie ds une cabine accélérée)

Ainsi le champ gravitationnel n’est certes pas distinguable d’un champ d’ac-
célération, mais seulement localement.

Enfin, le principe d’équivalence a une conséquence remarquable : le prin-
cipe d’effacement local. La gravitation n’est pas localement distinguable d’un
champ d’accélération. Un observateur qui suit ce champ d’accélération (i. e.
qui est en chute libre) ne ressent plus cette accélération, et donc, en vertu du
principe d’équivalence, ne peut plus ressentir le champ gravitationnel dans le-
quel il tombe. Localement, en chute libre, le champ gravitationnel est comme
effacé. C’est le phénomene d’apesanteur bien connu. Einstein ’a traduit dans
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un expérience de pensée restée célebre : celle de ’ascenseur en chute libre.
Lorsque 'ascenseur est a l'arrét, ’observateur sent la gravité I'attirer vers le
bas. Le principe d’équivalence dit dans ce cas que la physique dans la cabine
de I'ascenseur n’est en rien différente de ce que serait la physique dans une
méme cabine, perdue au fond de 'espace et loin de toutes masses, mais qui
serait accélérée (vers le haut de la cabine), avec une accélération égale en
norme au champ de pesanteur. Maintenant imaginons que les cables de I’as-
censeur lachent. La cabine, l'air de la cabine, I'observateur, et globalement
tous les autres objets dans la cabines vont alors tomber de la méme fagon
dans le champ gravitationnel de la Terre. Puisque tous les objets de la cabine
ont la méme accélération vers le bas (dans le référentiel terrestre), il est clair
que les objets de la cabine ont entre eux une accélération relative nulle?.
Les objets de la cabine se meuvent en ligne droite les uns par rapport aux
autres et par rapport a la cabine. En particulier I'observateur < flotte >dans
la cabine, c’est le phénomene d’apesanteur.

Ce que montre aussi cette description de la physique a l'intérieur de 1’as-
censeur est que le référentiel en chute libre est un référentiel dans lequel la
premiere loi de Newton est valable. Par conséquent, nous avons démontré que
I'universalité de la chute libre et son extension le principe d’équivalence, et sa
conséquence le principe d’effacement, implique que les référentiels d’inertie
sont les référentiels en chute libre. A chaque distribution de champ gravita-
tionnel correspond une distribution des référentiels inertiels. Cela répond a la
question de la spécificité des référentiels d’inertie, de qui sont-ils et de com-
ment les trouver. La physique prend une forme simple dans ces référentiels
privilégiés (absence de gravitation). Cependant cela n’est vrai que localement,
encore une fois. En effet si ’on dessine a nouveau un ascenseur en chute libre
de taille terrestre, on voit que les mouvements ne sont pas exactement iner-
tiels. Cependant, localement, c¢’est vrai. Ainsi tout référentiel en chute libre
est localement inertiel, et dans ce référentiel, la gravité ne se manifeste que
via les effets de marées. Schéma. Une boule devient ovale.

Le principe d’équivalence et le principe d’effacement nous amene naturelle-
ment a deux arguments forts en faveur d’un espace-temps courbe.

3. on suppose qu’il n’y a pas de force autres, par exemple électriques, s’exercant entre
les objets de la cabine
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6.4 Premier argument en faveur d’un espace-
temps courbe

Ce premier argument est issu du principe d’équivalence et est basé sur le
décalage gravitationnel vers le rouge. Le principe d’équivalence implique que
la physique est identique, localement, dans une cabine accélérée (avec une
accélération a et loin de toute masse) a celle dans une méme cabine au repos
dans un champ de gravitation (par exemple a la surface de la Terre), pourvu
que le champ de pesanteur soit g = —a. Cf dessin au tableau.

Considérons alors la cabine accélérée, et un observateur au plancher qui émet
une lumiere de fréquence Vpjancher vers le plafond, ot I'on place un détecteur.
Soit h la hauteur de la cabine, et on supposera que h est petit de sorte
que le principe d’équivalence puisse s’appliquer . On demande quelle est la
fréquence recue au plafond, vpjatong. Pour ce faire on considere la cabine dans
un référentiel localement inertiel dans lequel les lois de la relativité restreinte
s’appliquent. On considere aussi que la cabine a une vitesse nulle dans ce
référentiel a l'instant ou est émis la lumiere. Noter que le plafond a donc un
mouvement accéléré dans ce référentiel. La lumiere prend un temps dt ~ h/c
au premier ordre pour atteindre le plafond. Pendant ce temps la, le plafond,
et donc le récepteur, a pris une vitesse 3 &~ adt/c ~ ah/c* < 1 en norme.
Par conséquent il y a un décalage de fréquence en vertu de l'effet Doppler,
dont on a vu (cf TD) qu’il est donné par

Vplafond . 1 —B _ N % »
Vplancher N 1+ 6 1 B t O(ﬁ ) o 1 CQ + O(C ) (610)

Il s’ensuit que la lumiere recue au plafond de la cabine accélérée est décalée
vers le rouge (i. e. de fréquence moindre). En vertu du principe d’équivalence,
il doit alors s’ensuivre que la lumiere est décalée vers le rouge lorsqu’elle
monte dans un champ gravitationnel. On parle de décalage vers le rouge gra-
vitationnel, ou plus communément gravitational redshift. La formule donnant
ce décalage, par exemple pour une cabine posée sur le sol terrestre, est donc :

afon h _
le—g—Q—l—(’)(c 3) (6.11)
Vplancher c

Cette formule constitue en elle-méme une prédiction de la relativité générale,
et est considérée comme un des trois tests classiques de la théorie. Cet effet

4. h étant dimensionné, il faut comparer cette longueur a une longueur typique du
probleme. En utilisant 1’accélération a de la cabine et la vitesse de la lumiere, on voit que
c?/a a la dimension d’une longueur, et donc on suppose que ah/c? < 1.
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a été vérifié expérimentalement pour la premiere fois en 1960 par Pound et
Rebka [check]. Les deux autres tests classiques sont la déflexion de la lumiere
et 'avance de périhélie de Mercure sur lesquels nous reviendrons dans le
chapitre 9.

Mais cet effet n’est pas seulement un test de la théorie, car il nous per-
met aussi de montrer un argument tres fort en faveur d’'un espace-temps
courbe. En effet, le champ de gravitation terrestre étant statique, il doit
étre vrai que les lignes d’univers de deux photons émis depuis le plancher
jusqu’au plafond, et émis a un intervalle de durée coordonnée AT, doivent
étre parallele dans un diagramme d’espace-temps en t,r ou r est la coor-
donnée radiale des coordonnées sphériques. (cf. schéma en cours). Ainsi il
est nécessaire que la durée coordonnée entre les deux émissions soit égale a
la, durée coordonnée entre les deux réceptions : dtemiss. = Otrecep. = AT Les
deux observateurs au plancher et au plafond étant statiques également, il
s’ensuit que si la géométrie de I'espace-temps était celle de Minkowski, alors
la durée propre entre les deux émissions et les deux réceptions devraient étre
égales (0Temiss. = OTrecep. = AT'). Autrement dit la fréquence de tout signal
périodique ne devrait pas étre affectée par la présence du champ gravitation-
nel. Or nous venons d’établir que cela n’est pas le cas, et il est donc nécessaire
que la durée propre dépende a la fois de la durée coordonnée et de la position
dans l'espace, et en particulier de la hauteur ou I’on se trouve dans le champ
gravitationnel.

Pour mieux le comprendre on peut se demander quelle métrique dépendant
de la hauteur (7. e. de r) permettrait d’expliquer la loi du redshift gravita-
tionnel au premier ordre. Considérons la métrique (non-Minkowskienne) la
plus simple possible :

ds* = —f(r)dt* + dx* (6.12)

Cela signifie que le temps propre est relié au temps coordonné (dx = 0 pour
le temps propre) par : ¢?dr? = —ds? = f(r)c2dt?, de sorte que

dr =/ f(r)dt (6.13)

Reprenons alors la loi ci-dessus pour le redshift, Eq. (6.11). On note que la
période d’un signal est relié a sa fréquence par T' = 1 /v, tandis que la période
d’une horloge est toujours sa période propre. Des lors on doit avoir, entre le
plancher situé a r et le plafond a r + h, la relation

Vplafond _ Tplancher o V f(T)AT =1 = % (614)

Vplancher Tplafond B \/ f(T' -+ h)AT B c?
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En élevant au carré, avec f(r + h) = f(r) + hf'(r), inversant, et au premier
ordre, on obtient

f(r) +hf(r)
f(r)
Par ailleurs, le champ de gravitation valant, d’apres la théorie Newtonienne,
g(r)=GM/r? on a

~(1—=gh/c®) 2~ 1425 (6.15)

hf’(r) GMh

~ 6.16
i)~ e (6:16)
Le terme en h se simplifie. En intégrant, on trouve donc
GM GM
=K —2 ~K(1-2 6.17
1) = Ko (295 ) ~ i (12297 (6.17)

au premier ordre. On peut demander que la métrique soit Minkowskienne a
I'infini (du corps M), et cela revient a poser K = 1. Reportant, on trouve
alors que la métrique :

M
ds® = g, datda” = — <1 — 2G—2> Adt? 4 dx* (6.18)
re

est suffisante pour décrire l'effet de redshift gravitationnel créé par un corps
massif de masse M — en tout cas pour des photons se déplacant radiale-
ment, et au premier ordre. En fait il se trouve que ce résultat (pour la partie
temporelle-temporelle) est exact, malgré les approximations faites ici. Dans
la solution complete de la métrique autour d’un corps sphérique et mas-
sif (solution de Schwarzschild, cf. chapitre 9), nous retrouverons cette méme
partie temporelle-temporelle (cad. gog = 1—2G'M /rc?), mais la partie radiale-
radiale sera différente.

A Taide du principe d’équivalence (et de la propagation a vitesse finie de la
lumiere), nous avons donc obtenu le fait remarquable suivant : 'espace-temps
doit étre décrit par une métrique qui dépend généralement des masses dans
cet espace-temps, et de la distance a ces masses. Ainsi il est nécessaire que la
métrique dépende de fagon générale du point considéré : g,,(z*), et il n'est
pas possible (sauf en l'absence de gravitation) de réduire cette métrique a
sa forme fondamentale en tous points, cad qu’il n’existe pas de systeme de
coordonnées dans lequel la métrique se réduit a son expression Minkows-
kienne. Cela, nous le verrons au chapitre suivant, signifie que ’espace-temps
est courbe, et comme on I’'a vu, qu’il est courbé par le contenu en matiere.
Par ailleurs 'effet de la gravitation est ici completement codé dans 'expres-
sion de la métrique, une conclusion que 'on peut aussi obtenir d’une autre
maniere, cf ci-dessous. Nous avons donc 1’équation heuristique fondamentale
< gravitation = courbure >, qui permet d’achever la théorie tres rapidement.



6.5 Second argument en faveur d’un espace-temps courbe 87

6.5 Second argument en faveur d’un espace-
temps courbe

Revenons sur le point concernant le principe d’inertie (Section 6.3). On a
vu que le passage d’un référentiel quelconque a un référentiel en chute libre
permet d’annuler localement la gravité. Par conséquent, le chemin inverse,
depuis le référentiel en chute libre vers un référentiel quelconque doit nous in-
diquer quelles sont les quantités mathématiques qui doivent décrire le champ
de gravitation.

Explicitement, dotons nous d'un systeme de coordonnées quelconque (z#) et
d’un corps de référence A, en chute libre, et de coordonnées z';. Le principe
d’effacement local implique I'existence de coordonnées localement inertielles
(XT) pour lesquelles I'équation du mouvement du corps A (de coordonnées
X1 (7)), s'écrit

> X1

dr?

ou 7 est le temps propre. La relation entre les deux systemes de coordonnées
(x) et (X) peut s’écrire sous forme différentielle :

dX*(z") = ei(m“)dm“, (6.20)

=0, (6.19)

ol les quantités éﬁ, nommées tétrades sont définies par

oxt
= @),

el (z*) (6.21)
et représentent donc, en x, la matrice Jacobienne du changement de systeme
de coordonnées x* vers les coordonnées localement inertielles X’ en . L’équation
de la trajectoire de A (dite des géodésiques) dans le systeme de coordonnées
quelconque (x*) s’écrit alors
I

. (Iz)dzxff‘ 0*X (x}q)dasffx dz"y

K dr?  Ozrdx” dr dr
et leffet du champ gravitationnel sur la matiere dans le systeme de coor-

données non inertielles (z) apparait finalement étre codé dans les dérivées de
la tétrade au point considéré :

— 0, (6.22)

PXT el
drhor’  Ox¥ (6.23)

Ce résultat montre que l'effet d’'un champ de gravitation sur la matiere se
déduit de la donnée d’un champ de tétrades ei(a:A) dans un systeme de
coordonnées (z*) quelconque.
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Il faut noter que, fort de notre connaissance de la relativité restreinte, nous
supposerons naturellement que la physique inertielle (dans le référentiel en
chute libre), est bien décrite par la relativité restreinte. Ainsi donc les in-
dices I ci-dessus sont Lorentziens (en particulier, on peut les “monter” ou les
“descendre” avec 'aide de la métrique Minkowskienne 7;;).

Les tétrades se combinent alors pour former le tenseur métrique :
G (2) = nrseg(@)ey (). (6.24)

Nous nous restreignons bien str a des changements de systeme de coor-
données (entre x et X) qui sont inversibles, de sorte que la matrice Ja-
cobienne (la tétrade) est inversible en x. Les tétrades étant inversibles, le
tenseur métrique est lui méme inversible et de méme signature que 7.

Naturellement, en un point donné il est toujours possible de trouver une
tétrade (eﬁ = 5{) telle que la métrique g,, prennent en ce point la valeur
Minkowskienne 7,,,. En revanche, on sait que le référentiel en chute libre est
seulement localement inertiel, ce qui signifie qu’il n’est pas possible que le ten-
seur métrique prennent partout la valeur Minkowskienne (sinon le référentiel
en chute libre serait globalement inertiel). Nous concluons donc cette section
en affirmant que les tétrades portent l'information du champ gravitation-
nel, information que I'on peut aussi bien coder dans le tenseur métrique g,,,
qui, si localement peut toujours prendre la forme Minkowskienne, ne peut
pas en général prendre cette forme partout d’ans l'espace-temps (sauf en
cas d’absences d’effets de marées, i. e. d’absence de gravitation tout court).
Autrement dit la métrique g,,, en présence de gravitation, doit en général
dépendre de I'espace g,,,(2*) de fagon non-triviale. Ainsi la gravitation doit
étre décrite par une métrique variable qui définit les distances et intervalles de
temps ; par ailleurs, le fait qu’elle dépende en général de la position signifie,
comme nous le verrons, que l'espace-temps est courbe.

On peut aller encore une étape plus loin et déduire déja la forme de ’équation
de la trajectoire des particules dans un champ de gravitation. La multiplica-
tion de I’équation (6.22) par l'inverse de la tétrade ef définie par e?el{ = of

conduit a I’équation dite des géodésiques :
oty -, datyday
dr? Modr dr

ou la connexion I' définie par fﬁy = éhde! ) est manifestement symétrique

par rapport aux deux indices bas. Nous verrons plus bas que cette connexion
s’exprime en fonction du tenseur métrique via

=0, (6.25)

1
FZV - 59977 <8ugl/n + ayg;m - &;guy) 5 (626)



Chapitre 7

Aspects mathématiques de
I’espace-temps courbe

7.1 L’espace-temps comme variété différentiable

7.1.1 Notion intuitive de variété différentiable

Le bon cadre mathématique pour décrire un espace-temps courbe et suffi-
samment lisse est celui des variétés métriques et différentielles. Nous nous
contenterons ici d'une notion intuitive de ce qu’est une variété. Pour une
définition exacte, et 1’essentiel des résultats sur ces espaces, voir le cours de
A. Fiizfa sur la géométrie différentielle.

Une variété est essentiellement un espace (topologique) de points qui peuvent
en plus étre paramétrés continiiment par des coordonnées z',... 2% o N
est la dimension de la variété. (Dans la suite on prendra N = 4 pour la
dimension de l'espace-temps). La possibilité de co-ordonner les points P de
la variété s’exprime ainsi : pour tout point P de la variété M, il existe un
voisinage ouvert de P et contenant P qui soit homéomorphe a un ouvert
de RY, cad qu’il existe une application ¢p bijective et bicontinue qui aux
points () du voisinage de P, associent un N-uplet de nombres appartenant
a RY. Ces nombres sont, précisément, les coordonnées de Q. La continuité
implique par exemple la propriété naturelle que deux points proches de la
variété doivent avoir des coordonnées dont la différence est infinitésimale.

L’analogie avec la cartographie de la sphere terrestre est tres utilisées dans
les cours d’introduction a la géométrie différentielle. On voit en effet que
la procédure ci-dessus permet de définir une carte explicite (un ensemble
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de nombres) aux points de la variété abstraite. Une variété est finalement,
mathématiquement, un objet qui peut étre completement décrit par un en-
semble de telles cartes ; en continuant la métaphore de la géographie, on parle
d'un atlas.

Mais le point essentiel qu’il faut retenir ici est finalement que, localement,
on peut se permettre d’identifier completement le voisinage de tous points
de la variété & un morceau de I'espace RY. Une variété est donc en quelque
sorte un recollement de proche en proche d’espaces RV, qui peuvent étre
< orientés >différemment les uns par rapport aux autres. Le cas de la 2-sphere
plongée dans R? permet de visualiser immédiatement cela. De notre point de
vue, la surface terrestre semble plate, et on peut manifestement utiliser des
coordonnées du plan pour décrire la surface. Négliger localement la courbure
de la Terre, c’est travailler dans I’espace R?, localement homéomorphe & la
sphere, et qui apparait étre le plan tangent a la sphere. Il est clair en revanche
que le plan tangent au pole Nord ne se confond pas avec le plan tangent défini
sur un point de I’équateur, par exemple.

Finalement, le fait que la variété soit différentielle signifie en pratique que
toutes les fonctions que I'on définira sur la variété (via leur définitions sur
les coordonnées des points abstraits) seront infiniment dérivables. (Pour un
définition mathématique, voir cours cité plus haut).

En résumé, l'espace-temps sera considéré comme une entité abstraite, une
variété différentiable de dimension 4, ce qui nous permettra de définir loca-
lement des coordonnées sur la variété (une carte), et qui plus profondément
nous indique qu’a tout point P de l'espace-temps est associé un espace
tangent R*, noté Tp : les points ) infiniment proches de P pourront étre
considérés comme faisant partie de ’espace tangent de P, au premier ordre,
pour ainsi dire. Cela, comme on va le voir, permettra de considérer un calcul
vectoriel (et tensoriel) méme dans les espaces courbes.

7.1.2 Systéeme de coordonnées et lois de transforma-
tions

Comme on ’a dit, un systéme de coordonnées (SC) constitue une carte locale
sur I'espace-temps. Notons le z#. (Note : en général un SC ne couvre pas tout
I’espace-temps, il faut parfois, souvent meéme, considérer plusieurs cartes, i. e.
un atlas). Nous aurions pu utiliser une autre carte autour d’'un méme point
P, et nous aurions alors le SC donné par les a#, qui sont fonctions des
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anciennes :
' = (x") (7.1)

On peut alors différentier cette relation. Avant cela, introduisons une conven-
tion qui sera valable pour toute la suite de ce cours. Afin de signaler les nou-
velles coordonnées, nous écrirons plutot des indices primés que des x primés.
C’est un abus de notation, mais il est trés utile. Ainsi on écrit o/ = x| et
donc en différentiant, on obtient

/

’ 3:13”
dr? =
o ozt

ou la convention d’Einstein est utilisée, comme d’habitude, sur les indices
répétés en haut et en bas (ici p1). Notons d’ores et déja la puissance du calcul
tensoriel (7. e. cette manipulation d’indices), puisqu’il n’y a pas besoin de
connaitre cette formule par coeur : en repérant la position des indices, et en
sachant qu’il faut considérer un indice haut au dénominateur comme étant
un indice bas au numérateur, le lecteur se convaincra que la loi ci-dessus est
la seule possible qui soit cohérente vis-a-vis de indices.

dx* (7.2)

(93:“/
Ozt

Elle est inversible (& moins de choisir un changement de SC pathologique,
ce que l'on évitera). Cela revient a dire que l'on peut aussi exprimer les
anciennes coordonnées en fonctions des nouvelles

On note que [ } est la matrice Jacobienne du changement de coordonnées.

ah =zt (z") (7.3)

de sorte qu’il est nécessaire d’avoir la relation suivante entre les matrices

jacobiennes :
TSy ,
Ox* Ox _ s (7.4)

ox+ Oxv' v

7.2 Scalaires et vecteurs sur la variété

7.2.1 Champs scalaires

Un champ scalaire (en langage physicien) est I’application la plus simple sur
une variété. C’est simplement une fonction définie sur M et a valeurs réelles
(ou complexe). On le note en général par la lettre ¢ : P — ¢(P). Mais au
lieu d’utiliser les points P abstraits, on utilise les cartes locales, ie les SC,
et on écrit ¢(x*), méme s’il faut comprendre un abus de notation derriere
cette écriture : ¢(P) = ®(z#(P)). Il faut noter que la valeur ¢(P) ne dépend
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que de P et ne peut donc pas dépendre du SC choisi. Ainsi il est nécessaire
que ®(2#(P)) = & (2* (P)). Les valeurs sont égales, mais comme z# # x*,
il s’agit en fait de deux fonctions différentes ® et @', qui, toutes les deux,
cependant, décrivent la méme fonction ¢(P).

7.2.2 Champs de vecteurs

Lorsque 'on considere la surface terrestre comme variété, on voit qu’il est
impossible de définir un vecteur qui soit < trop grand >, comme par exemple
entre Pékin et New-York puisque ce vecteur sortirait de la variété (passerait
par l'intérieur de la Terre). En revanche, I'espace étant localement identique
a RY, on définir localement des vecteurs, en utilisant le fait que RV est
naturellement un espace vectoriel sur R. Nous arrivons donc a I'idée principal
du calcul vectoriel (et tensoriel) sur la variété : on profite de l'existence
de T'espace tangent en tout point pour définir en chaque point un vecteur
appartenant a ’espace tangent de ce point. De la sorte on peut définir un
champ de vecteur sur la variété M.

Soit I'espace tangent au point P, Tp, et soit €, = e, une base de cet espace
vectoriel, formé de quatres vecteurs. En répétant la procédure en tout point,
nous avons donc des bases des espaces tangents efj = e,(z*) en utilisant un
SC. La définition d'un champ de vecteur, telle que décrite plus haut, s’écrit

alors
v(z?) = vt(at)e,(¢%) (7.5)

ie en introduisant les composantes contravariantes v*(2) de ce champ de
vecteur. Il est tres standard de désigner le vecteur uniquement par ses com-
posantes. On parlera du vecteur v* (il est aussi sous-entendu que les compo-
santes dépendent du point considéré), mais il faut se souvenir que la valeur
de ces composantes dépendent évidemment de la base choisie dans 1’espace
tangent. La section suivante considere un choix particulierement important
(et classique) de choix de base.

7.2.3 Base locale formée des vecteurs tangents aux courbes
coordonnées

Nous disposons d’un systeme de coordonnées z# défini autour d’un point P.
Il est alors tres naturel de définir les vecteurs de base de ’espace tangent Tp
comme étant les vecteurs tangents (en P) aux courbes coordonnées. On parle
aussi de base naturelle. Dans cette base naturelle, le déplacement infinitésimal
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entre deux points P et @) s’écrit
ds = dx'é, + ... = dat'e, (7.6)

(Cela n’est vrai que parce que ces vecteurs sont ceux tangents aux lignes
coordonnées!). Clairement, ce vecteur déplacement ne dépend que de P et
de Q, et non pas du SC choisi. Soit donc un autre SC z* et sa base naturelle
associée e,,. On doit avoir

dz'e, = dr"'e, (7.7)

En utilisant les lois de transformations Eq. (7.2) et sa réciproque, on montre
aisément que

oz

eu/ = Weu (78)
o+

eu = @eu/ (79)

La encore, on se convaincra via les indices et leurs positions, que c¢’est la seule
loi que 'on pouvait écrire. Ces lois nous permettent de calculer la maniere
dont de transforment les composantes d’'un champ de vecteur lorsque 1'on
change de SC.

7.2.4 Loi de transformation des 4-vecteurs

Soit un champ de vecteur v et ses composantes contravariantes v* dans la
base naturelle associée au SC (z*), et soit le SC (z*). Ce qui était valable
pour le déplacement élémentaire ds doit valoir aussi pour v, puisque le vecteur
est défini dans l’espace tangent, et ne dépend donc pas du SC. On a par

conséquent
v=1le, =v"ey (7.10)

Le lecteur notera la similitude de cette équation avec celle pour le déplacement,
et on en déduit donc (on pourra le vérifier a titre d’exercice a 'aide des
Egs. (7.8)) que
’ 8:1:”/
U'u = wﬂ'n (711)
et sa loi réciproque (il suffit d’inverser les indices primés et non primés). C’est
la loi de transformation des composantes (contravariantes) d’un vecteur. On

peut en fait méme définir un vecteur par cette propriété.
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7.3 Variétés métriques et espaces pseudo Rie-
mannien

7.3.1 Meétrique sur ’espace-temps

Jusqu’ici nous avons seulement profité de l'existence d’un espace tangent
considérer comme espace vectoriel. Le principe d’équivalence en RG nous
indique cependant que la gravité peut étre localement effacée (dans un SC
en chute libre), de sorte que les lois de la relativité restreinte s’appliquent
localement dans ce référentiel en chute libre. Cela suggere évidemment d’iden-
tifier l'espace tangent dont nous avons parlé jusqu’ici avec I’'espace de Min-
kowski. Autrement dit, a partir de maintenant, 1’espace tangent ne sera plus
seulement R*, mais possédera aussi la structure Minkowskienne, cad. qu’on
ajoute, ou on définit, dans cet espace tangent, une métrique, dont on a vu
qu’il s’agissait d’'un (pseudo) produit scalaire permettant de définir en par-
ticulier le produit g,, = e,.e,. On dit que g, est le tenseur métrique défini
sur la variété. Il est manifestement symétrique (par symétrie du produit sca-
laire), cad que g, = gy,. Une variété différentielle munie d’une métrique est
dite Riemannienne si la signature de la métrique est euclidienne (+ + ++ ou
— — ——), et pseudo-Riemannienne ou encore Lorentzienne dans le cas d'une
signature hyperbolique (+ — —— ou — + ++).

Ainsi, dorénavant, 1’espace tangent en tous point sera ’espace de Minkowski
R31. 11 existe bien sur toujours un SC local tel que la base naturelle as-
sociée soit orthonormale pour ce produit scalaire, i. e. telle que le tenseur
métrique prennent sa forme fondamentale g,,, = 7,,. Cependant, dans un SC
quelconque, la métrique ne prend pas nécessairement cette forme.

Ce produit scalaire nous permet de définir une distance dans la variété. En
formant le produit scalaire du déplacement infinitésimal ds par lui-méme,
nous trouvons l'intervalle élémentaire

ds® = d5.ds = (dz"e,).(dz"e,) = g, dr"dx" (7.12)

qui est par définition indépendant du SC choisi. Cela signifie que la relation
suivante doit étre valide

oxH Ox"
= o 7.13
In Oz Oxv In (7.13)

Cette formule est assez utile puisqu’il n’est pas rare en RG d’opérer des chan-
gements de SC, et que 'objet le plus important de la théorie est certainement
le tenseur métrique.
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7.3.2 Monter et abaisser les indices

La métrique nous servira encore a monter ou abaisser les indices. Ainsi a
un champ de vecteur contravariant v™* est associé un champ de vecteur
covariant v, = g,,,v”. De méme, les vecteurs de bases coordonnées peuvent
s’écrire en indices haut via e* = g"e,, ou la métrique en indices haut est

définie comme l'inverse de la métrique en indices bas, par

Guwg"* =0y (7.14)

En particulier, donc, on a aussi

g,ul/glw = 5;; =4 (715)

On a alors les relations suivantes :

g = e'e” (7.16)
ds = dr"e, = g"*dryg,.e° = (5;)\dx,\ep = dx,e’ =dx,e  (7.17)
v = e, =v,e" (7.18)

et les lois completes de transformations (indices haut ou bas)

/ 'LLI
v = %Z“ v (7.19)
81’“ ’
ot = e v (7.20)
ozt
Up/ = W’UM (721)
ozt
UM = w?}u/ (722)

7.4 'Tenseurs et covariance générale

7.4.1 Définition

Les tenseurs sont des objets généralisant les vecteurs. De facon pratique,
ce sont des objets avec plusieurs composantes, comme 7}, . Ils peuvent se
définir dans I'espace tangent, comme pour les vecteurs, et en fait, sans méme
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I’aide du tenseur métrique. Ici nous empruntons a dessein un raccourci pour
définir les tenseurs via le tenseur métrique !

Revenons d’abord sur le champ de vecteur v. Disposant d'un produit scalaire
(. e. une métrique), on voit qu’on peut identifier ce champ de vecteur a I’ap-
plication linéaire qui a un vecteur u de I’espace tangent associe un nombre, le
produit v.u. Ce point de vue permet une généralisation immédiate. De fagon
similaire, on peut définit une application multilinéaire T' qui a m vecteurs
Uy, ..., Uy, associe un nombre T'(W(y, . . ., Upy ). Cette application est dite un
tenseur, et peut s’écrire sous la forme :

T(uqy, - um) = TP uy - UG Uty - - Um), (7.23)

avec m = n + p. On dit que T est n fois covariant, et p fois contravariant.
Comme pour les vecteurs, on identifiera par abus de langage le tenseur a ses

V1..Vp . . ~ , N 1y .
composantes 1), ., et les indices peuvent étre montés ou abaissés a l'aide
de la métrique. Ce tenseur peut aussi s’écrire a ’aide du produit tensoriel ®
dans l'espace tangent (et cotangent ; voir cours d’algebre multilinéaire), sous
la forme de

T=T/""re"®.. . Qe"Re, .. Qe, (7.24)

7.4.2 Loi de transformation des tenseurs

Cette derniere expression permet de voir comment se transforme un tenseur
dans un changement de coordonnées. On a :

T Oz’ Oz QM Ot
Hiebin Qi T Qe Qi T Ok

qui sert aussi de définition a un tenseur.

T (7.25)

1---Mn

7.4.3 Exemples

Un vecteur contravariant est aussi un tenseur une fois contravariant, zéro
fois covariant. La métrique elle-meéme g, est deux fois covariante, zéro fois

1. La définition plus exacte est la suivante. Un tenseur est une application multilinéaire
depuis un produit tensoriel d’espace tangent et cotangent en P, 4. e. une application mul-
tilinéaire ayant pour argument des vecteurs et des formes linéaires. Les tenseurs existent
donc indépendamment de la métrique. Le tenseur métrique définit cependant un isomor-
phisme entre les vecteurs (indices haut) et les formes (indices bas), ce qui explique (et est
résumé par) la régle pour monter et abaisser les indices. En référence au solfege, on parle
d’isomorphismes musicaux entre les espaces tangent et cotangent, cf. cours de géométrie
différentielle.
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contravariante, etc. Le tenseur électromagnétique (cf. TD) est deux fois cova-
riant et est aussi antisymétrique : F),, = —F},,. Le tenseur énergie impulsion
(cf. chapitre 8) est lui symétrique : 1), =T,,,.

Il n’est pas rare de trouver dans les références académiques les opérateurs dits
symétriseurs et antisymétriseurs, notés respectivement par des parentheses
ou des crochets ainsi :

L+ 2,
Z(,uzz) =L 9 - (726)

et 7 7
By = 122 (7.27)

et qui ont pour effets de ne garder que la partie symétrique (respectivement
antisymétrique) d’un tenseur donné.

7.4.4 Tenseurs et covariance générale

Revenons un moment sur 1'utilité de tout ceci. Pourquoi les tenseurs (incluant
les vecteurs) sont-ils des objets importants pour la théorie ? La réponse est
qu’ils le sont parce qu’ils sont des objets intrinseques a la variété, 7. e. qui
existent indépendamment de tout SC. On dit qu’ils sont, pour cette raison,
des objets < géométriques ». L’utilité est manifeste, si I'on se souvient du
souci de la covariance des équations sur laquelle nous avons beaucoup in-
sisté dans les premiers chapitres. Il est nécessaire que tous les observateurs
décrivent le méme monde physique, puisque celui-ci est unique. Cela est en
fait automatiquement garanti par 'utilisation d’équations tensorielles. Si une
équation s’écrit, en effet, G = T', ou en composantes (par exemple avec deux
indices), G, = T}, dans un SC donné, alors un autre observateur, dans
un SC différent (z#'), décrira lui aussi I'équation G, = T, et ces deux
équations sont compatibles du fait de la loi de transformation des compo-
santes d’un tenseur que nous venons de voir.

Ainsi I’écriture des lois de la physique sous forme tensorielle permet une des-
cription unifiée valable pour tous les observateurs, quelque soit leurs états
de mouvement relatifs. Grace au formalisme (et aux équations) tensoriels, il
n’y a plus d’observateurs privilégiés comme cela était le cas en mécanique
de Newton et en relativité restreinte. On appelle cela la covariance générale
des équations. Cela ne signifie pas pour autant qu’il n’existe plus d’obser-
vateurs privilégiés. Il y en a encore, et ce sont ceux en chute libre dans un
champ de gravitation. Pour eux la physique est < plus simple >, puisqu’ils ne
sentent plus immédiatement 'effet de la gravitation, et dans leur référentiel,
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le principe d’inertie s’applique. Cependant, avec la covariance générale des
équations, nous parvenons a décrire tout a la fois ces observateurs spéciaux
et ceux qui ne sont pas en chute libre.

Einstein a accordé énormément d’importance a la covariance générale dans
sa démarche heuristique vers la relativité générale. Il la considérait comme
un postulat essentiel de sa théorie qu’il appellait plutot leprincipe ou postulat
de relativité générale (i. e. équivalence de tous les points de vue pour décrire
le monde), d’ou le nom de sa théorie. Cependant on a réalisé plus tard que
la covariance générale n’est pas 'apanage de la relativité générale. En effet,
on peut tout aussi bien mettre le théorie de Newton sous forme covariante
générale (méme si dans ce cas elle prend une forme assez compliquée; cf.
travaux d’Elie Cartan dans les années 1920), ainsi que la RR. La covariance
générale est donc un principe important qui revient essentielement a décrire
les équations de la physique sous forme tensorielle, mais cela ne suffit pas a
définir completement la théorie. Le postulat vraiment essentiel de la RG, ce
n’est pas la covariance générale, c’est la structure géométrique donnée par
I'identification de I'espace-temps avec une variété différentielle dont 1’espace
tangent est celui de Minkowski. Le troisieme et dernier postulat est celui des
équations dynamiques proprement dites, cf. chapitre 8.

7.5 Dérivée covariante des vecteurs et des ten-
seurs

7.5.1 Connexion et dérivée covariante d’un vecteur

Maintenant que nous disposons des vecteurs et des tenseurs, nous voulons
pouvoir effectuer quelques opérations sur ces quantités, et notamment les
dériver. Considérons donc la dérivée d'un champ de vecteur en un point :
Ouv. On a

O0aV = OuvMe, + v"'0,€, (7.28)

Pour procéder plus avant il nous faut savoir ce que vaut la dérivée des vecteurs
de base associés aux courbes coordonnées. Clairement, on peut la décomposer
sur la base, et nous écrirons donc

dee, =178, (7.29)

ou les I' s’appellent la connexion affine de la variété, ou encore symboles de
Christoffel sur laquelle nous reviendrons plus bas. Reportant, on a donc

Oav = (" +T7,0") €, (7.30)
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On définit la dérivée covariante du vecteur (contravariant) comme
Oav = (V') e, (7.31)

et 'on a donc

Vov! = Ot 4 T 50° (7.32)

L’utilité de la dérivée covariante est que ni J,v", ni FZB ne se transforment
comme des tenseurs, tandis que V,v* est un tenseur (comme on peut le
démontrer). Ainsi, pour dériver (les composantes d’) un champ de vecteur, il
faut utiliser la dérivée covariante pour obtenir un tenseur, et non la dérivée
partielle seulement. On aurait pu faire ce calcul avec les composantes cova-
riantes du vecteur, et nous aurions obtenu le résultat suivant

Vv, = 040, — F'guvlg (7.33)

Noter les moyens mnémotechniques sur le signe (+ pour la dérivée covariante
d’un indice haut, — pour celle d'un indice bas) et sur la fagon de compléter
les indices.

7.5.2 Dérivée covariante d’un tenseur

Ce type de considérations se généralise pour les tenseurs possédant davantage
d’indices. Pour un tenseur a deux indices, nous avons

VoT" = 9,1 +Th,T% +TV,T" (7.34)
VoIl = 0,1 +Th,T) T8, T, (7.35)
VOéT},LV = 804Tu1/ - FguTﬁu - ngTMB (736)

et ainsi de suite s’il y a plus d’indices dans le tenseur a dériver.

En pratique, la notion de dérivée covariante est cruciale en RG, puisqu’il suffit
en quelque sorte de transformer en dérivées covariantes toutes les dérivées
partielles apparaissant dans la théorie de la relativité restreinte pour obtenir
la généralisation de ces lois en espace courbe (puisque cette opération permet,
in fine, de transformer des équations covariantes de Lorentz en des équations
covariantes générales). Ainsi, une équation valable en espace-temps plat, par
exemple (penser a 'électromagnétisme, cf. chapitre 4) :

OV = 90,0,V = 9,0"V = S (7.37)
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doit devenir, lorsque l'on tient compte de la gravitation
av =V, V¥V =95 (7.38)

ou V¥ = ¢"V,. Il s’agit encore du d’Alembertien mais cette fois en es-
pace courbe (attention, on utilise souvent le méme symbole!). 11 differe du
d’Alembertien en espace plat, car

Dcourbev - vu (8MV) = auauv + szapv = Dplatv + Fijp(?pV (739)

ou l'on a utilisé que V' est un scalaire (et donc V,V =09,V).

7.5.3 Calcul de la connexion métrique

Par définition de la connexion, nous avons d,es = I'? 5€,- Nous pouvons donc
calculer la dérivée partielle du tenseur métrique :

0oy = (aae#> ey, te, (Oaey)
= Fguep.e,, +1?,e,.e,
gpurg# + gp'u,rgy (740)

Et nous voyons ainsi que les I' vont pouvoir s’exprimer comme une cer-
taine fonction des dérivées partielles du tenseur métrique. Pour ce faire il
faut considérer des permutations d’indices de I’équation précédente, contrac-
ter par la métrique en indice haut, et on trouve tous calculs faits (voir par
exemple Hobson) :

1
D = 597" (0ugun + 009y — gy (7.41)

Cette formule est essentielle. On voit que la connexion affine (définie indépendam-
ment de I'existence ou non d’une métrique), prend une expression particuliere
dans un espace pseudo-Riemannien. On 'appelle dans ce cas la connexion
métrique, ou encore la connexion de Levi-Civita. On remarque aussi qu’elle
est symétrique par rapport aux deux indices bas :

., =1y, (7.42)

Une propriété essentielle de cette connexion est qu’elle est, comme on dit,
compatible avec la métrique, c’est-a-dire que

Vag;w =0 (743)
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comme on peut le démontrer directement a ’aide de la formule pour la dérivée
covariante d’un tenseur, et la formule pour les symboles de Christoffel. Cette
formule a un grand intérét pratique, puisqu’elle signifie en particulier qu’on
peut monter ou descendre les indices a I'intérieur de la dérivée covariante :

Voot =V, (¢"v,) = ¢""Vav, (7.44)
de sorte que, par exemple, on a
v, Voth = 0"Vt (7.45)

pour v et t des vecteurs, et toute formule similaire.

7.5.4 Formulaire utile

Complétons cette section par quelques formules utiles. En introduisant le
déterminant de la métrique, g = Det[g,,], qui est négatif du fait de la signa-
ture, on a les formules suivantes.

V.,V =0,V (pour un scalaire V) (7.46)

|:|Courbe‘/ = Dplatv + szapv (747)
1

VA = ——0, (V—gA* 7.48

K \/_—g #( ) ( )

[, =0aIny/—yg (7.49)
1

V, AY = ——0,, (v/—gAH” si le tenseur est antisymétrique
(7.50)

7.6 Courbure de la variété métrique

Nous sommes maintenant en mesure de voir le lien qu’a tout ceci avec la
courbure a proprement parler de la variété. Pour cela il nous faut d’abord
introduire la notion de transport parallele.

7.6.1 Transport parallele d’un vecteur et géodésiques

Considérons une trajectoire dans I'espace-temps z# (), et soit u#(\) = dz* /dA
son vecteur vitesse, qui est aussi le vecteur tangent a la courbe. On dit le vec-
teur tangent est transporté parallelement le long de la courbe si et seulement
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si
Du# du

DX N
ol nous avons introduit avec 'opérateur D /DA, 'analogue de la dérivée cova-
riante, mais cette fois le long d’une courbe paramétrée par A. Cela correspond
bien a la notion de transport parallele : nous voulons que le vecteur vitesse
ne change pas entre deux points infiniment proches sur la courbe.

=0 (7.51)

Calculons
du dut de, (z"(N))
- = 76\ P\ - s
du* p B, P
= ﬁeu(x (A) + w'u’ ey
dut N
= (H + I ufu ) e, (7.52)
Au passage, on établit donc (pour le vecteur vitesse le long d’une courbe)
Du*  du*
= — + I v u” :
DX o + T8 ulu (7.53)

La condition de tranport parallele du vecteur vitesse est donc équivalente a
I’équation des géodésiques dans ’espace courbe?. Il faut noter qu’on peut
aussi déplacer un vecteur parallelement a lui méme le long d'une courbe,
sans nécessairement qu’il s’agisse du vecteur vitesse. Si I’on transporte un tel
vecteur t, alors la condition de transport parallele s’écrit

Dt# dt+

ﬁ = a + anupta =0 (754)
En géométrie euclidienne, les courbes dont les vecteurs vitesses sont trans-
portés parallelement a eux mémes sont les lignes droites. Ainsi nous voyons
que les géodésiques généralisent la notion de ligne droite dans un espace
courbe. On peut méme aller plus loin, puisqu’en géométrie euclidienne, la
ligne droite correspond aussi a la courbe de plus court chemin entre deux
points A et B. C’est encore le cas en géométrie pseudo-Riemannienne. On
peut en effet démontrer que la pseudo-distance entre A et B dans un espace
courbe, donnée par

B B B
d= / ds = / V —gudrtday = / /= Guutur dA (7.55)
A A A

2. Pour une version en < indices bas > de I’équation des géodésiques, refaire le calcul
ci-dessus en indices bas; pour le résultat, voir Eq. (10.5), section 9.2.
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est extrémale pour la courbe géodésique reliant A et B (démonstration : voir
Hobson). Une analogie utile ici est celle de la spheére. Pour relier deux points
de la surface terrestre, le plus court chemin sont les trajectoires empruntées
par les avions (des arcs de cercles). La géodésique est seulement un extrémum
de distance, et pas nécessairement un minimum ou un maximum, puisque
comme on le voit sur le cas du vol en avion, il y a toujours deux fagons
géodésiques de rejoindre A et B.

7.6.2 Une premiere manifestation de la courbure

Reprenons le cas de la sphere terrestre. On voit que deux lignes initialement
(i. e., localement) paralleles et dirigées, par exemple, vers le Nord, finiront
par se croiser au Pole Nord. Au contraire de la géométrie euclidienne, les
lignes paralleles entre elles finissent par se croiser en général dans un espace
courbe. Cela signifie que la distance entre deux lignes paralleles varie avec le
parametre A de la courbe. On appelle cela la déviation géodésique. C’est une
manifestation directe de la courbure. Son calcul doit donc mettre en évidence
I’objet qui code, ultimement, la courbure intrinseque d’une variété.

Lorsque l'on effectue le calcul de cette variation de la distance, nous trou-
vons, introduisant T* le vecteur tangent a l'une des courbes, et S* le vecteur
joignant les deux géodésiques initialement proches :

D2S+

— Pk arfB Qry

e = Ry, TT"S (7.56)
ou l'on voit apparaitre le tenseur de Riemann RZM et qui est donné par
(dans nos conventions de signes, attention!)

G5 = 0,055 — 055, + F;grgé - r;grg7 (7.57)

et sur lequel nous reviendrons plus bas. Comme dit, c¢’est le tenseur qui doit
donc représenter la courbure de I'espace-temps. On 'appelle donc aussi le
tenseur de courbure. Pour plus de détails sur la déviation géodésique (et la
preuve de la formule ci-dessus), voir par exemple [6].

7.6.3 Une deuxiéme manifestation de la courbure

Un autre effet sur la sphere terrestre nous permet encore de caractériser la
courbure. Imaginons que 'on parte du Pole Nord dans une direction parti-
culiere (7. e. nécessairement vers le Sud), le long d’un méridien, qui est une
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géodésique de la sphere, et transportons parallelement un vecteur le long de
cette trajectoire (par exemple le vecteur vitesse initial). Clairement, arrivé a
I’équateur, ce vecteur est toujours dirigé vers le Sud. Déplacons nous main-
tenant vers I’Ouest le long de I’équateur, en transportant parallelement a lui
méme ce vecteur (dans ce cas il ne s’agit plus du vecteur vitesse!). Arrivé a
un point B de I’équateur, ce vecteur pointe alors toujours vers le Sud, mais
le long d’un méridien différent. Remontons au point d’origine, le Pole Nord.
On voit alors que le transport parallele de ce vecteur le long de cette tra-
jectoire fermée a transformé le vecteur initial (orienté le long d’un méridien
donné vers le Sud), en un vecteur orienté vers le Sud, mais le long d'un autre
méridien. Autrement dit le transport parallele d'un vecteur le long d’une
courbe fermée a pour effet de le faire pivoter siur lui-méme. C’est un effet de
la courbure terrestre, puisque dans un espace plat, le vecteur final coincide
toujours avec le vecteur initial, comme on s’en convaincra aisément sur un
schéma.

On peut effectuer le calcul de cette transformation du vecteur v” transporté
parallelement & lui méme le long d’une trajectoire fermée infinitésimale (un
parallélogramme de coté da et 0b engendré respestivement par les vecteurs
A" et BY), et on trouve alors

ovP PR
s = RO TAB (7.58)

ou le tenseur de courbure apparait a nouveau.

7.6.4 Propriété du tenseur de Riemann et de ses contrac-
tions

Le tenseur de Riemann a quatre indices et donc 4* = 256 composantes, mais
celles-ci ne sont pas toutes indépendantes. En effet, de par sa définition, on
voit qu’il possede quelques propriétés de symétrie, en 'occurrence :

R5 = — 1, (
Raﬁ% = _Rﬁa'y(s (760
Rapys = Rysap (
Rogys + Roqysp + Rasgy = 0 (7.62
(¢f. TD), oul'on a posé Rapye = gngw. Un calcul pas completement trivial

montre alors que le nombre de composantes indépendantes du tenseur de
Riemann vaut

EnQ(n2 —1) (7.63)
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ou n est la dimension de l’espace-temps. Pour n = 4, on trouve qu’il reste
seulement 20 composantes indépendantes. Pour une démonstration de ces
propriétés, voir par exemple [6].

Du fait de ces propriétés de symétries, on montre également qu’il n’existe
qu’une seule contraction non nulle du tenseur de Riemann. Il s’agit du tenseur
de Ricci, défini par

R,, = R° (7.64)

pow

(sommé sur «, donc), et qui est symétrique par rapport aux indices u et
v. Enfin on peut a nouveau contracter le tenseur de Ricci pour obtenir le
scalaire de courbure, R, défini par

R=R!= ¢" R, (7.65)

Une combinaison de ces tenseurs a une propriété remarquable. Considérons
le tenseur d’Finstein G, défini par

1
G;u/ = R,ul/ - §g;u/R (766)

11 satisfait [’équation de Bianchi, a savoir :

V,.G" =0 (7.67)

7.6.5 Conclusion : gravitation et courbure

Dans le chapitre 6 nous avons vu la nécessité de décrire ’espace-temps par
une métrique dépendant généralement de la position. Nous avions dit que cela
signifie que 'espace temps est courbe. En effet, le théoreme suivant permet
cette conclusion.

Théoreme : L’espace-temps est plat si et seulement si le tenseur de Riemann
s’annule partout R}, = 0, auquel cas il est toujours possible de trouver un
SC global dans lequel la métrique prend en tous points sa forme fondamen-
tale g,, = 1,,. Réciproquement, s’il est possible de trouver un tel SC, alors
I’espace-temps est plat. Lorsque I’espace-temps n’est pas plat, en revanche,

un tel SC n’existe pas, et réciproquement.

Le principe d’effacement local de la gravitation, enfin, signifie, dans ce cadre
géométrique pseudo-Riemannien, que 1’'on peut toujours trouver autour d’un
point P un SC tel que la métrique en ce point soit celle de la relativité
restreinte, et qui plus est, pour lequel les symboles de Christoffel s’annulent en
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ce point. En revanche il est impossible d’annuler les composantes du tenseur
de Riemann si celles-ci sont non nulles. On a donc, aux premiers ordres,
I’équation formelle, autour de tout point P, et dans un SC adapté :

G (@) = 1 + O(R: 2w (7.68)

ol nous n’écrivons pas explicitement les indices. Cela montre que l'effet de
la gravitation est effacée au premier ordre, mais qu’il reste toujours un effet
du second ordre impossible a annuler, et qui est responsable des effets de
marées évoquées lors de la discussion du principe d’équivalence, mais aussi
de la déviation géodésique, etc.



Chapitre 8

Théorie de la relativité générale

8.1 Résumé des idées principales

Nous avons vu que le redshift gravitationnel implique que la métrique doit
dépendre de la position, et en particulier de la position par rapport aux
masses (et plus généralement, via E = mc?, de la position par rapport au
contenu en énergie-matiere). Il est clair des lors que 'énergie, sous toutes
ses formes doit étre un terme de source de la métrique, elle méme pouvant
étre considérée comme traduisant la gravitation via la courbure de 1'espace-
temps. Pour compléter la théorie de la relativité générale, il nous faut donc
trouver cette équation dynamique, qui doit étre de la forme < courbure =
dérivées de la métrique = source >.

Par ailleurs cette équation doit étre tensorielle pour respecter la covariance
générale de la théorie. Enfin, 'autre aspect de la théorie, a savoir comment
la matiere se déplace dans 'espace-temps courbe a déja été abordé plusieurs
fois. La matiere doit suivre, simplement, des lignes droites dans 1’espace-
temps courbe, cad des géodésiques. (Si en revanche on considere une parti-
cule chargée électriquement, dans un espace courbe, et soumise en plus a un
champ électrique, alors le mouvement ne sera plus géodésique!). Le mouve-
ment géodésique est le mouvement libre d’une particule, cad quand elle ne
subit pas d’autres forces que celle de la gravitation. La gravitation cependant
ne se comprend plus vraiment comme une force dans cette théorie, mais est
traduite par la courbure de I’espace-temps !.

1. Meéme si on peut toujours, il est vrai, écrire ’équation des géodésiques comme a* =
-re Buo‘uﬁ et interpréter ce membre de droite comme étant la force gravitationnelle
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8.2 Les deux équations de la relativité générale

Ce que nous n’avons pas dit jusqu’ici, c’est qu’il existe déja en relativité
restreinte un tenseur a deux composantes permettant de définir le contenu
en énergie-impulsion dans 'espace-temps Minkowskien. On ’appelle le ten-
seur énergie-impulsion ou stress energy-tensor, et on le note T". Il satis-
fait une équation de conservation (de I’énergie), donnée par 9, 7" = 0. La
généralisation en RG est immédiate. Nous considérerons qu’il existe un tel
tenseur, dont la dérivée covariante est nulle V, 7" = 0. On cherche alors
une équation de type < tenseur de courbure a deux indices dont la dérivée
covariante est nulle = le tenseur énergie impulsion ». Au vu du chapitre
précédant, cette équation est simplement

G

G,ul/ + Aguu = ?T/LV (81)

C’est I’équation d’Einstein définissant la relativité générale. Quelques com-
mentaires. Un théoreme d’Elie Cartan a démontré que cette loi est la plus
générale possible, pour peu que l'on se restreigne a une équation ne conte-
nant pas plus que des dérivées secondes de la métrique. C’est bien le cas ici,
comme on peut le voir sur I'expression du tenseur de Riemann. Par ailleurs,
cette équation contient un terme constant, A, nommée la constante cosmo-
logique, et que l'on peut, a ce stade, prendre égale a zéro. Les observations
actuelles favorisent une constante cosmologique tres faible, n’ayant aucun
role observable sur la dynamique des systeémes auto-gravitant, tels que le
systeme solaire, les galaxies, ou méme les amas de galaxies. Elle agit comme
un force répulsive (si A > 0), et ne joue un role qu'aux échelles cosmolo-
giques, d’ott son nom. A cette échelle, en revanche, son role est déterminant
sur le destin de I'Univers. La constante cosmologique est le candidat le plus
simple pour I’énergie noire évoquée en début de ce cours, puisqu’elle produit
I’accélération de I'expansion de I’Univers tardif, dont la découverte récente,
on l’a dit, a recu le prix Nobel 2011. Elle integre donc le modéle concordant
de la cosmologie moderne, ou ACDM, sur lequel nous reviendrons dans les
chapitres sur la cosmologie relativiste.

Notons enfin que 1’équation d’Einstein contient un facteur 87G/c. Cette
valeur est fixée en demandant que la théorie se réduise a la théorie de Newton
(’équation de Poisson) dans la limite non relativiste et en champs faibles,
comme nous le démontrons plus bas.

La seconde équation complétant la théorie d’Einstein est, comme l'a dit,
I’équation des géodésiques.
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8.3 Le tenseur énergie impulsion du fluide
parfait

Il nous reste bien sur une question a ce stade. Que vaut le tenseur énergie
impulsion, et comment le définir? Il dépend bien str du type de matiere
que l'on considere. Dans cette section, nous nous contenterons de donner son
expression dans le cas d'un fluide parfait, c¢’est-a-dire dépourvu de viscosité
et au sein duquel il n’y a pas de transfert de chaleur. Auquel cas le fluide est
simplement défini par sa densité p en kg.m ™3 et sa pression p (en joules par
metre cube). On a

" = (p + pc*)ulu” + PG (8.2)

ou il est entendu que cette équation est valable en tous points (la densité et
la pression peuvent bien sur dépendre du point considéré), et ou u* est la
quadrivitesse d'un élément infinitésimal du fluide au point considéré. Dans
le modele standard de la cosmologie, nous utiliserons des fluides parfaits.
Par ailleurs nous supposerons qu’ils sont en plus homogenes et isotropes (cf.
Chp. 10), de sorte que la densité et la pression ne dépendront que du temps
cosmique, et non de la position spatiale.

8.4 Limite Newtonienne

Montrons maintenant comment cette théorie englobe la théorie de la gravi-
tation de Newton. Pour ce faire, considérons un fluide parfait statique (une
certaine distribution de matiere qui n’évolue pas dans le temps). Ce caractere
statique nous permettra de poser dy = 0 dans tous les calculs qui suivent.
Nous ferons dans tout ce qui suit les approximations (non relativistes) sui-
vantes :

e Le champ gravitationnel est faible : la métrique peut s’écrire comme g, =
Ny + Iy avec by, < 1, et nous développerons au premier ordre en h.

e Les vitesses des particules suivant une géodésique sont petites devant la
vitesse de la lumiere, et ce, par rapport au (référentiel défini par le) fluide
parfait considéré comme statique. Cette quadrivitesse s’écrit u* = (v, ~v[3)
dans un référentiel inertiel lié au fluide. Nous supposerons < 1, et donc
~ ~ 1. Par conséquent on a : u® > u’.

e La densité de matiere, apparaissant multipliée par ¢? dans le tenseur énergie
impulsion, est supposée satisfaire pc? > p.
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Nous commencons par le mouvement des particules tests dans ce champ
gravitationnel.

8.4.1 Limite Newtonienne de I’équation géodésique

A Taide de u* < 1, on voit que ’équation des géodésiques se réduit &

d?zH

c2dr? + Tho(u’)* = 0 (8.3)

Examinons la composante zéro, et calculons pour ce faire

1 1 ..
[0 = 59()“ (Qogou + G0Gu0 — Ougoo) = —égozaigoo (8.4)
ou l'on a utilisé dy = 0. Ensuite, on développe en h. On note que dn = 0, de

sorte que

—égozaz‘goo = —57701@'}100 =0 (8.5)

au premier ordre, car % = 0. Donc nous avons I'j, = 0 dans cette limite, et
par conséquent
d?a°
dr?
c’est-a dire, dt/dr = cst. Nous choisissons dt/dr = 1, et donc u® = 1. Les
composantes ¢ de ’équation des géodésiques sont alors

(8.6)

d*at
dt?

+*Thy = (8.7)
Calculons ce symbole de Christoffel. On a :

, 1. 1 .
Lo = §9w (Qogou + G0Guo0 — Ougoo) = —59” ;900 (8.8)
ou l'on a utilisé dy = 0, et une somme sur les indices j = 1,2, 3. Développons
en g =1+ h, on trouve

. 1. 1. 1.
Ity = —Eg”ajgoo = —§n”ajh00 = _58%00 (8.9)

Nous avons donc que P'accélération Newtonienne a' = d?z'/dt?* est donnée

par
2

a= %Vhoo (8.10)
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a comparer a la formule Newtonienne du chapitre 3, a = —V® avec ¢ le
potentiel gravitationnel Newtonien. Donc nous avons

o
et
20
goo=— 1+ (8.12)
Dans le cas d'un potentiel Newtonien a symétrie sphérique, & = —GM /r, et
retrouvons que goo = —(1—2G M /rc?), ce que nous avions trouvé au chapitre

6 a 'aide de l'effet de redshift gravitationnel.

8.4.2 Limite Newtonienne de I’équation d’Einstein

Ayant ces éléments en main, nous pouvons retrouver I’équation de Poisson
pour ¢ a partir de I’équation d’Einstein. Posons la constante cosmologique
a zéro, et réintroduisons une constante inconnue dans I’équation d’Einstein :
G, = KT,,. Prenons d’abord la trace de cette équation, c’est-a-dire qu’on
la multiplie par g"*”. On note que

g’“’GW — gW(RW _ %R) = —R=KT (8.13)
avec T' = ¢"'T,, la trace du tenseur énergie impulsion. (Nous avons utilisé
9" g =4, cf. chapitre 7). Cela permet d’écrire I’équation d’Einstein sous la
forme alternative (mais équivalente) suivante :

R = KT, + %R = KT, — %FLT - (TW = %QWT) (8.14)
Examinons le membre de droite. On a T* = diag(pc?, p, p, p) (cf. Eq. (8.2)),
et donc TH ~ diag(pc?,0,0,0) a Pordre dominant. Donc nous avons aussi
T ~ diag(pc?,0,0,0), et T = =T = —pc?, en utilisant gog = —1 au
premier ordre. Au final, le membre de droite est donc non nul seulement sur
la composante temporelle-temporelle, et vaut

K

R()() = Epcz (815)
Calculons alors Ryy = R{.,. Comme R{,, = 0 par antisymétrie du tenseur
de Riemann, nous avons

ROO = Rélo (816)
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Rappelons nous maintenant que les Christoffels sont en dérivées de la métrique
et sont donc d’ordre h, de sorte que les termes en I'l' dans 'expression du
tenseur de Riemann sont d’ordre 2, et nous les négligerons. Il ne reste que

Roo = 61‘0 = airf)o - aorﬁo = 8iF60 (8.17)
Mais nous avons vu que Iy = —9"hgo/2, de sorte que
1. . Ah
Roo = —éaialhoo =-— (8.18)
Utilisons enfin la relation entre hgy et ®, et obtenons ainsi
AP Kk
Rog = 7 = §pc (819)
soit I’équation
rct

En comparant a 1’équation de Poisson, on voit que la relativité générale se
réduit & la théorie de Newton si et seulement si on pose k = 87G/c?, comme
annonce.



Chapitre 9

Solution a symeétrie sphérique
dans le vide et trou noir de
Schwarzschild

Ce chapitre étudie une des solutions les plus importantes des équations d’Ein-
stein. C’est la solution a symétrie sphérique dans le vide, autour d’un corps
sphérique de masse M, et dans le cas ou la constante cosmologique est prise
€gale a zéro. La solution isotrope dans le vide avec A # 0 s’appelle la solu-
tion de Schwarzschild-de Sitter et ne sera pas étudiée dans ce cours. Notons
seulement qu’a 'aide de cette derniere, et avec la connaissance de 'ordre
de grandeur de la constante cosmologique (voir chapitres 11 et 12 de cos-
mologie), on montre sans peine que A n’a qu'une influence négligeable dans
toutes les situations astrophysiques réalistes. Par conséquent, on se limitera
ici a I’étude de la solution avec A = 0.

Cette solution, découverte par Karl Schwarzschild en 1916, décrit un espace-
temps statique. Elle décrit [’extérieur de tout corps sphérique — aussi bien les
corps < ordinaires > isolés (étoiles, etc), dont la taille physique excede leur
propre rayon de Schwarzschild, que les corps dont la taille physique est, a un
certain moment, passée en deca de rg, ce que l'on appellera par la suite un
trou noir (sous-entendu, de Schwarzschild). Cette solution ne décrit pas par
contre I'intérieur (non vide) d’un corps. Afin de décrire I'intérieur des étoiles
par exemple, il faut reprendre I'analyse trouvée ci-dessous en tenant compte
dans les équations d’Einstein du tenseur énergie-impulsion de la matiere stel-
laire, généralement considérée comme un fluide parfait en premiere approxi-
mation (voir les chapitres relativistic stars dans les références académiques).
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Il existe d’autres solutions exactes extérieures (de trous noirs), mais nous ne
les étudierons pas dans ce cours. Le trou noir de Schwarzschild est dépourvu
de rotation propre et de charge électrique. Le trou noir sans rotation et
chargé électriquement est décrit par la solution dite de Reissner-Nordstrom.
Le trou noir avec rotation et sans charge électrique est le trou noir de Kerr.
Enfin un trou noir a la fois chargé et en rotation est appelé un trou noir de
Kerr-Newman.

9.1 Meétrique de Schwarzschild

La solution de Schwarzschild est la plus simple que 1’on puisse trouver pour
un corps astrophysique. On suppose que ce corps est a symétrie sphérique
et statique, de sorte qu’il est naturel de se restreindre a des solutions iso-
tropes et statiques!. Il a été démontré en TD que toute métrique isotrope
et stationnaire (c’est-a-dire telle que les composantes du tenseur métrique
ne dépende pas de la coordonnée temporelle t) prend la forme suivante en
quatre dimensions

ds* = —A(r)dt* + B(r)dr* + r*d*Q (9.1)

ol dO? = db? + sin #2d¢?. 11 faut noter que cette métrique est donc automa-
tiquement statique (c’est-a-dire invariante sous t — —t). Remarquons que la
métrique d’un corps en rotation uniforme est stationnaire mais non statique,
puisque changer ¢t en —t change le sens de rotation. Cela apparait dans la
métrique par 'existence de termes oc dtdr qui ne peuvent pas étre éliminés
globalement par un changement de variable (voir la solution de Kerr par
exemple).

L’étape suivante consiste alors a résoudre les équations d’Einstein dans le
vide pour I'élément de longueur donné en Eq. (9.1). Les composantes du
tenseur métrique sont

go=—-A gw=DB gu=1" gy =r"sin’0 (9.2)
La métrique étant diagonale, la métrique inverse se calcule directement :
g =—-1/A gm=1/B ¢"=1/r" ¢*° =1/(r*sin0) (9.3)

Noter qu’en TD le calcul est fait dans une paramétrisation différente pour les
fonctions libres apparaissant dans la métrique. Remarquez aussi qu’on écrira

1. L’isotropie impose déja que le corps est dépourvu de rotation, puisque sinon il existe
clairement un axe privilégié.
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au choix ggo ou gy pour les composantes temporelles ; les deux écritures sont
standard. On montre alors que les symboles de Christoffel non-nuls sont

p A
o 2A(r)
o A'(r) - B'(r) oo " . rsin’f
0 9oB(r) "™ 2B(r) * " B(r) % B
1
ré, = . Fg¢ = —sinfcosf
1 cos 6
e — - 1% — 9.4
ey 7% sing (9:4)
Les composantes non-nulles du tenseur de Ricci sont alors
A// A/ A/ B/ A/
00‘%‘@(2*5)*@
R B A// + A/ A/ _'_ B/ + B/
" 24 4A\A B rB
1 r (A B
-1 ([=_=
Heo B 2B <A B)
R¢¢ = SiIl2 9R,99 (95)

Dans le vide et en I'absence de constante cosmologique, les équations d’Ein-
stein s’écrivent G, = 0, ce qui implique R = 0 (en prenant la trace), et donc
aussi, simplement, 1z,, = 0. On peut alors former

gRoo + R, =0

afin d’obtenir A'/A + B'/B = 0 et donc AB = cst. Notant B = «a/A et
reportant dans Rgy = 0, on trouve o — A —rA’ = 0, c’est-a-dire (rA) = a.
On en déduit que A s’écrit A(r) = a(1 + k/r), et donc B(r) = 1/(1 + k/r).
Cela résout toutes les équations R, = 0 sans spécifier les deux constantes
d’intégration « et k, comme on le vérifiera. Examinons cependant la compo-
sante temporelle-temporelle de la métrique :

dsQZa(l—l—E)dtQ—l—...
r

et comparons-la a la métrique trouvée au chapitre 6 via I’étude du redshift
gravitationnel, Eq. (6.18), ou encore a I’équation Eq. (8.12) (limite Newto-
nienne de la RG). Il en ressort que la métrique que l'on a trouvé ici peut
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décrire l'espace-temps autour d'un corps de masse M, pour peu que l'on
identifie « = —c? (de sorte que 'espace soit Minkowskien a I'infini r — oo ;
on parle d’espace asymptotiquement plat), et k = —2GM/c?. La métrique
de Schwarzschild s’écrit alors de la facon suivante :

2GM dr?
ds® = — (1 -— ) Adt? + @ + r2d*Q) (9.6)

C’est la métrique autour d'un corps sphérique et statique de masse M.
Le principe d’équivalence nous avait permis d’en calculer la composante
temporelle-temporelle et ce de fagon exacte (accidentellement), voir Section
6.4. En revanche la partie spatiale n’était pas correcte, et seule 1'utilisation
des équations d’Einstein permet d’arriver a la forme ci-dessus.

Signalons aussi le résultat suivant : une métrique seulement isotrope (et pas a
priori stationnaire), mais solution des équations d’Einstein dans le vide, est
en fait nécessairement statique, i. e. se réduit a la métrique de Schwarzschild.
C’est le théoreme de Birkhoff. En pratique, cela signifie par exemple qu'une
étoile pulsant de facon sphérique crée autour d’elle le méme espace-temps
qu'une étoile statique. Autrement dit de telles pulsations ne se propagent
pas dans 'espace, et ne créent donc pas d’ondes gravitationnelles.

9.2 Géométrie de Schwarzschild

La forme méme de la métrique de Schwarzschild est tres intéressante a plu-
sieurs égards. Posons d’abord une quantité homogene a une longueur, le rayon
de Schwarzschild :

_2GM

c2

s s (97)

et écrivons la métrique sous la forme :

ds? = — (1= ) ctart + (1- ) 4?1 ? (46 4 sin?0dg?) . (9.8)

Sur la mesure des quantités physiques, d’abord, nous notons que :

e La partie angulaire de la métrique a la forme standard des coordonnées
sphériques, de sorte que l'aire des spheres de rayon r vaut 47r?. Clest en
fait la définition des coordonnées de Schwarzschild (on peut en effet écrire
la métrique de Schwarzschild dans d’autres systemes de coordonnées ou
cette propriété n’est plus vraie, et cependant on décrit toujours le méme
espace-temps; un exemple concret et couramment utilisé est la solution
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de Schwarzschild en coordonnées isotropes, sur lequel le lecteur pourra se
renseigner).

e La coordonnée radiale r n’exprime pas, attention, la distance physique
entre un point situé a r et lorigine. Pour calculer la distance physique
entre deux points situés le long d’'un méme rayon vecteur (méme 6 et ¢)
en et ro (i. e. la distance qu’on obtiendrait en reportant de proche en
proche un étalon-metre entre ces deux points), on doit utiliser :

T2 T2 T2 d,r.
Lypnys =/ ds| dt=dg=dp—0 :/ \VGrrdr :/ = (9.9)
1 1 [ =
qui converge si ro > 11 > 1g.
e On note qu'un observateur fixe dans la géométrie de Schwarzschild (r =
cst, 0 = cst, ¢ = cst) a un temps propre donné par :

dr = /1 - Zat (9.10)
T

Par conséquent la coordonnée temporelle t coincide avec le temps propre
d’observateurs statiques situés a l'infini (r — o00). On note par ailleurs
que pour tout autre observateur (fixe autour du corps central), on a dr <
dt. Autrement dit I’écoulement du temps, relativement a celui a l'infini,
est ralenti par la présence du corps central. Plus on s’approche du corps
central, plus le temps est ralenti. On remarque méme que le temps s’arréte
en quelque sorte en r = rg, puisqu'un observateur fixe en r = rg (si cela
était possible mais ¢a ne l'est pas) aurait dr = 0.

La suite de ce raisonnement montrerait qu’il se passe des choses étranges en
r < rg : le temps propre semble devenir imaginaire, a en croire I’équation
Eq. (9.10), ce qui n’a évidemment aucun sens. Avant d’étudier plus en détail
ce qu’il se passe en r = rg, signalons juste que ce rayon est extrémement
petit en pratique. Pour un objet de la masse terrestre, on trouve rg ~ 9
mm, et pour la masse du Soleil, rg &= 3 km. Bien entendu, les considérations
suivantes ne s’appliquent donc pas a ces objets, pour lesquels la solution
de Schwarzschild n’est correcte qu’a 'extérieur du corps. En fait les points
suivants ne s’appliquent qu’aux objets dont la taille est inférieure a rg, mais
alors ces objets sont tous identiques entre eux, comme nous allons le voir.
Il s’agit d’un trou noir. Sur le rayon de Schwarzschild, on note les points
suivants.
e D’abord, la métrique de Schwarzschild est singuliére en r = rg, comme c’est
manifeste sur I’ Eq. (9.8). On note qu’elle est aussi singuliere en r = 0.
e On note que si r > rg, la coordonnée 2 = ct est une coordonnée tem-
porelle, puisque eg.€g = gog = — (1 — TTS) < 0. De méme, si r > rg, les
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coordonnées r, 0, ¢ sont spatiales. En revanche, si r < rg, cela s’inverse,
comme on le vérifiera : la coordonnée t devient une coordonnée spatiale,
et la coordonnée r devient une coordonnée temporelle. Ainsi il n’est pas
vrai que le temps propre des lignes d’Univers devient imaginaire en r < rg,
cela n’était qu'un artefact dit a la mauvaise identification de la coordonnée
temporelle.

e On peut vérifier que la courbure de 'espace-temps n’est pas singuliere en
rg. L’examen du scalaire de courbure n’a pas d’intérét dans le cas présent
puisqu’il est nécessairement nul en tous points, et ce pour toutes solutions
des équations d’Einstein dans le vide; en revanche, on peut calculer le
scalaire de Kretschmann

GZ M2

764

Cela nous dit d’'une part que la solution de Schwarzschild décrit bien un

espace courbe (c’est toujours bien de le vérifier!), et d’autre part que la

courbure est certes singuliere en l'origine » = 0, mais ne l’est pas en r = rg.

I faut donc comprendre la singularité de la métrique (9.8) comme étant

une singularité du systeme de coordonnées utilisé. Il doit exister d’autres

SC non singuliers en rg et qui permettent de mieux comprendre ce qu'’il

se passe a ce rayon. La singularité en rg est apparente, celle en r = 0 est

intrinseque.

R R = 48 (9.11)

Afin de mieux comprendre ces comportements étonnants a la traversée de
rg, il est utile d’étudier la structure causale de la solution de Schwarzschild,
c’est-a~dire d’étudier la forme des cones de lumiere depuis l'infini jusqu’a
r =07, en passant par r = rg.

9.3 Structure causale de la solution de Schwarz-
schild

Notre but est ici de tracer le diagramme spatio-temporel en (ct,r) de la
solution de Schwarzschild, i. e. la répartition des cones de lumieres en fonction
du rayon vecteur r. Nous étudions donc le mouvement radial de la lumiere
dans cette géométrie. La lumiere satisfait ds?> = 0, ce qui donne, pour des
trajectoires radiales df = d¢ = 0, et apres simplifications, I’équation :

: (9.12)

r

dans le plan (ct,r). Le signe + correspond, pour r > rg, a de la lumieére
sortante (car alors dr/dt > 0), et le signe — a de la lumieére entrante. Ainsi



nous disposons des deux branches des cones de lumieres. L’intégration de
I’équation précédente donne respectivement

ct =+ [r—l—’rsln‘i—lH + cste (9.13)
s

le tracé est le suivant. Comme il y a inversion de la coordonnée tempo-
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.1 — Trajectoire des rayons lumineux entrants (en bleu) et sortant

tout aussi bien, si 'on veut, chaque point du diagramme ci-dessus représente
une sphere du rayon r correspondant.

sens sur ce diagramme en r < rg. Néanmoins nous conservons le méme code
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couleur a l'intérieur de rg. Les trajectoires des rayons lumineux tracant les
cones de lumiere, on remarque immédiatement la structure quasi Minkows-
kienne de 'espace-temps a grand rayon, tandis que les cones de lumieres se
déforment sous l'effet de la gravitation a ’approche du rayon de Schwarz-
schild. Le comportement en r < rg se comprend mieux en agrandissant la
figure pres du rayon de Schwarzschild, cf. ci-dessous, ou nous avons ajouté
les explicitement les cones de lumiere. Les cones de lumieres sont tracés lo-

Singularité r=0 Horizon des événements, r=r;

FIGURE 9.2 — Zoom de la figure précédente. La singularité en r = 0 est
représentée par un la ligne ondulée. Le pointillé signale le rayon rg (pris égal
a l'unité dans ce schéma), appelé aussi I’horizon. Les cones de lumiere, ainsi
que le futur et passé absolu local ont été ajoutés.

calement de telle sorte qu’ils englobent la zone de genre temps, i. e. la zone
satisfaisant ds? < 0. Le cone est donc vertical pour r > rg mais horizontal
en r < rg, comme on s’en convaincra a l’aide de la métrique. Comme on le
voit par ailleurs sur I’équation Eq. (9.12), a la limite r = rg, on a

cdt
— =4 14
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signifiant que le cone de lumiere sur la sphere r = rg a une ouverture égale a
zéro?. La position du futur et du passé autour de ces cones est plus difficile
a justifier (en tout cas dans la zone intérieure), du fait de la singularité du
systeme de coordonnées utilisé. En fait, par continuité, et en n’oubliant pas
qu’il s’agit seulement d’une singularité de coordonnées, il est nécessaire que
le futur dans la zone intérieure soit orienté vers les r négatifs. Qu’il en soit
ainsi sera plus immédiat dans le SC étudié en section 9.4 plus bas?.

Ce diagramme est tres intéressant puisque toute particule, massive ou non,
doit avoir une trajectoire toujours comprise dans son cone de lumiere en
chaque point. On donc voit en particulier que :

e Puisque r = rg est 'asymptote de toutes les lignes bleues, il faut un temps
coordonnée infini pour atteindre la surface r = rg. Dit autrement, un
observateur situé a l'infini recoit jsuqu’en ¢ = 400 des signaux d’un corps
tombant dans le trou noir. Pour cet observateur, la chute vers le trou noir
semble infiniment longue. Il n’en est pas de méme cependant pour le corps
lui-méme, qui franchit » = rg en un temps propre fini (voir section 10.2.2).

e De la méme facon, il faut un temps coordonnée infini pour s’échapper de
la surface r = rg.

e Conformément a la discussion sur le caractere temporel ou spatial des
coordonnées r et t, les cones de lumieres s’inversent (ou < tiltent » en
r < rg. Par ailleurs, du fait de l'orientation des cones de lumiere, que 1’'on
soit une particule < entrante > ou < sortante >, avec ou sans masse, dans
tous les cas, on voit que dans cette zone on est inexorablement mené depuis
r <rgvers r =0, i. e. vers la singularité*.

Résumons : il semble impossible depuis I'extérieur de joindre la zone intérieure.
Cela n’est en fait pas correct. Il est vrai que cela prend un temps coordonnée
infini, mais un temps propre fini seulement, comme nous le montrerons ex-
plicitement au prochain chapitre (section 10.2.2). Ces infinis sont liés a la
singularité du systeme de coordonnées. En revanche, il est impossible de
sortir de la zone intérieure. La frontiere r = rg est donc une frontiere cau-
sale que I'on peut pénétrer dans un sens mais pas dans ’autre. On 'appelle
Ihorizon des événements (du fait qu’aucun événement intérieur ne peut in-

2. Cela semble indiquer que la lumiere vivant en r = rg doit nécessairement y rester,
cela n’est en fait pas correct : le fait que le cone de lumiere devienne singulier en rg est
un effet de la singularité du SC; pour mieux comprendre, voir section 9.4.

3. Il faut cependant noter que ’on pourrait aussi avoir une figure entierement renversée
au niveau causal, avec le futur orienté vers le bas dans la zone extérieure, et vers la droite
dans la zone intérieure. Il s’agirait alors d’un trou blanc, et non d’un trou noir. Pour plus
d’explications a ce propos, voir section 9.4.

4. Du fait de 'orientation futur/passé des cones .
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fluencer la dynamique extérieure, autrement dit la physique intérieure a rg
est définitivement cachée par I’horizon, et inaccessible).

La zone intérieure ainsi que ’horizon des événements en r = rg définissent
ensemble le trou noir de Schwarzschild. Un analogue simple au trou noir est
un écoulement fluide dans un entonnoir, suffisamment rapide (et de plus en
plus rapide vers le centre de I’entonnoir) pour qu’a un certain point (I’ho-
rizon), la vitesse du fluide dans le référentiel du laboratoire dépasse la vi-
tesse du son a l'intérieur du fluide. Alors, il est impossible d’envoyer depuis
la zone intérieure des ondes sonores qui attendraient la zone extérieure, i.
e. qui < remonteraient > le courant et dépasseraient I'horizon. En fait, ces
ondes tombent nécessairement vers r = 0. C’est un trou noir acoustique®.
Cette analogie permet aussi de mieux comprendre la possibilité d’avoir des
ondes sonores suivant des trajectoires circulaires (au chapitre suivant nous
montrerons en effet que des photons peuvent suivre des trajectoires circu-
laires autour du trou noir). Bien qu’en ce point, la vitesse du son soit plus
grande que celle de I’écoulement, ce qui implique naivement dans une vue en
coupe (de type Fig. 9.2) que les cones sonores sont ouverts, et donc qu’'une
onde radiale doit soit s’échapper, soit tomber vers le trou noir acoustique,
cela est oublier la présence d’autres dimensions au probleme. Ainsi la vitesse
du son se répartit en une vitesse radiale compensant exactement la vitesse
d’entrainement du fluide, et une vitesse orthoradiale assurant une trajectoire
uniforme et circulaire a I'onde sonore < en orbite > autour de ’horizon so-
nique. A I'horizon sonique, en revanche, les ondes sonores purement radiales
ont exactement la vitesse de I’écoulement, de sorte qu’elles peuvent soit rester
sur place si dirigées radialement vers ’extérieur, ou tomber vers I'intérieur si-
non. C’est la encore une analogie de la structure causale a 1’horizon, telle que
représentée dans les coordonnées avancées d’Eddington-Finkelstein, section
9.4 ci-dessous.

En symétrie sphérique, un trou noir se forme donc lorsque qu'un corps s’ef-
fondre sur lui-meéme jusqu’a atteindre son propre rayon de Schwarzschild. Ce
trou noir satisfait alors GM/rc?* = 1/2. Tous les corps sphériques ordinaires
ont donc une compacité s inférieure : s = GM/rc* < 1/2. La compacité
maximale est celle du trou noir. Cela est une des conséquences les plus in-
attendues peut-étre, et probablement des plus importantes de la relativité
générale en vue d’une théorie quantique de la gravitation : Il est impossible,

5. Ces objets sont intensément étudiés de fagon théorique et expérimentale, puisque
I’analogie avec la gravitation est quasiment totale. En réalisant alors I’écoulement d’un
fluide quantique avec horizon, on peut espérer mesurer I’analogue de l'effet Hawking, et
plus généralement, les propriétés de I'intrication quantique entre l'intérieur et I'extérieur
de I’horizon (sonique).
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en principe, de stocker dans une région sphérique de taille R, une énergie
supérieure ¢ E = Rc*/2G, ou encore R/2 en unités naturelles. Et cela parce
que, si 'on injecte davantage de masse (ou d’énergie) dans un trou noir déja
formé, la taille de son horizon croit de sorte que 1'équation GM/Rc* = 1/2
soit toujours strictement respectée (en tout cas a I’équilibre). Il faut noter,
et cela aussi est surprenant, qu’il ne s’agit pas d'une borne sur la densité
maximale d’énergie dans 'espace-temps. La < densité effective > d’un trou
noir (définie comme la densité moyenne M/R?) est en fait quelconque. II
n’est pas nécessairement vrai qu’un trou noir est < extrémement dense >,
comme on le lit souvent, ou que sa gravité a sa surface est tres grande. Cela
est vrai pour les trous noirs légers. En revanche, des trous noirs extrémement
massifs pourraient tres bien avoir une densité moyenne de type celle que nous
avons sur Terre® (encore une fois cette densité moyenne n’a pas de significa-
tion physique a priori, puisque la solution de Schwarzschild semble indiquer
que toute la matiere a l'intérieur de I’horizon est projetée vers la singularité
centrale). Il se trouve méme que le GM /rc? de I'Univers est proche de 1/2
(c’est relié grosso modo au fait que le Qp ~ 1, cf. chapitres 11 et 12), ce qui
a amené nombres de spéculations intéressantes sur la possibilité que notre
Univers lui-méme soit simplement 'intérieur d’un trou noir.

9.4 Autres systemes de coordonnées

Il est possible de trouver des systemes de coordonnées qui ne soient pas
singuliers au rayon de Schwarzschild. Il faut noter, en parfait accord avec
la notion méme de variété, que le recours a d’autres SC va peut-étre nous
amener a décrire une partie plus grande — ou plus restreinte — ou encore une
partie autre, de la variété totale. Le SC n’est qu'une carte locale, tandis que
la variété ne se décrit qu’a I’aide d’un atlas, en général non-trivial. C’est le cas
de la géométrie de Schwarzschild. Nous allons ici introduire les coordonnées
avancées d’Eddington-Finkelstein qui ne couvrent pas davantage de la variété
que le SC de Schwarzschild lui-méme, mais qui a 'avantage d’étre régulier
en rg, de sorte que les propriétés causales (les cones de lumieres) sur, et a

I'intérieur de I’horizon seront plus claires et manifestes que dans le SC de
Schwarzschild.

Les coordonnées avancées d’Eddington-Finkelstein sont définies par le chan-
gement de variable de (ct,r, 6, ¢) vers le SC (ct',r,0,¢), avec ct’ = ct +

6. Par exemple, un trou noir de masse aussi grande que celle d’'une galaxie aurait une
< densité moyenne > effective plus faible que Dair.
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2M In|r/2M — 1]. Cela consuit a une métrique réguliere a 1’horizon :

ds? = — (1= =) 2? = 2Zcdt'dr + (1= =) dr® + 1% (d6” + sin? 6d?)
et le tracé du diagramme causal donne la Fig. 9.3. On y voit la régularité des
géodésiques entrantes (mais singularité des sortantes; la situation s’inverse
dans le cas du SC retardé), et en particulier, donc, la régularité des cones
de lumiere au passage de I’horizon, indiquant également que dans la zone
intérieure, le futur se termine sur la singularité.

Radially infalling
particle

v=constant

FIGURE 9.3 — Structure causale du trou noir de Schwarzschild dans les coor-
donées avancées d’Eddington-Finkelstein.

Signalons également 1’existence des coordonnées retardées d’Eddington-Finkelstein
qui décrivent essentiellement le méme type d’espace, mais avec une causalité
inversée, c¢’est-a~-dire possédant un horizon duquel on ne peut que s’échapper,
mais dans lequel on ne peut pas pénétrer. C’est I'opposé du trou noir, et
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cette solution a par conséquent été baptisée trou blanc, ou white hole (de
Schwarzschild). Il faut comprendre que ce SC est une autre carte de la variété
complete de Schwarzschild, qui, par conséquent, ne possede pas seulement un
trou noir, mais aussi un trou blanc. En fait, on peut démontrer qu’il existe
une extension mazximale a la solution initiale de Schwarzschild, appelé solu-
tion de Kruskal, et décrit par les coordonnées du méme nom, qui décrit une
solution de type trou noir/trou blanc qui se concoivent comme des singu-
larités (resp.) futures et passés, connectées par un trou de ver (wormhole),
ainsi que deux Univers causalement déconnectés, et extérieurs a ces horizons.
Pour plus détails, voir par exemple [5, Chp. 11].



Chapitre 10

Mouvements dans la géométrie
de Schwarzschild ; les tests
classiques de la relativité
générale

Ce chapitre étudie comment les particules — massives ou non — se meuvent
dans la géométrie de Schwarzschild. Cette géométrie représente bien, entre
autre, la forme de 'espace-temps a I'extérieur du Soleil!, de sorte que I'on
pourra comparer les trajectoires théoriques aux trajectoires effectivement
observées des planetes ou de la lumiere dans le systeme solaire. Cela consti-
tue les tests classiques de la relativité générale. L’accord entre théorie et
< expérience > atteint désormais une valeur relative de environ 10~°.

Plus précisément nous étudierons les mouvements de ce que 'on appelle des
particules-tests. Les particules-tests sont par définition des corps (massifs ou
non) qui influencent de fagon négligeable la géométrie fixée par la masse cen-
trale M. Autrement dit nous négligerons dans cette section I’auto-gravitation
du corps sur son propre mouvement 2. L’effet de 'auto-champ gravitation-
nel sur le mouvement du corps s’appelle 'auto-force, ou plus couramment
la self-force. En bref, elle s’oppose typiquement au champ d’accélération au-
quel est soumis le corps, de maniere analogue au cas électromagnétique (le

1. En négligeant en premiere approximation la rotation propre ainsi que ’aplatissement
aux poles du Soleil.

2. Noter qu’'un photon, quoique dépourvu de masse, n’est pas dépourvu d’énergie, de
sorte qu’un faisceau électromagnétique génere effectivement une courbure de ’espace-
temps.
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phénomene du Bremsstrahlung). En conséquence, le corps orbitant autour de
M perd de I'énergie (par émission d’ondes gravitationnelles), de sorte qu’au
lieu de décélérer, ce corps accélere en fait en spiralant vers le corps central (sa
vitesse orbitale augmente, sa distance radiale diminue). L’effet est en général
totalement négligeable a moins que les deux corps soient proches et de masses
comparables. La Terre, par exemple, perd effectivement de 1’énergie sous I'ef-
fet de sa self-force, mais cet effet n’est méme pas mesurable [2].

Négliger la self-force est une hypothese quasiment inévitable, dans le sens
ou tenir compte a la fois de la gravitation engendrée par le corps central,
et de celle engendrée par le satellite a ce corps, est extréemement difficile
techniquement. On entre en fait dans la description du mouvement a deux
corps, qui, bien que immédiate en gravitation Newtonienne, est excessivement
difficile en relativité générale (du fait, notamment, de la non-linéarité des

équations d’Einstein), et dont la solution exacte n’est pas connue®.

Rappellons pour clore cette introduction que nous avions les résultats sui-

vants en théorie Newtonienne :

e La lumiere n’est pas déviée par la gravitation.

e Les particules massives suivent des coniques, soit ouvertes (hyperboles,
paraboles), soit fermées (ellipses).

Le premier point n’est plus vrai en relativité générale, tandis que le schéma
pour les particules massives se complique sensiblement en relativité générale.

10.1 Géodésiques de la géométrie de Schwarz-
schild

Nous étudions donc les géodésiques des particules massives et non massives.
Dans les deux cas les équations géodésiques sont identiques, a savoir :

d 1%
% + T uPu? =0, (10.1)

pour la quadrivitesse définie ici par u# = dz*/dX ou A est un parametre affine
quelconque ayant la dimension d’une longueur, paramétrant la trajectoire

3. Pour des raisons astrophysiques, on s’intéresse beaucoup a la dynamique de deux
étoiles & neutrons et/ou trous noirs spiralant 'un vers lautre. En effet ces systémes spira-
lant sont a priori des sources majeures d’ondes gravitationnelles (i. e. des perturbations
ondulatoire de la métrique) comme expliqué plus haut. On tente encore aujourd’hui de
détecter directement sur Terre ces ondes gravitationnelles par interférométrie (expériences
LIGO et VIRGO, opérationnelles, ainsi que le projet LISA, qui semble pour le moment
abandonné).
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xt(N) = (t(N), (M), 0(N),p(N)) de la particule test dans les coordonnées de
Schwarzschild (¢,r,0, ¢). La seule différence entre les particules massives et
sans masses tient a la normalisation différente du carré de la quadrivitesse.
Dans la suite nous utiliserons plutot la forme alternative — en indices bas —
de I’équation des géodésiques? :

1
@:5@%ﬂ%ﬁ (10.5)

Ici un point marque une dérivée par rapport a A. Cette forme de I’équation des
géodésiques est tres commode dans le cas ou la métrique g, ne dépend pas
de certaines coordonnées. Si par exemple elle ne dépend pas de la coordonnée
temporelle 2°, ¢’est-a-dire si dyg,,, = 0, alors on obtient immédiatement que
Zo = 0 et donc que &y = cst est une constante du mouvement. La métrique
de Schwarzschild ne dépend ni du temps ¢, ni de 'angle azimutal ¢. Par
conséquent le probleme est déja a moitié résolu : il existe deux constantes,
notées —k (le signe négatif est conventionnel ici) et L, telles que uy = ug = —k
et uy = L. Noter que ug = go,u" = goou” puisque la métrique est diagonale,
de sorte que I'on a (u® = cf par définition) :

(1—%%>i:k (10.6)

r

ou l'on a pris G = ¢ = 1 pour simplifier 1'écriture (k est sans dimen-
sion, puisque A est choisi de la dimension d’une longueur). On rétablira les

4. Cette formule se démontre a I’aide du chapitre 7. En section 7.6, nous avons vu que
la géodésique est la courbe qui transporte parallelement a lui-méme son vecteur tangent.
Au lieu de calculer du/d\ = 0 en indices haut (cf. Eq. (7.52)), on peut le calculer en
indices bas. Le plus simple est de procéder ainsi : du/d\ = u”0,u. On utilise I’équation
Eq. (7.31) et le fait que la connexion est compatible avec la métrique (V,gop = 0). Alors
on a

dpu = (Vyu')e, = (V,u,) e = (u, — szuau”) et (10.2)

Comme on a u?0,u, = du,/dX\, on trouve I'équation des géodésiques en indices bas :

Du du
D; = d—; =TI uau” =0 (10.3)

En exprimant le symbole de Christoffel, on trouve

% = [stau’ = % (0ugas + Oagup — Opgua) uu” (10.4)
Les deux derniers termes s’annulent entre eux par symétrie du calcul sur les indices a et
B, et on trouve le résultat souhaité. Une autre fagon de procéder est simplement d’abaisser
les indices de ’équation des géodésiques en indices haut. Cependant, ce faisant, il faut
prendre garde que du,/d\ # g,,duf /d\! (Savez-vous pourquoi?). Il faut introduire un
terme correctif, et finalement obtenir le bon résultat.
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constantes dimensionnées & la fin du calcul. De méme, on a ugs = gseu®, soit
donc .
r?sin® f¢ = L. (10.7)

L’équation sur 6 donne (attention a l'indice bas!)

d d d . . )
g = v (up) = o5 (g00u”) = - (7“20) = r20 + 2r76

et donc, en divisant par r? :

0+ 27“_9 — sin f cos 6 ¢, (10.8)
r

dont une solution évidente est § = /2. (Par isotropie de la solution, on peut
toujours changer les axes du SC afin que le mouvement se fasse dans le plan
équatorial d’équation 7/2). Quoiqu’il n’est pas prouvé ici que c’est la seule
solution, il se trouve que cela est le cas [6, Chp. 7], et nous retrouvons ainsi le
résultat Newtonien, qui se comprend au mieux comme issu de la conservation
du moment cinétique, et qui veut que les mouvements orbitaux soient plans.
Dans la suite nous prendrons donc § = /2. L’équation pour 1’évolution de
la distance radiale r peut aussi étre déterminée a partir de Eq. (10.5). Ce-
pendant il est plus simple d’utiliser I'intégrale premiere du mouvement qui
nous est fournie par le fait que le carré de la quadrivitesse est constante. Ici
I’analyse se scinde en deux, selon que 'on étudie des particules sans masses,
pour lesquelles on a nécessairement ® w,u = 0 tout le long de la trajectoire
(géodésiques de genre lumiere, ou null geodesics, voire < géodésiques nulles ),
ou que l'on étudie des particules massives qui suivent des trajectoires de type
temps (timelike geodesics), c’est-a-dire qui satisfont u,u* = —1, lorsque le
parametre affine est choisi de facon a coincider avec la I'intervalle le long de
la trajectoire : u* = dx*/(cdr). En effet, avec un tel choix pour le parametre
affine A = ¢7 (que nous prendrons par la suite dans le cas de particules mas-
sives), on a g, utu” = (g detda”)/dr? = ds*/c*dr? = —1 (¢f. Eq. (5.34)).

Un calcul direct a l'aide de la métrique de Schwarzschild Eq. (9.6) fournit

5. Rappelons que cela provient de la relativité restreinte. Avec A le parametre affine le
long de la trajectoire, on a u,u” = gwda:“dx”/d)?. Or on a vu en relativité restreinte que
les photons obéissent a 1’équation tensorielle g, dz"dx” = 0, qui, étant vraie localement,
doit étre vraie partout le long de la trajectoire en espace courbe, du fait du principe
d’équivalence — ou si 'on préfere, du fait que ’espace est localement Minkowskien en tous
points.
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alors ’équation radiale :

OM\ . oM\ ! . .
uut = — (1 - —> 2+ (1 — —) 72 4+ 1262 4 12 sin 0¢*
T T
—k* 7 L?
= 0 ou —1

ou 'on a utilisé les deux lois de conservation Eqgs. (10.6) et (10.7), ainsi que
0 = 7 /2. Par ailleurs on a pris pour simplifier G = ¢ = 1. Dans les sections
suivantes, nous étudierons tour a tour les orbites des particules massives puis
non massives.

10.2 (Géodésiques de genre temps

10.2.1 Equations du mouvement et potentiel effectif

Equations du mouvement. Fort de la section précédente nous savons
que toute particule massive libre a un mouvement donné par les équations

suivantes :
2GMY\ .
(1 i~ ) ct =k (10.10)
r’p =L (10.11)
0=m/2 (10.12)
2GM  L* 2GML?
-2 2
r — 7“02 ‘f‘ﬁ—w—k} —1 (1013)
ou l'on a simplifié u? = —1 en utilisant Eq. (10.10), et 'on a réintroduit les

constantes dimensionnées (on notera avec Eq. (10.7) que L a la dimension
d’une longueur). On rappelle que le point dénote une dérivation par rapport
a cr, de sorte que 'on peut aussi écrire I’équation radiale sous une forme
plus suggestive, en divisant par deux, et en multipliant par la masse m de la
particule massive :
2 2 2 2

@(ﬁ) _GMm+mC _ GMmC :mc2u (10.14)

2 \dr r 2r2 r3c? 2
ou l'on a définit également C' = L X ¢, de sorte a retrouver la constante
des aires rencontrée dans les lois de Képler de la gravitation Newtonienne
(chapitre 3, section 3.4). On vérifiera a titre d’exercice 'homogénéité de la

formule précédente, en notant que C' s’exprime en m?.s~ L.
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Interprétation. Hormis le fait que 1'on dérive ici par rapport au temps
propre le long de la trajectoire, et aussi le fait que la coordonnée radiale
r dans la géométrie de Schwarzschild n’indique pas la distance physique
(c’est-a~dire, mesurée) au corps central (cf. chapitre 9, section 9.2), la for-
mule ci-dessus est relativement limpide physiquement puisqu’elle coincide
presque avec l’équation radiale Newtonienne rencontrée au chapitre 3. En
effet, on reconnait dans les trois premiers termes de Eq. (10.14), respective-
ment, < ’énergie cinétique radiale >, puis le couplage au potentiel Newtonien
—GM/r (liée a la force centrale), et enfin < I’énergie de rotation autour du
corps central > (liée a la force centrifuge die a la rotation, si C' # 0). On
comparera donc a profit I’équation Eq. (10.14) avec I’équation Newtonienne
Eq. (3.12). Cela permet de constater que le quatrieme terme de Eq. (10.14),
a savoir :
GMmC?
r3c2

est nouveau, en revanche. Sans surprise, il doit donc s’annuler dans la limite
Newtonienne, . e. avec ¢ — o00. Clest effectivement le cas, puisque C =
r2pc = r2de/dr — r2d¢/dt est fini dans la limite ¢ — co. Ce nouveau
terme est donc une correction relativiste, en général négligeable en champ
gravitationnel faible, mais qui domine largement les autres termes a petit
rayon 7, ou encore en champ fort, du fait de la dépendance en 1/r3. Cela a
pour effet de changer totalement les comportements possibles des orbites a
petit rayons (si C' # 0), comme nous allons le voir. On voit plus précisément
que ce terme est négligeable par rapport au second terme (couplage a la
gravitation), ssi

GMmC?  GMm  ré
o < & —<K1
ric r c
c’est-a~dire quand la vitesse orbitale est négligeable devant celle de la lumiere.
Par ailleurs cette correction en forme de force centripete reste négligeable par

rapport au terme centrifuge Newtonien (troisieme terme), ssi :

GMmC? < mC? GM < 1 S
IEN —er>r
r3c2 272 rc? 2 o

c’est-a~dire loin de I’horizon. Proche de I'horizon, par conséquent, ce nou-
veau terme centripete domine; en conséquence le trou noir capte toutes
géodésiques s’aventurant trop pres de I'horizon, cf. plus bas.

Potentiel effectif. La comparaison avec I’équation Newtonienne et 1’exis-
tence d’une énergie mécanique conservée (voir Eq. (3.13)) nous suggere d’in-
troduire I'énergie totale de la particule. Il faut cependant distinguer 1’énergie
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newtonienne (cinétique plus potentielle) de la notion correcte d’énergie rela-
tiviste (énergie de masse plus cinétique plus potentielle). D’apres les lois de
la relativité restreinte, I’énergie de la particule test s’identifie a £ = —py =
—mug = mk (avec ¢ = 1). Puisque k est sans dimension, on rétablit la
constante ¢ dans le calcul avec k = E/mc?, ou E est donc I'énergie (relati-
viste) conservée. Remarquons que le membre de droite de 'équation (10.14)
correspond manifestement a une énergie cinétique plus potentielle, de sorte
qu'il s’agit en fait de I’énergie Newtonienne© (elle aussi conservée, puisque k
est constant), et que on peut écrire Ex = mc?(k* —1)/2 = mc*(E* —1)/2.
Pour simplifier le traitement & venir, nous choisissons m = 1 par la suite, les
résultats ne dépendant pas, de toute fagon, de la masse m du corps en orbite.
L’équation radiale peut alors s’écrire sous la forme suivante, analogue au cas
Newtonien, avec m =1 :

1 (dr\?
En = 3 (E) + Ver(7) (10.15)
et pour un potentiel effectif (régissant la dynamique de la variable ), donné
par , ,
ey - -G, €2 _ e
r 2r ric
L’étude de ce potentiel effectif fournit alors toutes les informations qualita-
tives que 1’on peut souhaiter avoir sur le mouvement d’une particule massive
en orbite autour d’un corps. Disposer de solutions analytiques est cependant
plus difficile dans le cas général, du fait du terme en 1/r3.

(10.16)

Formules de Binet appliquées au cas relativiste. Le traitement ana-
lytique que I'on vient d’évoquer sera toujours plus aisé via le méme change-
ment de variables que celui effectué en théorie Newtonienne, et qui consiste
a résoudre 'équation différentielle pour la variable u = 1/r en fonction de
¢. Nous obtenons ainsi la généralisation relativiste des formules de Binet
rencontrées dans le cas Newtonien.

On dérive d’abord 'intégrale premiere Eqs. (10.15) et (10.16) par rapport au

temps propre (ce qui élimine 1’énergie conservée), puis, a 'aide des formules

de Binet Egs. (3.14, 3.15) rencontrées au chapitre 3, on montre que I’équation
des orbites massives est donnée par

GM  3GMu?

U+ u= o + z (10.17)

6. On vérifiera en effet, avec E? = p?c? +m?c? que 'on a Ex = p?/2m qui est I'expres-
sion de I’énergie en théorie non-relativiste.
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ol le prime note une dérivée par rapport a ¢. A nouveau, I’équation relativiste
coincide avec ’équation Newtonienne Eq. (3.16) a I'exception d’un nouveau
terme (non-linéaire) qui empéche de disposer d’une expression analytique
pour le mouvement orbital.

Dans les sous-sections suivantes, nous résolvons d’abord exactement le cas de
la chute libre radiale, puis étudions qualitativement les orbites non-radiales a
I’aide du potentiel effectif. Nous montrons finalement une solution approchée
de la formule de Binet, et qui montre la précession du périhélie des orbites
liées; cela permet de tester la théorie sur le mouvement de Mercure, par
exemple.

10.2.2 Cas particulier de la chute libre radiale

Dans ce cas, on a C = 0. L’équation radiale est alors, simplement (cf.
Eq. (10.14)) :
1 /dr\*> GM  ,(k?—1)
(=) — = 10.1
2 (dT) r ¢ 2 (10.18)

Dans la suite nous nous contenterons d’étudier, pour simplifier, le mouvement
d’une particule test lachée depuis 'infini et sans vitesse initiale dans le trou
noir central. C’est donc la trajectoire caractérisée par k* = 1 (ou si on veut
E = mc?® ou encore £y = 0), au vu de I'équation précédente. L’équation se
simplifie donc en

dr\®  2GM
- = 10.19
( dr ) r ( )
On note d’ailleurs, en dérivant, que cela s’écrit aussi ¥ = —GM /r? précisément

comme en gravitation Newtonienne, aux nuances évoquées dans la section
précédente (dérivée par rapport au temps propre et r qui ne donne pas la
distance physique). Nous avons, pour une trajectoire tombant vers le trou
noir (signe —) :

= — et —=(1-= (10.20)

dr r dr r

On en déduit notamment, en intégrant la premiere équation, que le temps
propre écoulé A7 entre un rayon initial r; et final r; est donné par

2 3/2 3/2>
T=——|\r'"—r 10.21
3v2GM ( ' / (10.21)

de sorte que la durée propre cumulée ne diverge effectivement pas a la tra-
versée de 'horizon (et jusqu’a la singularité), comme annoncé au chapitre

dr 2GM dt ( rs)—l
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9. C’est le point principal que nous voulions démontrer ici. Il est possible
de résoudre complétement le mouvement radial dans les coordonnées (ct, r),
voir par exemple [5, p. 211]. Cela permet de montrer & nouveau que t — 0o
sir —rg.

10.2.3 Orbites non-radiales

Nous montrons ci-contre le graphe du potentiel effectif donné en Eq. (10.16),
ou le rayon est tracé en unités de M (on prend M =1,G = 1,c =1, c’est-a-
dire encore que r = 3 signifie r = 3GM/c?, etc.). Dans ces unités, C' a aussi
la dimension d’une longueur et donc d’une masse. Comparons d’abord le cas
Newtonien au cas relativiste, cf. Fig. (10.1).
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F1GURE 10.1 — Potentiel effectif pour le mouvement orbital d’une particule-
test : cas Newtonien (en bleu) et cas relativiste (en mauve). Ici C' = 400M,
en unités naturelles.

Les deux potentiels coincident a grande distance du corps central, comme
attendu. A faible distance en revanche, la barriere de potentiel Newtonienne
(VNewt(r) — o0 si r — 0) s’affaisse dans le cas relativiste, puisque V' —
—oo en r — 0. La ou, en théorie Newtonienne, il est impossible a un
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corps possédant un moment cinétique de tomber sur le corps central supposé
ponctuel, cela devient possible en relativité générale, a énergie suffisamment
grande. Il faut comprendre ici, a énergie radiale initiale suffisamment grande
par rapport a celle du moment angulaire, c¢’est-a-dire que c¢’est surtout fonc-
tion de la direction initiale de la particule-test : plus la trajectoire initiale
est quasi-radiale initialement, plus il devient aisé de franchir la barriere de
potentiel. Plus on passe prés du trou noir, plus il est probable de se faire
capturer par ce dernier; la section efficace d'un trou noir est donc typique-
ment plus grande que sa surface. Autrement dit encore, le trou noir capte
irrémédiablement certaines trajectoires géodésiques timelike non-radiales .

Si nous tracons maintenant seulement le potentiel total relativiste, et faisons
varier C, alors nous obtenons le faisceau de courbes suivant, cf Fig. (10.2).
Plus la constante des aires est élevée, plus le moment cinétique est élevé, et

0.05+-

10 15 20

-0.05+-

-0.10 -

-0.15+

FIGURE 10.2 — Potentiel effectif pour le mouvement orbital d’une particule-
test, cas relativiste. Ici C' varie régulierement de 3M (courbes supérieures) a
4.5M (courbes inférieures), en unités naturelles.

par conséquent, plus la barriere de potentiel est haute. Cela est naturel au vu
de la discussion précédente sur la captation par le trou noir de géodésiques

7. Tant que l'on n’est pas passé sous rg = 2G M, on peut toujours activer un moyen
quelconque de propulsion pour échapper au trou noir, mais alors, on ne suit plus une
trajectoire géodésique ; ici nous parlons uniquement des trajectoires géodésiques.
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quasi-radiales mais non radiales. Outre le fait, clair analytiquement, que V' —
—oo pour r — 0 (et non plus V' — oo comme dans le cas Newtonien), nous
notons d’autres points intéressants sur ce graphe.

Cas particulier des orbites circulaires. Sur les courbes supérieures, il
existe deux points pour lesquels la dérivée du potentiel s’annule : il y a un
minimum sur la partie droite (peu visible ici), et un maximum au sommet
de la barriere de potentiel. En revanche, pour les courbes inférieures, il n’y
a plus aucun point ou la dérivée s’annule. C’est important car les points ou
V'(rg) = 0 sont les seuls qui autorisent un mouvement circulaire r = 7. En
effet, & partir de Ey = 72/2+ Veg(r), on obtient ¥ = V/3(r) et donc V'(rg) = 0
pour une trajectoire circulaire. Par ailleurs, les maximums locaux V'(r) =0
correspondent a des mouvements circulaires instables, et les minimums a des
orbites stables. On montre que V’(r) = 0 est une équation du second ordre
dont le discriminant est strictement positif si et seulement si C' > 2v/3GM/c,
auquel cas on a deux orbites circulaires

24 2 _ ,.2
_¢ CVTC Sl (10.22)
S

T+

avec ¢ = 1, le signe plus correspondant a l'obite circulaire stable, le signe
moins & lorbite instable. On note que ry > C?/rg > 3rg en utilisant
I'inégalité ci-dessus. Les seules orbites circulaires stables ont donc r > 3rg =
6M . De méme, on montre que les orbites circulaires instables vont de r_ =
3M ar_ = 6M. Finalement, il n’y a pas d’orbites circulaires du tout (discri-
manant négatif) en dega de r = 3M = 3rg/2. On note que r = 3M est aussi
le point ou la force liée au moment angulaire,

2 M 2
_v(c G c)

272 r3c2

change de signe et devient centripete (r < 3M) au lieu de centrifuge.

10.2.4 Précession du périhélie de Mercure

L’équation du mouvement Eq. (10.17) contient, comme on I’a vu, un terme
supplémentaire, non-linéaire, par rapport au cas Newtonien. Comme nous
allons le voir rapidement, cela implique que les orbites fermées, qui sont
des ellipses en théorie Newtonienne, deviennent non elliptiques en relativité
générale. En fait, au premier ordre, les trajectoires fermées sont des ellipses
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dont le grand axe tourne sur lui-méme, de sorte que la trajectoire d’un sa-
tellite dessine pour ainsi dire une sorte de rosace.

L’équation Newtonienne du mouvement

GM
02

u//+u:

(10.23)

a pour solution uy = GM(1 + ecos®)/C? ou 0 < e < 1 est Pexcentricité
de l'orbite. Dans le cas ou la perturbation induite par le nouveau terme est
petite (du fait du 1/¢?), nous cherchons une solution perturbée de la forme
u = uy + ou. Cela revient en fait a calculer la premiere perturbation dans un
développement en puissances de 1/¢, ce qu’on appelle aussi un développement
post-Newtonien. Le calcul montre alors que du satisfait

3G3M3
C4c2

dont la solution (voir [5, Chp. 10]) est de type

3173
5u:(9(1>—1—3GM X ep cos ¢

ou" + du = (1+ €®cos® ¢ + 2ecos ¢)

c? C4c?

ol le premier terme est donc négligeable par rapport au second, puisqu’il est
certes lui aussi 1/c?, mais cumulatif en ¢. Si 'on ne retient que ce terme,
alors on montre que la solution de Eq. (10.17) est, au premier ordre en 1/c?
et en e :

GM

02
comme on pourra le vérifier directement. Ici a = 3G?M?/(C?*c*) < 1. On
voit alors que l'orbite est périodique mais de période 27 /(1 — «), supérieure
a 2m. Cela implique la précession du grand-axe, qui se décale d'un angle
¢ = 27/(1 — o) — 27 ~ 27 & chaque révolution (dit autrement c’est par
exemple le décalage angulaire de la position de aphélie (r = 7,y ) apres une
révolution). En utilisant finalement un résultat Newtonien liant la constante
des aires a ’excentricité de 'orbite e et au demi grand-axe a,

U= (14+ecos((1—a)p)), (10.24)

02

‘T oM -

on obtient finalement la formule de la précession du périhélie :

orGM 3r rg
= = = 10.2
09 a(l—e?)c2 1—-¢€%a (10-25)
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L’effet est donc d’autant plus grand que l'orbite est petite et que I'excentricité
est grande. Le candidat idéal pour tester cette formule est donc la planete
Mercure, a la fois la plus proche du Soleil et avec en plus une excentricité assez
grande : e =~ 0.2. Les calculs précis montrent que la précession du grand-axe
diie aux corrections relativiste vaut théoriquement ~ 43.03 secondes d’arc
par siecle, ce qui correspond effectivement a la valeur observée de 43.1 £ 0.5
[5, Chp. 10], une fois que l'on a retiré des corrections provenant d’autres
effets (précession des équinoxes et perturbation de l'orbite de Mercure par
les autres planetes). C’est 'un des succes historiques majeurs de la relativité
générale, puisque 'anomalie de I'orbite de Mercure était connue depuis la
seconde moitié du 19eme siecle, mais inexpliquée avant la découverte du
résultat ci-dessus, publié par Einstein en 1915.

10.3 Géodésiques de genre lumiere

Equations du mouvement. A partir de Eq. (10.10), nous obtenons

2GMY .
(1 - ) o=k (10.26)
r2p =L (10.27)
0 =m/2 (10.28)
L? 2GMIL?
-2 _ 1.2
P - =k (10.29)

pour les géodésiques de genre lumiere, ou le point est une dérivation par
rapport a un parametre affine A, homogene a une longueur, et qui ne peut
étre le temps propre ou l'intervalle dans ce cas-la, puisqu’il est nul; et k est
sans dimension. De la méme fagon que dans le cas massif, on peut tracer et
étudier le potentiel effectif. Enfin, dans les variables de Binet, 1’équation de

la trajectoire devient :

M 2
W= BG—QU7 (103())
C

a comparer au cas des trajectoires massives Eq. (10.17).

10.3.1 Géodésiques radiales et circulaires

Les géodésiques radiales ont déja été étudiés et discutées au chapitre 9, les tra-
jectoires étant données par I’équation Eq. (9.13). On peut ajouter a cela que
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la solution du rayon vecteur en fonction du parametre affine est tres simple :
pour une trajectoire radiale, I’équation du mouvement devient simplement
(prendre L = 0 dans Eq. (10.29)) 7 = +k, de sorte que le parametre affine
écoulé entre un point initial quelconque et le moment ou le photon tombe
sur la singularité (en passant par I’horizon) est fini, mimant le résultat sur
la chute libre radiale de particules massives.

Existe-t-il maintenant des orbites circulaires pour les photons? Cette ques-
tion peut sembler surprenante, et pourtant la réponse est oui! En effet, il
suffit de poser u = cst dans I’ Eq. (10.30) pour trouver que des photons
peuvent avoir une trajectoire circulaire en r = 3G'M/c?. Pour cette raison,
on parle de la sphere de photons, ou photon sphere en anglais. En revanche
ces orbites sont instables (comme on le verrait en tracant le potentiel effec-
tif), de sorte que 'effondrement gravitationnel d’un trou noir (exactement
dépourvu de moment angulaire ou de charge électrique, ce qui est déja une
idéalisation) ne conduit sans doute pas a peupler de fagon significative la
sphere de photons, qui a des lors une existence surtout théorique.

10.3.2 Déflexion de la lumiere

Nous terminons ce chapitre par le calcul de la déflexion de la lumiere par
un potentiel central, et 'appliquons au cas de la déflexion de la lumiere en
incidence rasante aupres du Soleil. Le calcul est assez simple. Puisque nous
cherchons l'angle A¢ entre les deux asymptotes a la trajectoire (hyperbo-
lique) du photon, nous cherchons d’abord I’expression de d¢/dr. Nous avons
do/dX et dr/d\ dans les équations précédentes Eqs. (10.28) et (10.29). No-
tons d’abord que I'on peut exprimer la valeur de k£ de Eq. (10.29) en fonction
de la distance minimale d’approche du rayon lumineux par rapport au corps
central, rq, tel que o = 0. Alors on a

2
L2 <1 i TS) _ k2

L2 L2
7;2:_2(1_7»_5)__2(1_7»_5)
3 To r r

Alors on a, en utilisant aussi Eq. (10.28), et apres simplifications

% _ % _ % [(:—0)2 (1 _ ;—i) _ (1 _ %S)] o (10.31)

de sorte que
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Par symétrie du probleme autour de ry, 'angle de déflexion s’exprime alors
comme A¢ = 2(¢(00) — ¢(rg)) — 7, soit donc

A¢ = 2/:% [(%)2 (1 - :—;q) - (1 - 7"75)]1/2 - (10.32)

de maniere exacte. On peut maintenant développer cette expression au pre-
mier ordre en 1/c?. Cela donne un premier terme Newtonien

ood 2 —1/2
[ SR -
0 r TO

et une correction relativiste
5 /°° dr  (r* +rrog+ 7“8)7“5 _ 2rg
,

o T 27‘7’0(7“—1-7’0)\/? "o
0

Dans le cas d'une lumiere rasant la surface du Soleil, g = R, (le rayon du
Soleil), et dans ce cas, la déflexion vaut, au premier ordre,

_iGM
N R@CQ

Ad (10.33)

qui s’évalue numériquement a 1.74 secondes d’arc, en tres bon accord avec
les observations.



Quatrieme partie

Cosmologie relativiste



Chapitre 11

Modeles d’Univers homogenes
et isotropes

Le lecteur trouvera peut-étre utile de relire a ce stade la section sur la cosmo-
logie Newtonienne (Section 3.6). Dans ce chapitre, nous revenons d’abord sur
les principes de la cosmologie relativiste. Nous décrivons ensuite la géométrie
puis la dynamique des Univers homogenes et isotropes. Les observables et la
détermination des parametres cosmologiques sont discutés au chapitre sui-
vant.

11.1 Principes de la cosmologie

Comme nous 'avons vu dans les premiers chapitres, le contenu de 1’Univers
est structuré de facon complexe. Afin d’étudier la dynamique de I’Univers
dans son ensemble, il est nécessaire de simplifier (considérablement) ’analyse
en empruntant des raccourcis qu’il s’agira de justifier a posteriori'. Nous
avons vu que I’Univers semblait relativement homogene a tres grande échelle
(> 100 Mpc), et que ses propriétés ne semblaient pas dépendre de la direction
de 'observation. Il est alors naturel de supposer que cela ne nous est en rien
spécifique (c’est le principe copernicien qui demande que nous n’occupions
pas une place privilégiée dans 1'Univers), de telle sorte que 1'on est amené
a supposer que I’Univers doit étre isotrope en tous points, ce qui implique
alors qu’il est nécessairement homogene. Dans ce cadre I’'Univers ne peut étre
rempli que de divers fluides de densités uniformes dans l'espace. On parle

1. C’est une tache difficile qui n’est pas encore menée a son terme aujourd’hui, cf.
ci-dessous
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aussi du principe cosmologique. 11 a deux versions : le principe cosmologique
fort, qui demande que les propriétés de I’Univers soient identiques pour tous
les observateurs, ce qui requiert homogénéité et isotropie dans l’espace, et
homogénéité dans le temps, 7. e. un Univers uniforme et statique. Cette
piste étant depuis longtemps abandonnée, on arrive au principe cosmologique
faible, qui demande que les propriétés de I’Univers soient indépendantes de la
position spatiale des observateurs, . e. qui requiert homogénéité et isotropie
de 'espace.

Ce principe est bien entendu une idéalisation a laquelle il ne faut pas accorder
trop de sens philosophique 2. Localement, I'Univers n’est manifestement pas
isotrope et homogene (cf. systéme solaire par exemple), mais on peut envisa-
ger que cette description puisse permettre de comprendre en partie le cosmos
aux grandes échelles, en oubliant la structuration complexe de la matiere et
en la modélisant par un fluide dont la densité uniforme est calculée par un
processus de moyennisation.

Ce cours ne se penchera pas sur les aspects historiques de la cosmologie et
de ses pionniers, mais il n’est pas inutile de rappeler cependant que ces hy-
potheses ont été faites (par Einstein lui méme deés 1917, puis Friedmann,
Lemaitre, et autres) avant méme de savoir ce que contenait réellement 1’Uni-
vers, sans la connaissance non plus que I'Univers était en expansion. Ainsi
Einstein cherchait — justement — une solution décrivant un Univers statique
(ce qui I’a amené a introduire la constante cosmologique A). Le principe cos-
mologique a servi a I’époque de guide heuristique pour établir des modeles
d’Univers.

Le point de vue moderne est désormais completement opposé : il s’agit
dorénavant de comprendre pourquoi le principe cosmologique est si efficace
pour décrire I’Univers observable, alors que 1’on sait de nos jours que I’Univers
est fortement inhomogene depuis plusieurs milliards d’années. Ainsi un point
central est le fait que 1’évolution dynamique ne commute pas avec le processus
de moyennisation décrit plus haut. On peut démontrer que moyenner la dis-
tribution de matiere et la laisser évoluer (c’est ce que I'on fait implicitement
dans les modeles homogenes et isotropes), ou bien laisser évoluer une distri-
bution de matiere non homogene puis la moyenner ne sont pas des procédures
équivalentes pour 'histoire de 'expansion de I’Univers. Malgré tout, le succes
des modeles homogenes et isotropes est indiscutable, et cela provient en par-
tie du fait que 1I’'Univers primordial était effectivement tres homogene, comme
le démontre I'analyse du CMB. Ainsi, 'influence des inhomogénéités ne peut
étre importante que dans 1’Univers tardif, apres la formation des structures

2. En tout cas dans la cosmologie moderne.
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(i. e. apres environ un milliard d’années). La quantification précise de ces
effets, a la fois sur I'expansion de I’Univers a proprement parler, et sur les
observables (i. e. la propagation de la lumiere), est cependant délicate. Cest
un sujet tres actuel et tres actif, et d’autant plus pressant que nous entrons
dans une phase de cosmologie de précision ou les observations sont de plus
en plus fines, de sorte que les imprécisions de mesure sont peut-étre déja?
en deca des erreurs systématiques, notamment de celles qui proviennent de
I'interprétation de ces données dans le cadre théorique de la cosmologie ho-
mogene qui, malgré son succes, est cependant inexacte.

11.2 (Géométrie des modeles homogenes et iso
tropes

Nous allons voir que I’homogénéité et 'isotropie restreignent considérablement
la forme de la métrique. Il y a plusieurs maniere d’arriver a cette métrique.
Nous en proposons une parmi d’autres ici®. (Il existe des démonstrations
purement mathématiques et rigoureuses).

11.2.1 Systéeme de coordonnées synchrones et como-
biles

Le contenu d’un tel Univers ne peut étre quun (ou plusieurs) fluides par-
faits de densité et de pression uniformes dans ’espace, mais pouvant évoluer
dans le temps. Les équations p = cste et p = cste doivent donc définir des
hypersurfaces globales 3 (i. e. des espaces a trois dimensions) de genre es-
pace. L’espace-temps M doit étre feuilleté par ces hypersurfaces et a donc
la topologie M = ¥ x R. Autrement dit ces équations définissent une notion
naturelle de simultanéité globale : I’ensemble des points d'une hypersurface
p = cste ont pour coordonnée un certain temps commun ¢, que 1’on appellera
le temps cosmique (ou temps cosmologique).

Il faut comprendre que I’Univers ne peut pas paraitre isotrope pour tous les
observateurs. Considérons par exemple le CMB qui est un fluide de photons.
Si 'on se déplace par rapport a ce fluide, alors on voit un bain de photons
qui est décalé vers le bleu (blueshift en anglais) devant nous, et décalé vers

3. 1l s’agit d’une question ouverte.
4. Une méthode consistant a utiliser ’équation de conservation V,T*” = 0 pour le
fluide cosmique est également tres élégante.
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le rouge (redshift) derriere nous, au lieu d’observer des propriétés similaires
dans toutes les directions®. Afin de pouvoir exploiter la propriété d’isotropie
il nous faut donc I'appliquer a des observateurs privilégiés qui sont liés au
fluide, c’est-a-dire qui sont comobiles avec le fluide. On les appelle aussi en
cosmologie les observateurs fondamentaux. En fait les éléments infinitésimaux
du fluide coincident avec ces observateurs.

Il est alors naturel de chercher a introduire un systéeme de coordonnées
adapté, comobile, c’est-a-dire dans lequel chaque élément infinitésimal de
fluide a des coordonnées (z', x%, x®) constantes dans le temps. En particulier,
la quadrivitesse des éléments de fluide doit valoir u* = (u”,0,0,0) dans ce
SC. On va par ailleurs chercher un SC tel que le temps propre de tous ces
observateurs soit égal entre eux, c’est-a-dire de telle sorte que les horloges
de tous les éléments de fluide marchent au méme rythme et indiquent toutes
le méme temps t (le temps cosmique introduit plus haut). On parle de coor-
données — ou de jauge — synchrones. Ainsi on veut imposer dr = dt, de sorte

que v’ =dt/dr = 1.

Mais un tel systeme de coordonnée existe-t-il? Les éléments de fluide sont
libres et suivent des géodésiques. Il nous faut donc trouver un SC dont la
métrique admet u* = (1,0,0,0) pour géodésiques. En écrivant I’équation des
géodésiques on trouve alors

i’ + Ty =0 (11.1)
i 4 Thy =0 (11.2)

oll 'on a utilisé u* = 0 et u = 1. Par ailleurs u° = 0 et @’ = 0, et on doit
donc avoir T, = T, = 0 dans tout SC comobile et synchrone. On montre
que ces équations sont satisfaites si go; = 0, ¢% = 0, et gop = —1, comme on
pourra le vérifier. La métrique en coordonnées comobiles synchrone produit
donc I'élément de longueur suivant

ds* = —c*dt* + gy;dx'da? (11.3)

qui est adapté a I’étude des Univers homogenes et isotropes dont la topologie,
on l’a vu, est 2 xR, ce qui est manifeste dans 1’élément de longueur ci-dessus.
Il faut noter que 'homogénéité et l'isotropie spatiale n’ont pas encore été
imposées a ce stade. En revanche, ce qu’on a fait est de définir un SC adapté
a la topologie de l'espace-temps et dans lequel on peut requérir de fagon

5. C’est d’ailleurs le cas du CMB tel qu’on I'observe depuis la Terre : 1la Terre se meut
dans le CMB et on voit donc un dipdle blueshift /redshift dans le CMB; il faut soustraire
ce dipole pour observer un CMB quasiment isotrope, aux fluctuations primordiales pres,
qui sont de l'ordre de 107° en valeur relative.
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non-ambigué ces propriétés. Il apparait en effet qu’il suffit maintenant de
demander que la métrique purement spatiale g;; soit homogene et isotrope,
c’est-a~dire aussi que les hypersurfaces ¥ soient mazimalement symétriques.

11.2.2 Métrique FLRW

Comme cela a été vu en TD, cette analyse restreint alors les formes possibles
de la métrique g;;, et 'on obtient les métriques de Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker, ou FLRW. Ces trois métriques possibles sont données
par

2

1—Ekr?

ds* = —c*dt* + a(t)* ( + TQdQQ) (11.4)

avec k = +1, k = 0, ou k = —1, et d*Q = db? + sin® #d¢?. Les hyper-
surfaces spatiales sont respectivement sphériques, plates, et hyperboliques.
Ces métriques décrivent donc respectivement un Univers sphérique, fermé,
de volume fini et sans bords, un Univers plat et infini, et un Univers ou-
vert et infini. La géométrie de ces espaces a été davantage étudiée en TD.
La métrique est ici écrite en coordonnées sphériques (¢,7,6, ¢), avec r sans
dimension, tandis que a(t), le facteur d’échelle (cf. Section 3.6), décrivant
I’expansion des sections spatiales, a la dimension d’une longueur. Ce sont
des coordonnées comobiles de telle sorte quune galaxie, par exemple, qui
a pour coordonnées (1,6,¢) a un instant donné, a encore ces mémes coor-
données a un instant ultérieur indépendamment de l’expansion de 1’Univers,
pour peu en tout cas que cette galaxie n’ait pas de vitesse particuliere par
rapport aux fluides cosmiques (c’est-a-dire, essentiellement, le CMB).

Un changement de variable amene 1'élément de longueur sous une forme
alternative que nous utiliserons également dans la suite :

ds* = —c*dt® + a(t)? (dx* + Sk(x)*d*Q) (11.5)
avec
Sp(x)=sinxy si k=1
Se(x) = x si k=0
Sk(x) =sinhy si k=-1 (11.6)

Notons que dans le cas plat (k = 0) on peut aussi utiliser des coordonnées
cartésiennes avec un élément de longueur équivalent donné par

ds® = —2dt* + a(t)2 (dx2 +dy? + dzz) (11.7)
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Par la suite nous utiliserons aussi le facteur d’échelle réduit, adimensionné,
normalisé par sa valeur aujourd’hui : on pose ay = a(ty) avec ty l'instant
présent, puis

a(t) = —= (11.8)

ap

de sorte que a(ty) = ao = 1. Dans la suite nous poserons également ¢ = 1,
c’est-a~dire que nous travaillerons dans un < systeme d’unités relativistes >
ou l'unité de longueur est par exemple une seconde-lumiere si I'unité de temps
est d’une seconde, etc.

11.3 Dynamique des modeles FLRW

La métrique FLRW ne dépend que de la fonction inconnue a(t), le facteur
d’échelle décrivant I’expansion des sections spatiales, i. e. I’évolution de I'ex-
pansion de I'Univers. La dynamique de cette fonction est trouvée en écrivant
I’équation d’Einstein pour la métrique FLRW, et en spécifiant le contenu en
énergie-impulsion. Dans un premier temps, nous donnons la forme des sym-
boles de Christoffel, puis du tenseur de Ricci et du scalaire de courbure, et
enfin du tenseur d’Einstein. Nous obtenons ainsi le membre de gauche de
I’équation d’Einstein. Nous décrivons ensuite le contenu en matiere par un
fluide parfait, et nous introduisons une notion assez centrale (en cosmolo-
gie) d’équation d’état du fluide. Les équations d’Einstein prennent alors une
forme simple, connue sous le nom d’équations de Friedmann, et qui sont les
principales équations dynamiques de la cosmologie.

11.3.1 Expressions des symboles de Christoffel

De I'expression de I’élément de longueur Eq. (11.4) nous déduisons 'expres-
sion des symboles de Christoffel non-nuls. Le calcul donne (avec ¢ = 1, et un
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point étant la dérivée par rapport au temps cosmique)
= 1 ac]LC 5 Iy, = r’aa Fg(ﬁ = r?sin? faa
— kr
., a ., kr ,
oo== Lw=7"72 bo = —7(1 — kr?)
66 =T sin? (1 — kr?)
0 a 0 1 0 .
Loy = p Iy, = . I'4s = —cosfsind
o _ 4 o _ 1 ¢
F0¢:5 Fd’?":; F¢6:C0t9 (119)

Noter que ces expressions ne sont valables que dans le SC (t,7,0, ).

11.3.2 Expressions des tenseurs de courbure

On en déduit alors les expressions suivantes. Le tenseur de Ricci est diagonal

avec
Ry = -3°,
a
R - 2k + 242 + ad’
1 — kr?
Rog = 7%(2(k + a*) + ad),
R¢¢ = SiIl2 9399.

Le scalaire de courbure vaut

k+a%+ ai
CL2

R=6

Y

et le tenseur d’Einstein est diagonal avec

k+ a?
GOO - 3 2 9
a
a. — _k+d2+2ad7
1 —kr?
G@g = —T2(1€+d2+2ad>,

G¢¢ = SiHQQGQQ,

ol nous rappelons encore que nous avons pris ¢ = 1.

(11.10)

(11.11)

(11.12)
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11.3.3 Contenu en matiere-énergie et équation d’état
Forme du tenseur énergie-impulsion

Dans le cadre de la cosmologie homogene, nous décrirons le contenu en
énergie-matiere de I'Univers par un ou plusieurs fluides parfaits de densités et
pressions p;(t) et p;(t) pour un certain nombre d’indices i. Rappelons qu’un
fluide parfait admet pour tenseur énergie-impulsion :

T = (pi + piC2) utu” + pig"” (11.13)

ou nous rétablissons provisoirement c. Cette expression vaut en tous points
2, et u#(2)) est alors la quadrivitesse d’un élément infinitésimal de fluide
situé en 2*. Dans notre systéme de coordonnées synchrone et comobiles, la,
pression et la densité ne dépendent que du temps cosmique ¢, tandis que
la quadrivitesse est u* = (1,0,0,0), ¢f. Section 10.2.1 ci-dessus. Dans les
coordonnées (t, 7,0, ¢) que nous avons considérées jusqu'ici, il s’ensuit que le
tenseur-énergie impulsion est diagonal et s’écrit, en indices haut, comme :

T = diag (p+ pc® —p,pg” pg”, pg”?)

1— kr?
= diag(pCQ,p i P )

) ) .
a? r2a?’ r2a2sin’ 6

(11.14)

ou nous avons supprimé par commodité I'indice 7. Nous avons calculé le ten-
seur d’Einstein en indices bas, et il nous est donc plus utile d’avoir I’expression
du tenseur énergie-impulsion en indices bas. Le calcul (T}, = g.agu87*", ou
directement, T, = (p + pc?)u,u, + pg,.), donne alors

2
a

T,, = diag (,002, 1_—‘;;2,197“2&2,}97"2&2 sin? 9) (11.15)

dans notre SC. Il suffit ensuite d’écrire terme a terme les équations d’Einstein

G + Agy, = 81GT),, afin de trouver les équations dynamiques pour a(t),

cf. ci-dessous. Avant d’arriver a ces équations cependant, nous introduisons

d’abord la notion d’équation d’état et décrivons plus avant les divers fluides

emplissant notre Univers.

Notion d’équation d’état et exemples importants

La pression et la densité d’un fluide donné sont en général reliées 'une a
lautre par une équation d’état (de nature thermodynamique). L’équation
d’état la plus célebre est celle des gaz parfaits (un gaz parfait est une idéalisation
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d’un gaz réel, décrit comme un ensemble de particules identiques, classiques
(= non quantiques), non relativistes, et sans interaction les unes avec les
autres. La loi des gaz parfait s’écrit, dans une enceinte de volume V' :

pV = NkgT, (11.16)

avec p la pression, N le nombre de particules, kg est la constante de Boltz-
mann kg = 1.38 x 1072 en Joules par Kelvin, et T est la température du
gaz en Kelvin. N et V sont reliés a la densité p du gaz par

_Nm

= 11.17
= (11.17)
avec m la masse des particules. On introduit alors [’équation d’état :
p
= — 11.18
w e ( )

La loi des gaz parfaits prend alors la forme particulierement élégante sui-
vante :

kgT

2

(11.19)

Wwagp =
mc

On note que ’équation d’état w est un nombre sans dimension, donné dans le
cas présent (cela n’est vrai que pour un gaz parfait), par le rapport de I’énergie
thermique a 1’énergie de masse des particules individuelles. La température
d’un gaz est directement proportionnelle a ’énergie cinétique des particules
qui le composent ¢ (on parle d’agitation thermique), de sorte qu’il faut voir
la formule ci-dessus comme :

énergie cinétique moyenne d’une particule

w, =
aF énergie de masse d’une particule

La loi des gaz parfaits présuppose que le gaz est non relativiste, c¢’est-a-dire
que l'énergie cinétique moyenne d’une particule est tres faible devant son
énergie de masse, c’est-a-dire aussi que kT < mc?, de sorte que pour un
gaz parfait on a w < 1 et w =~ 0 au premier ordre.

La température de I'Univers (c’est-a-dire, celle du CMB, nous y reviendrons)
est suffisamment faible depuis les temps primordiaux pour que ’on ait effec-
tivement kT < mc? pour la plupart des particules constituant la matiere
ordinaire (i. e. les atomes), exception faite des neutrinos qui sont massifs

6. Par définition, en fait, de la température.
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mais extrémement légers ”. On dit pour cette raison que la matiere ordinaire
est froide®. Autrement dit sa pression est négligeable par rapport a sa den-
sité 1 w ~ 0 = p < pc?, et en pratique on prendra dans la suite p = 0 (ou
w = 0) pour la matiere ordinaire. On parle aussi de poussiére ou encore de
dust en anglais.

La nature de la matiere noire (que nous avons évoquée aux chapitres 1 et
3) est encore mal connue. Son role cosmologique dépend fortement de la
masse des particules qui la composent. Il y a donc eu des modeles de Hot
Dark Matter ou matiere noire chaude, 7. e. une matiere noire légere kg1 >
mpuc® pour la plupart de I'histoire de 1'Univers (la température T' dépend
du temps!), mais aussi des modeles de matiére noire tiede (kg1 ~ mpac?
aux époques récentes). Ces modeles ont été éliminés, et le scénario restant
aujourd’hui est celui d’une matiere noire froide, ou Cold Dark Matter ou
CDM. La matiere noire serait composée de particules — hypothétiques — tres
massives (au moins 100 fois la masse d’un proton), et n’interagissant que
via les interactions faibles®. Du point de vue uniquement de la dynamique
cosmologique, il suffit de savoir que 'on pose w = 0 pour la matiere noire
froide.

Dans la limite relativiste, il semble, si 'on extrapole la loi des gaz parfaits,
que w tend vers l'infini. Il n’en est rien. C’est un artefact provenant du fait
que la loi des gaz parfaits donnée plus haut n’est valable que si, précisément,
w < 1. Un traitement relativiste permet en fait de montrer les deux points
suivants (on l'admettra ici) :

e Dans le cas d'un gaz de particules relativistes et non quantiques tel que
kT > mc?, on a w — 1/3, et on considérera w = 1/3.

e Dans le cas de particules sans masse (les photons par exemple), on a exac-
tement w = 1/3.

Notons aussi que 'on peut associer une équation d’état a la constante cos-
mologique A. En effet on peut voir Ag,, dans 'équation d’Einstein comme
étant un terme de source T}, = —c*A/(87G)g,, dans le membre de droite.

7. Leurs masses sont inconnues a ce jour, mais on sait qu’elles sont au moins un milliard
de fois plus petites que celle d'un proton.

8. Exception faite, donc, des neutrinos, dont le réle cosmologique est cependant
négligeable, cf. ci-dessous.

9. Cela étant, il n’y a pas un unique modele admis a ce jour pour la matiére noire, mais
un grand nombre de tels modeles! Une telle particule ne fait pas partie du modele standard
de la physique des particules et nécessite une extension (par exemple supersymétrique) du
modele standard. En ’absence a ce jour d’une détection directe sur Terre de cette particule,
les modeles théoriques foisonnent.
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Ce terme se comporte comme un fluide parfait avec, comme on peut le voir
facilement, p = —p = —A (ici ¢ = 1), de sorte que I’équation d’état de la
constante cosmologique est w = —1. De fagon plus générale (cf. Section 1.4),
tout fluide d’énergie noire est, par définition, un fluide qui a une équation
d’état qui vaut environ —1 dans I'Univers tardif, de sorte qu'un tel terme
puisse expliquer 'accélération récente de I'expansion de I'Univers sans faire
référence a une quelconque constante cosmologique.

Pour terminer, les conditions d’énergie en relativité générale (nous n’abor-
derons pas ce point dans ce cours) permettent de montrer que tout fluide
< raisonnable > doit satisfaire —1 < w < 1. On parle de matiére raide ou
stiff matter si w = 1 (exemple, un fluide de champ scalaire libre), de rayon-
nement ou de radiation si w = 1/3, de poussiere si w = 0, d’énergie noire si
w = —1, et de matiére fantome si w < —1.

11.3.4 Equations de Friedmann

Revenons aux équations d’Einstein appliquées aux modeles FLRW, et posons
a nouveau ¢ = 1. Nous avons I'expression de G, dans I'Eq. (11.12) ainsi que
celle du tenseur énergie-impulsion dans I'Eq. (11.15). Avec, enfin, la formule

Aa?
"1 — kr?’

Ag,,, = diag <—A r?Aa’r?, Aa®r? sin® 9)

nous trouvons que les composantes 00 et rr de I’équation d’Einstein donnent :

k@ _8G A
a2 a2 3 p 3
_k+a2+2ad

— + A =8xGp (11.20)

En injectant la premiere équation dans la seconde, on peut réécrire ce systeme
sous la forme suivante :

871G Ak
2 _ -7 -

H = —=p+ 35— 5 (11.21)

a 4rG A

-—=—— 3 = 11.22

" 5 (P +3p)+ 3 (11.22)

ou l'on a définit le paramétre de Hubble :

H(t) = g (11.23)
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Ce sont les équations de Friedmann, avec ¢ = 1, et écrites ici pour un seul
fluide. Si plusieurs fluides sont présents, on effectuera simplement le rempla-

cement p — > piet p— > p;.

On vérifiera a titre d’exercice que les composantes 60 et ¢¢ de 1’équation
d’Einstein n’apportent pas d’information supplémentaire.

On note finalement qu’en ’absence de constante cosmologique A = 0, la
seconde équation de Friedmann montre que I’Univers est décéléré si et seule-
ment si p + 3p > 0, c’est-a-dire si w > —1/3, et accéléré si et seulement
si w < —1/3. Pour accélérer 'expansion de 1’Univers, il faut une pression
fortement négative (la densité d’énergie étant en général positive, en tout cas
dans les modeles réalistes).

11.3.5 Equation de conservation

On note qu’avec les équations de Friedmann nous avons deux équations
différentielles pour trois fonctions inconnues a(t), p(t), p(t). Le systeme d’équation
est fermé si I'on ajoute une équation d’état w = p/p, que l'on supposera
dorénavant constante dans le temps '°.

Afin de faire apparaitre une dérivée de la densité p, on peut dériver par
rapport au temps la premiere équation de Friedmann Eq. (11.21) :

omir—om (4 - ) =85 ok (11.24)
a 3 a?

puis utiliser la seconde équation de Friedmann Eq. (11.22), diviser le tout
par 2H, réutiliser Eq. (11.21) pour éliminer H?, et trouver finalement :

Z/ji = —SHZ (pi +pi) - (11.25)

Considérons d’abord le cas d'un seul fluide d’équation d’état w. On a alors
I’équation :

P a

- =-3(1 — 11.26

L s+ (11.26)
qui s’integre immédiatement en

p(t) o< a(t)~30+w) (11.27)

10. C’est une simplification dont on veillera par la suite a 'applicabilité. On a vu que
I’équation d’état dépend typiquement de la température de I’'Univers qui elle-méme dépend
du temps, et il faut noter aussi que ’équation d’état peut aussi dépendre explicitement du
temps, comme c’est le cas par exemple de I’équation d’état d’un champ scalaire.
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Cette équation est cruciale puisqu’elle permet de voir comment un fluide
d’équation d’état w se dilue avec ’expansion cosmique. Il nous faut faire ici
quelques commentaires importants sur cette équation.

e L’équation Eq. (11.26) pour un seul fluide est connue sous le nom d’équation
de conservation (de 'énergie), car on peut montrer qu’elle provient égale-
ment de la conservation du tenseur énergie-impulsion du fluide en question :
vV, T" = 0.

e Il n’est pas étonnant que cette équation soit en fait codée dans les équations
de Friedmann, puisque celles-ci proviennent de 1’équation d’Einstein qui
integre automatiquement la conservation de I’énergie via I'identité de Bian-
chi V,(G* +Ag") = 0, puisque, on le rappelle, la métrique est compatible
avec la connexion, i. e. V,g*° = 0.

e Dans le cas ou plusieurs fluides sont présents, la seule loi de conservation
que l'on ait a disposition est la conservation du tenseur énergie-impulsion
total : V, (>, T!") = 0 pour les i = 1...n fluides. Cela conduit directe-
ment a 'Eq. (11.25). Si 'on veut aller plus loin et obtenir une équation
de type Eq. (11.27) pour chacun des fluides, il est nécessaire de suppo-
ser qu’ils sont indépendants les uns des autres, c’est-a-dire qu’ils n’inter-
agissent pas (ou de fagon négligeable), c’est-a-dire encore qu’ils n’échangent
pas d’énergie entre eux. Si cela est vrai'! on a alors séparément V, T/ = 0
pour tout 7, et on a, pour tous les fluides d’équation d’état w;, ’équation :

pi(t) o< a(t) 30w (11.28)

Nous supposerons dans la suite que les divers fluides emplissant notre Uni-
vers (c’est-a-dire, simplement, la radiation, la matiére ordinaire, et la matiere
noire) sont effectivement découplés, de sorte que I’équation ci-dessus est va-
lable. En fait du point de vue de la dynamique cosmologique il n’y a pas de
raison particuliere pour séparer matiere ordinaire et matiere noire puisque
toutes les deux ont la méme équation d’état w,, = 0. Ainsi la densité de
matiére (ordinaire plus noire), p,, satisfait

pm(t) o< a(t)™® (11.29)

11. Cela n’est pas forcément le cas. Imaginons, par exemple, que la matiére noire se
désintegre spontanément en photons. Alors une partie de la densité de CDM passe vers
la densité de rayonnement. Autre exemple : I’'Univers primordial est suffisamment chaud
pour que les photons donnent spontanément naissance a des paires fermions/antifermions,
et inversement. A cette époque il y a donc effectivement transfert d’énergie entre radiation
et matiere baryonique. Cependant, dans ce cas-ci, cela n’affecte en rien la dynamique
cosmologique puisque I'Univers est suffisamment chaud pour que la matiere baryonique
soit ultra-relativiste et se comporte donc essentiellement comme de la radiation.
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Cette équation est parfaitement intuitive, puisque la matiere est composée
de particules, et que la densité de particules doit bien diminuer par 8 = 23
si I’'Univers double de taille. Considérons maintenant le cas de la radiation,
avec w, = 1/3. On trouve alors

pr(t) oc a(t) ™ (11.30)

Cette équation est un peu moins intuitive mais s’explique encore aisément.
Les photons étant des particules, la densité de photons diminue bien comme
le volume lors de I’expansion de I’Univers. Mais a cela s’ajoute un effet de red-
shift cosmologique, comme nous le verrons au prochain chapitre : les longueurs
d’onde des photons augmente de la méme fagon que a(t), leurs fréquences va
donc comme 1/a(t), et, en vertu d’une loi de la mécanique quantique!?,
I’énergie d’un photon est donnée par £ = hv avec h la constante de Planck
et v la fréquence du photon. Au final, la densité de photon va comme 1/a?
et leur énergie comme 1/a, expliquant ainsi le comportement de la densité

d’énergie de la radiation p,(t) o< a(t)™*.

Notons qu’'un fluide d’énergie noire w = —1 ne se dilue pas malgré ’expansion
cosmique : ppg = cste. C’est bien le cas de la constante cosmologique qui
est, précisément, constante. Encore moins intuitifs sont les fluides fantomes
w < —1 dont la densité d’énergie croit avec l’expansion de ’Univers (!),
alors que par ailleurs ils accélerent cette expansion (cf. seconde équation de
Friedmann). On voit donc que la présence de matiére fantome conduit & une
fin catastrophique de I’Univers ou, on peut le montrer, le facteur d’échelle
tend vers l'infini en un temps fini (si w est supposé constant et inférieur a —1).
Ce scénario hautement spéculatif (et, il faut le dire, assez marginal) est connu
sous le nom de Big Rip, ou de < grande déchirure >, puisque les galaxies,
les systemes stellaires, et méme les atomes eux-mémes, etc. devraient étre
détruits par 'expansion divergente de I’Univers.

11.4 Etude des équations de Friedmann

Dans cette section nous analysons les propriétés essentielles des équations de
Friedmann et de quelques unes de ses solutions. Cela amene naturellement
a poser des quantités sans dimensions, dits parameétres de densité, dont la
détermination expérimentale est cruciale et sera abordée au chapitre suivant.

12. C’est la loi de Planck-Einstein.



11.4 Etude des équations de Friedmann 156

11.4.1 Retour sur les équations de Friedmann

Les équations de conservation de 1’énergie nous permettent d’écrire com-
pletement les équations de Friedmann. Dans la suite nous considérerons un
fluide de radiation (le CMB) et un fluide de matiere (baryonique plus noire)
d’équations d’état respectivement w = 1/3 et w = 0. On sait que la matiere,
par exemple, a une densité qui satisfait p(t) oc a(t)™2. On peut donc écrire
que la densité de matiere évolue dans le temps selon

pt) = () (fo)’) (11.31)

ou 'on a introduit £y, un instant quelconque, que nous choisirons dans toute
la suite étre le temps cosmique aujourd’hui. On notera ag = a(ty) et pmo =
pm(to). De la méme facon la densité de la radiation satisfait

0e() = pro <ﬁ) (11.32)

de sorte que la premiere équation de Friedmann devient

o (i) 4o (i)

On voit donc sur cette équation qu'un Univers ACDM en expansion éternelle
(a(t) — oo pour t — o0) finit toujours par étre dominé par la constante
cosmologique si celle-ci est non nulle. On a en effet, pour a(t) — oo,

A k

3 a(t)?

B &G

H?> = ——
3

(11.33)

H(t) ~ 3 (11.34)
qui conduit a une solution exponentielle pour le facteur d’échelle a(t) ~
exp(+/A/3t), dite aussi phase de de Sitter (on a supposé ici que A est positif).
A Tinverse, dans 1'Univers primordial et dans un scénario de Big Bang ou
a(t) — 0 pour un certain instant origine ¢;, le terme de radiation domine la
dynamique.

Nous voyons ainsi apparaitre les différentes éres de notre Univers (le scénario
Big Crunch semblant exclu de nos jours, cf. plus bas) : I'Univers primordial
est dominé par la radiation, puis dominé par la matiere non relativiste, en-
suite par la courbure (si non-nulle), et enfin par la constante cosmologique
(méme remarque). La transition entre I’ére de la radiation et I’ere de matiere
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se fait lorsque les deux termes le décrivant sont égaux, ce qui se produit a un
certain moment t.q, dit le moment de [’équivalence radiation-matiere :

Pmo (a(Z))g = pro (@—)) (11.35)

Dans notre Univers, cet instant se produit un petit peu avant la recombinai-
son et I’émission du CMB 3, de sorte que 1'on peut négliger I'influence de la
radiation des 300 000 ans apres le Big Bang.

11.4.2 Densité critique et parametres de densité

Revenons un instant sur I’équation de Friedmann en ’absence d’une constante
cosmologique A = 0. On a alors

811G k
H*=—"—"—p— — 11.
3 . (11.36)

On peut diviser cette équation par H?, et introduire la densité critique

3K

=2 11.37
P e ( )

que l'on a déja rencontrée en Section 3.6. L’équation de Friedmann s’écrit
alors
oLk
Cpe  a*H?
de sorte que le rapport de la densité de matiere a la densité critique détermine
la courbure spatiale de I’espace (si, et seulement si, A = 0) :

(11.38)

p > p.=>k=1
p = p.=>k=0
p < p.=k=-1

Cela rejoint la discussion esquissée en cosmologie Newtonienne (cf. Section
3.6). Par ailleurs on peut démontrer que le destin de ’Univers, dans ce
cas, est aussi lié a sa géométrie, avec un scénario Big Bang-Big Crunch si
p > p. = k = 1, et des scénarios d’expansion éternelle sinon. Cette cor-
respondance entre le destin de 1'Univers et sa géométrie n’est plus valable

13. Pour le démontrer il faut connaitre la valeur des parametres cosmologiques tels que
Pr.0 €t pm o, NOUs y reviendrons.
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lorsqu’on introduit une constante cosmologique, comme nous le verrons ci-
dessous.

Afin de généraliser cette discussion il apparait des lors naturel d’introduire
les parametres de densité pour un fluide ¢ par

Pi
pc (11.39)

Par ailleurs on définit un parametre de densité pour la constante cosmolo-
gique :

et un parametre de < densité de courbure >par

k
 a2H?2

O = (11.41)

Tous ces parametres €2 dépendent du temps. En ces termes, la premiere
équation de Friedmann prend une forme tres simple, a savoir

1= Qi+ Q%+ (11.42)

Il est d'usage de définir le < oméga total >

Or=> Qi+ (11.43)

sur les fluides 7, de sorte que ’équation de Friedmann devient

(Q=1-Qr] (11.44)

On voit alors que I'Univers est sphérique si et seulement si {p > 1, plat si
Qr = 1, hyperbolique si {27 < 1. Dans la suite nous considérerons un Univers
ACDM, a savoir constitué du fluide de radiation (le CMB), de parametre €2,
du fluide de matiere (baryonique plus noire), de parametre €2,,,. Ainsi on aura

Q7 = Qu + Q. + Q| (11.45)

Les parametres de densité dépendent du temps. On peut maintenant utiliser
les équations de conservation pour écrire les parametres de densité au temps
t en fonction de leurs valeurs aujourd’hui (¢ = (). Par exemple :

 87Gpn  H387Gpmo (a0 \°  H3 Qo
™ 3H2  H? 3H? \a(t))  H2a(t)3

(11.46)
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ou l'on a posé le parametre de densité de la matiere aujourd’hui :
87Gpm.o

T 3H?

et Hy = H(tg) est la constante de Hubble. On rappelle enfin que a(t) =

a(t)/ap. Procédant de la sorte pour les autres parametres, avec €2; 9 = Q;(to)

pour tout ¢, nous voyons que la premiere équation de Friedmann peut s’écrire
finalement, en utilisant Eq. (11.44), comme :

Qo = O (to) (11.47)

Qm Qr (1_QT0)
H?2=pg2|2m0 20 0 = o) 11.48
o lae Tanyt Tt G (1148)

et on note que H (t) s’écrit aussi en fonction du facteur d’échelle réduit a(t)
comme

1da
H=—-—— 11.49

adt ( )
En combinant les Eqgs. (11.22, 11.37, 11.39, 11.40) on peut enfin écrire la
seconde équation de Friedman de la fagon suivante

ad aa
_aa a4 P g g 11.50
a2 a2 2 + A ( )
Il est d'usage d’introduire le paramétre de décélération q(t) = —ad/a?, qui

est positif si I’'Univers décélere, et négatif si I’'Univers accélere son expansion.
On a alors

O
(]ZT—FQT—QA (11.51)

La matiere et la radiation décélerent ’expansion, comme attendu, tandis
qu’une constante cosmologique positive a tendance a l’accélérer. On no-
tera qo = Qno/2 + Q0 — Qo la valeur du parametre de décélération au-
jourd’hui. Nous verrons au prochain chapitre que ce parametre est directe-
ment observable. Notez que I’équation pour g est souvent écrite, simplement
qo = Qi o/2— 0, Cest-a-dire en négligeant le terme de radiation qui contri-
bue peu aujourd’hui (c¢f. ci-dessous)

La forme des équations de Friedmann obtenue ci-dessus est particulierement
commode puisque donnée en fonctions de parametres de densités €2;  a notre
époque, et qui sont, comme nous le verrons au chapitre suivant, directement
accessibles via les observations. Les observations actuelles favorisent

Qpo~03

Qo5 x107°

Qpo~ 0.7

Qo =0 (11.52)
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tandis que la valeur du g pour les neutrinos (dont nous n’avons pas parlé
jusqu’ici) est elle aussi négligeable. Indépendamment de ces résultats, la dis-
cussion des modeles cosmologiques revient alors a classifier les solutions pos-
sibles des équations de Friedmann en fonction des valeurs de ces quatre pa-
rametres aujourd’hui. En particulier nous chercherons a savoir si I’Univers
est ouvert, plat, ou fermé, si la solution possede ou non un Big Bang et/ou
un Big Crunch, ou encore si I’'Univers est en décélération ou accélération a
un instant donné.

11.4.3 Comportement des Univers ACDM

Nous nous plagons a t = t;. Comme dit plus haut, nous négligerons ici la
radiation (qui devient de plus en plus négligeable avec le temps). On voit
d’abord sur le parametre de décélération gy ~ ,0/2 — Qa0 que I'Univers
est en expansion accélérée a t =ty si Qo > Q0/2, et décélérée sinon - voir
Fig. 11.1 ci-contre.

L’univers est plat (k = 0) si et seulement si Q7o ~ Q0+ Qp0 = 1. Cette
équation dessine une ligne droite d’équation 24 o = 1 —,, o dans le plan des
conditions initiales (Q4 0, n0). Au dessus de cette ligne, I’'Univers est fermé,
en dessous il est ouvert - voir méme figure.

Afin de savoir ensuite si I’'Univers ACDM va se contracter a nouveau ou
plutot étre en expansion éternelle, on cherche dans I’équation de Friedmann
un point ou la dérivée du facteur d’échelle change de signe, . e. 'instant
de recontraction pour lequel on doit avoir ¢ = 0. Cela revient a trouver une
solution a I’équation suivante

0= Qa0a(t)* + (1 — Qrg)alt) + Lo, (11.53)

obtenue a partir de la premiere équation de Friedmann en négligeant encore
la radiation. C’est une équation du troisieme degré en a, dont les solutions
physiques ont nécessairement a > 0. Une analyse un peu technique et sans
guere d’'intérét, dont on trouvera le détail par exemple dans Hobson, section
15.4, permet finalement de classifier les modeles sans Big-Bang, avec Big-
Bang, et avec ou sans Big Crunch. On trouve finalement la figure ci-contre
dans le plan (Q4 0, Q0)-
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FiGure 11.1 — Bilan du comportement des Univers ACDM dans le plan
(Qp, Qn), & t = to. Extrait, et complété, de Perlmutter et. al. (The Astro-
physical Journal, 517 : 565-586, 1999). Dans le cas A = 0, il y a un lien direct
entre le destin de I’Univers et sa géométrie, mais cela n’est plus vrai sinon. La
ligne Q4 0 = Qy,,0/2 sépare les Univers présentement en expansion accélérée
ou décélérée. La droite Qp o = 1 — £2,,, o sépare les Univers fermés, plats, ou
ouverts. La ligne 259 = 0 jusqu’a 2,0 = 1, puis légerement incurvée en-
suite sépare les Univers en expansion éternelle de ceux qui se termineront
en Big Crunch. La zone grisée dans le cadran supérieur gauche correspond a
des Univers sans Big Bang mais avec un point H = 0 dans le passé, c’est-a-
dire des Univers a rebond (contraction suivie d’une expansion sans passer par
a = 0). La majeure partie de cette zone est directement exclue par I’existence
d’objets astrophysiques de grand redshift (cf. Section 11.4). La zone blanche
décrit des Univers avec Big Bang. La zone grisée en bas a droite est une
zone avec Big Bang mais directement exclue expérimentalement, car dans ce
cas I’age de I'Univers est inférieur a I’age des plus vielles étoiles observées,
pour toute valeur Hy > 50km.s~ 1. Mpc—!. Enfin les ellipses bleues indiquent
la zone de confiance pour les valeurs observées de (250, Qm0) déduite de
I’analyse de la luminosité des supernovae, cf. chapitre suivant. Le cas A = 0
est tres nettement exclu.
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11.4.4 Complément : quelques solutions analytiques

Il n’est pas inutile en cosmologie de connaitre quelques solutions particulieres
simples correspondant a des situations idéalisées. On a déja vu, par exemple,
qu'un Univers dominé seulement par la constante cosmologique connait une
expansion exponentielle avec a(t) oc exp(y/A/3t).

Considérons maintenant le cas de I’'Univers primordial, qui est essentiellement
dominé par la radiation, comme on I’a vu. Il s’agit alors de résoudre I’équation
de Friedmann Eq. (11.48) qui se simplifie en :

Q
H? ~ g2 11.54
Od(t)4 ( )

et Q.0 ~ 1 en vertu de Eq. (11.42). En séparant les variables on obtient
G.da = Hydt (11.55)

qui s’integre en
i = (cste + 2Hot)"? (11.56)

Il faut imposer la condition a(tg) = 1, de sorte que, au final
a(t) = ag (1 + 2Hy(t — t))"? (11.57)

[Ici il ne faut pas considérer que ty est I'instant présent dans notre Univers,
puisqu’il ne serait pas vrai que la radiation dominerait. Il faut plutot voir ¢
comme un instant quelconque tel que pour tout ¢ < t, la radiation domine].
Il est plus fréquent de trouver cette loi pour I’évolution du facteur d’échelle
a partir du temps origine t, pour lequel a = 0. On trouve, avec ’équation
ci-dessus, t, = to — 1/(2H,), et, remplacant

a(t) = /2H, (t — t,)"? (11.58)

On peut enfin poser la convention ¢, = 0, de sorte que le facteur d’échelle,
A partir de l'instant origine, se comporte comme t%/2. C’est une expansion
éternelle et décélérée de 1'Univers.

De la méme fagon, on montre que pendant l’éere de matiere qui succede a
I’ére de radiation (et en négligeant cette fois la courbure, la radiation, et la
constante cosmologique), le facteur d’échelle se comporte comme a oc t%/3.
Plus précisément un Univers seulement constitué de matiere admet pour
solution exacte

2/3
a(t) = ao (1 + gHO(t - to)) (11.59)
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La généralisation pour un Univers constitué d’'un unique fluide d’équation
d’état w # —1 est la suivante :

3 eEn)
Le lecteur intéressé trouvera une discussion plus poussée des quelques solu-
tions analytiques connues de I’équation de Friedmann dans le Hobson, cha-
pitre 15.



Chapitre 12

Observables en cosmologie

Au chapitre précédant nous avons déterminé la forme géométrique des Uni-
vers homogenes et isotropes. Nous avons aussi identifié les équations qu’ils
satisfont, et nous avons indiqué les comportements dynamiques les plus im-
portants. Cette analyse ne saurait étre complete en ’absence de la discussion
de ce qui est observable du cosmos depuis la Terre, de 'influence de cette ex-
pansion dynamique sur ces observations, et de la détermination expérimentale
des parametres de densités €2; .

Nous devons nous limiter dans ce chapitre a certaines observables, sous peine
d’étre beaucoup trop long. En particulier, nous ne discuterons pas ce que la
formation des structures (depuis les fluctuations thermiques du CMB jusqu’a
la formation proprement dite des amas de galaxie) nous apprend sur la va-
leur de ces parametres. Nous ne discuterons pas non plus ’histoire thermique
et thermodynamique de 1’Univers, en particulier la nucléosynthese primor-
diale. On peut montrer par exemple que le rapport photons/baryons [[77]]
et le rapport hydrogene/hélium dépend de la dynamique de I'Univers au
moment de la recombinaison, de sorte que la connaissance empirique de ces
rapports contraint I’espace des parametres. Nous ne donnerons que les princi-
paux résultats, et discuterons surtout de la notion de distance en cosmologie
et des corrections relativistes a la loi de Hubble, qui permettent, a 'aide
des chandelles standard que sont les supernovae de type I, de déterminer le
parametre de décélération. C’est ce qui a conduit a la découverte majeure
(1998) que I'Univers est présentement accéléré avec Q5 o =~ 0.7, et a conduit
a la naissance du modéle concordant ACDM.
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12.1 Le redshift cosmologique

Nous commengons notre discussion par une notion cruciale en cosmologie
observationnelle, le redshift cosmologique. Du fait de I’expansion de I’Univers
pendant le temps de vol d'un photon émis d’une source lointaine et qui arrive
sur Terre, la longueur d’onde du photon est dilatée pendant son trajet. Il
s’ensuit que plus une source est lointaine, plus son spectre lumineux est
décalée vers le rouge. Le calcul précis de ce redshift cosmologique est simple.

Dilatation du temps cosmique et redshift cosmologique

Dans le systeme de coordonnées comobiles (¢, x, 6, ¢) rencontré en Section
10.2, notons avec un indice e la source émettrice du photon, avec t. < tg, tg
étant le temps d’observation. Centrons le SC sphérique sur la Terre, de sorte
que nous occupions la position y = 0, tandis que la source est située a la
coordonnée y.. On peut démontrer, a l'aide des équations géodésiques pour
un photon, qu'un photon se déplace dans un Univers homogene et isotrope
selon des lignes 6 = cste et ¢ = cste, ce qui est tres intuitif. Nous admettrons
ici ce résultat. Il s’ensuit qu'un photon, suivant par définition ds?> = 0 avec
df = d¢ = 0, satisfait dt = a(t)dy, de sorte que la distance comobile de la

source X, est donnée par
o dt
= —. 12.1
=) —
Soient alors deux photons émis respectivement a t, et t, + T, avec T, < t..
Ces photons sont recus respectivement a tg et tg+7,.. En négligeant la vitesse

particuliere de la source lumineuse, on peut considérer qu’elle reste entre t,
et t. + T, a la méme coordonnée comobile y,.. Des lors on a

to to+T7
Xe :/ i :/ i (12.2)
te a(t) te+T. a(t)

soit te+T. to+T,
e e dt 0 T dt
Xe = / — = / — (12.3)
o oalt) Jy o alt)
en vertu de la relation de Chasles. Utilisant T, < t, et T, < ty on a donc
tette i T.
/ A, T (12.4)
o at) a(t)
et

fot et T,
/ — (12.5)
w alt) alto)
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de sorte que

T, T,

a(te)  alte)
Cette équation montre deux choses. D’abord, un effet de dilatation du temps
au niveau cosmologique : toute durée T, entre deux événements se produisant
a t. est observée comme étant dilatée un instant plus tard, selon la loi 7, =
a(t,)T./a(to). On note que T, > T, dans un Univers en expansion entre ¢, et
to, mais T, < T, dans un Univers qui s’est contracté entre ces deux époques.

(12.6)

Ensuite, on peut considérer les événements a t. et a t,+71, comme étant deux
crétes successives d’une onde électromagnétique monochromatique (dont la
période est alors celle du photon véhiculé), de sorte que la fréquence du
rayonnement électromagnétique est elle-méme affectée par cette dilatation
du temps cosmologique. La fréquence de ce photon émis vaut v, = 1/T, et
il est regu avec une fréquence vy = 1/T,., de sorte que 'on a

Ve _ a(to)
IZ0) a(te)

(12.7)

Le photon est observé avec une fréquence moindre (il est redshifté) si vy < v,
c’est-a-dire si a(tg) > a(te), et donc si I'Univers s’est étendu entre ¢, et .
On définit le redshift z par

Ve ag

l4+2=-"= (12.8)
14 Qe

Cette équation est certainement beaucoup plus utile lorsque écrite de la facon
suivante :

Qo

alt) = 1+2

Le redshift est une quantité directement observable, et ce avec une grande
précision (il suffit par exemple de considérer la fréquence observée pour une
transition entre deux niveaux d’énergie de I’atome d’hydrogene, et la com-
parer a la fréquence sur Terre; cela vaut aussi pour toute autre raie spec-
trale). La seule imprécision réelle! dans la mesure du redshift provient en
fait de ’éventuel mouvement particulier de la source (d’out un effet Doppler
supplémentaire) qu’il faut soustraire lorsque ce mouvement est connu.

(12.9)

1. Il pourrait aussi y avoir un décalage spectral supplémentaire si le photon émis
doit s’extraire d’un puits gravitationnel suffisamment profond pour que 'effet soit non-
négligeable.
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Les quatre variables temporelles de la cosmologie

On note que, pour peu que I'évolution du facteur d’échelle soit monotone dans
le temps cosmique (ce qui est le cas du modele concordant ACDM, et ce que
nous supposerons par la suite), alors la relation temps—facteur d’échelle est
bijective, et ainsi en est-il des relations redshift—temps ou redshift—facteur
d’échelle. Autrement dit et le facteur d’échelle, et le redshift, sont de toutes
aussi bonnes variables temporelles que le temps ¢ lui méme. Le redshift a
méme l'avantage considérable sur ¢ et a(t) d’étre directement observable, alors
que ces deux derniers ne le sont pas. Il est donc tres fréquent en cosmologie
d’utiliser le redshift comme la variable temporelle de référence. On note qu’il
est infini au Big Bang et décroit avec le temps. Pour référence, le redshift a
I'époque du CMB (¢ ~ 300 000 ans) vaut environ z = 1100. Les différentes
relations entre ces trois variables temporelles sont les suivantes.
e Larelation entre le facteur d’échelle et le temps : a(t) ou t(a), donné comme
solution de I’équation de Friedmann
e La relation entre le facteur d’échelle et le redshift : a(t) = ag/(1 + 2)
e Et enfin la relation entre le temps de regard en arriere ou aussi le look-back
time, to —t > 0, et le redshift z.

Pour trouver cette derniere relation on différencie le logarithme de a(t) =

ag/(1+ 2) :
da dz

to 0 dZ/
to—t= | dt=—[ —or
" /t /z H(Z')(1+2)

z dz/
to—t:/o FE ) (12.10)

ol le parametre de Hubble est donné en fonction du redshift par

H? = HY [Qno(142)° + Quo(1 4 2)" + Qao + (1 — Qrp) (1 + 2)°]

de sorte que

soit

(12.11)
en vertu de Eq. (11.48) et de Eq. (12.9).

La relation redshift-temps est évidemment non-linéaire (et déterminée par
la connaissance de a(t) et donc des parametres cosmologiques). Un redshift
de 1 correspond déja a des instants d’émission reculés de plusieurs milliards
d’années 2, et donc aussi a des sources éloignées d’autant. Les objets les plus

2. Voir par exemple Hobson Fig. (15. 7) et une formule approchée ci-dessous.
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vieux jamais observés, exception faite du CMB lui-méme, doivent étre des
objets trés lumineux (puisque nécessairement tres lointains), et sont en 1’oc-
currence les quasars, c’est-a-dire des disques d’accrétion de matiere sur des
trous noirs supermassifs 3. Les plus vieux quasars observés ont un redshift at-
teignant z = 7, ce qui correspond & un age d’environ 0.9H, ', i. e. émettant
leur lumiere environ un milliard d’années apres le Big-Bang? dans le modele
concordant Qy = 0.7,2,, = 0.3 (voir par exemple Hobson Fig. (15. 7) pour
la relation entre z et le temps de regard en arriere).

Aux faibles redshifts z < 1, on peut développer en série a(t.) ~ a(ty) — (to —
te)Ho + ..., et écrire le redshift comme

VAR (to — te)Ho,

de sorte qu’aux temps courts, le redshift correspond au temps de vol des
photons, pondéré par la constante de Hubble, qui est I'inverse d’un temps,
et dont 'inverse est un bonne ordre de grandeur pour 1’age de 1'Univers (cf.
ci-dessous) 1/Hy ~ 13.5 milliards d’années. Pour repére, on a donc :

e (tO — te)
13.5 x 10%ns

si, et seulement si, (ty — t.) < 13.5 x 10%ms, 7. e. 2 < 1.

Pour terminer cette discussion notons rapidement que la température de
I"Univers (sous-entendue celle du plasma de matiere avant la recombinaison,
puis celle du CMB ensuite) est aussi une variable temporelle admissible. En
effet il est connu qu’un fluide de radiation a température T' (dite température
de corps noir) a une densité d’énergie allant comme 7. Au vu de ’équation
(11.13) ci-dessus, on voit que la température d’un fluide cosmique de radiation
évolue comme T'(z) < 1 + z avec I'expansion de I’Univers.

12.2 Distances en cosmologie

On voit tout de suite qu’il n’y a pas de notion intuitive de distance en cosmo-
logie, puisqu’une source est observée dans le passé, de sorte que la distance

3. Une fraction significative de I’énergie de masse des particules de gaz formant le
disque d’accrétion est libérée par la friction intra-gaz lors de la chute < spiralée > vers le
trou noir, de sorte que de tels disques d’accrétion constituent les sources énergétiques et
lumineuses les plus puissantes de I’Univers.

4. Ce qui n’est pas d’ailleurs sans poser un défi pour comprendre comment des trous
noirs supermassifs peuvent se former aussi vite apres le Big Bang.
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physique nous séparant de cette source a augmenté avec le temps pendant
le trajet des rayons lumineux. Quelle notion de distance adopter, dans ce
cas? Cela est nécessairement conventionnel. Pour restreindre le choix, il est
naturel de se limiter a des distances qui soient en principes observables (me-
surables) via des observations sur Terre. Dans cette section nous aborderons
la notion de distance luminosité et de distance angulaire.

12.2.1 La distance luminosité

Dans un espace euclidien et sans expansion, une source de luminosité totale
L (en Watts) émet de la lumiere de fagon sphérique (en tout cas nous nous
limitons a ces sources 1a), de sorte que le flux d’énergie ¢, en Watts par metre
carré, regu a une distance euclidienne d vaut

L
4mrd?

¢ = (12.12)
en vertu de la conservation de l’énergie émise (ce qui présuppose que la
lumiere n’est pas absorbée le long du chemin, par exemple par des nuages de
gaz interstellaires ou intergalactiques). Par analogie, nous définirons en cos-
mologie la distance-luminosité dy, telle que la formule ci-dessus soit valable :

L
4rd?

¢ (12.13)

Il faut noter que la distance-luminosité n’est pas directement observable. Ce
qui est observé, c’est le flux ¢ sur Terre. En revanche, si ’on connait la lumi-
nosité intrinseque de la source L, on peut en déduire la distance dy,, dont on
va voir ci-dessous comment elle peut s’exprimer en fonction du redshift de la
source et de I’histoire de I’expansion de I’Univers. Autrement dit la connais-
sance de L, la mesure de ¢ et de z, permettent directement d’accéder a des in-
formations sur I’histoire de I’expansion de I’Univers, c¢’est-a-dire aussi une me-
sure des parametres cosmologiques §2; . Les formules ci-dessous préciseront
cela.

Calculons d’abord la distance-luminosité d’une source en fonction de sa coor-
donnée radiale x.. Il faut noter que dans la métrique FLRW en coordonnées
(t,x,0,¢) la surface de la sphere centrée sur y., de rayon coordonné x. (i. e.,
qui atteint la Terre a t = t) vaut 4mazSy(x.)?. Par ailleurs, la luminosité L
de la source étant en Watts (i. e. en Joules par seconde), le flux recu doit
étre divisé par 1 + z du fait de la dilatation du temps cosmique abordé a la
section précédente. Enfin les photons recus sont aussi redshiftés d’un facteur
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14 z, de sorte que leur énergie a la réception est divisée par 1+ z par rapport
a Iénergie qu’ils portaient a l'instant de leur émission. Au final, le flux recu
vaut :

L L
(14 2)%247a3Sy(x.)?  4md2

de telle sorte que la distance luminosité vaut, dans la métrique FLRW,

b=

(12.14)

dr(z) = (14 2)agSk(xe(2)) (12.15)

ou il faut noter que la coordonnée comobile x. de la source est une fonction
du temps d’émission t, via I'Eq. (12.1), et donc fonction du redshift de cette
source, puisque le redshift est aussi une variable temporelle valable. Pour
exprimer Y. en fonction du redshift z de la source, effectuons les changements
de variables successifs da = a/(t)dt, puis da = —agdz/(1 + 2)? :

ot W da a0 da O apdz
=] an = wwan =, woen =) w0

e

de sorte que

1 [* dz
Xe(z) =

= | 75 (12.17)

Remarquons au passage que cette loi est une généralisation de la loi de Hubble
établie en Section 3.6. En effet, pour z < 1, la formule ci-dessus se réduit
a agx(z) = z/Hy. On reconnait la distance physique d = agx(z), et si 'on
interprete z comme un redshift Doppler du a la vitesse de récession, on a
z = v/c au premier ordre. Ainsi nous retrouvons bien au premier ordre
v = Hyd qui est la loi de Hubble. Cette loi de Hubble est cependant pu-
rement cinématique et ne prend pas en compte les effets de retard de la
propagation des rayons lumineux, de sorte que lorsqu’on observe une galaxie
lointaine, on 1’observe aussi dans le passé. Il est donc naturel que la relation
entre la distance et la vitesse apparente de récession (plus exactement du
redshift), dépende en fait de I'histoire de 'expansion de 1'Univers entre le
moment d’émission et celui de la réception des rayons lumineux. C’est bien
ce qu’indique la formule ci-dessus. C’est la forme relativiste correcte de le la
loi de Hubble. L’équation Eq. (12.23) ci-dessous exprime cette loi jusqu’au
second ordre en z. Le premier terme correctif a la loi de Hubble, en 22, dépend
de I'accélération instantanée de I'Univers via le parametre de décélération g,
comme on pouvait s’y attendre, cf. Eq. (12.23).

Nous pouvons maintenant revenir a l'intérét pratique de ces formules pour
la mesure des parametres cosmologiques. Supposons que nous ayons observé
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une source de redshift z, de luminosité intrinseque L supposée connue, et un
flux ¢ sur Terre. On a

L

¢: 2 2.Q2 1 Z dz
(14 2)%4ma§S; <% 0%)

(12.18)

de laquelle on peut déduire, en principe, la valeur de cette intégrale (si k est
connu). Cette formule est effectivement utilisée avec les chandelles standard
que sont les supernovae de type Ia, dont la luminosité intrinseque est relative-
ment bien connue. Cependant on peut écrire cette derniere formule sous une
forme beaucoup plus commode si les sources sont situées a un petit redshift
(les SN Ia les plus lointaines utilisées ont z &~ 1 — 1.5). Nous développons
donc en puissances de z et utilisons que Si(y) ~ x au premier ordre.

Pour ce faire il est plus aisé de repartir du développement de a(t), en suppo-
sant que ) —t < H, ! On a aux premiers ordres

M%HS + 0O ((to — t)?’)) (12.19)

Cl(t) = Qg <1 - (to - t)Ho -
olt qo est le parametre de décélération qo = —a”(to)ag/a’'(ty)?, cf- Section
10.4. On en déduit une expression approchée pour la distance comobile

1 [t dt
ap J; 1—(to—1t)Ho+ O ((to —1)?)

- i[(to—t)+%(to—t)szo((to—t)?')] (12.20)

ag
ainsi qu'une expression pour le redshift

z= % —1=(ty—t)Ho + @ (1 + %) +0O((to—1)°) (12.21)

tous calculs faits. On inverse finalement cette série pour trouver ¢ty — t en
fonction de z aux premiers ordres :

ty —t ~ Hy! (z - (1 + %) 22) + O (12.22)

Reportant dans I'expression pour Yy, le développement limité donne finale-

ment
1

x(z) = s <z — %(1 +qo)2* + (9(23)> (12.23)
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On en déduit que le flux (observé) est lié au redshift z (mesuré) et a la
luminosité intrinseque (connue), par

¢ = jﬁi 1+ (g0 — 1) 2] + O(2°) (12.24)

ce qui permet de déterminer par le biais d’observations le parametre de
décélération qp = /2 — Qap.

12.2.2 Distance angulaire

Une autre notion de distance est la distance angulaire. A nouveau, dans
un espace Euclidien, il est vrai que deux points séparés d'une distance [ et
tous deux distants de d d'un observateur O sont vus par O sous un angle
0 = l/d au premier ordre (i. e. dans la limite | < d). De la méme fagon nous
définirons la distance angulaire d4 en cosmologie de telle sorte que cette
fomule d4 = 1/6 soit encore valable, et ou [ est la distance physique entre les
deux points éloignés.

De la méme fagon que pour la distance-luminosité, nous allons voir comment
la distance angulaire d4 s’exprime en fonction de la taille réelle de la source [,
de son redshift, et de I'histoire de I’'Univers entre I’émission des rayons lumi-
neux et leurs observations. Afin de contraindre les parametres cosmologiques
a ’aide de la distance angulaire, il est donc nécessaire de disposer de sources
lumineuses de redshift connus, et dont on puisse observer la taille angulaire
dans le ciel d'une part, et dont on connaisse la taille physique [ d’autre part.
On pourrait songer a utiliser les galaxies elles-mémes, mais celles-ci ont des
tailles fortement variables de 1'une a l'autre et ne peuvent servir d’étalon.
Un exemple concret d’application de la distance angulaire est la mesure de
la taille angulaire de la < couronne d’éjection » d’une supernova de type II
(la photosphere) dont la taille physique est connue en mesurant la vitesse
d’expansion de la surface en explosion (par effet Doppler), et en mesurant
par ailleurs le temps écoulé depuis 'explosion. C’est la méthode de la photo-
sphere en expansion, qui cependant ne s’applique pas telle quelle au cas de
supernovae extragalactiques puisque dans ce cas la séparation angulaire est
trop faible pour étre résolue. Cependant une technique annexe utilisant la
loi de Stefan permet de mesurer cet angle de fagon indirecte, et permet ainsi

une mesure alternative (mais moins précise) de gy (voir [8][Chp. 2] pour plus
de détails).

Il nous suffit ici de calculer la distance angulaire dans une métrique de
FLRW. Sans perte de généralité, prenons deux extrémités de 'objet de taille
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[, émettant de la lumiere vers I'observateur (situé a t = ¢y et y = 0) a un
instant ¢.. Ces deux événements sont vus sous un angle #, par ’'observateur,
de sorte que leurs coordonnées sont, sans perte de généralité (., x.,0,0) et
(te, Xe, 0,0). On cherche la distance physique séparant ces deux événements
at=t,:il sagit de

= /O a(£) Sk )d0 = a(t) Su(xe)0 (12.25)

(cf. dt = 0,dx = 0,d¢ = 0 dans ’élément de longueur FLRW). On en déduit
da=1/0 = a(t.)Sk(xe). Avec a(t.) = ag/(1 + z) il vient :

q, = 2o(2) (12.26)

1+ 2

On remarque une relation entre distance angulaire et distance luminosité :
da = di/(1 + 2)2 1l se trouve que cette dernicre relation est un résultat
général valable dans tous les espace-temps (pas nécessairement homogenes
ni isotropes). C’est le théoreme (non-trivial) de réciprocité : on a toujours
dag = dL/(l + 2)2.

12.3 Détermination des parametres cosmolo-
giques

Nous proposons ici un survol des techniques utilisées pour 'estimation de
divers parametres cosmologiques.

12.3.1 La constante de Hubble

La constante H; joue un role central en cosmologie. C’est I'inverse d’un
temps, et son inverse donne une estimation correcte de 1’age de 1’Univers
To ~ 1/Hy. Par ailleurs la quantité dy = ¢/ Hy est une distance, dite distance
de Hubble, et qui est une bonne estimation de la taille de I’Univers observable,
c’est-a-dire de la taille de I’horizon des particules (voir chapitre suivant). En-
fin Hy entre dans la loi de Hubble v = Hyd qui est valable pour des petites
distances d < dp, ou, c’est équivalent, pour des vitesses de récession v < c,
ou encore pour des redshifts cosmologiques petits z < 1, avec v ~ cz. A
grand z, il faut utiliser la relation distance-redshift qui généralise la loi de

Hubble, cf. Eq. (12.17).
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On détermine H, a l'aide de la loi de Hubble a faible redshifts, ou la cor-
rection due a l'accélération gy peut-étre négligée (typiquement z < 0.1,
cf. Eq. (12.23). Par ailleurs il ne faut pas oublier que les galaxies sont en
général animées de vitesses particulieres de I'ordre de 100km.s~!. Pour pou-
voir négliger ces vitesses particulieres, on se restreindra aux galaxies ayant
une vitesse de récession v > 1000km.s~!, c’est-a-dire ayant un redshift
supérieur a 0.003. Au final, pour déterminer Hy, on utilise donc la loi de
Hubble dans I'intervalle z ~ 0.003 — 0.1 ou encore ~ 10M pc — 300M pc. Pour
ce faire il faut maintenant disposer d’une mesure indépendante de la distance
des objets que 1'on considérera. C’est le point qui est de loin le plus délicat.

Déterminer la distance d'une source sans 1’aide de la loi de Hubble est une
tache non-triviale. Pour les objets proches, on peut par exemple utiliser la
méthode du parallaxe qui exploite la différence de position angulaire dans
le ciel d'une étoile lorsqu’elle est observée sur Terre a six mois d’intervalle.
C’est la seule méthode de mesure directe de distances que nous ayons a
disposition. La limite de cette méthode provient de la limite en résolution
angulaire du téléscope utilisé. On peut ainsi mesurer des distances jusqu’a
quelques centaines de parsec (mission satellitte Hipparcos, décennie 1990),
ce qui reste donc interne a notre galaxie, et ne peut donc en aucun cas étre
utilisé pour mesurer Hy.

Pour aller plus loin, il faut se reposer sur des méthodes indirectes. La méthode
principale consiste a repérer des chandelles standard, c’est-a-dire tous types
d’objets (étoiles, supernovae, ...) dont la luminosité intrinseque est inva-
riable d'une occurrence a une autre. Les étoiles variables dites Céphéides
(géantes jaunes) ont joué un role particulierement important en astronomie.
Ces étoiles ont une luminosité qui est fonction périodique du temps, et il
existe une relation entre la période et la luminosité intrinseque. Il a donc
suffi de mesurer directement, par la méthode du parallaxe, la distance des
Céphéides proches (il en existe une petite dizaine dans le voisinage solaire
dont la distance est ainsi accessible) pour déterminer leur luminosité abso-
lue®. Ces Céphéides, promues ensuite au rang de chandelles standard, per-
mettent alors des mesures indirectes de la distance de leurs galaxies hotes
en comparant la luminosité intrinseque et le flux recu. C’est un exemple de
construction d’une échelle de distance de proche en proche. Les Céphéides
étant particulierement brillantes, on peut résoudre des distances allant jus-
qu’a ~ 30 Mpc par ce biais, ce qui permet déja une mesure de Hy.

Il existe d’autres méthodes pour déterminer des distances. Nous avons par
exemple cité dans la section précédente la méthode de la photosphere en ex-

5. On le calibre aussi a I'aide des céphéides du nuage de Magellan.
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pansion qui a la particularité, elle, de ne pas demander la connaissance de la
luminosité intrinseque (puisque basée sur la distance angulaire). Cependant
la plupart des autres méthodes nécessitent bien la connaissance luminosité
intrinseque d’un objet. Un exemple important est 1'utilisation de la loi de
Tully-Fischer, qui est une loi empirique reliant la luminosité absolue d’une
galaxie elliptique & sa dispersion de vitesse®, et qui s’écrit sous la forme
V'L o< v? >. La constante de proportionnalité doit étre d’abord déterminée
en appliquant cette loi a des galaxies proches dont les distances sont connues
indépendamment, par exemple & 'aide des Céphéides “. Ensuite, on peut uti-
liser cette loi pour déterminer la distance de galaxies lointaines, en mesurant
par effet Doppler leurs dispersions de vitesse, et en mesurant le flux lumi-
neux recu sur Terre. Terminons ce paragraphe par un mot sur les objets
vraiment lointains. La méthode la plus efficace dans ce cas est celle basée sur
les supernovae de type Ia dont nous avons déja parlé.

Toutes ces méthodes s’accordent pour donner (chacune avec des intervalles
de confiance différent) Hy ~ 73km.s™'.Mpc™!, &, disons, plus moins dix
pour cent pres, ce qui implique une premiere estimation de 1’age de I’'Univers
To ~ 1/Hy ~ 13.5 milliards d’années, et une distance de Hubble de 13.5
milliards d’années-lumiere soit environ 3000 Mpc. Une fois la constante H
connue, la loi de Hubble aux petits redshifts peut-étre utilisée dans 'autre
sens pour déterminer cette fois la distance d’une source lointaine de fagon
directe. Par conséquent, les incertitudes sur la valeur de H, impactent tres
souvent l'incertitude sur la valeur d’autres parametres cosmologiques. Nous
y reviendrons. Pour cette raison, on introduit souvent un nombre, hrq, défini
par

Hy = hzg x T0km.s™ . Mpc™* (12.27)

et on exprime la valeur des autres parametres cosmologiques en fonction
de hy (s'il y a lieu d’étre), afin de montrer quune incertitude sur hyy se
répercute sur une incertitude sur ce parametre (par exemple, un des €; ).

12.3.2 Les parametres ()

Pour commencer, la densité critique p. = 3HZ/87G est connue en fonction
de hzg. La densité de radiation peut étre mesurée directement. On montre en
effet que la grande majorité de I'énergie du rayonnement se trouve dans le

6. C’est-a-dire a la moyenne du carré des vitesses des étoiles liées gravitationnellement
au sein de la galaxie

7. Nous sommes donc toujours dans 'idée d’une détermination de proche en proche
des distances.
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CMB et non dans la lumiere émise par les étoiles et les galaxies. Une loi du
rayonnement de corps noir® donne alors cette densité d’énergie en fonction
de la température de ce rayonnement . On en déduit alors p,o et on trouve

Q0 ~ 5 x 10°hof (12.28)

qui est donc négligeable aujourd’hui. L’estimation du €2 des neutrinos dépend
du nombre d’especes de neutrinos (trois sont connues a ce jour mais cela n’est
peut-étre pas le fin mot de I'histoire), ainsi que de leurs masses. Quoiqu’il en
soit il est correct de considérer qu’il est également négligeable.

La densité de baryons : la densité de matiére visible (lumineuse, i. e. essen-
tiellement stellaire) est faible : Qyigible0 ~ 0.003, tandis que l'on sait que la
densité totale de matiere baryonique vaut €2,p ~ 0.04 £ 1 x h7_02, qui pro-
vient que ce nombre est nécessaire pour que la nucléosynthese primordiale
produise le rapport 75%-25% d’hydrogene et d’hélium. Cela suggere qu'une
grande partie des baryons se trouvent sous forme noire ou peu lumineuse *°,
par exemple sous la forme de gaz moléculaires froids (dihydrogene), de gaz
chauds intergalactiques, ou encore naines brunes, naines blanches, trous noirs,

étoiles a neutrons, etc.

La matiere noire : le rapport de la masse baryonique a la masse totale dans les
amas de galaxies (cette derniere étant notamment estimée par 1'étude de la
dynamique interne des amas, mais aussi par effet de lentille gravitationnelle,
etc.) est de lordre de 0.12h7_03/ ? (avec de fortes imprécisions ici), de sorte
qu’on trouverait une densité totale de la matiere non relativiste (baryonique
+ CDM) de l'ordre de €, 9 ~ 0.33h7,. Comme annoncé dans les premiers
chapitres, cela indique une forte présence de matiere noire non baryonique
et froide, dans des proportions de l'ordre de huit pour un. D’autres effets
viennent conforter ce chiffre pour le €2,, o. L’influence principale de la densité
de matiere est naturellement le rythme de la formation des structures au
cours du temps cosmique. Nous n’arborderons pas cette question dans ce
cours, mais nous pouvons ajouter ici que plusieurs observables liées a la
formation des structures, et notamment le spectre des fluctuations de densités
et I’évolution du nombre d’amas au cours du temps, viennent confirmer que

Qo ~ 0.3 (12.29)

8. On démontre a partir de la loi de Planck du corps noir, que la densité d’énergie u d’un
rayonnement & la température T’ vaut u = 0T, ol o est la constante de Stefan-Boltzmann.
9. Aujourd’hui T ~ 2.725 K, ce qui correspond a une longueur d’onde dominante de
I’ordre 1.8 mm, d’ou le caractére micro-onde du fond diffus cosmologique — voir théorie du
corps noir.
10. 11 faut cependant la distinguer de la matiére noire non baryonique, i. e. la CDM.
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Deux mesures orthogonales viennent alors compléter ce tableau. Le CMB
est quasiment homogene et isotrope. Cependant on observe des petites fluc-
tuations de températures selon la direction dans laquelle on le regarde. Ces
zones un peu plus chaudes indiquent la présence de surdensités de matiere qui
formeront plus tard les grandes structures par effondrement gravitationnel.
On peut décomposer les anisotropies du CMB en harmoniques sphériques et
obtenir ainsi le spectre de puissance angulaire du fond de rayonnement cosmo-
logique. Ce spectre possede des pics qui indiquent certaines tailles angulaires
privilégiées pour lesquelles les inhomogénéités sont les plus importantes. Une
analyse de la physique sous-jacente montre que la position du premier pic
est liée aux parametres €). Les mesures du spectre de puissance angulaire des
missions COBE puis WMAP ont alors permis de montrer que le €2 total doit
étre assez proche de 1, i. e. que I’'Univers est plat ou quasiment plat (de cour-
bure négligeable). A notre époque ou la radiation est également négligeable,
cela revient essentiellement a dire que €2, + 2, ~ 1. Cela suggere donc que le
Q4 n’est pas nul. Cela est en fait vérifié de facon totalement indépendante par
I’étude de la distance-luminosité, dont nous avons vu précédemment qu’elle
permettait de déterminer qy. L'utilisation des supernovae Ia jusqu’a des red-
shifts de z ~ 1.5 a permis de sonder la loi de Hubble généralisée et de
déterminer que I'Univers est accéléré avec

g = —0.55+0.2 (12.30)

Rappellons que gy = Qy,,0/2 — ¢ de sorte que 'on établit le modele concor-
dant ACDM avec Qp ¢ ~ 0.7 et €2, 0 ~ 0.3, qui, par ailleurs, s’insérent par-
faitement bien dans tout le faisceau des observables (mesures directes de €2,,,,
CMB, formation des structures, etc.), et dont I’étude détaillée demanderait
un cours entier.

Un commentaire sur ce dernier résultat. On voit sur I’ Eq. (12.23) que la
distance d’une source de redshift z est une fonction décroissante de ¢q, de
sorte qu’'une galaxie apparait plus lointaine dans un Univers accéléré (qy < 0)
que dans un Univers décéléré (¢o > 0). Autrement dit aussi le flux ¢ regu,
Eq. (12.24) est une fonction croissante de ¢y : les supernovae de type la
apparaissent moins brillantes dans un Univers accéléré que dans un Univers
décéléré. C’est bien ce que 'on a mesuré. Cependant, il faut prendre soin
de démontrer que des explications alternatives et peut-étre plus naturelles
qu’une accélération de I'Univers ne sont pas satisfaisantes ici. Par exemple
I’extinction du flux lumineux par absorption et diffusion de la lumiere sur des
nuages intergalactiques doit étre prise en compte. Par ailleurs la plus faible
luminosité des supernovae lointaines pourrait s’expliquer par des abondances
chimiques différentes dans les galaxies plus anciennes. Nous ne pouvons pas
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élaborer trop sur ces questions dans ce cours. Bien que ces pistes font encore
I'objet de recherches a I'heure actuelle, il est dorénavant admis que ¢y est
effectivement négatif.

12.4 L’age de I’Univers

D’autres contraintes sur les parametres cosmologiques proviennent du fait
que I’age de I’Univers doit, naturellement, étre supérieur aux objets les plus
anciens jamais observés.

L’age de I'Univers, c’est-a-dire le temps écoulé depuis la singularité initiale
a = 0, s’exprime aisément en reprenant 1’expression du look-back time :

to “da  [* da ' da
to—t= [ dt=| —=[ —= 12.31
’ /t /a F / aH — J, aH (12:31)

A Taide de l'expression de H, Eq. (11.48), et avec T I’age de 1'Univers, on
trouve alors

1 [t da
T = _/ - 7 (12.32)
HO 0 a [Qmpdfg + Qr70d74 + QA70 + (1 — QT,O) &72}

Cette intégrale ne peut s’évaluer que numériquement, sauf dans des cas
simples comme 2,0 = 1,240 = 0,8, 0 = 0,80 = 0 qui décrit un Univers
composé seulement de matiere non-relativiste, ce qui est une bonne approxi-
mation pour I’Univers réel puisque la période de radiation est courte '*. Dans
ce cas on trouve Ty = 2/3Hy ~ 0.9 hoy 101° ans. Dans le cas du modele
concordant, on trouve numériquement

(Dm0, Qn0) = (0.3,0.7) = Ty ~ 1.4 hz; 10" ans

Rappellons que certains modeles évitent la singularité initiale. Nous avons
vu notamment que certains modeles ACDM sont des Univers a rebond (cf. la
zone < no Big-Bang > que nous avons déja rencontré dans la figure 11.1), ou
le facteur d’échelle est d’abord décroissant puis rencontre un minimum @y,
puis < rebondit >, ouvrant ainsi une phase d’expansion. Ces Univers ont un
redshift maximal correspondant au minimum de a : 1 4 200 = ao/Gmin- Le
fait que nous ayons observé des galaxies et des quasars avec des redshifts

11. On rappelle que I’équivalence radiation-matiere se situe un peu avant 1’émission du
CMB, tandis que Qr4mbda,0 Ne domine que tardivement.
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aussi grands que z ~ 7 implique zy.x > 7, ce qui exclu en fait une grande
partie de cette zone < no Big-Bang .

Notons aussi que 1'on peut estimer 1’age des étoiles a 1’aide de modeles de
population stellaire. Ainsi on a pu déterminer que certaines étoiles situées
dans les amas globulaires du halo de la Voie Lactée ont un age d’au moins
10'% ans, ce qui impose Ty > 10! ans, et exclut ainsi la deuxiéme zone
grisée 12, dans le bas & droite de la figure 11.1.

Terminons cette section en notant que 1I’'Univers pourrait tout aussi bien
avoir un age infini depuis la singularité initiale « = 0 (i. e. un age infini ne
requiert pas nécessairement un modele a rebond). Pour ce faire il faudrait
que l'intégrale diverge aux alentours de a ~ 0, et cela est possible en in-
cluant un contenu matériel qui se comporte différemment de ceux introduits
jusqu’a présent. En effet, revenons a 'expression de H en terme de la den-
sité totale p(a) (matiere, constante cosmologique, matieére exotique, etc.) :
H? =8rGp(a)/3+ HE (1 — Qrp) /a?, alors age de I'Univers est donné cette

fois par
! da
Ty = / - - 17 (12.33)
0 a[8rGp(a)/3+ HE (1 —Qrp) a2

depuis la singularité initiale. On voit que I'intégrale diverge par exemple dans
le cas plat Q79 = 1 si et seulement si p(a) se comporte comme a" avec n > 0.
Un cas particulier important est une ere inflationnaire primordiale dominée
par la constante cosmologique ou une forme d’énergie noire '3 : p = cste. Dans
ce cas le facteur d’échelle va comme a = exp(1/A/3t) depuis la singularité
initiale @ = 0 qui se situe a t = —oo (I’age de I'Univers est donc bien infini
dans ce cas), jusqu’a la fin de l'inflation.

Remarquons de fagon plus générale qu'un comportement non standard pour
la densité de matiere a ’approche de la singularité initiale n’a rien d’impen-
sable physiquement, car, apres tout, dans l'intégrale Eq. (12.32) ci-dessus,
nous extrapolons la physique connue (le contenu matériel ainsi que les lois de
conservation, la relativité générale, etc.) dans le domaine a — 0 ou I'on sait
que les densités et la température tendent vers 'infini et ou, par conséquent,
une théorie de gravité quantique devrait prendre le relai. Il n’est donc pas du
tout exclu que ’age de I’Univers soit en réalité beaucoup plus grand que le
nombre avancé plus haut, ou méme infini. En fait, lorque 'on dit que I’Uni-
vers a 14 milliards d’années selon le modele concordant ACDM, il est plus

12. En supposant que Hy > 50km.s~ 1. Mpc™!, ce qui est conservatif.

13. Dans le paradigme de 'inflation, I’'Univers est vide pendant ’ére inflationnaire, tandis
que les particules, dont le rayonnement, sont créées lors de la fin de l'inflation dans le
processus de reheating, voir chapitre suivant.
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conservateur de comprendre que I'on parle surtout de la durée écoulée depuis
I'instant ou la physique est connue, c¢’est-a-dire depuis des températures de
lordre de kgT ~ m,c® ot m, est ici la masse du proton. Un calcul indique
que c’est une température de 'ordre de 1.1 x 10* K, soit depuis un redshift
de Tordre de z ~ 5 x 10' (on rappelle que T varie comme T(z) < 1+ z
et que la température actuelle est de 2.725 K), ou encore un temps infime
(~ 107%s) apres le Big-Bang, si 'on suppose qu’aucune autre physique ne
prend le relai vers a — 0.

12.5 Univers observable et horizons

Le fait que I'Univers ait (ou en tout cas puisse avoir) un age fini implique
naivement que nous ne pouvons voir qu’'une partie finie de I’Univers, que
I’on appelle I'Univers observable. C’est 1’ensemble des points de coordonnées
comobiles y desquels on peut aujourd’hui recevoir un signal. La frontiere de
I’Univers observable s’appelle [’horizon des particules. Si ’ensemble de ces
points se confond avec ’ensemble des coordonées comobiles possibles, alors il
n’y a pas d’horizon. Revenons a ’expression de la distance comobile x dans
le SC ou l'observateur (la Terre) est en y = 0. L’équation 12.1 donnait

o dt

(1) = / A (12.34)
¢ a(t)

pour la distance comobile d'un signal émis a ¢t. Comme a > 0, les signaux

les plus lointains en terme de distance comobile, et qui nous proviennent

aujourd’hui, ont été émis au moment du Big-Bang. La taille de 1'horizon est

donc g
0 dt

Xor:/ —_— 12.35

o= ) A (1235)

ou t, est tel que a(t,) = 0. Un changement de variable permet d’écrire cela
sous la forme

d ! da
Xhor = el ¢ 172 (1236)
Qo Jo d2 [QmVOCAL_?’ —+ Q,«yod_zl + QA70 + (1 — QT’()) d_Q]

ou l'on a utilisé dgy = c¢/Hp. Le fait qu'une partie seulement ou non de
I’Univers soit observable se traduit par les propriétés de convergence de cette
intégrale. On note que les deux intégrales donnant I’age de I’Univers d’une
part et la distance comobile de I’horizon d’autre part differe d’un facteur
1/a(t) dans I'intégrand. Il faut donc étre prudent sur I'intuition naive : age fini
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implique existence d’un horizon des particules, et considérer avec attention les
propriétés de convergence. Par exemple, dans le cas plat avec une densité de
matiere allant comme p = a" si @ ~ 0, I'horizon existe (xpor est fini) sin < —2
et n’existe pas sinon, tandis que I'dge est fini si n < 0. Ainsi dans le cas
—2 < n <0, I'age de I’'Univers est fini mais pour autant I’Univers observable
est infini. Ce résultat non intuitif provient du role de I'expansion dans la
propagation des rayons lumineux. Dans le cas du modele concordant ACDM,
la radiation domine la dynamique primordiale (on ne tient pas compte de
I'inflation ici), et par conséquent n = —4, de sorte que I’age de I’Univers est
fini, et il existe un horizon des particules.

Notons que la taille physique aujourd’hui de 1’horizon est donnée par d =
aoXnor, de sorte qu’elle est de l'ordre de dy = ¢/Hy, modulo U'intégrale qu’il
faut évaluer numériquement, cf. Eq. (12.36) ci-dessus. On obtient donc un
Univers observable de taille physique donnée typiquement par 3000 Mpc a
I’époque actuelle, méme s’il faut bien voir qu’il s’agit de la taille aujourd’hui
de I’Univers que 1’on ne peut observer que dans le passé. 1l s’agit donc d’un
chiffre seulement indicatif et sans signification réelle. Remarquons aussi que
notre époque n’ayant rien de particulier, la taille de I’horizon a toute époque
est typiquement de 'ordre de dg(t), i. e. d’ordre ¢/H (t).

Un autre horizon est celui des évenements. Nous voyons que 1’Univers obser-
vable croit avec le temps cosmique, comme il est assez intutif. Est-ce a dire
que l'on peut, a condition d’attendre suffisament longtemps, avoir toujours
acces a 'ensemble des points x, 6, ¢ de 'hypersurface initiale a ¢ = t, telle
que a(t,) = 07 Autrement dit, peut-on espérer voir un jour tout I’Univers
dans son ensemble (méme si, encore une fois, nous ne voyons qu’'une coupe
de I’Univers, le long du cone de lumiere) ? Cela ne sera vrai que si l'intégrale
suivante, qui donne la distance comobile maximale d’une lumiere émise a t;

et reque a t,q,
tmazx dt/
t) = — 12.37
=[5 (12:37)

diverge (ici ¢4 est fini ou infini selon le modele d’expansion éternelle ou de
recollapse en Big Crunch). Dans le cas ou cette intégrale converge, il existe
une zone de coordonnées comobiles que 'on ne pourra jamais, méme en
principe, observer. Cette frontiere est alors bornée par une surface de genre
lumiere que 'on nomme [’horizon des événements. 11 faut noter que c’est
aussi la zone de coordonnée comobiles que 1'on peut atteindre (influencer)
avec de la lumiere émise a l'instant ¢;.



Chapitre 13

Apercu des problemes de la
cosmologie moderne

13.1 Le probléeme de I’horizon

Ce probleme se comprend tres bien intuitivement. Nous observons que le
CMB est fortement homogene et isotrope avec des fluctuations de température
du rayonnement de corps noir de I'ordre de 6T/T ~ 107°, quelle que soit la
direction sous laquelle on regarde le CMB dans le ciel. Prenons par exemple
deux directions diamétralement opposées. Le CMB dans ces deux directions
a été émis vers la Terre depuis une distance comobile agy de l'ordre de
14 x 10° années-lumiere. Ainsi ces deux zones du plasma primordial qui ont
émis le CMB étaient séparés d’une grande distance comobile y telle que
~ apx ~ 28 x 10° années-lumiere. On comprend alors sans peine que ces
deux régions du plasma primordial n’ont pas eu le temps (en général) d’avoir
été en contact causal, du fait du temps disponible relativement court (~ 300
000 ans) apres le Big-Bang. Il n’y a donc aucune raison a priori pour que la
température du CMB (qui est un traceur direct de la densité de la matiere a
I’époque de son émission) soit quasiment égale dans ces deux zones causale-
ment déconnectées. Bien sir, les propriétés d’expansion de 1’espace peuvent
invalider cette conclusion ; en particulier, le paradigme inflationnaire (cf. plus
bas) qui suppose I'existence d’'une phase d’expansion tres rapide et tres im-
portante dans I'Univers trés primordial (vers ~ 10733s) est une <« astuce » qui
permet de mettre en contact causal toutes ces régions qui ont émis le CMB
qui nous parvient aujourd’hui. En I'absence cependant d'un tel mécanisme,
i. e. dans le cadre du strict modele ACDM, on peut calculer que le CMB
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observé aujourd’hui est consitué d’un grand nombre! de telles zones causa-
lement déconnectées, et pourtant toutes ces zones ont les mémes propriétés
de température, de densités, et partagent la méme amplitude des flutuations
de température. C’est le probléme de [’horizon.

13.2 Le probleme de la platitude

Ce probleme est aussi connu sous le nom du probleme des ). Du fait de la
définition des €2, on voit sans peine que le oméga total évolue en fonction du
parametre d’échelle réduit de la facon suivante :

Qoa™ + Qo™ + Qao
QT70(A1,74 + Qm’odf?’ + QA,O + (1 — QT@)(AI*Q
(1 — QT70)(AI_2

QT(d) =

= 1- - 13.1
Qa4+ Qa3+ Qp o+ (1 — Qpp)a? (13.1)
On en déduit que, dans I’ere de radiation, on a
1 —Qrola))a®
1— Qp(a) ~ (1= Oro(@)a (13.2)

)
QT,O

et on voit que, pour avoir un Univers quasiment plat aujourd’hui (puisque
I'on sait, de facon conservative, que |1 — Q7| < 0.5), il a fallu que 'Univers
soit extrémement plat dans le passé, avec une valeur de Qr(a) qui tend
vers 1 si a — 0, et en 'occurence qui vaut 1 suivi de 56 zéros a 1’époque de
grande unification ?. Cela pose un probléme de « réglage fin > (fine-tuning en
anglais) des conditions initiales, qui doivent étre tres particulieres afin d’avoir
11 — Q| < 0.5 aujourd’hui (quoique ce probleme disparait si I'Univers est
exactement plat avec k = 0 et Qp(t) = 1Vt). Le paradigme inflationnaire
amene également une réponse a ce probleme, comme nous allons le voir.

1. Typiquement, la taille de ’horizon a I’époque du CMB, qui définit la zone causale-
ment connectée (a cette époque) autour de toute direction donnée dans le ciel, est percue
depuis la Terre avec une ouverture angulaire de l'ordre de 1°. Le CMB est donc, selon le
modele concordant, constitué d’un grand nombre de zones causalement déconnectées les
une des autres.

2. Une époque supposée vers a/ag ~ 10728 ot I’ensemble des forces fortes et
électrofaibles seraient unifiées en une seule et unique force, aux alentours d’une température
de l'ordre de T'= 10'5 GeV. Un GeV = 10° eV, et un électron-Volt (eV) vaut 1.6 x 10~1°
Joule par définition. La conversion température - énergie se fait via kT = FE. La
température du plasma primordial ou les forces sont supposées s’unifier est donc de I'ordre
de 10?® Kelvins.
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13.3 Le paradigme inflationnaire

La théorie de I'inflation consiste essentiellement a supposer que I'ere de radia-
tion ne s’étend pas jusqu’a la singularité initiale a(t) = 0, mais qu’elle est en
fait précédée d’une phase d’expansion accélérée, typiquement exponentielle
(i. e. de type de Sitter). Bien entendu, pour que cela soit possible, il faut
modifier le contenu en énergie-matiere de 1'Univers primordial. On suppose
donc qu’il existe une phase (située vers 10733s, cf. ci-dessous), ot 'Univers est
essentiellement vide de la matiere ordinaire, mais empli d’un fluide de type
énergie noire (i. .e. une équation d’état w ~ —1), provenant d’un nouveau
champ nommé ["inflaton. Cela conduit a une phase de type de Sitter, pour
laquelle I'expansion de I'Univers est exponentielle : le parametre de Hubble
est environ constant, et le facteur d’échelle va comme effinfation(t=4i) 1] faut
bien entendu mettre un terme a cette inflation, et, a cet instant, repeupler
I’Univers des particules connues. Le modele privilégié est typiquement, une
désintegration spontanée de l'inflaton en radiation et en matiere, que l'on
appelle la phase de reheating?.

Commencons par le probleme de ’horizon. Soit as le facteur d’échelle au
début de la phase inflationnaire, et a; sa valeur a la fin de I'inflation. Sup-
posons I"Univers empli d’un seul fluide de densité p(a) ~ cste pendant cette
période. La contribution entre as et a; a I’expression de la taille comobile de
I’horizon des particules est donnée par

boqt 1 (@ da
Xhor = / — =~ _/ ~ " 172 (133)
o ot)  aoJa, a2[87Gp(a)/3)

en négligeant la contribution de la courbure. On peut donc repousser 1'ho-
rizon a l'infini en faisant tendre ds vers 0 (auquel cas 'Univers observable
se confond avec I’Univers en entier). Nous pouvons alors estimer 1’ampleur
nécessaire de l'inflation pour résoudre le probleme de I’horizon. Essentielle-
ment, nous voulons que ’horizon a la fin de l'inflation inclue le volume de
Hubble actuel, de sorte que toutes les parties émmettrices du CMB observé
actuellement aient été en contact causal par le passé. Puisque p(a) ~ cste
pendant cette période, le parametre de Hubble est environ constant H; ~ Hs,
et le facteur d’échelle évolue comme a(t) ~ dyef1(t=*2). La taille de I’horizon

3. Quoiqu’'un modele plus complet serait : inflation, désintégration de I'inflaton dans les
champs de la théorie Grand Unifiée, eux mémes se transformant en les champs ordinaires
(radiation et matiere) a la brisure de symétrie grand unifiée vers les symétries résiduelles
de l'interaction forte et électrofaible.
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a la fin de 'inflation est donc donné par, environ

dt

Xend ~ Ty ™ O <ﬁ> (13.4)

On demande que agXena > Hjy L ¢est-a-dire

(N Qg a1 1 1

— > —
agH, ay ay Hy Ho

(13.5)

On utilise la loi de Friedmann pour évaluer H;. A la fin de Uinflation (a
t = t;), on a empli a nouveau "Univers de radiation, de sorte que, d’apres
Eq. (11.48), on a \
H? ~ H? (Z—i’) Qg (13.6)
Avec Q.9 ~ 107 (en fait 5 x 107°), on en déduit, tous calculs faits, que cette
condition s’écrit a a
L >1022 (13.7)
a2 ai
En conséquence, plus linflation a lieu tot (i. e. plus le rapport ag/a; est
grand), plus l'expansion pendant Uinflation (a;/as) doit étre grande pour
résoudre le probleme de I’horizon. On suppose en général que I'inflation a lieu
pendant I’ere de grand unification des interactions, ou aussi au moment de la
brisure de cette unification des forces et de son groupe de symétrie étendu,
en les forces standard et leurs groupes de symétries résiduelles associées, i. e.
vers 105 GeV, ce qui correspond & a;/ag ~ 10728, Nous trouvons donc que
pour résoudre le probleme de ’horizon avec une ere inflationnaire, il faut que
celle-ci étende I'espace d’'un facteur a;/as ~ 10%° = €%°. On parle aussi du
nombre d’efolds N, défini par eV = a,/as. 1l faut donc N > 60 pour résoudre
le probleme de I’horizon avec l'inflation.

Il se trouve que 1'on obtient le méme ordre de grandeur pour N si 'on de-
mande que l'inflation soigne également le probleme de la platitude. En effet,
on peut écrire, pendant la phase inflationnaire dominée par un seul fluide de
densité p, et tenant compte de la courbure :

B Qr(as)
(1) = & @) + (= Qr(@))(a)a)

Pour a; > a,, on voit que

(13.8)
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Cela signifie que 1'on peut tres bien avoir des conditions initiales pré infla-
tionnaire de type Qr ~ 1 (et non nécessairement ajusté a 50 décimales pres a
1), et un oméga total proche de 1 encore aujourd’hui : la formule précédente
indique que le oméga total est tres proche de 1 a la fin de I'inflation, mais
cela dynamiquement, et non a l’aide de conditions initiales trop spécifiques.
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