
Theoretische Beschreibung von Exzitonen in
druckinduzierten Potentialfallen bei ultratiefen

Temperaturen in Kupferoxydul

Dissertation

zur

Erlangung des akademischen Grades

doctor rerum naturalium (Dr. rer. nat.)

der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultät

der Universität Rostock

vorgelegt von

Dipl.-Phys. Siegfried Sobkowiak

Rostock, den ..

zef007
Schreibmaschinentext
urn:nbn:de:gbv:28-diss2015-0131-9



ii

Gutachter:
. Gutachter:

Prof. Dr. Heinrich Stolz,
Institut für Physik, Universität Rostock

. Gutachter:
Prof. Dr. Holger Fehske,
Institut für Physik, Universität Greifswald

. Gutachter:
Prof. Dr. Frank Jahnke,
Institut für theoretische Physik, Universität Bremen

Datum der Einreichung: ..

Datum der Verteidigung: ..



Inhaltsverzeichnis

1. Grundlagen 1
1.1. Kupferoxydul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2.1. Verspannung im Kristall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.2. Erzeugung der Exzitonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2.3. Auger-Zerfall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3. Grundlagen der theoretischen Beschreibung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2. Exzitonen im thermischen Gleichgewicht 13
2.1. Dichte der Exzitonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.1. Das ideale Exzitonengas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.1.2. Thomas-Fermi-Näherung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1.3. Popow-Näherung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.1.4. G1/G2-Näherung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.2. Spektrum der Exzitonen im thermischen Gleichgewicht . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3. Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.1. Signaturen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3.2. Wechselwirkungsstärke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.3.3. Näherungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.3.4. Optische Abbildung und Verbreiterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.3.5. Leuchtendes Kondensat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4. fit-Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.5. Vergleich von Experiment und Theorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3. Nichtgleichgewicht 43
3.1. Hydrodynamische Darstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.1.1. Kondensat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.1.2. Thermische Exzitonen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2. Homogener Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2.1. Relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.3. Lokales Gleichgewicht . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.3.1. Kugelkoordinaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.4. Stoßterme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.4.1. Exziton-Phonon-Stoßterm CX−Ph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.4.2. Stoßterm Kondensat-Thermische Exzitonen CXc−X . . . . . . . . . . . . 64
3.4.3. Erzeugung und Vernichtung von Exzitonen CE−V . . . . . . . . . . . . . 65

3.5. Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
3.5.1. Gepulste Anregung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.5.2. Dauerstrichanregung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.6. Vergleich von Experiment und Theorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

iii



iv Inhaltsverzeichnis

4. Zusammenfassung 93
4.1. Ausblick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

A. Publikationen 97
A.1. Veröffentlichte Artikel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
A.2. Eingereichte Artikel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
A.3. Sonstiges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
A.4. Konferenzbeiträge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

B. 101
B.1. Abkürzungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
B.2. Berechnung der Exziton-Exziton-Stoßintegrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

B.2.1. CX−X-Stoßterm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
B.2.2. CXc−X-Stoßterm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
B.2.3. Numerische Behandlung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

B.3. Berechnung der Exziton-Phonon-Stoßintegrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
B.3.1. Entwicklung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
B.3.2. Numerische Behandlung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

B.4. Bestimmung von Temperatur und chemischem Potential aus den hydrodynami-
schen Größen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
B.4.1. Integrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
B.4.2. Startwerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

B.5. fit-Formel für das Spektrum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

Literaturverzeichnis 115

Danksagung 125



Kapitel 1.

Grundlagen

Bereits 1925 wurde von Albert Einstein [1] einer der berühmtesten Quanteneffekte vorher-

gesagt, die nach ihm und Satyendranath Bose benannte Bose-Einstein-Kondensation. Bosonen

(Teilchen mit ganzzahligem Spin) können jeden beliebigen Quantenzustand mit beliebig vielen

Teilchen besetzen. Dies bildet einen fundamentalen Unterschied zu Fermionen (Teilchen mit

halbzahligen Spin), welche jeden Zustand mit maximal einem Teilchen besetzen können. Wer-

den in einem bosonische System gewisse kritische Werte für Temperatur Tkrit und Dichte nkrit

erreicht, so wird der Grundzustand makroskopisch besetzt. Dieser Effekt wird Bose-Einstein-

Kondensation (BEK) genannt. Die Berechnung von kritischer Temperatur und Dichte für das

ideale Bosegas findet sich in diversen Lehrbüchern der statistischen Physik (z.B. [2]) und ergibt

kBTkrit(n) = 2π~2

m

(
n

(2S + 1)g3/2(1)

)2/3

,

nkrit(T ) = (2S + 1)
(
mkBT

2π~2

)3/2
g3/2(1) , (1.1)

mit der Boltzmann-Konstante kB, der Masse m, dem speziellen Bose-Integral g3/2(1) ≈ 2,612,

dem reduzierten Planckschen Wirkungsquantum ~ und der Spinquantenzahl S. Zur experimen-

tellen Umsetzung ist also eine hohe Dichte bei gleichzeitig niedriger Temperatur erforderlich.

Zudem sollten Teilchen mit einer möglichst kleinen Masse benutzt werden, da dies die kriti-

sche Dichte absenkt bzw. die kritische Temperatur erhöht.

Die experimentelle Realisierung einer solchen BEK erwies sich jedoch als so schwierig, dass

erst 70 Jahre nach der Vorhersage der Nachweis gelang. Hierzu war es nötig, Atome mittels

Laser- und Evaporationskühlung bis in den nK-Bereich abzukühlen [3]. Für die experimentelle

Umsetzung der BEK mit Rubidium- [3] bzw. Natriumatomen [4] im Jahre 1995 erhielten Eric

A. Cornell, Wolfgang Ketterle und Carl E. Wieman 2001 den Nobelpreis für Physik. Mittlerwei-

le gibt es auch experimentelle Nachweise der BEK für Moleküle [5] und Magnonen [6].

Lange Zeit galten Exzitonen (gebundene Elektron-Loch-Paare in angeregten Halbleitern)

als die besten Kandidaten für eine experimentelle Realisierung der BEK. Bereits in den 1960er

Jahren wurden diese für Versuche vorgeschlagen und diskutiert [7, 8]. Dies geschah vor allem
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2 Grundlagen

aufgrund ihrer äußerst geringen Masse, in der Größenordnung der freien Elektronenmassem0.

Exzitonen besitzen, verglichen mit den von Anderson et al. [3] verwendeten 87Ru-Atomen, ei-

ne um fünf Größenordnungen niedriger Masse (mRu ≈ 1,6 × 105m0). Bei der gleichen Dichte

würden sie demnach bei Temperaturen kondensieren, die fünf Größenordnungen höher liegen.

So beträgt die kritische Temperatur für einen Halbleiter aus Indiumphosphid (InP) bei einer

Exzitonendichte von 1,3× 1015 cm−3 ungefähr 2 K [9]. Diese Temperaturen können mittels

eines Kryostaten auf Basis von flüssigem Helium erreicht werden.

Es ist an dieser Stelle wichtig zu bemerken, dass es hier nicht um die Kondensation von

Exziton-Polaritonen gehen soll. Diese bosonischen Quasiteilchen setzen sich aus Exzitonen

gekoppelt an das Photonfeld einer Mikrokavität zusammen und besitzen eine noch kleinere

Masse als Exzitonen an sich. Experimente zur Kondensation von Exziton-Polaritonen haben in

den letzten Jahren einige Aufmerksamkeit erhalten (für eine Übersicht siehe z.B. [10]), un-

terscheiden sich aber grundsätzlich zu den hier betrachteten Experimenten zu Exzitonen im

Volumenmaterial.

Die ersten experimentellen Arbeiten zur Suche nach einem exzitonischen Kondensat in

Halbleitern wurden an CdSe und CuCl durchgeführt [11, 12, 13, 14] und liegen mittlerweile

40 Jahre zurück. Aufgrund verschiedener Probleme war es allerdings nicht möglich, die BEK

von Exzitonen an diesen Halbleitern zu demonstrieren. Ein in der Folge viel verwendetetes Ma-

terial ist Kupferoxydul (Cu2O). Die lange Lebensdauer der Paraexzitonen von τ = 13 µs [15]

und andere Eigenschaften (siehe Abschnitt 1.1) machen Cu2O zu einem idealen Material für

die Realisierung einer exzitonischen BEK. Erste Erfolgsmeldungen mit Exzitonen im Volumen-

material konnten jedoch später auf sogenannte „Phononwinde“ [16] und Schwierigkeiten mit

der Abbildung [17] zurückgeführt werden. Zur Umgehung dieser Probleme, werden druck-

induzierte Potentialfallen genutzt. Unter Verwendung dieser Technik wurde eine Reihe von

Experimenten durchgeführt [18, 19, 20, 21, 22, 23], von denen aber keines in der Lage war,

eine BEK von Exzitonen im Sinne der von Snoke in [24] aufgestellten Kriterien zweifelsfrei

nachzuweisen. Für ein System aus Exzitonen muss demnach ein Schwellverhalten (kritische

Temperatur/Dichte), das Aufbrechen in kondensierte und nichtkondensierte Phase sowie die

spontane Kohärenz des Kondensates nachgewiesen werden. Auch die Experimente mit Exzito-

nen in Cu2O bei ultratiefen Temperaturen (T � 1 K), welche in der Arbeitsgruppe Halbleiter-

optik von H. Stolz durchgeführt wurden [25, 26] und deutliche Signaturen eines BEK zeigten,

konnten bisher nicht alle diese Kriterien erfüllen. Gerade der Nachweis der Kohärenz gestaltet

sich schwieriger als oft angenommen [27].

In dieser Arbeit werden typische experimentelle Situationen im allgemeinen und spezi-

ell die in [25] und [26] geschilderten Experimente theoretische untersucht. Insbesondere

geht es darum, Vorhersagen zu treffen bzw. die Interpretation von Messergebnissen zu er-

möglichen und zu einem allgemeinen Verständnis der Experimente beizutragen. Die theore-

tische Beschreibung der Exzitonen in druckinduzierten Potentialfallen ist ein komplexes Pro-

blem. Ein umfassendes Modell muss neben der endlichen Lebensdauer, dem Auger-Zerfall und
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Exziton-Exziton-Stößen auch Exziton-Phonon-Stöße (Thermalisierung mit dem Kristallgitter),

den Pumplaser und weitere Besonderheiten enthalten. Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung

eines solchen Modells, welches alle wesentlichen Prozesse berücksichtigt. Hierzu wurde die

Arbeit in drei Teilabschnitte gegliedert. In den folgenden Passagen dieser Einleitung werden

grundlegende Eigenschaften von Kupferoxydul, der Aufbau des Experiments sowie die Grund-

züge der theoretischen Beschreibung dargelegt. Im zweiten Kapitel wird ein vereinfachtes Mo-

dell unter der Annahme thermodynamischen Gleichgewichts genutzt, um erste Resultate ab-

zuleiten. Im dritten und letzten Kapitel werden anschließend die Exzitonen als dynamisches

System im Nichtgleichgewicht behandelt.

1.1. Kupferoxydul

Kupferoxydul (Cu2O) ist ein natürlich vorkommender direkter Halbleiter, welcher bei der Oxi-

dation von Kupfer entsteht. Es kommt daher vornehmlich in Form des Minerals Cuprit in Kup-

feradern vor, kann aber auch künstlich gezüchtet werden. Weitere Bezeichnungen für Kupfer-

oxydul sind unter anderem Kupfer(I)-oxid, Dikupferoxid oder Cuprum oxydulatum. Ursprüng-

lich zum Bau von Gleichrichtern verwendet, wurde Cu2O in diesem Bereich durch Selen, Ger-

manium und Silizium verdrängt. Aufgrund seiner besonderen Eigenschaften findet es jedoch

immer noch Verwendung in der Grundlagenforschung.

Die Einheitszelle von Kupferoxydul enthält 2 Sauerstoff- und 4 Kupferatome, welche in

der seltenen Cupritstruktur angeordnet sind [28]. Die Gitterkonstante beträgt aG = 0,43 nm
[29]. Das oberste Valenz- und das unterste Leitungsband sind bei Kupferoxydul das Γ+

7 - bzw.

das Γ+
6 -Band. Die Energielücke zwischen diesen beiden Bänder beträgt EG = 2,17 eV [30].

Das Γ+
8 -Band liegt 130 meV unterhalb des Γ+

7 -Bandes aufgrund der Spin-Orbit-Wechselwirkung

[30]. Ein Ausschnitt der Bandstruktur von Kupferoxydul ist schematisch in Abbildung 1.1 dar-

gestellt. Werden Exzitonen aus Elektronen des Γ+
6 - und Löchern des Γ+

7 -Bandes gebildet, so

werden diese der sogenannten gelben Serie zugerechnet. Befindet sich das Elektron im Γ+
6 -

und das Loch im Γ+
8 -Band, so ordnet man das entstandene Exziton der sogenannten grünen

Serie zu. Die Namen stammen von der Wellenlänge des bei der jeweiligen Rekombination emit-

tierten Photons.

Die für das Experiment maßgeblichen 1s-Exzitonen der gelben Serie werden also mittels

des zweifach entarteten Γ+
6 -Bandes und des zweifach entarteten Γ+

7 -Bandes gebildet. Demzu-

folge gibt es ein nichtentartetes Paraexziton mit J = 0 und das dreifach entartete Orthoexziton

(Ortho(+)-Exziton, Ortho(0)-Exziton und Ortho(−)-Exziton) mit J = 1. Da das Paraexziton

aus reinen Spintriplett-Zuständen besteht, wird es nicht durch die Austauschwechselwirkung

betroffen. Dies führt zur Ortho-Para-Aufspaltung von EO−P = 12,12 meV [32] mit dem Paraex-

ziton als niedrigstem Zustand. Das Paraexziton ist für alle elektronischen Übergänge in beliebi-

ger Ordnung optisch verboten, da J = 0 ist [33]. Dies führt zu einer sehr langen Lebensdauer
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Abbildung 1.1.: Ausschnitt der Bandstruktur von Kupferoxydul gemäß [31] in [100]-Richtung. Dar-
gestellt ist das unterste Leitungsband (Γ+

6 -Band) sowie das oberste Valenzband (Γ+
7 -Band) und das

darunter liegende Γ+
8 -Band. Die Bandlücke beträgt EG = 2,17 eV. Der Abstand zwischen dem Γ+

7 -Band
und dem Γ+

8 -Band beträgt aufgrund der Spin-Orbit-Wechselwirkung ESO = 0,13 eV.

in der Größenordnung von mehreren µs. Im Gegensatz dazu sind Zerfälle von Orthoexzitonen

schwach quadrupolerlaubt (Oszillatorstärke von 3 × 10−9 [37]) und die Lebensdauer beträgt

nur einige ns. Wichtige Kenndaten für Cu2O sind in Tabelle 1.1 zusammengetragen. Obwohl

der Bohrradius der Exzitonen in der gleichen Größenordnung wie die Gitterkonstante liegt,

können sie trotzdem als Wannier-Exzitonen beschrieben werden. Allerdings treten dadurch

in Cu2O einige Besonderheiten auf. Die Energiezustände bilden zwar eine Rydberg-Serie, al-

lerdings nur mit Ausnahme des Grundzustandes. Die Massen der 1s-Ortho- (mO = 3,0 m0)

und 1s-Paraexzitonen (mP = 2,6 m0) unterscheiden sich stark von der Summe der Massen

der entsprechenden Löcher (mh = 0,7 m0) und Elektronen (me = 1,0 m0). Zudem besitzt die

Bandstruktur für kleine k eine starke Nichtparabolizität (siehe Abbildung 1.1). Diese und ande-

re Abweichungen können mittels der central-cell-corrections [30] und der Arbeiten von Alver-

mann et al. [38] verstanden werden. Für die numerischen Rechnungen werden die Parameter

gemäß Tabelle 1.1 verwendet und eine näherungsweise parabolische Dispersion angenommen.

Aufgrund des Mottüberganges ist die Dichte der Exzitonen in Halbleitern beschränkt. Mit

steigender Dichte nimmt die Abschirmung der Coulombwechselwirkung zwischen den Kon-

stituenten des Exzitons (Elektron und Loch) immer weiter zu. Ab einem bestimmten Dich-
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Parameter Symbol Wert Quelle

Brechungsindex nr 2,95 [34]

Elektronenmasse me 1,0 m0 [35]

Lochmasse mh 0,7 m0 [35]

Masse Paraexziton mP 2,6 m0 [36]

Masse Orthoexziton mO 3,0 m0 [30]

Rydberg (n>1) ERy 97 meV [35]

Bindungsenergie (n=1) EX 150 meV [35]

Bohrradius aX 0,7 nm [35]

Bandlücke Eg 2,17 eV [30]

Ortho-Para-Aufspaltung EO−P 12,12 meV [35]

Tabelle 1.1.: Wichtige Kenngrößen für Kupferoxydul

tebereich, der sogenannten Mottdichte, ist diese so stark, dass die Bindungszustände aufbre-

chen und ein freies Elektron-Loch-Plasma entsteht. Die genaue Lage dieses Dichtebereichs wird

durch ein subtiles Zusammenspiel verschiedener Vielteilcheneffekte (neben der Abschirmung

noch Pauliblocking und Selbstenergie) bestimmt [39]. Für tiefe Temperaturen (T < 10 K) be-

trägt die Mottdichte in Kupferoxydul nMott ≈ 3× 1018 cm−3 [40].

Andererseits können auch die Exzitonen untereinander wechselwirken. Die Beschreibung

dieser Wechselwirkung ist aufgrund der inneren Struktur der Exzitonen (Composite-Particle-

Effekte) ein komplexes und seit langem diskutiertes Problem [41, 42, 43, 44, 45, 46]. Aller-

dings können Exzitonen als schwach wechselwirkendes Bosegas behandelt werden, wenn

na3
X �

1
4π (1.2)

erfüllt ist [35]. Exzitonen in Cu2O können demnach bei Dichten n � 2, 3× 1020 cm−3 und

somit für alle Dichten unterhalb der Mottdichte, so beschrieben werden. Aufgrund des großen

mittleren Abstands der Exzitonen in den zu betrachtenden Fällen spielen composite-particle-

Effekte daher nur eine untergeordnete Rolle. Zur Beschreibung der Wechselwirkung sollte

demnach ein Kontaktpotential und somit die Kenntnis der s-Wellen-Streulänge as ausreichen.

Aufgrund der sehr ähnlichen Massen von Elektronen und Löchern in Cu2O stellt Positronium

ein geeignetes Modell zur Berechnung dieser dar. Für diesen Fall wurde as für die Paraexzito-

nen von Shumway et al. [43] mit dem Ergebnis as = 2,1 aB, berechnet.

Unter Vernachlässigung der inneren Struktur der Exzitonen können diese in Cu2O als schwach

wechselwirkendes Bosegas beschrieben werden. Somit kann auf die umfangreichen Arbeiten

aus dem Bereich der atomaren BEK zurückgegriffen werden. Der entsprechende Formalismus

muss allerdings an gegebener Stelle durch halbleiterspezifische Effekte ergänzt werden.
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Abbildung 1.2.: Schematische Versuchsanordnung für Experimente mit Exzitonen in druckinduzierten
Potentialfallen, wie sie in [25, 26] verwendet wird [49].

1.2. Experiment

Um hohe Dichten von Exzitonen zu erzeugen, werden typischerweise druckinduzierte Hertz-

sche Potentialfallen verwendet. Diese bereits seit den 1970er Jahren eingesetzte Methode ver-

ändert durch mechanischen Druck die Bandstruktur und erzeugt so Fallen für Exzitonen. Diese

Technik wurde bei diversen experimentellen Untersuchungen verwendet [19, 22, 47, 48] und

findet auch bei den Experimenten in der Arbeitsgruppe von H. Stolz [25, 26] Anwendung. Für

die Versuche wird ein kubischer Cu2O-Einkristall (Kantenlänge l ≈ 3 mm) zwischen einer ebe-

nen Unterlage und einer sphärischen Glaslinse eingespannt. Mittels einer Stellschraube kann

der Druck der Linse auf den Kristall und somit die Tiefe und Form der Potentialfalle variiert

werden. Die Probe befindet sich in einem 3He/4He-Verdünnungskryostaten und kann darin

bis auf 0,037 K abgekühlt werden [26]. Aufgrund des experimentellen Aufbaus gibt es insge-

samt drei verschiedene Temperaturen, welche eine Rolle spielen. Diese sind die Temperatur

der Exzitonen TX, die Temperatur der Probe (der Phononen des Kristallgitters) TPh und die

Temperatur des He-Bades TBad. Direkt messbar ist allerdings nur die Temperatur des Bades.

Die Exzitonen werden durch einen Pumplaser am Fallenrand erzeugt und diffundieren in

das Fallenzentrum. Das bei der Rekombination emittierte Lumineszenzspektrum wird mittels

eines Spektrometers mit angeschlossener CCD-Kamera aufgezeichnet. Der schematische Ver-

suchsaufbau ist in Abbildung 1.2 dargestellt. Die z-Achse verläuft vom Berührpunkt der Linse
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mit dem Kristall senkrecht nach unten. In dieser Richtung hat das Fallenpotential annähernd

die Form eines Morsepotentials. In der x-y-Ebene ist die Falle hingegen durch einen harmoni-

schen Oszillator gegeben. Für die theoretische Beschreibung wird der Koordinatenursprung in

das Minimum des Fallenpotentials gelegt. Wie in Abbildung 1.2 ersichtlich, erfolgt die Einstrah-

lung des Lasers senkrecht zur z-Achse. Für die theoretische Beschreibung des Systems ist es

wichtig, weitere Aspekte zu berücksichtigen, wie die Effekte der mechanischen Verspannung,

die Art der Erzeugung der Exzitonen und den Auger-Zerfall.

1.2.1. Verspannung im Kristall

Durch die Spannung mischen die Paraexzitonen der zu betrachtenden gelben Serie mit den

energetisch höher liegenden Paraexzitonen der grünen Serie. Dies führt dazu, dass der direkte

Zerfall der Paraexzitonen quadrupolerlaubt ist. Die Stärke dieses Übergangs ist abhängig vom

verwendeten Druck. Bei typischen Werten (2 kbar) dominiert der direkte quadrupolerlaub-

te Zerfall gegenüber dem entsprechendem phononassistierten Prozess [34]. Für die Berech-

nung des Lumineszenzspektrums der Paraexzitonen kann somit eine direkte Exziton-Photon-

Kopplung angenommen werden. Die Orthoexzitonen hingegen zerfallen über einen phononas-

sistierten Prozess.

In einem Kristall ohne Verspannung ist die Streuung von Paraexzitonen nur mit longitudinal-

akustischen (LA) Phononen möglich [50]. Unter Druck wird jedoch auch die Streuung an

transversal-akustischen (TA) Phononen erlaubt [51]. Die Stärke dieser Kopplung ist allerdings

noch vom ausgeübten Druck abhängig [52]. Da die Abkühlung der Exzitonen ausschließlich

über die Streuung an Phononen stattfindet, verbessert sich dadurch die Kühlung der Exzitonen.

1.2.2. Erzeugung der Exzitonen

Für die Erzeugung von Exzitonen gibt es prinzipiell drei verschiedene Möglichkeiten, welche

in Abbildung 1.3 dargestellt sind. Zum einem können zunächst Orthoexzitonen erzeugt wer-

den, welche durch den Ortho-Para-Konversionsprozess in Paraexzitonen umgewandelt wer-

den. Hierfür können Orthoexzitonen direkt über den quadropolerlaubten Nullphononübergang

(Prozess I) oder über die indirekte Absorption unter Einbeziehung eines Γ−3 -Phonons (Prozess

II) erzeugt werden. Andererseits können Paraexzitonen direkt über den Nullphononübergang

erzeugt werden (Prozess III). Letzterer Prozess ist möglich aufgrund des ausgeübten Druckes

und der dadurch entstehenden Verspannungen. Für die experimentelle Umsetzung wird Pro-

zess II realisiert, da dieser eine hohe Absorptionsstärke besitzt und die anfänglich erzeugte Ver-

teilung räumlich stark ausgedehnt ist [25]. Somit spielen sowohl die Para- als auch die dreifach

entarteten Orthoexzitonen eine Rolle. Jedoch ist die entstehende Falle für Ortho(0)-Exzitonen
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Abbildung 1.3.: Schematische Darstellung der verschiedenen Möglichkeiten zur Anregung von Paraex-
zitonen in Cu2O [49].

repulsiv und es werden nur drei verschiedene Arten von Exzitonen (Ortho(+)-, Ortho(−)- und

Paraexzitonen) in der Falle gesammelt.

1.2.3. Auger-Zerfall

Ein wichtiger Prozess ist der augerartige Zweikörperzerfall der Exzitonen. Bei diesem rekom-

biniert ein Exziton und ein zweites wird dabei ionisiert. Das so entstandene freie Elektron-

Loch-Paar bildet nach einiger Zeit ein stark angeregtes Exziton. Dieser Prozess ist also für die

Erzeugung eines Kondensates in zweierlei Hinsicht hinderlich. Zum einem werden Exzitonen

vernichtet und somit die Dichte gesenkt und zum anderen entstehen sehr heiße Exzitonen.

Typischerweise wird der Einfluss des Auger-Zerfall in der Literatur über dn/dt = An2 be-

schrieben, wobei davon ausgegangen wird, dass der Auger-Koeffizient A weder orts- noch

dichteabhängig ist. Über den Wert des Koeffizienten selbst gehen die experimentellen und

theoretischen Ergebnisse jedoch weit auseinander. Im ersten Bericht über diesen Zerfallspro-

zess wird der Koeffizient mit A = 1× 10−20 cm3ns−1 [53] angegeben. Spätere experimen-

telle Arbeiten fanden die Werte A = 7× 10−17 cm3ns−1 [54, 55], A = 4× 10−16 cm3ns−1

[56] und A = 2× 10−18 cm3ns−1 [26]. Zusätzlich existieren noch theoretische Arbeiten, die

den Koeffizienten berechnet haben mit dem Ergebniss A = 2× 10−21 cm3ns−1 [57] bzw.

A = 3× 10−22 cm3ns−1 [58, 59]. Zudem unterscheiden sich die Ergebnisse durch die Tem-

peraturabhängigkeit des Koeffizienten. Die theoretischen Arbeiten sagen eine lineare Tempe-
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raturabhängigkeit voraus, während experimentell eine inverse bzw. keine Temperaturabhän-

gigkeit gefunden wurde. Der zugrundeliegende Mechanismus dieses Zerfalles ist zur Zeit noch

nicht verstanden. Als mögliche Ursachen werden in der Literatur Störstellen [60] und Biex-

zitonen [61] diskutiert. Trotz der Unsicherheiten muss dieser Prozess bei einer dynamischen

Beschreibung der Exzitonen berücksichtigt werden.

1.3. Grundlagen der theoretischen Beschreibung

Um die experimentelle Situation zu beschreiben, bedarf es der Lösung zweier Probleme. Zu-

nächst muss die Dichteverteilung der Exzitonen und somit die entsprechende Energiedispersi-

on bestimmt werden. Aus diesen Ergebnissen muss dann das Lumineszenzspektrum in seinen

verschiedenen experimentell messbaren Formen berechnet werden.

Von den drei verschiedenen Sorten Exzitonen in der Falle sind die Paraexzitonen von beson-

derem Interesse. Aufgrund ihrer hohen Lebensdauer haben diese mehr Zeit zum Thermalisie-

ren, so dass ein mögliches exzitonisches Kondensat aus Paraexzitonen bestehen wird. Aufgrund

der Wechselwirkung der verschiedenen Spezies von Exzitonen untereinander müssten die Ex-

zitonen in der Falle als mehrkomponentiges Bosegas beschrieben werden. Wie in [62, 63]

allerdings gezeigt wurde, ist der Einfluss der Orthoexzitonen auf die Paraexzitonen gering.

Erst wenn es ein Kondensat von Orthoexzitonen gäbe, wäre die Wechselwirkung zwischen

den verschiedenen Exzitonensorten stark genug, um Dichte und Lumineszenzspektrum der

Paraexzitonen merklich zu beeinflussen. Da das Verhältnis von Ortho- zu Paraexzitonen aller-

dings in einem typischen Experiment 1:10 ist, können die Orthoexzitonen in der Falle für die

Beschreibung der Paraexzitonen vernachlässigt werden. Wenn im folgendem also von Exzito-

nen die Rede ist, so sind immer die Paraexzitonen gemeint. Diese können somit als schwach

wechselwirkendes einkomponentiges Bosegas beschrieben werden. Aufgrund der intensiven

Untersuchung der atomaren BEK sind solche Systeme in der Fachliteratur bereits ausführlich

diskutiert worden. Die Ableitung der grundlegenden Gleichungen zur Berechnung der Dichte-

verteilungen sind in verschiedenen Artikeln, Büchern und Übersichtsartikeln dargelegt (siehe

z.B. [64, 65, 66, 67, 68, 69, 70]) und sollen daher hier nur skizzenhaft vorgestellt werden.

Ausgangspunkt für die theoretische Beschreibung ist der Hamiltonoperator in zweiter Quan-

tisierung. Dieser lautet

Ĥ =
∫
drψ̂†(r, t)ĥ0ψ̂(r, t) + 1

2

∫ ∫
drdr′ψ̂†(r, t)ψ̂†(r′, t)V (r− r′)ψ̂(r′, t)ψ̂(r, t) (1.3)

mit den Bosefeldoperatoren ψ̂(r, t), dem Einteilchenbeitrag ĥ0 und dem Wechselwirkungspo-

tential V (r − r′). Die genaue Gestalt von ĥ0 wird an dieser Stelle offen gelassen, um eine

kompakte Darstellung zu ermöglichen. Für das Wechselwirkungspotential wird ein Kontaktpo-

tential V (r− r′) = gδ(r− r′) angenommen (siehe Abschnitt 1.1), wobei die Wechselwirkungs-



10 Grundlagen

konstante g durch die s-Wellen-Streulänge as und die Exzitonenmasse m über

g = 4π~2as
m

(1.4)

gegeben ist. Setzt man das Wechselwirkungspotential in (1.3) ein, so ergibt sich

Ĥ =
∫
drψ̂†(r, t)ĥ0ψ̂(r, t) + g

2

∫
drψ̂†(r, t)ψ̂†(r, t)ψ̂(r, t)ψ̂(r, t) .

Die entsprechende Bewegungsgleichung im Heisenbergbild lautet somit

i~
∂ψ̂(r, t)
∂t

= [ψ̂(r, t), Ĥ]

= ĥ0ψ̂(r, t) + gψ̂†(r, t)ψ̂(r, t)ψ̂(r, t) . (1.5)

Üblicherweise wird der Bosefeldoperator über ψ̂(r, t) = Φ(r, t) + ψ̃(r, t) in eine Kondensats-

wellenfunktion Φ(r, t) und einen Fluktuationsoperator ψ̃(r, t) zerlegt. Der Fluktuationsope-

rator beschreibt die nichtkondensierten Exzitonen, welche im folgenden auch als thermische

Exzitonen bezeichnet werden. Für die entsprechenden gemittelten Größen gilt

〈ψ̂(r, t)〉 = Φ(r, t)

〈ψ̃(r, t)〉 = 0 . (1.6)

Nach Einsetzen der Zerlegung in (1.5) und anschließender Mittelung ergibt sich die Bewe-

gungsgleichung für Φ(r, t) somit zu

i~
∂Φ(r, t)
∂t

= ĥ0Φ(r, t) + g〈ψ̂†(r, t)ψ̂(r, t)ψ̂(r, t)〉 . (1.7)

Das Produkt der drei Bosefeldoperatoren ergibt entsprechend

ψ̂†(r, t)ψ̂(r, t)ψ̂(r, t) = |Φ(r)|2Φ(r) + Φ∗(r)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t) + 2|Φ(r)|2ψ̃(r, t)

+2Φ(r)ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t) + Φ2(r)ψ̃†(r, t)

+ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t) . (1.8)

Wird unter Beachtung von 〈ψ̃(r, t)〉 = 〈ψ̃†(r, t)〉 = 0 die Mittelung durchgeführt, so ist das

Resultat

〈ψ̂†(r, t)ψ̂(r, t)ψ̂(r, t)〉 = nc(r, t)Φ(r, t) + m̃(r, t)Φ∗(r, t) + 2ñ(r, t)Φ(r, t)

+〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉 . (1.9)

Die neu eingeführten Größen sind hierbei die Dichte des Kondensates nc(r, t) = |Φ(r, t)|2, die

Dichte der thermischen Exzitonen ñ(r, t) = 〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)〉 sowie die anomale Dichte m̃(r, t) =
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〈ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉. Somit ergibt sich für die Bewegungsgleichung der Kondensatswellenfunktion

i~
∂Φ(r, t)
∂t

= ĥ0Φ(r, t) + gnc(r, t)Φ(r, t) + 2gñ(r, t)Φ(r, t)

+gm̃(r, t)Φ∗(r, t) + g〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉 . (1.10)

Eine analoge Bewegungsgleichung lässt sich auch für den Fluktuationsoperator ψ̃ ableiten.

Hierzu muss lediglich die Zerlegung in (1.5) eingesetzt und anschließend die Zeitableitung

von Φ(r, t) mittels Gleichung (1.10) eliminiert werden. Das Resultat ist

i~
∂ψ̃(r, t)
∂t

= ĥ0ψ̃(r, t) + 2gnc(r, t)ψ̃(r, t) + gΦ∗(r, t)
[
ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)− m̃(r, t)

]
+gΦ2(r, t)ψ̃†(r, t) + 2gΦ(r, t)

[
ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)− ñ(r, t)

]
+g

[
ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)− 〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉

]
. (1.11)

Die Gleichungen (1.10) und (1.11) bilden den Ausgangspunkt für alle im folgenden verwen-

deten Näherungen zur Beschreibung der Exzitonen in der Falle.
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Kapitel 2.

Exzitonen im thermischen Gleichgewicht

Die experimentell bestimmten Lebensdauern von Paraexzitonen in Cu2O unter Druck sind mit

τ = 300 ns [51] bzw. τ = 650 ns [25] sehr lang. Die Thermalisierung der Exzitonen hingegen

benötigt bei Badtemperaturen von TBad = 10-20 K lediglich einige ns [71]. Es wird daher zu-

nächst davon ausgegangen, dass die Exzitonen innerhalb der Lebensdauer in ein thermodyna-

misches Gleichgewicht relaxieren können. Da durch diese Annahme alle dynamischen Prozesse

vernachlässigt werden (Drift der Exzitonen zum Fallenzentrum, Abkühlung der Exzitonen,...),

wird eine Beschreibung der Experimente nur in speziellen Fällen möglich sein. Dennoch sind

die Gleichgewichtseigenschaften des Systems wichtig für das grundlegende Verständnis der

Experimente.

2.1. Dichte der Exzitonen

Das typische Vorgehen zur Berechnung der Dichten ist die Diagonalisierung des Hamiltonope-

rators im großkanonischen Ensemble K̂ = Ĥ − µN̂ [64]. Der Einteilchenbeitrag in (1.3) ist

daher durch

ĥ0 = −~2∇2

2m + Vext(r)− µ (2.1)

mit dem externen Fallenpotential Vext(r) und dem chemischen Potential der Exzitonen µ ge-

geben. In diesem Fall gilt Φ(r, t) = Φ(r) [64] und Gleichung (1.10) wird zur Gross-Pitajewski-

Gleichung (GPG) für endliche Temperaturen

0 =
[
−~2∇2

2m + Vext(r)− µ+ gnc(r) + 2gñ(r)
]

Φ(r)

+gm̃(r)Φ∗(r) + g〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉 . (2.2)

13
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Das Produkt der drei Fluktuationsoperatoren in (2.2) lautet in selbstkonsistenter mean-field-

Näherung [67]

ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t) ≈ 2〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)〉ψ̃(r, t) + 〈ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉ψ̃†(r, t)

≈ 2ñ(r)ψ̃(r, t) + m̃(r)ψ̃†(r, t) . (2.3)

Wegen 〈ψ̃(r, t)〉 = 0 (siehe Gleichung (1.6)) gilt 〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉 = 0 und Gleichung

(2.2) wird zur GPG in stationärer mean-field-Näherung

0 =
[
−~2∇2

2m + Vext(r)− µ+ gnc(r) + 2gñ(r)
]

Φ(r) + gm̃(r)Φ∗(r) . (2.4)

Diese stellt den Ausgangspunkt für die Berechnung der Kondensatswellenfunktion im Gleich-

gewicht dar.

Zur Berechnung der Dichte der thermischen Exzitonen wird die Bewegungsgleichung des

Fluktuationsoperators (1.11) auf dem gleichen Niveau behandelt wie die entsprechende Glei-

chung für die Kondensatswellenfunktion. Dies bedeutet vor allem die Näherungen ψ̃(r, t)ψ̃†(r, t)
≈ 〈ψ̃(r, t)ψ̃†(r, t)〉 und ψ̃(r, t)ψ̃(r, t) ≈ 〈ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉, um mit der zuvor verwendeten mean-

field-Näherung konsistent zu bleiben. Angewendet auf Gleichung (1.11) ergibt sich unter Be-

achtung von (2.3) die Bewegungsgleichung der thermischen Exzitonen zu

i~
∂ψ̃(r, t)
∂t

=
[
−~2∇2

2m + Vext + 2gn(r)− µ
]
ψ̃(r, t) + gm(r)ψ̃†(r, t) . (2.5)

Hierbei wurden die Gesamtdichte n(r) = nc(r)+ ñ(r) sowie die anomale Gesamtdichte m(r) =
Φ2(r) + m̃(r) eingeführt. Schließt man zusätzlich für das Kondensat Wirbel und kollektive Be-

wegungen aus, so ist die Wellenfunktion reell [68] und es gilt Φ2(r) = |Φ(r)|2 = nc(r). Dies

soll für die Berechnungen im Gleichgewicht angenommen werden und es ist somit m(r) =
nc(r) + m̃(r).

Die Bewegungsgleichung (2.5) sowie deren adjungiertes Gegenstück können über eine

Bogoljubow-Transformation der Form [67]

ψ̃(r, t) =
∑
l

[
ul(r)α̂le−

i
~Elt + v∗l (r)α̂†l e

i
~Elt

]
,

ψ̃†(r, t) =
∑
l

[
u∗l (r)α̂†l e

i
~Elt + vl(r)α̂le−

i
~Elt

]
(2.6)

gelöst werden. Hierbei sind α̂†l und α̂l Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, die den

Vertauschungsrelationen für Bosonen unterliegen. Damit die Transformation (2.6) die Bewe-

gungsgleichung (2.5) löst, müssen die Bogoljubow-Amplituden ul(r) und vl(r) sowie die Qua-



Exzitonen im thermischen Gleichgewicht 15

siteilchenergien El Lösungen der Bogoljubow-Gleichung L̂(r) gm(r)

−gm(r) −L̂(r)


ul(r)

vl(r)

 = El

ul(r)

vl(r)

 (2.7)

sein. Hierbei wurde die Abkürzung

L̂(r) = −~2∇2

2m + Vext(r) + 2gn(r)− µ (2.8)

eingeführt. Die Bogoljubow-Gleichungen stellen somit Eigenwertgleichungen zur Bestimmung

der Bogoljubow-Amplituden ul(r) und vl(r) sowie der entsprechenden Quasiteilchenergien El
dar.

Das externe Potential Vext(r) ist in typischen Experimenten makroskopisch ausgedehnt (in

z-Richtung über 100 µm). Somit ändert es sich nur sehr langsam auf den typischen Längenska-

len der Exzitonen (z.B. Bohrradius aX = 0,7 nm) und die Verwendung einer Lokaldichtenähe-

rung ist möglich [34]. Bei dieser Näherung wird das System als lokal homogen betrachtet und

der kinetische Anteil in (2.8) kann durch den semiklassischen Impuls p ausgedrückt werden

L(p, r) = p2

2m + Vext(r) + 2gn(r)− µ . (2.9)

Durch diese Näherung wird die Eigenwertgleichung (2.7) algebraisch lösbar mit der positiven

Lösung

E(p, r) =
√
L2(p, r)− [gm(r)]2 . (2.10)

Unter Verwendung dieser Ausdrücke kann die Dichte der thermischen Exzitonen mittels

ñ(r) =
∫

d3p
(2π~)3

[
L(p, r)
E(p, r)

(
nB(p, r) + 1

2

)
− 1

2

]
Θ(E2(p, r)) (2.11)

direkt berechnet werden [66]. Hierbei bezeichnet nB(p, r) die übliche Bose-Einstein-Verteilung

nB(p, r) = (eE(p,r)/kBT − 1)−1 (2.12)

mit der Boltzmannkonstante kB und der Temperatur T . Die Bogoljubow-Amplituden, welche

später für die Berechnung des Spektrums benötigt werden, sind durch die Relationen

u2(p, r) = 1
2

(
L(p, r)
E(p, r) + 1

)
v2(p, r) = 1

2

(
L(p, r)
E(p, r) − 1

)
(2.13)
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gegeben [34]. Innerhalb der Lokaldichtenäherung gilt für selbige die Normierung u2(p, r) −
v2(p, r) = 1.

Mit den Gleichungen (2.4) und (2.11) lassen sich bei gegebenem externem Potential unter

Beachtung von (2.10) und (2.9) die Dichten der kondensierten und der thermischen Exzitonen

berechnen. Auf dieser Stufe der Näherung werden die Exzitonen als schwach wechselwirken-

des Bosegas in einer mean-field- und Lokaldichtenäherung behandelt. In der Literatur wird dies

als Hartree-Fock-Bogoljubow-Näherung (HFBN) mit zusätzlicher Lokaldichtenäherung (LDN)

bezeichnet. Da alle später diskutierten Näherungen im Gleichgewicht sich der LDN bedienen,

wird auf eine explizite Nennung dieser im folgenden verzichtet werden.

Zur Berechnung der Dichten werden auf diese Gleichungen insgesamt vier verschiedene

Stufen der Näherung angewendet. Für deren Diskussion ist es sinnvoll, die GPG (2.4) und

die Energie (2.10) umzuformen. Durch Einführen einer effektiven Wechselwirkungsstärke g̃(r)
über

g[|Φ(r)|2Φ(r) + m̃(r)Φ∗(r)] = g

[
1 + m̃(r)

Φ2(r)

]
|Φ(r)|2Φ(r)

= g

[
1 + m̃(r)

nc(r)

]
nc(r)Φ(r)

= g̃(r)nc(r)Φ(r) (2.14)

lässt sich die GPG (2.4) in der kompakten Form

0 =
[
−~2∇2

2m + Vext(r)− µ+ g̃(r)nc(r) + 2gñ(r)
]

Φ(r) (2.15)

darstellen. Auch die Energiedispersion (2.10) lässt sich mit g̃(r) auf

E(p, r) =
√
L2(p, r)− [g̃(r)nc(r)]2 (2.16)

umformen. Im folgenden werden die verschiedenen verwendeten Näherungen vorgestellt und

diskutiert.

2.1.1. Das ideale Exzitonengas

Die drastischste Näherung besteht in der Vernachlässigung der Wechselwirkung und somit

der Betrachtung der Exzitonen als ideales Gas. Dieses wird in Lehrbüchern der Statistik abge-

handelt (siehe z.B. [2]). Für die folgenden Betrachtungen ist diese Näherung in zwei Fällen

von Interesse. Zum einen verhalten sich die wechselwirkenden Exzitonen im Fall niedriger

Dichte (ñλ3
T � 1; mit der thermischen Wellenlänge λT = [h/(2πmkBT )]1/2) wie ein idea-

les Bosegas, zum anderen bietet sich das ideale Gas als Vergleichsfall für die Resultate mit

Wechselwirkung an. Die Energie der idealen Exzitonen ist gegeben durch E(p, r) = L(p, r) =
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p2/2m+Vext(r)−µ. Dadurch vereinfacht sich der Ausdruck für die thermische Dichte zu einem

Integral über die Boseverteilung ñ(r) =
∫∞
0 d3pnB(p, r)/(2π~)3, welches bekanntermaßen mit

Hilfe des Bose-Integrals gν(z) und der thermischen Wellenlänge λT dargestellt werden kann,

ñ(r) = λ−3
T g3/2(z). Hierbei wurde die Fugazität z = exp(βµeff) mit µeff = µ − Vext(r) verwen-

det. Die Dichte der kondensierten Exzitonen wird über die harmonische Näherung des Fal-

lenpotentials im Minimum berechnet. Bei bekannten Fallenparametern lässt sich beim harmo-

nischen dreidimensionalen Oszillatorpotential die Wellenfunktion des Kondensats analytisch

berechnen und somit auch die entsprechende Dichte (für Details siehe z.B. [69]).

2.1.2. Thomas-Fermi-Näherung

Die Thomas-Fermi-Näherung (TFN) besteht in der Streichung des kinetischen Anteils der GPG

((2.4) bzw. (2.15)). Dadurch entsteht eine algebraische Gleichung zur Berechnung der Dichte

der kondensierten Exzitonen

nc(r) = 1
g̃(r)(µ− Vext(r)− 2gñ(r))Θ(µ− Vext(r)− 2gñ(r)) . (2.17)

Somit muss anstelle einer Differentialgleichung zweiter Ordnung lediglich eine algebraische

Gleichung selbstkonsistent gelöst werden, da g̃(r) noch von nc(r) abhängt (siehe Gleichung

(2.14)). Die Verwendung dieser Näherung ist für hohe Exzitonenzahlen sinnvoll, da in solchen

Fällen die potentielle Energie typischerweise deutlich größer ist als die kinetische Energie [65].

2.1.3. Popow-Näherung

Die sogenannte Popow-Näherung besteht in der Streichung der anomalen Dichten m̃(r), somit

gilt g̃(r) = g. Entsprechend muss die Dichte der kondensierten Exzitonen über die GPG in der

Form (
−~2∇2

2m + Vext(r)− µ+ gnc(r) + 2gñ(r)
)

Φ(r) = 0 (2.18)

berechnet werden (siehe Gleichung (2.4)). Die Energie der thermischen Exzitonen ergibt sich

dann über

E(p, r) =
√
L2(p, r)− [gnc(r)]2 (2.19)

und die entsprechende Dichte über Gleichung (2.11). Diese Form der Dichteberechnung stellt

eine der betrachteten Näherungen, nämlich die Hartree-Fock-Bogoljubow-Popow-Näherung

(HFBPN) dar. Wird zusätzlich auch noch die TFN angewendet, so entsteht eine weitere be-

trachtete Näherung, die HFBPN mit TFN. Hierbei ist zu beachten, dass in Gleichung (2.17)
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g̃(r) durch g ersetzt werden muss.

Das Energiespektrum der HFBP-Gleichungen ist im Gegensatz zu dem der HFB-Gleichungen

gapless und erfüllt somit das Goldstone-Theorem [64]. Bei sehr tiefen Temperaturen T � Tkrit

kann jedoch m̃(r) von der gleichen Größenordnung wie nc(r) sein und die Näherung ist nicht

mehr anwendbar.

2.1.4. G1/G2-Näherung

In der oben abgeleiteten GPG (2.15) und der Dispersion der Exzitonen (2.16) steht vor der

Dichte der kondensierten Exzitonen die renormierte Wechselwirkungskonstante g̃(r) und vor

der thermischen Dichte die Wechselwirkungskonstante g. Allerdings steht in der Gleichung

für L(p, r) (2.9) vor beiden Dichten g. Die sogenannte G1-Näherung besteht nun darin, in

Gleichung (2.9) die Wechselwirkungskonstante g vor der Dichte der kondensierten Exzito-

nen durch die renormierte Wechselwirkungskonstante g̃(r) zu ersetzen. Somit steht in dieser

Näherung vor allen thermischen Dichten die Wechselwirkungskonstante g und vor allen kon-

densierten Exzitonendichten die renormierte Wechselwirkungsstärke g̃(r). Um diese explizit

ausrechnen zu können, muss die anomale Dichte m̃(r) berechnet werden. Innerhalb der Lo-

kaldichtenäherung gilt [68]

m̃(r) = −g̃(r)nc(r)
∫

d3p
(2π~)3

2nB(p, r) + 1
2E(p, r) Θ(L2(p, r)− [g̃(r)nc(r)]2) . (2.20)

Dieser Ausdruck ist aufgrund der +1 im Zähler des Integranden formal divergent. Dies liegt

allerdings an einer Doppelzählung der Hochenergieanteile und kann durch eine entsprechende

Renormierung behoben werden [64]. Das Resultat dieser Überlegungen lässt sich durch Strei-

chen der 1 im Integranden reproduzieren.

Die G2-Näherung besteht nun in der Annahme, dass alle Exzitonen, kondensiert oder nicht,

die gleiche Wechselwirkung aufweisen sollten. Man ersetzt also „per Hand“ alle Wechselwir-

kungskonstanten g durch g̃(r). Diese Näherungen stellen die Hartree-Fock-Bogoljubow-G1-

Näherung (HFBG1N) bzw. die Hartree-Fock-Bogoljubow-G2-Näherung (HFBG2N) dar. Eine zu-

sätzliche Anwendung der TFN liefert den vierten betrachteten Fall, die HFBG1N bzw. HFBG2N

mit TFN.

Der Vorteil dieser Näherungen ist ein Energiespektrum ohne gap, trotz der (heuristischen)

Berücksichtigung von m̃(r) [64].

2.2. Spektrum der Exzitonen im thermischen Gleichgewicht

Wie bereits erläutert, sind die experimentell zur Verfügung stehenden Messgrößen das Lumi-

neszenzspektrum und davon abgeleitete Größen. Für ein homogenes exzitonisches System im
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thermischen Gleichgewicht, welches an ein Bad von Phononen gekoppelt ist, haben Shi et al.
in [72] einen Ausdruck für die spektrale Intensität angegeben:

I(ω̃) = |Sk=0|2Nc2πδ(ω̃) +
∑
k 6=0
|Sk|2nB(ω̃)A(k, ω̃) . (2.21)

Hierbei ist Sk die vom Wellenvektor k abhängige Exziton-Photon-Kopplung, nB die Bose-

Einstein-Verteilung,Nc die Exzitonenzahl im Kondensat undA(k, ω̃) die Spektralfunktion [73].

Das Argument der Boseverteilung ist durch ~ω̃ = ~ωphoton + ~ωphonon − ~ωgX − µ mit der exzi-

tonischen Bandlücke ~ωgX gegeben. Der erste Summand auf der rechten Seite von Gleichung

(2.21) beschreibt den Beitrag von Nc kondensierten Exzitonen zum Lumineszenzspektrum ei-

nes homogenen Systems. Der Beitrag der thermischen Exzitonen besteht in der k-Summe auf

der rechten Seite.

Da die optische Wellenlänge wesentlich kleiner ist als die Ausdehnung der Exzitonenwol-

ke, kann auch für das Spektrum eine Lokaldichtenäherung angewandt werden [34]. Es wird

also angenommen, dass die Emission der Exzitonen lokal wie die eines homogenen Systems

ist. Dadurch erhalten alle Größen eine zusätzliche Abhängigkeit vom Ort r. Es ist sinnvoll, die

Beiträge des Kondensats (IK) und der thermischen Exzitonen (IT ) getrennt voneinander zu

betrachten. In Lokaldichtenäherung gilt:

IK(r, ω̃) = |Sk=0|2nc(r)2πδ(ω̃) (2.22)

und

IT (r, ω̃) =
∫

d3k
(2π)3 |Sk|2nB(ω̃)A(r,k, ω̃) , (2.23)

mit I(r, ω̃) = IK(r, ω̃) + IT (r, ω̃). Die Spektralfunktion ist bestimmt durch [74]

A(r,k, ω̃) = 2π
[
u2(k, r)δ(~ω̃ − E(k, r))− v2(k, r)δ(~ω̃ + E(k, r))

]
(2.24)

mit den in Gleichung (2.13) definierten Bogoljubow-Amplituden u2(k, r) und v2(k, r). Die Pa-

raexzitonen zerfallen aufgrund der Bandstruktur direkt ohne die Beteiligung von Phononen.

Ein solcher Prozess ist aufgrund der Energieerhaltung nur möglich, wenn sich die Dispersi-

onskurven für Photonen und Exzitonen schneiden. Dieser Schnittpunkt ist gegeben durch den

Wellenvektor k0 mit |k0| = ωgXnr/c = 30,208 µm−1 und es ist |Sk|2 = S0δ(k − k0). Somit gilt

~ω̃ = ~ωphoton− ~ωgX −µ = ~ω−µ. Unter dieser Voraussetzung sollte ein Kondensat, welches

bei k = 0 angesiedelt ist, überhaupt nicht zur Lumineszenz beitragen.

Da der genaue Wert des Übergangsmatrixelements S0 nicht bekannt ist und im Rahmen dieser

Theorie auch nicht berechnet werden kann, werden im folgenden alle Konstanten in einer Nor-

mierung zusammengefasst und als Parameter verwendet. Die Lumineszenz der thermischen
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Exzitonen lässt sich unter Ausnutzung der Deltafunktion in |Sk|2 somit über

IT (r, ω) ∼ nB(~ω − µ)
[
u2(k0, r)δ(~ω − µ− E(k0, r))− v2(k0, r)δ(~ω − µ+ E(k0, r))

]
(2.25)

darstellen. Experimentell sind nun prinzipiell zwei verschiedene Größen zugänglich. Zum

einen das z-aufgelöste Lumineszenzspektrum I(z, ω) und zum anderen die räumlich aufgelöste

Lumineszenz I(x, z). Bei der Messung des z-aufgelösten Lumineszenzspektrums wird über die

Tiefe der Probe (y-Richtung) integriert. Über die x-Richtung wird ebenfalls integriert, wobei

jedoch zu beachten ist, dass der Spalt (Breite 2∆x) die Grenzen des Integrals festlegt. Bei der

räumlich aufgelösten Lumineszenz wird hingegen mit vollständig geöffnetem Spalt über die

Tiefe (y-Richtung) und die Energieachse (ω) vollständig integriert.

Zusätzlich zu diesen beiden verschiedenen Messmethoden muss noch die endliche Auf-

lösung des Spektrographen und die Abbildungsfunktion des experimentellen Aufbaus in der

Theorie berücksichtigt werden. Die Auflösung kann durch eine Faltung des Lumineszenzspek-

trums I(r, ω) mit einer Auflösungsfunktion h(ω) simuliert werden. In selbige kann auch zu-

sätzlich eine Ortsabhängigkeit geschrieben werden, um die Abbildungsfunktion symbolisch zu

berücksichtigen. Die genaue Form dieser Abhängigkeit muss allerdings aus dem experimentel-

len Aufbau bestimmt werden. Damit ergeben sich die folgenden Ausdrücke für das z-aufgelöste

Lumineszenzspektrum

I(z, ω) ∼
∫ ∆x

−∆x
dx

∫ ∞
−∞

dy

∫ ∞
−∞

dω̄ h(r, ω − ω̄)I(r, ω) (2.26)

sowie die räumlich aufgelöste Lumineszenz

I(x, z) ∼
∫ ∞
−∞

dy

∫ ∞
−∞

dω

∫ ∞
−∞

dω̄ h(r, ω − ω̄)I(r, ω) . (2.27)

Im einfachsten Fall kann die Abbildung und die Auflösung durch eine einfache Gaußfunk-

tion mit entsprechendem Breitenparameter ∆ beschrieben werden h(r, ω) = exp[−(ω/∆)2].
Zur Untersuchung der zu erwartenden Signaturen ist diese simple Form ausreichend. Wenn es

jedoch um einen expliziten Vergleich von Theorie und Experiment geht, muss h(r, ω) entspre-

chend den experimentellen Gegebenheiten gewählt werden.

Durch weitere Integrationen lassen sich abgeleitete Größen bilden, welche relevant für die

weitere Beschreibung und Diskussion des Experiments sind. Von besonderem Interesse sind

hier die z-aufgelöste Lumineszenz I(z), die x-aufgelöste Lumineszenz I(x), das räumlich inte-

grierte Lumineszenzspektrum I(ω) und die total integrierte Lumineszenz I.
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2.3. Ergebnisse

Da als primäre Messgröße nur das Lumineszenzspektrum der Exzitonen zur Verfügung steht,

müssen aus diesem Temperatur T und chemisches Potential µ mittels eines geeigneten fit-
Algorithmus’ bestimmt werden. Zudem sollte sich das Auftreten einer BEK im Spektrum mani-

festieren. Es wird also zunächst untersucht, welche Signaturen ein solches Kondensat erzeugen

würde. Anschließend wird der Einfluss verschiedener Faktoren (Wechselwirkungsstärke, Nähe-

rung, optische Abbildung,...) auf die Lumineszenzspektren im allgemeineinen und speziell auf

die Signaturen des Kondensates diskutiert. Auf der Grundlage dieser Erkenntnisse wird danach

eine fit-Routine aufgestellt und getestet. Abschließend werden die Ergebnisse mit Bezug auf

die experimentellen Resultate diskutiert.

Für die numerischen Rechnungen werden aus den experimentellen Daten rekonstruierte

Fallenpotentiale verwendet [75]. Die Wechselwirkungskonstante g ergibt sich unter Annahme

von as = 2,1 aX [43] zu gSC = 5,62× 10−4 µeVµm3.

2.3.1. Signaturen

Als Ausgangspunkt für die Diskussion der Signaturen eines Bose-Einstein-Kondensates im ther-

modynamischen Gleichgewicht dient die einfachste in Kapitel 2.1 betrachtete Näherung mit

Wechselwirkung, die HFBPN mit zusätzlicher TFN. Innerhalb dieser Approximation müssen

zur Berechnung der Dichten die Gleichungen (2.17) und (2.11) unter Berücksichtigung der

Energiedispersion in (2.19) und g̃(r) = g für jeden Punkt der Falle selbstkonsistent gelöst wer-

den.

Die Dichteprofile variieren räumlich sowohl in z-Richtung als auch in ρ-Richtung (ρ =√
x2 + y2). In Abbildung 2.1 sind daher Schnitte bei ρ = 0 und z = 0 dargestellt. In der

ersten Reihe von Abbildung 2.1 ist ein typisches Dichteprofil für T > Tkrit zu sehen. Beide

Schnitte zeigen eine gaußartige Verteilung mit leicht asymmetrischen Anteilen der Flanken

in z-Richtung. Mit zunehmender Dichte wächst im Zentrum der Falle der Kondensatsbeitrag

heraus (mittlere Reihe). Die Wechselwirkung zwischen den Exzitonen führt bei existierendem

Kondensat zu einer charakteristischen Deformation der Dichte der thermischen Exzitonen. Die-

se verformt sich zu einer Art Krater mit den für die TF-Näherung typischen Spitzen am Rand

des Kondensats. Mit weiter zunehmender Dichte wird der Kondensatsbeitrag dominant (unte-

re Reihe). Der Verlauf der Dichteprofile für andere Teilchenzahlen und Temperaturen weicht

nicht qualitativ von den in 2.1 gezeigten typischen Resultaten ab.

Berechnet man aus den in 2.1 gezeigten Dichteprofilen gemäß (2.26) das z-aufgelöste

Lumineszenzspektrum I(z, ω), das räumlich integrierte Lumineszenzspektrum I(ω) und die

z-aufgelöste Lumineszenz I(z), so erhält man die Resultate in Abbildung 2.2. Hierbei wur-

de angenommen, dass h(r, ω) = exp[−(~ω/∆)2] ist mit ∆ = 10 µeV. Da hier das Kondensat
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Abbildung 2.1.: Dichteprofil der thermischen (rote Kurven) und der kondensierten Exzitonen (blaue
Kurven) für n(z,ρ = 0) (linke Spalte) und n(z = 0,ρ) (rechte Spalte). Die Gesamtteilchenzahlen sind
N = 1,07 × 108 (erste Reihe), N = 4,33 × 108 (zweite Reihe) und N = 1,00 × 109 (dritte Reihe) bei
T = 0,5 K. Die Kondensatsfraktionen betragen von oben nach unten Nc/N = 0, Nc/N = 0,07 und
Nc/N = 0,42.

nicht zur Lumineszenz beiträgt, bestehen alle Lumineszenzgrößen nur aus dem jeweils ther-

mischen Anteil. Die z-aufgelösten Lumineszenzspektren in der ersten Spalte zeigen eine deut-

liche Signatur eines Kondensats. Während im oberen Bild (Nc/N = 0) das Spektrum einer

Parabel folgt (näherungsweise Form des renormierten Fallenpotentials), sieht man im mittle-

ren (Nc/N = 0,07) und im unteren Bild (Nc/N = 0,42) eine deutliche Abweichung von dieser

Form. Im mittleren Bild bildet sich eine flache Kante bei ε ≈ µ aus. Im unteren Bild wird

diese zu höheren Energien durchgebogen. Ursache dieses Effekts ist der verwendete endliche

Spalt. Bei vollständiger Öffnung des Spaltes in der Rechnung entsteht wieder eine flache Kan-

te. Zudem tritt in dieser Abbildung der v2(p, r)-Anteil des Spektrums schwach hervor (siehe

Gleichung (2.25)). Im entsprechenden räumlich integrierten Lumineszenzspektrum I(ω) ist

dieser zusätzliche Peak um ε = 0 allerdings besser zu erkennen. Dieser Anteil des Spektrums

ist ohne Kondensat stets Null und sein Auftreten signalisiert somit eindeutig die Existenz eines

Kondensats.

Auch die in der mittleren Spalte abgebildeten räumlich integrierten Lumineszenzspektren

I(ω) weisen deutlich Veränderungen mit steigender Dichte auf. Bei der niedrigsten Dichte (obe-

re Reihe) folgt das Lumineszenzspektrum einer Maxwellverteilung, wie man es für ein nicht

entartetes thermisches Gas erwarten würde. Nach Erhöhung der Teilchenzahl und dem Auf-

treten eines schwachen Kondensats wird die Kurve deutlich steiler und der Verlauf entspricht
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Abbildung 2.2.: Dargestellt sind das z-aufgelöstes Lumineszenzspektrum I(z, ω) (linke Spalte), das
räumlich integrierte Lumineszenzspektrum I(ω) (mittlere Spalte) und die z-aufgelöste Lumineszenz
I(z) für die gleichen Teilchenzahlen und Temperaturen wie in Abbildung 2.1. Der Nullpunkt der Ener-
gieachse ε liegt im energetischen Minimum des Fallenpotentials.

einer Boseverteilung. Wie bereits erwähnt, tritt bei der höchsten Dichte (untere Reihe) zusätz-

lich der v2(p, r)-Term auf, welcher nur in einem kondensierten Fall vorhanden ist. Des Weiteren

verschiebt sich das Maximum der Kurve bei steigender Teilchenzahl zu höheren Energien. Die-

se durch die Wechselwirkung bedingte Verschiebung bildet allerdings für sich genommen noch

keine Signatur. Dies liegt an der Tatsache, dass die Verschiebung noch von der nicht exakt

bekannten Wechselwirkungsstärke g abhängt und auch bei nichtkondensierten Systemen auf-

tritt. In der letzten Spalte ist die z-aufgelöste Lumineszenz dargestellt. Bei der niedrigen Dichte

(obere Reihe) findet sich die erwartete asymmetrische Gaußkurve wieder. Beim Auftreten ei-

nes Kondensats wird die Spitze dieser Kurve zunehmend durch eine Abflachung deformiert. Es

bildet sich mit steigender Kondensatsfraktion ein immer stärker ausgeprägtes Plateau. Diese

Abweichung vom thermischen Fall stellt wiederum eine Signatur für ein Kondensat dar. Es gibt

also in diesem Fall eine Vielzahl von möglichen Signaturen einer BEK in den verschiedenen

Lumineszenzgrößen.

Betrachtet man zu verschiedenen festen Temperaturen T die total integrierte Lumineszenz

I (I =
∫
dωIT (ω)) als Funktion der Gesamtteilchenzahl N , so ergeben sich die in Abbildung

2.3 gezeigten Kurven. Bei allen Temperaturen steigt I mit der Teilchenzahl zunächst linear

an. Ab einer bestimmten Teilchenzahl, welche für alle Temperaturen unterschiedlich ist, knickt

der Graph jedoch ab, um mit einem anderen Anstieg fortzufahren. Die Position dieses Knicks

ist die zur Temperatur T gehörige kritische Teilchenzahl Nkrit. Da die kondensierten Exzitonen
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Abbildung 2.3.: Total integrierte Lumineszenz I für verschiedene Temperaturen als Funktion der Ge-
samtteilchenzahl N . Die verwendeten Temperaturen sind T = 0,4 K (blau), T = 0,5 K (rot gestrichelt),
T = 0,6 K (schwarz gestrichelt) und T = 0,7 K (blau gestrichelt). Die kleine eingebettete Grafik zeigt
die Gesamtteilchenzahl beim Knick als Funktion der Temperatur T .

nicht zur Lumineszenz beitragen, knickt die total integrierte Lumineszenz nach Auftreten eines

Kondensats ab. Die Position des Knicks in Abhängigkeit von der Temperatur ist in dem kleinen

Einschub in Abbildung 2.3 dargestellt. Die kritische Teilchenzahl ist proportional zu T 3 und

entspricht somit dem vom idealen Gas erwarteten Verlauf in einer parabolischen Falle. Das

Auftreten des Knicks in der total integrierten Lumineszenz I stellt somit eine weitere Signatur

für eine BEK dar. In Anbetracht der experimentellen Situation ist jedoch davon auszugehen,

dass eine Steigerung der Teilchenzahl um mehr als eine Größenordnung bei konstanter Tempe-

ratur nicht möglich ist. Die Erzeugung von höheren Exzitonenzahlen erfordert eine steigende

Leistung des Anregungslasers und führt dadurch zur Aufheizung der Probe. Betrachtet man

daher die total integrierte Lumineszenz als Funktion von N und T , so entsteht Abbildung 2.4.

Je nachdem, wie sich T mit der Laserleistung (und somit N) verändert, ist es möglich, den

Knick zu überschreiten (Kondensation). Die Abhängigkeit der Temperatur von der Laserleis-

tung muss daher experimentell sorgfältig geprüft werden.

Zusammenfassend lassen sich also eine Vielzahl von Signaturen der BEK angeben. Diese

sind (i) die flache Kante der z-aufgelösten Lumineszenzspektren am chemischen Potential, (ii)

das Auftreten eines zusätzlichen Beitrags zum Spektrum unterhalb des chemischen Potentials

(v2(p, r)-Term aus (2.25)), (iii) die Bildung eines Plateaus in der z-aufgelösten Lumineszenz

und (iv) das Abknicken der total integrierten Lumineszenz nach Eintreten der Kondensation.
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Abbildung 2.4.: Total integrierte Lumineszenz I als Funktion der Temperatur T und der Gesamtteil-
chenzahl N .

Im folgenden soll nun schrittweise untersucht werden, wie sich Änderungen in den Näherun-

gen oder den verwendeten Parametern auf die gefundenen Signaturen auswirken.

2.3.2. Wechselwirkungsstärke

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, ob die Stärke der Wechselwirkung zwischen den

Exzitonen Einfluss auf die im vorangegangenen Abschnitt diskutierten Signaturen eines BEK

hat und ob es möglich ist, die Wechselwirkungskonstante g aus experimentellen Messungen zu

ermitteln.

Als Referenzwert wird die bisher benutzte Wechselwirkungsstärke gSC verwendet (gSC =
5,62× 10−4 µeVµm3). Davon ausgehend wird g zwischen g = 0 (idealer Fall), g = gSC/5,

g = gSC und g = 5gSC variiert. Für diese vier Fälle sind bei einer festen Temperatur und drei

verschiedenen Gesamtteilchenzahlen die z-aufgelösten Lumineszenzspektren in Abbildung 2.5

dargestellt. Es lassen sich mehrere Effekte bei Variation der Wechselwirkungsstärke beobach-

ten. Zum einen erhöht sich die kritische Teilchenzahl bei gleicher Temperatur mit steigender

Wechselwirkung. Zum anderen bewirkt die Wechselwirkung eine Blauverschiebung der Spek-

tren. Ein weitere bemerkenswerte Eigenschaft offenbart der Blick auf die wechselwirkungsfrei-

en Spektren. Da im idealen Fall E(p, r) = L(p, r) und somit u2(p, r) = 1 bzw. v2(p, r) = 0
gilt (siehe Gleichungen (2.10) und (2.13)), kann es keinen Beitrag des v2(p, r)-Terms unter-

halb des chemischen Potentials geben (siehe Gleichung (2.25)). Somit folgt im idealen Fall
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Abbildung 2.5.: z-aufgelöste Lumineszenzspektren I(z, ω) für verschiedene Wechselwirkungsstärken.
Dabei ist g = 0 (linke Spalte), g = gSC/5 (zweite Spalte), g = gSC (dritte Spalte) und g = 5gSC (rechte
Spalte). Die Zahl der Exzitonen sind N = 1,88× 108 (erste Reihe), N = 3,28× 108 (zweite Reihe) und
N = 5,73× 108 (dritte Reihe) bei einer Temperatur von T = 0,5 K. Die Kondensatsfraktionen sind von
oben nach unten: Nc/N = 0; Nc/N = 0,2 und Nc/N = 0,54 (linke Spalte); Nc/N = 0; Nc/N = 0,06
und Nc/N = 0,36 (zweite Spalte); Nc/N = 0; Nc/N = 0,0002 und Nc/N = 0,20 (dritte Spalte);
Nc/N = 0; Nc/N = 0 und Nc/N = 0,002 (rechte Spalte).
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die Energie E(0, r) aufgrund der fehlenden Renormierung durch die Wechselwirkung immer

dem Fallenpotential und ist annähernd parabolisch. Das Spektrum verhält sich also immer wie

im nichtkondensierten Fall. Bei vorhandener Wechselwirkung und Verwendung der TFN gilt

aber durch die Renormierung des Fallenpotentials überall dort, wo Kondensat in der Falle exis-

tiert, E(0, r) = 0. Dadurch entsteht die charakteristische flache Kante am chemischen Potential

(siehe z.B. unterste Reihe zweites und drittes Bild). Somit unterscheidet sich das ideale Spek-

trum im kondensierten Fall entscheidend vom Spektrum mit Wechselwirkung. Abgesehen von

diesem Unterschied hat die Wechselwirkung allerdings keinen Einfluss auf die qualitativen Si-

gnaturen aus Abschnitt 2.3.1.

Die zweite Frage in diesem Zusammenhang ist, ob sich aus experimentellen Resultaten eine

Aussage über die Wechselwirkungskonstante g ableiten lässt. Es ist klar, dass sich die betreffen-

den Messungen nicht im Regime ñλ3
T � 1 abspielen dürfen, da hier das Verhalten quasi-ideal

ist. Andererseits ist es zu diesem Zweck auch nicht sinnvoll, im Bereich der BEK nach Indizien

für den Wert der Wechselwirkungstärke zu suchen, da hier Effekte auftreten, welche die Form

des Spektrums selbst radikal verändern und Vergleiche schwierig machen. Zudem treten bei

sehr hohen Dichten andere Probleme hinzu. Dies sind der bereits erwähnte augerartige Zerfall

der Exzitonen, welcher zu einer steigenden Dichte des umgebenden Elektron-Loch-Plasmas

führt, ein möglicher Beitrag des Kondensats zur Lumineszenz und weitere Effekte. Es ist also

in diesem Zusammenhang vielversprechend, Messungen im entarteten (ñλ3
T ≈ 1) aber nicht

kondensierten Regime anzustellen.

Es werden im folgenden zwei verschiedene Messgrößen untersucht: zum einen die ener-

getische Position des Maximums des räumlichen integrierten Lumineszenzspektrums I(ω) als

Funktion der Teilchenzahl bei fester Temperatur und zum anderen die Ausdehnung der räum-

lich aufgelösten Lumineszenz I(x, z) in x- oder auch in z-Richtung bei fester Teilchenzahl und

steigender Temperatur. Die Wechselwirkungsstärke selbst wird für die vier verschiedenen Fälle

wie zuvor betrachtet.

Wie man bereits in Abbildung 2.5 gut erkennen kann, führt die Wechselwirkung zu ei-

ner Blauverschiebung der Spektren. Allerdings spiegeln die dargestellten Fälle eine sehr hohe

Dichte von Exzitonen und sogar Kondensate wider. Wie oben bereits erwähnt, eignen sich die-

se Situationen jedoch wenig, um quantitative Aussagen über die Wechselwirkungsstärke zu

gewinnen. In Abbildung 2.6 ist daher die Verschiebung des spektralen Maximums als Funktion

der Gesamtteilchenzahl bei fester Temperatur T = 0,9 K für verschiedenen Wechselwirkungs-

stärken dargestellt. Im System tritt dabei keine Kondensation, aber ein deutlicher Einfluss der

Wechselwirkung auf. Im wechselwirkungsfreien Fall würde eine Rotverschiebung stattfinden,

welche durch die Wechselwirkung abgeschwächt bzw. in eine Blauverschiebung umgewandelt

wird. Die eigentliche Verschiebung des Maximums ist somit die Differenz zwischen der idea-

len und der entsprechenden Kurve mit Wechselwirkung und nicht die Differenz zum ersten

Punkt der Messung. Prinzipiell könnte man also versuchen, die Verschiebung des Maximums

zu messen und anschließend über eine Vergleichsrechnung die Wechselwirkungsstärke g zu
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Abbildung 2.6.: Position des Maximums des räumlich integrierten Lumineszenzspektrums I(ω) als
Funktion der Gesamtteilchenzahl N bei fester Temperatur T = 0,9 K und verschiedenen Wechsel-
wirkungsstärken. Dargestellt sind g = 0 (rote Andreaskreuze), g = gSC/5 (blaue Kreuze), g = gSC

(schwarze Kreise) und g = 5gSC (magenta Rauten).

bestimmen. Allerdings ist es experimentell schwierig, die Temperatur bei einer über mehre-

re Größenordnungen ansteigenden Teilchenzahl konstant zu halten. Falls sich die Exzitonen

also erwärmen sollten, führt dies zu einem Anstieg der spektralen Position mit kBT . Bei ei-

ner Verschiebung des spektralen Maximums gibt es somit drei miteinander konkurrierende

Effekte: eine Blauverschiebung bei steigender Temperatur, eine Rotverschiebung bei steigen-

der Teilchenzahl (steigendem chemischem Potential) sowie eine Blauverschiebung durch die

Wechselwirkung. Eine Bestimmung von g über diesen Weg scheint somit nicht erfolgverspre-

chend.

Als zweite Größe wird die Ausdehnung der thermischen Wolke untersucht. Hierzu kann

die räumlich aufgelöste Luminszenz I(x, z) in x- oder in z-Richtung betrachtet werden. Im fol-

genden wird exemplarisch die Ausdehnung bzw. Breite der thermischen Wolke in x-Richtung

verwendet. Als Breite σx wird der Abstand der Punkte halber Höhe (FWHM) in x-Richtung

bei z = 0 verwendet. Des Weiteren können entweder die Teilchenzahl oder die Tempera-

tur konstant gehalten und die jeweils andere Größe variiert werden. Die Ergebnisse für eine

feste Temperatur T = 0,9 K und wachsende Teilchenzahl sind in Abbildung 2.7 dargestellt.

Wie in der Abbildung gut zu erkennen ist, verändert die Wechselwirkungsstärke g den Ab-

fall der Breite σx mit der Teilchenzahl. Auch der umgekehrte Fall mit fester Teilchenzahl und

steigender Temperatur (nicht dargestellt) zeigt einen eindeutigen Zusammenhang von Brei-

te und Wechselwirkungsstärke g. Mittels einer Vergleichsrechnung sollte es demnach möglich
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Abbildung 2.7.: Breite σx (FWHM) der räumlich aufgelösten Lumineszenz I(x, z) bei z = 0 und fester
Temperatur T = 0,9 K für steigende Teilchenzahl und verschiedene Wechselwirkungsstärken g (Werte
für g und Farben/Symbole wie in Abbildung 2.6).

sein, aus entsprechenden experimentellen Werten über beide Methoden g zu rekonstruieren.

Aufgrund der möglichen Aufheizung der Probe durch steigende Leistung des Anregungslasers

ist jedoch die Variante mit fester Teilchenzahl (feste Laserleistung) und variierter Temperatur

zu bevorzugen. Falls es nämlich durch die steigende Laserleistung zur Aufheizung der Pro-

be kommen sollte, findet eine Überlagerung beider Effekte statt. Dies würde den Anstieg der

Kurve in Abbildung 2.7 verändern und dadurch das Resultat verfälschen. Somit besteht die

aussichtsreichste Möglichkeit einer experimentellen Bestimmung der effektiven Wechselwir-

kungsstärke in der Messung der Ausdehnung der thermischen Wolke bei fester Teilchenzahl

und variierender Temperatur mit anschließender Vergleichsrechnung zur Rekonstruktion der

Wechselwirkungsstärke g.

2.3.3. Näherungen

In diesem Abschnitt soll der Einfluss der verschiedenen Näherungen auf Dichteverteilung und

Spektrum untersucht werden (siehe Abschnitt 2.1). Hierzu werden drei verschiedene Modelle

zur Berechnung der Dichteverteilung in der Falle miteinander verglichen. Als erste Möglich-

keit steht die bereits in den vorangegangenen Abschnitten benutzte Hartree-Fock-Bogoljubow-

Popow-Näherung (HFBPN) unter Verwendung der Thomas-Fermi-Näherung (TFN) zur Ver-

fügung. Als Alternative dazu kann die TFN weggelassen und die Berechnung innerhalb der
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Abbildung 2.8.: Dichte der thermischen (linke Spalte) und der kondensierten Exzitonen (rechte Spalte)
in verschiedenen Näherungen. Dargestellt ist die Dichte als Schnitt für ρ = 0 als Funktion von z (obere
Reihe) und als Schnitt bei z = 0 als Funktion von ρ (untere Reihe). Die betrachteten Näherungen
sind die HFBPN mit TFN (blaue, gestrichelte Kurve), die HFBPN ohne TFN (schwarze, durchgezogene
Kurve) sowie die HFBG2N mit TFN (rote, strichpunktierte Kurve). Die Gesamtteilchenzahl beträgt N =
1,67 × 108 bei einer Temperatur von T = 0,5 K. Die Kondensatsfraktionen sind in den verschiedenen
Näherungen Nc/N = 0,115 (HFBPN mit TFN), Nc/N = 0,116 (HFBPN ohne TFN) sowie Nc/N = 0,147
(HFBG2N mit TFN).

HFBPN durchgeführt werden. Als dritte Möglichkeit wird die Dichte innerhalb der HFBG2N

unter Verwendung der TFN berechnet. Es sei daran erinnert, dass oberhalb der kritischen Tem-

peratur alle diese Näherungen in die gleichen Ausdrücke übergehen. Eine Diskussion der ver-

schiedenen Näherungen ist also nur für solche Paare von N und T sinnvoll, bei denen ein Kon-

densat vorhanden ist. Exemplarisch sind die Ergebnisse der Dichteberechnung für T = 0,5 K
und N = 1,67 × 108 in Abbildung 2.8 dargestellt. Beide auf die TFN zurückgreifende Nähe-

rungen produzieren eine abrupt verschwindende Kondensatsdichte nc, wohingegen der Über-

gang ohne die TFN stetig verläuft. Dieses Verhalten spiegelt sich auch bei den thermischen

Dichten wider. Es ist klar zu erkennen, wie die für die TFN charakteristischen Spitzen in der

HFBPN abgerundet werden. Es ist weiterhin zu bemerken, dass die Unterschiede im Verlauf

der thermischen Dichte auf die Umgebung des verschwindenden Kondensats beschränkt sind.

Ausserhalb dieses Raumbereichs ist die thermische Dichte für alle betrachteten Näherungen

nahezu gleich. Anders verhält es sich bei der Dichte der kondensierten Exzitonen. Die Mit-

nahme der anomalen Dichten in der G2-Näherung hat offenbar eine Erhöhung der Dichte der

kondensierten Exzitonen zur Folge. Dies wird auch anhand der Kondensatsfraktionen deutlich.

Bei gleicher Temperatur und Gesamtteilchenzahl ist die Kondensatsfraktion für die HFBG2N
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Abbildung 2.9.: z-aufgelöstes Lumineszenzspektrum (obere Reihe), räumlich integrierte Lumineszenz
I(ω) (unten rechts) und die z-aufgelöste Lumineszenz für die gleichen Näherungen und Parameter wie
in Abbildung 2.8. In der oberen Reihe sind von links nach rechts jeweils das z-aufgelöste Lumineszenz-
spektrum für die HFBPN mit TFN, die HFBG2N mit TFN sowie die HFBPN dargestellt. Entsprechend
finden sich in den unteren Bildern die Resultate für die HFBPN mit TFN (blaue, gestrichelte Kurve), die
HFBPN ohne TFN (schwarze, durchgezogene Kurve) sowie die HFBG2N mit TFN (rote, strichpunktierte
Kurve).

mit Nc/N = 0,147 deutlich höher als in den anderen beiden Näherungen (Nc/N = 0,115 bzw.

Nc/N = 0,116). Es ist hier wichtig festzuhalten, dass die einfachste Näherung, die HFBPN mit

TFN, die kleinste Kondensatsfraktion vorhersagt. Wenn es also mit Hinblick auf die Experimen-

te um die Vorhersage von kritischen Teilchenzahlen geht, so stellt diese Näherung eine obere

bzw. für die kritische Temperaturen eine untere Grenze dar.

Aus den berechneten Dichten lassen sich die verschiedenen Lumineszenzspektren berech-

nen. Die zu den Dichten in Abbildung 2.8 gehörigen Spektren sind in Abbildung 2.9 dargestellt.

Wie man an den z-aufgelösten Lumineszenzspektren in der oberen Reihe von Abbildung 2.9

gut erkennen kann, haben die verschiedenen Näherungen keinen sichtbaren Einfluss auf das z-

aufgelöste Lumineszenzspektrum I(z, ω). Gleiches gilt für die z-aufgelöste Lumineszenz I(z),
welche für alle Näherungen identisch ist. Lediglich bei dem räumlich integrierten Lumines-

zenzspektrum I(ω) wird ein Unterschied im Abfall der hochenergetischen Flanke sichtbar. Es

ist also festzuhalten, dass die verschiedenen Näherungen nur kleine Unterschiede in der Dichte

und so gut wie keine Unterschiede im Spektrum aufweisen. Die Signaturen des Kondensats,

wie sie in Abschnitt 2.3.1 diskutiert wurden, sind nicht abhängig von der verwendeten Nähe-

rung.
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Abbildung 2.10.: z-aufgelöste Lumineszenzspektren für T = 0,5 K und eine Gesamtteilchenzahl von
N = 1,07×108 (obere Reihe) bzw. N = 5,73×108 (untere Reihe). Die Spaltgröße 2∆x ist von links nach
rechts 2∆x = 10; 30; 50 µm. Die Kondensatsfraktionen sind Nc/N = 0 (obere Reihe) und Nc/N = 0,195
(untere Reihe).

2.3.4. Optische Abbildung und Verbreiterungen

Im folgenden Abschnitt soll es darum gehen, die Veränderung der Lumineszenz durch verschie-

dene Einflüsse auf die Spektralfunktion, die optische Abbildung und eine veränderte Exziton-

Photon-Kopplung zu untersuchen. Wie bereits erwähnt, muss die Funktion h(r, ω) in Gleichung

(2.26) bzw. (2.27) so gewählt werden, dass die experimentell verwendete optische Abbildung

reproduziert wird. Der Einfluss von h(r, ω) auf die Spektren ist sehr groß. Um dies zu demons-

trieren, wird für h(r, ω) = exp(−[~ω/∆]2) gewählt und somit lediglich die endliche Auflösung

des Spektrographen simuliert. Wie in Abbildung 2.10 sichtbar, kann selbst in diesem einfachen

Fall durch Variation der Spaltbeite 2∆x das resultierende Spektrum deutlich verändert wer-

den. Obwohl die physikalischen Parameter Temperatur und Gesamtteilchenzahl in der jeweils

oberen und unteren Reihe konstant sind, ändert sich das Spektrum sichtbar. Im nichtkonden-

sierten Fall (obere Reihe) schnürt sich das Spektrum bei kleiner werdendem Spalt scheinbar

zusammen (von rechts nach links). Dabei wird das Spektrum bei hohen Energien deutlich si-

chelförmiger. Im kondensierten Fall sieht man, wie bei kleiner werdendem Spalt die flache

untere Kante nach oben ausgebeult wird. Auch das in Abbildung 2.11 dargestellte räumlich

integrierte Lumineszenzspektrum I(ω) sowie die z-aufgelöste Lumineszenz I(z) können durch

den Spalt beeinflusst werden. Bei kleiner werdendem Spalt verläuft der Abfall der Hochener-

gieflanke des räumlich integrierten Lumineszenzspektrums I(ω) immer steiler und die Vertei-
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Abbildung 2.11.: z-aufgelöste Lumineszenz I(z) (obere Reihe) und räumlich integriertes Lumines-
zenzspektrum I(ω) (untere Reihe) für die gleichen Parameter wie in Abbildung 2.10. Die linke (rechte)
Spalte entspricht der oberen (unteren) Reihe aus Abbildung 2.10. Die verwendeten Spaltgrößen sind
wiederum 2∆x = 10 µm (blau durchgezogen), 2∆x = 30 µm (rot gestrichpunktet) und 2∆x = 50 µm
(schwarz gestrichelt).

lung an sich wird schmaler. Zusätzlich verschiebt sich im nichtkondensierten Fall die Position

des Maximums. Betrachtet man die Entwicklung der räumlich integrierten Lumineszenzspek-

tren I(ω) für eine steigende Teilchenzahl, so sind ein Schmalerwerden der Verteilung und eine

Verschiebung des Maximums Indizien für zunehmende Exzitonenzahlen (siehe Abbildung 2.2

bzw. 2.6). Fatalerweise spiegelt der sich verkleinernde Spalt eine analoge Entwicklung wider.

Ebenso könnte z.B. der durch den Spalt veränderte Abfall der Hochenergieflanke zur Bestim-

mung einer falschen Temperatur führen. Andererseits hat der Spalt im nichtkondensierten Fall

keinen Einfluss auf die z-aufgelöste Lumineszenz I(z) (obere Reihe links). Dies ist im Fall mit

Kondensat (obere Reihe rechts) nicht der Fall. In diesem Fall verstärkt der kleine Spalt sogar

die zu erwartende Plateaubildung. Es ist also von großer Wichtigkeit, die Eigenschaften der

optischen Abbildung genau zu kennen, bevor man versucht, die physikalischen Parameter aus

den Spektren zu rekonstruieren.

Zur Ableitung der Formel für das Lumineszenzspektrum wurden zwei wichtige Annah-

men gemacht. Zum einem sollte die Exziton-Photon-Kopplung deltaförmig sein, |S(k)|2 =
S0δ(k−k0), und zum anderen sollte die Spektralfunktion durch (2.24) gegeben sein. Aufgrund

der endlichen Ausdehnung des Systems wird aber die k-Auswahlregel in |S(k)|2 aufgeweicht.

Zusätzlich führt der Auger-Effekt zum entstehen eines Elektron-Loch-Plasmas, welches die Ex-

zitonenzustände dämpft und somit zur Aufweitung der Spektralfunktion führt. Im folgenden
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Abbildung 2.12.: z-aufgelöste Lumineszenz I(z) (obere Reihe) und räumlich integriertes Lumineszenz-
spektrum I(ω) (untere Reihe) für T = 0,5 K und eine Gesamtteilchenzahl von N = 1,07 × 108 (linke
Spalte) bzw. N = 5,73 × 108 (rechte Spalte). Bei vollständig geöffnetem Spalt werden verschiedene
Verbreiterungen ∆k der Exziton-Photon-Kopplung S(k) betrachtet. Es sind ∆k = 5 µm−1 (blau durch-
gezogen), ∆k = 15 µm−1 (rot punkt-strich) und ∆k = 25 µm−1 (schwarz gestrichelt).

soll daher der Einfluss der Aufweichung der k-Auswahlregel in |S(k)|2 sowie der Einfluss von

gedämpften Exzitonenzuständen in der Spektralfunktion untersucht werden. Hierzu werden

die deltaförmigen Kopplungen durch entsprechende Lorentzkurven ersetzt. Anzumerken ist,

dass diese Effekte hier nur heuristisch eingeführt werden. Eine strenge theoretische Beschrei-

bung erfordert z.B. die Berücksichtigung von Exziton-Ladungsträger-Wechselwirkung sowie

eine verbesserte Theorie der Lumineszenz. Zum Vergleich werden die z-aufgelöste Lumines-

zenz I(z) und das räumlich integrierte Lumineszenzspektrum I(ω) betrachtet. Die Ergebnisse

für die Aufweichung der k-Auswahlregel in der Exziton-Photon-Kopplung ist in Abbildung 2.12

dargestellt. Im Fall der z-aufgelösten Lumineszenz (obere Reihe) lässt sich weder im konden-

sierten noch im nichtkondensierten Fall ein Unterschied für die verschiedenen Verbreiterungen

feststellen. Lediglich bei dem räumlich integrierten Lumineszenzspektrum gibt es Abweichun-

gen. Diese beschränken sich aber im wesentlichen auf eine kleine Verschiebung des Maximums

sowie eine allgemeine Verbreiterung der Kurve. Dieser Effekt könnte auch mit einer geänder-

ten Auflösung reproduziert werden.

Der Einfluss der gedämpften Exzitonenzustände führt zu ähnlichen Ergebnissen wie in Ab-

bildung 2.13 dargestellt ist. Wiederum ist die z-aufgelöste Lumineszenz unverändert (nicht-

kondensierter Fall) bzw. nur leicht verändert (kondensierter Fall). Im räumlich integrierten Lu-

mineszenzspektrum wird wieder eine Verschmierung bzw. Verschiebung des Maximums sicht-
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Abbildung 2.13.: z-aufgelöste Lumineszenz I(z) (obere Reihe) und räumlich integriertes Lumineszenz-
spektrum I(ω) (untere Reihe) für T = 0,5 K und eine Gesamtteilchenzahl von N = 1,07 × 108 (linke
Spalte) bzw. N = 5,73×108 (rechte Spalte). Bei vollständig geöffnetem Spalt werden verschiedene Ver-
breiterungen ∆E der Spektralfunktion A(r,k) betrachtet. Es sind ∆E = 5 µeV (blau durchgezogen),
∆E = 15 µeV (rot gestrichpunktet) und ∆E = 25 µeV (schwarz gestrichelt).

bar. Es ist also möglich, Effekte dieser Art über die Auflösung des Spektrographen zu simulie-

ren.

Es stellt sich abschließend die Frage, wie stark diese hier gezeigten Effekte in einem Ex-

periment sein könnten. Die Dichte des Elektron-Loch-Plasmas steigt, wegen des Auger-Effekts,

mit der Dichte der Exzitonen an. Bei Experimenten in Diamant wurde nachgewiesen, dass

die Dichte des Elektron-Loch-Plasmas bis auf ein Zehntel der Exzitonendichte ansteigen kann

[76]. Rechnungen zeigen, dass dies einer Verbreiterung von wenigen µeV entspricht [77]. So-

mit liegt dieser dichteabhängige Wert in der gleichen Größenordnung wie die Auflösung des

Spektrographen ∆ selbst. Wie bereits zuvor angemerkt, können diese Effekte aber durch eine

angepasste Auflösung simuliert werden. Für Vergleiche mit experimentellen Daten ist es also

sinnvoll, statt der Auflösung des Spektrographen einen variablen Parameter zu verwenden,

welcher durch die tatsächliche Auflösung des Spektrographen nach unten begrenzt wird.

2.3.5. Leuchtendes Kondensat

Bisher wurde das Kondensat stets als nicht emittierend betrachtet. Die entsprechende Be-

gründung wurde in Abschnitt 2.2 gegeben. Wie dort allerdings bereits angedeutet, sollte in

einem endlichen System die strikte Erhaltung der Wellenzahl aufgeweicht werden und das
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Abbildung 2.14.: z-aufgelöstes Lumineszenzspektrum I(z, ω) (linke Spalte), räumlich integriertes Lu-
mineszenzspektrum I(ω) (mittlere Spalte) und z-aufgelöste Lumineszenz I(z) mit Sc = 5× 10−7. Hier-
bei sind der Beitrag der kondensierten Exzitonen blau, der Beitrag der thermischen Exzitonen rot und
die gesamte Lumineszenz schwarz dargestellt. Die Gesamtteilchenzahlen sind N = 1,07 × 108 (erste
Reihe), N = 4,33 × 108 (zweite Reihe) und N = 1,00 × 109 (dritte Reihe) bei T = 0,5 K. Die Kon-
densatsfraktionen betragen von oben nach unten Nc/N = 0; 0,07; 0,42 (vergleiche Abbildung 2.1 und
2.2).

Kondensat dadurch zumindest schwach lumineszieren können. Die grundlegende Behand-

lung der Lumineszenz von kondensierten Exzitonen ist eine weiterführende und schwieri-

ge Aufgabe. Um zumindest die Auswirkung auf das Spektrum abzuschätzen, wird für die

thermischen Exzitonen weiterhin eine deltaförmige Exziton-Photon-Kopplung angenommen

(2.23), aber zusätzlich ein Beitrag des Kondensats (2.22) zugelassen. Da die Vorfaktoren die-

ser beiden Terme nicht bekannt sind, wird das gesamte Lumineszenzspektrums I(r, ω) über

I(r, ω) = ScIK(r, ω) + IT (r, ω) bestimmt. Sc stellt hierbei lediglich eine heuristisch einge-

führte Konstante dar, welche zur Steuerung des Kondensatsanteils dient. Dabei gibt es zwei

Grenzfälle. Zunächst einmal den Fall, dass der Beitrag des Kondensats verschwindend gering

ist gegenüber dem Beitrag der thermischen Exzitonen (Sc → 0). Für diesen Fall gelten al-

le in den vorherigen Abschnitten getroffenen Aussagen über Signaturen. Andererseits kann

der Kondensatsbeitrag zur Lumineszenz die thermischen Beiträge überstrahlen (Sc → 1). In

diesem Fall sieht man nur den Beitrag des Kondensats, welcher eine durch die Auflösung ver-

schmierte und durch die Dichte der kondensierten Exzitonen begrenzte deltaförmige Spitze im

Spektrum darstellt. Eine solche Signatur wäre im Experiment klar zu erkennen. Daher bedür-

fen diese beiden Fälle keiner weiteren Diskussion. Für den interessanten Bereich dazwischen

gibt es mehrere Effekte zu beobachten. Die Ergebnisse für die gleichen Teilchenzahlen und
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Abbildung 2.15.: Total integrierte Lumineszenz I für verschiedene Lumineszenzkonstanten Sc bei T =
0,5 K als Funktion der Gesamtteilchenzahl N . Die dargestellten Lumineszenzkonstanten sind Sc = 0
(blau gestrichelt), Sc = 1 × 10−7 (schwarz gestrichelt), Sc = 2,5 × 10−7 (rot gestrichelt) und Sc =
5× 10−7 (blau durchgezogen).

Temperaturen wie in Abbildung 2.2 und mit einem Beitrag des Kondensats von Sc = 5× 10−7

(vgl. oben) bei einer spektralen Auflösung von ∆ = 20 µeV sind in Abbildung 2.14 dargestellt.

Es ist deutlich zu erkennen, wie der Beitrag des Kondensats das z-aufgelöste Lumineszenz-

spektrum wieder parabelförmig erscheinen lässt. Die flache Kante wird demnach vollständig

überdeckt. Die Veränderungen in dieser Größe sind zwar in dieser theoretischen Rechnung

erkennbar, aber relativ subtil. Bei experimentellen Daten, in denen Rauschen eine Rolle spielt,

wären diese Unterschiede wohl kaum auszumachen. Das räumlich integrierte Lumineszenz-

spektrum I(ω) ändert sich qualitativ nur wenig. Der Beitrag des Kondensats führt hier dazu,

dass die Verteilung insgesamt breiter und höher wird, aber dennoch eine ähnliche Form wie im

nichtkondensierten Fall behält. Selbst das Plateau in der z-aufgelösten Lumineszenz I(z) wird

durch den Beitrag des Kondensats beseitigt. Es ist also denkbar, dass ein schwach leuchtendes

Kondensat diese Signaturen überdeckt.

Als letzte mögliche Signatur eines Kondensats in diesem Fall bleibt also das Verhalten der

total integrierten Lumineszenz. Dieses ist für verschiedene Lumineszenzkonstanten Sc bei fes-

ter Temperatur in Abbildung 2.15 dargestellt. Der Beitrag des Kondensats ändert hierbei ledig-

lich den Anstieg der Kurve nach dem Abknicken. Für die hier betrachteten Lumineszenzkon-

stanten bleibt der Knick als solcher aber erhalten. Es ist dennoch denkbar, dass ein bestimmtes

Sc die total integrierte Lumineszenz insgesamt wie eine Gerade verlaufen lässt. In diesem Fall

wäre allerdings die Kondensatslumineszenz gegenüber den thermischen Beiträgen dominant
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und somit klar im z-aufgelösten Lumineszenzspektrum IG(z, ω) als solche zu erkennen. Zusam-

mengefasst kann festgestellt werden, dass die hier gemachten Betrachtungen natürlich keine

strikte Behandlung der Lumineszenz der kondensierten Exzitonen ersetzen, aber die Wichtig-

keit einer umfassenden Lumineszenztheorie zeigen. So werden zum Beispiel die flache Kante

und andere Signaturen durch den möglichen Beitrag eines schwach leuchtenden Kondensats

überdeckt. Lediglich der Knick in der total integrierten Lumineszenz hat sich als robust er-

wiesen. Diese Überlegungen zu einem schwach lumineszierenden Kondensat wurden in [26]

veröffentlicht.

2.4. fit-Algorithmus

Für einen quantitativen Vergleich von theoretischen und experimentellen Ergebnissen ist es

zunächst nötig, die physikalischen Parameter (Temperatur und chemisches Potential) aus den

gemessenen Spektren zu rekonstruieren. Ziel dieses Abschnittes ist es, dafür eine geeigne-

te Methode zu entwickeln. Um dies zu erreichen, sind drei Teilaufgaben zu bewältigen. Zu-

nächst muss unter Berücksichtigung der Erkenntnisse aus den vorangegangenen Kapiteln ein

fit-Algorithmus entwickelt werden. Anschließend wird dieser an theoretischen Ergebnissen ge-

testet und im letzten Schritt auf experimentelle Daten angewendet.

Ausgangspunkt für die Entwicklung eines Algorithmus ist die folgende Situation: Bei ei-

ner bestimmten Badtemperatur werden mit einer gewissen Laserleistung Exzitonen erzeugt

und das z-aufgelöste Lumineszenzspektrum I(z, ω) gemessen. Dies wird mit steigender La-

serleistung mehrfach wiederholt. Aus den gemessenen z-aufgelösten Lumineszenzspektren

I(z, ω) kann durch Integration das räumlich integrierte Lumineszenzspektrum I(ω) und die

z-aufgelöste Lumineszenz I(z) gebildet werden. Aus dem Experiment ist das Fallenpotential

der Exzitonen Vext(r) und die optische Abbildungsfunktion h(r, ω) (siehe Gleichung (2.26))

bekannt. Letztere umfasst auch die Angabe der Spaltbreite 2∆x. Zudem kann die Teilchenzahl

mit Hilfe des Ratenmodells aus der Laserleistung bestimmt werden [25].

Eine grundlegende Frage ist zunächst jedoch, welche der beiden zur Verfügung stehenden

Größen I(z) bzw. I(ω) verwendet werden soll. Da beide aus derselben Messgröße I(z, ω) be-

rechnet werden, sind beide gleichberechtigt. Wie man in Abschnitt 2.3.4 gut sehen konnte, ist

die z-aufgelöste Lumineszenz außerordentlich robust gegenüber Unsicherheiten und Fehlern

in der optischen Abbildung. Andererseits ist die genaue Kenntnis des Fallenverlaufs essentiell,

da ohne diesen eine korrekte Bestimmung der Temperatur nicht möglich ist. Bei dem räum-

lich integrierten Lumineszenzspektrum I(ω) verhält es sich gerade umgekehrt. Der Verlauf der

Potentialfalle hat hier nur einen geringen Einfluss, dafür ist die optische Abbildung äußerst

wichtig für eine korrekte Wiedergabe der Parameter. Welche der beiden Größen verwendet

werden sollte, hängt also davon ab, wie sicher die jeweiligen Angaben bekannt sind. Im Ide-

alfall sollten natürlich beide herangezogen werden und somit einen Vergleich der ermittelten
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Parameter auf Konsistenz ermöglichen.

Eine entsprechende fit-Formel für die experimentellen Daten ist immer ein Kompromiss aus

möglichst genauer Beschreibung des Systems und der benötigten Rechenzeit. Daher wird im

folgenden zunächst davon ausgegangen, dass es nur thermische Exzitonen gibt. Somit entfal-

len einige der in den vorangegangenen Abschnitten diskutierten Probleme. Falls ein Kondensat

auftritt, sollte dies anhand einer der in Abschnitt 2.3.1 vorgestellten Signaturen erkennbar sein.

Da sich diese durch eine qualitative Änderung der Spektren auszeichnen, wird eine quantitati-

ve Analyse der Spektren in diesen Fällen zunächst nicht benötigt. Im folgenden wird das Mo-

dell für das räumlich integrierte Lumineszenzspektrum I(ω) kurz vorgestellt. Eine detaillierte

Erklärung und Herleitung der Modelle sowohl für das räumlich integrierte Lumineszenzspek-

trum I(ω) als auch die z-aufgelöste Lumineszenz I(z) findet sich im Anhang B.5.

Ausgangspunkt für die Betrachtungen ist die Lumineszenz der Exzitonen im nichtkonden-

sierten Fall (siehe Gleichung 2.25)

IT (r, ω) ∼ nB(~ω − µ)δ(~ω − µ− E(k0, r)) (2.28)

mit dem chemischen Potential µ und der Energie der Exzitonen E(k0, r) = ~2k2
0/2m+Vext(r)−

µ+ 2gñ(r). Um das räumlich integrierte Lumineszenzspektrum I(ω) zu berechnen, muss Glei-

chung (2.28) unter Berücksichtigung des Spaltes über die gesamte Falle integriert werden.

Um diese Integration analytisch auszuführen, wird ein anisotroper harmonisches Oszillator

für das externe Fallenpotential angesetzt, Vext(r) ≈ V0 + αρρ
2 + αzz

2. Des Weiteren wird an-

genommen, dass der Einfluss der Wechselwirkung näherungsweise durch eine Konstante be-

schrieben werden kann, 2gñ(r) ≈ CXX. Mit diesen beiden Näherungen lässt sich die Energie

der Exzitonen darstellen als E(k0, ρ, z) = ∆E + αρρ
2 + αzz

2 − µ, wobei alle Konstanten in

∆E = ~2k2
0/2m + V0 + CXX zusammengefasst wurden. Mit diesen Annahmen lässt sich das

Integral über den gesamten Raum analytisch berechnen. Das Ergebnis ist

Ifit(ω) ∼ nB(~ω − µ)Θ(~ω −∆E)


√

~ω−∆E
αρ

, ∆x >
√

~ω−∆E
αρ

∆x sonst.
(2.29)

Das so berechnete Spektrum wird mit der spektralen Breite ∆ gefaltet, mit einer Proportiona-

litätskonstanten I0 multipliziert und eine Konstante für den Untergrund IU hinzuaddiert. Die

in Gleichung (2.29) auftretende halbe Spaltbreite ∆x und der Fallenparameter αρ sind von

außen vorzugebende Parameter und werden nicht variiert. Für den fit-Algorithmus werden so-

mit sechs verschiedene Größen (T , µ, ∆E, ∆, I0 und IU) variiert. Da die spektrale Breite ∆
durch verschiedene Effekte beeinflusst werden kann (siehe Abschnitt 2.3.4), kann für diesen

Wert lediglich eine untere Grenze angenommen werden, nämlich die Auflösung des Spek-

trometers. Von den verbleibenden Größen sind lediglich die Temperatur und das chemische

Potential physikalisch relevant. Die Temperatur ist über den Abfall des integrierten Lumines-
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Tfit [K] ∆fit [µeV] ∆E [µeV] µfit [µeV] µ [µeV] Nfit N

0,502 11,16 15,09 −119,09 −117,90 5,00× 106 5,00× 106

0,514 10,56 14,64 −108,69 −105,73 7,20× 106 6,61× 106

0,511 10,03 14,01 −96,89 −93,88 9,10× 106 8,73× 106

0,506 10,28 14,56 −84,38 −82,06 1,17× 107 1,15× 107

0,510 10,41 14,99 −73,53 −70,28 1,55× 107 1,53× 107

0,517 10,46 15,19 −62,76 −58,55 2,12× 107 2,02× 107

0,514 10,80 15,93 −51,74 −46,90 2,67× 107 2,66× 107

0,521 10,93 16,25 −41,36 −35,37 3,59× 107 3,52× 107

0,531 11,02 17,35 −31,72 −24,01 4,85× 107 4,65× 107

0,522 10,00 17,65 −20,95 −12,87 5,84× 107 6,15× 107

0,529 10,13 19,15 −12,80 −2,08 7,42× 107 8,13× 107

0,564 10,29 22,52 −5,86 8,1 1,09× 108 1,07× 108

Tabelle 2.1.: Verschiedene aus theoretischen Daten rekonstruierte Parameter. Die Temperatur war in
allen Fällen T = 0,5 K und die Auflösung betrug ∆ = 10 µeV.

zenzspektrums zu hohen Energien gegeben. Das chemische Potential hingegen manifestiert

sich vor allem durch das Anwachsen der Intensität bei steigender Teilchenzahl. Es ist also

notwendig, für die Bestimmung des chemischen Potentials zunächst die Proportionalitätskon-

stante I0 festzulegen. Dafür wird diese bei der niedrigsten Leistung geeicht. Hierzu verschafft

man sich die entsprechende Teilchenzahl aus dem Ratenmodell und bestimmt die Tempera-

tur aus den experimentellen Daten. Mit der gegebenen Falle und diesen beiden Parametern

lässt sich das chemische Potential berechnen. Unter Verwendung des berechneten chemischen

Potentials wird mittels der fit-Routine I0 bestimmt und für die anderen Leistungen konstant

gehalten. Dies hat den Vorteil, dass bei dieser niedrigen Leistung nahezu keine Störeffekte auf-

treten sollten (Wechselwirkung, Elektron-Loch-Plasma,...). Der Nachteil ist ein möglicherweise

schlechtes Signal-Rausch-Verhältnis bei sehr kleinen Teilchenzahlen und somit schwachen In-

tensitäten. Mit Hilfe dieses Modells können alle energetischen Verschiebungen durch ∆E und

alle spektralen Verbreiterungen durch ∆ simuliert werden. Somit werden Veränderungen der

Art, wie in Kapitel 2.3.4 und 2.3.2 diskutiert, in die Prozedur einbezogen. Wenn also zum Bei-

spiel die spektrale Breite deutlich von der spektralen Auflösung des Spektrometers abweicht,

ist dies ein Indikator entweder für eine fehlerhafte Abbildungsfunktion oder für das Vorhan-

densein von Verbreiterungseffekten.

Die numerische Routine zum Ermitteln der Parameter beruht auf der Levenberg-Marquardt-

Methode. Es handelt sich hierbei um eine Standardmethode zum Finden der Parameter von

nichtlinearen, mehrdimensionalen Modellen, welche auf der Grundlage von [78] implemen-

tiert wurde. Zu Testzwecken wird die entwickelte Routine auf theoretische Daten angewandt.

Dazu werden bei einer festen Temperatur und wachsender Teilchenzahl die Parameter ge-
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mäß dem oben angegebenen Verfahren aus dem Spektrum ermittelt. Um die Situation realis-

tischer zu gestalten, wurden die Spektren um einen zufälligen Wert verschoben und Rauschen

hinzuaddiert. Das Rauschen wurde durch Zufallszahlen mit einem Höchstwert von 5% des

Maximums des jeweiligen Spektrums simuliert. Nachdem die Temperatur und das chemische

Potential ermittelt sind, können beide Angaben zur Berechnung der entsprechenden Gesamt-

teilchenzahlen in der Falle verwendet werden. Die Ergebnisse sind in Tabelle 2.1 festgehalten.

Die ermittelten Parameter stimmen mit den tatsächlich verwendeten Größen bei kleinen Teil-

chenzahlen gut überein. Bei steigender Exzitonenzahl wird der Einfluss der Wechselwirkung

größer, wie man an ∆E erkennen kann. Da diese nur als ortsunabhängige Konstante berück-

sichtigt wurde, führt dies wahrscheinlich zu den Abweichungen bei Temperatur und chemi-

schem Potential bei hohen Teilchenzahlen. Jedoch weicht die aus den Parametern berechnete

Exzitonenzahl in keinem der betrachteten Fälle stark vom wahren Wert ab. Der angegebene

Algorithmus funktioniert also für moderate Dichten, produziert aber für sehr hohe Teilchen-

zahlen zunehmend Abweichungen.

2.5. Vergleich von Experiment und Theorie

Mit den bis hierher gewonnen Erkenntnissen lässt sich nun ein erster Vergleich der theoreti-

schen Ergebnisse mit den experimentellen Resultaten anstellen. Die meisten der in Abschnitt

2.3.1 vorgestellten Signaturen konnten bis heute experimentell nicht beobachtet werden. Le-

diglich das Abknicken der integrierten Lumineszenz konnte in [26] (z.B. Abbildung 12) ge-

zeigt werden. Wenn dieses Verhalten tatsächlich eine BEK von Exzitonen anzeigt, so könnte

der Beitrag des Kondensats zur Lumineszenz eine mögliche Erklärung für das Fehlen der ande-

ren Signaturen sein (vgl. Kapitel 2.3.5). Auch die in [26] gefundenen bimodalen Verteilungen

(Abbildung 9 in [26]) deuten auf ein mit Abbildung 2.14 vergleichbares Verhalten hin. Der

Beitrag des Kondensats könnte bei der z-aufgelösten Lumineszenz I(z) zu einem dem ther-

mischen Anteil aufgesetzten Spitze und somit zu einer solchen bimodalen Verteilung führen.

Diese Überlegungen sind auch ausführlich in [26] dargelegt.

Für eine quantitative Analyse werden die ersten drei Messungen der in [26] ausgewer-

teten Messreihe verwendet. Die Auflösung des Spektrographen war dabei ∆ = 20 µeV und

die gemessene Badtemperatur lag bei TBad = 0,037 K. Die gemessenen räumlich integrierten

Lumineszenzspektren und die entsprechenden fits sind in Abbildung 2.16 dargestellt. Die Re-

sultate der fit-Parameter sind in Tabelle 2.2 aufgeführt. Wie an den Graphen von Abbildung

2.16 zu erkennen ist, stimmen experimentelle Daten und theoretische fits gut überein. Auch

die Teilchenzahlen des Ratenmodelles und der fit-Prozedur sind ähnlich. Da sich mit der La-

serleistung die Zahl der Exzitonen erhöht, muss das chemische Potential ansteigen. Diese Ent-

wicklung ist anhand von Tabelle 2.2 gut nachzuvollziehen. Das Ergebnis für die Temperatur

ist allerdings bemerkenswert. Wenn die ermittelte Temperatur von 0,45-0,52 K tatsächlich der
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Abbildung 2.16.: Gemessene räumlich integrierte Lumineszenzspektren I(ω) (rote Punkte) und die
Ergebnisse der entsprechenden fit-Prozeduren (schwarze Kurve) für die ersten drei Messungen der in
[26] ausgewerteten Messreihe (siehe Abbildung 7 in [26]). Die Leistung des Pumplasers steigt von links
nach rechts an. Die gemessene Temperatur des He-Bades betrug in allen Fällen TBad = 0,037 K.

Tfit [K] ∆fit [µeV] ∆E [µeV] µfit [µeV] Nfit NRat

0,448 21,60 15,03 −171,39 6,50× 105 6,50× 105

0,512 22,57 8,00 −148,68 2,76× 106 2,06× 106

0,475 20,82 9,66 −101,22 5,37× 106 4,00× 106

Tabelle 2.2.: Ergebnisse der fit-Routine angewendet auf die ersten drei experimentell gemessenen Spek-
tren von [26]. Die Auflösung des Spektrographen war ∆ = 20 µeV.

Exzitonentemperatur entspricht, so liegt diese eine Größenordnung über der Badtemperatur.

Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass die Exzitonen in einem thermodynamischen

Gleichgewicht mit dem He-Bad seien. Für diese ultratiefen Badtemperaturen TBad � 0,5 K
gilt offenbar TX 6= TBad. Die bis hier verwendete Gleichgewichtstheorie reicht somit nicht zum

Verständnis aller experimentellen Resultate in [26] aus. Wenn die Annahme eines thermody-

namischen Gleichgewichts aufzugeben ist, so wäre der nächste Schritt die Einführung einer

Nichtgleichgewichtstheorie. Diese wird im nächsten Kapitel behandelt.



Kapitel 3.

Nichtgleichgewicht

Wie im vorangegangenen Kapitel gezeigt wurde, ist eine Beschreibung des Systems im Gleich-

gewicht unzureichend zum Verständnis einiger experimenteller Resultate. Eine ganze Reihe

von physikalisch interessanten Prozessen ist der bisher verwendeten Gleichgewichtstheorie

nicht zugänglich. So sind die Erzeugung der Exzitonen, die Driftbewegung ins Fallenzentrum

sowie der Prozess der Thermalisierung erst in einer Nichtgleichgewichtstheorie beschreibbar.

Frühere Publikationen haben sich bereits mit verschiedenen Teilaspekten einer Nichtgleichge-

wichtsbeschreibung der Exzitonen befasst [51, 79, 80, 81, 82]. Typischerweise wird in die-

sen Arbeiten eine Quanten-Boltzmanngleichung in einem räumlich homogenen System unter

speziellen Gesichtspunkten gelöst. So werden in [79, 80] nur Exziton-Exziton-Stöße und in

[51, 81] nur Exziton-Phonon-Stöße betrachtet. In [82] werden zwar alle relevanten Stoßter-

me berücksichtigt, jedoch nur für schwache Besetzungen (f(r,p, t) � 1) und in keinem der

Zugänge wird räumliche Inhomogenität beschrieben.

Um ein geeignetes Modell zur Beschreibung der Exzitonen in der Falle aufzustellen, wird

wiederum auf den reichen Fundus von Arbeiten auf dem Gebiet der atomaren Kondensate

zurückgegriffen. Diese müssen an entsprechender Stelle durch die halbleiterspezifischen Ter-

me ergänzt werden. Ein geeignetes Modell stellen die sogenannten Zaremba-Nikuni-Griffin-

Gleichungen (ZNG-Gleichungen) dar [83]. In diesem Formalismus wird das Kondensat mittels

einer dissipativen GPG und die nichtkondensierten Teilchen über eine Quanten-Boltzmann-

gleichung beschrieben. Beide Gleichungen sind über Kopplungsterme miteinander verbunden

und müssen selbstkonsistent gelöst werden. Auf diese Weise ist eine dynamische Beschreibung

beider Phasen möglich. Die ZNG-Gleichungen basieren auf den fundamentalen Arbeiten von

Kirkpatrick und Dorfman [84, 85, 86] sowie den von Proukakis et al. [87, 88] gemachten

Erweiterungen. Ein umfassender Überblick über die Gleichungen, ihre Ableitung und Anwen-

dungsmöglichkeiten findet sich in [74].

Im folgenden werden die ZNG-Gleichungen genutzt, um eine hydrodynamische Beschrei-

bung des bosonischen Gases aufzustellen. In dieser Darstellung können die halbleiterspezifi-

schen Effekte besonders einfach hinzugefügt werden.

43
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3.1. Hydrodynamische Darstellung

Die Ausgangsgleichungen für die hydrodynamische Darstellung des Systems wurden bereits

im Abschnitt 1.3 dargestellt. Für den hier betrachteten allgemeinen Fall im Nichtgleichgewicht

ist der Einteilchenbeitrag des Hamiltonoperators ĥ0 gegeben durch

ĥ0 = −~2∇2

2m + Vext(r) . (3.1)

In den folgenden Abschnitten sollen die hydrodynamischen Gleichungen für die thermischen

und kondensierten Exzitonen abgeleitet werden.

3.1.1. Kondensat

Unter Verwendung von (3.1) lautet die Bewegungsgleichung für die Kondensatswellenfunktion

(siehe Gleichung (1.10))

i~
∂Φ(r, t)
∂t

=
[
−~2∇2

2m + Vext(r) + gnc(r, t) + 2gñ(r, t)
]

Φ(r, t)

+gm̃(r, t)Φ∗(r, t) + g〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉 . (3.2)

Grundlage der ZNG-Gleichungen sind zwei wichtige Näherungen: Zum einem wird die an-

omale Dichte vernachlässigt (Popow-Näherung) und zum anderen wird der Beitrag des Terms

〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉 nur bis zur ersten Ordnung in g berücksichtigt. Dies führt auf eine ver-

allgemeinerte GPG der Form [74]

i~
∂Φ(r, t)
∂t

=
[
−~2∇2

2m + Vext(r) + gnc(r, t) + 2gñ(r, t)− iRZNG(r, t)
]

Φ(r, t) (3.3)

mit dem Kopplungsterm RZNG(r, t). Dieser beschreibt den Austausch von Exzitonen zwischen

der kondensierten und der nichtkondensierten Phase und ist innerhalb der ZNG-Gleichungen

durch

RZNG(r, t) = − g

nc(r, t)
Im[Φ∗(r, t)〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉]

gegeben. Durch Einführung von Amplituden- und Phasenvariablen für die Kondensatswellen-

funktion Φ(r, t) =
√
nc(r, t)eiθ(r,t) lässt sich das Gleichungssystem

∂nc(r, t)
∂t

+∇ · [nc(r, t)vc(r, t)] = −Γ(0)
Xc−X(r, t) ,

m

(
∂vc(r, t)

∂t
+ 1

2∇v
2
c (r, t)

)
= −∇µc(r, t) (3.4)
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aufstellen, welches äquivalent zu der verallgemeinerten GPG (3.3) ist. Hierbei ist die neu ein-

geführte Geschwindigkeit des Kondensats definiert über vc(r, t) = ~
m∇θ(r, t) und das chemi-

sche Potential des Kondensats [74] ist gegeben durch

µc(r, t) = −~2∇2√nc(r, t)
2m
√
nc(r, t)

+ Vext(r) + gnc(r, t) + 2gñ(r, t) . (3.5)

Somit ist die Energie eines Teilchens im Kondensat

εc(r, t) = 1
2mv2

c(r, t) + µc(r, t) . (3.6)

Der Term Γ(0)
Xc−X(r, t) erfüllt die gleiche Aufgabe wie RZNG(r, t) in der verallgemeinerten GPG

und hängt mit diesem über

Γ(0)
Xc−X(r, t) = 2nc(r, t)

~
RZNG(r, t) (3.7)

zusammen.

Bei den Gleichungen (3.4) handelt es sich um die ursprünglich von Madelung [89] vor-

geschlagene hydrodynamische Formulierung der (nichtlinearen) Schrödingergleichung (3.3).

Der erste Term auf der rechten Seite von (3.5) entspricht dem sogenannten Quantendruckterm

bzw. dem Bohm-Potential der bohmschen Mechanik [90, 91].

Da die hydrodynamischen Gleichungen (3.4) und die verallgemeinerte GPG (3.3) völlig

äquivalent sind, kann die numerisch leichter zu handhabende GPG gelöst und im Anschluss

nc(r, t), vc(r, t) und µc(r, t) aus der bekannten Wellenfunktion bestimmt werden. Die Gleichun-

gen sind aufgrund der Kopplung an die thermischen Exzitonen allerdings nicht abgeschlossen.

Diese werden im kommenden Abschnitt behandelt.

3.1.2. Thermische Exzitonen

Zur Berechnung der Dichte der thermischen Exzitonen muss die Bewegungsgleichung für den

Fluktuationsoperator (siehe Gleichung (1.11)) unter Verwendung des Einteilchenbeitrages in

(3.1) gelöst werden. Die entstehende Bewegungsgleichung

i~
∂ψ̃(r, t)
∂t

=
[
−~2∇2

2m + Vext(r) + 2gnc(r, t)
]
ψ̃(r, t) + gΦ∗(r, t)

[
ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)− m̃(r, t)

]
+gΦ2(r, t)ψ̃†(r, t) + 2gΦ(r, t)

[
ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)− ñ(r, t)

]
+g

[
ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)− 〈ψ̃†(r, t)ψ̃(r, t)ψ̃(r, t)〉

]
. (3.8)

wird zunächst in eine quantenkinetische Boltzmanngleichung umgeformt. Da die Ableitung

dieser Gleichung und der darin enthaltenen Stoßterme lange und umfangreiche Rechnungen
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beinhaltet, soll hier nur das Ergebnis angegeben werden. Für eine detaillierte Herleitung und

Diskussion wird auf [74] und die darin enthaltenen Quellen verwiesen. Unter der Annahme

eines räumlich nur langsam veränderlichen mittleren Feldes

U(r, t) = Vext(r) + 2g[nc(r, t) + ñ(r, t)] (3.9)

lässt sich die Bewegungsgleichung (3.8) in eine Quanten-Boltzmanngleichung der Form

∂f(r,p, t)
∂t

+ p
m

·∇rf(r,p, t)−∇rU(r, t) ·∇pf(r,p, t) = ∂f(r,p, t)
∂t

∣∣∣∣
Stoß

(3.10)

mit der Wigner-Verteilungsfunktion f(r,p, t) [92] umschreiben. Der Stoßterm auf der rechten

Seite ist gegeben durch

∂f(r,p, t)
∂t

∣∣∣∣
Stoß

= CX−X[f(r,p, t)] + CXc−X[f(r,p, t),Φ(r, t)] , (3.11)

wobei Stöße unter Einbeziehung von kondensierten Exzitonen in CXc−X und Stöße ohne diese

in CX−X enthalten sind. Dabei ist zu beachten, dass in CXc−X alle Stoßprozesse enthalten

sind, in denen mindestens einer der Ausgangs- oder Endzustände das Kondensat ist. Es gilt der

Zusammenhang

Γ(0)
Xc−X(r, t) =

∫
dp

(2π~)3CXc−X (3.12)

zwischen dem StoßtermCXc−X und dem bereits zuvor eingeführten Kopplungsterm Γ(0)
Xc−X(r, t).

Da die ZNG-Gleichungen Atome beschreiben, fehlen an dieser Stelle noch wichtige festkörper-

spezifische Mechanismen. Diese sollen durch Ergänzung des Stoßtermes (3.11) in die Glei-

chungen eingebracht werden. Dazu gehören Stöße mit Phononen (CPh[f(r,p, t)]), die endli-

che Lebensdauer (CRek[f(r,p, t)]), der Auger-Zerfall (CAuger[f(r,p, t)]) und der Einfluss des

Pumplasers (CLaser(r,p, t)). Die Beiträge zum Stoßintegral lauten daher

∂f(r,p, t)
∂t

∣∣∣∣
Stoß

= CX−X + CXc−X + CPh + CRek + CAuger + CLaser

= CX−X + CXc−X + CPh + CE−V , (3.13)

wobei alle Beiträge, die Exzitonen erzeugen oder vernichten können, im Term CE−V zusam-

mengefasst wurden.

Um mit der in (3.3) angegeben GPG konsistent zu bleiben, muss RZNG(r, t) durch einen

verallgemeinerten Term ersetzt werden. Die endliche Lebensdauer τ der Exzitonen kann leicht

hinzugefügt werden. Die Matrixelemente für die beim Auger-Effekt benötigten Übergänge sind

linear in k [58]. Es wird daher davon ausgegangen, dass die kondensierten Exzitonen nicht

dem Auger-Zerfall unterliegen. Neben der Exziton-Exziton-Streuung können Exzitonen auch
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durch Exziton-Phonon-Streuung zwischen der thermischen und kondensierten Phase wech-

seln. Daher wird der Phononstoßterm gemäß CPh = CXc−Ph + CX−Ph aufgeteilt. Dabei be-

schreibt CXc−Ph Wechselwirkungen unter Einbeziehung der kondensierten Phase, während in

CX−Ph lediglich thermische Zustände eine Rolle spielen. Mit diesen Annahmen lautet der er-

weiterte Kopplungsterm

R(r, t) = ~/τ +RXc−Ph(r, t) +RXc−X(r, t) . (3.14)

Die Terme RXc−Ph(r, t) und RXc−X(r, t) werden später im Rahmen der Berechnung der Stoß-

terme detailiert diskutiert.

Eine wichtige in den ZNG-Gleichungen gemachte Näherung ist die Annahme der Dispersion

εp(r, t) = p2

2m + Vext(r) + 2g[nc(r, t) + ñ(r, t)]

= p2

2m + U(r, t) (3.15)

für die thermischen Exzitonen bei allen Temperaturen. Diese Näherung versagt bei T → 0, da

bei T � Tkrit die Dichte der kondensierten Exzitonen stark ansteigt und somit die Abweichung

zwischen (3.15) und der eigentlich zu verwendenden Bogoljubow-Dispersion (vgl. Gleichung

(2.10)) ebenfalls wächst. Giorgini et al. konnten in [93] allerdings zeigen, dass der Unterschied

zwischen beiden in weiten Temperaturbereichen sehr gering ist.

Zur Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen werden die Momente der Boltzmann-

gleichung bis zur zweiten Ordnung gebildet. Hierfür wird (3.10) mit 1 (nullte Ordnung), p
(erste Ordnung) beziehungsweise p2/2m (zweite Ordnung) multipliziert und anschließend

über den gesamten Impulsraum integriert. Im folgenden wird das n-te Moment eines Stoßter-

mes mit Γ(n) bezeichnet.

Da Stöße zwischen thermischen Exzitonen teilchenzahl-, impuls- und ernergieerhaltend

sind, verschwinden die entsprechenden Momente und es gilt∫
dp

(2π~)3CX−X = Γ(0)
X−X = 0 ,∫

dp
(2π~)3 pCX−X = Γ(1)

X−X = 0 ,∫
dp

(2π~)3
p2

2mCX−X = Γ(2)
X−X = 0 . (3.16)

Bei den in CXc−X enthaltenen Stößen können Exzitonen die Phase wechseln. Somit können

Exzitonenzahl, Impuls und Energie in den einzelnen Phasen keine Erhaltungsgrößen sein, son-

dern nur, wenn beide Phasen zusammen betrachtet werden. Die Momente von CXc−X ver-
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schwinden daher nicht und nehmen die Form [74]∫
dp

(2π~)3CXc−X = Γ(0)
Xc−X∫

dp
(2π~)3 pCXc−X = Γ(1)

Xc−X = mvcΓ(0)
Xc−X∫

dp
(2π~)3

p2

2mCXc−X = Γ(2)
Xc−X = (εc − U)Γ(0)

Xc−X (3.17)

an. Weiterhin sind Stöße mit Phononen teilchenzahlerhaltend und es gilt demnach∫
dp

(2π~)3CX−Ph = Γ(0)
X−Ph = 0 . (3.18)

Abgesehen von diesen hier aufgeführten Eigenschaften der Stoßterme ist die explizite Gestalt

für die Ableitung der Momentengleichungen zunächst nicht relevant. Diese wird an späterer

Stelle ausführlich für jeden Beitrag einzeln diskutiert.

Bei bekannter Verteilungsfunktion können diverse physikalisch relevante Größen direkt

berechnet werden. So lässt sich die lokale Dichte der thermischen Exzitonen ñ(r, t) sowie

deren lokale Geschwindigkeit vn(r, t) über

ñ(r, t) =
∫

dp
(2π~)3 f(r,p, t)

vn(r, t) =
∫

dp
(2π~)3

p
m

f(r,p, t)
ñ(r, t) (3.19)

berechnen. Weitere wichtige Größen sind die lokale Gesamtenergiedichte EG(r, t), die lokale

kinetische Energiedichte E(r, t) und die lokale thermische Energiedichte ε̃, welche durch

EG(r, t) =
∫

dp
(2π~)3 ε(r,p, t)f(r,p, t) ,

E(r, t) =
∫

dp
(2π~)3

p2

2mf(r,p, t) ,

ε̃(r, t) =
∫

dp
(2π~)3

[p−mvn(r, t)]2

2m f(r,p, t)

= E(r, t)− 1
2mñ(r, t)v2

n(r, t) (3.20)

gegeben sind. Mittels der hier zusammengestellten Gleichungen lassen sich die Momente der

Boltzmanngleichung kompakt darstellen.
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Teilchenzahl (nulltes Moment)

Die Momente der Stoßterme (3.13) sind durch (3.16), (3.17) und (3.18) und die Festlegung

von Γ(n) gegeben und werden an dieser Stelle nicht explizit vorgerechnet. Die Terme mit den

Zeitableitungen auf der linken Seite von (3.10) ergeben jeweils die Zeitableitung eines der

Terme aus (3.19) bzw. (3.20). Im folgenden werden also nur die Terme aus Gleichung (3.10)

explizit behandelt, welche die Gradienten enthalten. Zur besseren Übersichtlichkeit werden

die Argumente weggelassen.

Das nullte Moment ergibt sich durch Integration über den Impuls. Unter Ausnutzung der

Definition in (3.19) und der Tatsache, dass die Verteilungsfunktion im Unendlichen verschwin-

det, ergibt sich für den ersten Gradiententerm∫
dp

(2π~)3
p
m

·∇rf = ∇r ·
∫

dp
(2π~)3

pf
m

= ∇r · (ñvn)

und für den zweiten ∫
dp

(2π~)3∇rU ·∇pf = ∇rU ·
∫

dp
(2π~)3∇pf

= 0 .

Die Gleichung für das nullte Moment lautet damit

∂ñ

∂t
+∇r · (ñvn) = Γ(0)

Xc−X + Γ(0)
Xc−Ph + Γ(0)

E−V . (3.21)

Impuls (erstes Moment)

Das erste Moment wird durch Integration der Boltzmanngleichung, multipliziert mit dem Im-

puls, gewonnen. Für das erste Moment des ersten Gradiententermes in (3.10) erhält man nach

partieller Integration∫
dp

(2π~)3 p(−∇rU ·∇pf) = −
∑
i,j

∂U

∂xj

∫
dp

(2π~)3 pi
∂f

∂pj
exi

= −∇rU

∫
dp

(2π~)3 (∇pf)p

= ñ∇rU .
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Für die Berechnung des noch verbleibenden Terms ist es sinnvoll, diesen zunächst in kartesi-

schen Koordinaten aufzuschreiben. Für die i-te Komponente ergibt sich[∫
dp

(2π~)3 p
( p
m

·∇rf

)]
i

=
∫

dp
(2π~)3

∑
j

pi
pj
m

∂f

∂xj

= m
∑
j

∂

∂xj

∫
dp

(2π~)3

[
pi
m

+ vni − vni
] [
pj
m

+ vnj − vnj
]
f

= m
∑
j

∂

∂xj

∫
dp

(2π~)3

[(
pi
m
− vni

)(
pj
m
− vnj

)

−vnivnj + pjvni
m

+ pivnj
m

]
f

=
∑
j

∂

∂xj
(Pij +mñvnivnj) .

Hierbei wurde der auch von Griffin et al. [74] verwendete Drucktensor

Pij = m

∫
dp

(2π~)3

(
pi
m
− vni

)(
pj
m
− vnj

)
f (3.22)

eingeführt. Unter Verwendung der Vektordivergenz lässt sich dieser Term als∫
dp

(2π~)3 p
( p
m

·∇rf

)
=

∑
i,j

∂

∂xj
(Pij +mñvnivnj)exi

=
∑
i,j

∂Pij
∂xj

exi +∇r • (mñvnvn)

schreiben. Zusammengesetzt ergibt sich für die erste Momentengleichung somit

∂

∂t
(mñvn) +∇r • (mñvnvn) = −

∑
i,j

∂Pij
∂xj

exi − ñ∇rU

+mvcΓ(0)
Xc−X + Γ(1)

X−Ph + Γ(1)
Xc−Ph + Γ(1)

E−V . (3.23)

Energie (zweites Moment)

Für das zweite Moment wird die Boltzmanngleichung mit p2/2m multipliziert und wiederum

über den Impuls integriert. Analog zum ersten Moment ergibt sich für den ersten Gradienten-

term durch partielle Integration

∫
dp

(2π~)3
p2

2m(−∇rU ·∇pf) = −
∑
i,j

∂U

∂xj

∫
dp

(2π~)3 p
2
i

∂f

∂pj

= ñvn ·∇rU .
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Der verbleibende Term kann umgeformt werden zu

∫
dp

(2π~)3
p2

2m

( p
m
∇rf

)
= ∇r ·

∫
dp

(2π~)3
p2

2m
p
m
f

= ∇r ·
∫

dp
(2π~)3

[
(p−mvn)2

2m + vn ·p−
m

2 v
2
n

]

×
[ p
m
− vn + vn

]
f

= ∇r ·
∫

dp
(2π~)3

[(p−mvn)2

2m

( p
m
− vn

)
f + (p−mvn)2

2m vnf

+(vn ·p)
( p
m
− vn

)
f + (vn ·p)vnf −

m

2 v
2
n

( p
m
− vn

)
f

−m2 v
2
nvnf

]
= ∇r ·

[
Q + ε̃vn −

m

2 ñv
2
nvn +

∫
dp

(2π~)3 (vn ·p) p
m
f

]

mit dem Wärmestrom

Q =
∫

dp
(2π~)3

(p−mvn)2

2m

( p
m
− vn

)
f . (3.24)

Für das letzte verbleibende Integral wird wiederum zunächst nur die i-te Komponente berech-

net [∫
dp

(2π~)3 (vn ·p) p
m
f

]
i

=
∫

dp
(2π~)3

∑
j

1
m
vnjpjpif

=
∑
j

∫
dp

(2π~)3mvnj

[(
pxi
m
− vni

)(
pxj
m
− vnj

)

− vnivnj + vnipxj
m

+ vnjpxi
m

]
f

=
∑
j

(vnjPij +mñvniv
2
nj) .

Es ergibt sich also

∫
dp

(2π~)3
p2

2m

( p
m

·∇rf

)
= ∇r ·

Q + ε̃vn + m

2 ñv
2
nvn +

∑
i,j

vnjPijexi


= ∇r ·

Q +
[
ε̃+ m

2 ñv
2
n

]
vn +

∑
i,j

vnjPijexi


= ∇r ·

Q + Evn +
∑
i,j

vnjPijexi


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und somit die Momentengleichung zu

∂E

∂t
+∇r · (Evn) = −ñvn ·∇rU −∇r ·Q−∇r ·

∑
i,j

vnjPijexi


+(εc − U)Γ(0)

Xc−X + Γ(2)
X−Ph + Γ(2)

Xc−Ph + Γ(2)
E−V . (3.25)

Zusammengefasst lauten die abgeleiteten Momente der Boltzmanngleichung somit

∂ñ

∂t
+∇ · (ñvn) = Γ(0)

Xc−X + Γ(0)
Xc−Ph + Γ(0)

E−V ,

∂

∂t
(mñvn) +∇ • (mñvnvn) = −

∑
i,j

∂Pij
∂xj

exi − ñ∇U

+mvcΓ(0)
Xc−X + Γ(1)

X−Ph + Γ(1)
Xc−Ph + Γ(1)

E−V ,

∂E

∂t
+∇ · (Evn) = −∇U · ñvn −∇ ·Q−∇ ·

∑
i,j

vnjPijexi

+(εc − U)Γ(0)
Xc−X + Γ(2)

X−Ph + Γ(2)
Xc−Ph + Γ(2)

E−V (3.26)

mit den zuvor eingeführten Definitionen (3.22) und (3.24). Da an dieser Stelle keine Impulse

mehr auftreten, wurde der Index an den Nablaoperatoren weggelassen. Dieses Gleichungssys-

tem unterscheidet sich nur scheinbar von dem in [74] angegeben. Um von den hier aufgestell-

ten Gleichungen zu denen von Griffin et al. zu gelangen, muss man zunächst alle halbleiterspe-

zifischen Stoßterme entfernen und anschließend die Zeitableitungen in der Impulsgleichung

mittels Produktregel ausführen. Durch entsprechendes Einsetzen der Momentengleichungen

ineinander gelangt man zu den in [74] angegeben Gleichungen. Die hier gewählte Form ist

allerdings physikalisch transparenter. Vernachlässigt man alle Γ(n)-Terme, so handelt es sich

um ein System aus Erhaltungssätzen für die Teilchenzahl, den Impuls und die Energie der

thermischen Exzitonen, wobei ∇U als externe Kraft fungiert. Es handelt sich formal gesehen

um Eulergleichungen, welche mit der Methode der finiten Elemente [94, 95] numerisch gelöst

werden können. Hierzu muss das System allerdings noch abgeschlossen werden, denn sie ent-

halten als drittes Moment den Wärmestrom Q.

Eine sehr elegante Möglichkeit, dies zu tun bei gleichzeitiger Vereinfachung des obigen

Gleichungssystems, ist die Annahme einer lokalen Gleichgewichtsverteilung

f̃(p, r, t) = [exp{β(r, t)[(p−mvn)2/2m+ U(r, t)− µ̃(r, t)]} − 1]−1 (3.27)

mit einem orts- und zeitabhängigen lokalen chemischen Potential µ̃(r, t) sowie einer orts- und

zeitabhängigen lokalen Temperatur β(r, t) = 1/kBT (r, t). Ein lokales Gleichgewicht liegt aber

nur dann vor, wenn die Relaxationszeit im Impulsraum deutlich kürzer ist als die im Ortsraum.

Berechnet man für typische experimentelle Werte die Stoßterme in (3.13) sowie die Vorfakto-

ren der Ableitungen in Gleichung (3.10), so deuten die Ergebnisse tatsächlich auf eine solche
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Separation der Zeitskalen hin. Um dies genauer zu untersuchen, wird im folgenden die Rela-

xation einer durch den Pumplaser erzeugten thermischen Verteilung von Exzitonen betrachtet.

Da sich die Dichte der thermischen Exzitonen für die gegebenen Fallenparameter und Anre-

gungsbedingungen auf einer Zeitskala von t < 1 ns kaum verändert, kann zu diesem Zwecke

ein homogenes System betrachtet werden.

3.2. Homogener Fall

Da es zunächst nur um die Frage der Relaxation ins lokale Gleichgewicht und um eine erste

Abschätzung der Entwicklung der Temperatur gehen soll, werden nur die Beiträge der Exziton-

Exziton- (X-X) sowie die der Exziton-Phonon-Streuung (X-Ph) berücksichtigt. Die Entwicklung

der Verteilungsfunktion kann also in diesem homogenen Fall durch die vereinfachte Boltz-

manngleichung der Form

∂fk(t)
∂t

= ∂fk(t)
∂t

∣∣∣∣
Stoß

= CX−X + CX−Ph (3.28)

beschrieben werden. Unter Annahme eines Kontaktpotentials lautet der X-X-Stoßterm [79, 80]

CX−X = g2

~(2π)5

∫
dk2dk3dk4[(1 + fk)(1 + fk2)fk3fk4 − fkfk2(1 + fk3)(1 + fk4)]

×δ(k + k2 − k3 − k4)δ(εk + εk2 − εk3 − εk4) (3.29)

mit der bereits zuvor verwendeten Wechselwirkungskonstante g (siehe Gleichung (1.4)). Die

X-Ph-Stöße können über den von Ivanov et al. angegebenen Stoßterm [81]

CX−Ph = −πD
2

~%vs

∫
dk′

(2π)3 |k
′ − k|

{[
fk(1 + fPh

k−k′)(1 + fk′)− (1 + fk)fPh
k−k′fk′

]
×δ(εk − εk′ − ~ωk−k′) +

[
fkf

Ph
k′−k(1 + fk′)− (1 + fk)(1 + fPh

k′−k)fk′

]
×δ(εk − εk′ + ~ωk′−k)

}
(3.30)

berechnet werden. Hierbei sind εk bzw. ~ωk′−k die Exzitonen- bzw. Phononenenergien, D

das Deformationspotential, % die Kristalldichte und vs die Schallgeschwindigkeit. Der erste

Summand auf der rechten Seite von (3.30) steht für Stokes-Streuung (Emission eines Phonons)

und der zweite für Anti-Stokes-Streuung (Absorption eines Phonons). Die Wechselwirkung der

Exzitonen mit den Phononen in einem verspannten Kristall wurde bereits im Abschnitt 1.2

diskutiert. Sowohl die Streuung an TA-Phononen als auch die an LA-Phononen kann durch

den Stoßterm (3.30) beschrieben werden.
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Abbildung 3.1.: Verteilungsfunktion für t = 0 ns (blaue Kurve), 0,05 ns (strichpunktierte rote Kurve),
0,5 ns (gestrichelte schwarze Kurve) und 1,0 ns (durchgezogene schwarze Kurve) mit n = 1012 cm−3

(links), n = 1014 cm−3 (Mitte) und n = 1016 cm−3 (rechts).

3.2.1. Relaxation

Im folgenden soll die vereinfachte Boltzmanngleichung (3.28) ausgehend von einer typischen

Anfangsverteilung direkt gelöst werden. Dazu wird für die Anfangsverteilung der Exzitonen

eine gaußförmige Verteilung mit dem Maximum bei k = 0,876 nm−1 gewählt. Dieser Wert

entspricht der in Abschnitt 1.2 erläuterten Anregungsmethode über das Orthoexziton. Die Re-

laxation einer durch den Laser bestimmten Anfangsverteilung hin zu einer Gleichgewichtsver-

teilung ist in Abbildung 3.1 dargestellt. Es ist gut zu erkennen, wie mit steigenden Dichten der

Einfluss der X-X-Stöße immer stärker zunimmt. Bei Dichten von n = 1016 cm−3 ist bereits nach

50 ps eine gaußförmige Verteilung erreicht, während bei niedrigen Dichten zu dieser Zeit noch

deutlich die Phononseitenbanden zu erkennen sind. In allen Fällen lässt sich spätestens nach

1 ns die Verteilung durch eine Boseverteilung anpassen. Somit erreichen die Exzitonen selbst

bei sehr niedrigen Dichten innerhalb einer gegenüber ihrer Lebensdauer (τ = 650 ns) sehr

kurzen Zeit eine lokale Gleichgewichtsverteilung der Form (3.27). Im Gegensatz zum globalen

Gleichgewicht ist hier allerdings die Thermalisierung der Exzitonen noch nicht abgeschlossen.

Wie bereits durch Ivanov et al. in [81] gezeigt, wird die Kühlung durch Phononen bei sehr

tiefen Temperaturen zunehmend ineffizienter. Dies liegt an der Tatsache, dass Exzitonen mit

Energien E < mv2
s /2 = E0 nicht über den Stokes-Term in (3.30) mit den Phononen wech-

selwirken können. Dadurch werden die Exzitonen in zwei Untersysteme aufgeteilt. Exzitonen

mit Energien E > E0 werden effektiv durch Phononen gekühlt, während das für Exzitonen mit
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Abbildung 3.2.: Verteilungsfunktion zu t = 5 ns (links), t = 50 ns (Mitte) und t = 100 ns (rechts) bei
einer Badtemperatur von TBad = 0,1 K und einer Exzitondichte von ñ = 1013 cm−3. Exzitonen wech-
selwirken mit LA-Phononen (strichpunktierte rote Kurve), LA- und TA-Phononen (gestrichelte blaue
Kurve) und mit anderen Exzitonen sowie LA- und TA-Phononen (schwarze Kurve).

Energie E < E0 nicht gilt. Durch dieses „Ausfrieren“ der Phononen bei sehr niedrigen Energien

tritt der sogenannte bottle-neck-Effekt [81] bei der Relaxation der Exzitonen auf. Dieser Sach-

verhalt kann sehr gut anhand der in Abbildung 3.2 dargestellten Verteilungsfunktionen nach-

vollzogen werden. Betrachtet man nur die Wechselwirkung der Exzitonen mit LA-Phononen,

so entsteht eine typische Deformation. Es bildet sich zunächst ein Plateau aus, welches bei

E0 ein zunehmend ausgeprägtes Maximum bildet. Gleichzeitig fällt die Verteilungsfunktion

zu hohen Energien immer steiler ab. Die Mitnahme der TA-Phononen bewirkt in diesem Fall

nur eine Verschiebung des Maximums zu niedrigeren Energien, da die Schallgeschwindigkeit

entsprechend niedriger ist. Im Gegensatz dazu bewirkt die Mitnahme von X-X-Stößen einen

qualitativen Unterschied. Unter Einwirkung dieser Stöße verschwindet das Plateau und die

Verteilungsfunktion nimmt für große Zeiten die Form einer Boseverteilung an. Die Thermali-

sierung verläuft in diesem Fall deutlich schneller als bei der Wechselwirkung mit Phononen

allein. Dies erscheint im ersten Moment merkwürdig, da die X-X-Stöße sowohl energie- als

auch impulserhaltend sind, kann aber anhand des folgenden Szenarios leicht verstanden wer-

den. Vor einem Stoß haben zwei Exzitonen beide die Energie E1 = E2 = E0. Nach dem Stoß

hat das erste Exziton die Energie E1 < E0 und das zweite Exziton die Energie E2 > E0 mit

E1 +E2 = 2E0. Das Exziton mit E2 > E0 kann wieder effektiv über Phononen gekühlt werden

und das Exziton mit E1 < E0 wurde in einen tiefer liegenden Energiezustand gestreut. Somit

trägt die X-X-Streuung in Verbindung mit der Streuung an Phononen effektiv zur Kühlung des
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Abbildung 3.3.: Entwicklung der effektiven Exzitonentemperatur Teff bei einer Dichte von ñ =
1014 cm−3 und einer Badtemperatur von TBad = 1,0 K (oben), TBad = 0,5 K (Mitte) und TBad = 0,1 K.
Exzitonen stoßen dabei mit: LA-Phononen (rote Kurve); LA- und TA-Phononen (blaue Kurve); anderen
Exzitonen, LA- und TA-Phononen (schwarze Kurve). Die gestrichelte schwarze Linie zeigt die entspre-
chende Badtemperatur.

Systems bei, trotz Energie- und Impulserhaltung. Um die unterschiedlichen Geschwindigkei-

ten des Thermalisierungsprozesses darzustellen, wird als Maß für die kinetische Energie pro

Exziton die „effektive Temperatur“ über

E

N
= 1
N

∫
dk

(2π~)3
~2k2

2m fk = 3
2kBTeff (3.31)

eingeführt. Diese „effektive Temperatur“ und die Temperatur im thermodynamischen Sinne

sind nur für nichtentartete Systeme im Gleichgewicht identisch.
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Der Verlauf der Thermalisierung ist unter Berücksichtigung verschiedener Stoßprozesse

mittels der „effektiven Temperatur“ in Abbildung 3.3 für verschiedene Badtemperaturen dar-

gestellt. Für hohe Badtemperaturen von TBad ≥ 1,0 K (obere Abbildung) unterscheiden sich

die verschiedenen betrachteten Fälle kaum und die Thermalisierung der Exzitonen ist spä-

testens nach 100-200 ns abgeschlossen. Je tiefer jedoch die Badtemperatur abgesenkt wird,

desto stärker treten Unterschiede zwischen den einzelnen Kurven zutage. Wie bereits disku-

tiert, ist die Kühlung bei Mitnahme aller Stoßterme am wirkungsvollsten. Aber selbst in diesem

Fall werden die sehr niedrigen Badtemperaturen von TBad = 0,1 K innerhalb der ersten 300 ns
nicht errreicht. Da die Bedingungen für den Kühlungsprozess hier allerdings optimal sind (kein

Auger-Effekt), bedeutet dies wohl, dass die Exzitonen in der Falle bei sehr niedrigen Badtem-

peraturen erst zu Zeiten thermalisieren, welche in der Größenordnung der Lebensdauer liegen.

Das wichtigste Resultat dieses Abschnittes ist jedoch das Erreichen einer lokalen Gleichge-

wichtsverteilung der Form (3.27) innerhalb der ersten Nanosekunde. Da in dieser kurzen Zeit

die Bewegung der erzeugten Exzitonen in der Falle vernachlässigt werden kann, erlaubt dies

die Annahme einer lokalen Gleichgewichtsverteilung für die thermischen Exzitonen. Der eben-

falls in diesem Abschnitt diskutierte bottle-neck-Effekt wird durch die Berücksichtigung der X-

X-Stöße aufgehoben oder zumindest stark abgeschwächt. Zudem wurde der Auger-Effekt noch

nicht berücksichtigt, welcher die Exzitonen lokal aufheizen kann. Es kann also in guter Nähe-

rung davon ausgegangen werden, dass sich die Exzitonen zu fast allen Zeiten in einer lokalen

Gleichgewichtsverteilung befinden. Dadurch lassen sich die Gleichungen für die thermischen

Exzitonen abschließen und die Berechnung einiger Stoßterme vereinfacht sich.

3.3. Lokales Gleichgewicht

Wie in Abschnitt 3.2 dargelegt, nimmt die Verteilungsfunktion unter diesen Anregungsbedin-

gungen in kürzester Zeit die Form einer lokalen Gleichgewichtsverteilung an. Ein wichtiger

Punkt ist hierbei die spezielle Abhängigkeit der Verteilungsfunktion von p′ = p − mvn. Im

lokalen Gleichgewicht ist f̃(p −mvn, r, t) = f̃(p′, r, t) eine gerade Funktion bezüglich p′ und

die Momentengleichungen lassen sich vereinfachen. So ist zum Beispiel der Integrand in der

Definiton von Q (3.24) das Produkt einer geraden und einer ungeraden Funktion bezüglich

p′. Integriert man also über den gesamten Impulsraum, so verschwindet dieser Term. Analog

dazu verschwinden die nichtdiagonalen Terme von Pij und die verbliebenen Diagonalterme

lassen sich gemäß

Pii(r, t) =
∫

dp′

(2π~)3
p′2

3mf̃(p′, r, t) = P̃ (r, t) (3.32)
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schreiben. Vergleicht man dies mit der Definition von ε̃(r, t) in Gleichung (3.20), so folgt

P̃ (r, t) = 2
3 ε̃(r, t) . (3.33)

Dies ist die gleiche Relation wie in einem idealen Bosegas. Auch andere Größen wie z.B. Dichte

und Fugazität können mittels eines effektiven chemischen Potentials

µ̃eff(r, t) = µ̃(r, t)− U(r, t) (3.34)

auf die gleiche Form gebracht werden wie in einem idealen Bosegas. Allerdings hängen alle

Größen noch von Ort und Zeit ab.

Um die formale Analogie zu den klassischen Eulergleichungen herzustellen, wird statt der

Dichte ñ die Massendichte ρ = mñ verwendet und der Gradient des effektiven Potentials wird

als externe Kraft Fext = −∇U aufgefasst. Mit diesen beiden Ersetzungen, dem Verschwinden

von Q und unter Nutzung von Gleichung (3.32) lauten die Momentengleichungen in ihrer

finalen Form

∂ρ

∂t
+∇ · (ρvn) = mΓ(0)

Xc−X +mΓ(0)
Xc−Ph +mΓ(0)

E−V ,

∂

∂t
(ρvn) +∇ • (ρvnvn) = −∇P̃ + ρ

m
Fext +mvcΓ(0)

Xc−X

+Γ(1)
X−Ph + Γ(1)

Xc−Ph + Γ(1)
E−V ,

∂E

∂t
+∇ · [(E + P̃ )vn] = ρvn

m
·Fext + (εc − U)Γ(0)

Xc−X

+Γ(2)
X−Ph + Γ(2)

Xc−Ph + Γ(2)
E−V . (3.35)

In Kombination mit der GPG (3.3) bilden diese ein abgeschlossenes System aus 6 simultan

zu lösenden Gleichungen. Durch die Verwendung einer dem Problem angepassten Geometrie

lässt sich diese Anzahl jedoch deutlich verringern.

3.3.1. Kugelkoordinaten

Die im Experiment durch Druck erzeugten Fallen können in guter Näherung durch einen drei-

dimensionalen isotropen harmonischen Oszillator beschrieben werden. Aufgrund dieser Sym-

metrie reduziert sich das System auf ein quasi-1-dimensionales. Unter Beachtung der Form

der Divergenz in Kugelkoordinaten ergeben sich die Momentengleichungen der thermischen
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Exzitonen zu

∂ρ

∂t
+ ∂

∂r
[ρvn] = mΓ(0)

Xc−X +mΓ(0)
Xc−Ph +mΓ(0)

E−V −
2
r
ρvn ,

∂

∂t
[ρvn] + ∂

∂r
[ρv2

n + P̃ ] = ρ

m
F ext − 2

r
ρv2
n +mvcΓ(0)

Xc−X

+Γ(1)
X−Ph + Γ(1)

Xc−Ph + Γ(1)
E−V ,

∂E

∂t
+ ∂

∂r
[(E + P̃ )vn] = ρvn

m
F ext + (εc − U)Γ(0)

Xc−X −
2
r

(E + P̃ )vn

+Γ(2)
X−Ph + Γ(2)

Xc−Ph + Γ(2)
E−V (3.36)

mit den für sphärische Koordinaten typischen 1/r-Quelltermen. Dieses Gleichungssystem lau-

tet in vektorieller Schreibweise

∂

∂t
w + ∂

∂r
f(w) = s(w) ,

∂

∂t


ρ

ρvn

E

+ ∂

∂r


ρvn

ρv2
n + P̃

(E + P̃ )vn

 = s(w) (3.37)

mit den „Erhaltungsgrößen“ w1 = ρ, w2 = ρvn und w3 = E. Die Quellterme auf der rechten

Seite sind gegeben durch

s(w) =


mΓ(0)

Xc−X +mΓ(0)
Xc−Ph +mΓ(0)

E−V −
2
rρvn

ρ
mF

ext − 2
rρv

2
n +mvcΓ(0)

Xc−X + Γ(1)
X−Ph + Γ(1)

Xc−Ph + Γ(1)
E−V

ρvn
m F ext + (εc − U)Γ(0)

Xc−X −
2
r (E + P̃ )vn + Γ(2)

X−Ph + Γ(2)
Xc−Ph + Γ(2)

E−V

 . (3.38)

Die GPG (3.3) erweitert um die halbleiterspezifischen Terme lautet

i~
∂Φ
∂t

=
[
− ~2∇2

2m + Vext + gnc + 2gñ− i~
τ
− iRXc−Ph − iRXc−X

]
Φ . (3.39)

Die erweiterte GPG (3.39) in Verbindung mit den hydrodynamischen Gleichungen (3.36) lie-

fert eine selbstkonsistente Beschreibung der Exzitonen in der Falle. Abgesehen von atomaren

Systemen werden solche gekoppelten Gleichungen von GPG und Quanten-Boltzmanngleichung

bzw. Momentengleichungen auch häufig zur Beschreibung von Exziton-Polaritonen verwen-

det. So leiten Haug et al. in [96] ausgehend von Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen ent-

sprechende Gleichungen ab. Diese stimmen im wesentlichen mit dem hier vorgestelltem Glei-

chungssystem überein. Der Hauptunterschied zu den Arbeiten zu Exziton-Polaritonen besteht

in der Behandlung der thermischen Exzitonen. Diese werden im Kontext von Exziton-Polariton-

Kondensation nur als Reservoir betrachtet, welches häufig eine konstante Temperatur und kei-

ne Driftbewegungen besitzt. Daher wird zum Beispiel in [96] für die Verteilungsfunktion der
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Exzitonen eine Maxwell-Boltzmann-Verteilung angenommen. Während in diesem Modell also

der Fokus auf den thermischen Exzitonen liegt um zu ergründen ob und unter welchen Um-

ständen ein Kondensat entsteht, konzentrieren sich Arbeiten zu Exziton-Polaritonen auf die

kondensierte Phase und deren Dynamik.

Das hier entwickelte Modell enthält alle relevanten Stoßterme, die räumliche Inhomogeni-

tät des Systems und eine explizite Gleichung für die kondensierte Phase. Damit geht es über

die eingangs erwähnten älteren Arbeiten im Volumenmaterial [51, 79, 80, 81, 82] deutlich

hinaus. Für die numerische Lösung der Gleichungen fehlen nur noch einige Stoßterme, die im

folgenden diskutiert werden.

3.4. Stoßterme

In diesem Abschnitt sollen die benötigten Stoßterme und damit zusammenhängende Probleme

diskutiert werden. Eine Reihe von Momenten der verschiedenen Stoßterme sind bereits durch

die Gleichungen (3.16), (3.17) und (3.18) bestimmt. Es verbleiben somit das nullte Moment

von CXc−X, das erste und das zweite Moment von CX−Ph sowie alle Momente von CE−V.

3.4.1. Exziton-Phonon-Stoßterm CX−Ph

Ausgangspunkt ist der von Ivanov et al. formulierte Stoßterm [81]

CX−Ph = −2π
~
∑

p
|MX−Ph(p− k)|2

{[
fk(1 + fPh

k−p)(1 + fp)− (1 + fk)fPh
k−pfp

]

×δ(εk − εp − ~ωk−p) +
[
fkf

Ph
p−k(1 + fp)− (1 + fk)(1 + fPh

p−k)fp

]
×δ(εk − εp + ~ωp−k)

}
(3.40)

mit den Exzitonenergien εk = ~2k2/2m+U(r, t), den Phononenergien ~ωp−k = ~vs|p−k| und

den Verteilungsfunktionen der thermischen Exzitonen fk bzw. der Phononen fPh
k−p. Letztere ist

gegeben über fPh
k−p = [exp(~ωp−k/kBTBad)]−1, da in diesem Modell von einem Phononenbad

mit unendlicher Wärmekapazität ausgegangen wird. Das Übergangsmatrixelement ist gegeben

durch

|MX−Ph(p− k)|2 = ~D2|p− k|
2V ρvs

(3.41)

mit dem Deformationspotential D, der Schallgeschwindigkeit vs, der Kristalldichte ρ und dem

Volumen des Kristalls V . Gleichung (3.40) beschreibt sowohl Stokes- (erster Summand) als

auch Anti-Stokes-Streuung (zweiter Summand).
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Die Streuung von Exzitonen ins und aus dem Kondensat mittels Phononen ist in diesem

Stoßterm enthalten. Hierzu muss vor dem Kontinuumsübergang der erste Summand der p-

Summe abgespalten werden. Da es sich bei diesem ausgezeichneten p um das Kondensat han-

delt, ist die Energie entsprechend εp = εc und der Wellenvektor p = kc = mvc/~. Aufgrund

der makroskopischen Besetzung des Kondensates gilt zudem fp = 1 + fp = V nc(r, t). Die

entsprechenden Momente für den ersten Summanden lauten somit

Γ(n)
Xc−Ph = −πD

2nc
ρvs

∫
dk

(2π)3 |kc − k|Φn(k)
{[
fk(1 + fPh

k−kc)− (1 + fk)fPh
k−kc

]
×δ(εk − εc − ~ωk−kc) +

[
fkf

Ph
kc−k − (1 + fk)(1 + fPh

kc−k)
]

×δ(εk − εc + ~ωkc−k)
}
, (3.42)

mit Φ0(k) = 1, Φ1(k) = ~k und Φ2(k) = ~2k2/2m. Analog zu Gleichung (3.7) ist der Zusam-

menhang zwischen Γ(0)
Xc−Ph und RXc−Ph über

Γ(0)
Xc−Ph = 2nc

~
RXc−Ph (3.43)

gegeben.

Für die restliche p-Summe wird der Kontinuumsübergang durchgeführt und p in k′ umbe-

nannt. Die entsprechenden Momente ergeben sich zu

Γ(n)
X−Ph = −2π

~
~D2

2ρvs

∫
dk

(2π)3

∫
dk′

(2π)3 |k
′ − k|Φn(k)

{[
fk(1 + fPh

k−k′)(1 + fk′)

−(1 + fk)fPh
k−k′fk′

]
× δ(εk − εk′ − ~ωk−k′) +

[
fkf

Ph
k′−k(1 + fk′)

−(1 + fk)(1 + fPh
k′−k)fk′

]
× δ(εk − εk′ + ~ωk′−k)

}
. (3.44)

Vertauscht man im Stokes-Term k und k′, so lassen sich Stokes- und Anti-Stokes-Term zu

Γ(n)
X−Ph = −2πD2

2ρvs

∫
dk

(2π)3

∫
dk′

(2π)3 |k
′ − k|[Φn(k)− Φn(k′)]

[
fkf

Ph
k′−k(1 + fk′)

−(1 + fk)(1 + fPh
k′−k)fk′

]
δ(εk − εk′ + ~ωk′−k) (3.45)

zusammenfassen. Das Verschwinden des nullten Moments ist in dieser Schreibweise sofort er-

sichtlich.

Da für die Verteilungsfunktionen der Exzitonen die Form einer lokalen Gleichgewichts-

verteilung angenommen wird (siehe Gleichung (3.27)), hängen diese nach der Verschiebung
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~k−mvn = ~k̃ und ~k′ −mvn = ~k̃′ nur noch von den jeweiligen Beträgen ab,

Γ(n)
X−Ph = −2πD2

2ρvs

∫
dk̃

(2π)3

∫
dk̃′

(2π)3 |k̃
′ − k̃|[Φn(k̃ +mvn/~)− Φn(k̃′ +mvn/~)]

×
[
f̃k̃f

Ph
k̃′−k̃(1 + f̃k̃′)− (1 + f̃k̃)(1 + fPh

k̃′−k̃)f̃k̃′

]
×δ
(~2k̃2

2m − ~2k̃′2

2m + ~(k̃− k̃′) ·vn + ~|k̃′ − k̃|vs
)
. (3.46)

Die Phononenverteilung ihrerseits hängt nur von |k̃′ − k̃| ab, und es bietet sich somit die

Substitution q = k̃ − k̃′ an. Diese wird verwendet, um k̃ aus der Gleichung zu eliminieren.

Unter Verwendung der Abkürzung ~Ω = ~q ·vn + ~qvs ergibt sich

Γ(n)
X−Ph = −2πD2

2ρvs

∫
dq

(2π)3

∫
dk̃′

(2π)3 q[Φn(q + k̃′ +mvn/~)− Φn(k̃′ +mvn/~)]

×
[
f̃q+k̃′f

Ph
q (1 + f̃k̃′)− (1 + f̃q+k̃′)(1 + fPh

q )f̃k̃′

]
×δ(εq+k̃′ − εk̃′ + ~Ω) . (3.47)

Führt man nun eine phononartige Boseverteilung mit der Temperatur der Exzitonen T

fBΩ =
[
e~Ω/kBT − 1

]−1
(3.48)

ein, so lässt sich der Ausdruck weiter umformen zu

Γ(n)
X−Ph = −2πD2

2ρvs

∫
dq

(2π)3

∫
dk̃′

(2π)3 q[Φn(q + k̃′ +mvn/~)− Φn(k̃′ +mvn/~)]

×
[
fPh
q − fBΩ

]
δ(εq+k̃′ − εk̃′ + ~Ω)

[
f̃q+k̃′ − f̃k̃′

]
. (3.49)

In dieser Schreibweise wird das Verschwinden aller Momente im globalen Gleichgewicht deut-

lich. Dieses ist nämlich erreicht, wenn vn = 0 und T (r, t) = TBad gilt, und somit fPh
q = fBΩ

ist.

Erstes Moment

Zur Berechnung des ersten Momentes wird Φ1(k) = ~k eingesetzt und das Stoßintegral lautet

Γ(1)
X−Ph = −2πD2

2ρvs

∫
dq

(2π)3 q~q
[
fPh
q − fBΩ

]
×
∫

dk̃′

(2π)3 δ(εq+k̃′ − εk̃′ + ~Ω)
[
f̃q+k̃′ − f̃k̃′

]
.
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Die Integration über k̃′ lässt sich analytisch ausführen [97] und ergibt

∫
dk̃′

(2π)3 δ(εq+k̃′ − εk̃′ + ~Ω)
[
f̃q+k̃′ − f̃k̃′

]
= m2kBT

(2π)2~4q
ln
{1− exp[β(−E−/2m+ µ̃eff)]

1− exp[β(−E+/2m+ µ̃eff)]

}

mit E± = (±~q/2 − mΩ/q)2 und der Annahme, dass die Verteilungsfunktion die Form f̃k =
{exp[β(~2k2/2m− µ̃eff)]− 1}−1 besitzt. Es ergibt sich also

Γ(1)
X−Ph = − D2m2kBT

2ρvs(2π)4~3

∫
dqq

[
fPh
q − fBΩ

]
ln
{1− exp[β(−E−/2m+ µ̃eff)]

1− exp[β(−E+/2m+ µ̃eff)]

}
.

Für die Winkelintegration wird die z-Achse in vn-Richtung gelegt. Dadurch verschwinden bei

der φ-Integration alle Komponenten von q, welche nicht parallel zu vn sind. Für die Richtung

parallel zu vn (z-Komponente) ergibt die Integration 2π. Das verbleibende Doppelintegral

Γ(1)
X−Ph = −ev

D2m2kBT

2ρvs(2π~)3

∫ ∞
0

dqq3
∫ 1

−1
dzz

[
fPh
q − fBΩ

]
× ln

{1− exp[β(−E−/2m+ µ̃eff)]
1− exp[β(−E+/2m+ µ̃eff)]

}
(3.50)

lässt sich nicht analytisch berechnen und muss numerisch ausgewertet werden. Die Winkelab-

hängigkeit ist, durch das Auftreten von z, dabei sowohl in E± = [±~q/2 − m(vz + vs)]2 als

auch in Ω = qvz + vsq enthalten.

Zweites Moment

Zur Auswertung der Differenz von Φn(k)−Φn(k′) ist es sinnvoll, Gleichung (3.46) zu betrach-

ten. Für den speziellen Fall Φ2(k) = ~2k2/2m kann nämlich unter Ausnutzung der Deltafunk-

tion in (3.46) die Differenz auf folgende Form gebracht werden

(~k̃ +mvn)2

2m − (~k̃′ +mvn)2

2m = ~2k̃2

2m − ~2k̃′2

2m + ~(k̃− k̃′) ·vn

= −~|k̃′ − k̃|vs . (3.51)

Entsprechend lautet das zu berechnende Integral nach Einführung der Substitution q = k̃− k̃′

Γ(2)
X−Ph =2πD2

2ρvs

∫
dq

(2π)3~q
2vs
[
fPh
q − fBΩ

]
×
∫

dk̃′

(2π)3 δ(eq+k̃′ − ek̃′ + ~Ω)
[
f̃q+k̃′ − f̃k̃′

]
=2π~D2

2ρ

∫
dq

(2π)3 q
2[fPh

q − fBΩ
]

× m2kBT

(2π)2~4q
ln
{1− exp[β(−E−/2m+ µ̃eff)]

1− exp[β(−E+/2m+ µ̃)]

}
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=D2m2kBT

2ρ(2π~)3

∫ ∞
0

dqq3
∫ 1

−1
dz
[
fPh
q − fBΩ

]
× ln

{1− exp[β(−E−/2m+ µ̃eff)]
1− exp[β(−E+/2m+ µ̃eff)]

}
, (3.52)

wobei wiederum die k̃′-Integration analytisch ausgeführt wurde. Zur Berechnung der benötig-

ten Momente müssen also die entsprechenden Doppelintegrale in (3.50) und (3.52) numerisch

berechnet werden. Details zur Umsetzung dieser Rechnungen finden sich im Anhang B.3.

3.4.2. Stoßterm Kondensat-Thermische Exzitonen CXc−X

Der Stoßterm CXc−X beschreibt Stöße von Exzitonen, bei denen mindestens einer der Anfangs-

oder Endzustände die kondensierte Phase ist. Nach Griffin et al. [74] ergibt sich dieser zu

CXc−X[f,Φ] = 2g2nc
(2π)2~4

∫
dp1

∫
dp2

∫
dp3δ(mvc + p1 − p2 − p3)

×δ(εc + εp1 − εp2 − εp3)[δ(p− p1)− δ(p− p2)− δ(p− p3)]

×[(1 + fp1)fp2fp3 − fp1(1 + fp2)(1 + fp3)] . (3.53)

Die Energie der thermischen Exzitonen εp ist über (3.15) und die Energie eines Teilchens im

Kondensat εc durch (3.6) gegeben.

Unter der Annahme eines lokalen Gleichgewichts für die Verteilungsfunktion der thermi-

schen Exzitonen ergibt sich das gesuchte nullte Moment des Stoßterms zu [74]

Γ(0)
Xc−X =

∫
dp

(2π~)3CXc−X

= − 2g2nc
(2π)5~7 (1− e−β[µ̃−µc− 1

2m(vn−vc)2])
∫
dp1

∫
dp2

∫
dp3

×δ(mvc + p1 − p2 − p3)δ(εc + εp1 − εp2 − εp3)

×(1 + f̃p1)f̃p2 f̃p3 . (3.54)

Die Verteilungsfunktion in diesem Modell ist über Gleichung (3.27) gegeben. Aufgrund dieser

Form liegt eine Verschiebung aller Impulse um p′ = p −mvn = ~k nahe. Das Argument der

Impuls-Deltafunktion lautet nach der Verschiebung

mvc + p1 − p2 − p3 = m(vc − vn) + (p1 −mvn)− (p2 −mvn)− (p3 −mvn)

= mv′c + p′1 − p′2 − p′3
= ~(kc + k1 − k2 − k3) . (3.55)
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Entsprechend gilt für das Argument der Energie-Deltafunktion

εc + εp1 − εp2 − εp3 = 1
2mv2

c + µc + p2
1

2m + U − p2
2

2m − U −
p2

3
2m − U

= 1
2mv2

c + µc + 1
2mv2

n + (p1 − p2 − p3) ·vn

+(p1 −mvn)2

2m + U − (p2 −mvn)2

2m − U − (p3 −mvn)2

2m − U

= 1
2m(v2

c − 2vc ·vn + v2
n) + µc + εp′

1
− εp′

2
− εp′

3

= 1
2m(vc − vn)2 + µc + εk1 − εk2 − εk3

= ε′c + εk1 − εk2 − εk3 , (3.56)

wobei die Impuls-Deltafunktion ausgenutzt wurde. Werden beide Ergebnisse in Gleichung

(3.54) eingesetzt, ergibt sich

Γ(0)
Xc−X = − 2g2nc

(2π)5~

(
1− e−β[µ̃−ε′

c]
) ∫

dk1

∫
dk2

∫
dk3

×δ(kc + k1 − k2 − k3)δ(ε′c + εk1 − εk2 − εk3)

×(1 + f̃k1)f̃k2 f̃k3 . (3.57)

In dieser Darstellung ist Γ(0)
Xc−X formal analog zu CX−X in Gleichung (3.29). Beide Integrale

können somit durch die von Snoke et al. in [79] vorgeschlagene Methode berechnet werden.

Diese und das numerische Vorgehen sind im Anhang B.2 genau erläutert.

3.4.3. Erzeugung und Vernichtung von Exzitonen CE−V

Die Erzeugung und Vernichtung von Exzitonen geht über die Momente des Stoßterms CE−V

(Γ(n)
E−V) in die hydrodynamischen Gleichungen (3.36) ein. Diese berücksichtigen gemäß (3.13)

die endliche Lebensdauer CRek, den Auger-Zerfall CAuger und den Pumplaser CLaser. In diesem

Abschnitt soll die explizite Gestalt dieser Stoßterme sowie die der entsprechenden Momente

angegeben bzw. berechnet werden.

Lebensdauer

Der Einfluss der endlichen Lebensdauer τ wird üblicherweise über

CRek = −f(r,p, t)
τ

(3.58)
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beschrieben. Mit den Definitionen in Gleichungen (3.19) und (3.20) ergeben sich die entspre-

chenden Momente zu

Γ(0)
Rek = − ñ(r, t)

τ
,

Γ(1)
Rek = −mñ(r, t)vn(r, t)

τ
,

Γ(2)
Rek = −E(r, t)

τ
. (3.59)

Für die Lebensdauer wird τ = 650 ns verwendet [25].

Pumplaser

Wie bereits in Abschnitt 1.2 dargelegt, erfolgt die Erzeugung der Paraexzitonen über die Kon-

version von primär angeregten Orthoexzitonen. Im Experiment werden durch den Pumplaser

Orthoexzitonen am Rand der Falle erzeugt, welche sich unter Aussendung eines TA-Phonons

zu Paraexzitonen umwandeln. Da Ortho- und Paraexzitonen energetisch einen Abstand von

∆ = 12,12 meV haben und die kinetische Energie der Orthoexzitonen vor der Umwandlung

vernachlässigbar ist, muss gelten

∆ =
~2k2

p

2m + ~vTA
s kp . (3.60)

Hierbei ist vTA
s die Schallgeschwindigkeit der TA-Phononen, kp der Wellenvektor und m die

Masse des entstehenden Paraexzitons. Mit vTA
s = 1300 m/s ergibt sich kp = 0, 876 nm−1. Die

Verteilungsfunktion im k-Raum ist also eine Gaußkurve der Form fk = exp[−(k−kp)2/∆k2] mit

dem Maximum bei kp und einem Breitenparameter ∆k = 0,0195 nm−1. Die Breite der Vertei-

lung ergibt sich hierbei aus den verschiedenen möglichen Werten für vTA
s [75]. Die räumliche

Verteilung der Exzitonen folgt ebenfalls einer Gaußkurve, wobei Maximum und Breite durch

die Form des Lasers vorgegeben sind. Es wird davon ausgegangen, dass die Exzitonen bei

ihrer Erzeugung noch keine Geschwindigkeit vn(r, t) besitzen. Um die Temperatur der Exzito-

nen zu bestimmen, wird die Relaxation der gegebenen Anfangsverteilung innerhalb der ersten

Nanosekunde im homogenen System berechnet. Über die Anpassung an eine lokale Gleichge-

wichtsverteilung wird anschließend die Temperatur der neu in das System einzubringenden

Exzitonen bestimmt. Typischerweise haben Paraexzitonen mit der oben erläuterten Verteilung

im k-Raum nach einer Nanosekunde Relaxation noch eine Temperatur von ungefähr 4 K. Die

Momente lauten demnach

Γ(0)
Laser = %Laser(r, t) ,

Γ(1)
Laser = 0 ,

Γ(2)
Laser = ELaser(r, t) , (3.61)
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wobei %Laser(r, t) die Veränderung der Exzitonendichte pro Zeiteinheit und ELaser(r, t) die ent-

sprechende eingebrachte Energie beschreiben.

Auger-Zerfall

Beim augerartigen Zweikörperzerfall wird eines der beiden beteiligten Exzitonen durch Re-

kombination zerstört und das andere ionisiert. Das dabei entstehende Elektron-Loch-Paar bil-

det nach kurzer Zeit wieder ein hochenergetisches Exziton. Welche Art von Exziton entsteht

(Ortho- oder Paraexziton), ist dabei zufällig. Da aber die Ortho(0)-Exzitonen ein repulsives

Fallenpotential vorfinden, werden sie aus der Falle gedrängt. Die restlichen Orthoexzitonen

wandeln sich wieder zu Paraexzitonen um. Unter der Annahme eines konstanten Augerkoeffi-

zienten A lautet das nullte Moment somit

Γ(0)
Auger = −2Añ2(r, t) + 3

4Añ
2(r, t) . (3.62)

Es wird im folgenden also davon ausgegangen, dass der Augerkoeffizient A nicht von der Tem-

peratur T , der Wellenzahl k oder dem Ort r abhängt. Die neu entstandenen Exzitonen müssen

zunächst ins lokale Gleichgewicht relaxieren, bevor sie in das Gleichungssystem (3.36) einge-

speist werden können. Diese Relaxation dauert typischerweise nicht länger als 1 ns [52]. Es

wird angenommen, dass die neu entstandenen Exzitonen in dieser Zeit keine Geschwindigkeit

vn(r, t) aufbauen können. Das erste Moment lautet daher

Γ(1)
Auger = −2Amñ2(r, t)vn(r, t) . (3.63)

Die Energie der neu entstandenen Exzitonen wird größtenteils sehr schnell durch optische

und akustische Phononen abgeführt. Dieser Prozess wird über die Lösung einer homogenen

Boltzmanngleichung modelliert und die Energie beim Erreichen des lokalen Gleichgewichts

ermittelt. Dieses Verfahren ist insgesamt analog zur Erzeugung von Exzitonen durch den Laser

und kann durch

Γ(2)
Auger = −2Añ(r, t)E(r, t) + 3

4Añ(r, t)EAuger (3.64)

beschrieben werden. Hierbei steht EAuger für die Energiedichte, welche neu in das System

eingebracht wird. Der Auger-Zerfall bewirkt also zweierlei, es werden effektiv Exzitonen ver-

nichtet und das System wird durch die neu entstandenen Exzitonen aufgeheizt. Dieser Effekt

wird eine zentrale Rolle spielen, wenn es um die Frage der Thermalisierung und die Entste-

hung eines möglichen Kondensates geht.



68 Nichtgleichgewicht

3.5. Ergebnisse

Das in den vorangegangenen Abschnitten entwickelte Modell lässt sich wie folgt zusammen-

fassen: Es wird von einer sphärischen Symmetrie ausgegangen und das Fallenpotential durch

einen harmonischen Oszillator genähert. Für die Berechnung von Dichte, Impuls und Energie

der Exzitonen müssen die Gleichungen (3.36) und (3.39) selbstkonsistent gelöst werden. Diese

Gleichungen können verwendet werden, da die Verteilungsfunktion der thermischen Exzitonen

innerhalb kürzester Zeit die Form einer lokalen Gleichgewichtsverteilung (3.27) annimmt. Die

halbleiterspezifischen Stoßterme sind in den Gleichungen (3.36) enthalten und wurden gemäß

den Angaben in Abschnitt 3.4 implementiert. Es wird für die Rechnungen davon ausgegangen,

dass die Temperatur des Kristalls (der Phononen) und des umgebenden He-Bades stets gleich

ist (TPh = TBad). Für die Erzeugung der Exzitonen sind verschiedene Anregungsmethoden

denkbar. Grundsätzlich ist zwischen einer gepulsten Anregung und einer Dauerstrichanregung

zu unterscheiden. Bei der gepulsten Anregung zerfallen die Exzitonen kontinuierlich, wäh-

rend sie durch die Phononen gekühlt werden. Demnach sinken sowohl die Temperatur als

auch die Zahl der Exzitonen mit fortschreitender Zeit ab. Im Gegensatz dazu werden bei der

Dauerstrichanregung stetig neue Exzitonen erzeugt, welche die zerfallenden ersetzen können.

Somit wird sich nach einer gewissen Zeit ein stationärer Zustand ausbilden, welcher durch

eine konstante Exzitonenzahl gekennzeichnet ist. Es ist nicht zu erwarten, dass dieser statio-

näre Zustand die Form eines Quasigleichgewichts annimmt, da es sich hier um ein gepumptes

System handelt. Aufgrund dieses fundamentalen Unterschiedes werden diese beiden Formen

der Anregung getrennt voneinander behandelt und unterschiedlich charakterisiert.

Für die gepulste Anregung ist die Temperatur des Bades TBad und die Anzahl der anfäng-

lich erzeugten Exzitonen N0 ausschlaggebend. Zusätzlich wird ein Maß für die Abweichung

vom thermodynamischen Gleichgewicht über

∆ =
∫
dr
∫
dk|fk(r, t)− f̄k(r, t)|2∫
dr
∫
dk|f̄k(r, t)|2

(3.65)

eingeführt. Hierbei ist f̄k(r, t) die Verteilungsfunktion von Exzitonen mit der Temperatur des

Bades T = TBad und der gleichen Teilchenzahl N(t) wie die der lokalen Gleichgewichtsvertei-

lung fk(r, t). Die Verteilung f̄k(r, t) ist sozusagen der zu fk(r, t) korrespondierende Gleichge-

wichtszustand (siehe Abschnitt 2.1). Im folgenden werden die zu dieser Gleichgewichtsvertei-

lung gehörigen Größen (Dichte, chemisches Potential,...) zu Vergleichszwecken herangezogen.

Bei der Dauerstrichanregung ist neben der Temperatur des Bades TBad die Erzeugungsrate

der Exzitonen RX entscheidend. Diese hat maßgeblichen Einfluss auf die Zahl der Exzitonen

im stationären Zustand N∞ und ist direkt mit der experimentell zugängliche Leistung des

Pumplasers PL verknüpft. Um Laserleistung und Exzitonenerzeugungsrate ineinander umzu-

rechnen, wurde angenommen, dass jedes zweite Photon, welches auf den Kristall trifft, ein

Exziton erzeugt [25]. Da bei dieser Art der Anregung stetig Exzitonen außerhalb der Falle er-
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zeugt werden, wird im folgenden aufgrund der sphärischen Symmetrie neben der Dichte ñ(r, t)
auch die gewichtete Dichte r2ñ(r, t) gezeigt werden.

Darüber hinaus sind diverse Parameter und Variablen für die Diskussion der physikalischen

Vorgänge in beiden Fällen relevant. Diese sollen im folgenden kurz eingeführt und erläutert

werden. Da die Temperatur des Systems sowohl orts- als auch zeitabhängig ist, ist es sinnvoll,

für verschiedene Fragestellungen verschiedene aus der lokalen Temperatur T (r, t) abgeleite-

te Kenngrößen zu verwenden. Eine dieser Größen ist die mittlere Temperatur der Exzitonen

〈T (t)〉, welche über

〈T (t)〉 = 1
N

∫
dr
∫

dk
(2π)3T (r, t)fk(r, t) = 1

N

∫
drT (r, t)ñ(r, t) (3.66)

gegeben ist. Für die Vergleichbarkeit mit den experimentellen Resultaten wird zudem noch die

spektrale Temperatur TS eingeführt. Zur Bestimmung selbiger wird zunächst für eine feste Zeit

t das räumlich integrierte Lumineszenzspektrum IT (ω) (siehe Abschnitt 2.2) berechnet und

daraus mittels der bereits besprochenen fit-Prozedur die spektrale Temperatur TS(t) bestimmt

(siehe Abschnitt 2.4 und B.5). Da ein mögliches Kondensat vermutlich im Fallenzentrum auf-

treten wird, wird die Temperatur im Fallenzentrum T (0, t) = TZ(t) als weitere Kenngröße ein-

geführt. Jedoch ist die Temperatur allein noch kein hinreichendes Kriterium für den Abstand

zu einer möglichen Kondensationsgrenze, daher wird im folgenden ebenfalls das effektive che-

mische Potential µ̃eff(r, t) = µ̃(r, t)−U(r, t) betrachtet. Steigt dessen Wert gegen 0, so formiert

sich ein Kondensat.

Im folgenden werden zunächst die Resultate der numerischen Rechnungen allgemein dis-

kutiert. Dabei geht es vorrangig um die Thermalisierung der Exzitonen und den Einfluss des

Auger-Effekts. Zudem soll untersucht werden, unter welchen Umständen ein mögliches Kon-

densat auftritt. Mit Hinblick auf diese Problemstellungen werden im folgenden typische Fälle

für gepulste und Dauerstrichanregung gezeigt und diskutiert. Im Anschluss daran werden nu-

merische Ergebnisse direkt mit experimentellen Resultaten aus [25, 26] verglichen.

3.5.1. Gepulste Anregung

Der Anregungspunkt des Lasers wird 50 µm vom Fallenzentrum entfernt positioniert und hat

eine Breite von 3 µm. Die Exzitonenverteilung ist so normiert, dass insgesamt N0 Exzitonen

erzeugt werden. Die Krümmung der Falle ist durch α = 0,3 µeV/nm2 gegeben. Für den Auger-

Koeffizienten wird der Wert A = 3,7× 10−18 cm3/ns verwendet [25].

Abbildung 3.4 zeigt zwei Momentaufnahmen für N0 = 107 und TBad = 1,0 K. Es ist deut-

lich zu erkennen, wie die Dichte sowohl bei t = 150 ns als auch bei t = 300 ns eine gaußförmige

Verteilung um das Fallenzentrum bildet. Die Werte für Temperatur und chemisches Potential

sind über weite Bereiche der Falle mit den Werten des entsprechenden Gleichgewichts (siehe

f̄k(r, t) in (3.65)) nahezu identisch. Lediglich am Rand und im Fallenzentrum sind Unterschie-
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Abbildung 3.4.: Dichte ñ(r), Temperatur T (r) und chemisches Potential µ̃(r) bei einer Badtemperatur
von TBad = 1,0 K und einer anfänglichen Exzitonenzahl von N0 = 107 zu den Zeitpunkten t = 150 ns
(rote Kurve) und t = 300 ns (blaue Kurve). Die Größe ∆ gibt gemäß Gleichung (3.65) die Abweichung
der Verteilung zum Gleichgewicht an. Die gestrichelten Kurven in den entsprechenden Farben geben
jeweils die Werte der Größen im Gleichgewicht (T = TBad) mit der gleichen Exzitonenzahl N(t) an.

de zu erkennen. Die Abweichungen am Fallenrand sind numerischen Ursprungs und kommen

durch die dort verschwindende Dichte zustande. In dem numerischen Algorithmus zur Lösung

der Gleichungen (3.36) wird zur Berechnung der Schallgeschwindigkeit durch die Dichte divi-

diert. Für den Fall ñ(r, t) ≈ 0 kann dies zu Problemen führen. Für die Diskussion der Resultate

können die daraus entstehenden Abweichungen allerdings ignoriert werden. Die Abweichun-

gen im Fallenzentrum sind hingegen auf den Auger-Effekt sowie die sehr langsam ablaufende

Thermalisierung zurückzuführen. Der Auger-Effekt ist in den Bereichen mit hoher Dichte am

stärksten und führt dort zu einem lokalen Aufheizen der Exzitonen. Andererseits verläuft die

Kühlung der Exzitonen aufgrund der geringen Temperaturdifferenz zwischen Bad- und Ex-

zitonentemperatur sehr langsam. Die so zustande kommenden Abweichungen sind allerdings

äußerst gering und die Thermalisierung der Exzitonen kann als nahezu abgeschlossen betrach-

tet werden. Der prinzipielle Verlauf der Thermalisierung kann anhand der Abweichungsgröße

∆ nachvollzogen werden. Zunächst driften die Exzitonen vom Rand in das Zentrum der Falle.

In dieser kurzen Phase bleibt ∆ nahezu konstant. Im Fallenzentrum angekommen, bildet sich

die typische gaußförmige Form der Dichte aus und der Großteil der Energie wird durch die

Phononen schnell abgeführt. Diese zweite Phase ist durch ein starkes Absinken von ∆ gekenn-

zeichnet. Da die Temperaturdifferenz zwischen lokaler Exzitonen- und Badtemperatur aller-

dings immer kleiner wird, verläuft der Thermalisierungsprozess immer langsamer. Die Folge
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Abbildung 3.5.: Die Kurven oben links zeigen die Gesamtenergie pro ExzitonEG(t)/N(t) (schwarz), die
kinetische Energie pro Exziton Ekin(t)/N(t) (rot) sowie die potentielle Energie pro Exziton Epot(t)/N(t)
(blau) als Funktion der Zeit. Die anderen Teilabbildungen zeigen Dichte ñ(r), Geschwindigkeit vn(r)
und Druck P (r) der Exzitonen zum Zeitpunkt t = 300 ns. Die roten Punkte markieren den Druck des
klassischen idealen Gases (unten rechts) bzw. die Dichteverteilung des Gleichgewichts (oben rechts)
unter den entsprechenden Bedingungen. Die Systemparameter sind die gleichen wie in Abbildung 3.4.

dessen ist der langsame Abfall von ∆ in der dritten Phase. Allerdings beträgt die Abweichung

von lokaler Exzitonen- und Badtemperatur in dieser Phase nur noch wenige mK. Abbildung

3.4 zeigt somit, dass für Badtemperaturen von TBad ≥ 1,0 K und moderate Teilchenzahlen

die Exzitonen eine Gleichgewichtsverteilung innerhalb ihrer Lebensdauer erreichen können.

Dies ist auch in Abbildung 3.5 anhand der hydrodynamischen Größen gut zu erkennen. Die

Dichte der Exzitonen folgt, bis auf minimale Abweichungen, der für das Gleichgewicht erwar-

teten Form einer Gaußverteilung. Die Energie pro Exziton fällt anfänglich rapide ab, bleibt

dann aber konstant. Für große Zeiten sind die kinetische und die potentielle Energie pro Ex-

ziton nahezu gleich (es gibt einen kleinen, in der Abbildung nicht sichtbaren Unterschied).

Da das verwendete Fallenpotential die Form V (r) ∼ rn besitzt, gilt nach dem Virialtheorem

Ekin = n
2Epot und da n = 2 ist, folgt Ekin = Epot. Für die Gültigkeit des Theorems muss das

System allerdings abgeschlossen sein, was im vorliegenden Fall aufgrund der Phononen und

des Auger-Effekts nicht der Fall ist. Die näherungsweise Erfüllung des Virialtheorems bedeu-

tet also, dass die Thermalisierung im wesentlichen abgeschlossen und der Auger-Effekt sehr

schwach sein muss. Die Geschwindigkeit der Exzitonen ist über weite Bereiche der Falle null,

wie es für das Gleichgewicht zu erwarten ist. Die Abweichungen am Rand sind analog einzu-

stufen wie zuvor. Der Druck P folgt dem klassischen Gesetz des idealen Gases P = nkBT .



72 Nichtgleichgewicht

0 10 20 30
0

200

400

600

800

r [µm]

n
 [

µ
m

−
3
]

0 10 20 30

0.4

0.6

0.8

r [µm]

T
 [
K

]

0 10 20 30

−40

−20

0

r [µm]

µ
 [

µ
e
V

]

0 100 200 300

10
−2

10
0

t [ns]

∆

Abbildung 3.6.: Analoge Darstellung wie in Abbildung 3.4 bei einer Badtemperatur von TBad = 0,5 K
und einer anfänglichen Exzitonenzahl von N0 = 107.

Zusammengefasst zeigen damit die Abbildungen 3.4 und 3.5 zwei wichtige Resultate. Zum

einem ist die Thermalisierung der Exzitonen unter diesen Bedingungen innerhalb ihrer Lebens-

dauer abgeschlossen und zum anderen liefert das Programm für große Zeiten die korrekten

asymptotischen Gleichgewichtslösungen. Numerische Probleme treten dabei nur am Rand der

Falle bei verschwindenden Dichten auf.

Wird nun die Badtemperatur bei gleicher Exzitonenzahl halbiert, so ergeben sich die in

Abbildung 3.6 dargestellten Resultate. Betrachtet man zunächst die Dichte, so fällt eine star-

ke Abweichung von den entsprechenden Gleichgewichtswerten ins Auge. Dies liegt an der

unvollständigen Thermalisierung der Exzitonen mit dem Bad. Zusätzlich zeigen die Tempera-

turkurven eine typische Abweichung gegenüber der Badtemperatur. Bei geringen Dichten (um

r = 20 µm) ist die Temperatur am niedrigsten, steigt zum Fallenzentrum an und erreicht ihr

Maximum im Fallenzentrum selbst. Das chemische Potential verhält sich entsprechend umge-

kehrt. Diese Formen sind auf den Auger-Effekt zurückzuführen, da dieser bei hohen Dichten

entsprechend stärker ist. Da die Kühlung durch die Phononen bei tiefer werdenden Tempe-

raturen immer ineffizienter wird, ist die Diskrepanz zur Badtemperatur entsprechend größer

(verglichen mit den Resultaten aus Abbildung 3.4). Dies spiegelt sich auch in der Abweichungs-

größe ∆ wider, welche zwar einen ähnlichen Verlauf besitzt, aber drei Größenordnungen über

den Werten aus Abbildung 3.4 liegt. Im wesentlichen verhindern also zwei Effekte eine schnel-

le Thermalisierung mit dem Bad. Zum einen wird die Kühlung durch die Phononen bei tiefen

Temperaturen zunehmend schlechter („Ausfrieren“ der Phononen) und zum anderen heizt
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Abbildung 3.7.: Mittlere Temperatur der Exzitonen 〈T (t)〉 bei einer Badtemperatur von TBad = 0,5 K
(schwarz gestrichelt) und einer anfänglichen Exzitonenzahl von N0 = 107 (rote Kurve), N0 = 108

(blaue Kurve) und N0 = 109 (schwarze Kurve).
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Abbildung 3.8.: Zeitliche Entwicklung der normierten Exzitonenzahl bei einer Badtemperatur von
TBad = 0,5 K und einer anfänglichen Exzitonenzahl von N0 = 107 (rote Kurve), N0 = 108 (blaue Kurve)
und N0 = 109 (schwarze Kurve). Die schwarz gestrichelte Kurve stellt die durch die Lebensdauer von
τ = 650 ns gegebene Entwicklung der Exzitonenzahl dar.

der Auger-Effekt die Exzitonen lokal auf. Der Einfluss des Auger-Effekts verstärkt sich bei ab-

nehmender Temperatur ebenfalls, da die Ausdehnung der thermischen Wolke abnimmt und

somit bei gleicher Teilchenzahl die Dichte steigt. Der Einfluss des Auger-Effekts auf die Ther-

malisierung wird in Abbildung 3.7 deutlich, wo die mittlere Temperatur der Exzitonen für

verschiedene Exzitonenzahlen dargestellt ist. Bei hohen Teilchenzahlen ist die mittlere Tem-

peratur der Exzitonen deutlich höher als bei niedrigen. Die Unterschiede sind dabei von der

Größenordnung einiger 100 mK, werden zu größeren Zeiten jedoch zusehends kleiner. Dies

liegt vor allem an der abnehmenden Exzitonenzahl und somit einer zunehmenden Abschwä-

chung des Auger-Effekts. Dieser hat bei gepulster Anregung einen maßgeblichen Einfluss auf

die Gesamtteilchenzahl im System. In Abbildung 3.8 ist die Exzitonenzahl N(t) für verschie-

dene N0 dargestellt. In allen betrachteten Fällen zerfallen die Exzitonen deutlich schneller,

als die Lebensdauer es erwarten lässt. Die Unterschiede aufgrund des Auger-Effekts sind bei

hohen Anfangsexzitonenzahlen äußerst dramatisch. So fällt die Exzitonenzahl nach 300 ns für

N0 = 109 Exzitonen mit Auger-Effekt um einen Faktor 20 stärker ab als ohne.



74 Nichtgleichgewicht

0 50 100 150 200 250 300
0

0.5

1

1.5

2

t [ns]

T
 [

K
]

Abbildung 3.9.: Mittlere Temperatur 〈T (t)〉 (blaue Kurve), Temperatur im Fallenzentrum TZ (blaue
Kreuze) und spektrale Temperatur TS (blaue Kreise) bei einer Badtemperatur von TBad = 0,5 K
(schwarz gestrichelt) und einer anfänglichen Exzitonenzahl von N0 = 108 (entspricht der blauen Kurve
in Abbildung 3.7).

Da, wie in Abbildung 3.6 ersichtlich, die Temperatur der Exzitonen typischerweise inho-

mogen verteilt ist, drängt sich die Frage auf, welche Temperatur unter diesen Umständen

experimentell bestimmt werden wird. Wie bereits erwähnt, wird die Temperatur der Exzito-

nen im Experiment über das räumlich integrierte Spektrum I(ω) ermittelt. Hierzu wird die

Verteilung gemäß der in Abschnitt B.5 angegebenen Methode angepasst und die Temperatur

extrahiert. Da diese Methode auf der Grundlage einer Gleichgewichtstheorie entwickelt wur-

de, ist zunächst unklar, ob sie hier angewendet werden darf. Um diese Frage zu klären, sind

in Abbildung 3.9 verschiedene Temperaturen als Funktion der Zeit für eine typische Situati-

on aufgetragen. Die Temperatur im Fallenzentrum ist, wie bereits zuvor diskutiert, aufgrund

des Auger-Effekts höher als die mittlere Temperatur der Exzitonen. Letztere ist hierbei bis auf

minimale Abweichungen identisch mit der spektralen Temperatur TS. Dieses Ergebnis wur-

de für alle untersuchten Fälle bei gepulster Anregung festgestellt. Somit müsste die aus den

experimentellen Spektren ermittelte Temperatur der mittleren Temperatur der Exzitonen ent-

sprechen.

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen zur gepulsten Anregung sind einige wichtige Punk-

te festzuhalten. Erstens: Das Programm liefert physikalisch sinnvolle numerische Resultate.

Zweitens: Die Zeit bis zur Thermalisierung der Exzitonen hängt stark von der Badtemperatur

und dem Auger-Effekt ab. Um eine Aussage für etwaige Experimente treffen zu können, ist es

notwendig die Systemparameter (Fallenparameter, Badtemperatur,...) sorgfältig zu bestimmen

und in die entsprechenden Rechnungen einzubauen. Eine generelle Aussage zur Thermali-

sierungszeit der Exzitonen kann nicht getroffen werden. Es ist aber davon auszugehen, dass

diese zumindest einige 100 ns beträgt und unter entsprechenden Umständen auch ein Vielfa-

ches der Lebensdauer betragen kann. Drittens: Die Absenkung der Badtemperatur auf Werte

TBad � 1,0 K führt aufgrund des „Ausfrierens“ der Phononen und des Auger-Effekts zu ei-

ner zunehmenden Diskrepanz zwischen der Temperatur der Exzitonen und der Badtemperatur

(bei gleichen Zeiten).



Nichtgleichgewicht 75

3.5.2. Dauerstrichanregung

Für die folgenden Rechnungen wurde der Anregungslaser bei 100 µm außerhalb des Fallen-

zentrums mit einer gaußförmigen Dichteverteilung der Breite 3 µm simuliert. Die Krümmung

der Falle ist durch α = 0,11 µeV/nm2 gegeben. Für den Auger-Koeffizienten wird der Wert

A = 2,0× 10−18 cm3/ns angenommen. Diese Parameter sind vergleichbar mit den Angaben

aus [26].

Stationäre Zustände

Bei Experimenten dieser Art wird typischerweise nicht zeitaufgelöst gemessen, hier ist der

stationäre Zustand zur Beschreibung der experimentellen Resultate maßgebend. Zur Charak-

terisierung desselben sind vor allem Temperatur- und Dichteverteilung in der Falle interessant.

Diese sind wiederum abhängig von der Anregungsleistung des Pumplasers, der Badtemperatur

und dem Wert des Auger-Koeffizienten. Um die allgemeinen Eigenschaften dieser stationären

Zustände besser zu verstehen, sind in Abbildung 3.10 die Resultate der Berechnungen für ei-

ne Laserleistung von PL = 26,4 µW und eine Badtemperatur von TBad = 0,5 K dargestellt.

Durch den Pumplaser werden bei r = 100 µm ständig neue heiße Exzitonen erzeugt. Die

Dichte der Exzitonen im Fallenzentrum ist gegenüber dem Gleichgewicht deutlich erhöht. Wie

anhand der gewichteten Dichte erkennbar ist, befindet sich durch das ständige Pumpen des

Systems immer eine gewisse Zahl von Exzitonen im äußeren Bereich der Falle (r > 60 µm).

Bei einer entsprechenden Gleichgewichtsverteilung gäbe es dort keine Exzitonen. Anhand der

Temperaturverteilung lassen sich die wesentlichen Vorgänge in der Falle gut verstehen. Die

durch den Laser bei r = 100 µm erzeugten heißen Exzitonen driften zum Fallenzentrum und

kühlen auf dem Weg dorthin ab. Aufgrund der zum Fallenzentrum ansteigenden Dichte wird

der Einfluss des Auger-Effektes immer stärker. Dieser führt durch die Entstehung hochenerge-

tischer Exzitonen zu einer lokalen Aufheizung in Gebieten mit hoher Dichte. Dadurch entsteht

die charakteristische Form der Temperaturverteilung. Die Temperatur der am Rand der Falle

erzeugten Exzitonen nimmt zunächst kontinuierlich ab. An einem bestimmten Punkt der Falle

erreicht die Temperatur jedoch ein Minimum, fängt im folgenden wieder an zu steigen und

erreicht im Fallenzentrum ein lokales Maximum. An keinem Punkt der Falle wird dabei die

Temperatur des Gitters tatsächlich erreicht. Aufgrund der heißen Exzitonen im Randbereich

der Falle ist die Temperatur im Fallenzentrum jedoch trotzdem niedriger als die mittlere Tem-

peratur aller Exzitonen. Trotz eines lokalen Maximums der Temperatur im Fallenzentrum ist

das effektive chemische Potential bei r = 0 am größten. Somit würde ein mögliches Kondensat

im Zentrum der Falle entstehen.

Demzufolge stellt der stationäre Zustand in Abbildung 3.10 einen deutlichen Nichtgleich-

gewichtszustand dar. Dies lässt sich auch sehr gut an den hydrodynamischen Größen in Abbil-

dung 3.11 erkennen. Wie bereits diskutiert, weicht die Dichteverteilung in diesem Fall deutlich
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Abbildung 3.10.: Dichte ñ(r), gewichtete Dichte r2ñ(r), Temperatur T (r) und effektives chemisches
Potential µ̃eff(r) für den stationären Zustand (jeweils die blauen durchgezogenen Linien) bei einer
Badtemperatur von TBad = 0,5 K und einer Laserleistung von PL = 26,4 µW (N∞ = 2,13 × 107). Die
rot gestrichelten Kurven entsprechen einer Gleichgewichtsverteilung mit der mittleren Temperatur des
stationären Zustandes und der gleichen Teilchenzahl. Die schwarz gestrichelte Temperaturkurve stellt
die Badtemperatur dar.

von einer Gleichgewichtsverteilung ab. Die Energie pro Exziton sinkt zunächst rapide, ist für

große Zeiten aber konstant. Weiterhin sind kinetische und potentielle Energie pro Exziton für

alle Zeiten verschieden voneinander. Da bei diesem gepumpten System ständig Energie mit

dem Phononbad ausgetauscht wird, kann die Voraussetzung der Abgeschlossenheit und somit

das Virialtheorem nicht erfüllt sein. Den auffälligsten Unterschied zum Gleichgewicht stellt die

Geschwindigkeit vn(r) dar. Die Exzitonen bewegen sich nach ihrer Erzeugung sehr schnell in

Richtung Fallenzentrum (negatives Vorzeichen), werden kurz vor dessen Erreichen stark ab-

gebremst und sind im Fallenzentrum selbst nahezu in Ruhe. Ihre maximale Geschwindigkeit

liegt dabei in der gleichen Größenordnung wie die Schallgeschwindigkeit (vLA
s = 4,5 µm/ns

bzw. vTA
s = 1,3 µm/ns). Im Gleichgewicht würde die Geschwindigkeit vn(r) verschwinden. Der

Druck im System ist leicht niedriger als der Wert des entsprechenden klassischen idealen Ga-

ses. Somit handelt es sich hier um ein System im Nichtgleichgewicht mit schwachem Einfluss

von Wechselwirkung und/oder Quantenentartung.

Rechnungen mit veränderten Anregungsintensitäten und Badtemperaturen zeigen ein qua-

litativ ähnliches Verhalten, wobei bei steigenden Anregungsleistungen und sinkenden Badtem-

peraturen der Nichtgleichgewichtscharakter immer stärker ausgeprägt wird. Im folgenden soll

nun untersucht werden, unter welchen Umständen es zu einer BEK kommt. Da die Exzitonen
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Abbildung 3.11.: Die Teilabbildungen zeigen die Dichte ñ(r), die Geschwindigkeit vn(r) und den Druck
P (r) der Exzitonen als Funktion des Ortes im stationären Zustand. Die Kurven oben rechts zeigen
die Gesamtenergie pro Exziton EG(t)/N(t) (schwarz), die kinetische Energie pro Exziton Ekin(t)/N(t)
(rot) sowie die potentielle Energie pro Exziton Epot(t)/N(t) (blau) als Funktion der Zeit. Die roten
Kreuze markieren den Druck des klassischen idealen Gases (unten rechts) bzw. die Dichteverteilung
des Gleichgewichts (oben links) unter den entsprechenden Bedingungen. Die Systemparameter sind
die gleichen wie in Abbildung 3.10.

am Rand der Falle für die Frage der Entstehung eines Kondensates nicht interessant sind, wird

im folgenden nur noch das Falleninnere (r < 60 µm) dargestellt und diskutiert.

Temperatur der Exzitonen

Die inhomogene Verteilung der Temperatur der Exzitonen in der Falle ist maßgeblich auf die

endliche Thermalisierungszeit sowie den Auger-Effekt zurückzuführen. Um den Einfluss der

Thermalisierungszeit unabhänging vom Auger-Effekt zu diskutieren, sind in Abbildung 3.12

die Ergebnisse für eine schwache Anregung und verschiedene Badtemperaturen mit A = 0
dargestellt. Die Dichteverteilungen der Exzitonen für TBad ≥ 0,5 K besitzen das typische

gaußförmige Profil. Demgegenüber verläuft die Dichte bei TBad = 0,037 K deutlich steiler.

Aufgrund der niedrigeren Temperatur ist die Ausdehnung der Exzitonenwolke kleiner, aber

die Dichte entsprechend höher, da die Gesamtexzitonenzahl in allen Fällen gleich ist. Für die

Badtemperaturen TBad = 1,0 K und TBad = 0,5 K erreichen die Exzitonen im Fallenzentrum

die Temperatur des Bades. Bei der ultratiefen Badtemperatur von TBad = 0,037 K ist dies nicht

der Fall. Die Exzitonen kühlen zwar zum Fallenzentrum immer weiter ab, jedoch reicht die
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Abbildung 3.12.: Dichte ñ(r), Temperatur T (r) und effektives chemisches Potential µ̃eff(r) für den
stationären Zustand bei einer Laserleistung von PL = 2,8 µW und einer Badtemperatur von TBad =
1,0 K (rote Kurven), TBad = 0,5 K (blaue Kurven) und TBad = 0,037 K (schwarze Kurven) ohne Auger-
Effekt. Die gestrichelten Temperaturkurven stellen die jeweiligen Badtemperaturen dar.

Lebensdauer nicht aus, um die Badtemperatur zu erreichen (TZ = 0,11 K). Dennoch sind die

Exzitonen bei TBad = 0,037 K einem Kondensat deutlich näher als in den anderen beiden Fäl-

len. In der Tat besitzt das effektive chemische Potential bei r = 0 den Wert µ̃eff = −0,02 µeV
und eine minimale Erhöhung der Laserleistung auf PL = 3,0 µW würde bereits zum Auftreten

eines Kondensats führen. Wie sich dieses Verhalten bei Berücksichtigung des Auger-Effektes

ändert, ist in Abbildung 3.13 dargestellt. Die Ergebnisse für TBad = 1,0 K und TBad = 0,5 K
sind vergleichbar mit den in Abbildung 3.12 dargestellten Resultaten. Da die Dichte der Exzito-

nen in diesen Fällen ohnehin relativ niedrig ist, wirkt sich der Auger-Effekt kaum aus. Bei der

tiefsten betrachteten Badtemperatur TBad = 0,037 K hat der Auger-Effekt jedoch gravierende

Auswirkungen. Die Exzitonenwolke ist viel weiter ausgedehnt als in Abbildung 3.12, was wie-

derum zu einer kleineren Dichte im Fallenzentrum führt. Zusätzlich wird die Dichte durch die

Vernichtung von Exzitonen durch den Auger-Effekt weiter abgesenkt. Dies kommt in der von

N∞ = 2,83×106 auf N∞ = 2,57×106 gefallenen Exzitonenzahl zum Ausdruck. Die Temperatur

der Exzitonen sinkt zunächst monoton ab, steigt aber dann zum Fallenzentrum hin aufgrund

des Auger-Effektes wieder an. Die Temperatur im Ursprung der Falle ist dabei mit TZ = 0,24 K
mehr als doppelt so hoch wie zuvor. Dementsprechend fällt das effektive chemische Potential

auf den Wert µ̃eff = −43,46 µeV bei r = 0 und liegt damit weit weg von der Kondensations-

grenze.

Der Auger-Effekt spielt also bei ultratiefen Temperaturen (TBad � 0,5 K) selbst bei nied-
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Abbildung 3.13.: Analoge Darstellung wie in Abbildung 3.12 mit einem Auger-Koeffizienten von A =
2,0× 10−18 cm3/ns.

rigen Anregungsleistungen und Gesamtexzitonenzahlen eine wichtige Rolle. Es ist demnach

nicht davon auszugehen, dass Exzitonen solche Badtemperaturen auch tatsächlich erreichen,

da dies bereits bei Vernachlässigung des Auger-Effektes nicht passiert. Andererseits wäre in

diesen Fällen selbst bei schwacher Anregungsleistung mit dem Auftreten eines Kondensats zu

rechnen, wenn der Auger-Effekt keinen Einfluss hätte. Für die Entstehung eines exzitonischen

Kondensates ist demnach der Wert des Auger-Koeffizienten von enormer Bedeutung. Wie in

Abschnitt 1.2 allerdings bereits diskutiert wurde, weichen die aus der Literatur bekannten

Werte stark voneinander ab. Daher wurden in Abbildung 3.14 die Ergebnisse für verschiede-

ne experimentell bestimmten Auger-Koeffizienten bei gleichen Anregungsbedingungen darge-

stellt. Tabelle 3.1 enthält die Zahlenwerte aller wichtigen Kenngrößen aus Abbildung 3.14.

Die Variation des Koeffizienten bewirkt starke quantitative Unterschiede in allen Größen. So

unterscheidet sich die Dichte im Fallenzentrum um mehr als eine Größenordnung zwischen

A = 4,0× 10−16 cm3/ns und A = 2,0× 10−18 cm3/ns. Die stationäre Exzitonenzahl zwischen

diesen beiden Fällen unterscheidet sich um einen Faktor 4,5. Die mittlere Temperatur der Ex-

zitonen fällt fast doppelt so hoch aus. Beim effektiven chemischen Potential stellt sich sogar

eine qualitative Änderung des Kurvenverlaufes ein. Während für A = 2,0× 10−18 cm3/ns der

Wert monoton ansteigt und im Fallenzentrum sein Maximum erreicht, steigt er in den ande-

ren beiden Fällen zunächst an, erreicht dann aber bei ca. r = 30 µm sein Maximum und fällt

zum Fallenzentrum hin wieder ab. Somit kompensiert die steigende Temperatur im Fallen-

zentrum die Zunahme der Dichte und der Abstand zur Kondensationsgrenze steigt sogar im
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Abbildung 3.14.: Dichte ñ(r), Temperatur T (r) und effektives chemisches Potential µ̃eff(r) für den
stationären Zustand bei einer Badtemperatur von TBad = 0,037 K und einer Laserleistung PL =
262 µW sowie die Entwicklung der entsprechenden Exzitonenzahl N(t). Die Auger-Koeffizienten sind
A = 2,0× 10−18 cm3/ns [26] (blaue Kurven), A = 7,0× 10−17 cm3/ns [54, 55] (rote Kurven) und
A = 4,0× 10−16 cm3/ns [56] (schwarze Kurven). Die blauen Kreuze bei der Teilchenzahlentwicklung
geben die Werte ohne Auger-Effekt an. Die schwarz gestrichelte Temperaturkurve stellt die Badtempe-
ratur dar.

A [cm3/ns] N∞ 〈T 〉 [K] TZ [K] µeff(r = 0) [meV] ñZ [µm−3] Quelle

2× 10−18 1,14× 108 0,65 0,58 −45,32 2175,6 [26]

7× 10−17 4,08× 107 1,03 0,95 −283,94 288,9 [54, 55]

4× 10−16 2,49× 107 1,24 1,16 −484,93 98,2 [56]

Tabelle 3.1.: Wichtige Kenngrößen aus Abbildung 3.14.

Fallenzentrum. Für diese Werte des Auger-Koeffizienten würde vermutlich nie ein Kondensat

von Exzitonen entstehen. Im folgenden wird daher nur der niedrigste experimentell bestimmte

Auger-Koeffizient von A = 2,0× 10−18 cm3/ns weiter betrachtet.

Kondensationsgrenze

Durch Variation der Laserleistung PL sowie der Badtemperatur TBad lassen sich diverse sta-

tionäre Zustände erzeugen. Für eine systematische Analyse wurden in Abbildung 3.15 exem-

plarisch die Temperatur und das effektive chemische Potential der stationären Zustände für
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Abbildung 3.15.: Temperatur T (r) (links) und effektives chemisches Potential µ̃eff(r) (rechts) im sta-
tionären Zustand für A = 2,0× 10−18 cm3/ns, PL = 262 µW und TBad = 1,0 K (N∞ = 1,59× 108; rote
Kurve), TBad = 0,5 K (N∞ = 1,26× 108; blaue Kurve) und TBad = 0,037 K (N∞ = 1,14× 108; schwarze
Kurve). Die gestrichelten Geraden markieren die jeweiligen Badtemperaturen.

verschiedene Badtemperaturen bei gleicher Anregungsleistung dargestellt. Wie anhand der

Temperaturkurven gut zu erkennen ist, führt ein Absenken der Badtemperatur zu einem stei-

genden Einfluss des Auger-Effekts, obwohl die Anregungsleistung des Lasers sich nicht ändert.

Die Ursache hierfür ist die mit der Temperatur absinkende Ausdehnung der Exzitonenwolke,

was wiederum zu einem Anstieg der Dichte führt. Besonders deutlich wird dies anhand des ge-

ringen Unterschiedes der Exzitontemperaturen für die Fälle TBad = 0,5 K und TBad = 0,037 K.

Dieser fällt deutlich geringer aus, als man es für eine um mehr als eine Größenordnung ver-

ringerte Badtemperatur erwarten würde. Auch die von N∞ = 1,59× 108 auf N∞ = 1,14× 108

sinkende Gesamtexzitonenzahl ist dem wachsenden Einfluss des Auger-Effekts geschuldet. Zu-

sätzlich zum steigenden Einfluss des Auger-Effekts steigt die Thermalisierungszeit der Exzito-

nen bei sehr tiefen Temperaturen deutlich an. Durch diese beiden Effekte bringt die Absenkung

der Badtemperatur auf TBad � 0,5 K kaum Fortschritte bei der Absenkung der Temperatur der

Exzitonen im stationären Zustand. Dies ist auch anhand des effektiven chemischen Potentials

deutlich zu erkennen, welches zwischen diesen beiden Fällen nur unwesentlich ansteigt.

Der umgekehrte Fall einer festen Badtemperatur und verschiedener Anregungsleistungen

ist in Abbildung 3.16 dargestellt. Der Temperaturverlauf illustriert den wachsenden Einfluss

des Auger-Effekts mit steigender Anregungsleistung. Bei sehr schwacher Anregung (rote Kur-

ve) ist die Temperatur über weite Bereiche der Falle nahezu konstant und nur leicht erhöht

gegenüber der Badtemperatur. Es findet eine fast vollständige Thermalisierung der Exzitonen

in der Falle statt. Durch Erhöhung der Anregungsleistung steigt die Dichte der Exzitonen und

infolgedessen auch der Einfluss des Auger-Effekts. Aufgrund der lokalen Erwärmung durch die-

sen entsteht die charakteristische Temperaturverteilung, welche anhand der grünen Kurve gut

sichtbar ist. Das effektive chemische Potential steigt ebenfalls mit der Laserleistung an trotz

steigender Temperatur. Die Abstände zwischen den einzelnen Kurven werden jedoch immer

kleiner.

Für keinen der in Abbildung 3.15 und 3.16 gezeigten Fälle ist mit einem Kondensat zu
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Abbildung 3.16.: Temperatur T (r) (links) und effektives chemisches Potential µ̃eff(r) (rechts) im sta-
tionären Zustand für A = 2,0× 10−18 cm3/ns, TBad = 0,5 K und PL = 2,8 µW (N∞ = 2,70× 106; rote
Kurve), PL = 26 µW (N∞ = 2,13 × 107; blaue Kurve), PL = 262 µW (N∞ = 1,26 × 108; schwarze
Kurve) und PL = 2,6 mW (N∞ = 6,10 × 108; grüne Kurve). Die blau gestrichelte Gerade markiert die
Badtemperatur.
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Abbildung 3.17.: Effektives chemisches Potential µ̃eff(r = 0), mittlere Temperatur 〈T 〉 sowie die Tem-
peratur TZ und Dichte ñZ der Exzitonen im Fallenzentrum als Funktion der Laserleistung PL mit dem
Auger-Koeffizienten A = 2,0× 10−18 cm3/ns. Die Badtemperatur beträgt TBad = 0,037 K.

rechnen. Um zu klären, ob mit einem Auger-Koeffizienten von A = 2,0 × 10−18cm3/ns über-

haupt ein Kondensat zu erwarten ist, sind in Abbildung 3.17 das effektive chemische Potential,

die Dichte und Temperatur im Fallenzentrum sowie die mittlere Temperatur der Exzitonen als

Funktion der Laserleistung bei einer Badtemperatur von TBad = 0,037 K dargestellt. Das ef-

fektive chemische Potential fällt zunächst ab und steigt erst bei großen Laserleistungen wieder

an. Grund dafür ist der unterschiedliche Anstieg von Temperatur und Dichte im Fallenzentrum.
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Abbildung 3.18.: Effektives chemisches Potential µ̃eff als Funktion der Laserleistung PL für die Auger-
Koeffizienten A = 2,0× 10−18 cm3/ns (blaue Kurve), A = 1,0× 10−18 cm3/ns (grüne Kurve), A =
0,5× 10−18 cm3/ns (rote Kurve), A = 0,2× 10−18 cm3/ns (türkise Kurve) und A = 0,1× 10−18 cm3/ns
(violette Kurve). Die Badtemperatur beträgt TBad = 0,037 K. Die schwarze Kurve markiert den Wert
µeff = 0 und somit die Kondensationsgrenze.

Die Dichte steigt erst bei hohen Leistungen signifikant an, während die Temperatur fast gleich-

förmig zunimmt. Durch die steigende Temperatur fällt somit zunächst das effektive chemische

Potential ab. Erst bei hohen Leistungen wird dieses Verhalten durch die steigende Dichte kom-

pensiert. Obwohl die höchste hier betrachtete Leistung von PL = 5 mW schon deutlich über

den in Experimenten typischerweise verwendeten Werten liegt und die Badtemperatur mit

TBad = 0,037 K die niedrigste in [26] gemessene darstellt, bildet sich dennoch kein Kondensat

aus. Unter den hier verwendeten Modellannahmen und Parametern bildet sich demnach für

A = 2,0× 10−18 cm3/ns kein Kondensat aus.

Der Hauptgrund für dieses Ergebnis ist der Auger-Effekt. Um zu untersuchen, wie weit

der Auger-Koeffizient abgesenkt werden müsste, um ein exzitonisches Kondensat zu erhalten,

wurde dieser in Abbildung 3.18 variiert. Um bei experimentell realistischen Laserleistungen

(PL < 1 mW) ein Kondensat von Exzitonen zu erreichen, müsste der Auger-Koeffizient un-

gefähr eine Größenordnung (A ≈ 2× 10−19 cm3/ns) niedriger sein. Dieser Wert liegt zwar

deutlich über den theoretisch berechneten Werten von A = 3× 10−22 cm3/ns [58, 59] bzw.

A = 2× 10−21 cm3/ns [57], jedoch auch deutlich unter dem kleinsten jemals experimentell

bestimmten Wert von A = 2× 10−18 cm3/ns [26]. Das Auftreten einer BEK von Exzitonen

innerhalb des hier verwendeten Modells ist somit theoretisch möglich, wäre aber für die expe-

rimentell angegebenen Parameter nicht zu erwarten.
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Abbildung 3.19.: Dichte der thermischen Exzitonen ñ(r) (rote Kurven) und Dichte der kondensierten
Exzitonen (blaue Kurven) im stationären Zustand bei einer Laserleistung von PL = 524 µW und einer
Badtemperatur von TBad = 0,037 K. Für den Auger-Koeffizienten wurde der WertA = 2× 10−19 cm3/ns
verwendet. Die Gesamtteilchenzahl beträgt N∞ = 3,1 × 108 und die Kondensatsfraktion ist Nc/N∞ =
0,66.

Kondensat

Um die expliziten Resultate der theoretischen Rechnung mit Kondensat zu diskutieren, wird

für den Auger-Koeffizienten der Wert A = 2× 10−19 cm3/ns verwendet. Exemplarisch sind

die Dichten der Exzitonen im stationären Zustand bei einer Laserleistung von PL = 524 µW
und einer Badtemperatur von TBad = 0,037 K in Abbildung 3.19 dargestellt. Die Verteilun-

gen der thermischen und der kondensierten Dichten sind den entsprechenden Resultaten im

Gleichgewicht sehr ähnlich. Das Kondensat befindet sich im Fallenzentrum und verdrängt von

dort die meisten thermischen Exzitonen. Die Dichte der thermischen Exzitonen bildet dadurch

eine kraterartige Form aus. Da innerhalb dieses Modells die Thomas-Fermi-Näherung nicht

angewendet wurde, verlaufen die Kurven stetig und die Kondensatsdichte verschwindet nicht

abrupt.

Spektrale Temperatur

Die stationären Zustände des gepumpten Systems sind offenbar nicht durch ein Quasigleich-

gewicht zu beschreiben. Umso drängender ist die Frage, welche spektrale Temperatur in die-

sem Fall beobachtet werden würde. In Abbildung 3.20 sind typische Fälle für verschiedene
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Abbildung 3.20.: Mittlere Temperatur 〈T (t)〉 (durchgezogene Kurve), Temperatur im Fallenzentrum
TZ (Kreuze), spektrale Temperatur TS (Kreise) und Badtemperatur TBad (schwarz gestrichelt) bei ver-
schiedenen Laserleistungen. Von oben nach unten sind die Parameter: TBad = 1,0 K und PL = 26 µW
(N∞ = 2,37 × 107); TBad = 0,5 K und PL = 262 µW (N∞ = 1,26 × 108); TBad = 0,037 K und
PL = 26 µW (N∞ = 1,89× 107).

Anregungsbedingungen dargestellt. Für niedrige Anregungsraten und hohe Badtemperatu-

ren (Abbildung 3.20 oben) fallen Badtemperatur, Temperatur im Fallenzentrum und spektrale

Temperatur ungefähr zusammen. Die mittlere Temperatur ist gegenüber diesen leicht erhöht.

Für den Fall einer nicht entarteten Gleichgewichtsverteilung mit Badtemperatur müssten al-

le diese Temperaturen übereinstimmen. Die Abweichung der mittleren Temperatur ist somit

ein Indiz für den Nichtgleichgewichtscharakter des stationären Zustandes. Wird nun die Bad-

temperatur abgesenkt und die Anregungsleistung erhöht (Abbildung 3.20 Mitte), so fällt die

spektrale Temperatur weiterhin mit der Badtemperatur zusammen. Allerdings sind Tempera-
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tur im Fallenzentrum und mittlere Temperatur deutlich höher und voneinander verschieden.

Senkt man die Badtemperatur noch weiter ab und betrachtet eine moderate Anregungsleis-

tung (Abbildung 3.20 unten), so sind alle betrachteten Temperaturen verschieden. Dabei ist

die Badtemperatur die niedrigste, gefolgt von der spektralen Temperatur, der Temperatur im

Fallenzentrum und der mittleren Temperatur. Diese Reihenfolge bleibt auch bei anderen Anre-

gungsleistungen erhalten. Es ergibt sich also folgendes Bild: die spektrale Temperatur ist immer

mindestens so groß wie die Badtemperatur, aber typischerweise sowohl niedriger als die Tem-

peratur im Fallenzentrum als auch die mittlere Temperatur, wobei der Unterschied zwischen

spektraler und mittlerer Temperatur typischerweise ein Faktor 2 ist, falls erstere nicht durch

die Badtemperatur beschränkt ist.

Die Ursache für dieses Verhalten ist eine gegenüber dem Gleichgewicht deutlich verän-

derte räumliche und energetische Verteilung des Spektrums. Die inhomogene Verteilung von

Temperatur und Dichte führen zu einem deutlich steileren Abfall des räumlich integrierten Lu-

mineszenzspektrums und somit zu der tieferen spektralen Temperatur der Exzitonen. Dieses

Ergebnis ist allerdings intuitiv nicht zu verstehen. Besonders die Tatsache, dass die spektra-

le Temperatur unter der tiefsten im System vorkommenden Exzitontemperatur liegen soll, ist

merkwürdig. Für den im unteren Graphen von Abbildung 3.20 dargestellten Fall liegt beispiels-

weise die minimale Temperatur der Exzitonen bei 0,32 K und die spektrale Temperatur beträgt

lediglich TS = 0,23 K. Eine mögliche Erklärung ist, dass die verwendete Methode zur Berech-

nung des Spektrums in diesem Fall nicht anwendbar ist. Dies ist durchaus vorstellbar, da die

in Abschnitt 2.2 abgeleiteten Formeln für Exzitonen im Gleichgewicht gelten. Allerdings befin-

den sich die Exzitonen auch in diesem hydrodynamischen Modell zumindest in einem lokalen

Gleichgewicht. Zudem lieferte die spektrale Temperatur unter gepulster Anregung vernünftige

Resultate. Es ist daher wahrscheinlicher, dass es sich um ein Artefakt der vereinfachten sphäri-

schen Symmetrie handelt. Bei gepulster Anregung befinden sich nach kurzer Zeit alle Exzito-

nen im Zentrum der Falle und bilden eine kugelförmige thermische Wolke. Im Gegensatz dazu

existieren bei Dauerstrichanregung zu jeder Zeit weit außerhalb des Fallenminimums heiße Ex-

zitonen, welche zum Zentrum der Falle driften. Aufgrund der sphärischen Symmetrie erfolgt

die Erzeugung neuer Exzitonen auf einer Kugelschale, was die realen Anregungsbedingungen

nur schlecht reproduziert. Auf die meisten Größen, wie z.B. mittlere Temperatur, Dichte und

Teilchenzahl, dürfte dies jedoch kaum Einfluss haben, da die Exzitonen sich mehrheitlich im

Fallenzentrum befinden. Es könnte jedoch die Ursache für das Verhalten der spektralen Tempe-

ratur bei Dauerstrichanregung sein. Zur Klärung dieses Problems ist eine gegenüber der in 2.2

angegebenen verbesserte Lumineszenztheorie bzw. die Verwendung einer anderen Geometrie

(Zylindersymmetrie) nötig. Da dies aber den Rahmen dieser Arbeit übersteigt, lässt sich zum

jetzigen Zeitpunkt dieses Problem nicht lösen.
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3.6. Vergleich von Experiment und Theorie

Bei dem Vergleich mit den experimentellen Ergebnissen [25, 26] soll es um einige ausgewählte

Probleme gehen. Dabei sind folgende Fragestellungen von besonderem Interesse: (i) Stimmt

die experimentell bestimmte Entwicklung der Paraexzitonenzahl sowie deren Temperatur (Ab-

bildungen 8 und 9 in [25]) unter gepulster Anregung mit den theoretisch berechneten Werten

überein? (ii) Kann die große Diskrepanz zwischen gemessener Exzitonentemperatur und der

Badtemperatur (Abbildung 3 in [26]) unter Dauerstrichanregung mittels der theoretischen Re-

sultate erklärt werden? (iii) Können das Abknicken der Lumineszenz sowie die bimodale Ver-

teilung (Abbildungen 9 und 12 in [26]) durch Effekte des Nichtgleichgewichts erklärt werden?

Besonders die dritte Frage ist von großer Bedeutung, da sich die Behauptung, ein Kondensat

von Exzitonen gefunden zu haben, im wesentlichen auf diese beiden Punkte stützt.

Zur Beantwortung der ersten Frage wird wie folgt vorgegangen: Da im Experiment aniso-

trope Fallen vorkommen, wird der für die theoretischen Rechnungen verwendete Fallenpara-

meter aus dem arithmetischen Mittel der anisotropen Fallenparameter gebildet. Für die Werte

in [25] ergibt dies α = 0,104 µeV/nm2. Die zeitliche Modulation des Laserpulses ist gaußför-

mig mit dem Breitenparameter ∆t = 25 ns. Räumlich wird der Laserspot 100 µm außerhalb des

Fallenzentrums positioniert. Die Normierung wird so gewählt, dass insgesamt 6× 1010 Exzito-

nen erzeugt werden. Der Wert des Auger-Koeffizienten wird auf A = 2,0× 10−18 cm3/ns fest-

gelegt. Dies ist zwar niedriger als der in [25] angegebene Wert von A = 3,7× 10−18 cm3/ns,
aber innerhalb der Fehlergrenzen des experimentell bestimmten Wertes. Die sich aus diesen

Werten ergebende Teilchenzahl und mittlere Temperatur ist in Abbildung 3.21 dargestellt. Die

experimentellen und theoretischen Ergebnisse für die Exzitonenzahl stimmen gut überein. Le-

diglich der zweite und dritte Punkt zeigen eine deutliche Abweichung. Die Ursache hierfür ist

vermutlich die in den theoretischen Rechnungen nicht enthaltene Ortho-Para-Konversion. Die-

se führt auch nach dem Abschalten des Lasers noch zur Generation neuer Paraexzitonen und

zu den genannten Abweichungen. Die Verwendung eines größeren Auger-Koeffizienten führt

zu einer Verschiebung der Kurve nach unten und somit zu systematischen Abweichungen. Geht

man also von einem leicht schwächeren Auger-Koeffizienten aus, so stimmen die theoretische

und experimentelle Entwicklung der Exzitonzahlen gut überein. Die Temperatur der Exzito-

nen ist jedoch anhand des hier verwendeten Modells nicht erklärbar. Die ersten beiden Werte

der spektralen Temperatur sind sogar jenseits der verwendeten Skala (die Werte sind 12,5 K
und 6,0 K). Nach den Ergebnissen der Rechnungen in Abschnitt 3.2 sollten Exzitonen bereits

nach einer Nanosekunde auf Temperaturen um 4 K abgekühlt sein. In diesem Fall jedoch be-

trägt die spektrale Temperatur selbst nach mehreren 100 ns noch immer 6 K. Auch mit einem

deutlich erhöhten Auger-Koeffizienten könnte eine so langsam verlaufende Abkühlung nicht

annähernd reproduziert werden. Andererseits wurde in Abschnitt 3.5.1 gezeigt, dass die spek-

trale Temperatur unter gepulster Anregung tatsächlich die mittlere Temperatur der Exzitonen

widerspiegelt. Es liegt somit die Vermutung nahe, dass die Kristalltemperatur nicht der Tem-



88 Nichtgleichgewicht

Abbildung 3.21.: Exzitonenzahl N(t) (blau gestrichelte Kurve) unter gepulster Anregung bei einer
Badtemperatur von TBad = 0,82 K (schwarz gestrichelte Kurve). Die zeitliche Modulation des Pulses
und die Zahl der erzeugten Exzitonen wurden gemäß den Angaben in [25] modelliert. Die blauen Kreise
sind die entsprechenden Werte bei einer Gatebreite von 200 ns. Die blauen Kreuze sind die experimentell
bestimmten Werte der Teilchenzahl mit der gleichen Gatebreite. Zusätzlich sind die entsprechenden
Werte für die berechnete mittlere Exzitonentemperatur 〈T 〉 (rot gestrichelte Kurve und rote Kreise)
sowie die gemessene spektrale Temperatur TS (rote Kreuze) dargestellt.

peratur des He-Bades entspricht. Ein durch den Laserpuls stark aufgeheizter und erst langsam

abkühlender Kristall könnte das in [25] gezeigte Verhalten erklären. Da für die theoretischen

Rechnungen allerdings von einer konstanten Temperatur der Phononen ausgegangen wird,

lässt sich dieses Ergebnis nicht reproduzieren.

Für die zweite Frage wird auf Dauerstrichanregung gewechselt. Die Systemparameter wur-

den gemäß der in [26] gemachten Angaben implementiert (α = 0,093 µeV/nm2 und A =
2,0× 10−18 cm3/ns). Das Resultat dieser mit den in Abbildung 3 und 11 von [26] dargestell-

ten Situation vergleichbaren Rechnung findet sich in Abbildung 3.22. Unter diesen Umständen

ist die Temperatur in der Falle inhomogen verteilt und stets deutlich höher als die Badtempe-

ratur. Die berechnete mittlere Temperatur der Exzitonen 〈T 〉 stimmt über weite Bereiche der

Pumpleistung gut mit der experimentell ermittelten spektralen Temperatur TS überein. Auch

die berechnete Teilchenzahl zeigt Übereinstimmung mit den experimentellen Werten. Die Er-

gebnisse in Abbildung 3.22 legen somit den Schluss nahe, dass die experimentell ermittelte

spektrale Temperatur der mittleren Temperatur der Exzitonen entspricht TExp
S = 〈T 〉. Die-

ser Zusammenhang erscheint intuitiv plausibel und stützt die in [26] gemachte Hypothese,
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Abbildung 3.22.: Linke Spalte: Temperatur T (r) (blaue Kurve) und mittlere Temperatur 〈T (t)〉 (blau
gestrichelte Kurve) der Exzitonen im stationären Zustand unter Dauerstrichanregung bei einer Laser-
leistung von PL = 3 µW und einer Badtemperatur von TBad = 0,037 K (schwarz gestrichelte Kurve).
Die rot gestrichelte Kurve markiert die experimentell bestimmte spektrale Temperatur. Rechte Spal-
te: Berechnete mittlere Temperatur und Teilchenzahl (rote Kreuze) verglichen mit den experimentell
ermittelten spektralen Temperaturen und Teilchenzahlen (blaue Kreise) für verschiedene Pumpleistun-
gen. Die Systemparameter wurden entsprechend den Angaben aus [26] gewählt.

dass die experimentell ermittelte spektrale Temperatur höher sei als die Temperatur der Ex-

zitonen im Fallenzentrum. Zudem untermauert dieses Ergebnis die bereits zuvor geäußerte

Vermutung, dass die Berechnung des Spektrums unter Dauerstrichanregung zu fehlerhaften

Resultaten führt. Eine endgültige Klärung der Ursachen ist, wie bereits diskutiert, an dieser

Stelle leider nicht möglich.

Zur Beantwortung der dritten Frage werden die gleichen Systemparameter wie zuvor ver-

wendet. Ein typisches z-aufgelöstes Spektrum und der dazugehörige fit sind in Abbildung 3.23

dargestellt. Der fit und die z-aufgelöste Lumineszenz I(z) zeigen dabei keine markanten Ab-

weichungen. Lediglich die Spitze des fits ragt leicht über I(z) hinaus. Es lassen sich jedoch

keine Anzeichen einer bimodalen Verteilung ausmachen. Wie bereits zuvor diskutiert, scheint

die Berechnung des Spektrums allerdings problematisch zu sein. Es lässt sich im Moment somit

noch nicht endgültig klären, ob die bimodale Verteilung nicht doch durch das Nichtgleichge-

wicht erklärt werden kann.

Das Absinken der Teilchenzahl aufgrund des Auger-Effekts ist in Abbildung 3.24 darge-

stellt. Für die verwendeten Parameter wurden die gleichen Werte wie zuvor angenommen. Da
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Abbildung 3.23.: z-aufgelöste Lumineszenz I(z) (blaue Kurve) und entsprechender fit (rote Kreuze)
unter Dauerstrichanregung bei einer Laserleistung von PL = 262 µW und einer Badtemperatur von
TBad = 0,037 K.
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Abbildung 3.24.: Entwicklung der Exzitonenzahl N im stationären Zustand als Funktion der Leistung
des Pumplasers PL ohne Auger-Effekt (rote Kurve) und mit A = 2,0× 10−18 cm3/ns (blaue Kurve). Die
Badtemperatur liegt bei TBad = 0,037 K.
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in diesem Fall kein Kondensat vorliegt, sollte sich ein Absinken der Teilchenzahl direkt in der

total integrierten Lumineszenz widerspiegeln. Ohne Auger-Effekt verläuft der Anstieg der Ex-

zitonenzahl mit der Laserleistung linear. Verglichen damit sinkt die Teilchenzahl bedingt durch

den Auger-Effekt ab. Dieser Prozess ist allerdings kontinuierlich und es tritt kein abruptes Ab-

knicken ein. Andererseits besitzen Knickkurven, wie sie in Abbildung 2.3 dargestellt sind, einen

scharfen Übergang zwischen zwei verschiedenen Anstiegen. Beide Fälle sollten demnach gut

zu unterscheiden sein. Der in Abbildung 12 von [26] gezeigte Verlauf ist demnach nicht durch

den hier untersuchten Effekt zu erklären.
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Kapitel 4.

Zusammenfassung

Unter der Annahme eines thermodynamischen Gleichgewichts wurden diverse Signaturen ei-

nes exzitonischen Bose-Einstein-Kondensates gefunden. Diese sind (i) die flache Kante des

z-aufgelösten Lumineszenzspektrums am chemischen Potential, (ii) das Auftreten des v2(p, r)-
Terms im Spektrum, (iii) die Bildung eines Plateaus in der z-aufgelösten Lumineszenz und (iv)

das Abknicken der total integrierten Lumineszenz nach Auftreten eines Kondensats. Im fol-

gendem wurde untersucht wie sich verschiedene Aspekte auf die Spektren der Exzitonen und

speziell auf die gefundenen Signaturen des Kondensates auswirken. Untersucht wurden unter

anderem der Einfluss der Stärke der Wechselwirkung, der gemachten Näherungen, eines um-

gebenden Elektron-Loch-Plasmas und eines schwach leuchtenden Kondensats. Hierbei wurde

festgestellt, dass diverse Faktoren die Form der Spektren beeinflussen können, die Signaturen

qualitativ aber in den meisten Fällen erhalten bleiben. Allerdings kann ein schwach leuchten-

des Kondensat die Signaturen (i), (ii) und (iii) überdecken. Lediglich das Abknicken der total

integrierten Lumineszenz hat sich demgegenüber als robust erwiesen. Dieser Effekt ist auch

die einzige der theoretisch vorhergesagten Signaturen (i)-(iv) welche jemals experimentell be-

obachtet wurde [26].

Auf Grundlage dieser theoretischen Ergebnisse wurde ein fit-Algorithmus zur Ermittlung

der physikalischen Parameter (Temperatur und chemisches Potential) aus den gemessenen

Spektren entwickelt. Dieser wurde erfolgreich an theoretischen Daten getestet und auf expe-

rimentelle Spektren angewendet. Das Resultat der Analyse ergab eine deutliche Diskrepanz

zwischen ermittelten spektralen Temperaturen der Exzitonen und den gemessenen Badtempe-

raturen. Dies bedeutet, dass die Exzitonen sich in einem Nichtgleichgewichtszustand befinden

müssen. Daher wurde im folgendem ein Modell zur dynamischen Beschreibung der Exzitonen

entwickelt.

Zu diesem Zweck wurden die von Griffin et al. in [74] abgeleiteten Gleichungen zur Be-

schreibung von Atomen in Fallen durch halbleiterspezifische Terme ergänzt und somit eine

Anwendung auf Exzitonen möglich gemacht. Es wurde gezeigt, dass die thermischen Exzi-

tonen unter den gegebenen Anregungsbedingungen innerhalb kürzester Zeit auf eine lokale

Gleichgewichtsverteilung der Form (3.27) relaxieren. Dies ermöglicht eine Beschreibung der
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thermischen Exzitonen über die in (3.35) angegebenen hydrodynamischen Gleichungen. Die

kondensierte Phase wird über die Gross-Pitajewski-Gleichung (3.39) beschrieben. In diesem

Modell sind neben den Exziton-Exziton- und Exziton-Phonon-Stößen auch die endliche Le-

bensdauer, der augerartige Zweikörperzerfall und die Erzeugung der Exzitonen enthalten. Es

sind also Prozesse wie die Thermalisierung, die Driftbewegung ins Fallenminimum und der

Zerfall der Exzitonen orts- und zeitaufgelöst beschreibbar. Somit geht das in dieser Arbeit ent-

wickelte Modell zur Beschreibung der Exzitonen in der Falle bei ultratiefen Temperaturen über

alle bisherigen Arbeiten [51, 79, 80, 81, 82] hinaus.

Die wichtigsten Resultate der numerischen Rechnungen sind die folgenden Punkte. Die

Thermalisierungszeit der Exzitonen unter gepulster Anregung kann zwischen wenigen 100 ns
und mehreren Lebensdauern liegen. Es kann demnach im Allgemeinen nicht davon ausge-

gangen werden, dass die Exzitonen die gleiche Temperatur besitzen wie der Kristall. Speziell

bei ultratiefen Temperaturen (TBad � 0,5 K) führen das „Ausfrieren“ der Phononen und der

Auger-Effekt zu deutlichen Abweichungen. Es konnte außerdem gezeigt werden, dass bei ge-

pulster Anregung die spektrale Temperatur der mittleren Temperatur der Exzitonen entspricht.

Unter Dauerstrichanregung bilden sich stationäre Zustände aus, die nicht durch einen

Quasigleichgewichtszustand beschrieben werden können. Insbesondere stellen sich inhomo-

gene Temperaturverteilungen ein, welche zu mittleren Exzitonentemperaturen deutlich über

der Badtemperatur führen. Der direkte Vergleich von theoretischen Rechnungen und gemesse-

nen Spektren legt nahe, dass unter Dauerstrichanregung die experimentell ermittelte spektrale

Temperatur ebenfalls der mittleren Temperatur der Exzitonen entspricht. Die berechneten Ex-

zitonenzahlen stimmen sowohl für gepulste als auch für Dauerstrichanregung gut mit den

experimentellen Ergebnissen des Ratenmodells überein. Für die Frage, ob und unter welchen

Umständen ein Kondensat von Exzitonen auftritt, ist der Auger-Effekt von überragender Be-

deutung. Unter den für dieses Modell gemachten Annahmen und typischen Laserleistungen,

sollte für keinen der experimentell bestimmten Auger-Koeffizienten ein Kondensat von Exzi-

tonen auftreten. Erst eine Absenkung auf A ≈ 2× 10−19 cm3/ns liefert bei moderaten Anre-

gungsleistungen ein Kondensat von Exzitonen. Dieser Wert liegt mehrere Größenordnungen

über den in [58, 59, 57] theoretisch berechneten Auger-Koeffizienten. Das prinzipielle Errei-

chen eines exzitonischen Bose-Einstein-Kondensates sollte somit möglich sein.

4.1. Ausblick

Trotz der Fortschritte in der theoretischen Beschreibung der Experimente gibt es noch einige

offene Probleme. Wenn der mit A = 2× 10−18 cm3/ns in [26] angegebene Wert des Auger-

Koeffizienten korrekt ist, sollte laut den hier vorgestellten Rechnungen keine der Messungen

in [26] ein Kondensat aufweisen. Allerdings stellen das Abknicken der integrierten Lumines-
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zenz und das Auftreten der bimodalen Verteilung deutliche Signaturen für ein Kondensat dar.

Diese beiden Signaturen konnten auch nicht durch mögliche Nichtgleichgewichtseffekte er-

klärt werden. Ein weiteres Problem stellt die Berechnung der spektralen Temperatur unter

Dauerstrichanregung dar. Laut den theoretischen Ergebnissen sollte die spektrale Temperatur

tiefer sein als alle im System vorkommenden Temperaturen der Exzitonen. Es wird vermutet,

dass es sich hierbei um ein Artefakt der vereinfachten Symmetrie handelt.

Für die Klärung dieser wichtigen Frage und zur weiteren Verbesserung des Modells sind

verschiedene Erweiterungen denkbar. Die experimentell verwendeten Fallen besitzen Zylin-

dersymmetrie, ein wichtiger Punkt wäre daher die Verwendung entsprechender Koordinaten.

Dadurch könnten die Anregungsbedingungen realistischer gestaltet und mögliche Artefakte

bei der Berechnung des Lumineszenzspektrums ausgeschlossen werden. Aus den Experimen-

ten ist bekannt, dass sich bei hohen Anregungsleistungen der Kristall und sogar das umge-

bende Heliumbad erwärmen können. Ein solcher Effekt könnte durch die Verwendung einer

leistungsabhängigen Phonontemperatur in das Modell einbezogen werden. Allerdings ist die

experimentelle Bestimmung der Kristalltemperatur äußerst schwierig und wurde bisher noch

nie durchgeführt. Wie gezeigt wurde, kommt dem Auger-Effekt eine überragende Bedeutung

zu. Ein besseres theoretisches Verständnis dieses Effekts ist daher erforderlich. So könnte die

Einbeziehung einer möglichen k-Abhängigkeit des Auger-Koeffizienten die numerischen Re-

sultate deutlich beeinflussen. Zudem könnte die gesamte kinetische Relaxation der durch den

Auger-Effekt erzeugten Exzitonen modelliert werden, statt nur des niederenergetischen An-

teils. Dazu müssten neben akustischen auch optische Phononen betrachtet werden. Auch die

explizite Einbeziehung der Orthoexzitonen in die Rechnungen ist eine denkbare Erweiterung.

Dadurch würde das System zu einem mehrkomponentigen Bosegas und es könnten Konver-

sionsprozesse direkt modelliert werden. Die Erweiterung der entsprechenden Gleichungen ist

von theoretischer Seite leicht durchzuführen, allerdings steigt der numerische Aufwand zur

Lösung dieser drastisch. Als letzter Punkt ist die Entwicklung einer verbesserten Lumineszenz-

theorie zu nennen. Diese ist für den direkten Vergleich zwischen Experiment und Theorie ein

wichtiger Baustein. Für die Klärung der offenen Fragen bezüglich der experimentellen Ergeb-

nisse sind dieser letzte Punkt und die Verwendung einer Zylindersymmetrie vermutlich am

wichtigsten.

Trotz dieser vielen möglichen Erweiterungen und der noch offenen Fragen liefert das bis-

herige Modell bereits vielversprechende Resultate. So erklärt es bereits diverse experimentell

beobachtete Effekte, wie zum Beispiel die Abweichung der Exzitonentemperatur von der Tem-

peratur des Heliumbades. Zusätzlich stimmen die numerischen Ergebnisse gut mit den ex-

perimentellen Werten überein. Die Kondensationsgrenze im theoretischen Modell kann sich

durch eine verbesserte Modellierung des Auger-Effekts leicht ändern. Zusätzlich zeigten die

experimentellen Befunde in [26] deutlich Signaturen eines Kondensates. Somit ist Cu2O nach

wie vor der beste Kandidat für eine experimentelle Umsetzung der Bose-Einstein-Kondensation
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von Exzitonen in einem Volumenmaterial. Dank der erfolgreichen Verbindung von Theorie und

Experiment ist dieses alte Ziel in greifbare Nähe gerückt.
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Anhang B.

B.1. Abkürzungen

Abkürzung Bedeutung

BEK Bose-Einstein-Kondensation

GPG Gross-Pitajewski-Gleichung

HFBN Hartree-Fock-Bogoljubow-Näherung

HFBPN Hartree-Fock-Bogoljubow-Popow-Näherung

HFBG1N Hartree-Fock-Bogoljubow-G1-Näherung

HFBG2N Hartree-Fock-Bogoljubow-G2-Näherung

LA longitudinal-akustisch

LDN Lokaldichtenäherung

TA transversal-akustisch

TFN Thomas-Fermi-Näherung

X-Ph Exziton-Phonon

X-X Exziton-Exziton

Tabelle B.1.: Abkürzungen in alphabetischer Reihenfolge.

B.2. Berechnung der Exziton-Exziton-Stoßintegrale

Bei den X-X-Stößen muss zwischen zwei Fällen unterschieden werden, nämlich Stoßprozesse,

in denen einer der Anfangs- oder Endzustände das Kondensat ist und Stöße, bei denen dies

nicht der Fall ist. Für die Rechnungen wird zum einen CX−X und zum anderen Γ(0)
Xc−X benötigt.

Beide Fälle lassen sich auf die Form

Γ =
∫
dk2

∫
dk3

∫
dk4δ(k + k2 − k3 − k4)

×δ(ε+ εk2 − εk3 − εk4)F̃ (k, k2, k3, k4) (B.1)

101
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bringen, wobei F̃ für ein Produkt aus Verteilungsfunktionen steht. Integrale dieser Art können

mit der von Snoke et al. in [79] vorgeschlagene Methode berechnet werden, wenn die Vertei-

lungsfunktionen nur vom Betrag des jeweiligen Wellenvektors abhängen. Da alle exzitonischen

Verteilungsfunktionen die Form einer lokalen Gleichgewichtsverteilung besitzen (3.27), ist die-

se Voraussetzung erfüllt. Weiterhin wird davon ausgegangen, dass die Energie der thermischen

Exzitonen durch (3.15) gegeben ist. Somit wird aus Gleichung (B.1) nach Einsetzen der Di-

spersion

Γ = 2m
~2

∫
dk2

∫
dk3

∫
dk4δ(k + k2 − k3 − k4)

×δ(A2 + k2
2 − k2

3 − k2
4)F̃ (k, k2, k3, k4) (B.2)

mit A2 = 2m(ε−U)/~2. Als nächster Schritt wird die Impuls-Deltafunktion ausgenutzt, um die

k4-Integration auszuführen. Dabei wird die Differenz aus k−k3 als neuer Vektor k̃ eingeführt:

Γ = 2m
~2

∫
dk2

∫
dk3δ

(
A2 + k2

2 − k2
3 − (k̃ + k2)2

)
F̃
(
k, k2, k3, |k̃ + k2|

)
.

Durch Ausmultiplizieren des quadratischen Termes (k̃ + k2)2 = k̃2 + 2k̃k2 cos^(k̃,k2) + k2
2 mit

anschließendem Ausklammern von 2k̃k2 ergibt sich

Γ = 2m
~2

∫
dk2

∫
dk3

1
2k̃k2

δ

(
A2 − k2

3 − k̃2

2k̃k2
− cos^(k̃,k2)

)

×F̃
(
k2, k3,

√
k̃2 + 2k̃k2 cos^(k̃,k2) + k2

2

)
.

Die Integration über den Raumwinkel der k2-Integration (dΩ2) ergibt mit der Wahl cos^(k̃,k2) =
ϑ2

Γ = 2m
~2

2π
2

∫
dk2k2

∫
dk3k̃

−1Θ
(
A2 − k2

3 − k̃2

2k̃k2
+ 1

)
Θ
(
k2

3 + k̃2 −A2

2k̃k2
+ 1

)

×F̃
(
k2, k3,

√
A2 + k2

2 − k2
3

)
.

Die Thetafunktionen entstehen hierbei, da cos^(k̃,k2) ∈ [−1, 1] gilt. Als nächstes lässt sich die

Integration über den Raumwinkel dΩ3 ausführen. Die Integration über φ3 ergibt lediglich einen

Faktor 2π, während die Integration über ϑ3 umgewandelt wird in eine Integration über k̃. Es

gilt k̃ = |k−k3| =
√
k2 − 2kk3 cos^(k,k3) + k2

3 und somit dk̃/dz = (−2kk3)/(2
√
k2 − 2kk3z + k2

3).
Die Integration kann also folgendermaßen umgeformt werden:

∫ 1

−1
dz = −

∫ k̃(1)

k̃(−1)

k̃

kk3
dk̃

=
∫ k+k3

|k−k3|

k̃

kk3
dk̃ .
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Eingesetzt in die Ausgangsgleichung ergibt sich

Γ = 2m
~2

(2π)2

2k

∫
dk2k2

∫
dk3k3F̃

(
k2, k3,

√
A2 + k2

2 − k2
3

)
×
∫ k+k3

|k−k3|
dk̃Θ

(
A2 − k2

3 − k̃2

2k̃k2
+ 1

)
Θ
(
k2

3 + k̃2 −A2

2k̃k2
+ 1

)
. (B.3)

Die Integration über dk̃ ergibt nur einen Beitrag, wenn die Argumente beider Thetafunktionen

positiv sind. Mit der Abkürzung k̃4 =
√
A2 + k2

2 − k2
3 lassen sich die Nullstellen der Thetafunk-

tionen angeben mit k̃1/2 = k2± k̃4 und k̃3/4 = −k2± k̃4. Das Ergebnis der Integration lässt sich

somit schreiben als

k̃diff = k̃up − k̃lo

= min(k + k3, k2 + k̃4)−max(|k − k3|, |k2 − k̃4|) . (B.4)

Es verbleibt somit eine Doppelintegration der Form

Γ = m(2π)2

~2k

∫
dk2k2

∫
dk3k3k̃diff F̃ (k, k2, k3, k̃4) , (B.5)

welches numerisch berechnet werden muss.

B.2.1. CX−X-Stoßterm

Die Stöße zwischen thermisch angeregten Exzitonen können über den in (3.29) angegebenen

Stoßterm beschrieben werden. In diesem Fall gilt A = k und

F̃X−X(k, k2, k3, k4) = (1 + fk)(1 + fk2)fk3fk4 − fkfk2(1 + fk3)(1 + fk4) . (B.6)

Unter Verwendung der Resultate des vorangegangenen Abschnittes lässt sich also schreiben

CX−X = g2m

(2π~)3k

∫
dk2k2

∫
dk3k3k̃diff F̃X−X(k, k2, k3, k̃4) . (B.7)

Die weitergehende numerische Behandlung erfolgt analog zu dem im folgenden diskutierten

CXc−X-Stoßterm und wird deswegen nicht weiter ausgeführt.

B.2.2. CXc−X-Stoßterm

Der Einfluss der Stöße zwischen kondensierten und nicht-kondensierten Exzitonen lässt sich

auf Γ(0)
Xc−X zurückführen. Wie bereits gezeigt wurde, kann Γ(0)

Xc−X auf die gleiche Form wie
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Gleichung (B.1) gebracht werden (siehe Gleichung (3.57)). Es gilt also

A2 = 2m
~2 (ε′c − U) ,

F̃Xc−X(k2, k3, k4) = (1 + fk2)fk3fk4 . (B.8)

Unter Verwendung der Ergebnisse in Gleichung (B.5) ergibt sich somit

Γ(0)
Xc−X = − g2nc2m

(2π~)3kc

(
1− e−β[µ̃−ε′

c]
) ∫

dk2k2

∫
dk3k3k̃diff F̃Xc−X(k2, k3, k̃4) . (B.9)

Es ist wichtig, an dieser Stelle zu bemerken, dass k̃2
4 eine positive Größe sein muss. Dies be-

deutet, die Integration bezüglich k3 läuft lediglich bis zur Stelle kmax
3 =

√
k2

2 +A2, da hier

k̃2
4 verschwindet und für größere k3 negativ werden würde. Um das Integral numerisch zu

berechnen, sind weitere Umformungen notwendig.

B.2.3. Numerische Behandlung

Um die innere Integration über k3 weiter umzuformen, kann die bekannte Form der Vertei-

lungsfunktionen (3.27) ausgenutzt werden. Um die Ableitungen etwas übersichtlicher zu ge-

stalten, werden die Fugazität z = exp(βµ̃eff) (mit µ̃eff = µ̃ − U) und die Abkürzung β(p −
mvn)2/2m = βp′2/2m = β~2k2/2m = ak2 eingeführt. Mit diesen lässt sich die innere Integra-

tion schreiben als

IInnen =
∫ kmax

3

0
dk3k3k̃diff(1 + f̃k2)f̃k3 f̃k4

= (1 + f̃k2)
∫ kmax

3

0
dk3

k3k̃diff

(z−1eak
2
3 − 1)(z−1eak̃

2
4 − 1)

= (1 + f̃k2)
∫ kmax

3

0
dk3

k3k̃diffe
−ak2

3e−ak̃
2
4

(z−1 − e−ak2
3 )(z−1 − e−ak̃2

4 )

= (1 + f̃k2)e−a(A2+k2
2)
∫ kmax

3

0
dk3

k3k̃diff

(z−1 − e−ak2
3 )(z−1 − e−ak̃2

4 )
= (1 + f̃k2)e−a(A2+k2

2)Ik3(k2, A) , (B.10)

wobei zu beachten ist, dass Ik3 sowohl durch k̃4 als auch durch die obere Grenze kmax
3 von k2

abhängt. Für den gesamten Stoßterm ergibt sich somit

Γ(0)
Xc−X =− g2nc2m

(2π~)3kc

(
1− e−β[µ̃−ε′

c]
) ∫ ∞

0
dk2k2(1 + f̃k2)e−a(A2+k2

2)Ik3(k2, A)

=− g2nc2m
(2π~)3kc

(
1− e−β[µ̃−ε′

c]
)
e−aA

2
∫ ∞

0
dk2k2(1 + f̃k2)e−ak2

2Ik3(k2, A)
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=− g2nc2m
(2π~)3kc

(
e−β(ε′

c−U) − z−1
) ∫ ∞

0
dk2k2e

−ak2
2
Ik3(k2, A)
1− ze−ak2

2
. (B.11)

An dieser Stelle bietet sich die Substitution x = ak2
2 an. Unter Beachtung der Funktionaldeter-

minante ergibt sich der Ausdruck

Γ(0)
Xc−X = − g2nc2m

(2π~)3kc

(
e−β(ε′

c−U) − z−1
) 1

2a

∫ ∞
0

dxe−x
Ik3(

√
x/a,A)

1− ze−x

= − g2nc2m
(2π)3β~4|vc − vn|

(
e−β(m(vc−vn)2/2+µc−U) − z−1

)
×
∫ ∞

0
dxe−x

Ik3(
√
x/a,A)

1− ze−x . (B.12)

Das Integral in dieser Form wurde numerisch berechnet. Die Stützstellen der äußeren Integra-

tion (x) werden gemäß Gauß-Laguerre-Gewichten festgelegt. Die innere Integration verläuft

nach der Regel von Milne.

B.3. Berechnung der Exziton-Phonon-Stoßintegrale

Die Integrale in (3.50) und (3.52) lassen sich durch eine gegenüber [97] leicht geänderte

Notation noch kompakter schreiben. Hierzu wird zunächst die neue Größe ε± über

E±

2m = 1
2m

[
±~q

2 −m(vz + vs)
]2

= 1
2m

[~q
2 ∓mvs

(
1 + v

vs
z

)]2

= 1
2m

[
p∓
]2

= ε∓ (B.13)

eingeführt. Unter Beachtung von

1− exp
[
β
(
−E±/2m+ µ̃eff

)]
=1− exp

[
β
(
−ε∓ + µ̃eff

)]
= exp

[
−β

(
ε∓ − µ̃eff

)] {
exp

[
β
(
ε∓ − µ̃eff

)]
− 1

}
= 1

1 + f(ε∓)

ergibt sich eine einfache Form für die zu berechnenden Integranden mittels der Funktion

G

(
v

vs

)
=
[
fPh
q − fBΩ

]
ln
{1 + f(ε−)

1 + f(ε+)

}
. (B.14)
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Somit haben die Momente des Phononstoßterms die folgende Form

Γ(1)
X−Ph = −ev

D2m2kBT

2ρvs(2π~)3

∫ ∞
0

dqq3
∫ 1

−1
dzzG ,

Γ(2)
X−Ph = D2m2kBT

2ρ(2π~)3

∫ ∞
0

dqq3
∫ 1

−1
dzG . (B.15)

Beachtet man zudem, dass Ω = qvz+ vsq = qvs(1 + v/vsz) gilt, so liegt es nahe, die Ausdrücke

in (B.15) nach v/vs zu entwickeln, falls vs � v gilt.

B.3.1. Entwicklung

Für die Ableitung einer Boseverteilung gilt im allgemeinen

d

dx
f [E(x)] = f ′(E) = − 1

(exp[β(E − µ)]− 1)2 exp[β(E − µ)]βE′

= −f(E)(1 + f(E))βE′ .

Damit wird die erste Ableitung von G bezüglich v/vs

G′
(
v

vs

)
= (−f ′B

Ω ) ln
{1 + f(ε−)

1 + f(ε+)

}
+(fPh

q − fBΩ )1 + f(ε+)
1 + f(ε−)

(
f ′(ε−)

1 + f(ε+) −
1 + f(ε−)

[1 + f(ε+)]2 f
′(ε+)

)

= βvsz

{
(fPh
q − fBΩ )[f(ε−)p− + f(ε+)p+]

+fBΩ (1 + fBΩ ) ln
[1 + f(ε−)

1 + f(ε+)

]
~q
}
. (B.16)

Entwickelt man also die Ausdrücke in (B.15) bis zum Term erster Ordnung, so lässt sich die

Integration über z analytisch ausführen. Da das erste Moment bereits eine Potenz in z enthält,

verschwindet die nullte Ordnung und die erste Ordnung ergibt 2/3. Genau entgegengesetzt

verhält es sich beim zweiten Moment, hier liefert die nullte Ordnung einen Faktor 2 und die

erste Ordnung nichts. Es verbleibt somit jeweils nur eine Integration über den Betrag von q.

Die linearisierte Form der Gleichungen in (B.15) lauten demnach

Γ(1)
X−Ph ≈ −ev

D2m2kBT

2ρvs(2π~)3

∫ ∞
0

dqq3 2
3
v

vs
G′(0)

∣∣∣
z=1

,

Γ(2)
X−Ph ≈ D2m2kBT

2ρ(2π~)3

∫ ∞
0

dqq32G(0) . (B.17)

Die Güte der Näherung wurde numerisch getestet; die Abweichungen werden erst bei Größen-

ordnungen von v ≥ 0,1 vs relevant. Zum Beispiel beträgt bei einem Verhältnis von v = 0,01 vs
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und typischen Temperaturen und chemischen Potentialen die Größenordnung des Fehlers der

Näherung lediglich 10−4. Daher werden alle Fälle mit v ≤ 0,01 vs über die oben gemach-

te Entwicklung berechnet, während bei höheren Geschwindigkeiten das volle Doppelintegral

berechnet wird.

B.3.2. Numerische Behandlung

Für die numerische Berechnung werden die Integrale in (B.15) über die Substitution x = β~qvs
dimensionslos gemacht. Somit nehmen die beiden Momente die Form

Γ(1)
X−Ph = −ev

D2m2

2ρv5
sβ

5(2π)3~7

∫ ∞
0

dxx3e−x
∫ 1

−1
dzzF1(x, z) ,

Γ(2)
X−Ph = D2m2

2ρv4
sβ

5(2π)3~7

∫ ∞
0

dxx3e−x
∫ 1

−1
dzF1(x, z) (B.18)

mit

F1(x, z) = 1
ezxv/vs − e−x

ln
[1 + f(ε−)

1 + f(ε+)

](
fPh
q

fBΩ
− 1

)

an. Die identische Substitution für die entwickelten Terme führt auf

Γ(1)
X−Ph ≈ −ev

D2m2v

3ρv5
sβ

4(2π)3~7

∫ ∞
0

dxx3e−xF2(x)
∣∣∣
v=0

,

Γ(2)
X−Ph ≈ D2m2

ρv4
sβ

5(2π)3~7

∫ ∞
0

dxx3e−xF3(x)
∣∣∣
v=0

(B.19)

mit den Funktionen

F2(x) = 1
1− e−x

{
x

βvs
(1 + fBΩ ) ln

[1 + f(ε−)
1 + f(ε+)

]
+
(
fPh
q

fBΩ
− 1

)[
f(ε−)p− + f(ε+)p+

]}

und

F3(x) = 1
1− e−x ln

[1 + f(ε−)
1 + f(ε+)

](
fPh
q

fBΩ
− 1

)
.

Nach der Substitution nehmen die zuvor definierten Größen p±, fPh
q und fBΩ die folgende Form

an

p± = x

2βvs
±mvs

(
1 + z

v

vs

)
,

fPh
q =

[
exp

(
x
T

TPh

)
− 1

]−1
,
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fBΩ =
[
exp

[
x

(
1 + z

v

vs

)]
− 1

]−1
,

wobei bei der Berechnung der entwickelten Terme (F2(x) und F3(x)) jeweils v = 0 gesetzt wer-

den muss. In dieser Form wurden die Integrale über Stützstellen im Gauß-Laguerre-Verfahren

berechnet.

B.4. Bestimmung von Temperatur und chemischem Potential aus

den hydrodynamischen Größen

Zur Berechnung einiger Stoßterme ist es nötig, die lokalen Werte von Temperatur T und che-

mischem Potential µ̃ zu kennen, obwohl diese in den hydrodynamischen Größen nicht explizit

enthalten sind. Daher wird in diesem Abschnitt die Frage behandelt, wie aus den hydrodyna-

mischen Größen die lokale Temperatur und das lokale chemische Potential bestimmt werden

können.

Aus der hydrodynamischen Rechnung sind ñ, E, vn sowie daraus abgeleitete Größen wie ε̃

bekannt. Die Verbindung der hydrodynamischen Größen mit der Verteilungsfunktion ist über

ñ(r, t) =
∫

dp
(2π~)3 f(r,p, t) ,

ε̃(r, t) =
∫

dp
(2π~)3

(p−mvn)2

2m f(r,p, t)

gegeben. Die Verteilungsfunktion selbst hat die Form eines lokalen Gleichgewichts

f̃(r,p, t) = [eβ(r,t)[(p−mvn)2/2m+U(r,t)−µ̃(r,t)] − 1]−1 .

Das zu lösende Problem ist also das folgende: die Größen ñ(r, t) und ε̃(r, t) sind zu einer festen

Zeit t an jedem Ort r bekannt. Zu bestimmen sind die entsprechende Temperatur T (r, t) und

das chemische Potential µ̃(r, t).

Ansatz

Zunächst werden die Funktionen fñ und fε̃ folgendermaßen definiert:

fñ(µ̃, T ) = ñ(r, t)−
∫

dp
(2π~)3 f(r,p, t)

fε̃(µ̃, T ) = ε̃(r, t)−
∫

dp
(2π~)3

(p−mvn)2

2m f(r,p, t) . (B.20)



109

Für den korrekten Wert von µ̃ und T muss fñ(µ̃, T ) = fε̃(µ̃, T ) = 0 gelten. Es handelt sich somit

um eine zweidimensionale Nullstellensuche. Wie schon zuvor ist es sinnvoll, die Verschiebung

~k = p′ = p−mvn einzuführen. Zusammen mit den Abkürzungen

β′ = ~2β

2m = ~2

2mkBT
,

µ′ = µeffβ = µ̃− U
kBT

(B.21)

nimmt die Verteilungsfuntion die besonders einfache Form

fk =
[
exp

(
β′k2 − µ′

)
− 1

]−1
(B.22)

an. Auch die Ausdrücke in (B.20) vereinfachen sich weiter zu

fñ(µ′, β′) = ñ− 1
2π2

∫
dkk2fk = ñ− 1

2π2 I0 ,

fε̃(µ′, β′) = ε̃− ~2

2m
1

2π2

∫
dkk4fk = ε̃− ~2

2m
1

2π2 I1 (B.23)

mit In =
∫
dkk2(n+1)fk. Der nächste Schritt des Nullstellenverfahrens (∆µ′ bzw. ∆β′) kann

über [78] ∂fñ
∂µ′

∂fñ
∂β′

∂fε̃
∂µ′

∂fε̃
∂β′


∆µ′

∆β′

 = −

fñ
fε̃

 (B.24)

bestimmt werden. Hierzu werden zunächst die Ableitungen in (B.24) berechnet

∂fñ
∂µ′

= − 1
2π2

∫
dkk2fk(1 + fk) = − 1

2π2J0 ,

∂fε̃
∂µ′

= − ~2

2m
1

2π2

∫
dkk4fk(1 + fk) = − ~2

2m
1

2π2J1 ,

∂fñ
∂β′

= 1
2π2

∫
dkk4fk(1 + fk) = 1

2π2J1 ,

∂fε̃
∂β′

= ~2

2m
1

2π2

∫
dkk6fk(1 + fk) = ~2

2m
1

2π2J2

mit Jn =
∫
dkk2(n+1)fk(1 + fk). Somit ergeben sich

D = ∂fñ
∂µ′

∂fε̃
∂β′
− ∂fñ
∂β′

∂fε̃
∂µ′

= ~2

2m
1

(2π2)2 (J2
1 − J0J2) ,

Dµ′ = ∂fñ
∂β′

fε̃ − fñ
∂fε̃
∂β′

= ~2

2m
1

(2π2)2 [I0J2 − I1J1] + 1
2π2 [J1ε̃− J2

~2

2mñ] ,

Dβ′ = ∂fε̃
∂µ′

fñ −
∂fñ
∂µ′

fε̃ = ~2

2m
1

(2π2)2 [I0J1 − I1J0] + 1
2π2 [J0ε̃− J1

~2

2mñ]
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und dadurch der nächste Schritt der Nullstellensuche ∆µ′ = Dµ′/D und ∆β′ = Dβ′/D [78].

Ausgehend von gegebenen Startwerten können also über die Integrale In und Jn die Nullstel-

len schrittweise angenähert und bei einer bestimmten Genauigkeit die Iteration abgebrochen

werden.

B.4.1. Integrale

Die Integrale In können durch

In =
∫
dkk2(n+1)fk

=
∫
dkk2(n+1)[exp(β′k2 − µ′)− 1]−1

=
∫
dkk2(n+1) exp(−β′k2)

exp(−µ′)− exp(−β′k2)

= 1
2β′n+3/2

∫
dxxn+1/2e−x

1
z−1 − e−x

mit der Substitution x = β′k2 und z = eµ
′
umgeformt werden. Durch analoges Vorgehen ergibt

sich für Jn

Jn =
∫
dkk2(n+1)fk(1 + fk)

=
∫
dkk2(n+1) exp(−β′k2)

exp(−µ′)− exp(−β′k2)
exp(−µ′)

exp(−µ′)− exp(−β′k2)

= 1
2zβ′n+3/2

∫
dxxn+1/2e−x

( 1
z−1 − e−x

)2
.

Somit entsprechen sowohl In als auch Jn der Form
∫∞

0 dxxαe−xf(x) mit α = n + 1/2. Solche

Integrale können wiederum mittels Gauß-Laguerre-Stützstellen numerisch berechnet werden.

B.4.2. Startwerte

Bei mehrdimensionalen Nullstellensuchen ist die Wahl der Startwerte von großer Bedeutung.

Eine physikalisch sinnvolle Möglichkeit besteht darin, die entsprechenden Werte der Boltz-

mannverteilung zu berechnen und diese als Startwerte zu verwenden. In diesem Fall ist die

Verteilung durch fB(k) = exp(−β′k2 + µ′) gegeben und alle Integrale sind analytisch auswert-

bar:

ñ = eµ
′

2π2

∫
dkk2e−β

′k2 = eµ
′

8 (πβ′)−3/2 ,

ε̃ = ~2

2m
eµ

′

2π2

∫
dkk4e−β

′k2 = ~2

2m
3

16π3/2
eµ

′

β′5/2
.
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Somit lassen sich µ′ und β′ explizit berechnen. Das Umstellen obiger Gleichungen ergibt

β′0 = 3
2
~2

2m
ñ

ε̃
,

µ′0 = ln

ñ(3π~2ñ

mε̃

)3/2


und somit die gesuchten Startwerte, wobei µ′0 ≤ 0 zu beachten ist. Aufgrund der Eigenschaf-

ten des Newton-Verfahrens ist die Verwendung einer Iterationsbremse sinnvoll. Mittels der hier

dargelegten Überlegungen wurde ein Algorithmus zur Lösung des Inversionsproblems imple-

mentiert.

B.5. fit-Formel für das Spektrum

Zur Entwicklung einer fit-Formel für das Spektrum wird davon ausgegangen, dass sich die

Exzitonen im thermodynamischen Gleichgewicht befinden und es kein Kondensat im System

gibt. Unter diesen Voraussetzungen gilt

I(ω, r) ∼ nB(~ω − µ)δ(~ω − µ− E(k0, r)) , (B.25)

wobei die Energie E(k0, r) durch E(k0, r) = ~2k2
0/2m + Vext(r) + 2gñ(r) gegeben ist. Um

eine möglichst einfache Formel zu erhalten, müssen einige Näherungen gemacht werden. Es

wird angenommen, dass das externe Potential durch Vext(r) = V0 + αzz
2 + α%%

2 beschrieben

werden kann und dass der Einfluss der Wechselwirkung durch eine ortsunabhängige Konstante

CXX ≈ 2gñ(r) zusammengefasst werden kann. Somit lautet die Energierelation

E(k0, r) = ~2k2
0

2m + Vext(r) + 2gñ(r)− µ

≈ ~2k2
0

2m + CX + αzz
2 + α%%

2 + V0 − µ (B.26)

≈ ∆E + αzz
2 + α%%

2 − µ .

Demnach ergibt sich

Ifit(ω) =
∫
drnB(~ω − µ)δ(~ω − µ− E(k0, r))

=nB(~ω − µ)
∫
dr δ

(
~ω −∆E − αzz2 − α%%2

)
=nB(~ω − µ)

∫ ∆x

−∆x

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

dxdydz δ(E′ − αzz2 − α%%2)

=nB(~ω − µ)
√
αz

∫ ∆x

−∆x

∫ ∞
−∞

dxdy(E′ − α%[x2 + y2])−1/2Θ(E′ − α%[x2 + y2])
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=2nB(~ω − µ)
√
αzα%

∫ ∆x

−∆x

∫ ymax

0
dxdy(y2

max − y2)−1/2

=πnB(~ω − µ)
√
αzα%

∫ ∆x

−∆x
dxΘ(E′ − α%x2)

=2πnB(~ω − µ)
√
αzα%

Θ(~ω −∆E)


√

~ω−∆E
α%

für
√

~ω−∆E
α%

< ∆x

∆x sonst.

Da der Proportionalitätsfaktor des Spektrums unbekannt ist, wird folgendes Modell zur Anpas-

sung der Spektren benutzt:

Ifit(ω) ∼ I0nB(~ω − µ)Θ(~ω −∆E)


√

~ω−∆E
α%

für
√

~ω−∆E
α%

< ∆x

∆x sonst
+ IU . (B.27)

Hierbei ist zu beachten, dass ∆x und α% vorzugebende Parameter sind. Im Gegensatz dazu sind

die Temperatur T , das chemische Potential µ, die energetische Verschiebung ∆E, die Konstante

I0 und die Untergrundkorrektur IU freie Parameter, welche es anzupassen gilt. Die fit-Formel

aus Gleichung (B.27) muss noch mit der effektiven spektralen Auflösung ∆ gefaltet werden,

was zum Auftreten eines weiteren fit-Parameters führt.

Da das chemische Potential im wesentlichen Einfluss auf die absolute Höhe des Spektrums

hat, hat der Vorfaktor I0 eine ähnliche Wirkung. Um beide Effekte sauber voneinander zu

trennen, muss der Vorfaktor geeicht werden. Hierzu wird zur ersten Messung einer Messreihe

zunächst über das Ratenmodell die Exzitonenzahl ermittelt und anschließend das chemische

Potential zur gegebenen Temperatur theoretisch berechnet. Mit diesem chemischen Potential

wird dann der Vorfaktor I0 geeicht. Für alle späteren Spektren der Messreihe wird dieser dann

konstant gehalten. Für die z-aufgelöste Lumineszenz I(z) verläuft die Rechnung analog.

1 + 1 = 2
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