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Модуль 0. ВВЕДЕНИЕ В ДИСЦИПЛИНУ 
 

 
Механика материалов − наука, занимающаяся разработкой 

методов расчета элементов конструкций на прочность, жесткость 
и устойчивость. Она является основой технического образования 
в вузе, развивая у специалиста широкое инженерное мышление 
и творческую инициативу.  

Правильное и рациональное выполнение расчетов на прочность, 
жесткость и устойчивость элементов конструкций, используемых 
в сложных эксплуатационных условиях под действием как статиче-
ских, так и динамических нагрузок, учет температурных воздейст-
вий и процессов, связанных с длительностью эксплуатации, являет-
ся необходимым условием надежности и долговечности машин, 
механизмов и оборудования при одновременном снижении их ма-
териалоемкости. Для усвоения дисциплины «Механика материа-
лов» требуются знания, полученные при изучении разделов матема-
тики, физики, материаловедения, технологии конструкционных 
материалов, теоретической механики: элементы линейной и век-
торной алгебры, введение в математический анализ, дифференци-
альные и интегральные исчисления, физические основы классиче-
ской механики, элементы механики сплошных сред,  углеродистые 
и легированные стали, цветные металлы и сплавы, статика твердого 
тела, пространственная и плоская системы сил, кинематика точки 
и твердого тела, общие теоремы динамики, элементы аналитиче-
ской механики.  

Цель дисциплины – формирование у студентов фундаменталь-
ных основ инженерных знаний для проведения расчетов на проч-
ность, жесткость, устойчивость элементов конструкций, развитие 
инженерного мышления; подготовка студентов к использованию 
полученных знаний в будущей профессиональной деятельности. 

Задачи дисциплины – овладение теоретическими основами 
и практическими методами расчетов на прочность, жесткость  

 
8 

и устойчивость элементов конструкций, формирование фундамента 
инженерных знаний на основе изучения достижений мировой 
и отечественной науки и техники. 

Изучение дисциплины будет содействовать формированию у сту-
дентов следующих компетенций: 
академических: 
• владение базовыми научно-теоретическими знаниями, иссле-

довательскими навыками, системным и сравнительным анализом 
и применение их для решения теоретических и практических задач; 

• умение работать самостоятельно, быть способным порождать 
новые идеи, повышать свою квалификацию в течение всей жизни; 

• владение навыками, связанными с использованием техни-
ческих устройств, управлением информацией и работой с ком-
пьютером; 
социально-личностных: 
• чувство ответственности за порученное дело; 
• высокая гражданственность;  
• способность к принятию нестандартных решений, к социаль-

ному взаимодействию и межличностным коммуникациям; 
профессиональных: 
• владение информационными технологиями проектирования 

машин, сборочных единиц и технологических процессов; 
• способность к выполнению изобретательских и рационализа-

торских работ, проектированию новой сельскохозяйственной тех-
ники и ремонтно-технологического оборудования; 

• устойчивый профессиональный интерес к новейшим дости-
жениям науки и передовой практики на протяжении всего активно-
го периода трудовой деятельности. 

В результате изучения дисциплины студент должен знать: 
– механические характеристики материалов и методы их опре-

деления; 
– основные виды нагружения элементов конструкций; 
– экспериментальные методы определения  напряжений, 

деформаций, нагрузок; 
– основы теорий напряженного и деформированного состояний, 

теории прочности; 
– особенности расчета статически неопределимых систем; 
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– основные направления повышения усталостной прочности,   
надежности и долговечности элементов конструкций; 

– особенности расчета элементов конструкций при динамических    
нагрузках; 
уметь: 
 – производить выбор расчетной модели (расчетной схемы); 
 – рационально подбирать материал для изготовления элементов 

конструкции; 
 – выполнять расчеты стержней, брусьев, балок, валов, плоских 

стержневых систем на прочность, жесткость и устойчивость, опре-
делять их размеры, обеспечивающие надежную работу и наимень-
шую материалоемкость создаваемой конструкции. 

Согласно образовательному стандарту и типовому учебному 
плану на изучение дисциплины отводится 256 часов, из них 120 – 
аудиторных занятий, в том числе лекций – 68, лабораторных заня-
тий – 18, практических занятий – 34 часа. 

Курс «Механика материалов» строится по модульно-
рейтинговой системе, в которой предусматривается 4 модуля – по 
2 модуля в каждом из двух семестров, соответственно с зачетом 
и итоговым экзаменом.  
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Тематический план 
 

В том числе 

Лекции (ч)
Лабора-
торные  

занятия (ч)

Практи-
ческие  

занятия (ч) 

№ и наименование 
 модуля 

Общее 
кол-во 
аудитор-
ных  

часов на 
модуль 

Ча
сы

 п
о 
пл
ан
у 

В 
то
м 
чи
сл
е 
У
СР

С 

Ча
сы

 п
о 
пл
ан
у 

В 
то
м 
чи
сл
е 
У
СР

С 

Ча
сы

 п
о 
пл
ан
у 

В 
то
м 
чи
сл
е 
У
СР

С 

У
СР

С 
(ч

) 

М-0. Введение  
в дисциплину 1 1       

М-1. Основные по-
нятия и определения. 
Основы теории  
напряженного  
и деформированного  
состояния 

31 13 2 10  8 4 6 

М-2. Растяжение и 
сжатие, изгиб,  
кручение, сдвиг 

32 16 4 8  8 2 6 

М-3. Сложное на-
гружение. Переме-
щения в упругой 
системе при произ-
вольной нагрузке. 
Расчет статически 
неопределимых 
стержневых систем 
методом сил 

28 18 4   10 2 6 
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В том числе 

Лекции (ч) 
Лабора-
торные  

занятия (ч)

Практи-
ческие  

занятия (ч)

№ и наименование 
 модуля 

Общее 
кол-во 
аудитор-
ных  

часов на 
модуль 

Ча
сы

 п
о 
пл
ан
у 

В 
то
м 
чи
сл
е 
У
СР

С 

Ча
сы

 п
о 
пл
ан
у 

В 
то
м 
чи
сл
е 
У
СР

С 

Ча
сы

 п
о 
пл
ан
у 

В 
то
м 
чи
сл
е 
У
СР

С 

У
СР

С 
(ч

) 

М-4. Продольный 
изгиб прямых 
стержней. Прочность 
при переменных на-
пряжениях. Динами-
ческие нагружения. 
Плоские кривые 
брусья 

28 20 2   8 2 4 

Итого: 120 68 12 18  34 10 22 
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Модуль 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ.  
ОСНОВЫ ТЕОРИИ НАПРЯЖЕННОГО 

И ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 
 

 
 

В результате изучения модуля студент должен:  
знать (описывать и формулировать) цели и задачи дисципли-

ны, основные понятия и определения, геометрические характери-
стики плоских сечений брусьев, механические характеристики ма-
териалов, основы теории напряженного и деформированного 
состояния, теории прочности; 
уметь составлять расчетные модели для реальных объектов, оп-

ределять величины внутренних силовых факторов и строить их 
эпюры, механические характеристики материалов, определять гео-
метрические характеристики простых и сложных сечений брусьев, 
исследовать напряженное и деформированное состояние, оценивать 
прочность материала. 

 
 

Словарь основных понятий 
 

Балка  – брус, испытывающий изгиб.  
Брус  – элемент конструкции, один из размеров (длина) которо-

го намного больше двух других размеров. 
Главные  напряжения  – нормальные напряжения, действую-

щие на главных площадках. 
Главные  площадки  – площадки, на которых отсутствуют ка-

сательные напряжения. 
Главные  центральные  моменты  инерции  – осевые момен-

ты инерции относительно главных центральных осей инерции. 
Главные  центральные  оси  инерции  – оси, проходящие че-

рез центр тяжести сечения, относительно которых центробежный 
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момент инерции равен нулю, а осевые моменты инерции достигают 
экстремальных значений. 

Жесткость  – способность элементов инженерных конструкций 
при действии внешних нагрузок сопротивляться изменению перво-
начальных размеров и формы. 

Конструкция  – любое материальное образование, способное 
воспринимать внешнее воздействие без разрушения. 

Коэффициент  Пуассона  – абсолютная величина отношения 
относительной поперечной деформации к относительной продольной 
деформации, физическая постоянная материала, характеризующая его 
упругие свойства. 

Кручение  – вид нагружения, при котором в поперечных сече-
ниях элемента конструкции возникает только крутящий момент. 

Линейное  (одноосное)  напряженное  состояние  – одно 
главное напряжение не равно нулю, а два других равны нулю. 

Массивное  тело  – элемент конструкции, все размеры которо-
го сопоставимы (примерно одинаковы). 

Модуль  упругости  (модуль  Юнга)  – отношение напряже-
ния к деформации, физическая постоянная, характеризующая жест-
кость материала. 

Напряжение  – мера интенсивности внутренних сил в точке. 
Напряженное  состояние  в  точке  – совокупность напряже-

ний для всех площадок, проходящих через данную точку. 
Оболочка  – элемент конструкции, один из размеров (толщи-

на) которого намного меньше двух других размеров. 
Объемное  (трехосное)  напряженное  состояние  – все три 

главных напряжения не равны нулю. 
Относительная  линейная  деформация  (относительное уд-

линение) в  точке  – предел отношения  приращения расстояния 
между точками тела к первоначальному расстоянию, если послед-
нее стремится к нулю. 

Пластина  – оболочка, срединная поверхность которой пред-
ставляет собой плоскость. 

Плоское  (двухосное)  напряженное  состояние  – два 
главных напряжения не равны нулю, а третье равно нулю. 

Предел  пропорциональности  – наибольшее напряжение, до 
которого материал подчиняется закону Гука. 
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Предел  прочности  – отношение наибольшей нагрузки, кото-
рую способен выдержать образец, к первоначальной площади его по-
перечного сечения. 

Предел  текучести  – напряжение, при котором происходит 
полный переход материала к пластической деформации. 

Предельное  напряженное  состояние  – напряженное со-
стояние, характеризуемое появлением у пластичных материалов  
заметных остаточных деформаций, а у хрупких – образованием ме-
стных трещин, свидетельствующих о начале разрушения. 

Прочность  – способность элементов инженерных конструкций 
воспринимать внешние нагрузки без разрушения. 

Растяжение  (сжатие)  – вид нагружения, при котором в по-
перечных сечениях элемента конструкции возникает только 
продольная (нормальная) сила. 

Расчетная  модель  (расчетная схема) – реальный объект, схе-
матизированный и освобожденный от несущественных факторов. 

Сдвиг  – вид нагружения, при котором в поперечных сечениях 
элемента конструкции возникает только поперечная сила. 

Стержень  – брус с прямолинейной осью. 
Чистый  изгиб  – вид нагружения, при котором в поперечных     

сечениях элемента конструкции возникает только изгибающий момент. 
Устойчивость  – способность конструкции сохранять под     

нагрузкой первоначальную форму равновесия. 
Эквивалентное  напряженное  состояние  – линейное на-

пряженное состояние при растяжении, равноопасное с заданным 
напряженным состоянием. 

Эквивалентное  напряжение  – напряжение, действующее 
в эквивалентном напряженном состоянии. 

Эпюра  внутреннего  силового  фактора  – график измене-
ния внутреннего силового фактора вдоль оси бруса. 
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1.1. План, научно-теоретическое содержание модуля 1 
 

Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое 
содержание  

Прим. 
и т. д. 

Основные понятия и определения 
 

Лекция 1 
1. Реальный объект и расчетная схе-
ма (модель). 
2. Внутренние силы. Метод сечений.  
3. Внутренние силовые факторы. Их 
определение через внешние силы. 
Виды нагружений. 
 

Лекция 2 
1. Соотношения между внешними 
нагрузками, поперечной силой и из-
гибающим моментом.  
2. Выводы, вытекающие из соотно-
шений между р, Q и М, их исполь-
зование при проверке эпюр Q, М.  
3. Напряжения. Зависимости между 
внутренними силовыми факторами 
и напряжениями.  
4. Понятие о перемещениях и де-
формациях, их определение. 
 

 
 
 
[1, с. 9–13] 
 
[1, с. 14]  
[1, с. 14–18]  
 
 
 
 
[1, с. 19–24]  
 
 
[1, с. 25–27]  
 
 
[1, с. 58–61]  
 
 
[1, с. 61–65]  

 
 
 

Лекция – 
3 часа 

Механические характеристики 
материалов 

 
1. Механические характеристики 
материалов. Диаграммы растяжения 
для пластичных и хрупких мате-
риалов.  
2. Допускаемые напряжения. Поня-
тие о коэффициенте безопасности. 

 
 
 
[1, с. 119–131] 
 
 
 
[1, с. 145–147] 

 
 
 
Изуча-
ется са-
мостоя-
тельно 
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Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое 
содержание  

Прим. 
и т. д. 

Геометрические характеристики 
плоских сечений 

 
1. Статические моменты сечений, их 
изменение при параллельном пере-
носе осей. Центр тяжести сечения.  
2. Моменты инерции сечения (осе-
вой, центробежный, полярный), их 
свойства.   
3. Изменение осевых и центробеж-
ного моментов инерции при парал-
лельном переносе осей.  
4. Изменение осевых и центробеж-
ного моментов инерции при пово-
роте осей.  
5. Главные оси инерции и главные 
моменты инерции сечения.  
6. Порядок определения главных 
центральных осей инерции и глав-
ных моментов инерции сложного 
сечения. Свойства симметричных 
сечений. 
7. Вывод осевых моментов инерции  
для прямоугольника, осевого и по-
лярного моментов инерции для кру-
га и кольца. 
 

 
 
 
[1, с. 166–180] 
 
 
[1, с. 166–170] 
 
 
[1, с. 178–180] 
 
 
[1, с. 180–182] 
 
 
[1, с. 182–190] 
 
[1, с. 191–197] 
 
 
 
 
[1, с. 168–179] 

 
 
 
Изуча-
ется са-
мостоя-
тельно 

Основы теории напряженного 
и деформированного состояния 

 
Лекция 3 

1. Напряженное состояние в точке: оп-
ределение, компоненты, типы, закон 
парности касательных напряжений.  
 

 
 
 
 
[1, с. 74–77] 
 
 
 

 
 
 
 

Лекция – 
6 часов 
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Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое 
содержание  

Прим. 
и т. д. 

2. Исследование напряженного со-
стояния в точке: нормальные и каса-
тельные напряжения на наклонных 
площадках.  
3. Положение главных площадок, 
главные напряжения.  

 
Лекция 4 

1. Определение максимальных ка-
сательных напряжений и положе-
ния площадок, на которых они дей-
ствуют.  
2. Обзор различных видов напря-
женных состояний.  
3. Деформированное состояние 
в точке: определение, компоненты, 
типы. Объемная деформация.  
4. Закон Гука при растяжении  
и сжатии. Модуль упругости (мо-
дуль Юнга), его физический  
смысл.  

 
Лекция 5 

1. Коэффициент Пуассона, физиче-
ский смысл.  
2. Закон Гука при сдвиге. Модуль 
сдвига, его физический смысл.  
3. Обобщенный закон Гука.  
4. Потенциальная энергия деформа-
ции в общем случае напряженного 
состояния. Удельные потенциальные 
энергии изменения объема и измене-
ния формы. 
 

[1, с. 79–81] 
 
 
 
[1, с. 81–85] 
 
 
 
[1, с. 85–87] 
 
 
 
[1, с. 87–92] 
 
[1, с. 108–109] 
 
 
[1, с. 99–100] 
 
 
 
 
 
[1, с. 100–102] 
 
[1, с. 106–108] 
 
[1, с. 103–106] 
 
[1, с. 109–113] 
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Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое 
содержание  

Прим. 
и т. д. 

Теории прочности 
 

Лекция 6 
1. Назначение и сущность теорий 
прочности. Эквивалентное напря-
женное состояние и эквивалентное 
напряжение.  
2. Классические теории прочности 
(теория наибольших нормальных на-
пряжений, теория наибольших отно-
сительных удлинений, теория наи-
больших касательных напряжений, 
энергетическая теория). Вывод экви-
валентных напряжений, условия 
прочности.  
3. Теория прочности Мора и ее прак-
тическое применение. 
 

 
 
 
[1, с. 153–156]  
 
 
 
[1, с. 156–160]  
 
 
 
 
 
 
 
[1, с. 160–166]  

 
 
 

Лекция – 
2 часа 

 
 

1.1.1. Вопросы для самоконтроля 
 

Основные понятия и определения 
 
Дайте определение прочности. 
Дайте определение жесткости. 
Дайте определение устойчивости. 
Что составляет содержание курса «Механика материалов»? 
Чем занимается наука «Механика материалов»? 
Что такое расчетная модель (расчетная схема)? 
Какие модели включает расчетная модель? 
В механике материалов материал конструкции считается  

однородным и сплошным. Что это значит? 
В механике материалов материал конструкции считается  

изотропным. Что это значит? 
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В механике материалов считается, что материал конструкции 
обладает идеальной упругостью. Что это значит? 

Что называется брусом? 
Что называется оболочкой? 
Что называется пластиной? 
Что называется массивным телом? 
По каким признакам и как классифицируются внешние нагрузки? 
В чем состоит сущность принципа независимости действия сил? 
В чем состоит сущность принципа начальных размеров? 
В чем состоит сущность принципа Сен-Венана? 
Дать определение внутренним силам. 
Перечислите внутренние силовые факторы. 
Какой вид нагружения называется простым? 
Какой вид нагружения называется сложным? 
Назовите простые виды нагружения. 
Какой вид нагружения называется растяжением и сжатием? 
Какой вид нагружения называется кручением? 
Какой вид нагружения называется чистым изгибом? 
Какой вид нагружения называется сдвигом? 
Чему равна продольная (нормальная) сила в произвольном  

поперечном сечении бруса? 
Чему равен крутящий момент в произвольном поперечном сече-

нии вала? 
Чему равен изгибающий момент относительно оси  у  в произ-

вольном поперечном сечении бруса? 
Чему равна поперечная сила Qy  в произвольном поперечном   

сечении бруса? 
В чем заключается сущность правила знаков для продольной силы? 
В чем заключается сущность правила знаков для крутящего    

момента? 
В чем заключается сущность правила знаков для изгибающего 

момента Мz? 
В чем заключается сущность правила знаков для поперечной 

силы Qy? 
Запишите соотношения между интенсивностью распределен-

ной нагрузки, поперечной силой и изгибающим моментом при 
изгибе балок. 
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Какой вид будут иметь эпюры поперечных сил и изгибающих 
моментов на участках балок, не загруженных равномерно распре-
деленной нагрузкой? 

Какой вид будут иметь эпюры поперечных сил и изгибающих 
моментов на участках балок загруженных равномерно распреде-
ленной нагрузкой? 

Что следует ожидать на эпюрах поперечных сил и изгибающих 
моментов в поперечных сечениях балок, где приложена перпенди-
кулярно оси сосредоточенная сила? 

Что называется напряжением? 
Какова зависимость между полным, нормальным и касательным 

напряжениями в исследуемой точке заданного сечения? 
Что называется вектором полного перемещения точки? 
Что называется относительной линейной деформацией в точке 

по заданному направлению? 
Что называется относительным сдвигом, или углом сдвига 

в точке заданной плоскости? 
 
 
Механические характеристики материалов 
 
Что называется диаграммой растяжения? 
Чем отличаются диаграммы растяжения для пластичных 

и хрупких материалов? 
Назовите характеристики прочности материала. 
Назовите характеристики пластичности материала. 
Как определяются пределы текучести, пропорциональности, 

прочности, относительное остаточное удлинение и сужение, удель-
ная работа по разрыву образца? 

 
 

Геометрические характеристики плоских сечений 
 
Что называется статическим моментом площади сечения отно-

сительно оси у, и в каких единицах он измеряется? 
Что называется статическим моментом площади сечения отно-

сительно оси z, и в каких единицах он измеряется? 
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Что называется моментом инерции сечения относительно оси у, 
и в каких единицах он измеряется? 

Что называется моментом инерции сечения относительно оси z, 
и в каких единицах он измеряется? 

Что называется полярным моментом инерции сечения, и в каких 
единицах он измеряется? 

Что называется центробежным моментом инерции сечения, 
и в каких единицах он измеряется? 

Какая ось называется центральной осью сечения? 
Что называется центром тяжести сечения? 
Запишите формулы для определения координат центра тяжести 

сечения. 
Как изменяются статические моменты площади сечения при    

параллельном переносе осей от центра тяжести? 
Как изменяются осевые моменты инерции сечения при парал-

лельном переносе осей от центра тяжести? 
Как изменяется центробежный момент инерции сечения при    

параллельном переносе осей от центра тяжести? 
Дайте определение главных центральных осей инерции сечения. 
Дайте определение главных центральных моментов инерции 

сечения. 
Как определить положение главных центральных осей инерции 

сечения? 
Как определить величины главных центральных моментов инер-

ции сечения? 
 
 
Основы теории напряженного и деформированного состояния 
 
Дайте определение напряженному состоянию в точке. 
В чем заключается сущность правил знаков для нормальных 

и касательных напряжений? 
Назовите виды напряженных состояний в точке. 
Какие напряжения называются главными? 
Сформулируйте и запишите закон парности касательных     

напряжений. 
Какие площадки называются главными? 
Какое напряженное состояние называется одноосным, или 

линейным? 
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Какое напряженное состояние называется двухосным, или 
плоским? 

Какое напряженное состояние называется трехосным, или 
объемным? 

По какой формуле определяются нормальные напряжения на на-
клонной площадке параллельной оси  z (главная ось напряженного 
состояния)? 

По какой формуле определяются касательные напряжения на 
наклонной площадке параллельной оси z (главная ось напряженно-
го состояния)? 

По какой формуле определяется положение главных площадок 
параллельных оси z (главная ось напряженного состояния)? 

Как найти наибольшие касательные напряжения на площадках 
параллельных оси z (главная ось напряженного состояния)? 

Дайте определение деформированному состоянию в точке. 
Какие координатные оси называются главными осями деформи-

рованного состояния? 
Какие деформации называются главными? 
Сформулируйте и запишите закон Гука при растяжении 

и сжатии. 
Какая величина называется коэффициентом Пуассона? 
Сформулируйте и запишите закон Гука при сдвиге. 
Как связаны между собой относительное изменение объема с 

относительными линейными деформациями в точке? 
Опираясь на обобщенный закон Гука, запишите выражение, по     

которому определяется относительная линейная деформация в точке 
в направлении оси  х. 

Опираясь на обобщенный закон Гука, запишите выражение, по 
которому определяется наибольшая главная деформация в точке. 

Опираясь на обобщенный закон Гука, запишите выражение, по    
которому определяется наименьшая главная деформация в точке. 

Дайте определение потенциальной энергии деформации. 
 
 
Теории прочности 
 
Что такое эквивалентное напряжение? 
Запишите условие прочности согласно энергетической теории. 
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Запишите условие прочности согласно теории наибольших    
нормальных напряжений. 

Запишите условие прочности согласно теории наибольших      
относительных удлинений. 

Запишите условие прочности согласно теории наибольших каса-
тельных напряжений. 

Запишите условие прочности согласно теории Мора. 
 
 

1.2. Учебно-методические материалы  
к лабораторным работам 

 

Название лабораторной работы 
Учебно-

методические  
материалы 

1. Геометрические характеристики  
плоских сечений [5, с. 98–107] 

2. Испытание материалов на растяжение [6, с. 14–26] 
3. Определение коэффициента Пуассона  
для стали [6, с. 27–44] 

4. Определение модуля упругости для стали [6, с. 45–49] 
 
 

1.3. Учебно-методические материалы  
к практическим занятиям 

 
1.3.1. Построение эпюр Q, M и N для рам 

 
Рекомендуемая методика построения эпюр  
внутренних силовых факторов Q, M и  N для рам 

 
1. Изобразить заданную расчетную схему рамы. 
2. Приложить все заданные внешние силы и неизвестные  

реакции связей. 
3. Составить уравнения равновесия тела (конструкции) под дей-

ствием приложенной системы сил. 
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4. Решить полученную систему уравнений и определить неиз-
вестные реакции опор. Проверить правильность определения 
реакций. 

5. Разбить расчетную схему на участки. Границами участков яв-
ляются сечения, в которых меняется характер нагрузки, размеры 
поперечного сечения, а также узлы рам. 

6. Написать, используя метод сечений, на каждом участке рамы 
уравнения для внутренних силовых факторов Q, M и N. 

7. Вычислить на каждом участке значения внутренних силовых 
факторов и построить эпюры Q, M и N. Проверить правильность 
построения эпюр. 

 
 

Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию   

 
Построение эпюр внутренних силовых факторов для рам вызыва-

ет определенные трудности. Необходимо вспомнить отдельные      
положения статики. 

Свободное твердое тело в пространстве имеет 6 степеней свобо-
ды, то есть может совершать 6 независимых движений: 3 поступа-
тельных вдоль трех осей координат и 3 вращения вокруг этих осей.  

Тела (твердые или гибкие), ограничивающие свободу перемеще-
ния рассматриваемого тела, называются связями. На тело может 
быть одновременно наложено несколько связей. Каждая связь от-
нимает у тела одну степень свободы или уменьшает на единицу 
возможное число независимых движений.  

Сила, заменяющая действие связи на рассматриваемое тело, на-
зывается реакцией связи. В отличие от внутренних сил, характери-
зующих взаимодействия частиц (элементов) тела, силы реакций ха-
рактеризуют взаимодействие данного тела с другими телами 
и являются внешними силами. Если физическое тело представляет 
балку, раму, колонну, передающие давление на опоры, то реакции 
связей называются опорными реакциями. В зависимости от распо-
ложения в пространстве элементов конструкции и действующих 
сил различают: 

– плоские системы, у которых геометрические оси всех эле-
ментов и действующие внешние силы, включая реакции опор, 
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расположены в одной плоскости, являющейся главной централь-
ной плоскостью инерции; 

– пространственные системы, у которых геометрические оси 
элементов и действующие силы расположены в разных плоскостях. 

На практике нередко при составлении расчетных схем простран-
ственные в действительности системы заменяются плоскими. На-
пример, составные балки, мостовые конструкции, рамы машин 
и т. д. Для соединения в плоской системе различных инженерных 
конструкций с основанием применяются следующие типы опор. 

Односвязная, или шарнирно подвижная опора (рис. 1.1). 

 
 

Рис. 1.1. Шарнирно подвижная опора 
 

Эта опора накладывает на конструкцию одну связь: запрещает ее 
перемещение в вертикальном направлении. Реакция опоры будет 
приложена в центре шарнира и направлена вертикально, неизвест-
ной является только ее величина. 

Двухсвязная, или шарнирно неподвижная опора (рис. 1.2). 

 
 

Рис. 1.2. Шарнирно неподвижная опора 
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Эта опора накладывает на конструкцию две связи – запрещает ее 
перемещение в горизонтальном и вертикальном направлениях. Ре-
акция опоры будет определяться горизонтальной и вертикальной 
составляющими силами. 

Трехсвязная неподвижная опора, или заделка (рис. 1.3). 

 
Рис. 1.3. Заделка 

 
Такая опора накладывает на конструкцию полное число связей 

(3 связи для плоской системы) – запрещает в плоскости любые ее 
перемещения. Реакция опоры будет определяться горизонтальной 
и вертикальной составляющими силами и опорными, или защем-
ляющими, моментами. 

Величины опорных реакций находятся из условия равновесия 
конструкции как свободного твердого тела. Составляющие (проек-
ции) неизвестных реакций опор в общем случае удобно направлять 
по положительным направлениям осей координат. Если в результа-
те решения составляющая окажется отрицательной, это значит, что 
сила в действительности направлена в противоположную сторону 
и ее направление нужно на схеме заменить на обратное. При со-
ставлении уравнений равновесия стремятся к тому, чтобы каждая 
неизвестная составляющая реакций определялась независимо от 
других из одного уравнения: 

∑
=
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i
xiF

1

= 0, ∑
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n

i
yiF
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n

i
iz Fm

1

)( = 0,   (1.1) 

где х – ось, совпадающая с осью тела (элемента конструкции); 
у, z – главные центральные оси инерции поперечного сечения. 
 
Первостепенное значение в задачах имеет правильное определе-

ние величин и направлений реакций опор и должно подвергаться 
обязательной проверке. Как правило, для выполнения проверки 
применяется не используемое уравнение равновесия (1.1).  Ре
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Внутренние силовые факторы определяются с помощью метода 
сечений. Сущность этого метода заключается в том, что нагружен-
ное тело (конструкция) рассекается плоскостью, перпендикулярной 
к оси, на две части. Одна из частей конструкции рассматривается 
в равновесии. Тогда внутренние силовые факторы в заданном попереч-
ном сечении элемента будут получены из соответствующих уравнений 
равновесия, составленных для оставшейся части рамы:  
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Таким образом: 
– нормальная или продольная сила N в поперечном сечении   

равна алгебраической сумме проекций на ось х всех внешних сил, 
действующих на оставшуюся часть тела;  

– поперечные силы Qy и Qz в сечении соответственно равны ал-
гебраической сумме проекций на оси у и z, расположенные в рас-
сматриваемом сечении, всех внешних сил, действующих на остав-
шуюся часть тела; 

– изгибающие моменты Mz и My в сечении соответственно равны 
алгебраической сумме моментов относительно осей z и у рассмат-
риваемого сечения всех внешних сил, действующих на оставшуюся 
часть тела; 

– крутящий момент Т в поперечном сечении равен алгебраи-
ческой сумме моментов относительно оси х всех внешних сил, дей-
ствующих на оставшуюся часть тела. 

Внутренние силовые факторы изменяются вдоль оси элемента 
(бруса). Для определения положения опасного сечения бруса стро-
ятся эпюры внутренних силовых факторов. При построении эпюр 
исходят из ряда положений (см. с. 58). 

Построенные эпюры необходимо проверить. Для этого исполь-
зуются выводы о характере эпюр, вытекающие из соотношений 
между внешней нагрузкой, поперечной силой и изгибающим мо-
ментом (см. с. 59). Для рам дополнительно проводится статическая 
проверка, заключающаяся в проверке равновесия каждого узла,   
вырезанного из нагруженной рамы (рис. 1.4).  
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Рис. 1.4. Схема нагружения узла рамы 
 

На рис. 1.4 
321321321 ,,,,,,,, xxxxxxxxx MMMNNNQQQ  представ-

ляют усилия и моменты, заменяющие действие на узел отброшен-
ных стержней, принимаемые с учетом знаков из построенных эпюр. 
МВ – внешний момент, приложенный к узлу.   

Уравнения равновесия узла запишем, проектируя все силы на 
вертикальную υ  и горизонтальную u оси  и составляя уравнение 
моментов относительно точки D. 

∑ =−−=υ 0
213 xxx QQN ; 

∑ =−−= 0
321 xxx QNNu ; 

∑ =−−−= 0В132
MMMMm xxxD . 

Считается, что поперечные силы 
321 ,, xxx QQQ проходят через 

точку D и их плечи относительно точки D равны нулю, поэтому они 
не входят в уравнение моментов. Если к узлу приложены внешние 
сосредоточенные силы или моменты, то они должны включаться 
в уравнения равновесия. Так как алгебраическая сумма моментов 
в узле равняется нулю, то изгибающий момент при переходе через 
узел, соединяющий два стержня, когда в узле не приложена внеш-
няя пара сил (сосредоточенный момент), должен оставаться неиз-
менным как по величине, так и по знаку. 
Пример 1.1. Построить эпюры изгибающих моментов, попереч-

ных и нормальных сил для рамы, нагруженной силой F = 20 кН, рав-
номерно-распределенной нагрузкой интенсивностью р = 15 кН/м Ре
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и парой сил с моментом М = 28 кН·м. Собственным весом пре-
небречь (рис. 1.5). 

 

 
 

Рис. 1.5. Расчетная схема и эпюры внутренних силовых факторов  
в сечениях элементов рамы 

 
Решение. Определяем опорные реакции. Реакцию опоры В пред-

ставляем составляющими Ву и Вх , реакцию опоры С – составляю-
щей Су. На раму действует уравновешенная плоская система сил. 
Неизвестные силы  Ву, Вх, Су  найдем, составляя уравнения равнове-
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сия в виде суммы проекций сил на горизонтальную ось и суммы 
моментов относительно опор В и С: 

Σ Fx = F – Bx = 0. 

Σ mB = Cу · 2 + М – р · 2 · 1 – F · 1 = 0. 

Σ mс = Ву · 2 + F · 3 – Вх · 2 – р · 2 · 1 – М = 0. 

Откуда получим:  

Вх = F = 20 кН. 

11
2

120281215
2

112
=⋅+−⋅⋅=

⋅+−⋅⋅
=

FМpС y  кН. 

19
2

281215320220
2

1232
=+⋅⋅+⋅−⋅=

+⋅⋅+⋅−⋅
=

MpFВ
В x

y  кН.  

Для проверки правильности вычисления реакций составляем 
сумму проекций сил на вертикальную ось: 

Σ Fу = 19 – 15 · 2 + 11 = 0. 

Рама имеет 5 участков. На каждом участке проводим сечение и, 
рассматривая силы, действующие на отсеченную часть, составляем 
уравнения для поперечных сил, изгибающих моментов и нормаль-
ных сил, соблюдая правило знаков. 

Проводим сечение на первом участке на расстоянии х1 от опо-
ры В и, рассматривая силы, действующие на отсеченную часть,   
составляем уравнения для 

1xQ , 
1xM ,

1xN . 
Участок I (0 ≤ х1 ≤ 1 м): 

1xQ  = Bx = 20 кН; 

1xM  = Bx  х1 = 20 х1; 

1xN  = −Ву = −19 кН. 

Из уравнений следует, что поперечная сила на участке имеет 
постоянное значение и положительна, так как сила Bx стремится 
вращать рассматриваемую часть рамы относительно сечения по 
часовой стрелке; изгибающий момент изменяется по линейному 
закону, для его определения достаточно вычислить ординаты 
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эпюры в начале и конце участка. Знак «+» в уравнении момента 
поставлен потому, что сила Bx, изгибая рассматриваемую часть 
рамы, вызывает сжатие наружных волокон рамы. 

х1 = 0:  
1xM = 0; 

х1 = 1 м:  
1xM = 20 · 1 = 20 кН·м. 

Строим эпюры 
1xQ , 

1xM , 
1xN . 

Проводим сечение х2 на втором расчетном участке от опоры В и 
составляем уравнения для 

2xQ , 
2xM , 

2xN , соблюдая правило знаков. 
Участок ΙΙ (1м ≤ х2 ≤ 2 м): 

2xQ = Вх – F = 20 – 20 = 0; 

2xM = Вх  х2 – F (х2 – 1) = 20 х2 – 20 (х2 – 1); 

2xN  = −Ву = −19 кН. 
Так как 

2xM  изменяется по линейному закону, вычисляем его 
значения на границах участка: 

х2 = 1 м:  
2xM  = 20 · 1 = 20 кН·м; 

х2 = 2 м:  
2xM  = 20 · 2 – 20 (2 – 1) = 20 кН·м. 

Строим эпюры на втором участке. 
Аналогично проводим произвольное сечение х3 на третьем рас-

четном участке от узла D и, рассматривая силы, составляем уравне-
ния для 

3xQ , 
3xM , 

3xN . 
Участок ІІІ (0 ≤ х3 ≤ 2 м): 

3xQ  = Ву – рх3 = 19 – 15 х3; 

3xM  = Вх · 2 – F · 1 + Ву х3 – р· 
2

2
3х  = 20 · 2 – 20 · 1 + 

+ 19 · х3 − 
2
3х15 2⋅   = 20 + 19 х3 –

2
3х15 2⋅ ; 

3xN  = Вх – F = 20 – 20 = 0. 
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Поперечная сила 
3xQ  изменяется по линейному закону, поэтому 

для построения эпюры достаточно вычислить ее значения на гра-
ницах участка: 

х3 = 0:  
3xQ  = 19 кН. 

х3 = 2 м:  
3xQ  = 19 – 15 · 2 = −11 кН. 

Изгибающий момент представляет квадратичную функцию. 
Подставляя в уравнение 

3xM  значения  х3  в начале и в конце уча-
стка, получим: 

х3 = 0:  
3xM  = 20 кН·м; 

х3 = 2 м:  
3xM  = 20 + 19 · 2 – 15 

2
22

= 28 кН·м. 

По вычисленным величинам строим эпюры 
3xQ на третьем уча-

стке. Так как поперечная сила пересекает ось, то в сечении, где 
3xQ  = 0, эпюра моментов должна иметь экстремальное значение. 

Для нахождения экс
3xM  необходимо приравнять к нулю выраже-

ние для поперечной силы на участке и найти координату экс
3x . Под-

ставив затем значение экс
3x в уравнение моментов, вычислим вели-

чину искомого экстремального момента: 

3xQ  = 19 – 15 экс
3x  = 0. 

экс
3x  = 

17
19 = 1,27 м. 

экс
3xM  = 20 + 19 · 1,27 − 15 · 

2
27,1 2

= 32,03 кН·м. 

По трем величинам изгибающего момента (трем точкам) строим 
эпюру 

3xM на третьем участке. 
Проводим сечение на четвертом расчетном участке на расстоя-

нии х4 от опоры  С  и составляем уравнения для 
4xQ , 

4xM , 
4xN . 
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Участок ІV (2 м  ≤ х4 ≤ 4 м): 

4xQ = 0; 

4xM  = М = 28 кН·м; 

4xN  = −Су = −11 кН. 

На четвертом участке изгибающий момент постоянный и поло-
жительный. 

Проводим сечение х5  на пятом расчетном участке от опоры С 
и составляем уравнения для 

5xQ , 
5xM , 

5xN . 
Участок V (0 ≤ х5 ≤ 2 м): 

5xQ  = 0;  

5xM   = 0; 

5xN  = −Су = −11 кН. 

Пятый участок испытывает только сжатие.  
Для данной рамы обязательным является проверка равновесия 

узлов D и К (рис. 1.6).  
 

 
 

Рис. 1.6. Схема нагружения узлов D и К 
 
Уравнения равновесия для узлов  D и  К имеют следующий вид: 
– узел D: 

Σ U = 0; 
Σ υ = NDB – QDK = 19 – 19 = 0. 
Σ mD = MDB – MDK = 20 – 20 = 0; 
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– узел  К: 

Σ U = 0; 
Σ υ  = NКС – QКД = 11 – 11 = 0.  

Σ mК = MКД – MKС = 28 – 28 = 0. 

Уравнения равновесия для узлов рамы удовлетворяются. 
Проверка правильности построения эпюр с использованием вы-

водов о характере эпюр, вытекающих из соотношений между 
внешней нагрузкой, поперечной силой и изгибающим моментом, 
также позволяет заключить, что все эпюры построены верно. 

Из эпюр следует, что максимальная по абсолютной величи-
не нормальная сила Nmax = 19 кН, максимальная поперечная 
сила Qmax = 20 кН; максимальный изгибающий момент 
Мmax = 32,03 кН·м. 
Пример 1.2. Построить эпюры внутренних силовых факторов 

для пространственного ломаного бруса (рис. 1.7, а).  
Дано: F1 = 40 кН; F2 = 60 кН;  а = 3 м;   b = 2 м;  с = 1 м.  
Решение. Рассматриваемый ломаный брус одним концом за-

щемлен. В защемлении возникают реакции, которые находятся 
из уравнений равновесия. В данном случае построение эпюр 
внутренних силовых факторов удобно начинать со свободного 
конца, так как при этом отпадает необходимость в определении 
реакций. 

Примем следующее положение. При переходе от одного эле-
мента системы к другому ось  х  следует совмещать с геометриче-
ской осью рассматриваемого элемента, а  положительные направ-
ления осей у и z необходимо выбирать согласно расположению 
элемента. 

При построении эпюр для поперечных сил, крутящих моментов 
и нормальных сил сохраняются прежние правила знаков; эпюра из-
гибающих моментов строится на сжатых волокнах, соответственно 
берется знак изгибающего момента. 

Проводим произвольное поперечное сечение в пределах первого 
расчетного участка на расстоянии х1  от свободного конца бруса 
и составим уравнения для внутренних силовых факторов, рассмат-
ривая приложенные к отсеченной части силы (рис. 1.7, а). 
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Рис. 1.7. Расчетная схема и эпюры внутренних силовых факторов  

в сечениях элементов рамы 
 
Участок I (0 ≤ х1 ≤ 1 м):  

1xN = −F1 = −60 кН;  

1yQ = F2 =  40 кН; 

1zQ = 0; 

1zM = F1 х1 = 40 х1; 

1yM = 0; 
Т1 = 0. 
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Из уравнений следует, что на первом участке действуют постоян-
ная сжимающая нормальная сила 

1xN , постоянная поперечная  
сила 

1yQ  и изгибающий момент, меняющийся по линейному закону: 

х1 = 0:  
1zM  = 0; 

х1 = 1 м:  
1zM  =  40 · 1 = 40 кН·м. 

Соответствующие эпюры построены на рис. 1.7, в, г, д, е. Плос-
кости эпюр N и Т выбираются произвольно, плоскости эпюр Q сов-
падают с направлением поперечных сил 

1yQ , 
1zQ , а эпюры М стро-

ятся в соответствующих плоскостях изгиба со стороны сжатых 
волокон. Когда одновременно в сечении действуют два момента, 
две поперечные силы, необходимо отдельно строить эпюры для 
каждого силового фактора. 

Проводим сечение в пределах второго расчетного участка на 
расстоянии  х2 от узла D и составляем уравнения для внутренних 
силовых факторов. 

Участок ІІ (0 ≤ х2 ≤ 2 м): 

2zQ = F1 = 40 кН; 

2yQ = F2 = 60 кН; 

Т2 = −F1  с = −40  
1 = −40 кН·м; 

2yM  = F1  х2 = 40 х2; 

2zM = F2  х2  = 60 х2. 

На втором участке действуют постоянные поперечные силы  
2zQ , 

2yQ  и крутящий момент Т2 , изгибающие моменты 
2yM  

и 
2zM меняются по линейному закону от х2 : 

х2 = 0:  
2yM = 0,  

2zM = 0;  
х2 = 2 м:  

2yM = 40 · 2 = 80 кН·м,  

2zM = 60 · 2 = 120 кН·м. 
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Строим эпюры по вычисленным значениям силовых факторов.  
Проводим сечение на третьем расчетном участке на расстоянии х3 от 

узла С и составляем выражения для определения внутренних сило-
вых факторов. 

Участок ІІІ (0 ≤ х3 ≤ 3 м): 

3xN = −F1 = −40  кН;  

3yQ = −F2 = −60 кН;  

3zQ  = 0; 

3zM  = F2  х3 – F1 · 1 = 60 х3 – 40; 

3yM  = F1  b = 40 · 2 = 80 кН·м; 

Т3 = −F2  b = −60 · 2 = −120 кН·м. 

Таким образом, в сечении ІІІ–ІІІ стержень испытывает сжатие 
силой 

3xN , сдвиг вдоль оси  у, изгиб в плоскости ух, изгиб в плос-
кости zx и кручение. Соответствующие эпюры сил построены на 
рис. 1.7 в, г, д, е. 

х3 = 0: 
3zM  = 0,  

3zM = −40 кН·м; 

х3 = 3 м: 
3zM = 60 · 3 – 40 = 140 кН·м. 

При построении эпюр внутренних силовых факторов для про-
странственных систем удобно рассматривать отдельно каждый 
стержень, входящий в систему, перенося в центр тяжести край-
него сечения все действующие силы. 

В качестве примера построим эпюры внутренних силовых 
факторов для стержня СВ. Отбросим часть ломаного бруса КDС, 
а все приложенные к нему силы приведем к центру тяжести 
крайнего сечения (точка С на рис. 1.7, б). 

Проводим сечение на расстоянии х3 от свободного конца стерж-
ня (точки С). Мысленно отбросим левую часть бруса и, рассматри-
вая внешние силы, приложенные к оставшейся части бруса, соста-
вим выражение для внутренних силовых факторов, действующих 
на третьем участке. 

 
38 

Участок ІІІ (0 ≤ х3 ≤ 3 м): 

3xN = −F1 = −40  кН;   

3yQ = −F2 = −60 кН; 
3zQ = 0; 

3zM  = F2  х3 – F1 · 1 = 60 х3 – 40; 

3yM = F1  b = 40 · 2 = 80 кН·м; 

Т3 = − F2  b = −60 · 2 = −120 кН·м. 

Получили тот же результат. 
 
 
1.3.2. Исследование напряженного состояния в точке.  
Обобщенный закон Гука 

 
Рекомендуемая методика к исследованию  
напряженного состояния в точке 
 
1. В окрестности исследуемой точки нагруженного тела выде-

лить бесконечно малый элемент в виде прямоугольного параллеле-
пипеда. Грани этого элемента желательно расположить так, чтобы 
было проще определить действующие на них напряжения. Обычно 
одну грань элемента совмещают с главной площадкой. 

2. Провести координатные оси х, у, z  параллельно граням эле-
мента. 

3. Показать действующие на гранях элемента напряжения и при-
своить им индексы в соответствии с координатными осями. 

4. Определить положение главных площадок и показать их 
на схеме. 

5. Вычислить величины напряжений и изобразить их на схеме. 
 
 

Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию  
 
В окрестности произвольной точки В нагруженного тела бес-

конечно близкими сечениями, параллельными координатным 
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плоскостям, выделен элементарный объем в виде прямоугольного 
параллелепипеда с размерами ребер dx, dу, dz (рис. 1.8). 

 
 

Рис. 1.8. Элементарный объем в виде прямоугольного параллелепипеда 
 
В общем случае на гранях элемента будут действовать 3 нормаль-

ных и 6 касательных напряжений: σх, σу , σz , τху , τух , τxz , τzx , τzу , τуz , 
представляющих действие отброшенной части тела на выделенный 
элемент. Примем, что напряженное состояние в окрестности точки В 
однородное. Поэтому нормальные и касательные напряжения на 
невидимых гранях элемента будут такими же, но противоположно 
направленными. 

Для касательных напряжений, действующих на гранях элемента 
(рис. 1.8), справедливы соотношения: 

τху = τух ,  τxz = τzx , τуz = τzу .  (1.2) 

Равенства (1.2) называются законом парности касательных на-
пряжений, согласно которому на двух взаимно перпендикулярных 
площадках составляющие касательных напряжений, перпендику-
лярные к общему ребру (линии пересечения площадок), равны по 
величине и направлены обе либо к ребру, либо от него. 

Нормальные растягивающие напряжения считаются положи-
тельными, сжимающие – отрицательными. Касательные напряже-
ния считаются положительными, когда изображающие их векторы 
стремятся вращать выделенный элемент по часовой стрелке, отри-
цательными – против часовой стрелки. Это правило знаков для 
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нормальных и касательных напряжений представлено схемой, 
показанной на рис. 1.9.  

 
 

Рис. 1.9. Схема правил знаков для напряжений 
 
Таким образом, напряженное состояние в точке характеризуется 

шестью независимыми величинами: σх, σу , σz , τху (τух), τxz (τzx), 
τzу (τуz), которые называются компонентами напряжений в точке. 
Зная эти компоненты, можно определить напряжения на любой 
площадке, проходящей через данную точку. Если изменять поло-
жение элемента по отношению к осям х, у и z, то будут изменяться 
и напряжения, действующие на его гранях. При этом можно найти 
такое положение элемента, в котором на его гранях касательные 
напряжения  равны нулю. Площадки, на которых отсутствуют каса-
тельные напряжения, называются главными площадками. В каждой 
точке напряженного тела всегда существуют три взаимно перпен-
дикулярные главные площадки. Нормальные напряжения, дейст-
вующие на главных площадках, называются главными напряже-
ниями и обозначаются  σ1 > σ2 > σ3 с учетом знаков. 

Различают 3 вида напряженного состояния в точке:  
1) если одно главное напряжение не равно, а два других равны 

нулю, то напряженное состояние называется линейным;  
2) если два главных напряжения не равны нулю, то напряженное 

состояние называется плоским;  
3) если все три главных напряжения не равны нулю – объемным. 
Как при объемном, так и при плоском напряженном состоянии 

всегда в исследуемой точке можно выделить элементарный парал-
лелепипед так, чтобы одна его грань, предположим, перпендику-
лярная к оси z, являлась главной площадкой, на которой действует 
главное напряжение  σz  (рис. 1.10, а). Две другие главные площад-
ки будут находиться в семействе площадок, параллельных оси z. На 
грани, перпендикулярной осих, действуют положительные 
(нормальное σх  и касательное τху) напряжения; на грани, перпенди-
кулярной к оси у, действуют положительное нормальное σу и отри-
цательное касательное напряжение τуx . Ре
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  a)      б) 

Рис. 1.10. Схемы к исследованию напряженного состояния в точке 
 

Принимая за исходное положительное касательное напряжение τху  
на грани, перпендикулярной к оси х, и приравнивая, согласно закону 
парности касательных напряжений, величины τху = τух , получим вы-
ражения для нормальных и касательных напряжений, возникающих 
на произвольной площадке, нормаль к которой составляет угол  α  с 
осью  х (рис. 1.10, б):  

σα = σх cos2α + σу sin2α − τху sin2α,   (1.3)  

.2cos2sin
2

ατ+α
σ−σ

=τα xy
yx   (1.4) 

Если угол α отсчитывается против часовой стрелки, то он прини-
мается положительным, по часовой стрелке – отрицательным. Все 
величины, входящие в правые части выражений (1.3) и (1.4), под-
ставляются со своими знаками. 

Подставляя в формулы (1.3) и (1.4) вместо α угол β = α + 90°,   
получим выражения для напряжений σβ и τβ , возникающих в пло-
щадке, образующей угол 90° c наклонной площадкой (рис. 1.10, б):  

σβ  = σх sin2α + σу cos2α + τху sin 2α,    (1.5) 

.2cos2sin
2 αβ τ−=ατ−α
σ−σ

=τ xy
yx   (1.6) 
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Сумма нормальных напряжений σα + σβ = σх + σу на взаимно пер-
пендикулярных площадках всегда постоянна, а касательные напря-
жения равны и противоположны по направлению. 

Как видно из формул (1.3)  и  (1.4),  при изменении угла α изме-
няются напряжения ασ  и ατ . Положение главных площадок опре-
деляется по формуле:  

yx

xy

σ−σ

τ
−=α

2
2 глtg ,    (1.7) 

где глα − угол между осью х  и нормалью к главной площадке 
(рис. 1.10, б). 
 

Величины главных напряжений определяются по формуле: 

( ) 22
minmax, 4

2
1

2 xyyx
yx τ+σ−σ±

σ+σ
=σ .  (1.8) 

В формуле (1.8) верхний знак (+) относится к maxσ , нижний (−) – к minσ . 
Вычислив maxσ , minσ  и зная zσ , главным напряжениям присваи-
вают с учетом знаков индексы 1σ , σ2, 3σ . Формула (1.7) определяет 
два взаимно перпендикулярных направления, составляющих 
с осью х углы глгл α=α

1
 и 90

2
+α=α глгл °. Одно направление от-

носится к maxσ , другое – к minσ . Если σх  > σу , то положение нор-
мали к площадке, на которой действует maxσ , определяется углом 

глгл α=α
1

. Если σх  < σу, то положение нормали к площадке, на ко-
торой действует maxσ , определяется углом 90

2
+α=α глгл °. Пра-

вильность определения положения главных площадок, на которых 
действуют maxσ , можно проверить с помощью простого правила: 
направление maxσ  всегда располагается в тех двух четвертях сис-
темы координат ух, в которых касательные напряжения xyτ  и yxτ  
сходятся стрелками (рис. 1.11). 
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Рис. 1.11. Заданные и главные площадки и напряжения 
 
Площадки, на которых действуют наибольшие касательные на-

пряжения, располагаются по отношению к главным площадкам под 
углом 45° (рис. 1.12). 

 
 

Рис. 1.12. Главные площадки и площадки сдвига 
 

Наибольшие касательные напряжения определяются через глав-
ные напряжения по формуле: 

2
minmax

minmax,
σ−σ

=τ .    (1.9) 

На площадках с maxτ  действуют и нормальные напряжения, 
равные  

o
max min

45 2
σ + σ

σ = .   (1.10) 
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При линейном напряженном состоянии нормальные и касатель-
ные напряжения на площадке, наклоненной под углом α к оси х, 
равны (рис. 1.13): 

;αcosσσ 2
α x=      (1.11) 

α2sin
2
σ

τα
x= ,     (1.12) 

где σх – нормальное напряжение, действующее вдоль оси  х. 
 

 
 

Рис. 1.13. Схемы к исследованию линейного напряженного состояния 
 

Наибольшие касательные напряжения действуют на площадках, 
наклоненных к оси  х  под углом 45°. Анализ формул (1.11) и (1.12) 
показывает, что при растяжении (сжатии) стержня, в сечениях, па-
раллельных геометрической оси х, нормальные и касательные на-
пряжения равны нулю. Это значит, что между продольными волок-
нами стержня отсутствуют взаимные давления и сдвиги. 

Компонентами деформированного состояния в точке являют-
ся относительные линейные деформации в направлении осей х, y, 
z ( xε , yε , zε ) и углы сдвига в плоскостях yz, zx, xy ( yzγ , zxγ , 

xyγ ). Деформированное состояние обладает свойствами анало-
гичными свойствам напряженного состояния. Среди осей,  
которые могут быть проведены через данную точку, всегда су-
ществуют три ортогональные оси координат, в системе которых 
угловые деформации (углы сдвига) отсутствуют. Такие оси на-
зываются главными осями деформаций, а относительные линей-
ные деформации в направлении главных осей называются глав-
ными деформациями и, соответственно, обозначаются 1ε , 2ε , 3ε . 
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Главные оси напряженного и деформированного состояний сов-
падают. Поэтому деформации элемента в направлении главных 
напряжений являются главными деформациями. 

Наблюдения над растяжением и сжатием твердых тел показы-
вают, что до определенного предела, зависящего от свойств мате-
риала, между напряжением и деформацией существует линейная 
зависимость: 

ε=σ E .     (1.13) 

Уравнение (1.13) называется законом Гука при растяжении  
и сжатии. Закон выражает свойства материала. Коэффициент про-
порциональности Е, называемый модулем упругости, является 
фундаментальным понятием и определяется экспериментально. 
Физически модуль упругости характеризует жесткость материала, 
то есть способность материала сопротивляться деформированию. 
Модуль упругости измеряется в тех же единицах, что и напряжение. 

При растяжении стержня продольная деформация всегда сопрово-
ждается противоположной по знаку поперечной деформацией. 
В пределах упругих деформаций относительная поперечная деформа-
ция ε' пропорциональна относительной продольной деформации ε:  

εμ−=ε' .     (1.14) 

Коэффициент μ, равный абсолютной величине отношения отно-
сительной поперечной деформации к относительной продольной 
деформации, называется коэффициентом Пуассона:  

ε
ε

=μ
' .     (1.15) 

Коэффициент Пуассона − величина безразмерная, является фи-
зической константой материала, характеризующей его упругие 
свойства, и определяется экспериментально. Заменяя в (1.14) про-
дольную деформацию ε по закону Гука (1.13), получим для относи-
тельной поперечной деформации выражение через растягивающее 
напряжение σх:  

' x
E
σ

ε = −μ⋅ .     (1.16) 
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Числовые значения μ при растяжении и сжатии материала счита-
ются одинаковыми. Для всех металлов μ находится в пределах 
0,25−0,35, для стали μ = 0,3. 

При чистом сдвиге на гранях элементарного прямоугольного па-
раллелепипеда возникают только касательные напряжения 
(рис. 1.14). 

 
 

Рис. 1.14. Схема к чистому сдвигу 
 

Под действием касательных напряжений прямые углы элемента 
в плоскости ху изменяются на величину γ, длина ребер элемента ос-
тается постоянной. Угол γ является мерой искажения формы эле-
мента при сдвиге и называется углом сдвига. Между касательными 
напряжениями и углом сдвига (угловой деформацией) существует 
зависимость: 

γ=τ G ,     (1.17) 

где ( )μ+=
12
EG  − модуль сдвига. 

 
Выражение (1.17) носит название закона Гука при сдвиге. Мо-

дуль сдвига измеряется в единицах напряжения, является физиче-
ской константой материала, характеризует жесткость материала 
при сдвиге и определяется экспериментально. В любой из коорди-
натных плоскостей угол сдвига определяется только соответст-
вующими касательными напряжениями: 

G
yx

yx

τ
=γ  ;  

G
xz

xz
τ

=γ  ; 
G

yz
yz

τ
=γ .  (1.18) 
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Деформации 1ε , 2ε , 3ε  в направлении главных осей при дейст-
вии на элемент главных напряжений 1σ , σ2, 3σ  согласно (1.13) 
и (1.16) будут равны: 

( )1 1 2 3
1
E

ε = ⋅ ⎡σ −μ σ + σ ⎤⎣ ⎦ ; 

( )2 2 1 3
1
E

ε = ⋅ ⎡σ −μ σ + σ ⎤⎣ ⎦ ;                        (1.19) 

( )3 3 1 2
1
E

ε = ⋅ ⎡σ −μ σ + σ ⎤⎣ ⎦ . 

Уравнения (1.19) являются аналитическим выражением обоб-
щенного закона Гука для изотропного материала. Обобщенный 
закон Гука устанавливает в пределах малых деформаций линей-
ную зависимость между компонентами напряженного и дефор-
мированного состояний. Так как относительные линейные де-
формации не зависят от касательных напряжений, то уравнения 
(1.19) будут справедливы и для произвольных координатных 
осей х, у, z: 

( )x x y z
1
E

⎡ ⎤ε = ⋅ σ −μ σ + σ⎣ ⎦ ; 

( )y y x z
1
E

⎡ ⎤ε = ⋅ σ −μ σ + σ⎣ ⎦ ;                        (1.20) 

( )z z y x
1
E

⎡ ⎤ε = ⋅ σ −μ σ + σ⎣ ⎦ ,  

где xσ , σу, zσ  − нормальные напряжения на неглавных площадках, 
на которых действуют и касательные напряжения. 
 

При деформации изменяется объем тела. Зависимость между от-
носительным изменением объема θ  и напряжениями, действую-
щими на гранях элементарного параллелепипеда, выражается урав-
нением: 

( ) ( )1 2 3 x y z
1 2 1 2

E E
− μ − μ

θ = ⋅ σ + σ + σ = ⋅ σ + σ + σ .  (1.21) 
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Формула (1.21) выражает объемный закон Гука. Она справед-
лива и в случаях, когда напряжения не являются главными. 

При деформации упругого тела в нем накапливается потенци-
альная энергия деформации. В объемном напряженном состоя-
нии полная потенциальная энергия деформации, накопленная 
в единице объема тела при статическом нагружении, равна: 

( )( )2 2 2
0 1 2 3 1 2 1 3 3 2

1U 2
2E

= ⋅ σ + σ + σ − μ σ σ + σ σ + σ σ .   (1.22) 

Потенциальная энергия 0U  включает энергию изменения объе-
ма об0U  и энергию изменения формы ф0U :  

0U  = об0U  + ф0U . 

Энергия изменения объема определяется выражением: 

( )2
0 об 1 2 3

1 2μU
6E
−

= ⋅ σ + σ + σ .   (1.23) 

Энергия изменения формы или энергия формоизменения равна: 

( )2 2 2
0 ф 1 2 3 1 2 1 3 3 2

1 μU σ
3E
+

= ⋅ σ + + σ −σ σ −σ σ −σ σ .  (1.24) 

Из выражений (1.22) и (1.24) следует, что полная удельная 
потенциальная энергия деформации, а также ее составляющие, 
пропорциональны квадратам нормальных напряжений и всегда 
положительны. 
Пример 1.3. Для линейного напряженного состояния, представ-

ленного на рис. 1.15, а, определить нормальные и касательные на-
пряжения в сечении I–I, если σх = 100 МПа. 

 
 а)     б) 

Рис. 1.15. Исходная (а) и расчетная (б) схемы  
линейного напряженного состояния (к примеру 1.3) Ре
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Решение. Нормальные и касательные напряжения на наклонной 
площадке при линейном напряженном состоянии определяются по 
формулам: 

2
α x cos ;σ = σ α   x sin 2 .

2α

σ
τ = ⋅ α  

Для нахождения ασ  и ατ  требуется знать величину угла α как 
угла, заключенного между осью х и нормалью к площадке. Из 
рис. 1.15, б устанавливаем, что α = − 60 (знак «минус» ставится по-
тому, что угол α отсчитывается от оси  х по ходу часовой стрелки и 
считается отрицательным). 

Тогда ( ) 2560cos100 2 =−=σα  МПа; 

( ) ( )100 sin 2 60 50 2 0,866 86,6
2ατ = ⋅ − = ⋅ − = −  МПа. 

Направление ασ  и ατ  показаны на рис. 1.15, б. Так как ασ > 0, 
оно направлено от сечения и вызывает растяжение материала в се-
чении; ατ < 0, оно направлено так, чтобы вектор стремился вращать 
элемент против хода часовой стрелки. 
Пример 1.4. Для напряженного состояния, представленного на 

рис. 1.16, а, определить нормальные и касательные напряжения 
в сечении I–I, если σх = 80 МПа, σу = 50 МПа, τху = 20 МПа.   

 

 
  а)    б) 

 
Рис. 1.16. Исходная (а) и расчетная (б) схемы  

плоского напряженного состояния (к примеру 1.4) 
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Решение. Заданное напряженное состояние является плоским, 
так как на площадке, перпендикулярной оси z, отсутствуют напря-
жения. Согласно правилу знаков, устанавливаем: σх = 80 МПа, 
σ = −50 МПа, τху = −20 МПа. 

При плоском напряженном состоянии нормальные и касатель-
ные напряжения на наклонной площадке определяются по форму-
лам (1.3) и (1.4): 

;2sinsincos 22 ατ−ασ+ασ=σα xyyx  

ατ+α
σ−σ

=τα 2cos2sin
2 xy

yx . 

Величина угла  α = 90º + 15º = 105º.  
Тогда  

( ) 29,511052sin20105sin50105cos80 22 −=⋅−−−=σα  МПа; 
( ) ( )80 50

sin 2 105 20 cos 2 105 15,18
2α

− −
τ = ⋅ ⋅ + − ⋅ =  МПа. 

В соответствии с правилом знаков для напряжений направление 
векторов, изображающих ασ  и ατ , показано на рис. 1.16, б. 
Пример 1.5. На гранях выделенного элемента в виде прямо-

угольного параллелепипеда в окрестности точки В действуют 
напряжения: σх =−30 МПа, σу = 70 МПа, σz = 40 МПа, τху = 20 МПа. 
Требуется определить положение главных площадок, величины 
главных напряжений, а также максимальные касательные напря-
жения и площадки, на которых они приложены. 
Решение. Для исследования напряженного состояния в точке В изо-

бразим прямоугольный параллелепипед и действующие на его гранях 
напряжения (рис. 1.17, а). На площадке, перпендикулярной к оси z, нет 
касательных напряжений. Следовательно, эта площадка является глав-
ной, а σz − главным напряжением. Найдем положение двух других 
главных площадок, которые будут параллельны оси z:  

;4,0
7030

2022
2 =

−−
⋅

−=
σ−σ

τ
−=α

yx

xy
глtg    

1 arctg 2 10,9 .
2

α = ⋅ α =гл гл  
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 а)     б) 

 
Рис. 1.17. Исходная (а) и расчетная (б) схемы  

объемного напряженного состояния (к примеру 1.5) 
 
Углы, определяющие положение нормалей к главным площад-

кам, равны: 

9,10
1

=α=α глгл ; .9,100909,1090
2

=+=+α=α глгл  

Положение главных площадок, перпендикулярных к нормалям, 
показано на рис. 1.17, б. 

Главные напряжения, действующие на главных площадках, оп-
ределяем по формуле (1.8): 

( ) =τ+σ−σ±
σ+σ

=σ 22
minmax, 4

2
1

2 xyyx
yx  

( ) ( )85,53202047030
2
1

2
7030 22 ±=⋅+−−±

+−
=  МПа; 

85,73max =σ  МПа;  85,33min −=σ  МПа. 

Учитывая значения σz , присваиваем maxσ , minσ  индексы глав-
ных напряжений: 

85,731 =σ  МПа; 

σ2 = 40 МПа; 
85,333 −=σ  МПа. 
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Заданное напряжение σу в алгебраическом смысле больше на-
пряжения σх , поэтому площадка, на которой действует напряже-
ние σ1 , будет определяться углом .9,100

2
=α гл  Тогда вектор на-

пряжения σ1 будет проходить ближе к тому ребру элемента, 
у которого сходятся векторы касательных напряжений, что ука-
зывает на правильность определения направления главных на-
пряжений σ1 и σ3  и положения главных площадок. 

Максимальные касательные напряжения равны: 

( ) 85,53
2

85,3385,73
2

31
max =

−−
=

σ−σ
=τ  МПа. 

Площадки, на которых действуют maxτ , располагаются под углом 
45° к главным площадкам с напряжениями σ1 и σ3  (рис. 1.17, б). 
Пример 1.6. Стальной элемент в форме куба, имеющего конеч-

ные размеры, равномерно сжимается напряжениями (рис. 1.18). 
В каком случае изменение объема будет больше: 1 − элемент рас-
положен на гладкой плите; 2 − элемент плотно, без натяга, вставлен 
в паз; 3 − элемент плотно, без натяга, вставлен в квадратное гнездо? 
Материал плиты считать абсолютно жестким. 

 

 
 

Рис. 1.18. Схемы нагружения и закрепления элемента 
 
 

Решение. Во всех трех случаях нагружения применяется один 
и тот же элемент в виде куба. Поэтому решение задачи сводится 
к определению относительного изменения объема для каждого слу-
чая по формуле (1.21): 

( )1 2 3
1 2

E
− μ

θ = ⋅ σ + σ + σ . 
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Отсюда видно, что необходимо найти главные напряжения 1σ , 

2σ , 3σ . Выделим из куба элементарный прямоугольный паралле-
лепипед, грани которого параллельны граням исходного куба, и по-
кажем для каждого случая действующие напряжения (рис. 1.19). 

 

 
 

Рис. 1.19. Схемы напряженных состояний (к примеру 1.6) 
 
По условию задачи, на верхней грани не действуют касательные 

напряжения. По закону парности касательных напряжений, они не 
будут действовать и на перпендикулярных площадках. Поэтому во 
всех случаях грани выделенного элемента будут главными площад-
ками, а действующие на них напряжения σх, σу, σz будут главными 
напряжениями. Определим для каждого случая величины главных 
напряжений: 

1) 01 =σ ;  σ2 = 0;  σ−=σ3 ; 
2) 01 =σ=σ z ; σ−=σ=σ 3,02x ; σ−=σ=σ 3y ; 

3) σ−=σ=σ=σ 429,01zx ;  σ−=σ=σ 3y . 

Напряжение σх (случай 2) найдем, используя выражение обоб-
щенного закона Гука для относительной линейной деформации xε , 
которая по условию задачи равна нулю: 

( )x x y
1 0.
E

ε = ⋅ σ − μσ =  

Следовательно, yx μσ=σ . 
Для стали коэффициент Пуассона 3,0=μ .   

Тогда σ−=σ 3,0x . 
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Найдем напряжения σх и σz (случай 3), для чего запишем выра-
жения для xε  и zε  и приравняем их к нулю: 

( )x x y z
1 0
E

⎡ ⎤ε = ⋅ σ −μ σ + σ =⎣ ⎦ ; 

( )z z y x
1 0
E

⎡ ⎤ε = ⋅ σ −μ σ + σ =⎣ ⎦ . 

Деформации xε  и zε  будут равны нулю, когда выражения 
в скобках обращаются в ноль. 

0=μσ−μσ−σ zyx ; 
0=μσ−μσ−σ yxz . 

Вычитая из первого выражения второе, приходим к равенству  
σх = σz. Подставляя его в первое уравнение, получим: 

0=μσ−μσ−σ xyx ; 

x y z
0,3 0,429

1 1 0,3
μ

σ = σ ⋅ = −σ⋅ = − σ = σ
−μ −

. 

Главные напряжения равны: 

=σ1  σ2 = −0,429σ;  σ−=σ3 . 

Находим для каждого случая нагружения относительное изме-
нение объема: 

1) ( )1 2 0,3 0,4
E E

− ⋅
θ = ⋅ −σ = − ⋅σ ; 

2) ( )1 2 0,3 0,520,3
E E

− ⋅
θ = ⋅ − σ − σ = − ⋅σ ; 

3) ( )1 2 0,3 0,7430,429 0,429
E E

− ⋅
θ = ⋅ − σ − σ −σ = − ⋅σ .  

Таким образом, изменение объема элемента в виде куба будет 
больше в третьем случае нагружения. 
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1.4. Задания по управляемой самостоятельной работе студентов  
и рекомендации по их выполнению 

 
1.4.1. Определение внутренних  
силовых факторов 
 
Самостоятельно изучить и законспектировать теоретический ма-

териал по теме: «Определение внутренних силовых факторов (по-
перечная сила, изгибающий момент, продольная сила, крутящий 
момент) и построение их эпюр». 

Форма контроля – проверка конспектов. 
 
 
Методические указания 
 
Составленный конспект должен раскрывать содержание  

следующих вопросов (аспектов и пр.): 
1. Продольная (нормальная) сила: 
– определение в произвольном поперечном сечении бруса (стержня); 
– правило знаков; 
– построение эпюры N.  
2. Крутящий момент: 
– определение в произвольном поперечном сечении бруса (вала); 
– правило знаков; 
– построение эпюры T.  
3. Поперечная сила и изгибающий момент: 
– определение в произвольном поперечном сечении бруса (балки); 
– правило знаков; 
– построение эпюр Qy и Mz.  
 
 
1.4.2. Прямой поперечный изгиб 
 
Выполнить ИДЗ «Прямой поперечный изгиб»: построить эпю-

ры внутренних силовых факторов для заданных 3 балок и 2 рам 
[12, с. 34, п. 1]. 

Исходные данные для выполнения задания принимаются в со-
ответствии с выданным преподавателем вариантом: номером  
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схем [12, рис. 1.20] и номером строки [12, табл. 1.2]. Пример ис-
ходных данных для варианта: номер схем (2) и строки (5) приво-
дится, соответственно, на рис. 1.20 и в таблице. 

 

 
 

Рис. 1.20. Схемы номер 2 к ИДЗ «Прямой поперечный изгиб» 
 
 

Таблица  
 

Числовые данные к ИДЗ «Прямой поперечный изгиб» 

Размеры Нагрузки 
№ строки 

a , м b, м c, м m, кН·м F, кН p, кН/м 

5 1,5 1,1 1,4 14 22 13 
 

Форма контроля – проверка письменно выполненного ИДЗ. 
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Теоретические предпосылки к заданию  
 
Внутренние силовые факторы – поперечная сила Qy и изгибающий 

момент Мz.  Рассмотрим балку, нагруженную внешними силами, ле-
жащими в плоскости yox (рис. 1.21). Применяя метод сечений,  
проведем секущую плоскость и, воспользовавшись уравнениями 
равновесия для оставшейся (левой) части балки, получим соотно-
шения для определения yQ и zM : 

∑
=

=
n

i
yiy FQ

1

;   (1.25) 

( )∑
=

=
n

i
izz FmM

1

.   (1.26) 

Поперечная сила Qу и в поперечном сечении бруса (балки) равна 
алгебраической сумме проекций на ось  у всех внешних сил, дейст-
вующих на его оставшуюся часть. 

 

 
 

Рис. 1.21. Схема нагружения балки 
 
При определении поперечной силы Qу используют правило 

знаков: если внешняя сила стремится вращать оставшуюся 
часть бруса (балки) по направлению хода часовой стрелки, то 
она вызывает в рассматриваемом сечении положительную по-
перечную силу, против хода часовой стрелки – отрицательную 
поперечную силу (рис. 1.22).  
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Рис. 1.22. Схема правила знаков для Qу 

 
Изгибающий момент Мz в поперечном сечении бруса (балки) ра-

вен алгебраической сумме моментов относительно оси z всех 
внешних сил, действующих на его оставшуюся часть. 

При определении изгибающего момента zM  используют правило 
знаков: если внешний момент сжимает верхние волокна бруса (бал-
ки), то он вызывает в рассматриваемом сечении положительный из-
гибающий момент, если сжимает нижние волокна – отрицательный 
изгибающий момент (рис. 1.23). 

 

 
 

Рис. 1.23. Схема правила знаков для Mz 
 

По найденным значениям Qу и zM  на каждом расчетном участке 
строятся их эпюры для всей конструкции. При построении эпюр 
внутренних силовых факторов будем исходить из того, что: 

1. Ординаты эпюр откладываются в принятом масштабе перпен-
дикулярно геометрической оси бруса. 

2. Положительные ординаты эпюр поперечных сил и изги-
бающих моментов откладываются вверх от оси балки, отрица-
тельные – вниз; у рам положительные ординаты эпюр отклады-
ваются с наружной стороны, отрицательные – с внутренней 
стороны элементов рамы. 

3. Для стержней, расположенных внутри рамы, ординаты эпюры 
изгибающих моментов откладываются со стороны сжатых волокон, 
при этом знаки на эпюре не ставятся; положительные ординаты 
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эпюры поперечных сил откладываются с левой стороны, а отрица-
тельные – с правой стороны стержней. Таким образом, эпюра изги-
бающих моментов всегда строится со стороны сжатых волокон. 

4. Ординаты эпюры продольных сил откладываются симметрич-
но по обе стороны от оси бруса с указанием знака. 

Внешняя нагрузка, поперечная сила и изгибающий момент 
связаны между собой следующими дифференциальными соот-
ношениями: 

p
dx
dQ

= ,    (1.27) 

Q
dx

dM
= .     (1.28) 

Соотношения (1.27) и (1.28) показывают, что производная от 
поперечной силы по длине бруса равна интенсивности распре-
деленной нагрузки, а производная от изгибающего момента по 
длине бруса равна поперечной силе. Из этих соотношений вы-
текают следствия, используемые для контроля правильности 
построения эпюр Qу и zM  для балок и прямолинейных элемен-
тов рам: 

1. На участках, где отсутствует распределенная нагрузка, эпюра 
поперечных сил ограничена линией параллельной оси, а эпюра из-
гибающих моментов – наклонной прямой. 

2. На участках, нагруженных равномерно распределенной на-
грузкой постоянной интенсивности, эпюра поперечных сил ограни-
чена наклонной прямой линией, а эпюра изгибающих моментов – 
параболой. 

3. На участках, где поперечная сила отсутствует, эпюра изги-
бающих моментов ограничена линией параллельной оси. 

4. При перемещении вдоль оси сечения слева направо на уча-
стках, имеющих положительную поперечную силу, изгибающий 
момент алгебраически возрастает, а на участках, имеющих отри-
цательную поперечную силу, изгибающий момент алгебраически 
убывает. 

5. Если в пределах расчетного участка эпюра поперечных сил 
пересекает нулевую линию, то в сечении, где Q = 0, изгибающий 
момент будет иметь экстремальное значение.  
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Для контроля правильности построении эпюр Qу и zM  для балок 
и прямолинейных элементов рам используются также следствия, 
вытекающие из метода сечений: 

1. В сечении, где приложена сосредоточенная сила, перпендику-
лярная к оси, на эпюре поперечных сил возникает скачок, равный 
по величине приложенной силе, а на эпюре изгибающих моментов 
получается излом. 

2. В сечении, где приложена внешняя пара сил (сосредоточен-
ный момент), на эпюре изгибающих моментов возникает скачок, 
равный по величине моменту приложенной пары. 

3. Для рам обязательна статическая проверка, заключающаяся 
в проверке равновесия каждого узла, вырезанного из нагруженной рамы.  

 
 
Методические указания для выполнения задания  
 
1. Вычертить в масштабе схему балки (рамы), оставляя под ней 

место для эпюр внутренних силовых факторов.  
2. Показать реакции опор и обозначить их. 
3. Используя уравнения равновесия для балки (рамы) как пло-

ской системы, определить величину реакций опор, а также выпол-
нить проверку правильности их нахождения. 

4. Установить количество расчетных участков. Расчетным уча-
стком называется часть длины балки, в пределах которой внутрен-
ний силовой фактор изменяется по одному и тому же закону. Тогда 
границами участков будут являться сечения, в которых изменяется 
характер действующей нагрузки. 

5. Последовательно, для каждого расчетного участка схемы:  
– провести перпендикулярно оси х секущую плоскость, разделяю-

щую балку (раму) на две части. Расстояние до поперечного сечения, 
совпадающего с секущей плоскостью, отсчитывается от крайнего ле-
вого или правого сечения балки (для рамы это расстояние также мо-
жет отсчитываться от крайнего верхнего или нижнего сечения)  
и обозначается xi (i – порядковый номер расчетного участка); 

– составить уравнение поперечной силы, произвести ее расчет 
и построить эпюру поперечных сил Q ; 

– составить уравнение изгибающего момента, произвести его 
расчет и построить эпюру изгибающих моментов М; 
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– составить уравнение продольной силы, произвести  ее расчет 
и построить эпюру продольных сил  N . 

6. Проверить правильность построения эпюр Q и М, используя 
следствия, вытекающие из соотношений между нагрузкой, попе-
речной силой и изгибающим моментом, сущности метода сечений. 
Для рам также проверить равновесие всех узлов. 

 
 
Образец выполнения задания для балок (схемы 1–3, рис. 1.20) 
 
Для заданной балки (рис. 1.24) требуется построить эпюры 

поперечных сил и изгибающих моментов. Весом балки пренебречь. 
 

 
 

Рис. 1.24. Расчетные схемы, эпюры поперечных сил,  
изгибающих моментов в сечениях балки 
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Решение. Проводим координатные оси. При этом ось х со-
вмещаем с осью балки, ось  у проводим перпендикулярно оси х 
в точке В. Рассматриваем равновесие балки, для чего наложен-
ные связи со стороны опор заменяем реакциями. Опора В – шар-
нирно-неподвижная. Реакцию опоры представляем составляю-
щими Ву и Вх, проходящими через ось шарнира. Опора С – 
шарнирно-подвижная. Реакция такой опоры проходит через ось 
шарнира и направлена перпендикулярно оси балки. 

Таким образом, на балку действует уравновешенная плоская 
система сил.  

Для нахождения неизвестных Ву, Вх и Су,  составляем уравне-
ния равновесия:  

Σ mc (Fi ) = –Ву  · 3 + F · 4 + m + p · 2 · 2 – p · 1 · 0,5 = 0; 

Σ mВ (Fi ) = –Су  · 3 –  m  + p · 2 · 1 − F · 1  + p · 1 · 3,5 = 0; 

Σ Fх  = Вх  = 0. 

Последнее уравнение необходимо для определения составляю-
щей Вх, которая в данной задаче равна нулю, поскольку к балке не 
приложены силы, проектируемые на ось  х.  

Решаем уравнения равновесия и находим реакции опор:  

29
3

5,01022108411
3

5,0224
=⋅−⋅⋅++⋅=

⋅−⋅⋅++⋅
=

ppmF
yB кН, 

12
3

5,310112108
3

5,31112
=⋅+−⋅+−=

⋅⋅+⋅−⋅⋅+−
=

pFpm
yC кН. 

Для проверки правильности определения реакций опор составим 
не использованное в этой задаче уравнение равновесия в виде сум-
мы проекций сил на ось  у и подставим их значения: 

Σ Fу = Ву – p · 2 – F + Cу – p · 1 = 29 – 20 – 11 + 12 – 10 = 0. 

В результате расчета получили ΣFу = 0, что указывает на пра-
вильность определения  реакций опор. 
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Разбиваем балку на четыре расчетных участка, принимая за их 
границы сечения, где приложены внешние сосредоточенные си-
лы, момент, а также начало и конец распределенной нагрузки. 

В пределах первого участка проводим произвольное поперечное 
сечение на расстоянии  х1 от начала координат (точки О). Мыслен-
но отбрасываем правую часть балки и, учитывая правила знаков, 
составляем уравнения для 

1xQ  и 
1xM  на первом участке.  

Участок Ι (0 ≤ х1 ≤ 1 м): 

1xQ  = –F ; 

1xM = –F х1. 

Из уравнений следует, что на первом участке поперечная сила по-
стоянная, а изгибающий момент изменяется по линейному закону. 
Задавая х1 значения, соответствующие границам участка, находим  

1xQ и 
1xM : 

1xQ  = const =  –11 кН; 

х1 = 0:  
1xM  = 0; 

х1 = 1 м:  
1xM  = –11 · 1 = –11 кН·м. 

Строим эпюры для первого участка, отмечая на них найденные 
значения 

1xQ  и 
1xM (см. рис. 1.24). 

Подобным образом проводим произвольное поперечное сечение 
в пределах второго расчетного участка на расстоянии  х2 от крайней 
левой точки О. Отбрасывая мысленно правую часть балки и рас-
сматривая силы, действующие на оставшуюся часть, составляем 
уравнения 

2xQ  и 
2xM  для второго участка. 

Участок ІІ (1 м  ≤  х2  ≤  3 м): 

2xQ = –F  + Ву  – p (х2  – 1); 

2xM  = –F  х2  + Ву ( х2 – 1) – ( )2
2 1

2
−

⋅
x

p . 
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На втором участке поперечная сила представляет линейную 
функцию, а изгибающий момент изменяется по квадратичной 
функции. Задавая  х2 значения, соответствующие границам участка, 
находим  

2xQ  и 
2xM : 

х2 = 1 м:  
2xQ  = –11 + 29 = 18 кН; 

х2 = 3 м:  
2xQ  = –11 + 29 – 10 · 2  =  –2 кН; 

х2 = 1 м:  
2xM  = –11 кН·м; 

х2 = 3 м:  
2xM  = –11 · 3 + 29 · 2 – 10 · ( )

2
13 2−  = 5 кН·м. 

Так как на втором участке поперечная сила 
2xQ  непрерывно 

убывает и происходит смена ее знака, то в сечении, где 
2xQ = 0, 

эпюра моментов 
2xM  примет экстремальное значение, при вычис-

лении которого воспользуемся дифференциальной зависимостью 
между 

2xQ  и 
2xM . Приравнивая к нулю выражение поперечной 

силы 
2xQ , находим расстояние х2 до сечения с экстремальным зна-

чением изгибающего момента:  

2xQ  = –F + Ву  – p (х2  – 1)  = 0, 

8,2
10

102911
2 =

++−
=

++−
=

q
pBF

x y  м. 

Подставив полученное значение х2 в уравнение моментов 
2xM , 

находим величину экстремального изгибающего момента: 

х2 = 2,8 м; 

2xM = –11 · 2,8 + 29 · (2,8 – 1) – 10 · ( )
2

18,2 2−  = 5,2 кН·м. 

Строим эпюры для второго участка и отмечаем на них найден-
ные значения 

2xQ  и 
2xM (см. рис. 1.24). 
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Проводим сечение в пределах третьего расчетного участка на 
расстоянии  х3 от крайней правой точки балки. Рассматривая силы, 
действующие на правую часть балки, составляем уравнения 

3xQ и 
3xM для третьего участка: 

Участок ΙΙΙ (0 ≤ х3 ≤ 1 м): 

3xQ  = p x3; 

3xM  = –p · 
2

2
3x

. 

На третьем участке поперечная сила представляет линейную 
функцию, а изгибающий момент изменяется по квадратичной 
функции. Задавая х3 значения, соответствующие границам участка, 
находим 

3xQ и 
3xM : 

х3 = 0:  
3xQ  = 0; 

х3 = 1 м:  
3xQ  =  10  кН; 

х3 = 0:  
3xM  = 0; 

х3 = 1 м:  
3xM = –10 

2
12

 = –5 кН·м. 

По вычисленным значениям строим эпюры 
3xQ  и 

3xM  на 
третьем участке (см. рис. 1.24). Поскольку эпюра поперечных сил 
на этом участке не изменяет знак, то изгибающий момент не будет 
принимать экстремального значения. 

Проводим сечение в пределах четвертого расчетного участка на 
расстоянии  х4  от крайней правой точки балки. Рассматривая силы, 
действующие на правую часть балки, составляем уравнения 

4xQ  
и 

4xM  для четвертого участка. 
Участок IV (1 м  ≤  х4  ≤  2 м): 

4xQ  = –Су  + p · 1; 

4xM  =  Су ( x4 – 1)  – p · 1 ( x4 – 0,5). 
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Из уравнений следует, что на четвертом участке поперечная    
сила постоянная, а изгибающий момент изменяется по линейному 
закону. Подставляя числовые значения х4 на границах участка,     
находим 

4xQ и 
4xM : 

4xQ  = const =  –12 + 10 =  –2 кН; 

x4 = 1 м:  
4xM = –10 (1 – 0,5) = –5 кН·м; 

x4 = 2 м:  
4xM = 12 · 1 – 10 (2 – 0,5) = –3 кН·м. 

По полученным данным 
4xQ  и 

4xM строим эпюры на четвертом 
участке (см. рис. 1.24).  

Контроль правильности построения эпюр с использованием об-
щих выводов, вытекающих из соотношений между нагрузкой, по-
перечной силой и изгибающим моментом, сущности метода сече-
ний показывает, что эпюры Q  и M построены верно.  

Из эпюр Q и M устанавливаем, что опасное сечение балки  
находится на расстоянии 1 м от крайнего левого сечения балки.  

 
 
Образец выполнения задания для рам (схемы 4, 5, рис. 1.20) 

 
Построить эпюры внутренних силовых факторов для рамы, пока-

занной на рис. 1.25. Подобрать размеры поперечного сечения элемен-
тов рамы, если оно имеет форму кольца (отношение внутреннего диа-
метра к наружному равно 0,8). Допускаемое напряжение принять 
равным [σ] = 160 МПа. Собственным весом рамы пренебречь. 
Решение. Определяем реакции жесткой заделки, представленные 

на рис. 1.30 составляющими Ву и Вх, mB . На раму действует уравно-
вешенная плоская система сил.  Неизвестные силовые факторы Ву, 
Вх, mB  найдем, составляя уравнения равновесия в виде суммы про-
екций сил на горизонтальную ось х, на вертикальную ось у и суммы 
моментов относительно точки В:  

Σ Fx =  F – Bx  =  0; 
Σ Fу =  Ву – p · 2  = 0; 

Σ mВ (Fi ) =  –mВ  + p · 2 · 3  –  m – F · 1,5 = 0. 
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Рис. 1.25. Расчетная схема и эпюры внутренних силовых факторов рамы 
 

Откуда  
Вх = F = 20 кН; 

Ву =  p · 2  = 20 кН; 

mВ = p · 6 – m – F · 1,5 = 60 – 15 – 18  = 27 кН·м. 

Для проверки правильности вычисления реакций заделки В со-
ставим уравнение равновесия в виде суммы моментов относительно 
точки С и подставим их значения: 

Σ mc (Fi ) = Ву  · 2 + Вх  · 0,5 –  mВ  –  m – F · 2 + 
+ p · 2 · 1 = 20 · 2 + 12 · 0,5 –  27  – 15 – 12 · 2 + 10 · 2 · 1 = 0. 
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В результате расчета получили Σ mc (Fi ) = 0, что указывает на 
правильность определения реакций заделки В. 

Рама имеет четыре расчетных участка. На каждом расчетном 
участке проводим сечение и, рассматривая силы, действующие 
на оставшуюся часть, составляем уравнения для поперечных сил, 
изгибающих моментов и продольных сил, соблюдая соответст-
вующие правила знаков. 

Проводим сечение на первом участке на расстоянии х1 от же-
сткой заделки В  и составляем уравнения для 

1xQ , 
1xM ,

1xN . 
Участок І (0  ≤  х1  ≤  1 м): 

1xQ  = Ву сosα + Bx sinα; 

1xM  = –mB + By  х1 + Bx х1tgα; 

1xN  = –Ву sinα + Bxсosα, 

где α – угол, который составляет ось элемента с горизонтальной 
осью, величина которого равна: 

0,5arctg 26,6
1

α = = ° . 

 
Из уравнений следует, что на первом участке поперечная сила и 

продольная сила постоянные, а изгибающий момент изменяется по 
линейному закону. Подставляя числовые значения  х1  на границах 
участка, получаем: 

1xQ  =  const  = 20 cos 26,6 12 sin 26,6 23,26° + ° = кН; 

х1 = 0:  
1xM  =  –27 кН·м; 

х1 = 1 м:  
1xM  =  –27 + 20 · 1 + 12 · 1 · tg26,6º = –1 кН·м. 

1xN  = const  =  – 20 sin 26,6 12 cos26,6 1,83° + ° =  кН. 

Строим эпюры для первого участка, отмечая на них найденные 
значения 

1xQ  и 
1xM , 

1xN (см. рис. 1.25). 

Ре
по

зи
то

ри
й Б

ГА
ТУ



 
69 

Проводим сечение на втором участке на расстоянии х2 от жест-
кой заделки В  и составляем уравнения для 

2xQ , 
2xM , 

2xN . 
Участок ІI (1 м  ≤  х2  ≤  2 м): 

2xQ  = Ву ; 

2xM  = –mB –  m + By х2 + Bx · 0,5 ; 

2xN  =  Bx . 

Из уравнений следует, что на втором участке поперечная сила 
и продольная сила постоянные, а изгибающий момент изменяется 
по линейному закону. Подставляя числовые значения  х2  на грани-
цах участка, получаем: 

2xQ  = const = 20 кН; 

х2 = 1 м:  
2xM  = –27  – 15 + 20 · 1 + 12 · 0,5 =  –16 кН·м; 

х2 = 2 м:  
2xM  = –27 – 15 + 20 · 2 + 12 · 0,5  =  4 кН·м. 

2xN  = const = 12 кН. 

Строим эпюры для второго участка, отмечая на них найденные 
значения 

2xQ  и 
2xM , 

2xN (см. рис. 1.25). 
Проводим сечение на третьем участке на расстоянии х3 от край-

него правого сечения  и составляем уравнения для 
3xQ , 

3xM , 
3xN . 

Участок ІII (0  ≤  х3  ≤  2 м): 

3xQ  =  p х3 ; 

3xM  = 
2

3
2

xp− ⋅ ; 

3xN  = 0. 

Из уравнений следует, что на третьем участке поперечная 
сила представляет линейную функцию, изгибающий момент 
изменяется по квадратичной функции, а продольная сила 
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равна нулю. Подставляя числовые значения х3 на границах 
участка, получаем: 

х3 = 0:  
3xQ  =  0; 

х3 = 2 м:  
3xQ  = 10 · 2 = 20 кН; 

х3 = 0:  
3xM  = 0; 

х3 = 2 м:  
3xM  =  –10 · 

2
22

  =  –20 кН·м. 

3xN  = 0. 

Строим эпюры для третьего участка, отмечая на них найденные 
значения 

3xQ  и 
3xM , 

3xN (см. рис. 1.25). 
Проводим сечение на четвертом участке на расстоянии х4 от 

крайнего нижнего сечения и составляем уравнения для 
4xQ , 

4xM , 
4xN . 

Участок ІV (0  ≤  х4  ≤  2 м): 

4xQ  =  –F; 

4xM  = F х4; 

4xN  =  0. 

Из уравнений следует, что на четвертом участке поперечная 
сила постоянная, изгибающий момент изменяется по линейному 
закону, а продольная сила равна нулю. Подставляя числовые зна-
чения  х4  на границах участка, получаем: 

4xQ  =  const  =  –12 кН; 

х2 = 0:  
4xM  = 0; 

х2 = 2 м:   
4xM  = 12 · 2  =  24 кН·м. 

4xN  = 0. 

Ре
по

зи
то

ри
й Б

ГА
ТУ



 
71 

Строим эпюры для четвертого участка, отмечая на них найден-
ные значения 

4xQ  и 
4xM , 

4xN (см. рис. 1.25). 
Контроль правильности построения эпюр с использованием об-

щих выводов, вытекающих из соотношений между нагрузкой, по-
перечной силой и изгибающим моментом, сущности метода сече-
ний показывает, что эпюры Q и M построены верно. Для рам 
является обязательной проверка равновесия узлов. Составляем 
уравнения равновесия для узла C (рис. 1.26): 

Σ Fx = –20 + 20 = 0; 

Σ Fу =  20 – 20 = 0; 

Σ mС (Fi ) = 4 + 20 – 24 = 0. 
 

 
 

Рис. 1.26. Узел рамы С 
 

Составляем уравнения равновесия для узла D (рис. 1.27): 

Σ Fx = °−°− 6,26cos83,16,26sin26,23 + 12 = 0; 

Σ Fу = °−° 6,26sin83,16,26cos26,23 – 20 = 0; 

Σ mD (Fi ) = –1 – 15 + 16 = 0. 

 
 

Рис. 1.27. Узел рамы D 
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Уравнения равновесия для узлов С и D удовлетворяются. Вы-
полненные проверки позволяет заключить, что все эпюры построе-
ны верно. 

 
 

1.5. Пример разноуровневого задания для контроля 
результатов изучения содержания модуля 

 
Уровень III 

 
1. Соотношения между внешними нагрузками, поперечной си-

лой и изгибающим моментом. 
 
 
Уровень II 

 
1. Для данной балки (рис. 1.28) построить эпюры поперечных 

сил и изгибающих моментов. 

 
 

Рис. 1.28. Схема балки 
 

2. Стальной стержень круглого поперечного сечения диаметром 
30 мм растянут на разрывной машине силой 125 кН. С помощью 
тензометра на длине 50 мм измерено его удлинение, оказавшееся 
равным 0,43 мм. Определить модуль упругости для материала 
стержня. 

 
 
Уровень I 

 
1. По какой формуле определяются нормальные напряжения на 

наклонной площадке параллельной оси z (главная ось напряженно-
го состояния)? 

2. Какая ось называется центральной осью сечения? 
3. Запишите условие прочности согласно теории Мора. 
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1.6. Вопросы для контроля результатов изучения 
содержания модуля 1 (уровень III) 

 
Основные понятия и определения 
 
1. Предмет курса «Механика материалов», связь с общенаучными, 

общеинженерными и специальными дисциплинами.  
2. Реальный объект и расчетная схема (модель). Внутренние силы.  
3. Метод сечений. Внутренние силовые факторы. Их определе-

ние через внешние силы. Виды нагружений.  
4. Продольная сила: определение, правило знаков, эпюра N, пример. 
5. Крутящий момент: определение, правило знаков, эпюра Т, пример.  
6. Поперечная сила и изгибающий момент, их определение, 

правило знаков, пример.  
7. Соотношения между внешними нагрузками, поперечной  

силой и изгибающим моментом.  
8. Выводы, вытекающие из соотношений между р, Q и М, их ис-

пользование при проверке эпюр Q и М.  
9. Напряжения. Зависимости между внутренними силовыми 

факторами и напряжениями.  
10. Понятие о перемещениях и деформациях, их определение. 
 
 
Механические характеристики материалов 
 
1. Механические характеристики материалов.   
2. Диаграммы растяжения для пластичных и хрупких материалов.  
3. Допускаемые напряжения. Понятие о коэффициенте безо-

пасности. 
 
 
Геометрические характеристики плоских сечений 
 
1. Статические моменты сечений, их изменение при параллель-

ном переносе осей. Центр тяжести сечения.  
2. Моменты инерции сечения, их свойства.  
3. Изменение осевых и центробежного моментов инерции при 

параллельном переносе осей.  
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4. Изменение осевых и центробежного моментов инерции при 
повороте осей.  

5. Главные оси инерции и главные моменты инерции.  
6. Порядок определения главных центральных осей инерции  

и главных моментов инерции сложного сечения. Свойства симмет-
ричных сечений.  

7. Вывод осевых моментов инерции для прямоугольника, осево-
го и полярного моментов инерции для круга и кольца. 

 
 

Основы теории напряженного  
и деформированного состояний 
 
1. Напряженное состояние в точке: определение, компоненты, 

типы, закон парности касательных напряжений.  
2. Исследование напряженного состояния в точке: нормаль-

ные и касательные напряжения на наклонных площадках.  
3. Исследование напряженного состояния в точке: положение 

главных площадок, главные напряжения.  
4. Определение максимальных касательных напряжений  

и положения площадок, на которых они действуют.  
5. Обзор различных видов напряженных состояний.  
6. Деформированное состояние в точке: определение, компо-

ненты, типы. Объемная деформация.  
7. Закон Гука при растяжении и сжатии.  
8. Модуль упругости (модуль Юнга), его физический смысл, 

экспериментальное определение.  
9. Коэффициент Пуассона, физический смысл и эксперимен-

тальное определение.  
10. Закон Гука при сдвиге.  
11. Модуль сдвига, его физический смысл, экспериментальное 

определение.  
12. Обобщенный закон Гука.  
13. Потенциальная энергия деформации в общем случае 

напряженного состояния.  
14. Удельные потенциальные энергии изменения объема 

и изменения формы. 
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Теории прочности 
 
1. Назначение теорий прочности. Эквивалентное напряженное 

состояние и эквивалентное напряжение.  
2. Классические теории прочности (теория наибольших нор-

мальных напряжений, теория наибольших касательных напряже-
ний). Вывод эквивалентных напряжений, условия прочности.  

3. Классические теории прочности (теория наибольших относи-
тельных удлинений, энергетическая теория прочности). Вывод 
эквивалентных напряжений, условия прочности.  

4. Теория прочности Мора и ее практическое применение. 
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Модуль 2. РАСТЯЖЕНИЕ И СЖАТИЕ, ИЗГИБ, 
КРУЧЕНИЕ, СДВИГ 

 
 
 

В результате изучения модуля студент должен:  
– знать (описывать и формулировать) простые виды нагруже-

ния элементов конструкций (растяжение и сжатие, изгиб, круче-
ние, сдвиг), условия прочности и жесткости при простых видах 
нагружения, виды инженерных расчетов, статически неопреде-
лимые системы при растяжении (сжатии) и кручении, перемеще-
ния поперечных сечений; 

– уметь выполнять расчеты элементов конструкций на проч-
ность и жесткость при простых видах нагружения, рационально 
подбирать материал и форму поперечного сечения, находить пе-
ремещения в элементах конструкции, раскрывать статическую 
неопределимость систем при растяжении (сжатии) и кручении. 

 
Словарь основных понятий 

 
Жесткость  поперечного  сечения  балки  при  изгибе  – 

произведение модуля упругости и осевого момента инерции.  
Жесткость  поперечного  сечения  круглого  вала  при  

кручении  –  произведение модуля сдвига и полярного момента 
инерции. 

Жесткость  поперечного  сечения  стержня  при  растя-
жении  (сжатии)  – произведение модуля упругости и площади.  

Нейтральная  линия  – линия пересечения нейтрального слоя и 
поперечного сечения. 

Нейтральный  слой  – слой волокон, не изменяющий своей 
длины при нагружении. 
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Прогиб  балки  – расстояние, на которое перемещается центр 
тяжести сечения по направлению, перпендикулярному к оси балки 
в ненагруженном состоянии. 

Статически  неопределимая  система  (СНС) – это система, 
у которой для определения неизвестных реакций и внутренних си-
ловых факторов недостаточно уравнений равновесия.  

Упругая  линия  (изогнутая  ось) – ось балки в нагруженном 
состоянии. 

Угол  поворота  – угол, на который поворачивается сечение по 
отношению к своему первоначальному положению. 

 
 

2.1. План, научно-теоретическое содержание модуля 2 
 

Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое  
содержание  

Прим. 
и т. д. 

Растяжение и сжатие  
 

Лекция 1 
1. Напряжения в поперечных сечениях 
стержня.  
2. Осевые перемещения поперечных 
сечений стержня. Жесткость при  
растяжении и сжатии.  
3. Условие прочности и жесткости.  
4. Три вида  инженерных расчетов 
(проверочный, проектировочный,  
определение допускаемой нагрузки). 

 
Лекция 2 

1. Статически неопределимые систе-
мы (СНС) при растяжении (сжатии). 
2. Порядок расчета СНС. Составление 
уравнений перемещений.  
3. Начальные (монтажные) и темпера-
турные напряжения. Свойства СНС. 
 

 
 
 
[1, с. 198–200]
 
[1, с. 200–202]
 
 
[1, с. 202–203]
[1, с. 203–204]
 
 
 
 
[1, с. 249] 
 
[1, с. 250–259]
 
[1, с. 259–272]

 
 
 

Лекции – 
4 часа 
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Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое  
содержание  

Прим. 
и т. д. 

Изгиб 
 

Лекция 3 
1. Виды изгибов.  
2. Напряжения в поперечных сечениях 
балки при чистом изгибе.  
3. Нормальные и касательные напря-
жения в поперечных сечениях балки 
при поперечном изгибе.  

 
Лекция 4 

1. Расчет балок на прочность при изгибе.  
2. Условие прочности.  
3. Материалы и рациональные формы 
поперечных сечений балок при изгибе.

 
Лекция 5 

1. Перемещения при изгибе.  
2. Дифференциальное уравнение  
упругой линии балки.  
3. Метод начальных параметров.  
Пример. 
 

 
 
 
[1, с. 296–297]
[1, с. 297–302]
 
[1, с. 302–311]
 
 
 
 
[1, с. 315–316]
[1, с. 317–318]
[1, с. 328–332]
 
 
 
[1, с. 342–343]
[1, с. 344–349]
 
[1, с. 349–359]

 
 
 

Лекции – 
6 часов 

Кручение 
 

Лекция 6 
1. Напряжения в поперечных сечени-
ях прямого круглого вала, углы  
закручивания.  
2. Жесткость при кручении.  
3. Главные напряжения, разрушение 
круглых образцов из пластичных, 
хрупких материалов и дерева. Допус-
каемые напряжения. 
 

 
 
 
[1, с. 231–235]
 
 
[1, с. 235–236]
[1, с. 236–237]
 
 
 
 

 
 
 

Лекции – 
2 часа 
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Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое  
содержание  

Прим. 
и т. д. 

4. Условия прочности и жесткости при 
кручении. 

[1, с. 238–239]

Сдвиг 
 

Практические расчеты на срез и смятие 

 
 
[1, с. 273–286]

Изучается 
самостоя-
тельно 

 
 

2.1.1. Вопросы для самоконтроля 
 

Растяжение и сжатие 
 

Какой вид нагружения называется растяжением и сжатием? 
Как определяются напряжения в поперечном сечении бруса 

при растяжении и сжатии? 
Как распределяются напряжения в поперечном сечении бруса 

при растяжении и сжатии? 
Как определить перемещение поперечного сечения бруса при 

растяжении и сжатии? 
Запишите условие прочности при растяжении и сжатии. 
Запишите условие жесткости при растяжении и сжатии. 
В чем заключается сущность проверочного расчета? 
В чем заключается сущность конструкторского или проектного 

расчета? 
В чем заключается сущность расчета грузоподъемности или 

несущей способности? 
Какие системы называются статически неопределимыми? 
Что называется степенью статической неопределимости системы? 
Как составляются дополнительные уравнения перемещений? 

 
 

Изгиб 
 

Перечислите виды изгибов. 
Какой вид нагружения называется чистым изгибом? 
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Какой вид нагружения называется поперечным изгибом? 
Какой вид нагружения называется прямым изгибом? 
Какой вид нагружения называется косым изгибом? 
Какой слой продольных волокон бруса, испытывающего      

изгиб, называют нейтральным слоем? 
Что такое нейтральная линия? 
Как определяется кривизна оси балки? 
Запишите формулу для определения нормальных напряжений 

в поперечном сечении бруса при чистом изгибе. 
Как изменяются нормальные напряжения по высоте попереч-

ного сечения при чистом изгибе? 
Где располагаются опасные точки в поперечном сечении бруса 

при чистом изгибе?  
В каких точках поперечного сечения бруса при чистом изгибе 

возникают наибольшие нормальные напряжения?  
Запишите формулу для определения кривизны нейтрального 

слоя при изгибе. 
Запишите формулу для определения касательных напряжений 

в сечении бруса при поперечном изгибе (формула Журавского). 
В каких точках сечения бруса при поперечном изгибе возни-

кают наибольшие касательные напряжения?  
Что называется осевым моментом сопротивления поперечного 

сечения? 
Чему равен осевой момент сопротивления для прямоугольного 

поперечного сечения? 
Чему равен осевой момент сопротивления для круглого     

поперечного сечения? 
Чему равен осевой момент сопротивления для поперечного 

сечения в виде кольца? 
Запишите условие прочности при изгибе. 
Какая форма поперечного сечения будет рациональной для 

балки, изготовленной из пластичного материала? 
Какая форма поперечного сечения будет рациональной для 

балки, изготовленной из хрупкого материала? 
Каким критерием характеризуется рациональность попереч-

ного сечения бруса при  изгибе? 
Что такое «прогиб сечения балки»? 
Что такое «угол поворота сечения балки»? 
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В каком случае прогиб сечения балки считается положитель-
ным, а в каком – отрицательным? 

В каком случае угол поворота сечения балки считается поло-
жительным, а в каком – отрицательным? 

Запишите приближенное дифференциальное уравнение упру-
гой линии балки. 

Где располагается начало координат при определении пере-
мещений в балке по методу начальных параметров? 

Запишите уравнение углов поворота сечений балки. 
Запишите уравнение упругой линии или уравнение прогибов 

сечений балки. 
 
 

Кручение 
 

Какой вид нагружения называется кручением? 
Чему равны касательные напряжения в поперечном сечении 

круглого вала? 
Как распределяются касательные напряжения в круглом    

поперечном сечении вала при кручении? 
Где располагаются опасные точки в круглом поперечном     

сечении вала при кручении? 
В каких точках круглого поперечного сечения вала при кру-

чении возникают наибольшие касательные напряжения?  
Как определяется угол закручивания сечений круглого вала? 
Запишите условие прочности при кручении круглого вала. 
Запишите условие жесткости при кручении круглого вала. 
Что называется полярным моментом сопротивления круглого 

поперечного сечения? 
Чему равен полярный момент сопротивления для круглого 

поперечного сечения? 
Чему равен полярный момент сопротивления для поперечного 

сечения в виде кольца? 
Как определить крутящий момент в сечениях вала, если из-

вестна передаваемая мощность и частота вращения? 
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2.2. Учебно-методические материалы  
к лабораторным работам 

 

Название лабораторной работы 
Учебно-

методические  
материалы 

1. Определение главных деформаций  
и главных напряжений при изгибе  [6, с. 57–68] 

2. Определение модуля упругости стали  
методом изгиба балки [5, с. 63–67] 

3. Определение модуля сдвига для стали [6, с. 50–56] 
4. Определение главных деформаций  
и главных напряжений при кручении [5, с. 123–127] 

 
 

2.3. Учебно-методические материалы  
к практическим занятиям 

 
2.3.1. Расчеты на прочность и жесткость  
при растяжении и сжатии 
 
Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию  

 
Напряжения в поперечных сечениях стержня. Приложение 

внешней нагрузки к стержню может осуществляться различны-
ми способами (рис. 2.1, а, б, в). Однако во всех случаях равно-
действующая внешних сил, приложенных к стержню, будет на-
правлена вдоль его оси, и расчетная схема для всех способов 
будет одинаковой (рис. 2.1, г). Продольная сила N определяется 
при помощи метода сечений и в любом сечении стержня будет 
равна силе F. 

Сжатие отличается от растяжения формально только знаком 
силы N. При растяжении продольная сила N направлена от се-
чения и считается положительной (рис. 2.2, а), при сжатии   
продольная сила N направлена к сечению и считается отрица-
тельной (рис. 2.2, б). 
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Рис. 2.1. Некоторые способы передачи усилия к стержню 
 

 

 
 

Рис. 2.2. Направление продольной силы при растяжении и сжатии 
 

При анализе внутренних сил сохраняется одинаковый подход 
при растяжении и сжатии. Вместе с тем между этими типами на-
гружения могут возникать и качественные различия, например: 

– при изучении процессов разрушения материалов; 
– при исследовании поведения длинных и тонких стержней, для 

которых сжатие сопровождается, как правило, изгибом. 
Продольная сила N является равнодействующей внутренних сил 

в сечении (рис. 2.3, а). 
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Рис. 2.3. Равнодействующая внутренних сил и напряжения  
в поперечном сечении стержня 

 
Естественно предположить, что для однородного стержня внут-

ренние силы распределены по сечению равномерно. Тогда нор-
мальное напряжение для всех точек сечения будет одинаковым и 
равным: 

A
N

x =σ=σ ,   (2.1) 

где А – площадь поперечного сечения стержня. 
 
В частном случае, когда стержень растягивается одинаковыми 

силами F, приложенными к концам стержня, N = F, и формулу (2.1) 
можно записать в виде: 

A
F

x =σ=σ
 
.    (2.2) 

При растяжении нормальные напряжения считаются поло-
жительными, при сжатии – отрицательными. В формулу (2.1) про-
дольная сила должна подставляться со своим знаком. 

Если из растянутого стержня выделить сечениями, параллель-
ными и перпендикулярными оси, элемент BCDE (рис. 2.3, б), так 
как на гранях, перпендикулярных к оси, действуют только нор-
мальные напряжения, а на гранях, параллельных оси, напряже-
ния отсутствуют, то грани элемента будут главными площадка-
ми, а напряжение xσ – главным напряжением. Следовательно, 
материал при растяжении (сжатии) испытывает линейное напря-
женное состояние. 
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Нормальные и касательные напряжения на площадках, накло-
ненных к оси стержня, определяются по формулам (1.11), (1.12) 
для линейного напряженного состояния. Сечение, в котором 
действует максимальное напряжение, называется опасным. Для 
стержня постоянного поперечного сечения опасным будет се-
чение, в котором возникает наибольшая продольная сила. 
Перемещения сечений стержня. Выделим из стержня пере-

менного сечения, нагруженного силой F (рис. 2.4, а), бесконечно 
малый элемент длиной dx (рис. 2.4, б). На его торцевых сечениях 
будут действовать одинаковые нормальные силы Nx, от которых 
элемент удлинится на величину Δdx. 

 

 
 

Рис. 2.4. Растяжение стержня переменного сечения 
 

Относительная продольная деформация элемента равна 

εx = Δdx/dx.    (2.3) 

Абсолютное удлинение стержня (перемещение концевого сече-
ния) на длине l будет равно: 

∫=Δ
l

x

x dx
EA
N

l
0

,   (2.4) 

где Е – модуль продольной упругости материала;  
Nx – нормальная сила в сечении х;  
Ax – площадь поперечного сечения стержня в сечении х, являю-

щаяся функцией координаты х. 
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При постоянных значениях N и А формула (2.4) принимает вид: 

AE
lNl =Δ

 
.    (2.5) 

Если стержень растягивается единственной силой F, при-
ложенной к торцевому сечению стержня, то  N = F и формулу (2.5) 
можно представить в виде: 

.F ll
E A

Δ =     (2.6) 

Из формулы (2.6) следует, что при постоянных нагруз-
ке F и длине l удлинение стержня обратно пропорционально произ-
ведению ЕА. Чем это произведение больше, тем удлинение будет 
меньше, и наоборот. Поэтому произведение ЕА называется жест-
костью поперечного сечения стержня при растяжении (сжатии). 

Удлинение ступенчатых стержней, а также приложение внешних 
сил в разных точках продольной оси стержня, определяется как 
сумма удлинений отдельных участков: 

∑ ∑
= =

=Δ=Δ
n

i

n

i ii

ii
i AE

lN
ll

1 1

.   (2.7) 

где Ni, li, Ei, Ai – соответственно продольная сила, длина, модуль 
упругости и площадь поперечного сечения i-го участка. 

 
Условие прочности и жесткости при растяжении и сжатии. 

Условие прочности стержня заключается в том, что максимальное 
расчетное напряжение в стержне не должно превышать значения 
допускаемого напряжения, и записывается в виде следующего не-
равенства: 

[ ]σ≤=σ
A

N
x

max
max ,   (2.8) 

где [σ] – допускаемое напряжение для заданного материала. 
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Условие жесткости стержня заключается в том, что расчетное 
удлинение стержня не должно превышать допускаемого удлинения, 
и записывается в виде неравенства: 

Δlmax ≤ [Δl],    (2.9) 

или 

[ ]∑
=

Δ≤
n

i ii

i l
AE
lN

1

,   (2.10) 

где [Δl] – допускаемое удлинение, задаваемое техническими  
условиями. 

 

Условия прочности и жесткости позволяют выполнять три вида 
инженерных расчетов. 
Конструкторский, или проектный расчет. Сущность конст-

рукторского расчета заключается в том, что при известных зна-
чениях внешней нагрузки, длины стержня и механических харак-
теристик материала Е, [σ], [Δl] требуется подобрать размеры 
поперечного сечения: 

[ ]
maxNA =
σ

;    (2.11) 

[ ]lE
lN

A
Δ

= max .    (2.12) 

Из двух значений площади поперечного сечения стержня, полу-
ченных по формулам (2.11) и (2.12), выбирается большее. 
Проверочный расчет. Сущность проверочного расчета заключа-

ется в том, что при известных  величинах, входящих в формулы 
(2.8) и (2.10), требуется проверить выполнение условий прочности 
и жесткости. В этом расчете допускается перегрузка до 5 %. 
Расчет грузоподъемности, или несущей способности. Сущность 

расчета грузоподъемности заключается в том, что при известных 
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геометрических размерах стержня, характеристиках материала тре-
буется определить допускаемую нагрузку: 

[ ]σ≤ AFmax ;   (2.13) 

[ ]
l

lEAF Δ
≤max .   (2.14) 

Из двух значений допускаемой нагрузки, найденных по форму-
лам (2.13) и (2.14), принимается меньшее. 

На практике, в зависимости от решаемой задачи, расчеты могут 
проводиться только по условию прочности или по условию жесткости. 
Пример 2.1. Конструкция, состоящая из шарнирно соединенных 

стального BD и алюминиевого CD стержней, нагружена силой F, 
как показано на рис. 2.5, а.  Принимая  F = 50 кН, α = 30о, β = 45о, 
[σ]ст = 160 МПа, [σ]ал = 60 МПа,  Ест = 2·105 МПа,  Еал = 0,7·105 МПа, 
определить диаметры стального dст и алюминиевого dал стержней. 

 
а)     б) 

 
Рис. 2.5. Расчетная схема конструкции и узла D 

 
Решение. Элементы этой конструкции при нагружении испыты-

вают растяжение. Используя условие прочности при растяжении, 
можно получить формулы для нахождения диаметров стального dст 
и алюминиевого dал стержней: 

[ ]
ст

ст
ст

4Nd =
π σ

;  
[ ]
ал

ал
ал

4Nd =
π σ

, 

где Nст, Nал – продольные силы в поперечных сечениях, соответст-
венно, стального и алюминиевого стержней. 
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Для нахождения продольных сил Nст и Nал вырезаем из конст-
рукции узел D (рис. 2.5, б) и составляем уравнения равновесия:  

.0
1
∑
=

=
n

i
xiF  –Nстsinα + Nалsinβ = 0; 

.0
1
∑
=

=
n

i
yiF   –Nстcosα + Nалcosβ – F = 0. 

Решаем полученные уравнения относительно нормальных сил 
Nст и Nал : 

ал
50

25,9кН;
sin cos 0,707 0,866

cos
sin 0,5

= = =
β ⋅ α ⋅

+ α
α

F
N

 

ст ал
sin 0,707

25,9 36,6кН.
sin 0,5

β
= ⋅ = ⋅ =

α
N N  

Определяем диаметры стержней: 

ст
4 36000

17мм;
3,14 160
⋅

= =
⋅

d  

ал
4 25900

23мм.
3,14 160
⋅

= =
⋅

d  

Пример 2.2. Стальной стержень нагружен силами F1, F2, F3, как 
показано на рис. 2.6, а. Проверить прочность стержня и найти его 
абсолютное удлинение, если площадь поперечного сечения равна 
300 мм2. 
Решение. Стержень испытывает растяжение (сжатие), так как 

внешние силы приложены вдоль оси. Для проверки прочности 
стержня воспользуемся условием: 

[ ].max
max σ≤=σ

A
N
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Строим для заданного стержня эпюру продольных сил, из которой 
примем значение Nmax. Используя уравнение равновесия ∑Fi x = 0, 
определяем реакцию в жесткой заделке Вх :  

–F1 + F2 + F3 – Вх = 0. 

Отсюда  

Вх = 15 кН. 

В пределах каждого расчетного участка стержня проводим се-
кущие плоскости, записываем уравнение продольной силы, нахо-
дим ее и показываем на эпюре (рис. 2.6, б). 

 

 
 

Рис. 2.6. Схема нагружения стержня и эпюра продольных сил 
 
Участок I (0 ≤  х1 ≤ 1 м): 

Nx1 = F1 = const = 40 кН. 

Участок II (1 м  ≤  х2 ≤ 2 м): 

Nx2 = F1 – F2 = const = 40 – 30 = 10 кН. 

Участок III (0 ≤  х3 ≤ 2 м): 

Nx3 = –Вх  = const = –15 кН. 
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Из построенной эпюры продольных сил принимаем Nmax = 40 кН 
и проверяем прочность стержня: 

[ ]max
40000 133,3МПа 160 МПа.

300
σ = = < σ =

 
Следовательно, прочность стержня обеспечена. 
Определяем абсолютное удлинение стержня по формуле: 
 

1 1

5
40000 1000 10000 1000 ( 15000) 2000 0,33мм.

2 10 300

n n
i i

i
i ii i

N l
l l

E A= =
Δ = Δ = =

⋅ + ⋅ + − ⋅
= =

⋅ ⋅

∑ ∑  

 
 
 
2.3.2. Статически неопределимые задачи  
при растяжении (сжатии) 

 
Рекомендуемая методика решения  
статически неопределимых задач при растяжении (сжатии) 
 
1. Уточнить расчетную схему, то есть показать все действующие 

силы, включая и реакции опор. 
2. Составить для системы все возможные независимые уравне-

ния равновесия. 
3. Найти степень статической неопределимости системы как 

разность между числом неизвестных сил и числом составленных 
уравнений равновесия (по п. 2). 

4. Составить дополнительно к уравнениям равновесия уравнения 
перемещений, используя принцип совместности деформаций всех 
элементов системы или всех частей элемента конструкции.  

5. Представить, используя закон Гука, уравнения перемещений 
в уравнения между силовыми факторами. 

6. Решить полученную систему уравнений (п. 2 и п. 5), опреде-
лив неизвестные силы. 

7. Выполнить требуемый условием задачи расчет как для стати-
чески определимой системы. 
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Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию  

 
Расчет статически неопределимых систем. У статически не-

определимой системы (СНС) количество наложенных связей 
больше числа независимых уравнений равновесия. Разность меж-
ду числом наложенных на систему связей и числом независимых 
уравнений равновесия называется степенью статической неопре-
делимости системы.  

Практически степень статической неопределимости указывает ко-
личество недостающих уравнений. Система может быть сколько угод-
но раз статически неопределимой. Для решения таких систем или для 
раскрытия статической неопределимости необходимо составлять до-
полнительные уравнения, называемые уравнениями перемещений, 
или уравнениями совместности деформаций. 

При сборке СНС из-за неточности изготовления элементов 
в них возникают монтажные напряжения. Иногда эти напряже-
ния создаются специально, чтобы повысить прочностные харак-
теристики детали из материала, который по-разному сопротивля-
ется растяжению и сжатию. Так, в строительстве широко 
применяют предварительно напряженный бетон. Стальная арма-
тура растягивается с определенным усилием и в таком состоянии 
заливается бетоном. После затвердевания бетона арматура раз-
гружается, и в бетоне возникают напряжения сжатия. Несущая 
способность конструкций, испытывающих растяжение, увеличи-
вается до 30 %.  

Начальные напряжения зависят от размеров поперечных сече-
ний элементов, свойств материалов и величины неувязки в разме-
рах. Начальные или монтажные напряжения возникают только 
в статически неопределимых системах.  

При определении усилий и напряжений в элементах стержневых 
систем часто необходимо учитывать деформации, связанные с тем-
пературным воздействием. Из курса физики известно, что при из-
менении температуры длина стержней изменяется: при повышении 
температуры увеличивается, при понижении – уменьшается. Тем-
пературные удлинения стержней, если им препятствуют реакции, 
будут вызывать возникновение внутренних сил, а следовательно, 
и напряжений, связанных с температурным воздействием.  
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В общем случае температурные напряжения определяются не 
только свойствами материала и разностью температур, но сущест-
венно зависят от размеров и площади поперечного сечения стерж-
ней, при этом, в зависимости от геометрических размеров, напря-
жения в стержнях могут менять знак. 

Температурные напряжения могут достигать больших значений, 
однако для оценки их опасности важна не величина предела проч-
ности, а деформация материала при разрушении. Поэтому темпера-
турные напряжения наиболее опасны для хрупких материалов, раз-
рушение которых происходит при малых деформациях. У стали 
деформации при разрушении очень велики, поэтому температурные 
напряжения для стальных конструкций не опасны. У такого хруп-
кого материала, как стекло, деформация при разрыве незначитель-
на, поэтому стекло очень чувствительно к резкому изменению тем-
пературы, так как температурные удлинения могут легко 
достигнуть значения предельных деформаций при разрыве. 
Пример 2.3. Стержень, показанный на рис. 2.7, а, нагружается 

силой F. Принимая а = 400 мм, А = 2000 мм2, F = 250 кН, 
Δ = 0,2 мм, построить для стержня эпюры продольных сил N, на-
пряжений σ и перемещений Δl. 

  
 

Рис. 2.7. Расчетная схема стержня и эпюры продольных сил, 
напряжений и перемещений 
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Решение. Представим, что под действием силы F в результате 
удлинения стержня зазор Δ будет выбран (нижнее сечение стержня 
дойдет до опоры С) и в опоре С возникнет реакция Сх. Составим 
для стержня уравнение равновесия: 

.0
1
∑
=

=
n

i
xiF    Сх – F + Вх = 0. 

Отбросим опору С, покажем составляющие перемещения нижне-
го сечения стержня и составим уравнение перемещений. Как показы-
вает расчетная схема, перемещение нижнего сечения стержня ΔlС 
должно быть равно зазору Δ: 

C F Cx
l l lΔ = Δ + Δ = Δ , 

где 
FlΔ  – перемещение под действием силы F; 

Cx
lΔ  – перемещение под действием силы Сх. 

 
Используя закон Гука, раскрываем в последнем уравнении со-

ставляющие перемещений и получим: 

м c м

1,51,5 .
2 2

⎛ ⎞⋅⋅
+ − − = Δ⎜ ⎟⋅ ⋅⎝ ⎠

х xС a C aF a
E A E A E A

. 

Выражаем отсюда неизвестную силу – реакцию Сх и находим ее 
значение: 

5
м

5 5
м c

3 250 000 4003 0,2
44 10 2 000 70000

3 1 3 1400
4 4 10 2 000 2 10 2 000

x

Fa
E AC

a
E A E A

⋅
⋅ −⋅ − Δ

⋅= = =
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 Н. 

Из уравнения равновесия находим реакцию Вх: 

Вх = F – Сх = 250 – 70 = 180 кН. 

Строим для стержня эпюру продольных сил. В пределах каждо-
го расчетного участка стержня проводим секущие плоскости, запи-
сываем уравнение продольной силы, находим ее и показываем на 
эпюре (рис. 2.7, в). 

Ре
по

зи
то

ри
й Б

ГА
ТУ



 
95 

Участок I (0 ≤  х1 ≤  а): 

Nx1 = Вх  = const = 180 кН. 

Участок II (а   ≤  х2 ≤  1,5 а): 

Nx2 = Вх – F  = const = 180 – 250 = –70 кН. 

Находим в поперечных сечениях стержня на каждом участке 
нормальные напряжения и показываем их на эпюре (рис. 2.7, г). 

1
I

180000
45МПа.

2 2 2000
σ = = =

⋅
N
A  

2
II

70000
35 МПа.

2000
σ = = =

N
A

 

Строим для стержня эпюру перемещений. Используя проведен-
ные в пределах каждого расчетного участка стержня секущие плос-
кости, записываем уравнения перемещений, находим перемещения 
и показываем их на эпюре (рис. 2.7, д). 

Участок I (0 ≤  х1 ≤ 1,5а): 

1 1
1

м 2
x

x
N xl

E A
Δ =

⋅
; 

1 10; 0;xx l= Δ =  

1 1 5
180000 600

1,5 600 мм;   0,27 мм.
10 2 2000

⋅
= = Δ = =

⋅ ⋅
xx a l  

Участок II (1,5а  ≤  х2 ≤ 2,5 а): 

2 2
2

с

( 1,5 )0,27 x
x

N x аl
E A
−

Δ = + ; 

2 21,5 600 мм; 0,27 мм;= = Δ =xx a l
 

2 2 5
70000(10000 600)2,5 1000 мм;    0,27 0,2 мм.

2 10 2000xx a l − −
= = Δ = + =

⋅ ⋅
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Перемещение нижнего сечения стержня оказалось равным вели-
чине зазора в 0,2 мм, что указывает на правильность выполненных 
расчетов. 
Пример 2.4. Конструкция состоит из трех стержней с одинако-

вой жесткостью поперечных сечений ЕА и нагружена силой F 
(рис. 2.8). Определить усилия в стержнях 1, 2, 3.  

 
 

Рис. 2.8. Трехстержневая конструкция 
 

Решение. Мысленно вырежем узел В, введем внутренние силы 
N1, N2, N3 и составим уравнения равновесия:    

.0
1
∑
=

=
n

i
xiF   –N1 sinα + N3 sinα = 0; 

отсюда  N1 = N3; 

.0
1
∑
=

=
n

i
yiF   2N3 cosα + N2 – F = 0.   (1а) 

Система один раз статически неопределима. Для решения необ-
ходимо составить дополнительно одно уравнение перемещений. 
Под действием силы F узел В переместится вниз и займет поло-
жение В'. Тогда отрезок ВВ' является полным удлинением Δl2 
стержня 2. Удлинение стержня 3 получим, проведя дугу окружно-
сти из центра С радиусом, равным длине стержня 3. Так как удли-
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нения весьма малы,  дугу можно заменить перпендикуляром, опу-
щенным из В на прямую СВ', а также принять, что угол изменился 
незначительно. Тогда 

Δl3 = Δl2 cosα.   (1б) 

Это выражение представляет уравнение перемещений, отра-
жающее условие, что при деформации системы длины стержней 
должны измениться так, чтобы стержни не разрушились и не разъе-
динились в узловой точке В. 

Выразим удлинение стержней через усилия по закону Гука: 

EA
lN

l 2
2 =Δ ;           3

3 cos
Δ =

α
N ll

EA
.   (1в) 

Подставив (1в) в (1б), получим: 

N3 = N2 cos2α.    (1г) 

Решая (1г) совместно с уравнениями равновесия (1а), найдем 
усилия в стержнях заданной конструкции: 

2

1 3 3
cos

1 2cos
FN N α

= =
+ α

;  
32 1 2cos

FN
+ α

=  . 

Пример 2.5. Стержень, показанный на рис. 2.9, а, нагревается на 
50 оС. Принимая а = 0,2 м, А = 1000 мм2, определить напряжения 
в поперечных сечениях медной σм и стальной σс частей стержня. 

 
 

Рис. 2.9. Расчетная схема составного ступенчатого стержня 
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Решение. В результате повышения температуры длина стержня 
будет стремиться увеличиться, и в заделках В и С возникнут реак-
ции Вх  и Сх. Составляем для стержня уравнение равновесия: 

.0
1
∑
=

=
n

i
xiF   Вх  – Сх = 0. 

Отбросим опору С, покажем составляющие перемещения право-
го сечения стержня (рис. 2.9, б) и составим уравнение перемеще-
ний. Из расчетной схемы видно, что перемещение этого сечения 
стержня ΔlС должно быть равно 0: 

,
xC t Cl l lΔ = Δ + Δ = Δ  

где tlΔ  – перемещение в результате повышения температуры; 

xClΔ  – перемещение под действием силы Сх. 

 
Раскрываем в этом уравнении составляющие перемещений 

и получим: 

м c
c м

22 0
2

x xC a C aa t a t
E A E A

⎛ ⎞⋅
α Δ + α Δ + − − =⎜ ⎟⋅⎝ ⎠

, 

где м c,α α  – коэффициент линейного расширения, соответственно, 
для меди  и стали  ( 6 o 6 o

м c17 10 / C; 12,5 10 / C− −α = ⋅ α = ⋅ ). 
 

Реакция опоры С будет равна: 

м м c м

м c

(2 )
x

tE E AС
E E

α + α Δ
= =

+
 

6 6 5 5

5 5
(2 17 10 12,5 10 ) 50 2 10 10 1000 155 000Н.

10 2 10

− −⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

+ ⋅
 

Продольная сила в поперечных сечениях стержня равна: 

N = Вх = Сх = 155 000 Н. Ре
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Определяем напряжения в поперечных сечениях медной 
и стальной частей стержня: 

м
155000 77,5МПа ;

2 2 1000
N
A

σ = = =
⋅  

с
155000

150 МПа.
1000

σ = = =
N
A

 

 
 

2.3.3. Расчеты на прочность при изгибе 
 

Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию  

 
Напряжения в поперечных сечениях балки  при чистом изгибе. 

Примем балку, имеющую продольную плоскость симметрии, 
в которой действуют все внешние силы. В этом случае балка 
будет работать в условиях плоского изгиба, то есть без короб-
ления или скручивания. Представим наиболее простой случай 
изгиба – чистый изгиб (рис. 2.10). В поперечных сечениях бал-
ки действует только изгибающий момент, причем одинаковой     
величины, равной  m. 

 
 

Рис. 2.10. Чистый изгиб бруса 
 

Воспользуемся методом сечений, проведем секущую плоскость 
I–I и представим оставшуюся левую часть балки (рис. 2.11). Прове-
дем в правом торцевом сечении координатные оси: у – в продоль-
ной плоскости симметрии балки; х – вдоль нейтрального слоя 
в продольной плоскости симметрии балки (слой продольных воло-
кон, который не изменяет своей длины при нагружении, называется 
нейтральным слоем); z – совпадает с нейтральной линией (линия, 
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образованная от пересечения нейтрального слоя с поперечным се-
чением). При чистом изгибе оси y и z являются главными централь-
ными осями инерции поперечного сечения. В окрестности произ-
вольной точки В с координатами z и у выделим элементарную 
площадку dA, в пределах которой действует сила, равная dN = σdA.  

При чистом изгибе нормальные напряжения в любой точке по-
перечного сечения бруса, расположенной на расстоянии  у  от ней-
тральной оси, определяются по формуле: 

y
I

M

z

z=σ ,    (2.15) 

где zM  – изгибающий момент в поперечном сечении бруса относи-
тельно оси  z; 

zI  – момент инерции сечения относительно оси z. 

 
 

Рис. 2.11. Оставшаяся левая часть балки 
 

Анализ формулы (2.15) показывает: 
– напряжение в произвольной точке поперечного сечения балки 

прямо пропорционально расстоянию от нейтральной оси до этой 
точки; 

– напряжения, изменяясь по высоте сечения, остаются постоян-
ными по его ширине. 

Эпюра нормальных напряжений, возникающих в поперечном 
сечении балки при чистом изгибе, представлена на рис. 2.12, из ко-
торого видно, что, максимальные напряжения при изгибе возника-
ют в точках, наиболее удаленных от нейтральной оси: 

maxmax y
I

M

z

z=σ .   (2.16) 
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Рис. 2.12. Эпюра нормальных напряжений 
 

Таким образом, наибольшие растягивающие и сжимающие 
напряжения в поперечном сечении балки возникают в точках, 
наиболее удаленных от нейтральной оси. 

При чистом изгибе ось балки искривляется в продольной 
плоскости симметрии, перпендикулярной нейтральному слою. 
Зависимость кривизны оси балки от изгибающего момента пред-
ставляется формулой: 

1 z

z

M
E Iρ

= .   (2.17) 

Произведение EIz называется жесткостью поперечного сече-
ния балки при изгибе. При EIz = const и Мz = const ось балки ис-
кривляется по дуге окружности радиусом  ρ. Как видно из фор-
мулы (2.17), кривизна оси балки прямо пропорциональна 
изгибающему моменту Мz  и обратно пропорциональна жестко-
сти поперечного сечения балки EIz. 

Примечание. Формулы нормальных напряжений (2.16) и кривизны оси 
(2.17) для чистого изгиба балки будут давать точные значения и при попереч-
ном изгибе. Если поперечная сила изменяется вдоль оси бруса, то формула 
(2.17) для нормальных напряжений дает незначительную погрешность, вели-
чина которой имеет порядок h/l по сравнению с 1 (где h – высота поперечного 
сечения, l – длина бруса). 

Касательные напряжения при поперечном изгибе. Предста-
вим консольно закрепленную балку, испытывающую попереч-
ный изгиб (рис. 2.13).  

Рассмотрим некоторое сечение А–А. Полное касательное 
напряжение  τ  вблизи контура направлено по касательной к кон-
туру сечения. Касательное напряжение в каждой точке сечения 
можно разложить на две составляющие – τxy и τxz. Методами 
теории упругости доказывается, что в большинстве случаев 
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составляющие τxz оказывают на прочность значительно меньшее 
влияние, чем τxy. Определим касательные напряжения при  
поперечном изгибе, предположив, что τ ≈ τxy. Вычислить эти  
напряжения проще через парные им касательные напряжения, 
возникающие в продольных сечениях бруса. 

 

 
 

Рис. 2.13. Поперечный изгиб балки 
 
Принимая в первом приближении равномерное распределение 

касательных напряжений по ширине сечения, представим формулу 
для их вычисления: 

*

*

bI

SQ

z

zy=τ ,   (2.18) 

где *
zS – статический момент относительно оси  z части площади 

поперечного сечения бруса, расположенной выше или ниже уров-
ня у, в точках которого вычисляются касательные напряжения; 

zI  – момент инерции относительно оси  z площади всего         
поперечного сечения бруса; 

*b  – ширина поперечного сечения бруса на уровне у, в точках 
которого вычисляются касательные напряжения. 

 
Формула для определения касательных напряжений (2.18) была 

выведена (и носит его имя) русским ученым и инженером 
Д. И. Журавским, который первым провел исследование касатель-
ных напряжений при поперечном изгибе. 

Используя формулу Журавского, получаем формулу для вычис-
ления касательных напряжений в балке прямоугольного поперечно-
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го сечения (2.19) в точках, расположенных на расстоянии  у от ней-
тральной оси, то есть от оси  z (рис. 2.14).  

2
2

3

6
4

⎛ ⎞
τ = ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

yQ h y
b h

.   (2.19) 

 
 

Рис. 2.14. Поперечное сечение балки и эпюра  
касательных напряжений 

 
По формуле (2.19) построена эпюра  касательных напряжений 

(рис. 2.14), из которой видно, что в точках, наиболее удаленных от 

нейтральной оси (
2
hy = ), касательное напряжение равно нулю, 

а в точках на нейтральной оси (у = 0) касательное напряжение име-
ет максимальное значение, равное 

max
3
2

yQ
b h

τ = ⋅ .    (2.20) 

Расчет элементов конструкций на прочность при изгибе. При 
поперечном изгибе максимальные нормальные напряжения в по-
перечном сечении бруса существенно превышают максимальные 
касательные напряжения ( maxσ  относится к maxτ  примерно как 
длина бруса к высоте поперечного сечения). Также известно, что 
в точках поперечного сечения бруса, наиболее удаленных от 
нейтральной оси, maxσ=σ , 0=τ , а на нейтральной оси – 

maxτ=τ , 0=σ . В этой связи расчет нетонкостенных балок на 
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прочность при поперечном изгибе производится по нормальным 
напряжениям. При выполнении этого расчета принимается во 
внимание, что опасными точками являются точки, наиболее  
удаленные от нейтральной оси, и находятся они в сечении балки, 
в котором действует максимальный изгибающий момент. Тогда 
условие прочности при изгибе имеет вид: 

[ ]max
max max

z

M y
I

σ = ⋅ ≤ σ .  (2.21) 

Отношение 
maxy
I z  обозначается через zW  и называется осевым 

моментом сопротивления. Тогда условие прочности при изгибе 
можно представить соотношением: 

[ ]max
maxσ = ≤ σ

z

M
W

.    (2.22) 

При использовании для балок хрупкого материала, который, 
как известно, при сжатии сопротивляется лучше, чем при рас-
тяжении ( c p[ ] [ ]σ > σ ), поперечное сечение должно быть несим-
метричным относительно нейтральной оси, причем большая 
часть его площади располагается в растянутой зоне (рис. 2.15). 
Условие прочности в данном случае представиться двумя соот-
ношениями: 

( ) [ ]max
min 1 c1

z

M
y

I
σ = σ = ⋅ ≤ σ ,   (2.23) 

( )
max

max 2 p2 [ ]
z

M y
I

σ = σ = ⋅ ≤ σ ,  (2.24) 

где ( )1σ  и ( )2σ  – нормальные напряжения в точках, соответственно, 1 и 2; 

p[ ]σ  
и

 c[ ]σ  – допускаемое напряжение, соответственно, на рас-

тяжение и на сжатие. 
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Рис. 2.15. Несимметричное поперечное сечение бруса 
 

Пример 2.6. Балка трубчатого прямоугольного сечения пролетом  
l = 4 м, шарнирно опертая по концам, несет равномерно распреде-
ленную нагрузку р = 30 кН/м (рис. 2.16, а). Построить эпюры попе-
речных сил и изгибающих моментов и определить величину наи-
больших нормальных напряжений в опасном сечении балки, 
а также величину напряжений в точке D (уD = 60 мм) того же сече-
ния, если размеры его равны h = 200 мм; b = 120 мм; t = 40 мм. 

 
 

Рис. 2.16. Расчетная схема, поперечное сечение и эпюры Q и М для балки 
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Решение. Показываем вертикальные реакции в опорах 
(рис. 2.16, б). Они будут равны: 

30 4 60 кН.
2 2y y
plB C ⋅

= = = =  

Проводим произвольное поперечное сечение в пределах расчет-
ного участка на расстоянии  х1 от крайней левой точки В. Отбрасы-
вая мысленно правую часть балки и рассматривая силы, действую-
щие на оставшуюся часть, составляем уравнения 

1xQ  и 
1xM  для  

участка 0 ≤ х1 ≤ 4 м: 

1xQ = Ву – p х1 ; 

1xM  = Ву  х1 – 
2
1
2
xp ⋅ . 

На данном участке поперечная сила представляет линейную 
функцию, а изгибающий момент изменяется по квадратичной 
функции. Задавая х1 значения, соответствующие границам участка, 
находим 

1xQ  и 
1xM : 

х1 = 0:  
1xQ  = 60 кН,  

1xM  = 0; 

х1 = 4 м:   
1xQ  = 60 – 30 · 4 = –60 кН,   

1xM  = 0. 

Экстремальное значение изгибающий момент принимает при  

х1 = 2 м:  
1xM = 60 · 2 – 30 ·

2
22

 = 60 кН·м. 

По вычисленным величинам строим для балки эпюры Q и М 
(рис. 2.16, в, г). 

Величину наибольших нормальных напряжений в опасном сече-
нии балки определяем по формуле: 

max
max max

z

M y
I

σ = ⋅ . 
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Найдем осевой момент инерции сечения Iz: 
3 3( 2 )( 2 )

12 12z
bh b t h tI − −

= − =
 

3 3
4120 200 (120 2 40)(200 2 40)

74 240 000 мм .
12 12
⋅ − ⋅ − ⋅

= − =  

Тогда 
6

max
60 10 100

74 240 000
⋅

σ = ⋅  = 80,8 МПа. 

Нормальные напряжения в точке D опасного сечения балки     
будут равны: 

660 10 60
74 240 000D

⋅
σ = ⋅  = 48,5 МПа. 

Пример 2.7. Балка таврового профиля длиною l = 1,4 м, защем-
ленная одним концом, нагружена в вертикальной плоскости 
силой F, приложенной на другом конце (рис. 2.17). Определить ве-
личину силы F, значение минимальных нормальных 
напряжений σmin , если максимальные нормальные напряжения 
в опасном сечении σmax = 42,4 МПа. Построить эпюру касательных 
напряжений по высоте поперечного сечения балки. 

 
 

Рис. 2.17. Балка таврового профиля 
 

Решение. Максимальные нормальные напряжения возникают 
в растянутой части опасного сечения балки в точках, удаленных от 
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нейтральной оси на расстояние уmax (рис. 2.18, а), и определяются 
по формуле: 

max
max max .

z

M
y

I
σ = ⋅  

Опасное сечение балки находится у заделки, в котором возника-
ет наибольший изгибающий момент, равный Мmax = F l. 

При решении задачи потребуется найти момент инерции          
относительно главной центральной оси z ( )zI . Сначала установим 
положение центра тяжести заданного сечения, определив ординату ус  
по отношению к вспомогательной оси z0 (рис. 2.18, а). Сечение 
представим в виде двух прямоугольников, площади которых равны 

2
1 2 140 20 2800мм .A A= = ⋅ =   

0
( ) 2800 150 2800 70 110мм.

2800 2800
z i ci

c
i

S A y
y

A A
⋅ + ⋅

= = = =
+

∑
∑

 

Определим моменты инерции выделенных прямоугольников от-
носительно собственных главных центральных осей: 

1

3 3
41 1 140 20 93 333мм ;

12 12
⋅

= = =z
b hI  

2

3 3
42 2 20 140 4 573 333мм .

12 12z
b hI ⋅

= = =  

Тогда 

2 2 2 4( ) 93 333 2800 40 4 573 333 2800 40 13 626 666 мм .z zi i iI I A a= + = + ⋅ + + ⋅ =∑  

 
Используя формулу для σmax , выразим и определим величину 

силы F, приложенной к балке: 

max max

max

42,4 13 626 666 8254 Н.
1400 50

zM IF
l l y

σ ⋅
= = = =

⋅
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Минимальные нормальные напряжения возникают в сжатой час-
ти опасного сечения балки в точках, удаленных от нейтральной оси 
на расстояние уmin (рис. 2.18, а), и определяются по формуле: 

max
min min

8254 1400 110 93,3МПа.
13 626 666z

M y
I

⋅
σ = − ⋅ = − ⋅ = −

 

 
  а)   б)        в) 

Рис. 2.18. Поперечное сечение балки и эпюры  σ  и  τ 
 
По значениям σmax и σmin  cтроим эпюру нормальных напряжений 

по высоте сечения (рис. 2.18, б). 
Для построения эпюры касательных напряжений определим 

значения τ в характерных точках сечения, используя формулу Жу-
равского. Касательные напряжения в точках, принадлежащих ней-
тральной оси τC , зависят от статического момента относительно 
оси z части площади поперечного сечения, расположенной по одну 
сторону от этой оси (примем площадь ниже оси z). 

* * * 311020 20 110 121 000мм .
2 2

= = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =c
z c c

yS A y y  

Тогда 

*

max *
8254 121000 3,66 МПа.

13 626 666
⋅

τ = τ = = =z
c

z

QS
I b

 

 
110 

Определим касательные напряжения в точках, бесконечно близ-
ко расположенных от точки D (рис. 2.18, а) (τD' – в точке на ширине 
сечения *b  = 140 мм; τD'' – в точке на ширине сечения *b  = 20 мм). 
Статический момент относительно оси z части площади поперечно-
го сечения, расположенной ниже уровня точки D. 

* * * * 3
2 (20 140) 40 112 000 мм .z cS A y A a= = = ⋅ ⋅ =  

8254 112000 0,485МПа.
13 626 666 140D

⋅′τ = =
⋅

 

8254 112000 3,39 МПа.
13 626 666 20D

⋅′′τ = =
⋅

 

По полученным значениям τ строим эпюру касательных напря-
жений по высоте сечения, которая будет ограничиваться парабола-
ми (рис. 2.18, в). 

 
 

2.4. Задания по управляемой самостоятельной работе студентов 
и рекомендации по их выполнению 

 
2.4.1. Прямой поперечный изгиб 
 
Выполнить ИДЗ «Прямой поперечный изгиб» [12, с. 34, п. 2, 3], 

в котором: 
– для заданных трех балок и двух рам подобрать размеры 

поперечного сечения; 
– для первой и третьей балок определить прогибы на грани-

цах расчетных участков и построить приближенную изогнутую 
ось (упругую линию), для третьей балки определить углы пово-
рота сечений на опорах. 

Исходными данными для выполнения задания являются: вы-
данный преподавателем вариант (номер схемы [12, рис. 1.20], 
номер строки [12, табл. 1.2]), построенные эпюры Q и M  
из п. 1.4.2. 

Форма контроля – проверка письменно выполненного ИДЗ. 
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Теоретические предпосылки к заданию  
 
Подбор размеров поперечного сечения балок, элементов рам. 

Подбор размеров поперечных сечений элементов конструкций, 
испытывающих изгиб, производится с использованием соответ-
ствующего условия прочности:  

[ ]max
maxσ σ

z

M
W

= ≤ . 

Осевой момент сопротивления zW определяется как отноше-
ние осевого момента инерции к расстоянию от нейтральной оси 
до наиболее удаленной точки поперечного сечения: 

maxy
I

W z
z = . 

Значения осевых моментов сопротивления для стандартных 
прокатных профилей принимаются из соответствующих таблиц 
сортамента. 

Осевой момент сопротивления для некоторых симметричных 
сечений определяется по формулам, представленным в таблице. 

 
Таблица 

 
Некоторые геометрические характеристики сечений 

Форма и размеры 
поперечного сечения 

Геометрические характеристики 
 сечения 

 

12

3hbI z =   , 

2max
hy =  , 

6

2hb
Wz =  
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Продолжение таблицы 

Форма и размеры 
поперечного сечения 

Геометрические характеристики  

сечения 

 

64

4d
I z

π
=  , 

 
2max
dy =  , 

32

3d
Wz

π
=   

 
( )

4
4н 1

64
= ⋅ −z

dI сπ  , 

н

в

d
d

с =  , 

2
н

max
d

y =  , 

( )
3

4н 1
32

= ⋅ −z
dW сπ   

 
Метод начальных параметров. Для определения перемеще-

ний в балках существует метод, не требующий непосредствен-
ного интегрирования дифференциального уравнения изогнутой 
оси, который называется методом Коши–Крылова, или методом 
начальных параметров.  

Под действием внешних сил, расположенных в продольной 
плоскости симметрии прямой балки, ее ось искривляется в этой 
же плоскости; при этом точки оси балки перемещаются.  

Под перемещением, или прогибом, сечения (у) понимается 
перемещение его центра тяжести по направлению, перпендику-
лярному к оси балки в ненагруженном состоянии, а под углом 
поворота сечения ( θ ) – угол, на который поворачивается сече-
ние по отношению к своему положению в ненагруженном  
состоянии.  
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Прогиб считается положительным, если перемещение центра 
тяжести поперечного сечения при нагружении балки происходит 
вверх, отрицательным – если вниз. Угол поворота сечения считает-
ся положительным, если поперечное сечение поворачивается при 
нагружении балки против хода часовой стрелки, отрицательным – 
если по ходу часовой стрелки. 

Представим левую часть балки длиной х, к которой приложены 
пара сил с моментом m, сосредоточенная сила F и распределенная 
нагрузка постоянной интенсивности p (рис. 2.19). Выберем начало 
координат в крайнем левом сечении балки, ось  у  направим вверх, 
ось  х – вправо. Тогда прогиб и угол поворота сечения балки внача-
ле координат будут обозначены соответственно 0y  и 0θ , 
а определяемые прогиб и угол поворота сечения на расстоянии х от 
начала координат – соответственно xy  и xθ . 

В сечении балки на расстоянии х от начала координат действует 
изгибающий момент, равный: 

( ) ( ) ( )2

2
−

= + − + ⋅x

x c
M m F x b p .   (2.25) 

Тогда дифференциальное уравнение упругой линии балки пред-
ставится в следующем виде: 

( ) ( )22

2 2
−

⋅ = + − + ⋅x
z

x cd yE I m F x b p
dx

.  (2.26) 

 
 

Рис. 2.19. Схема нагружения балки 
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Последовательно интегрируя уравнение (2.26) два раза 
и подставляя пределы интегрирования, получаем формулы для оп-
ределения угла поворота (2.27) и прогиба (2.28) сечения балки, рас-
положенного на расстоянии х от начала координат: 

( ) ( ) ( )2 3

0θ
2 6z x z

x b x c
E I E I x a F pm − −

= θ + − + ⋅ + ⋅ . (2.27)
 

( ) ( ) ( )2 3 4

0 0θ 2 6 24z x z z
x a x b x c

E I y E I y E I x F pm − − −
= + + + ⋅ + ⋅⋅ . (2.28) 

Если к балке слева от сечения, где определяется перемещение, 
приложено число in  пар сил с моментами mi, число jn  сосредото-
ченных сил Fj и число kn распределенных нагрузок постоянной ин-
тенсивности qk

 , то формулы для определения углов поворота xθ и 
прогибов xy сечений балки, расположенных на расстоянии х от на-
чала координат, соответственно можно записать в виде:  

( ) ( ) ( )
2 3

0
1 1 1

θ
2 6= = =

− −
= θ + − + ⋅ + ⋅⋅∑ ∑ ∑

ji k

i

nn n
j k

z x z j ki
i j k

x b x c
E I E I x a F pm .    (2.29) 

( ) ( )

0 0
1

3 4

1 1

2

θ

,
6 24

2

i

j k

n

z x z z
i

n nj k
j k

j k

iE I y E I y E I x m
i

x b x c
F p

x a

=

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= + + +

− −
+ ⋅ + ⋅

−
⋅∑

∑ ∑
 

 
 
 
 
 
 

(2.30)

 

где 0y , 0θ – соответственно прогиб и угол поворота сечения в нача-
ле координат, или начальные параметры; 

ia , jb , kc  – расстояние от начала координат до, соответственно, 
пары сил с моментом mi, сосредоточенной силы Fj , начала распре-
деленной нагрузки интенсивностью pk . 
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При нахождении перемещений с помощью метода начальных 
параметров, в котором используются формулы (2.29, 2.30), нужно 
иметь ввиду следующие обстоятельства:  

– в формулы (2.29, 2.30) подставляются значения внешних нагру-
зок, расположенных только слева от сечения, в котором определяются 
перемещения;  

– если распределенная нагрузка не доходит до сечения, в кото-
ром определяется перемещение (рис. 2.20, а), то ее необходимо 
продлить вправо до сечения и ввести компенсирующую распреде-
ленную нагрузку той же интенсивности, но противоположно на-
правленную (рис. 2.20, б); 

– в правой части формул (2.29, 2.30) знак перед каждым сла-
гаемым, содержащим внешнюю нагрузку (m, F, p), ставится та-
ким же, как и знак изгибающего момента от соответствующей 
внешней нагрузки.  

 

 
  а)     б) 

 
Рис. 2.20. Учет распределенной нагрузки 

 
Начальные параметры 0y  и 0θ определяются из граничных ус-

ловий, вытекающих из схемы закрепления балки, которую можно 
свести к одному из следующих случаев. 

1. Балка жестко закреплена одним концом: 
а) жесткая заделка слева (рис. 2.21) – 0y  = 0 и 0θ  = 0; 
б) жесткая заделка справа (рис. 2.22) – 00 ≠y   и  00 ≠θ . Если 

балку зеркально отобразить относительно жесткой заделки 
(рис. 2.23), то окажется, что 0y  = 0  и  0θ  = 0. 

 
Рис. 2.21. Жесткая заделка слева 
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Рис. 2.22. Жесткая заделка справа 

 

 
Рис. 2.23. Зеркальное отображение балки 

 
2. Балка закреплена с помощью неподвижного и подвижного 

шарниров: 
а) один из шарниров приходится на крайнее левое сечение балки 

(рис. 2.24) – 0y  = 0 и 00 ≠θ . 

 
 

Рис. 2.24. Шарнир в крайнем левом сечении балки 
 
Для определения начального параметра 0θ  используем гранич-

ное условие, вытекающее из расчетной схемы балки (рис. 2.24) – 
прогиб в сечении С равен нулю ( Cy  = 0). Составляем уравнение 
прогиба для сечения С в виде: 

( )

( ) ( )

2
1

0

3 4
1

θ
2

0.
6 24

C
z C z C

C C
y

x l
E I y E I x m

x x l
B p

⋅
−

= − +

−
+ ⋅ − ⋅ =

  
(2.40) 

Подставляя в уравнение (2.40) хС = l1 + l2, находим величи-
ну 0θzIE  и начальный параметр 0θ ;  
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б) балка справа и слева имеет консоль (рис. 2.25) – 00 ≠y  
и  00 ≠θ .  

 
 

Рис. 2.25. Балка с консолями слева и справа 
 

Для определения начальных параметров 0y  и 0θ  используем 
граничные условия, вытекающие из расчетной схемы балки 
(рис. 2.25) – прогибы в сечениях В и С равны нулю ( Вy  = 0; Cy  = 0). 
Составим уравнения прогибов для сечений В и С в виде: 

2

0 0= + θ - = 0
2

⋅ B

z B z z BE I y E I y E I x m
x

,  (2.31) 

( ) ( )

2

0 0

3 4
1 1 2

θ
2

0
6 24

C
z C z z C

C C
y

x
E I y E I y E I x m

x l x l l
B p

= + − ⋅ +

− − −
+ ⋅ − ⋅ =

.  (2.32) 

Подставляя хВ = l1 и хС = (l1 + l2 + l3) и решая систему уравнений 
(2.31), (2.32), находим величины 0yIE z  и 0θzE I , а затем, если 
нужно, – начальные параметры 0y  и 0θ .  

 
 
Методические указания для выполнения задания 

 
1. Вычертить в масштабе: 
– расчетную схему балки (рамы), указать ее размеры, величины 

внешних нагрузок, реакций опор; 
– эпюры внутренних силовых факторов эпюры Q и M, принимая 

их из п. 1.4.2.  
2. Используя условие прочности при изгибе, в каждой задаче 

подобрать размеры поперечного сечения, исходя из заданной 
формы и соотношения размеров. 
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3. Применяя метод начальных параметров для первой 
и третьей балок, определить прогибы на границах расчетных 
участков и построить приближенную изогнутую ось (упругую 
линию), для третьей балки определить углы поворота сечений 
на опорах. 

 
 
Образец выполнения задания для балок (схемы 1–3 в ИДЗ) 
 
Для заданной балки, схема которой и эпюры Q и М представле-

ны на рис. 2.26, подобрать номер профиля стального двутавра при  
[σ] = 160 МПа. Используя метод начальных параметров, опреде-
лить прогибы в сечениях, приходящихся на границы расчетных 
участков, и углы поворота сечений, приходящихся на опоры, по-
строить приближенную изогнутую ось (упругую линию) балки. Ве-
сом балки пренебречь. 

 
 

Рис. 2.26. Расчетные схемы, эпюры поперечных сил,  
изгибающих моментов в сечениях балки и изогнутая ось балки 
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Решение. Подбираем поперечное сечение для заданной балки 
в виде двутавра (рис. 2.27). Для этого из условия прочности при 
изгибе находим величину требуемого осевого момента сопро-
тивления поперечного сечения: 

[ ]
3

5 3 3max
6

11 10
6,88 10 м 68,8 см

σ 160 10
.−⋅

= = = ⋅ =
⋅z

M
W

 

 
 

Рис. 2.27. Поперечное сечение балки – двутавр 
 

По сортаменту прокатной стали (сталь горячекатаная, балки 
двутавровые, ГОСТ 8239–89) и Wz = 68,8см3  выбираем двутавр 
№ 14, у которого Wz = 81,7см3 , Iz = 572 см4. 

Определяем перемещения, возникающие в сечениях балки. 
Для этого используем метод начальных параметров. Выберем на-
чало координат в крайнем левом сечении балки, ось у направим 
вверх, ось х – вправо (см. рис. 2.26). Для определения начальных 
параметров 0y  и 0θ  используем граничные условия, вытекающие 
из расчетной схемы балки, прогибы в сечениях В и С равны нулю  
( Вy  = 0; Cy  = 0). Принимая во внимание  формулу (2.30), составим 
уравнения прогибов для сечений В и С в виде: 

3

0 0θ 0
6
B

z B z z B
x

E I y E I y E I x F= + − ⋅ = , 

( ) ( )

( ) ( )

2 33

0 0

4 4

3 1
θ

2 6 6

1 3
0.

24 24

C CC
z C z z C y

C C

x xx
E I y E I y E I x m F B

x x
p p

− −
= + − ⋅ − ⋅ + ⋅ −

− −
− ⋅ + ⋅ =

 

 
120 

Подставляя в уравнения прогибов для сечений В и С хВ = 1 м, 
хС = 4 м и значения внешних нагрузок, получаем:  

3

0 0
1θ 1 11 0
6z B z zE I y E I y E I= + ⋅ − = , 

( ) ( )

( ) ( )

2 33

0 0

4 4

4 3 4 144 8 11 29
6 62

4 1 4 3
10 10 0 .

24 24

z C z zE I y E I y E I
− −

= + θ ⋅ − − ⋅ + ⋅ −

− −
− ⋅ + ⋅ =

⋅
 

После вычислений имеем систему из двух уравнений с двумя 
неизвестными: 

0183,100 =−θ+= zzBz IEyIEyIE , 

0 0 4 24,166 0.z C z zE I y E I y E I= + θ ⋅ − =  

Решая полученную систему, находим величины 0yIE z , 0θzIE , 
а затем и начальные параметры 0y  и 0θ :  

0yIE z  = –5,611 кН·м3,  

0θzIE  = 7,444 кН·м2. 

11

3

0 8
5, 611 10 0, 0049 м 4,9 мм

2 10 572 10
y

−
− ⋅

= = − = −
⋅ ⋅ ⋅

, 

11

3

0 8

7,444 10
0,0065 рад 0,37

2 10 572 10
.

−

⋅
θ = = =

⋅ ⋅ ⋅

 

Находим прогиб сечения балки на границе второго и третьего 
участков, когда хD = 3 м: 

( ) ( )3 43

0 0

1 1
θ .

6 6 24
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( ) ( )3 43
3

0 0
3 1 3 133 11 29 10 0,779 кН м .

6 6 24z D z zE I y E I y E I
− −
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11 8
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Находим прогиб правого концевого сечения балки для которого  
хK = 5 м: 
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3
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−
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Используя формулу (1.21), определяем углы поворота сечений 
балки, приходящиеся на опоры, для которых  хB = 1 м  и  хС = 4 м: 

2 2
2

0
1θ θ 7,444 11 1,944 кН м .

2 2
= − ⋅ = − ⋅ = ⋅B

z zB
xE I E I F  

3

11 8
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3
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Принимая во внимание найденные прогибы и углы поворота се-
чений, строим приближенную упругую линию балки (см. рис. 2.26). 

 
 

Образец выполнения задания для рам (схемы 4, 5 в ИДЗ) 
 

Подобрать размеры поперечного сечения элементов рамы, схема 
которой и эпюры Q, М, N представлены на рис. 2.28, если оно   
имеет форму кольца (отношение внутреннего диаметра к наружно-
му равно 0,8). Допускаемое напряжение принять равным 
[σ] = 160 МПа. Собственным весом рамы пренебречь. 
Решение. Подбираем одинаковое поперечное сечение в виде 

кольца для всех элементов рамы. Для этого, из условия прочности 
при изгибе, находим величину требуемого осевого момента сопро-
тивления поперечного сечения. Значение наибольшего изгибающе-
го момента принимаем из эпюры  (рис. 2.28)  Мmax = 27 кНм: 
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Рис. 2.28. Расчетная схема и эпюры внутренних силовых факторов рамы 
 
Находим размеры поперечного сечения элементов рамы, имею-

щего форму кольца (рис. 2.29): 

( ) ( )
4

3н 3 4 4
32 32 169 10
1 3,14 1 0,8

zWd
c

−⋅ ⋅
= =

π − −
 = 0,079 м; 

cdd нв =  =  0,079⋅0,8  = 0,063 м. 

 
 

Рис. 2.29. Поперечное сечение элементов рамы – кольцо 
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В соответствии с нормальными линейными размерами 
(ГОСТ 6636–69 в ред. 1990 г.) принимаем =нd 80 мм, =вd 63 мм. 

 
 

2.5. Пример разноуровневого задания 
для контроля результатов изучения содержания модуля 

 
Уровень III 

 
1. Растяжение и сжатие. Напряжения в поперечных сечениях 

стержня. 
 
 
Уровень II 

 
1. Для данной балки (рис. 2.30) построить эпюры поперечных 

сил и изгибающих моментов, определить диаметр d круглого по-
перечного сечения, если [ ]σ  = 10 МПа.  

 
 

Рис. 2.30. Схема балки 
 

2. Определить величину нормальных напряжений в точке 1 по-
перечного сечения балки, показанного на рис. 2.31, если в нем дей-
ствует изгибающий момент  Мz = 12 кНм. 

 
 

Рис. 2.31. Поперечное сечение балки Ре
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Уровень I 
 

1. В каких точках сечения бруса при поперечном изгибе возни-
кают наибольшие касательные напряжения?  

2. Чему равен полярный момент сопротивления для поперечного 
сечения в виде кольца? 

 
 

2.6. Вопросы для контроля результатов изучения  
содержания модуля 2 (уровень III) 

 
Растяжение и сжатие 
 
1. Растяжение и сжатие. Напряжения в поперечных сечениях 

стержня.  
2. Перемещение сечений стержня при растяжении и сжатии.  
3. Условие прочности и жесткости при растяжении и сжатии. Три 

вида расчетов.  
4. Статически неопределимые системы при растяжении (сжатии), их 

расчет.  
5. Начальные (монтажные) и температурные напряжения в статиче-

ски неопределимых системах. 
 
 
Кручение 
 
1. Кручение. Напряжения в поперечных сечениях прямого круглого 

вала, углы закручивания.  
2. Главные напряжения при кручении круглого вала. Допускаемые 

напряжения.  
3. Условия прочности и жесткости при кручении круглого вала.  
4. Полярный момент сопротивления для круга и кольца.  
5. Статически неопределимые системы при кручении, их расчет. 
 
 
Изгиб 
 
1. Виды изгибов. Напряжения в поперечных сечениях балки при 

чистом изгибе.  
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2. Касательные напряжения при поперечном изгибе, пример.  
3. Расчет балок на прочность при изгибе.  
4. Рациональные формы поперечных сечений балок при изгибе. 

Перемещения при изгибе.  
5. Дифференциальное уравнение упругой линии балки.  
6. Метод начальных параметров. 
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Модуль 3. СЛОЖНОЕ НАГРУЖЕНИЕ. ПЕРЕМЕЩЕНИЯ 
В УПРУГОЙ СИСТЕМЕ ПРИ ПРОИЗВОЛЬНОЙ НАГРУЗКЕ.  

РАСЧЕТ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ 
СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ МЕТОДОМ СИЛ 

 
 
 

В результате изучения модуля студент должен:  
– знать (описывать и формулировать) сложные виды нагру-

жения: косой изгиб, внецентренное растяжение и сжатие, изгиб 
с кручением круглого вала; уравнение нейтральной линии,        
положение опасных точек, условие прочности; порядок расчетов 
на срез и смятие; теоремы о взаимности работ и перемещений; 
основные и эквивалентные системы статически неопределимых 
систем; сущность метода сил; 

– уметь выполнять расчеты на прочность при сложных видах 
нагружения; рассчитать параметры цилиндрических винтовых 
пружин; произвести расчет на срез и смятие; раскрыть статиче-
скую неопределимость стержневых систем методом сил, опреде-
лять перемещения интегралами Максвелла–Мора и способом 
Верещагина. 

 
Словарь основных понятий 

 
Внецентренное  растяжение  и  сжатие  – вид сложного    

нагружения, когда в поперечном сечении бруса возникают     
продольная сила и изгибающий момент. 

Изгиб  с  кручением  – вид сложного нагружения, когда в по-
перечных сечениях бруса одновременно возникают изгибающий    
и крутящий моменты. 

Канонические  уравнения  – уравнения, которые составля-
ются по определенному закону (канону) и выражают равенство 
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нулю суммарных перемещений по направлению каждой отбро-
шенной связи. 

Косой  изгиб  – вид изгиба, когда плоскость действия изгибаю-
щего момента не совпадает ни с одной из главных центральных осей 
инерции сечения. 

Метод  сил  – способ расчета СНС, когда статически 
неопределимая система освобождается от дополнительных связей, 
действия которых заменяются неизвестными силами и моментами. 

Нейтральная  ось  (линия)  – линия в поперечном сечении, 
в точках которой нормальные напряжения и деформации равны нулю. 

Основная  система  –  статически определимая, кинематически 
неизменяемая система, полученная из заданной системы 
в результате освобождения ее от дополнительных, «лишних», свя-
зей и внешних нагрузок. 

Сложное  нагружение  – такой вид нагружения, когда 
в поперечных сечениях элемента конструкции возникают два и бо-
лее внутренних силовых фактора. 

Статически  неопределимая  система  (СНС) – система, 
в которой опорные реакции и внутренние силовые факторы в по-
перечных сечениях стержней не могут быть найдены с помощью 
уравнений равновесия и метода сечений. 

Степень  статической  неопределимости  –  число допол-
нительных, «лишних», связей, наложенных сверх необходимых.  

Эквивалентная  система  – основная система, в которой 
приложены все внешние нагрузки и неизвестные силы, 
заменяющие «лишние» связи.  

Ядро  сечения  – область вокруг центра тяжести сечения, обла-
дающая тем свойством, что равнодействующая продольных сил, 
приложенная в любой точке ядра, вызывает во всем сечении нор-
мальное напряжение одного знака. 
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3.1. План, научно-теоретическое содержание модуля 3 
 

Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое 
содержание  

Прим.  
и т. д. 

Сложное нагружение  
 

Лекция 1 
1. Особенности расчетов задач на сложное 
нагружение. Косой изгиб, определение.  
2. Определение нормальных напряжений 
при косом изгибе. Вывод расчетной 
формулы и условия прочности. 
3. Определение положения нейтральной 
линии при косом изгибе и особенности 
подбора сечений и определения полных 
перемещений при косом изгибе.  

 
Лекция 2 

1. Определение нормальных напряжений 
при внецентренном растяжении или 
сжатии. 
2. Уравнение нейтральной линии. Опреде-
ление положения опасных точек. Условие 
прочности при внецентренном растяжении 
или сжатии. 
3. Ядро сечения. Особенности расчета эле-
ментов конструкций из хрупких материалов. 

 
Лекция 3 

1. Определение крутящего момента и ок-
ружного усилия на валу шкива ременной 
передачи, положения опасного сечения 
и опасных точек при изгибе с кручением. 
2. Главные напряжения при изгибе с кру-
чением и использование теорий прочно-
сти. Вывод условий прочности по III и IV 
теориям прочности. 

 
 
 
[1, с. 404–405] 
 
[1, с. 406–408] 
 
 
[1, с. 409–415] 
 
 
 
 
 
[1, с. 443–444] 
 
 
[1, с. 445–446] 
 
 
 
[1, с. 447–450] 
 
 
 
[1, с. 424–426] 
 
 
 
[1, с. 427–428] 
 

 
 

Лекция – 
6 часов 
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Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое  
содержание  

Прим.  
и т. д. 

Перемещения в упругой системе  
при произвольной нагрузке 

 
Лекция 4 

1. Потенциальная энергия деформации 
бруса в общем случае нагружения. 
2. Теоремы о взаимности работ и пере-
мещений. Интегралы Максвелла–Мора. 
3. Порядок определения перемещений 
с помощью интегралов Максвелла–
Мора. 
 

Лекция 5 
1. Ограничения для применения способа 
Верещагина. Вывод  формулы для опреде-
ления перемещений способом Верещагина. 
2. Порядок определения перемещений 
способом Верещагина. 
3. Примеры перемножения эпюр. 

 
 
 
 
[1, с. 361–367] 
 
[1, с. 482–484] 
  
[1, с. 373–382] 
 
 
 
 
[1, с. 382–384] 
 
 
 
[1, с. 384–385] 

[1, с. 386–390] 

 
 
 

Лекция – 
4 часа 

 
 
 

Расчет статически неопределимых 
систем методом сил 

 
Лекция 6 

1. Понятие о статически неопределимых 
системах, степень статической неопреде-
лимости. 
2. Метод сил. 
3. Основная и эквивалентная системы. 

 
Лекция 7 

1. Канонические уравнения метода сил.  
2. Особенности расчета симметричных 
статически неопределимых систем.  
3. Пример расчета СНС методом сил. 

 
 
 
 

[1, с. 474–479] 
  
 
[1, с. 480–481] 
[1, с. 481–482] 
 
 
[1, с. 484–486] 
[1, с. 490–494] 
[1, с. 495–508] 

 
 
 

Лекция – 
4 часа 
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3.1.1. Вопросы для самоконтроля 
 

Сложное нагружение  
 
Какой вид нагружения называется сложным? 
Какой вид нагружения называется косым изгибом? 
Как определяются нормальные напряжения в поперечном сече-

нии бруса при косом изгибе? 
Как определяются знаки нормальных напряжений в поперечном 

сечении балки при косом изгибе? 
Как распределяются нормальные напряжения в поперечном     

сечении бруса при косом изгибе? 
Назовите формы поперечных сечений, при которых балка не 

может испытывать косой изгиб? 
Как определяется положение нейтральной оси при косом изгибе? 
Где располагаются опасные точки поперечного сечения бруса 

при косом изгибе? 
Как определить перемещение точек оси балки  при косом изгибе? 
Запишите условие прочности при косом изгибе. 
Какой вид нагружения называется внецентренным растяжением, 

или сжатием? 
Как определяются нормальные напряжения в поперечном сече-

нии бруса при внецентренном растяжении (сжатии)? 
Как определяются знаки нормальных напряжений в поперечном 

сечении бруса при внецентренном растяжении (сжатии)? 
Как распределяются нормальные напряжения в поперечном     

сечении бруса при внецентренном растяжении (сжатии)? 
Запишите уравнение нейтральной линии при внецентренном 

растяжении (сжатии)? 
Назовите свойства нейтральной линии при внецентренном      

растяжении (сжатии)? 
Где располагаются опасные точки  в поперечном сечении бруса 

при внецентренном растяжении (сжатии)? 
Запишите условие прочности при внецентренном растяжении 

(сжатии). 
Какой вид нагружения называется изгибом с кручением? 
Какие напряжения возникают в поперечном сечении круглого 

вала при изгибе с кручением? 
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Как находится опасное сечение круглого вала при изгибе    
с кручением? 

Как находится приведенный (эквивалентный) момент по третьей 
теории прочности в поперечном сечении круглого вала при изгибе 
с кручением? 

Как находится приведенный (эквивалентный) момент по четвер-
той теории прочности в поперечном сечении круглого вала при    
изгибе с кручением? 

Запишите условие прочности по третьей теории для круглого 
вала при изгибе с кручением. 

Запишите условие прочности по четвертой теории для круглого 
вала при изгибе с кручением. 

 
 
Перемещения в упругой системе при произвольной нагрузке  
 
Чему равна работа статически приложенной к конструкции 

внешней силы? Сформулируйте теорему о взаимности работ. 
Сформулируйте теорему о взаимности перемещений. 
Запишите формулу Максвелла–Мора для плоской системы. 
Запишите формулу Верещагина для конструкции, испытываю-

щей в основном изгиб.  
 
 
Расчет статически неопределимых систем методом сил 
 
Какие системы называются статически неопределимыми? 
Что называется степенью статической неопределимости системы? 
Как находится степень статической неопределимости плоской   

системы? 
Дайте определение основной системы при раскрытии статиче-

ской неопределимости методом сил. 
Дайте определение эквивалентной системы при раскрытии     

статической неопределимости методом сил. 
В чем заключается сущность метода сил? 
Запишите канонические уравнения метода сил для системы, 

имеющей две дополнительные связи. 
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Какой физический смысл имеет главный коэффициент канони-
ческого уравнения метода сил 11δ ? 

Какой физический смысл имеет побочный коэффициент канони-
ческого уравнения метода сил 12δ ? 

Какой физический смысл имеет свободное слагаемое канониче-
ского уравнения метода сил F1Δ ? 

В чем заключается сущность деформационной проверки  
правильности раскрытия статической неопределимости системы 
методом сил? 

В чем заключается особенность раскрытия статической неопре-
делимости симметричной системы методом сил? 

 
 

3.2. Учебно-методические материалы  
к практическим занятиям 

 
Ранее рассматривались задачи, когда стержни конструкции ис-

пытывали одно из простейших нагружений: осевое растяжение или 
сжатие, кручение, плоский изгиб. На практике большинство эле-
ментов конструкций и машин подвергается действиям сил, вызы-
вающих различные комбинации простых нагружений. Такие случаи 
сопротивления стержней называются сложным сопротивлением. 
При сложном нагружении в поперечных сечениях бруса одновре-
менно могут возникать несколько внутренних силовых факторов. 

Решение такого типа задач проводится на основе принципа     
независимости действия сил.  

 
 

Рекомендуемая методика решения задач  
по сложному сопротивлению 
 
1. Построить эпюры действующих внутренних силовых факторов. 
2. Определить положение опасного сечения. 
3. Определить опасное напряженное состояние путем суммиро-

вания напряженных состояний, создаваемых каждым в отдельности 
типом простого нагружения. 

4. Исследовать напряженное состояние в характерных точках, 
определить главные напряжения. 
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5. По соответствующей теории прочности произвести проверку 
прочности или определить размеры поперечного сечения. 

 
 
3.2.1. Внецентренное растяжение (сжатие):  определение  
положения нейтральной линии, расчеты на прочность 

 
Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию  
 
Этот вид нагружения возникает, когда равнодействующая внеш-

них сил смещена относительно центра тяжести поперечного сече-
ния и направлена параллельно оси х бруса (рис. 3.1). 

 
 

Рис. 3.1. Внецентренное растяжение (сжатие) 
 
Координаты zF и yF точки приложения силы называются эксцен-

триситетами этой силы, сама точка  – полюсом или центром давле-
ния. Приведем силу F к центру тяжести сечения (рис. 3.2).  

 
Рис. 3.2. Внутренние силовые факторы  
при внецентренном растяжении (сжатии) 
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Сила, приложенная в центре тяжести, является продольной; пе-
речеркнутые силы создают чистый косой изгиб, который заменяет-
ся двумя прямыми изгибами МZ  и МУ : 

,Fz FyM =   Fy FzM = .         (3.1) 

Любое сечение по высоте бруса является опасным, потому что 
численные значения внутренних силовых факторов N, МZ  и МУ  
постоянны в любом сечении по высоте сечения и не зависят от 
величины х. 

Нормальные напряжения в произвольной точке первой чет-
верти с координатами у и z на основании принципа независимо-
сти действия сил будут равны алгебраической сумме напряжений 
от каждого из внутренних силовых факторов: 

.σ σ σ σN M z M y

= + +      (3.2) 

σ N

N F

A A
= − = − , 

σ
z

z F

M

z z

M y Fy y

I I
= − = − , 

σ
y

zy F

M

y y

M Fz z

I I
= − = − , 

где знаки «–» потому, что в первой четверти происходит сжатие от 
действия всех внутренних силовых факторов. 
 

1F F F F

z y z y

Fy y Fz z y yA z zAF F
A I I A I I

σ = − − − = − + +
⎛ ⎞
⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

где отношение  2z
z

I
i

A
=  – квадрат радиуса инерции. 

 
Напряжения будут равны: 

2 2
σ 1 .F F

z y

y y z zF
A i i

= − + +
⎛ ⎞
⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (3.3) 
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С помощью формулы (3.3) можно определить напряжения 
в любой точке поперечного сечения, следует лишь координаты 
этой точки относительно главных центральных осей подставить 
со своими знаками. Из этой формулы также следует, что нор-
мальные напряжения в сечении при внецентренном растяжении 
(сжатии) изменяются по линейному закону,  эпюра напряжений 
представляет собой плоскость. Максимальные напряжения будут 
возникать в точках, наиболее удаленных от нейтральной линии, 
уравнение которой получается, если приравнять к нулю выраже-
ние (3.3): 

2 2
1 0.F F

z y

y y z z
i i

+ + =    (3.4) 

Из выражения (3.4) следует, что нейтральная линия представ-
ляет собой прямую, не проходящую через начало координат (при 
у = 0  z ≠ 0). Уравнение таких прямых удобнее задавать отрезка-
ми, отсекаемыми на координатных осях. Если в уравнении (3.4) 
при z = 0 обозначить у = а у, при у = 0 – z = аz , получаем: 

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

−=

−=

F

y
z

F

z
y

z
i

a

y
i

a

2

2

 – уравнение нейтральной линии в отрезках.      (3.5)
 

Из уравнения нейтральной линии в отрезках следует, что: 
1) положение нейтральной линии при внецентренном растяжении 

(сжатии) не зависит от величины и знака приложенной силы; 
2) знак «–» означает, что нейтральная линия и полюс располагают-

ся по разные стороны от центра тяжести сечения; 
3) чем дальше от начала координат расположен полюс, тем ближе к 

центру тяжести сечения проходит нейтральная линия (и наоборот); 
4) нейтральная линия может пересекать сечение и может распола-

гаться за его пределами; 
5) если полюс расположен на одной из главных центральных осей, 

то нейтральная линия перпендикулярна этой оси. 
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Наибольшие напряжения возникают в точках поперечного сече-
ния, наиболее удаленных от нейтральной линии. Для их определе-
ния необходимо построить нейтральную линию и параллельно ей 
провести касательные к контуру сечения (рис. 3.3). 

 

 
 

Рис. 3.3. Определение опасных точек 
 при внецентренном растяжении (сжатии) 

 
Условия прочности для опасных точек 1 и 2 имеют вид: 

р 1 1
max 2 2 p

σ 1 σF F

z y

y y z zF
A i i

= − + + ≤
⎛ ⎞ ⎡ ⎤⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

;   (3.6) 

с 2 2
max 2 2 с

σ 1 σF F

z y

y y z zF
A i i

= − + + ≤
⎛ ⎞ ⎡ ⎤⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

,   (3.7) 

где  у1, у2, z1, z2 – координаты опасных точек относительно главных 
центральных осей; 

[σр], [σс] – допускаемые напряжения при растяжении или сжатии. 
 
Для пластичных материалов, которые одинаково сопротивляют-

ся растяжению и сжатию, условие прочности примет вид: 

[ ]1 1
max 2 2

σ 1 σF F

z y

y y z zF
A i i

= − + + ≤
⎛ ⎞
⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   (3.8) 
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Для сечений, имеющих две оси симметрии, опасные точки кото-
рых наиболее удалены от осей симметрии, условие прочности 
удобно записывать в виде:  

[ ]σ≤++=σ
yW
yM

zW
zM

A
N

max .    (3.9) 

Пример 3.1. Определить значение допускаемой нагрузки [F] по 
заданным размерам поперечного сечения бруса b = 90 мм,  
h = 150 мм, если допускаемые напряжения: на растяжение  
[σр] = 30 МПа,  на сжатие [σс] = 100 МПа (рис. 3.4). 

 
 

Рис. 3.4. Схема нагружения (к примеру 3.1) 
 
Решение. От действия приложенной силы в поперечном сечении 

бруса возникают три внутренних силовых фактора:  

N F= ;  
2z

h
M F= ; 

2y

b
M F= . 

Знаки нормальных напряжений от действия каждого из этих 
внутренних силовых факторов в угловых точках сечения показа-
ны на рис. 3.5. 

 
 

Рис. 3.5. Нормальные напряжения от действия  N, Mz , My 
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Максимальные растягивающие напряжения возникнут в точке 
приложения силы, минимальные сжимающие – в противоположном 
углу поперечного сечения бруса. В соответствии с формулой (3.9) 
напряжения в опасных точках определяются: 

maxσ yz

z y

MMN
A W W

= + + ; 

minσ yz

z y

MMN
A W W

= − − . 

Площадь поперечного сечения для прямоугольника A b h= , 

осевые моменты сопротивления 
2

6z

bh
W = , 

2

6y

b h
W = . С учетом вы-

ражений изгибающих моментов, через действующую силу F получаем: 

max 2 2

6 6 3 3σ
2 2

F Fh Fb F F F
bh bh b h bh bh bh

= + ⋅ + ⋅ = + +  = 
bh
F7 ; 

min 2 2

6 6 3 3σ
2 2

F Fh Fb F F F
bh bh b h bh bh bh

= − ⋅ − ⋅ = − −  = 
bh
F5

− . 

Выражение для максимальных напряжений приравнивается к 
допускаемым напряжениям на растяжение [σр], для минимальных – 
к допускаемым напряжениям на  сжатие [σс]. Определяются значе-
ния допускаемых сил: 

[ ]
max

7
σ σ

F
pbh

⎡ ⎤= = ⇒⎢ ⎥⎣ ⎦
[ ] pσ 57 857 Н 57,8 кН

7

bh
F = = ≈

⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

[ ] [ ] [ ] [ ]
кН270Н000270

5
5 c

cmin ==
σ

=⇒σ==σ
bh

F
bh
F . 

Из двух полученных значений принимаем меньшее, следова-
тельно, допускаемая нагрузка будет равна [ ] 57,86F = кН. 
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Пример 3.2. Чугунный короткий стержень, поперечное сечение 
которого изображено на рис. 3.6 , сжимается силой F, параллельной 
оси х, приложенной в точке В. Требуется: определить положение 
нейтральной линии и найти опасные точки сечения; вычислить 
наибольшее растягивающее и наибольшее сжимающее напряжения 
в поперечном сечении; найти допускаемую нагрузку [F] при задан-
ных размерах сечения: а = 80 мм , b = 50 мм и допускаемых напря-
жениях для чугуна: на сжатие [σс] = 110 МПа; и растяжение  
[σр] = 29 МПа. 

 
 

Рис. 3.6. Схема поперечного сечения 
 

Решение. Вычерчиваем сечение в выбранном масштабе (рис. 3.6).  
Для определения положения центра тяжести сложного сечения 

разбиваем его на простейшие элементы: прямоугольник 1 (рис. 3.7) 
и полукруг 2 (рис. 3.8).  

 
Рис. 3.7. Прямоугольник 1 

 
 

Рис. 3.8. Полукруг 2 
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Рассчитываем геометрические характеристики каждого элемен-
та: площадь А, осевые моменты инерции zI  и yI . Геометрические 
характеристики для второго пустого элемента отрицательны. 

4
1 104,2100240 ⋅=⋅=А мм2; 

3 3
7

1

240 100
2 10

12 12z
bh

I
⋅

= = = ⋅ мм4; 

7
33

1
1052,11

12
100240

12
⋅=

⋅
==

hbI y мм4. 

2 2
2

2 мм
π 3,14 80 2512

8 8
dА ⋅

= − = − = − ; 

96,1680212,0212,0 =⋅==∗ dy  мм; 

2

4 4 50,00686 0,0068 80 2,8 10zI d= − = − ⋅ = − ⋅ мм4; 

46
44

мм100048,1
128

8014,3
1282

⋅−=
⋅

−=
π

−=
dI y . 

Проводим на чертеже вспомогательные оси y0 и z0 таким обра-
зом, чтобы они касались контура сечения, а само сечение распо-
лагалось в первой четверти. Обозначаем координаты центров 
тяжести прямоугольника и полукруга y1, z1 и y2, z2 относительно 
вспомогательных осей. Так как оси 

1су  и 
2су совпадают, для оп-

ределения положения центра тяжести сечения достаточно найти 
координату су : 

0 1 1 2 2

1 2

50 24 000 83,04 2512 46,13
24 000 2514

z
с

S у А у Аy
А А А

+ ⋅ − ⋅
= = = =

+ −
∑
∑

мм. 

Обозначаем на чертеже координату су  и находим общий центр 
тяжести сечения. Так как сечение имеет одну ось симметрии, то 
главными центральными будут сама ось симметрии су  и ось ей 
перпендикулярная, проходящая через центр тяжести сечения сz .  
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Рассчитываем моменты инерции сечения относительно главных 
центральных осей, используя формулу изменения моментов инер-
ции при параллельном переносе осей: 

1 2

2 2 7 2
1 1 2 2 2 10 3,87 24 000= + + + = ⋅ + ⋅ −

сz z zI I a A I а А
5 22,8 10 36,91 2512 16 657 227,17− ⋅ − ⋅ = мм4 610657,16 ⋅= мм4, 

где 1а  и 2а  − смещения между главными центральными осями все-
го сечения и собственными осями каждой фигуры: 

1 1 50 46,13 3,87са у у= − = − =  мм; 

2 2 83,04 46,13 36,91са у у= − = − =  мм. 

 
Относительно оси су  смещение осей 

1су и 
2су не происходит, 

поэтому для определения осевого момента инерции всего сечения сум-
мируются 

1yI  и 
2yI : 

767 1042,11100048,11052,11
21

⋅=⋅−⋅=−= yyy III
с

мм4. 

Находим квадраты радиусов инерции: 

2
6

2 мм19,775
251200024
10657,16

=
−
⋅

==
А

I
i сz

z , 

7
2 211,42 10 5314,59мм

24 000 2512
сy

y
I

i
А

⋅
= = =

−
. 

Рассчитываем отрезки, отсекаемые нейтральной линией на глав-
ных центральных осях по формуле (3.5):  

2
5 314,59

44,29
120

y
z

F

i
a

z
= − = − =

−
 мм, 

2 775,19
14,39

53,87
z

y
F

i
a

у
= − = − = −  мм, 
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где 120−=Fz мм и 87,5313,46100 =−=Fу мм – координаты точки В 
приложения силы относительно главных центральных осей сz  и су . 
 

Откладываем отрезки za  и уa  на чертеже с учетом знаков 
и проводим нейтральную линию штриховой жирной линией.  

Опасными являются точки, в которых возникают максималь-
ные напряжения, наиболее удаленные от нейтральной линии. 
Для их нахождения необходимо провести касательные к контуру 
сечения, параллельные нейтральной линии. В рассматриваемом 
примере опасными будут точки В и С. Наибольшие сжимающие 
напряжения возникают в точке В, а в точке С – наибольшие рас-
тягивающие. 

Выражаем наибольшие сжимающие и растягивающие напря-
жения через неизвестную силу F и геометрические характери-
стики поперечного сечения:  

( )

В В
2 2

4

53,87 53,87 120 120
σ 1 1

21 488 775,19 5 314, 59

1 3, 74 2, 71 3, 467 10 ,
21 488

F F
B

z y

у у z zF F
А i i

F
F −

⋅ ⋅
= − ⋅ + + = − ⋅ + + =

= − ⋅ + + = − ⋅ ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( )

2 2

4

53,87 46,13 120 120
σ 1 1

21 488 775,19 5 314, 59

1 3, 206 2, 71 2, 288 10 ,
21 488

F F
С

z y

у у z zF F
А i i

F
F −

⋅ ⋅
= ⋅ − + + = ⋅ − + + =

= ⋅ − + + = ⋅ ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

С С

 

где 87,5313,46100 =−=Ву мм и zB = 120 мм − координаты точки В 
относительно осей су  и сz , совпадающие с Fу  и Fz ;  

 13,46=су  мм  и 120=сz  мм − координаты точки С относительно 
тех же осей. 
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Полученное выражение наибольших сжимающих напряжений 
в точке В приравниваем к допускаемым напряжениям на сжатие, 
а наибольших растягивающих напряжений в точке С – к допус-
каемым напряжениям на растяжение. 

43, 467 10 110В F −σ = − ⋅ ⋅ = −  ⇒ 4

110
311 728

3, 467 10
F

−
= =

⋅
Н, 

2910288,2 4 =⋅⋅=σ −FС  ⇒ 
4

29
126 748

2,288 10
F

−
= =

⋅
Н. 

Из двух полученных значений допускаемой нагрузки необходи-
мо выбрать меньшее, чтобы оно удовлетворяло условию прочности, 
как на сжатие, так и на растяжение. Окончательно принимаем 
[ ]F =126,8  кН. 

 
 
3.2.2. Изгиб с кручением:  
расчеты на прочность круглого вала 
 
Рекомендуемая методика решения задач 
по изгибу с кручением 

 
1. Определить скручивающие моменты m и построить эпюру 

крутящих моментов Т. 
2. Спроектировать силы, действующие на балку, на главные цен-

тральные плоскости инерции, составить схемы нагружения в этих 
плоскостях, построить эпюры изгибающих моментов Мz и Му . 

3. Построить результирующую эпюру изгибающих моментов 
и определить опасное сечение вала. 

4. Определить в опасном сечении опасные точки построением 
эпюр нормальных напряжений σ от действия изгибающего момен-
та М и касательных напряжений τ от крутящего момента Т. 

5. Рассчитать главные напряжения в опасных точках. 
6. По соответствующей теории прочности произвести проверку 

прочности или определить размеры поперечного сечения. 

Ре
по

зи
то

ри
й Б

ГА
ТУ



 
145 

Теоретические предпосылки и примеры 
 к практическому занятию  

 
На изгиб с кручением работают валы редукторов, коробок    

передач и т. д. Силы, передаваемые валу шкивами и зубчатыми 
колесами, всегда вызывают изгиб и кручение вала.  

Рассмотрим закрепленный на валу шкив ременной передачи 
(рис. 3.9). Обозначим натяжение ведущей ветви ремня 2t, ведо-
мой – t, передаваемую мощность – Р (кВт), частоту вращения ва-
ла – n (об/мин).  

 
 

Рис. 3.9. Шкив ременной передачи 
 
Приведем силы 2t и t к центру тяжести сечения. Перечеркну-

тые силы создают скручивающие моменты, суммарный скручи-
вающий момент будет равен: 

.m t R=     (3.10) 

Зная передаваемую мощность и частоту вращения вала, можно 
определить скручивающий момент m: 

30 1000 30
9554

ω π 3,14
P P P P

m
n n n
⋅ ⋅ ⋅

= = = = ⋅ ,   (3.11)  

тогда усилие в ведомой ветви ременной передачи будет равно:   

d
m

R
mt 2
== .   (3.12) 

Неперечеркнутые силы 3t будут вызывать изгиб.  
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Аналогичные результаты будут получены при рассмотрении   
посаженного на вал колеса зубчатой передачи.  

Для построения эпюр внутренних силовых факторов нужно 
спроектировать силы, действующие на балку, на главные цен-
тральные плоскости инерции. Составить схемы нагружения    
в этих плоскостях, определить опорные реакции и по известным 
ранее примерам построить эпюры крутящего Т и изгибающих 
моментов Мz и Мy. 

По эпюрам внутренних силовых факторов находят опасное се-
чение вала. Для определения в опасном сечении опасных точек 
строят эпюры распределения нормальных напряжений σи от дейст-
вия полного изгибающего момента М и касательных напряжений τк 
от действия крутящего момента Т (рис. 3.10).  

Наибольшие нормальные растягивающие напряжения будут 
возникать в точке В, где след плоскости действия полного момента 
(СПДМ) пересекает контур сечения, наибольшие сжимающие на-
пряжения будут действовать в точке С. Максимальные касательные 
напряжения от действия крутящего момента действуют на контуре 
сечения. 

 
 

Рис. 3.10. Эпюры нормальных и касательных напряжений  
при изгибе с кручением 

 
Выделим в опасной точке В элементарный кубик и проанализи-

руем напряженное состояние (рис. 3.11). Обозначим действующие 
напряжения. Вертикальные грани кубика свободны от напряжений, 
следовательно, в опасной точке имеет место плоское (сложное)     
напряженное состояние. 
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Рис. 3.11. Анализ напряженного состояния  
при изгибе с кручением 

 
Для проверки прочности материала в сложном напряженном со-

стоянии необходимо использовать теории прочности. Как правило, 
валы изготавливают из пластичных материалов, поэтому расчеты 
производятся по третьей или четвертой теориям прочности, усло-
вия прочности для которых имеют вид:  

[ ]III
экв 1 3σ σ σ ,= − ≤ σ    (3.13) 

[ ],313221
2
3

2
2

2
1

IV
экв σ≤σσ−σσ−σσ−σ+σ+σ=σ    (3.14) 

где σ1, σ2, σ3 – главные напряжения, которые при плоском напря-
женном состоянии определяются по формуле: 

( ) 22

min
max 4

2
1

2 хуyx
yx τ+σ−σ±

σ+σ
=σ .  (3.15) 

 
Из рис. 3.11 следует, что: и кσ σ ,σ 0,τ τх у ху= = = .   

Тогда 2 2и
max и к
min

σ 1σ σ 4τ
2 2

= ± + . 

Главные напряжения будут равны:  

2 2и
1 max и к

1 4
2 2
σ

σ = σ = + σ + τ , 

σ2 = 0, 2 2и
3 min и к

1 4
2 2
σ

σ = σ = − σ + τ . 
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Подставляя значения σ1 и σ3 в формулы (3.13) и (3.14), получим 
условия прочности при изгибе с кручением для любого поперечно-
го сечения вала:  

[ ]III 2 2
экв и к4 σσ = σ + τ ≤ ;    (3.16) 

[ ]IV 2 2
экв и к3 σσ = σ + τ ≤ .    (3.17) 

Учитывая, что напряжения определяются следующим образом:   

и
и

z

M
W

σ =     и    к
p

Т
W

τ = , 

для круглого поперечного сечения моменты сопротивления равны: 

;
32

3dWz
π

=  

zp WdW 2
16

3

=
π

= . 

Условие прочности по третьей теории прочности запишется: 

zzz W
ТM

W
T

W
M 2222

III
экв 2

4 +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ .  (3.18) 

С учетом, что полный изгибающий момент равен:   

22
yz MMM += ,    (3.19) 

получим условие при изгибе с кручением прочности для круглого 
вала по третьей теории прочности: 

[ ]σ≤
++

=σ
z

yz

W
TMM 222

III
экв .   (3.20) 
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Расчет по четвертой теории прочности: 

zzz W
ТM

W
T

W
M 2222

IV
экв

75,0
2

3 +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ ;  

[ ]
2 2 2

IV
экв

0,75z y

z

M M T

W

+ +
σ = ≤ σ .   (3.21) 

Иногда формулы (3.18) и (3.19) объединяют в одну, и условие 
прочности записывается так:     

[ ]прив
экв σ

z

M
W

σ = ≤ ,    (3.22) 

где Мприв – приведенный момент. 
 
Пример 3.3. Определить диаметр вала (рис. 3.12, а) по третьей 

теории прочности, если допускаемое напряжение [σ] = 80 МПа. Ве-
дущий шкив D1 = 0,8 м передает мощность Р1 = 15 кВт, ведомые 
шкивы D2 = 0,6 м  и D3 = 1,0 м передают мощности Р2 = 5 кВт и 
Р3 = 10 кВт соответственно, при частоте вращения n = 1200 мин-1. 
Ветви ремней параллельны и образуют с горизонтом: угол 1α  = 45º 
на ведущем шкиве и угол 2α  = 60º на ведомых шкивах. Натяжение 
ведущей ветви ремня в 2 раза больше натяжения в ведомой ветви. 
Решение. Определяем скручивающие моменты, приложенные    

к шкивам, по формуле (3.11):  

1
1

1 15
9554 9554 119, 4 Н м

1200
P P

m
n

= = ⋅ = ⋅ = ⋅
ω

, 

2
2

59554 9554 39,8 Н м
1200

Pm
n

= ⋅ = ⋅ = ⋅  , 

3
3

109554 9554 79,6 Н м
1200

Pm
n

= ⋅ = ⋅ = ⋅ . 
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Рис. 3.12. Расчетные схемы нагружения, эпюры крутящих  
и изгибающих моментов в сечениях вала 
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Составляем расчетную схему вала, нагруженного скручиваю-
щими моментами (рис. 3.12, б), и строим эпюру крутящих момен-
тов Т (рис. 3.12, в). 

Определяем окружные усилия t1, t2 и t3, действующие на шкивы, 
по формуле (3.12):  

Н6,298
8,0

4,11922

1

1
1 =

⋅
==

D
m

t ; 

Н7,132
6,0

8,3922

2

2
2 =

⋅
==

D
m

t ; 

Н2,159
1

6,7922

3

3
3 =

⋅
==

D
m

t . 

Определяем усилия, действующие на вал: 

F1 = 3 · t1 = 3 · 298,6 = 895,84 Н; 

F2 = 3 · t2 = 3 · 132,7 = 398,1 Н; 

F3 = 3 · t3 = 3 · 159,2 = 477,6 Н. 

Проектируем силы, действующие на вал, в плоскость ух: 

F1у  = F1 sin α1 = 895,7 · sin 45º = 633,4 Н; 

F2у  = F2 sin α2 = 398,1 · sin 60º = 344,8 Н; 

F3у  = F3 sin α3 = 477,7 · sin 60º = 413,7 Н. 

Составляем расчетную схему вала, нагруженного силами 
в плоскости ух (рис. 3.10, г), и определяем реакции в опорах: 

1 2 31,7 2,5 0,5 3,5 0В у у у уМ F F F С= ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ =∑ ; 

633, 4 1,7 334,8 2,5 413,7 0,5 3,5 0В уМ С= ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ =∑ . 

Откуда Су  = 605,9 Н; 

1 2 31,8 1,0 3,0 3,5 0С у у у уМ F F F В= ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ =∑ ; 

633, 4 1,8 334,8 1, 0 413, 7 3, 0 3, 5 0С уМ В= ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ =∑ . 
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Откуда Ву = 776 Н. 

Проверка: 

0321 =++−−−=∑ уууууyi
СВFFFF ; 

07769,6057,4138,3344,633 =++−−−=∑ yiF  . 

Реакции в опорах Ву и Су определены верно. 
Строим эпюру изгибающих моментов Мz  (рис. 3.12, д). 
Проектируем силы, действующие на вал, в плоскость zх: 

F1z  = F1 cosα1 = 895,7 · cos 45º = 633,4 Н; 

F2z  = F2 cosα2 = 398,1 · cos 60º = 199,1 Н; 

F3z  = F3 cosα3  = 477,7 · cos 60º = 236,9 Н. 

Составляем расчетную схему вала, нагруженного силами 
в плоскости zх (рис. 3.10, е), и определяем реакции в опорах: 

1 2 31,7 2,5 0,5 3,5 0В z z z zМ F F F С= ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ =∑ ; 

633,4 1,7 199,1 2,5 236,9 0,5 3,5 0В zМ С= ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ =∑ . 

Откуда Сz = 131,6 Н; 

2 31 1,8 1, 0 3, 0 3, 5 0C Z Z ZzM F F F В= ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ =∑ ; 

053039236011199814633 =⋅−⋅−⋅−⋅=∑ ,В,,,,,,M уC . 

Отсюда Вz = 65,84 Н. 

Проверка:  

0321 =−−−−=∑ zzzzzzi СВFFFF ; 

06,1318,659,2361,1994,633 =−−−−=∑ ziF . 

Реакции в опорах Вz  и  Сz   определены верно. 
Строим эпюру изгибающих моментов Мy  (рис. 3.12, ж). 
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Строим эпюру полных изгибающих моментов в сечениях вала 
(рис. 3.12, з), используя формулу (3.19): 

22
yz MMМ += . 

Определяем положение опасного сечения вала. Из эпюр М и Т  
следует, что опасное сечение вала находится в месте крепления 
первого шкива (D1). 

Из формулы (3.18) осевой момент сопротивления можно выразить:  

[ ] 32

322 dTMWz
π

=
σ
+

= . 

Откуда определится диаметр вала: 

[ ]
( ) ( )2 23 32 2

33

мм

32 79, 6 10 913,1 1032
3,14 80

48,8 50 мм.

M T
d

⋅ + ⋅+
= = =

π σ ⋅

= ≈

 

 
 

3.2.3. Определение перемещений в упругих системах  
способом Верещагина 

 
Рекомендуемая методика решения задач 
по определению перемещений способом Верещагина  

 
1. Построить эпюру изгибающих моментов (или других 

внутренних силовых факторов) от действия внешних сил МF. 
2. По направлению определяемого перемещения приложить 

единичную безразмерную силу (если определяется линейное 
перемещение) или единичный безразмерный момент (если оп-
ределяется угловое перемещение) и построить единичную 
эпюру М1. 

3. Определить площадь FΩ  грузовой эпюры МF и ее центр 
тяжести. 
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4. Под центром тяжести грузовой эпюры МF на единичной 
эпюре М1 определить ординату СМ1 . 

5. Полученные значения подставить в формулу определения 
перемещений способом Верещагина. 

 
 
Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию  

 
Вычисление интегралов Максвелла–Мора представляет опреде-

ленные затруднения. Студентом Московского института инженеров 
транспорта Верещагиным А.Н. в 1925 г. был предложен способ за-
мены интегрирования перемножением эпюр. Это возможно, когда: 

1) одна из эпюр (МF или М1) прямолинейна; 
2) жесткость системы постоянна или изменяется скачкообразно. 
Формула для определения перемещений по способу Верещагина 

при изгибе имеет вид: 

1
1

С
F

F
Z

М
EI

Ω
Δ =∑ ,    (3.23) 

где F1Δ  – перемещение по направлению единичной силы, вызван-
ное внешними силами;  

FΩ  – площадь эпюры изгибающих моментов от действия внеш-
них сил; 

СМ1  – ордината из единичной эпюры М1 , взятая под центром 
тяжести грузовой эпюры МF;  

ZEI  – жесткость сечения при изгибе. 
 
Перемещение равно произведению площади эпюры изгибающих 

моментов от заданной внешней нагрузки на величину ординаты 
эпюры изгибающих моментов от единичной силы, расположенной 
под центром тяжести грузовой эпюры, деленному на жесткость се-
чения балки. 
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В случае растяжения (сжатия) формула перемещений имеет вид:   

∑Ω
=Δ

EA
М С

F
F

1
1 ,    (3.24)  

где ЕА  – жесткость при растяжении (сжатии). 
 

При кручении круглого вала формула перемещений:  

∑Ω
=Δ

P

С
F

F GI
М1

1
,   (3.25) 

где pGI  – жесткость при кручении вала круглого поперечного 
сечения. 
 

Если в результате перемножения эпюр полученное перемещение 
положительно по знаку Δ1F > 0 , это означает, что направление дей-
ствительных перемещений совпадает с направлением единичной 
силы; если Δ1F < 0 – направление действительных перемещений 
противоположно направлению единичной силы. 

Правило знаков при перемножении эпюр: однозначные эпюры 
при перемножении дают знак «+», разнозначные – знак «–». 

Рассмотрим в общем виде некоторые случаи перемножения 
эпюр. 

1. Эпюры  МF  и  М1  – прямолинейные (рис. 3.13).  

 
 

Рис. 3.13. Пример перемножения   
прямолинейных эпюр 
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Трапеция разделяется на два треугольника. Центр тяжести тре-
угольника находится на расстоянии 2

3
 длины от вершины (рис. 3.14).  

 
 

Рис. 3.14. Положение центра тяжести  
треугольника 

 
Числитель формулы перемещений запишется: 

ССС
F МММ 2211 Ω−Ω=Ω . 

2. Эпюры МF  и М1 – ломаные (рис. 3.15).  
При перемножении эпюры следует разделить на участки так, 

чтобы пределах каждого участка эпюры МF  и М1 были прямо-
линейны. 

 
 

Рис. 3.15. Пример перемножения ломаных эпюр 
 
 
Числитель формулы перемещений: 

ССС
F МММ 2211 Ω+Ω=Ω . 

Ре
по

зи
то

ри
й Б

ГА
ТУ



 
157 

3. Одна из эпюр представляет собой параболу (рис. 3.16). 

 
 

Рис. 3.16. Пример перемножениея параболической  
и прямолинейной эпюр 

 
Грузовая эпюра разделяется на три площади – прямоугольник, 

треугольник и параболический сектор. Центр тяжести параболиче-
ского сектора находится посередине длины (рис. 3.17).  

 
 

Рис. 3.17. Положение центра 
 тяжести параболы 

 
Площадь параболы определяется по формуле: 

12

3pa
=Ω , 

где  р – заданная на схеме нагружения распределенная нагрузка. 
 

Числитель формулы перемещений в этом случае: 
СССС

F ММММ 332211 Ω+Ω+Ω=Ω . 

Пример 3.4. Определить прогиб посередине пролета и угол      
поворота сечения на левой опоре. 
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Решение. Опорные реакции в силу симметричности конструкции 
будут равны между собой и в сумме должны быть равны силе F. 
Обозначаем опорные реакции на схеме нагружения (рис. 3.18, а), 
строим грузовую эпюру изгибающих моментов от действия внеш-
ней силы (рис. 3.18, б). 

 
Рис. 3.18. Определение прогиба посередине пролета 

и угла поворота сечения на левой опоре 
 
Посередине пролета прикладываем единичную безразмерную 

силу, пересчитываем опорные реакции (рис. 3.18, в); строим еди-
ничную эпюру изгибающих моментов от действия этой силы 
(рис. 3.18, г). От действия безразмерной силы возникают безраз-
мерные опорные реакции, поэтому размерностью этой единичной 
эпюры будут метры.  

Обе эпюры представляют собой ломаные линии. Разделяем их 
на два симметричных участка, результат перемножения эпюр 
в формуле перемещений будет удваиваться. 
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Ордината единичной эпюры под центром тяжести на грузовой 
эпюре будет равна: 

1 2
2
3 4 6

С С l l
М М= = ⋅ = . 

Определим площадь одного треугольника:  

16242
1 2FllFl

F =⋅⋅=Ω . 

Максимальный прогиб балки посередине пролета будет равен: 

2 3
1

1 max
2

16 6 48

C
F

F
Z Z Z

M Fl l Fl
y

EI EI EI
Ω

Δ = = = ⋅ =
⎛ ⎞
⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . 

Для определения угла поворота сечения прикладываем на левой 
опоре единичный безразмерный момент, пересчитываем опорные 
реакции (рис. 3.18, д) и строим единичную эпюру (рис. 3.18, е).  

От действия безразмерного момента возникают опорные реак-

ции, измеряемые в 1
м , поэтому сама единичная эпюра будет без-

размерной. Единичная эпюра линейна, поэтому можно определить 
площадь всего треугольника на грузовой эпюре: 

21
2 4 8F

Fl Fl
lΩ = ⋅ ⋅ = . 

Центр тяжести этого треугольника находится посередине длины. 
Ордината на единичной эпюре под ним будет равна: 

1
1 1

1
2 2

СМ = ⋅ = . 

Угол поворота сечения на левой опоре В определится:  

2 2
1

1
1 1

8 2 16

С
F

F В
Z Z

М Fl Fl
EI EI

Ω
Δ = θ = = ⋅ ⋅ =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ . 
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Пример 3.5. Определить прогиб балки двутаврового поперечно-
го сечения № 14 длиной 1,5 мl = , нагруженной равномерно рас-
пределенной нагрузкой  7=р  кН/м, в сечении D (рис. 3.19, а). 

 
 

Рис. 3.19. Определение прогиба в точке D 
 
Решение. Строим эпюру изгибающих моментов от действия рав-

номерно распределенной нагрузки МF:  

0 ≤ х ≤ l, 

2

2рхМ х −= ; 

х = 0:  xM  = 0; 

х = l:  
2

2рlМх −= . 

Соединяем штриховой линией крайние точки эпюры (рис. 3.19, б). 
Полученная фигура представляет собой прямоугольный треуголь-
ник с удаленным  параболическим сектором. 
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Площадь треугольника: 

422
1 32

1
plpll =⋅⋅=Ω , 

площадь пустого параболического сектора: 

12

3

2
pl

−=Ω . 

Прикладываем в точке D единичную безразмерную силу 
(рис. 3.19, в), строим единичную эпюру М1 (рис. 3.19, г). Ординаты 

под центром тяжести треугольника 1
2
3

СМ l= ⋅ , под центром тяже-

сти параболы 2
1
2

СМ l= ⋅ . 

Прогиб в сечении D определится:  

3 3 4 4 4
1

1
1 2 1 .

4 3 12 2 6 24 8

С
F

F D
М pl pl l pl pl ply l

EI EI EI EI
⎛ ⎞ ⎛ ⎞Ω

Δ = = = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

Для определения численного значения прогиба необходимо най-
ти в таблице сортамента значение осевого момента инерции дву-
тавра № 14 572ZI = см4 и выполнить перевод единиц измерения в Н 
и мм. Подставляем численные значения в полученное выражение 
с переводом единиц измерения: 

4 4 12 3

5 4

7 1,5 10 7 5,0625 10
3,87 мм.

8 16 5728 2 10 572 10
D

Z

pl
у

EI
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= = = =
⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

Пример 3.6. Определить горизонтальное перемещение сечения С 
в раме, нагруженной силой F (рис. 3.20, а).    
Решение. Строим эпюру изгибающих моментов от действия    

силы F (рис. 3.20, б).    
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Рис. 3.20. Определение горизонтального перемещения в раме 
 
На горизонтальном участке рамы эпюра представляет собой тре-

угольник площадью 
2

1
1
2 2

Fl
l FlΩ = ⋅ =⋅ ,  

на вертикальном участке – прямоугольник площадью  

2 FlhΩ = .  

Для определения горизонтального перемещения прикладываем в 
точке С единичную безразмерную силу в горизонтальном направ-
лении (рис. 3.20, в). Строим единичную эпюру от действия этой си-
лы (рис. 3.20, г). Ордината под центром тяжести площади 1Ω  равна 
0, под центром тяжести площади 2Ω  (переход с грузовой эпюры на 

единичную перпендикулярно оси участка) 2
1
2

СМ h= ⋅ . 

Горизонтальное перемещение в сечении С определится: 

2

1 1
1 0

2 2F B
Z Z

h Flhх Flh
EI EI

⎛ ⎞Δ = = ⋅ Ω ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 
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3.2.4. Раскрытие статической неопределимости  
стержневых систем (балок) методом сил 
 
Рекомендуемая методика решения  
статически неопределимых систем методом сил 

 
1. Определить степень статической неопределимости системы. 
2. Выбрать основную систему. 
3. Построить эквивалентную систему. 
4. Составить для эквивалентной системы канонические уравне-

ния метода сил. 
5. Построить в основной системе эпюру изгибающих момен-

тов (или других внутренних силовых факторов) от действия 
внешних сил. 

6. Построить в основной системе эпюры изгибающих момен-
тов (или других внутренних силовых факторов) от действия еди-
ничных сил. 

7. Определить коэффициенты канонических уравнений спосо-
бом Верещагина. 

8. Подставить значения коэффициентов в канонические уравне-
ния и определить неизвестные силы. 

9. Построить эпюру изгибающих моментов (и других внутрен-
них силовых факторов). 

10. Произвести статическую и деформационную проверки. 
11. Подобрать поперечное сечение. 
 
 
Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию  

 
Статически неопределимые системы позволяют за счет более 

рационального распределения усилий по элементам конструкции 
достигать значительной экономии материала. Дополнительные   
связи увеличивают жесткость конструкции и предохраняют ее от 
разрушения при нарушении любой связи. 

Для определения числа дополнительных связей с помощью     
кинематического анализа необходимо вычесть из общего числа 
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степеней свободы системы число внешних опорных и внутренних 
связей, налагаемых на движение элементов системы. 

Число степеней свободы для плоской системы равно: 

В03H D C C= − − ;    (3.26) 

где D – число стержней, образующих систему; 
Св – число внутренних связей; 
С0 – число внешних, опорных связей. 
 
Возможны три варианта: 
1) Н > 0 – система кинематически изменяема и не применяется 

в качестве инженерного сооружения; 
2) Н = 0 – система статически определима; 
3) Н < 0 – система статически неопределима, имеет дополни-

тельные (лишние) связи. 
При расчете Св  следует учитывать, что каждый шарнир, соеди-

няющий два элемента, накладывает две внутренние связи. Добав-
ление стержня в шарнирный узел увеличивает число внутренних 
связей на две (рис. 3.21). 

Неподвижное соединение двух элементов в узле эквивалентно 
трем внутренним связям (рис. 3.22).  

 

 
Рис. 3.21. Шарнирное соединение  

стержней 
 

Рис. 3.22. Неподвижное соединение 
стержней 

 
Между стержнями-элементами связей нет (рис. 3.23). 

 
 

Рис. 3.23. Деление конструкции на элемент 
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В данном случае система разделяется на три элемента. Первый 
элемент представляет собой изогнутый стержень. Число внутрен-
них связей равно 12.  

В плоской системе шарнирно-подвижная опора налагает одну 
внешнюю связь, шарнирно-неподвижная опора – две внешние    
связи, заделка – три. 

Суть метода сил заключается в том, что статически неопределимая 
система путем освобождения от дополнительных (лишних) связей 
превращается в статически определимую, геометрически неизменяе-
мую. Действие отброшенных связей заменяется неизвестными силами 
и моментами. Их величины подбираются так, чтобы перемещения 
в системе оставались такими же, что и при наличии дополнительных 
связей. Таким образом, неизвестными при этом способе являются си-
лы, откуда и происходит название «метод сил».  

Расчет начинается с выбора основной системы. Основной систе-
мой является статически определимая, кинематически неизменяе-
мая система, получаемая из заданной в результате освобождения ее 
от дополнительных связей. Основная система, к которой приложе-
ны все внешние нагрузки и неизвестные силы, заменяющие отбро-
шенные связи, называется эквивалентной. 

При рассмотрении перемещений в эквивалентной системе со-
ставляются уравнения перемещений, которые называются канони-
ческими уравнениями метода сил. При Н = – 2 они имеют вид: 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 1

0

0.
F

F

Х Х

X X

δ + δ + Δ =

δ + δ + Δ =

⎧
⎨
⎩

         (3.27) 

Канонические уравнения выражают условия равенства нулю 
суммарных перемещений по направлению каждой из отброшенных 
связей. Их можно составить столько, сколько раз статически        
неопределима система.  

Коэффициенты при неизвестных силах представляют собой пе-
ремещения в основной системе, вызванные единичными силами, 
заменяющими неизвестные силы. Перемещения с одинаковыми ин-
дексами 11δ , 22δ  называются главными коэффициентами канониче-
ских уравнений. Они всегда положительны и не равны нулю. Пере-
мещения с разными индексами называются побочными 
коэффициентами канонических уравнений и могут быть положи-
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тельными, отрицательными и равными нулю. Чем больше этих ко-
эффициентов равно нулю, тем рациональнее выбрана основная сис-
тема. Согласно теореме о взаимности перемещений эти коэффици-
енты попарно равны, то есть 12 21δ δ= . 

Свободные члены уравнений, обозначенные буквой Δ , пред-
ставляют перемещения в основной системе под действием задан-
ных внешних сил. 

Коэффициенты и свободные члены канонических уравнений опре-
деляются с помощью интегралов Максвелла–Мора или способа Вере-
щагина путем перемножения эпюр. Индексы указывают, какие эпюры 
должны быть перемножены. После их определения решается система 
канонических уравнений, и определяются неизвестные силы.  

К основной системе с учетом знаков прикладываются найденные 
силы и заданные нагрузки. Обычным способом, как для статически 
определимой рамы, строятся суммарные эпюры внутренних сило-
вых факторов M, Q, N.  

После построения суммарной эпюры изгибающих моментов 
проводятся проверки: 

1) статическая, которая заключается в проверке равновесия      
каждого вырезанного из рамы узла под действием внешних сил и 
внутренних силовых факторов; 

2) деформационная, которая заключается в определении пере-
мещений в системе по направлению лишних связей. Так как в экви-
валентной системе перемещение по направлению лишней связи 
должно отсутствовать, то произведение окончательной эпюры      
изгибающих моментов на каждую из единичных эпюр должно    
равняться нулю.  

Для определения погрешности вычислений необходимо найти 
суммы положительных и отрицательных членов. Разность этих 
сумм (в процентах) от меньшей из них не должна превышать 2 %.  

По наибольшему значению изгибающего момента на эпюре нахо-
дится опасное сечение. Для него, по условию прочности при изгибе:  

[ ]max
max

z

M
W

σ = ≤ σ  ⇒  [ ]
max

z
M

W =
σ

.  (3.28) 

подбираются размеры поперечного сечения или номер прокатного 
профиля. 
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В рамах в поперечном сечении кроме изгибающего момента 
действует продольная сила, которая вызывает в сечении нормаль-
ные напряжения. Поэтому необходимо выполнить проверку 
с учетом продольной силы: 

[ ]σ≤+=σ
A
N

W
M

z

max
max ,   (3.29) 

где N – продольная сила в опасном сечении. 
 

Если maxσ  отличается от [ ]σ  не более чем на 5 %, расчет счи-
тается законченным. 
Пример 3.7. Для заданной балки построить эпюры поперечных 

сил Q и изгибающих моментов М (рис. 3.24, а).  
Решение. Определяем степень статической неопределимости, 

учитывая, что стрежень один, внутренние связи отсутствуют, 
внешних связей четыре (три опорные реакции – в заделке и одна в – 
шарнирно-подвижной опоре):  

В03 3 1 4 0 1H D C C= − − = ⋅ − − = − . 

Следовательно, система один раз статически неопределима 
и имеет одну лишнюю наложенную связь. 

Выбираем основную систему, отбрасываем шарнирно-
подвижную опору, система становится статически определимой 
(рис. 3.24, б).  

Построим эквивалентную систему, приложив к основной систе-
ме заданную нагрузку р и неизвестное усилие Х1, заменяющее      
отброшенную опору (рис. 3.24, в). 

Составляем каноническое уравнение метода сил, так как система 
один раз статически неопределима, уравнение будет одно: 

11 1 1δ 0FХ + Δ = . 

Составляем схему нагружения в основной системе внешними 
силами (рис. 3.24, г) и строим грузовую эпюру от действия равномер-
но распределенной нагрузки р (рис. 3.24, д). 

Прикладываем в основной системе неизвестную силу Х1, рав-
ную 1 (рис. 3.24, е), строим единичную эпюру от действия этой 
силы (рис. 3.24, ж).  
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Рис. 3.24. Расчетные схемы, эпюры изгибающих моментов 
 и поперечных сил для статически неопределимой балки 

 
Определяем коэффициент и свободный член канонического уравне-

ния, перемножая эпюры способом Верещагина. Для определения главно-
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го коэффициента 11δ необходимо единичную эпюру умножить на 
саму себя: 

3

11
1 1 2

2 3 3
ll l l

EI EI
⎛ ⎞δ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Для определения свободного члена F1Δ  перемножаем грузовую 
и единичную эпюры (подробно такое перемножение рассмотрено 
в примере 3.5). В нашем случае треугольники на эпюрах разнознач-
ные, поэтому их перемножение по знаку отрицательное: 

2 3 4

1
1 1 2 1

2 2 3 12 2 8F
pl pl pll l l

EI EI

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Δ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ = −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

.  

Подставляем полученные значения в каноническое уравнение, 
определяем неизвестную силу: 

43

1 1
30

3 8 8 y
pll X X pl B

EI EI
⋅ − = ⇒ = ⋅ = . 

Эта сила является опорной реакцией Ву в шарнирно-подвижной 
опоре. Статическая неопределимость системы раскрыта.  

Составляем схему нагружения с учетом найденной опорной 
реакции (рис. 3.24, з) и строим эпюры изгибающих моментов М   
и поперечных сил Q (рис. 3.24, и, к): 

0 ≤ х ≤ l; 

2

2рххВМ ух −= ; 

х = 0:  xM  = 0; 

х = l:  
2 23

8 2 8х
pl plМ рl= ⋅ − = − . 
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Выполняем проверку на экстремум, для чего записываем урав-
нение поперечных сил и приравниваем его к нулю: 

3
0

8
y

x y
B

Q B px x l
p

= − + = ⇒ = = ⋅ ; 

при  
3
8

х l= ⋅ : 

2 2
3 33 3 9 9 9 9

8 8 2 64 64 128 128
p l plM pl l pl pl⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ − = ⋅ − ⋅ =
⋅экстр . 

Выполняем деформационную проверку, перемножая эпюру М на 
единичную эпюру: 

3 2 4 4

1
1 1 2 1 0

12 2 2 8 3 24 24Z Z

pl l pl pl pll l
EI EI

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Δ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.  

Строим эпюру поперечных сил:  

;pxBQ yx +−=  

х = 0:   
3 ;
8x yQ B pl= − = − ⋅  

х = l:   
3 5 .
8 8x yQ B pl pl pl pl= − + = − ⋅ + = ⋅  

 
 

3.3. Задания по управляемой самостоятельной работе студентов 
и рекомендации по их выполнению 

 
3.3.1. Косой изгиб 

 
Изучить по конспекту теоретический материал и выполнить 

ИДЗ по теме «Косой изгиб»: подобрать размеры поперечного сече-
ния h и b при известных допускаемом напряжении [σ] и соотноше-
нии h/b; определить положение опасного сечения; провести в опас-
ном сечении нейтральную ось и построить для этого сечения эпюру 
нормальных напряжений в аксонометрии [12, с. 52, п. 1]. 
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Исходные данные для выполнения задания принимаются в соот-
ветствии с выданным преподавателем вариантом: номером схем 
[12, рис. 2.9] и номером строки [12, табл. 2.1]. Пример исходных 
данных для варианта: номер схемы (2) и строки (5) приводится,    
соответственно, в табл. 3.1 и на рис. 3.25. 

Форма контроля – проверка письменно выполненного ИДЗ. 

 
 

Рис. 3.25. Схема (2) к ИДЗ «Косой изгиб» 
 
 

Таблица 3.1 
Числовые данные к ИДЗ «Косой изгиб» 

Размеры Нагрузки Форма и размеры поперечного сечения 

Прямо- 
угольник 

Дву-
тавр

Швел-
лер 

Труба 
прямоугольная 

№ 
стро-
ки 

a ,     
м 

b,   
м 

c,     
м 

m, 
кН·м

F,     
кН 

p, 
кН/м 

h, м b, м № 
проф

№ 
проф h, м b, м t, м 

5 1,8 1 1,2 9  17 14 0,22 0,16 24а 24 0,28 0,16 0,02
 
 

Теоретические предпосылки к заданию  
 

Косым изгибом называется такой вид сложного сопротивления, 
когда в поперечном сечении бруса одновременно возникают два   
изгибающих момента Мz и Мy. 

Косой изгиб может быть плоским и пространственным.  
Плоский косой изгиб имеет место, когда все внешние силы дей-

ствуют в одной плоскости, проходящей через ось бруса и образую-
щей постоянный угол с его главной центральной плоскостью 
(рис. 3.26). В этом случае упругая линия (изогнутая ось) представ-
ляет собой плоскую кривую. 
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Рис. 3.26. Плоский косой изгиб 
 
При пространственном изгибе внешние нагрузки располагаются 

в разных плоскостях, проходящих через ось бруса (рис. 3.27).     
В этом случае упругая линия будет представлять собой пространст-
венную кривую. 

 
 

Рис. 3.27. Пространственный косой изгиб 
 
В общем случае при косом изгибе в поперечных сечениях 

действуют четыре внутренних силовых фактора: Mz и Qy, Мy и Qz.  
Влиянием касательных напряжений от действия поперечных сил 
пренебрегают и рассматривают действие только изгибающих 
моментов. Расчет на прочность производится по нормальным на-
пряжениям, как при одноосном напряженном состоянии, поэтому 
теории прочности при таком расчете не используются. Касатель-
ные напряжения при косом изгибе от каждой из поперечных сил 
могут быть определены по формуле Журавского. 

Нормальные напряжения в произвольной точке поперечного 
сечения, согласно принципу независимости действия сил, будут 
равны алгебраической сумме напряжений от изгибающих момен-
тов Мz и Мy. 

cos sin
.yz

z y z y

MM y z
y z M

I I I I
α ⋅ α ⋅

σ = ± ⋅ ± ⋅ = ± ±
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (3.30) 
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В формуле (3.30) перед первой дробью ставится знак «+», когда 
момент Мz вызывает растяжение в точках сечения с положитель-
ными координатами у, перед второй дробью – когда момент Мy вы-
зывает растяжение в точках с положительными координатами z. 

Из формулы (3.30) следует вывод, что нормальные напряже-
ния при косом изгибе изменяются по линейному закону. Макси-
мальные напряжения возникают в точках нейтральной оси, урав-
нение которой можно получить, приравняв (3.30) к нулю: 

tgy z

z y

М Iу z z
М I

= − ⋅ ⋅ = β ⋅ ,    (3.31)  

где 
y

z

I
I

⋅α−=β ctgtg  – угловой коэффициент нейтральной линии, 

гдеα  – угол между следом плоскости действия изгибающего  
момента (СПДМ) и осью z. 

 
Из выражения (3.31) следует: 
1) нейтральная линия является прямой, проходящей через центр 

тяжести сечения (поэтому применим термин «нейтральная ось»); 
2) при пространственном косом изгибе положение нейтральной 

линии по длине балки изменяется в соответствии с изменением от-

ношения изгибающих моментов α= ctg
z

y

М
М

;  

3) при плоском косом изгибе положение нейтральной линии по 
длине балки остается постоянным;  

4) нейтральная ось не перпендикулярна плоскости действия из-
гибающего момента, в отличие от прямого изгиба.  

Она будет перпендикулярна этой плоскости только при равен-
стве yz II =  для таких сечений, как круг, квадрат. Но для сече-
ний, имеющих более двух осей симметрии, любые центральные 
оси инерции сечения являются главными, следовательно, косой 
изгиб в этом случае невозможен. 

Для определения положения опасных точек сечения необхо-
димо провести нейтральную ось и касательные к контуру сече-
ния, ей параллельные (рис. 3.26). В нашем случае опасными бу-
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дут точки 1 и 3. Нейтральная ось делит сечение на две части: 
в одной возникают растягивающие напряжения, в другой – сжи-
мающие. 

 
 

Рис. 3.28. Определение положения опасных точек  
при косом изгибе и эпюра нормальных напряжений 

 

В одной опасной точке будет действовать наибольшее растяги-
вающее, в другой – наибольшее сжимающее напряжение. Условия 
прочности для опасных точек имеют вид: 

[ ]p
11

1
p
max σ≤+=σ=σ

y

y

z

z

I
zM

I
yM

,   (3.32) 

[ ]с33
3

с
max σ≤+=σ=σ

y

y

z

z

I
zM

I
yM

,   (3.33) 

где  у1, у3, z1, z3 – координаты опасных точек относительно главных 
центральных осей; 

  [σр],[σс] – допускаемые напряжения на растяжение и сжатие. 
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При плоском косом изгибе оба момента Мz и Мy часто имеют 
наибольшее значение в одном поперечном сечении, которое явля-
ется опасным. В этом случае условие прочности запишется: 

[ ]σ≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ⋅α
+

⋅α
=σ

yz I
z

I
yM 11

maxmax
sincos

.   (3.34) 

При пространственном косом изгибе моменты МZ и МУ имеют 
наибольшее значение в разных сечениях, поэтому расчет требуется 
проводить для двух или более предположительно опасных сечений 
(рис. 3.29). 

 
 

Рис. 3.29. Предположительно опасные сечения при косом изгибе 
 
Если сечение таково, что опасная точка имеет координаты у = уmax и 

z = zmax, учитывая, что z
z W

y
I

=
max

 и у
у W

z
I

=
max

, условие прочности 

можно выразить через моменты сопротивления. Для сечений с дву-
мя осями симметрии, угловые точки которых наиболее удалены от 
обеих главных центральных осей (прямоугольник, двутавр), усло-
вие прочности можно записать в виде: 

[ ]σ≤+=σ
y

y

z

z

W
M

W
M

max .    (3.35) 

Подбор сечений при косом изгибе осложняется наличием в ус-
ловиях прочности одновременно двух неизвестных моментов инер-
ции или моментов сопротивления. Поэтому сначала задается их от-
ношение, а затем производят проверку выбранного сечения. 
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Задается отношение 
y

z

W
W

c =  и определяется осевой момент  

сопротивления:  

[ ]σ
+

= yz
z

cMM
W .    (3.36) 

Для прямоугольного сечения шириной b и высотой h величина с 

равна отношению сторон 
b
h

; для двутавровых сечений величина с 

изменяется в пределах 5÷14, в расчетах в качестве первой пробы 
принимают с = 8; для швеллеров принимают с = 6. 

Расчет круглых и кольцевых сечений проводят по общему изги-
бающему моменту как при  прямом изгибе:     

22
yz MMM += .    (3.37) 

При косом изгибе прогибы и углы поворота сечений определя-
ются отдельно в каждой главной плоскости теми же методами, что 
и при прямом изгибе. 

Полный прогиб находится как геометрическая сумма состав-
ляющих прогибов (рис. 3.30):  

22
zy fff += .    (3.38) 

 
 

Рис. 3.30. Определение полного прогиба 
 при косом изгибе 
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Аналогично угол поворота поперечного сечения равен геомет-
рической сумме углов поворота θy и θz этого сечения относительно 
главных центральных осей:  

22
zy θ+θ=θ .    (3.39) 

Полный прогиб происходит в плоскости, перпендикулярной ней-
тральной оси, а полный угол поворота сечения происходит вокруг нее.  

При косом изгибе наиболее рациональными являются коробча-
тые тонкостенные сечения. Косой изгиб может быть весьма опасен 
с точки зрения значения напряжений и прогибов, особенно для се-
чений с резко отличающимися моментами инерции zI  и yI  (узких 
и высоких). 

 
 
Образец выполнения задания  

 
Заданная деревянная балка прямоугольного поперечного сече-

ния нагружена равномерно распределенной нагрузкой интенсивно-
стью p = 10 кН/м и моментом в виде пары сил m = 12 кНм 
(рис. 3.31, а). В опорах балки возникают реакции, действующие 
в главных центральных плоскостях инерции. Подобрать размеры 
поперечного сечения h и b при допускаемом напряжении 
[σ] = 10 МПа, если соотношение h/b = 1,2, провести в опасном се-
чении нейтральную ось и построить для этого сечения эпюру нор-
мальных напряжений в аксонометрии.  
Решение. Проведем для поперечных сечений балки главные цен-

тральные оси инерции y, z, а ось х совместим с осью балки 
(рис. 3.31, а). Спроектируем силы, действующие на балку, в глав-
ную центральную плоскость инерции yx: 

мкН276,1120cos12cos ⋅=°⋅=α⋅= mz mm . 

Составляем расчетную схему балки, нагруженной внешними си-
лами в плоскости yx, и соответственно изгибающими ее относи-
тельно оси z (рис. 3.31, б). Для нахождения неизвестных опорных 
реакций Ву и Су  составим уравнения равновесия. 
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Рис. 3.31. Расчетные схемы и эпюры изгибающих моментов 
 
Составляющая опорной реакции в шарнире В равна нулю, так 

как силы, действующие на балку, перпендикулярны оси  х:  

Σ mc (Fi ) = –Ву  · 4,8  + mz  = 0; 

Σ mВ (Fi ) = –Су  · 4,8 +  mz  = 0. 
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Решая уравнения равновесия, находим опорные реакции: 

349,2
8,4

276,11
8,4

=== z
у

m
B кН, 

349,2
8,4

276,11
8,4

=== z
у

m
C кН. 

Проверим правильность определения опорных реакций, исполь-
зуя уравнение равновесия в виде суммы проекций сил на ось у. 

Σ Fу = –Ву  + Cу  = – 2,349 + 2,349 = 0. 

Опорные реакции  Ву и Cу  определены верно. 
Разбиваем балку на два расчетных участка и находим значения 

изгибающего момента Мz. 
Участок Ι (0 ≤ х1 ≤ 1,5 м): 

1xM = –Ву  х1; 

х1 = 0:   
1xM  = 0; 

х1 = 1,5 м:   
1xM = –2,349 · 1,5 = –3,524 кН·м. 

Участок ІІ (0 ≤ х2 ≤ 3,3 м): 

2xM  = Су х2; 

х2 = 0:   
2xM  = 0; 

х2 = 3,3 м:  
2xM  = 2,349 · 3,3 = 7,752 кН·м. 

По найденным значениям изгибающего момента строим эпю-
ру Мz  (рис. 3.31, в).  

Спроектируем силы, действующие на балку, в главную цен-
тральную плоскость инерции zx: 

мкН104,420sin12sin ⋅=°⋅=α⋅= my mm . 

Составляем расчетную схему балки, нагруженной внешними   
силами в плоскости zx, и соответственно изгибающими ее относи-
тельно оси y (рис. 3.31, г). 
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Для нахождения неизвестных опорных реакци Вz и Сz  составим 
уравнения равновесия. Составляющая опорной реакции в шарни-
ре В равна нулю, так как силы, действующие на балку, перпендику-
лярны оси  х:  

Σ mc (Fi ) = –Вz  · 4,8  –  my +  p · 2 · 2,3  = 0; 

Σ mВ (Fi ) = –Сz  · 4,8 +  my  + p · 2 · 2,5 = 0. 

Решая уравнения равновесия, находим опорные реакции: 

728,88,4
3,2210104,4

8,4
3,22

=⋅⋅+−=
⋅⋅+−

=
pm

zB y  кН, 

272,118,4
5,2210104,4

8,4
5,22

=⋅⋅+=
⋅⋅+

=
pm

zC y  кН. 

Проверим правильности определения опорных реакций, исполь-
зуя уравнение равновесия в виде суммы проекций сил на ось z: 

Σ Fz = –Вz  + p · 2 − Cz  = –8,728 + 20 − 11,272 = 0. 

Значит, опорные реакции Вz  и Cz определены верно.  
Разбиваем балку на два расчетных участка и находим значения 

изгибающего момента относительно оси  y  (Му). 
Участок Ι  (0 ≤ х1 ≤ 1,5) м:  

1xM = –Вz х1; 

х1 = 0:   
1xM  = 0; 

х1 = 3 м:   
1xM = –8,728 · 1,5 = –13,093 кН·м. 

Участок ІІ  (0  ≤  х2  ≤  1,3 м) : 

2xM  = −Сz х2; 

х2 = 0:  
2xM  = 0; 

х2 = 1,3 м:  
2xM  = −11,272 · 1,3 = 14,654 кН·м. 
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Участок ІІI  (1,3 м  ≤  х3  ≤  3,3 м) : 

3xM  = −Сz  х3 + 
( )

2
3,1 2

3 −⋅
xp ; 

х3 = 1,3 м:   
3xM  = −11,272 · 1,3 = 14,654 кН·м; 

х3 = 3,3 м:  
3xM = −11,272 · 3,3 + 10 ( )

2
3,13,3 2−

⋅  = 17,197 кН·м. 

На третьем расчетном участке изгибающий момент Му имеет 
экстремальное значение. Для его определения составим и прирав-
няем к нулю выражение поперечной силы 

3xQ , а также найдем рас-
стояние х3 до сечения с экстремальным значением изгибающего 
момента:  

3xQ  = Сz − p · (x3 − 1,3)  = 0, 

откуда 

х3 = 
10

103,1272,11 ⋅+  = 2,427 м. 

Подставив полученное значение х3 в уравнение моментов 
3xM , 

найдем величину искомого экстремального момента: 

3xM = −11,272 · 2,427 + 10 ( )
2

3,1427,2 2−
⋅  =  −21,006 кН·м. 

По найденным значениям изгибающего момента строим       
эпюру Му (рис. 3.31, д).  

Находим положение опасного сечения балки. Как показывают 
эпюры изгибающих моментов МZ и МУ , опасное сечение может 
располагаться на расстоянии 1,5 м от точки В ( max

zM = 7,752 кН·м; 
МУ = 17,197 кН·м) или на расстоянии 2,427 м от точки С (Мz = 2,349 × 
× 2,427 = 5,701 кН·м; =max

уМ  21,006 кН·м).  
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Определим величину максимальных напряжений в этих сечени-
ях по формуле (3.36): 

y

y

z

z

W
M

W
M

+=σmax ,  

где Wz и Wy − моменты сопротивления поперечного сечения отно-
сительно осей z и y. 
 

( ) 3
22

24,0
6
2,1

6
bbbbhWz === ; 

3
22

2,0
6

2,1
6

bbbhbWy =
⋅

== . 

Тогда 

I
max 3 3 3

7,752 17,197 118,285
0,24 0,2b b b

σ = + = ; 

II
max 3 3 3

5,701 21,006 128,784
0,24 0,2b b b

σ = + = . 

Значит, опасным сечением является сечение II, так как     
II
maxσ  > I

maxσ . 
Определяем в опасном сечении балки положение нейтральной оси: 

( ) 306,5
122,1
122,1

701,5
006,21ctgtg 3

3

=
⋅⋅
⋅

⋅
−

−=⋅−=⋅α−=β
bb
bb

I
I

M
M

I
I

y

z

z

y

y

z . 

arctg5,306 79,3β = = . 

Откладываем от оси z против хода часовой стрелки угол β  
и проводим нейтральную ось (рис. 3.32). Опасными точками будут 
точки опасного поперечного сечения, наиболее удаленные от ней-
тральной оси, то есть точки 1 и 3. 
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Рис. 3.32. Опасное сечение балки 
 
Определяем ширину поперечного сечения балки из условия: 

[ ]I
max 3

128,784I

b
σ = ≤ σ . 

3
6

10
10784,128 ⋅

=b  = 235 мм. 

Тогда высота поперечного сечения будет равна: 

h = 1,2 · b = 1,2 · 235 = 282 мм. 

Найдем величины осевых моментов сопротивления поперечного 
сечения: 

=
⋅

==
6
282235

6

22bhWz  3 114 690 мм3; 

=
⋅

==
6
235282

6

22hbWу  2 595 575 мм3. 

Для построения эпюры нормальных напряжений определим    
напряжения в выступающих угловых точках (1, 2, 3, 4) опасного 
поперечного сечения (см. рис. 3.32) по формуле: 

y

y

z

z

W
M

W
M

±±=σ . 
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При выполнении расчетов величины изгибающих моментов Мz 
и Мy принимаем по модулю, а знаки перед каждым слагаемым ста-
вим с учетом характера деформации в точке (при растяжении – «+», 
при сжатии – «−»). 

МПа923,9
5755952
10006,21

6901143
10701,5 66

)1( −=
⋅

−
⋅

−=σ ; 

МПа263,6
5755952
10006,21

6901143
10701,5 66

)2( =
⋅

+
⋅

−=σ ; 

МПа923,9
5755952
10006,21

6901143
10701,5 66

)3( =
⋅

+
⋅

=σ ; 

МПа263,6
5755952
10006,21

1146903
10701,5 66

)4( −=
⋅

−
⋅

=σ . 

По найденным значениям строим в аксонометрии эпюры нор-
мальных напряжений, действующих по граням опасного сечения 
балки (рис. 3.33).  

 
 

Рис. 3.33. Эпюры нормальных напряжений, действующих  
по граням опасного сечения балки при косом изгибе 

 
Из эпюр видно, что в точках, в которых нейтральная ось пересе-

кает контур сечения, нормальные напряжения равны нулю.  
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3.3.2. Расчет статически неопределимых систем методом сил 
 
Изучить по конспекту теоретический материал и выполнить 

ИДЗ по теме «Расчет статически неопределимых систем методом 
сил» – для заданной рамы  построить эпюры внутренних силовых 
факторов и подобрать размеры поперечного сечения прямоуголь-
ника [12, с. 85, п. 1]. 

Исходные данные для выполнения задания принимаются в соот-
ветствии с выданным преподавателем вариантом: номером схем 
[12, рис. 3.8] и номером строки [12, табл. 3.1]. Пример исходных 
данных для варианта: номер схем (1) и (2) и строки (2) приводится, 
соответственно, в табл. 3.2 и на рис. 3.34.  

Форма контроля – проверка письменно выполненного ИДЗ. 

 

      
 

Рис. 3.34. Схемы (1) и (2) к ИДЗ  
«Расчет статически неопределимых систем методом сил» 

 
 

Таблица 3.2 
 

Числовые данные к ИДЗ  
«Расчет плоской статически неопределимой рамы методом сил» 

Размеры, м Нагрузки № 
строки 

a b c m, кН·м F, кН p, кН/м 

2 1,2 1,5 1,0 10 6 8 
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Образец выполнения задания  
 

Для заданной рамы (рис. 3.35) построить эпюры внутренних си-
ловых факторов и подобрать размеры поперечного сечения прямо-
угольника, если отношение высоты к ширине равно 2. Принять 
[σ] 160= МПа, a = 1 м,  b = 1 м,    c = 1,8 м, F = 15 кН, p = 10 кН/м.  

 

  
 

Рис. 3.35. Расчетная схема рамы 
 
Решение. Вычерчиваем в масштабе схему рамы и прикладываем 

к ней внешние нагрузки (рис. 3.36, а). 
Система состоит из одного элемента – изогнутого стержня, по-

этому внутренние связи отсутствуют. В заделке возникают три 
опорные реакции, в шарнирно-неподвижной опоре – две. Опреде-
ляем степень статической неопределимости: 

0 В3 3 1 5 0 2H D C C= − − = ⋅ − − = − . 

Следовательно, система дважды статически неопределимая. 
В ней можно отбросить две дополнительные связи (опорные реак-
ции шарнирно-неподвижной опоры), обозначив их Х1 и Х2. Для дан-
ной системы можно составить два канонических уравнения, построить 
две единичные эпюры.  

Выбираем основную и эквивалентную системы (рис. 3.36, б, в). 
Составляем канонические уравнения метода сил: 

⎩
⎨
⎧

=Δ+δ+δ
=Δ+δ+δ

.0
0

1222121

1212111

F

F

XX
ХХ
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Рис. 3.36. Расчетные схемы и эпюры изгибающих моментов  
для статически неопределимой рамы 
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Прикладываем к основной системе заданные нагрузки (рис. 3.36, г) 
и определяем опорные реакции с помощью уравнений статики: 

∑ = 0xF ; 08,1 =⋅− pBx ; 18=xB  кН. 

∑ = 0yF ; 0=− FBy ; 15=yB кН. 

∑ = 0BМ ;  09,08,11B =⋅⋅−⋅− pFM ; 

2,319,08,11015B =⋅⋅+=M кН·м. 

Разбиваем раму на участки и записываем уравнения изгибающих 
моментов на каждом из них. 

Участок I  ( 8,10 1 ≤≤ x м) : 

2

2

1

pxM X −= ; 

01 =x :  0
1
=XM ; 

1 1,8x = м: 
1

210 1,8
16, 2

2XM ⋅
−= − = кН·м. 

Участок II ( 10 2 ≤≤ x м): 

2,169,08,1
2

−=⋅⋅−= qM X кН·м. 

Участок III ( 10 3 ≤≤ x м): 

33
xBMM yBX +−= ; 

3 0x = :     2,31
3

−=XM кН·м; 

13 =x м:    2,161152,31
3

−=⋅+−=XM  кН·м. 

По найденным значениям изгибающих моментов строим грузо-
вую эпюру МF  (рис. 3.36, д). 

Прикладываем к основной системе силу 11 =Х  (рис. 3.36, е) 
и строим единичную эпюру  М1  (рис. 3.36, ж). 

Ре
по

зи
то

ри
й Б

ГА
ТУ



 
189 

Прикладываем к основной системе силу  12 =Х  (рис. 3.36, з) 
и строим единичную эпюру  М2  (рис. 3.36, и). 

Определяем коэффициенты канонических уравнений путем     
перемножения эпюр способом Верещагина. Численные значения 
определяем с точностью три знака после запятой: 

11
1 2 8 2,6672 2 2
2 3 3

1
z zz EI EIЕI

⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

δ = ⋅ ; 

22
1 2 1, 944 6, 48 8, 424

1,8 1,8 1,8 1,8 2 1,8
2 3

1

z zz EI EIEI
+

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =⎛ ⎞= ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

δ ; 

12
1 1 3, 6

2 2 1,8
2EI EIz z

⋅ ⋅ =⎛ ⎞δ = ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

1
1 1 1 2 32, 4 12,5 44,9

16, 2 2 2 15 1 1 1
2 2 3F EI EI EIz z z

− −
Δ = − ⋅ ⋅ − ⋅ + = = −

⎛ ⎞⎛ ⎞⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

; 

3

2

.

1 1 2 10 1,8 1
1,8 16, 2 1,8 1,8 16, 2

2 3 12 2

1 17, 496 4,374 58,32 13,5 84,942
2 1,8 15 1 1,8

2

F EI z

EI EIz z

⋅
Δ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ×

− + − −
× ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = −

⎛
⋅⎜
⎝

⎞
⎟
⎠
=

 

Можно провести проверку правильности вычисления коэффици-
ентов канонических уравнений. Для этого нужно построить в ос-
новной системе суммарную единичную эпюру моментов МS  
(рис. 3.37) и умножить ее на саму себя: 

 

 
 

Рис. 3.37. Единичные эпюры 
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( )1

1, 944 10, 08 6, 267 18, 291
.

3,8 1,81 2 1
1,8 1,8 1,8 1,8 2 2

2 3 2 2

2 1
2 3,8 1,8

3 3

SS EI z

EI EIz z

=

+ +
= =

+
δ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ×

⋅ + ⋅

⎛
⎜
⎝

⎞⎛ ⎞× ⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎠

 

Результат перемножения должен быть равен сумме коэффициен-
тов при неизвестных всех членов в канонических уравнениях. Про-
суммировав коэффициенты всех членов уравнений, получим ту же 
величину: 

2111 12 22 11 12 22

2, 667 3,6 8, 424 18, 291
2 .

2

z z z zEI EI EI EI

Σ = + + + = + + =

= + ⋅ + =

δ δ δ δ δ δ δ δ
  

При перемножении грузовой эпюры на суммарную единичную 
(рис. 3.38) должна быть получена сумма свободных членов канониче-
ских уравнений: 

 
 

Рис. 3.38. Грузовая и суммарная единичная эпюры 
 

( )

( )

3 3,8 1,81 2 10 1,8 116, 2 1,8 1,8 1,8 16, 2 2
1 2 3 12 2 2

1 2 1 3,8 1,815 1 3,8
2 3 3 2

1 129,84317, 496 4,374 90, 72 25,998 ;

SF
z

z z

EI

EI EI

⎛ ⎞+⋅
− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ −⎜ ⎟

⎜ ⎟Δ = ⋅ =
⎜ ⎟⎛ ⎞+⎛ ⎞− ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

= ⋅ − + − − = −
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zzz
FF EIEIEI

842,129942,849,44
21 −=−−=Δ+Δ=ΔΣ . 

129,843 129,842 0,001− = . 

Погрешность 0,001 допустима. 
Подставляем полученные значения коэффициентов в канониче-

ские уравнения и находим неизвестные Х1 и Х2: 

1 2

1 2

2,667 3,6 44,9 0

3,6 8,424 84,942 0.

z z z

z z z

X X
EI EI EI

X X
EI EI EI

⎧ ⋅ + ⋅ − =⎪⎪
⎨
⎪ ⋅ + ⋅ − =
⎪⎩

 

После упрощения уравнений: 

⎩
⎨
⎧

=−+
=−+

.0942,84424,86,3
09,446,3667,2

21

21

XX
XX

 

Решая систему уравнений, получим: 619,71 =X  кН 
и 826,62 =X кН. Положительные значения сил показывают, что их 
направления совпадают с направлениями единичных сил. Прикла-
дываем найденные силы и рассматриваем их как внешние силы, 
приложенные к основной системе (рис. 3.39, а).  

Определяем опорные реакции:  

∑ = 0xF ; 08,12 =⋅−+ pXBx ; 174,11=xB кН. 

∑ = 0yF ; 01 =+− XFBy ;  381,7=yB кН. 

∑ = 0BМ ; 

;08,129,08,11 21В =⋅+⋅+⋅⋅−⋅− XXpFМ  

675,3B =M  кН·м. 

Строим эпюру изгибающих моментов (рис. 3.39, б):  
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Рис. 3.39. Расчетная схема и эпюры внутренних силовых  
факторов для статически неопределимой рамы 

 
Участок I  ( 10 1,8x≤ ≤  м): 

2

2

121

pxxXM X −⋅= ; 

01 =x :   0
1
=XM ; 

1 1,8x = м:   
1

210 1,86,826 1,8 3,913 кН м
2XM ⋅

= ⋅ − = − ⋅ . 

Проверяем наличие экстремума: 

⇒=−== 012
1

1

1
pxX

dx
dM

Q х
х  683,0

10
826,62

1 ===
p

Xx м; 

1 0,683x = м:   
1

210 0,683
6,826 0,683 2,332 кН м

2XM
⋅

= ⋅ − = ⋅ . 
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Участок II ( 10 2 ≤≤ x м): 

2 2 1 21,8 1,8 0,9XM Х X x p= ⋅ + − ⋅ ⋅ ; 

02 =x :   913,3
2

−=XM  кН·м; 

12 =x м:   706,3
2
=XM  кН·м. 

Участок III ( 10 3 ≤≤ x м): 

33
xBMM yBX +−= ; 

03 =x :   675,3
3

−=XM кН·м; 

13 =x м:   мкН706,31381,7675,3
3

⋅=⋅+−=XM . 

Выполняем проверки: 
1) статическая – проверяем равновесие вырезанного из рамы узла С 

под действием внешних сил и внутренних силовых факторов 
(рис. 3.40). 

 

 
 

Рис. 3.40. Статическая проверка равновесия узла рамы 
 
2) деформационная – определяем перемещения в системе по на-

правлению лишних связей, перемножая поочередно суммарную 
эпюру изгибающих моментов на единичные эпюры (рис. 3.41): 
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Рис. 3.41. Суммарная эпюра изгибающих моментов и единичные эпюры 
 

1
1 1 2 1 1 1 1 1 23,706 1 1 3,913 1 1 3,706 1 1 3,675 1 1 1

2 3 2 3 2 3 2 3
1,235 0,652 2,471 3,0625 3,706 3,7145 0,0085.

z

z z z

EI

EI EI EI

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

− + − −
= = = −

 

Определяем погрешность вычислений:  

0, 0085
100 % 0, 23 %

3, 706
⋅ =  < [ ]2 % . 

3

2

10 1,8 1 1 2 1 1
1,8 3,913 1,8 1,8 3, 706 1 1,8 3,913 1 1,81 12 2 2 3 2 2

1 1
3, 706 1 1,8 3, 675 1 1,8

2 2

4,374 4, 226 3,335 3,522 3,335 3,307 11, 045 11, 056 0, 011
.

Z

Z Z Z

EI

EI EI EI

⋅
⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ +

Δ = ⋅ =

+ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

− + − + − −
= = = −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠  

Определяем погрешность вычислений: 

0, 011
100 % 0, 09 %

11, 045
⋅ =  < [ ]2 % . 

Следовательно, неизвестные силы определены верно, и эпюра М 
построена правильно.  

Строим эпюру поперечных сил (см. рис. 3.39, в): 
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Участок I  ( 8,10 1 ≤≤ x м): 

121
pxXQX +−= ; 

01 =x :   826,6
1

−=XQ кН; 

8,11 =x м:   
1

6,826 10 1,8 11,174 кНXQ = − + ⋅ = . 

Участок II ( 10 2 ≤≤ x м): 

619,712
−=−= XQX кН. 

Участок III ( 10 3 ≤≤ x м) : 

381,7
3

== yX BQ кН. 

Строим эпюру продольных сил (см. рис. 3.39, г): 
Участок I ( 10 1,8x≤ ≤ м): 

619,711
−=−= XN X кН. 

Участок II ( 10 2 ≤≤ x м): 

174,1118826,68,122
−=−=⋅−= pXN X кН. 

Участок III ( 10 3 ≤≤ x м): 

174,11
3

−=−= xX BN кН. 

Подбираем поперечное сечение. Из эпюры изгибающих момен-
тов следует, что max 3,913M = кН·м в узле С. В этом же сечении   
возникает продольная сила 174,11−=N  кН. Определяем размеры 
поперечного сечения по условию прочности при изгибе без учета 
продольной силы: 

[ ]
( )

3
2

6
2

6

322
max bbbbhMWz ===
σ

= ; 
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[ ]
6

max 333
3 3 3,913 10

100 0,0367 33,5
2 2 160
M

b
⋅ ⋅

= = = =
σ ⋅

мм. 

Принимаем  5,33=b мм и 67=h мм. 
Производим проверку прочности выбранного сечения с учетом 

продольной силы: 

МПа11,16113,15698,4

6
675,33
10913,3

675,33
10174,11

2

63
max

max =+=
⋅
⋅

−
⋅
⋅

−=+=σ
zW

M
A
N . 

Процент перегрузки 161,11 160
100 % 0,7 %

160
−

⋅ = <[ ]5% , что допустимо. 

 
 

3.4. Пример разноуровневого задания  
для контроля результатов изучения содержания модуля 

 
Уровень III 

 
1. Изгиб с кручением. Определение диаметра вала с использова-

нием III-й классической теории прочности. 
 
 

Уровень II 
 

1. Подобрать номер профиля швеллера для изготовления рамы, 
показанной на рис. 3.42, если: [σ ] = 160 МПа; F = 10 кН; m = 
8 кНм; а = 1 м;  b = 2 м; h = 3 м. 

 
 

Рис. 3.42. Схема рамы 
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2. Для заданного поперечного сечения балки (рис. 3.43) опреде-
лить величину угла (в градусах), заключенного между осью z и   
следом плоскости результирующего изгибающего момента, если  
Mz = −12 кНм, My = 15 кНм. 

 
 

Рис. 3.43. Сечение балки 
 
 

Уровень I 
 

1. Какие системы называются статически неопределимыми? 
2. Запишите условие прочности при внецентренном растяжении 

(сжатии). 
 
 

3.5. Вопросы для контроля результатов изучения 
содержания модуля 3 (уровень III) 

 
Сложное нагружение  
 
1. Косой изгиб, нормальные напряжения в поперечных сечениях 

бруса. 
2. Косой изгиб, определение положения нейтральной оси, опас-

ных точек в сечении. 
3. Условие прочности бруса при косом изгибе  и его использова-

ние при определении размеров поперечного сечения. 
4. Перемещения в балках при косом изгибе. 
5. Внецентренное растяжение (сжатие). Нормальные напряжения 

в поперечных сечениях стержня. 
6. Уравнение нейтральной линии при внецентренном растяже-

нии (сжатии), ее свойства. 
7. Определение положения опасных точек при внецентренном 

растяжении (сжатии). Условие прочности. 
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8. Изгиб с кручением. Определение диаметра вала с использова-
нием III-й классической теории прочности. 

9. Изгиб с кручением. Определение диаметра вала с использова-
нием IV-й классической теории прочности. 

 
 
Перемещения в упругой системе при произвольной нагрузке 

 
1. Потенциальная энергия деформации бруса в общем случае   

нагружения, выраженная через внутренние силовые факторы. 
2. Теоремы о взаимности работ и взаимности перемещений. 
3. Интегралы Максвелла–Мора. 
4. Порядок определения перемещений с помощью интегралов 

Максвелла–Мора. 
5. Способ Верещагина для определения перемещений в упругих 

системах. Формула Верещагина. 
6. Порядок определения перемещений в упругих системах    

с помощью способа Верещагина. 
 
 
Расчет статически неопределимых систем методом сил 
 
1. Статически неопределимые системы. Понятие о рамах и фермах.  
2. Степень статической неопределимости.  
3. Метод сил, его сущность. Выбор основной и эквивалентной 

систем.   
4. Канонические уравнения метода сил.  
5. Порядок раскрытия статической неопределимости систем мето-

дом сил.  
6. Проверка правильности раскрытия статической неопределимости 

систем.  
7. Особенности раскрытия статической неопределимости      

симметричных систем. 
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Модуль 4 . ПРОДОЛЬНЫЙ ИЗГИБ ПРЯМЫХ СТЕРЖНЕЙ. 
ПРОЧНОСТЬ ПРИ ПЕРЕМЕННЫХ НАПРЯЖЕНИЯХ. 

ДИНАМИЧЕСКИЕ НАГРУЖЕНИЯ.  
ПЛОСКИЕ КРИВЫЕ БРУСЬЯ 

 
 
 

В результате изучения модуля студент должен:  
– знать (описывать) и формулировать понятие об устойчивых 

и неустойчивых формах равновесия упругих тел, формулу Эйлера 
для определения критической силы сжатого стержня и пределы ее 
применения, формулу Ясинского, условие устойчивости сжатых 
стержней, механизм усталостного разрушения, типы циклов на-
пряжений и их характеристики, предел выносливости, диаграмму 
усталостной прочности и ее рабочую область, факторы, влияющие 
на сопротивление усталости, виды динамических нагрузок, дина-
мический коэффициент, плоские кривые брусья; 

– уметь определять критическую силу и критические напряже-
ния сжатого стержня, решать, используя условие устойчивости, три 
типа задач, рационально выбирать форму поперечного сечения и 
материал для сжатых стержней, выполнять расчет на выносливость 
при линейном напряженном состоянии, чистом сдвиге, плоском на-
пряженном состоянии, определять динамические нагрузки, напря-
жения, перемещения, находить напряжения в брусьях большой 
кривизны. 

 
 

Словарь основных понятий 
 

База  испытаний  – число циклов, до которого ведется испыта-
ние на усталость. 

Выносливость  – свойство материала воспринимать много-
кратное действие переменных напряжений.  
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Динамическое  нагружение  – такой вид нагружения, при ко-
тором приложенные к элементу конструкции внешние нагрузки 
значительно изменяются за малые промежутки времени. 

Кривой  брус  – брус, у которого ось искривлена. 
Коэффициент  безопасности  по  устойчивости  – отноше-

ние критической силы к действующей нагрузке. 
Предел  выносливости  – наибольшая величина максимально-

го напряжения цикла, при котором еще не происходит усталостного 
разрушения до базы испытания. 

Продольный  изгиб  – потеря устойчивости прямолинейной 
формы равновесия стержня при действии осевой сжимающей силы. 

Ударная  нагрузка  – нагрузка, при которой происходит резкое 
изменение скоростей соприкоснувшихся тел за очень малый проме-
жуток времени. 

Усталость  – процесс постепенного накопления повреждений 
в материале при действии переменных напряжений, приводящий 
к образованию трещин, их развитию и разрушению элемента кон-
струкции. 

Устойчивость  – способность конструкции сохранять первона-
чальную форму равновесия под нагрузкой. 

 
 

4.1. План, научно-теоретическое содержание модуля 4 
 

Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое 
 содержание  

Прим. 
и т.д.  

Продольный изгиб прямых стержней 
 

Лекция 1  
1. Понятие об устойчивых и неустой-
чивых формах равновесия упругих тел. 
2. Устойчивость прямолинейной формы 
сжатых стержней. Критическая сила.  
3. Формула Эйлера для определения 
критической силы сжатого стержня.  
4. Влияние закрепления концов стерж-
ня на величину критической силы. 

 
 
 
[1, с. 598–599] 
 
[1, с. 599–600] 

 
[1, с. 600–605] 
 
[1, с. 605–607] 
 

 
 
 

Лекция – 
4 часа 
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Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое 
 содержание  

Прим. 
и т.д.  

Лекция 2  
 

1. Пределы применимости формулы 
Эйлера. Формула Ясинского.  
2. Расчет на устойчивость по коэффициен-
ту снижения допускаемых напряжений. 
Условие устойчивости сжатых стержней.  
3. Выбор материалов и рациональной 
формы поперечных сечений для сжатых 
стержней. 

 
 

[1, с. 607–610]
 
[1, с. 611–613]
 
 
 
[1, с. 613–614]

 

Прочность при переменных  
напряжениях  

 
Лекция 3  

1. Современные представления о проч-
ности материалов при напряжениях, 
изменяющихся во времени. Механизм 
усталостного разрушения.  
2. Типы циклов напряжений и их харак-
теристики.  
3. Кривая усталости. Предел выносливости.  
4. Диаграмма усталостной прочности, ее 
рабочая область. 
 

Лекция 4  
1. Схематизация диаграммы усталост-
ной прочности. 
2. Влияние на сопротивление усталости 
концентрации напряжений, абсолютных 
размеров, качества обработки поверхно-
сти, технологических методов упрочне-
ния поверхности.  
3. Расчет на выносливость при линейном 
напряженном состоянии, чистом сдвиге, 
плоском напряженном состоянии. 

 
 
 
 
[1, с. 529–535] 
 
 
 
[1, с. 535–537] 
 
[1, с. 537–540] 
[1, с. 545–547] 
 
 
 
[1, с. 547–548]
 
[1, с. 540–545]
 
 
 
 
[1, с. 548–553]

 

 
 
 
 

Лекции – 
4 часа 
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Название тем и изучаемых вопросов 
Научно-

теоретическое 
 содержание  

Прим. 
и т.д.  

Динамические нагружения 
 

Лекция 5  
1. Общие понятия. Виды динамических 
нагрузок.  
2. Динамические нагрузки, вызывающие 
движение тела с ускорением. Силы 
инерции. Принцип Даламбера. 

 
Лекция 6 

1. Ударная нагрузка.  
2. Анализ формулы динамического 
коэффициента. 
3. Вычисление коэффициента приведе-
ния массы. 

 
Лекция 7 

1. Условие прочности при ударе.  
2. Рекомендации по проектированию 
элементов конструкций, испытывающих 
удар.  

 
 
 

[1, с. 575]  
 

[1, с. 575–578], 
[1, с. 594–596] 

 
 
 

[1, с. 578–583] 
[1, с. 587–591] 

 
[1, с. 583–587] 

 
 
 

[1, с. 592–593] 
[1, с. 596–598] 

 
 
 

Лекция – 
6 часов 

Плоские кривые брусья 
 

Лекция 8  
1. Плоские кривые брусья. Общие понятия. 
2. Напряжения в поперечных сечениях 
бруса большой кривизны при чистом 
изгибе.  
3. Радиус кривизны нейтрального слоя. 
  

 
 
 
[1, с. 458–459] 
[1, с. 459–462] 
 
 
[1, с. 462–464] 

 
 
 
Лекция – 
4 часа 
 

Лекция 9 
1. Нормальные напряжения в попереч-
ных сечениях брусьев большой и малой 
кривизны при изгибе с растяжением 
(сжатием).   
2. Условие  прочности. 

 
[1, с. 465–467] 
 
  
[1, с. 470–473] 
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4.1.1. Вопросы для самоконтроля 
 

Продольный изгиб прямых стержней 
 
Что называется устойчивостью? 
Что такое продольный изгиб? 
Что называется критической силой? 
Запишите формулу Эйлера для сжатого стержня, шарнирно      

закрепленного по концам. 
Запишите обобщенную формулу Эйлера для сжатого стержня. 
Запишите формулу Эйлера для определения критических         

напряжений в сжатом стержне. 
Как определяется гибкость стержня? 
Как определяется предельная гибкость стержня? 
При каком условии для сжатого стержня можно применять    

формулу Эйлера? 
При каком условии для сжатого стержня должна применяться 

формула Ясинского? 
Запишите формулу Ясинского для определения критических   

напряжений в сжатом стержне. 
Что представляет собой уравнение изогнутой оси стержня, поте-

рявшего устойчивость? 
Запишите условие устойчивости сжатого стержня. 
В каких пределах может изменяться коэффициент продольного 

изгиба? 
Как определить коэффициент безопасности по устойчивости? 
Как на практике устанавливается величина коэффициента про-

дольного изгиба? 
 
 

Прочность при переменных напряжениях  
 
Что такое усталость? 
Какие напряжения называются переменными? 
Что называется циклом напряжений? 
Перечислите основные характеристики циклов напряжений. 
Как определяется амплитудное напряжение цикла? 
Как определяется среднее напряжение цикла? 
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Как определяется коэффициент асимметрии цикла напряжений? 
Какие циклы напряжений называются подобными? 
Какие характеристики имеет симметричный цикл напряжений? 
Какие характеристики имеет отнулевой или пульсирующий 

цикл  напряжений? 
Постройте кривую Велера для черных металлов. 
Что такое «база испытаний»? 
Что такое «предел выносливости»? 
Что такое «концентрация напряжений»? 
Как в расчетах на усталостную прочность учитывается влия-

ние концентрации напряжений? 
Как в расчетах на усталостную прочность учитывается влия-

ние размеров детали? 
Как в расчетах на усталостную прочность учитывается влия-

ние качества обработки поверхности детали? 
Как в расчетах на усталостную прочность учитывается влия-

ние технологических методов поверхностного упрочнения     
деталей? 

Запишите, как определяется общий коэффициент снижения 
предела выносливости при симметричном цикле напряжений. 

Изобразите диаграмму усталостной прочности. 
Изобразите схематизированную диаграмму усталостной 

прочности Серенсена–Кинасошвили. 
Как определяется коэффициент безопасности по усталостной 

прочности при линейном напряженном состоянии? 
Как определяется коэффициент безопасности по усталостной 

прочности при плоском напряженном состоянии? 
Как определяется коэффициент безопасности по текучести 

материала при линейном напряженном состоянии? 
Как определяется коэффициент безопасности по текучести 

материала при плоском напряженном состоянии? 
 
 
Динамические нагружения  
 
Какой вид нагружения называется динамическим? 
В чем заключается сущность принципа Д’Аламбера? 
Какое направление имеет сила инерции? 
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Чему равна динамическая сила? 
Какая нагрузка называется ударной? 
В чем состоит сущность гипотез, принимаемых при расчете на 

ударную нагрузку? 
Что показывает коэффициент приведения массы, используе-

мый при расчете на ударную нагрузку? 
Как определяется кинетическая энергия? 
Что называется динамическим коэффициентом при ударе? 
Запишите формулу для определения динамического коэффи-

циента при наклонном ударе. 
Запишите формулу для определения динамического коэффи-

циента при горизонтальном ударе. 
Запишите формулу для определения динамического коэффи-

циента при вертикальном ударе. 
За счет каких технических решений можно снизить динамиче-

ские напряжения в конструкции при ударе? 
Запишите условие прочности при ударе. 
Как определяются напряжения и перемещения в конструкции 

при ударе? 
 
 

4.2. Учебно-методические материалы  
к практическим занятиям 

 
4.2.1. Расчеты сжатых стержней  
на устойчивость 

 
Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию  

 
Под устойчивостью понимается способность упругой системы 

сохранять под нагрузкой свою первоначальную форму равновесия. 
Если система этой способностью не обладает, то она называется 
неустойчивой, а ее состояние является неустойчивым. Например, 
если шарик находится на дне лунки (рис. 4.1, а), то его состояние 
устойчивое, а на если шарик располагается на вершине выпуклости 
(рис. 4.1, б), то его состояние неустойчивое. 
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а)    б) 

 
Рис. 4.1. Устойчивое и неустойчивое состояния системы 

 
В реальных условиях эксплуатации конструкции всегда сущест-

вуют какие-либо причины, из-за которых может произойти откло-
нение, даже самое незначительное, от исходного состояния равно-
весия. Следовательно, в неустойчивой системе всегда реализуется 
возможность перехода в новое состояние равновесия, то есть про-
исходит потеря устойчивости, что в подавляющем большинстве 
случаев сопровождается значительными перемещениями, возник-
новением пластических деформаций или полным разрушением.   
Явление потери устойчивости для упругих тел можно наблюдать на 
целом ряде примеров. Наиболее простыми и распространенными 
случаями являются потеря устойчивости при центральном сжатии 
длинных (по сравнению с поперечными размерами) стержней, тон-
костенных труб, прокатных профилей и т.д. 

Проследим явление потери устойчивости стержня, нагру-
женного центрально приложенной сжимающей силой F, кото-
рая постепенно возрастает (рис. 4.2, а).  

 

 
а)  б)  в)   г) 

 
Рис. 4.2. Нагружение и потеря устойчивости сжатого стержня 
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Пока сила F мала, стержень, выведенный из равновесия ка-
кой-либо незначительной кратковременно действующей силой 
Q (рис. 4.2, б), совершив, возможно, несколько колебаний (рис. 
4.2, в), вернется в исходное прямолинейное состояние. По мере 
роста силы F стержень будет медленнее и медленнее возвра-
щаться в исходное состояние. И, наконец, при некотором зна-
чении силы  F, стержень, выведенный из равновесия силой Q, 
останется в искривленном состоянии (рис. 4.2, г). Значит, про-
изошла потеря устойчивости. 

Наименьшая сжимающая осевая сила, при которой прямоли-
нейная форма равновесия стержня становится неустойчивой, 
называется критической силой и обозначается Fк.  

Потеря устойчивости прямолинейной формы равновесия 
стержня под действием осевой сжимающей нагрузки называется 
продольным изгибом. В этом случае в сечениях стержня наряду 
с продольной силой действует и изгибающий момент, интенсив-
но возрастающий при увеличении нагрузки сверх критической. 
Изгибающий момент вызывает резкое увеличение напряжений 
и часто является причиной разрушения конструкции. 

Критическая сила вызывает в стержне критические напряже-
ния, которые являются опасными: 

A
Fк

к =σ .     (4.1)  

Надежная работа сжатого стержня будет обеспечена, если       
выполняются условия: 

прочности:  

][ с
нетто

σ≤=σ
A

F
,   (4.2)  

устойчивости: 

][ у
брутто

σ≤=σ
A

F
,   (4.3) 

где Анетто, Абрутто – площадь поперечного сечения стержня, соответ-
ственно, с учетом и без учета местных ослаблений; 

[σс] – допускаемое напряжение на сжатие для материала стержня; 
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][ уσ  – допускаемое напряжение на устойчивость, равное  

][
][

у

к
у n

σ
=σ , 

где [nу] – нормативный коэффициент безопасности по устойчивости. 
 
Коэффициент безопасности по устойчивости всегда принимает-

ся несколько больше коэффициента безопасности на прочность. 
Это делается потому, что для центрально сжатых стрежней ряд    
обстоятельств почти неизбежны на практике (эксцентриситете    
приложения, неоднородность материала) и способствуют продоль-
ному изгибу, в то время как при других видах нагружения эти      
обстоятельства почти не влияют на прочность. Коэффициент     
безопасности по устойчивости принимают в пределах: для сталей 
[ny] = 1,8÷3,0;  для чугуна [ny] = 5,0÷5,5;  для дерева  [ny] = 2,8÷3,2. 

Впервые задачу о равновесии стержня, сжатого центральными 
силами, поставил и решил Леонард Эйлер в середине XVIII в. Фор-
мула Эйлера для определения критической силы сжатого стержня 
имеет вид: 

2
min

2

к )( l
IEF

μ
π

= ,    (4.4) 

где Imin – минимальный момент инерции поперечного сечения 
стержня;  

μ – коэффициент приведения длины, величина которого зависит 
от способов закрепления концов стержня; 

l – длина стержня. 
 
Коэффициент приведения длины показывает, во сколько раз 

необходимо изменить длину шарнирно закрепленного и сжато-
го центральными силами стержня по концам, чтобы его крити-
ческая сила была равна критической силе стержня длиной l  при 
заданном способе закрепления и нагружения. Для наиболее 
часто встречающихся на практике случаев закрепления и на-
гружения стержня коэффициент  μ  имеет значения, представ-
ленные в табл. 4.1.  
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Напряжения, возникающие в поперечном сечении стержня при 
F = Fк, называются критическими и определяются по формуле: 

2

2

2
min

2
к

к )( λ
π

=
μ

π
==σ

E
Al

IE
A
F ,    (4.5) 

где  Е – модуль продольной упругости материала стержня; 
  А – площадь поперечного сечения стержня; 

mini
lμ

=λ – гибкость стержня, 

где  
A

Ii min
min =  – минимальный радиус инерции сечения. 

 
Формула Эйлера применима, когда критические напряжения 

в стержне σк не превышают предела пропорциональности σп, то есть: 

п2

2

к σ≤
λ
π

=σ
E .     (4.6) 

Наименьшая гибкость стержня, при которой еще применима 
формула Эйлера, называется предельной гибкостью и определяется 
по формуле: 

п

2

пред σ
π

=λ
Е .      (4.7) 

Предельная гибкость стержня зависит от физико-механических 
свойств материала. Примерные значения предельной гибкости: для 
стали Ст2 и  Ст3 λпред ≈ 100, для стали Ст5 λпред ≈ 90, для чугуна 
λпред ≈ 80, для дерева (сосны) λпред ≈ 70, для некоторых марок леги-
рованной стали λпред ≈ 60÷70.  

Формула Эйлера применима к расчету стержней, для которых 
гибкость больше или равна предельной гибкости  предλ≥λ . Такие 
стержни называются стержнями большой гибкости.  
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Таблица 4.1  
 

Значения коэффициента приведения длины стержня (µ) при различных схемах закрепления и нагружения 

Способ  
закрепления 

cтержня 

Оба конца  
шарнирно  
закреплены 

Один конец 
жестко  

защемлен 
 

Один конец 
защемлен, 
другой –  
шарнирно  
закреплен 

Оба конца  
защемлены 

Оба конца  
шарнирно 
закреплены,  
Посереди-
не –шарнир 

Один конец 
шарнирно 
закреплен,  
Посереди-
не –шарнир

Схема  
закрепления  
и нагружения 

стержня 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Коэффициент  
приведения 
длины µ 

1 2 0,7 0,5 0,5 1,35 
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Стержни, для которых предλ  >  oλ≥λ , относятся к стержням 
средней гибкости ( oλ  – значение гибкости, при котором критиче-
ские напряжения у стержней из пластичных материалов достигают 
предела текучести, из хрупких материалов – предела прочности). 
Расчет стержней средней гибкости ведется с использованием фор-
мулы Ясинского:  

λ−=σ baк ,    (4.8) 

где a, b – опытные коэффициенты, зависящие от свойств материала 
и имеющие размерность напряжения.  

 
Стержни, для которых  λ <  λо , относятся к стержням малой гиб-

кости. Расчет ведется на прочность, поскольку в этом случае потери 
устойчивости практически не происходит. 

Критическая сила в этом случае вычисляется по формуле:   

бруттокк AF σ= .     (4.9) 

Допускаемая величина сжимающей силы определяется по 
формуле: 

][
][

y

к

n
FF = .    (4.10) 

Расчет стержней на устойчивость ведется аналогично расчету на 
простое сжатие коротких стержней по допускаемым напряжениям 

][ уσ = φ [σс], уменьшенным по сравнению с [σс]. Тогда условие    
устойчивости сжатого стержня представится выражением: 

с
брутто

[ ]F
A

σ = ≤ ϕ σ ,    (4.11) 

где ϕ  – коэффициент снижения допускаемого напряжения, или ко-
эффициент продольного изгиба (значения коэффициента ϕ  изме-
няются в пределах от 0 до 1). 
Пример 4.1. Произвести проверочный расчет и определить 

коэффициент безопасности для стержня, показанного на рис. 4.3. 
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Поперечное сечение трубчатое: dн = 50 мм, dв = 40 мм. Материал 
стержня – сталь Ст3: σп = 200 МПа; Е = 2·105 МПа; 

][ cσ  = 160 МПа. 

 
 

Рис. 4.3. Схема нагружения и форма поперечного сечения стержня 
 

Решение. Проверочный расчет производим, используя условие 
устойчивости: 

[ ]с
брутто

к σϕ≤=σ
A

F . 

Находим площадь поперечного сечения стержня: 

( )2
2

н
брутто 1

4
сdA −

π
= , 

где  8,0
50
40

в

н ===
d
dc . 

( ) 22
2

брутто мм7078,01
4

5014,3
=−

⋅
=A . 

Радиус инерции сечения равен: 

( )
( )

мм.168,01
4

501
4

1
4

64
1

22

22
н

44
н

брутто

min
maxmin

=+=+=

=
−π

⋅
−π

===

с
d

сd
сd

A
I

ii

н
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Находим гибкость стержня: 

109
16
25007,0

min
=

⋅
=

μ
=λ

i
l . 

Пользуясь справочной таблицей, в зависимости от материала 
и гибкости стержня, методом интерполяции устанавливаем величи-
ну коэффициента продольного изгиба: 

100=λ ; 60,0=ϕ ; 
110=λ ; 52,0=ϕ ; 

( ) 528,0100109
100110

52,060,060,0 =−
−
−

−=ϕ . 

Находим допускаемое напряжение на устойчивость: 

[ ] МПа5,84160528,0][ сy =⋅=σϕ=σ . 

Действительное напряжение в стержне равно: 

МПа7,70
707

00050

брутто

к ===σ
A

F . 

Сопоставляя действительное и допускаемое напряжение на ус-
тойчивость МПа7,70=σ < [ ] 84,5МПа,Уσ = делаем вывод 
о том, что устойчивость стержня обеспечена. 

Коэффициент безопасности по устойчивости находим из 
соотношения:  

F
Fn к

y =
. 

Чтобы установить формулу для нахождения критической силы, 
определим предельную гибкость: 

п

2

пред σ
π

=λ
Е

100
200

10214,3 52

=
⋅⋅

= . 
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Сопоставим действительную и предельную гибкость стержня: 
λ = 109 > предλ  = 100. 

Следовательно, критическую силу сжатого стержня определяем 
по формуле Эйлера: 

( )
( )

2 5 4 42
min

к 2 2

3,14 2 10 3,14 50 1 0,8
116 570 Н

( ) 0,7 2500

E IF
l

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −π
= = =

μ ⋅
. 

Коэффициент безопасности по устойчивости для заданного 
стержня будет равен:  

00050
570116

y =n  = 2,33. 

Пример 4.2. Определить размеры поперечного сечения в виде 
квадрата для заданного стержня (рис. 4.4), изготовленного из дере-
ва (сосна: σп = 15 МПа; Е = 104 МПа), длиною l = 2 м, шарнирно   
закрепленного по концам, нагруженного силой F = 40 кН. Коэффи-
циент безопасности по устойчивости ][ yn  = 3.  

 
 

Рис. 4.4. Схема нагружения и форма 
 поперечного сечения стержня 
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Решение. Определяем критическую силу для заданного стержня: 

][ yк nFF =  = 40 · 3 = 120 кН. 

Воспользуемся формулой Эйлера, выразив из нее минимальный 
момент инерции поперечного сечения: 

2 2
к

min 2 2 4
( ) 120 000(1 2000)

3,14 10
F lI

E
μ ⋅

= =
π ⋅

 = 4 868 352 мм4. 

Для квадратного сечения  
12

4

min
hI = . 

Тогда сторона квадрата будет равна: 

44
min12 12 4 868 352h I= = ⋅  = 87,5 мм. 

Проверим, можно ли было использовать формулу Эйлера. Для 
этого определяем действительную и предельную гибкость стержня. 

Радиус инерции сечения равен: 

12
5,87

1212 2

4
min

min ==
⋅

==
h

h
h

A
Ii  = 25,2 мм. 

min

1 2000 79,4
25,2

l
i
μ ⋅

λ = = = . 

п

2

пред σ
π

=λ
Е

81
15

1014,3 42

=
⋅

= . 

Так как λ < предλ , то формула Эйлера для определения критиче-
ской силы стержня неприменима. Поэтому воспользуемся в расчете 
формулой Ясинского: 

AbaF )(к λ−= . 
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По справочнику принимаем для дерева (сосна): а = 29,3 МПа;  
b = 0,194 МПа: 

2
к

12
( )

l
F a b h

h
μ

= − ⋅ . 

После преобразований получим квадратное уравнение: 

012 к
2 =−μ− Fhlbah . 

В результате решения этого уравнения находим действительный 
корень, размер поперечного сечения стержня – сторону квадрата  
h = 91 мм. 

 
 
4.2.2. Расчет на выносливость  
при линейном напряженном состоянии, чистом сдвиге,  
плоском напряженном состоянии 

 
Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию  
 
Понятие об усталостном разрушении. Многие элементы кон-

струкций в процессе работы испытывают напряжения, цикличе-
ски изменяющиеся во времени. Например, валы редукторов, 
шестерни, оси вагонов при вращении подвергаются действию 
периодически меняющихся сил, детали ходовых систем автомо-
билей и тракторов подвергаются переменным воздействиям от 
неровностей дорог, изменений свойств почвы и т. д. 

Процесс постепенного накопления повреждений в материале 
при действии переменных напряжений, приводящий к обра-
зованию трещин, их развитию и разрушению детали, называется 
усталостью, а соответствующее разрушение – усталостным раз-
рушением. 

Значительное количество эксплуатационных поломок деталей 
машин в различных отраслях машиностроения связано с устало-
стным разрушением. Как показывает опыт, при действии пере-
менных напряжений разрушение наступает при напряжениях 
значительно меньших, чем пределы прочности и текучести.  Ре
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Механизм усталостного разрушения металлов объясняется 
их структурной неоднородностью, выражающейся в произволь-
ном расположении, случайных размерах и анизотропии механи-
ческих свойств составляющих кристаллитов (зерен), в наличии 
неметаллических включений, пористости, дефектов кристалли-
ческой решетки и т. д. При действии переменных напряжений в 
наиболее слабых и неблагоприятно расположенных зернах на 
некоторой стадии деформирования возникают линии скольже-
ния, имеющие определенную кристаллографическую ориента-
цию. Постепенно число линий скольжения увеличивается, они 
переходят на другие зерна, образуя микроскопические трещины 
по плоскостям скольжения. В дальнейшем, по мере увеличения 
числа циклов напряжений, длина этих трещин растет, происхо-
дит их объединение в макроскопическую видимую трещину, 
под которой понимается трещина протяженностью 0,1–0,5 мм. 
У основания этой трещины возникает объемное напряженное 
состояние, ускоряющее ее развитие и придающее разрушению 
хрупкий характер. 
Типы циклов напряжений и их параметры. Совокупность 

всех значений, принимаемых переменными напряжениями за 
один период их изменения, называется циклом напряжений, а 
напряжения – циклическими. Решающая роль в усталостном 
разрушении принадлежит максимальному и минимальному зна-
чениям напряжений цикла и общему количеству циклов. Цикл 
напряжений в общем случае характеризуется следующими па-
раметрами: максимальным σmax и минимальным σmin напряже-
ниями, за которые принимаются наибольшее и наименьшее по 
алгебраической величине напряжение цикла, средним напряже-
нием σm и амплитудой σa цикла, коэффициентом асимметрии r 
цикла (отношение минимального напряжения σmin к максималь-
ному σmax, взятое с учетом знаков напряжений):  

2
minmax σ+σ

=σm ,    (4.12) 

2
minmax σ−σ

=σа .    (4.13) 
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max

min
σ
σ

=r .     (4.14)  

Коэффициент асимметрии r изменяется от –∞ < r < +∞. Для по-
стоянного напряжения r = 1. Циклы с одинаковыми коэффициента-
ми асимметрии называются подобными.  

Циклы напряжений разделяются на симметричные и асиммет-
ричные. Если максимальное и минимальное напряжения цикла рав-
ны по абсолютной величине, но противоположны по знаку:   
σmax = –σmin, цикл называется симметричным. Если максимальное и 
минимальное напряжения по абсолютной величине различны, цик-
лы называются асимметричными. Асимметричные циклы бывают 
знакопеременными и знакопостоянными. Среди асимметричных 
циклов выделяют отнулевые или пульсирующие циклы, для кото-
рых характерно равенство нулю максимального или минимального 
напряжения цикла.  

Все рассмотренные параметры и формулы справедливы и 
для циклов изменения касательных напряжений, если в них σ 
заменить на τ.  
Предел выносливости и предел ограниченной выносливости. Свой-

ство материала воспринимать многократное действие переменных на-
пряжений, то есть способность материала противостоять усталостно-
му разрушению, называется выносливостью. Расчет элементов 
конструкции, испытывающих действие переменных напряжений на 
прочность, называется расчетом на выносливость, или расчетом на ус-
талость. Под сопротивлением усталости элементов конструкций пони-
мается их способность не разрушаться под действием переменных на-
пряжений в течение заданного числа циклов.  

Испытания на усталость показывают, что для каждого материала 
существует такое максимальное напряжение, при котором он  
выдерживает, не разрушаясь, заданное число циклов. Число циклов, 
до которого ведется испытание на усталость, называется базой ис-
пытания и обозначается N0. Для черных металлов база испытаний 
принимается N0 = 107 циклов. Считается, что если образец из чер-
ного металла не разрушился до базового числа циклов, то он не 
разрушится и при действии неограниченного числа циклов на том 
же уровне напряжений. Для цветных металлов и их сплавов, а так-
же материалов база испытаний увеличивается до 108 циклов. 

Ре
по

зи
то

ри
й Б

ГА
ТУ



 
219 

Наибольшая величина максимального напряжения цикла, при 
котором еще не происходит усталостного разрушения до базы ис-
пытания N0 , называется пределом выносливости. Предел выносли-
вости обозначается через σr. Так, σ–1 – предел выносливости при 
симметричном цикле, σ0 – предел выносливости при пульсирую-
щем цикле и т. д.  

Предел выносливости не является, подобно модулю упругости, 
коэффициенту Пуассона, механической характеристикой материа-
ла. Он представляет собой характеристику сопротивления устало-
сти образца специальной формы и качества обработки, изготов-
ленного из данного материала. Поэтому при расчете на 
сопротивление усталости деталей машин необходимо дополни-
тельно учитывать влияние на предел выносливости детали: 

– концентрации напряжений; 
– размеров детали; 
– качества обработки поверхности; 
– эксплуатационных факторов (коррозии, повышения или пони-

жения температуры, агрессивности среды и т. д.); 
– технологических методов поверхностного упрочнения деталей 

(обработка поверхности роликами, дробью, азотирование, цемента-
ция, поверхностная закалка и т. д.). 

Влияние указанных факторов может быть настолько значи-
тельным, что пределы выносливости деталей, изготовленных из од-
ного материала, могут отличаться в несколько раз. 
Расчеты на выносливость. Расчет элементов конструкций на 

выносливость, как правило, носит проверочный характер, так как 
ряд используемых коэффициентов зависят от размеров детали и за-
ранее не известны. Прочность детали обеспечена, если коэффици-
ент безопасности n не меньше нормативного коэффициента безо-
пасности [n]. Если элемент конструкции испытывает действие 
переменных напряжений и изготовлен из пластичного материала, 
то фактический коэффициент безопасности n выбирается меньшим 
из коэффициентов безопасности по усталостному разрушению nr 
и по текучести материала nт. 

Коэффициент безопасности по усталостному разрушению опре-
деляется по схематизированной диаграмме усталостной прочности 
С. В. Серенсена и Р. С. Кинасошвили: 
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– при линейном напряженном состоянии:  

1

д
r

a m
n

K
−

σ
σ σ

σ
=

σ + ψ σ
;   (4.15) 

 

– при чистом сдвиге: 
1

д
r

a m
n

K
−

τ
τ τ

τ
=

τ + ψ τ
;    (4.16) 

где σψ , τψ  – коэффициент чувствительности материала к асимметрии 
цикла, соответственно, нормальных и касательных напряжений; 

дσK , дτK – общий коэффициент снижения предела выносливости 
при симметричном цикле, соответственно, нормальных и касатель-
ных напряжений: 

 

упрпм
д

1
β
⋅

εε
= σ

σ
КК ,     (4.17) 

упрпм
д

1
β
⋅

εε
= τ

τ
КК .    (4.18) 

В последнее время (на основе обобщения экспериментальных 
данных) коэффициенты  дσК  и  дτК   рекомендуется определять по 
формулам: 
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где σК , τК  – эффективный коэффициент концентрации, соответ-
ственно, для циклов нормальных и касательных  напряжений (зна-
чения эффективных коэффициентов концентрации  приводятся 
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в справочниках в виде таблиц или графиков для каждого вида 
концентратора напряжений; если в рассматриваемом сечении де-
тали имеется несколько концентраторов, то в расчетах следует при-
нимать только одно большее значение эффективного коэффициента 
концентрации); 

σεм , τεм  – масштабный коэффициент, соответственно, для цик-
лов нормальных и касательных напряжений (значения масштабного 
коэффициента приводятся в справочниках в виде таблиц, обычно 

σεм  = τεм ); 

σεп , τεп  – коэффициент качества поверхности, соответственно, 
для циклов нормальных и касательных напряжений (значения ко-
эффициента качества поверхности  принимают в зависимости от 
вида механической обработки  или шероховатости поверхности по 
справочникам);  

упрβ  – коэффициент упрочнения поверхности детали (значения 
коэффициента упрочнения приводятся в справочниках).  

 
Многие детали машин в условиях эксплуатации подвергаются 

атмосферной коррозии, изменению температуры, действию агрес-
сивных сред. Под воздействием коррозионной среды возникает яв-
ление, называемое коррозионной усталостью, заключающееся 
в резком накоплении усталостных повреждений. В расчетах на ус-
талостную прочность влияние коррозии учитывается коэффициен-
том коррозии  корβ , который зависит от времени выдержки образ-
цов в условиях коррозии. Экспериментальные данные показывают, 
что предел выносливости в условиях коррозии не зависит от преде-
ла прочности стали. Поэтому нельзя считать обоснованным пред-
ложение о замене углеродистой стали на легированные в сельско-
хозяйственных, строительно-дорожных, подъемно-транспортных 
и других машинах, работающих в условиях атмосферной коррозии. 
На практике влияние коэффициента коррозии на усталостную 
прочность учитывается его использованием вместо коэффициента 
качества поверхности σεп  ( τεп ). Его значения можно принять по 
справочным данным.   
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Повышение температуры уменьшает предел выносливости. Так, 
при нагревании стали до 150 ºС предел выносливости уменьшается 
на 10 %; при нагревании до 260 ºС – на 70 % . 

Коэффициент безопасности по текучести материала определяется: 
– при линейном напряженном состоянии:  

am
n

σ+σ
σ

=
σ
σ

=σ
т

max

т
т ;    (4.21) 

– чистом сдвиге: 

am
n

τ+τ
τ

=
τ
τ

=τ
т

max

т
т ,    (4.22) 

где  тт , τσ  – предел текучести материала, соответственно, при рас-
тяжении (сжатии) и сдвиге. 
 

В качестве фактического коэффициента безопасности n прини-
мается меньшее значение из найденных по формулам: для линейно-
го напряженного состояния – (4.15) и (4.21); для чистого сдвига – 
(4.16) и (4.22). 

При плоском напряженном состоянии коэффициент безопасно-
сти по усталостному разрушению определяется из общепринятой 
эмпирической формулы Гафа и Полларда:  

2 2

r r
r

r r

n n
n

n n

σ τ

σ τ

=
+

.     (4.23) 

Коэффициенты rn σ , rn τ  определяются по формулам, соответст-
венно, (4.15) и (4.16). 

Коэффициент безопасности по текучести материала при плоском 
напряженном состоянии определяется по формуле:  

т т
т 2 2

т т

n n
n

n n

σ τ

σ τ

=
+

.     (4.24) 

Коэффициенты тn σ , тn τ определяются по формулам, соответст-
венно, (4.21) и (4.22). 
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В качестве фактического коэффициента безопасности n при 
плоском напряженном состоянии принимается меньшее значение 
из найденных по формулам (4.23) и (4.24). 

 
 

Рекомендации по повышению сопротивления усталости 
деталей и элементов конструкций 

 
1. Тщательная обработка деталей из качественных высокопроч-

ных материалов таким образом, чтобы на поверхности не было ца-
рапин, рисок, вмятин и т. п. 

2. Выбор геометрической формы деталей такой, чтобы концен-
трация напряжений отсутствовала или была минимальной. 

3. Предохранение деталей и конструкции в целом от коррозии 
путем покраски, смазывания и т. д. 

4. Использование технологических приемов, повышающих      
сопротивление усталости. 

5. При конструировании узлов отрицательное влияние кон-
центраторов напряжений необходимо уменьшать путем пере-
мещения их в менее нагруженные зоны.  
Пример 4.3. Проверить прочность двутавровой балки № 24, на-

груженной равномерно распределенной нагрузкой интенсивностью 
р = 10 кН/м и переменной силой F, величина которой изменяется 
от 20 кН до –30 кН (рис. 4.5, а). Допускаемый коэффициент безо-
пасности [n] = 1,4. Материал – сталь (σв = 450 МПа, σт = 250 МПа, 
σ–1 = 200 МПа). Эффективный коэффициент концентрации в сече-
нии, где приложена сила, принять равным σК = 1,2. 
Решение. Балка испытывает изгиб. Раздельно строим эпюры из-

гибающих моментов от постоянной распределенной нагрузки ин-
тенсивностью р (рис. 4.5, б), от силы F = 20 кН (рис. 4.5, в), от силы 
F = –30 кН (рис. 4.5, г). Анализ построенных эпюр показывает, что 
опасным является сечение посередине длины балки. 
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Рис. 4.5. Расчетная схема и эпюры изгибающих моментов балки 
 

Находим  характеристики цикла нормальных напряжений: 
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Принимаем: σεм  = 0,63 [13, табл. 4.9]; σεп  = 0,75 [13, рис. 4.1]; 

упрβ  = 1,1 [13, табл. 4.11]; σψ = 0,05 [13, табл. 4.8]. Общий коэффи-
циент снижения предела выносливости при симметричном цикле 
нормальных напряжений будет равен: 
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σ
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Определяем коэффициент безопасности по усталостному разру-
шению:  
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Находим коэффициент безопасности по текучести материала:   

95,2585,64
250

max

т
т +

=
σ
σ

=σn  = 2,75. 

Фактический коэффициент безопасности балки принимаем рав-
ным n = σrn = 1,5, что больше [n] = 1,4. Следовательно, прочность 
балки обеспечена. 
Пример 4.4. Ступенчатый вал с диаметрами d = 50 мм и D = 60 мм 

имеет в месте перехода галтель радиусом r = 4 мм (рис. 4.5). Вал подвер-
гается переменному изгибу с кручением. Нормальные напряжения 
при изгибе изменяются от σmin = –60 МПа до σmax  = 60 МПа, каса-
тельные напряжения при кручении изменяются от τmin = 0 до 
τmax = 50 МПа. Материал вала – сталь 45 для которой σв = 600 МПа, 
σт = 420 МПа, σ–1 = 250 МПа, τт = 220 МПа, τ–1 = 160 МПа. Качество 
поверхности вала соответствует обработке резцом. Определить    
величину коэффициента безопасности. 

D d

r

 
 

Рис. 4.6. Схема ступенчатого вала 
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Решение. Материал вала в опасных точках испытывает плоское 
напряженное состояние и действие переменных напряжений. Тогда 
коэффициент безопасности по усталостному разрушению опреде-
ляется по формуле: 

2 2

r r
r

r r

n n
n

n n

σ τ

σ τ

=
+

. 

Коэффициент безопасности по усталостному разрушению для 
циклов нормальных напряжений определяется по формуле:  
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σ σ
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Находим амплитудное и среднее напряжения цикла нормальных 
напряжений: 
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Для определения  общего коэффициента снижения предела вы-
носливости при симметричном цикле нормальных напряжений дσK  
устанавливаем по справочнику значения эффективного коэффици-
ента концентрации σК , масштабного коэффициента σεм , коэффи-
циента качества поверхности σεп , коэффициента упрочнения       
поверхности детали упрβ : 

σК  = 1,5  при  D/d = 1,2  и  r/d = 0,08   [13, табл. 4.4]; 

σεм  = 0,78   [13, табл. 4.9]; 

σεп  = 0,93   [13, рис. 4.1]; 
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упрβ  = 1, вал не подвергался поверхностному упрочнению. 
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Тогда 
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Коэффициент безопасности по усталостному разрушению для 
циклов касательных напряжений определяется по формуле:  
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τ τ
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Находим амплитудное и среднее напряжения цикла касательных 
напряжений: 

max min 50 0
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2 2а
τ − τ −
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МПа; 

max min 50 0
25

2 2m
τ + τ +

τ = = =
 
МПа. 

Для определения общего коэффициента снижения предела вы-
носливости при симметричном цикле касательных напряжений дτK  
устанавливаем по справочнику значения эффективного коэффици-
ента концентрации τК , масштабного коэффициента τεм , коэффи-
циента качества поверхности τεп , коэффициента упрочнения по-
верхности детали упрβ : 

τК  = 1,23  при  D/d = 1,2  и  r/d = 0,08   [13, табл. 4.4]; 

τεм  = 0,78   [13, табл. 4.9]; 

τεп  = 0,93   [13, рис. 4.1]; 
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упрβ  = 1, вал не подвергался поверхностному упрочнению. 
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Принимаем значение коэффициента чувствительности мате-
риала к асимметрии цикла нормальных напряжений τψ = 0,05    
[13, табл. 4.8]. 

Тогда 
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2505,065,125

160
=

⋅+⋅
=τrn . 

Коэффициент безопасности по усталостному разрушению будет 
равен: 
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Находим коэффициент безопасности по текучести материала для 
нормальных и касательных напряжений:  
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Определяем коэффициент безопасности по текучести материала 
при плоском напряженном состоянии:   
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Фактический коэффициент безопасности вала принимаем рав-
ным n = 1,85. 
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4.2.3. Определение напряжений и перемещений,  
расчеты на прочность упругих систем, испытывающих удар 

 
Теоретические предпосылки и примеры  
к практическому занятию  
 
Ударные нагрузки. Ударной называется нагрузка, при которой за 

очень малый промежуток времени происходит резкое изменение 
скоростей соприкоснувшихся тел. Расчет конструкций на ударную 
нагрузку содержит большие экспериментальные трудности, поэто-
му на практике пользуются приближенными методами, основан-
ными на ряде упрощающих гипотез:  

1) при ударе в теле возникают только упругие деформации, 
а материал в процессе удара подчиняется закону Гука. 

2) удар считается совершенно неупругим, то есть после удара 
скорости соприкоснувшихся тел одинаковые (тела не отделяются 
одно от другого). 

Приближенные методы расчета, не обеспечивая высокой точно-
сти, позволяют правильно оценить порядок перемещений, ударных 
нагрузок и напряжений.  

При ударе возникают большие ударные нагрузки, чаще всего 
превосходящие соответствующие статические нагрузки. Элементы 
конструкции при ударе могут испытывать различные виды нагру-
жения: растяжение и сжатие, изгиб, кручение и их комбинации. 
Динамические задачи при ударе можно решать как статические, 
умножая конечный результат на динамический коэффициент Кд, 
который показывает, во сколько раз перемещение при ударе боль-
ше перемещения, возникающего при статическом приложении на-
грузки. Соответственно, прикладываемая к конструкции динамиче-
ская сила Fд и возникающие динамические перемещения Δд 
и напряжения σд при ударной нагрузке определяются по формулам: 

Fд = F Кд ;     (4.25) 

Δд = Δст Кд ;     (4.26) 

σд = σст Кд ,     (4.27) 

где F, Δст, σст – соответственно, статические сила, перемещение,  
напряжение. 
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Динамический коэффициент Кд при наклонном ударе определя-
ется по формуле  

)1(
sinsin

ст

2
2

д

F
Qg

K
η+Δ

υ
+α+α= ,   (4.28) 

где α – угол между горизонтальной плоскостью и направлением 
удара; 

υ  – скорость ударяющего груза в момент соприкосновения 
с конструкцией; 

стΔ – перемещение в месте удара по направлению удара, вы-
званное статическим действием силы тяжести ударяющего груза, 
приложенной в направлении удара;    

η – коэффициент приведения массы ударяемой конструкции 
к точке удара; 

Q – сила тяжести конструкции (ударяемого тела). 
 
Если груз падает на конструкцию с высоты h, причем его ско-

рость в начальный момент времени равна нулю ( 0υ = 0), то, подста-

вив в формулу (4.28) gh2=υ , получим выражение для нахожде-
ния динамического коэффициента в виде: 

)1(

2sinsin
ст

2
д

F
Q

hK
η+Δ

+α+α= .       (4.29) 

В случае, когда  α = π/2, имеет место вертикальный удар, для ко-
торого динамический коэффициент будет равен:   

)1(

211
ст

д

F
Q

hK
η+Δ

++= .   (4.30) 

 

Ре
по

зи
то

ри
й Б

ГА
ТУ



 
231 

Если α = 0, то удар является горизонтальным, для которого     
динамический коэффициент будет равен:   

)1(ст

2

д

F
Qg

K
η+Δ

υ
= .    (4.31) 

Когда масса ударяющего груза намного больше массы конст-

рукции, отношение 
F
Q

 стремится к нулю, и выражение (1 )Q
F

+ η⋅  

в формулах (4.28)–(4.31) может быть принято равным единице. Та-
кое упрощение, когда не учитывается масса конструкции, идет 
в запас ее прочности. 

Для учета массы системы, подверженной действию ударных на-
грузок, воспользуемся приближенным методом, предложенным Рэ-
леем. Приближенность метода заключается в том, что при его при-
менении принимается допущение относительно эпюры 
перемещений системы при ударе.  

С достаточной для практических расчетов точностью можно 
принять, что эпюра перемещений от груза при ударе с учетом и без 
учета массы упругой системы в любой момент времени подобна 
эпюре перемещений от того же груза, приложенного статически. 
Согласно этому допущению, для любой ударяемой системы (рис. 
4.7) будет справедливо отношение:    

const
ст

ст

д

д =
Δ

Δ
=

Δ

Δ хх  = 
д

д

υ

υх ,   (4.32) 

где дxΔ  и дΔ  – соответственно динамические перемещения при 
ударе в сечении  х  и под грузом  F; 

стхΔ  и стΔ  – соответственно статические перемещения в тех же 
сечениях при статическом приложении груза F; 

дхυ и дυ  —  скорость системы при ударе в сечении х и под 
грузом F. 
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Рис. 4.7. Эпюры динамических и статических прогибов балки 
 

Тогда коэффициент приведения массы ударяемой конструкции 
к точке удара можно определить по формуле: 

.

2

ст

ст
2
д

2
д

Q

dQ

Q

dQ
Q

х

Q

х ∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

Δ

=
υ

υ

=η    (4.33) 

При постоянном поперечном сечении элемента коэффициент 
приведения массы ударяемой конструкции к точке удара определя-
ется по формуле: 

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

Δ
=η

l

х dx
l

2

ст

ст1 ,    (4.34)   

где  l – длина элемента конструкции. 
 
Пример 4.5. На стальной стержень (рис. 4.8) с площадью попереч-

ного сечения А = 500 мм2 и длиной l = 1 м падает с высоты  
h = 0,2 м груз F = 400 Н. Считая стержень устойчивым, определить 
наибольшие напряжения в его поперечном сечении, возникающие 
при ударе. Расчет выполнить без учета и с учетом веса стержня, 
принимая удельный вес материала γ = 78 500 Н/м3. 
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Рис. 4.8. Схема стержня, испытывающего удар 
 

Решение. Наибольшие напряжения в поперечном сечении 
стержня, возникающие при ударе, определим по формуле:  

σд = σст  Кд . 

Стержень испытывает продольный удар. Наибольшие статиче-
ские напряжения будут равны: 

МПа8,0
500
400

ст ===σ
A
F . 

Находим перемещение в месте удара по направлению удара, вы-
званное статическим действием силы тяжести ударяющего груза:  

3
5ст 104

500102
1000400 −⋅=
⋅⋅

⋅
==Δ

AE
lF мм. 

Вес стержня будет равен: 
6500 10 1 78500 39,25Q Al −= γ = ⋅ ⋅ ⋅ = Н. 

Вес стержня Q = 39,25 Н намного меньше веса ударяющего гру-
за F = 400 Н. 

Определяем динамический коэффициент без учета массы стерж-
ня по формуле:   

=
⋅
⋅

++=
Δ

++= −3
ст

д 104
200211211 hK 317. 
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Динамическое напряжение в поперечном сечении стержня будет 
равно: 

σд = 0,8 · 317 = 253,6 МПа. 

Найдем динамический коэффициент с учетом массы стержня: 

)1(

211
ст

д

F
Q

hK
η+Δ

++=  = 
3

2 2001 1 1 39,254 10 (1 )
3 400

−

⋅
+ +

⋅ + ⋅
 = 312. 

Тогда динамическое напряжение в поперечном сечении стержня 
будет равно: 

σд = 0,8 · 312 = 249,6 МПа. 

В данном примере учет массы ударяемой конструкции (стержня) 
не оказывает существенного влияния на динамическое напряжение. 
Пример 4.6. Двутавровая балка № 24 (Wz = 289 см3; Iz = 3460 см4; 

q = 273 Н/м) длиной  l = 2 м шарнирно закреплена по концам. 
Определить наибольшие нормальные напряжения и наибольший 
прогиб, возникающие в балке в результате удара при падении на 
нее посередине пролета груза  F = 5 кН с высоты  h = 18 мм. Задачу 
решить для следующих условий:  

1) опоры балки абсолютно жесткие  (рис. 4.9, а);  
2) правый конец балки опирается на пружину, жесткость кото-

рой равна  с = 0,5 кН/мм  (рис. 4.10, а);  
3) опоры балки абсолютно жесткие, и в месте падения груза на 

балке установлен буферный груз Q = 5 кН (рис. 4.11). 
Решение. Наибольшие нормальные напряжения и наибольший 

прогиб в балке, возникающие при ударе, определим, соответствен-
но, по формулам:  

max д max ст дKσ = σ , 

max д max ст дKΔ = Δ . 
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Рис. 4.9. Расчетные схемы балки с абсолютно жесткими опорами  

и эпюры изгибающих моментов 
 

Балка испытывает изгибающий удар. Наибольшие нормальные 
напряжения, возникающие в балке при статическом нагружении 
грузом F (рис. 4.9, б) определяются по формуле: 

zW
Мmax

стmax =σ . 

Для нахождения максимального изгибающего момента строим 
эпюру М (рис. 4.9, в), из которой принимаем  Mmax . Тогда 

max ст
5000 200

4 4 289z

F l
W

⋅
σ = =

⋅
 = 865 Н/см2 = 8,65 МПа. 

Сила тяжести балки почти на порядок меньше силы тяжести 
груза F. Динамический коэффициент определим по формуле: 

ст
д

211
Δ

++=
hK . 

Перемещение в месте удара по направлению удара, вызванное ста-
тическим действием силы тяжести ударяющего груза, приложенной в 
направлении удара стΔ , находим по способу Верещагина. Для этого 
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к балке в месте удара прикладываем вертикально единичную без-
размерную силу (рис. 4.9, г), строим от нее эпюру изгибающих мо-
ментов М1 (рис. 4.9, д), В результате перемножения эпюр М и М1 
получим прогиб балки бΔ :  

3 3

б 5 4
1 1 2 5000 20002 0,12мм.

2 4 2 3 4 48 48 2 10 3460 10z z

F l l l F l
EI EI

⋅⎛ ⎞Δ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = = =⎜ ⎟
⋅ ⋅ ⋅ ⋅⎝ ⎠

 

1. Если опоры балки абсолютно жесткие, то бст Δ=Δ . 

35,18
12,0
18211д =
⋅

++=K . 

Возникающие в результате удара наибольшие нормальные на-
пряжения и наибольший прогиб в балке с абсолютно жесткими 
опорами будут равны:  

7,15835,1865,8дmax =⋅=σ МПа, 

2,235,1812,0дmax =⋅=Δ мм. 

2. Если один конец балки находится на жесткой опоре, а дру-
гой – опирается на пружину (рис. 4.10, а), то перемещение стΔ     
будет определяться прогибом балки бΔ и перемещением, вызван-
ным осадкой пружины прΔ  (рис. 4.10, б): 

мм.62,2
2
1

5,02
512,0

2
1

22
1

ббпрбст =⋅
⋅

+=⋅+Δ=⋅λ+Δ=Δ+Δ=Δ
c

F
 

 
 

Рис. 4.10. Расчетные схемы балки, правый конец  
которой опирается на пружину 
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Тогда динамический коэффициент будет равен: 

84,4
62,2
18211д =
⋅

++=K . 

Возникающие в результате удара  наибольшие нормальные на-
пряжения и наибольший прогиб в балке, показанной на рис. 4.10, 
будут равны:  

87,4184,465,8дmax =⋅=σ
 
МПа, 

58,084,412,0дmax =⋅=Δ
 
мм. 

3. Если опоры балки абсолютно жесткие и в месте падения груза 
на балке установлен буферный груз (рис. 4.11), то бст Δ=Δ , а ди-
намический коэффициент определим по формуле: 

)1(

211
ст

д

F
Q

hK
η+Δ

++=  = 2 181 1 50000,12(1 1 )
5000

⋅
+ +

+ ⋅
 = 13,29. 

 
 

Рис. 4.11. Расчетная схема балки с дополнительным грузом 
 

Возникающие в результате удара  наибольшие нормальные на-
пряжения и наибольший прогиб в балке, показанной на рис. 4.11, 
будут равны: 

11529,1365,8дmax =⋅=σ МПа, 
6,129,1312,0дmax =⋅=Δ мм. 
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Наибольшие нормальные напряжения, возникающие в балке при 
ударе, определяются как сумма напряжений:  

)(
дmax

)(
стmaxдmax

FQ σ+σ=σ , 

где )(
дmax

)(
стmax и FQ σσ  – наибольшие нормальные напряжения в балке, 

вызванные, соответственно, статическим действием груза Q 
и динамическим действием груза F. 
 

)(
стmax

Qσ max 5000 200
4 4 289z z

M Ql
W W

⋅
= = =

⋅
 = 865 Н/см2 = 8,65 МПа. 

7,12311565,8дmax =+=σ МПа. 

Таким образом, установка на балке дополнительного груза, за-
мена одной жесткой опоры пружиной позволяют снизить возни-
кающие в балке напряжения и перемещения. 

 
 

4.3. Задания по управляемой самостоятельной работе студентов  
и рекомендации по их выполнению 

 
4.3.1. Устойчивость сжатых стержней 
 
Выполнить ИДЗ «Устойчивость сжатых стержней» [12, с. 34], 

в котором для заданного стержня, нагруженного сосредоточенной 
силой F , требуется: 

1) определить размеры поперечного сечения; 
2) определить критическую силу для заданной стойки и вычис-

лить коэффициент безопасности на устойчивость. 
Исходными данными для выполнения задания являются: выдан-

ный преподавателем вариант (номер схемы [12, рис. 4.4], номер 
строки [12, табл. 4.2]). Пример исходных данных для варианта:     
номер схемы (4) и строки (5) приводится, соответственно, 
в табл. 4.2 и на рис. 4.12. 

Форма контроля – проверка письменно выполненного ИДЗ. 
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Рис. 4.12. Схемы № 4 к ИДЗ «Устойчивость сжатых стержней» 
 

Таблица 4.2 
 

Числовые данные к ИДЗ «Устойчивость сжатых стержней» 

№ l, м F, кН 

5 3,2 160 
 
 
Теоретические предпосылки к заданию  

 
Как известно, условие устойчивости сжатого стержня имеет вид: 

с
 брутто

[ ]F
A

σ = ≤ ϕ σ . 

 
Коэффициент снижения допускаемого напряжения или коэффи-

циент продольного изгиба равен: 

уо

ок

n
n

σ
σ

=ϕ
   

где оо , nσ – соответственно, опасное напряжение и коэффициент 
безопасности при расчетах на прочность. 

 
При выполнении практических расчетов значения коэффици-

ентов продольного изгиба приводятся в справочниках обычно 
в виде таблиц и принимаются в зависимости от материала и гиб-
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кости стержня. Для наиболее часто используемых материалов 
значения коэффициента ϕ  приведены в табл. 4.3. 

На основе использования условия устойчивости можно вы-
полнять проектировочный или конструкторский расчет сжатых 
стержней, имеющий целью определение размеров поперечного 
сечения. 

 
 

Методические указания для выполнения задания  
 

1. Вычертить в масштабе схему и поперечное сечение стержня. 
2. В поперечном сечении стержня провести главные цен-

тральные оси инерции. 
3. Выразить, используя соотношение размеров сечения а, сле-

дующие геометрические характеристики (площадь А, минималь-
ный осевой момент инерции Imin , минимальный радиус 
инерции imin), а также, принимая во внимание расчетную схему, – 
гибкость стержня λ . 

4. Для решения задачи использовать метод последовательных 
приближений, задаваясь коэффициентом продольного изгиба (ϕ); 
в первом приближении принять ϕ1 = 0,5 и последовательно опре-
делить А, а, Imin , imin , λ . 

5. Принять по таблице действительное значение коэффициен-
та продольного изгиба *

1ϕ .  
6. Если *

1ϕ  и 1ϕ  значительно (более 5 % ) отличаются один от 
другого, а значит, в такой же мере будут отличаться и напряжения, 
возникающие в поперечном сечении стержня, от допускаемых на-
пряжений на устойчивость, то в расчете следует предпринять сле-
дующую попытку, приняв: 

.
2

*
11

2
ϕ+ϕ

=ϕ  

Обычно бывает достаточным выполнение в расчете трех попыток. 
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Таблица 4.3 
 

Коэффициент продольного изгиба φ 

Бетон 

Гибкость 
стержня λ 

Сталь 
Ст4,3, 2 

 

Сталь 
Ст5 

тя
ж
ел
ы
й 

ле
гк
ий

 

Дюралю-
миний 
Д16Т 

Чугун 
СЧ 15-30 
СЧ 15-18 
СЧ 15-36 
СЧ 21-40 

Дерево 
(сосна) 

0 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 

 

1,00 
0,99 
0,96 
0,94 
0,92 
0,89 
0,86 
0,81 
0,75 
0,69 
0,60 
0,52 
0,45 
0,40 
0,36 
0,32 
0,29 
0,26 
0,23 
0,21 
0,19 

1,00 
0,98 
0,95 
0,92 
0,89 
0,86 
0,82 
0,76 
0,70 
0,62 
0,51 
0,43 
0,36 
0,33 
0,29 
0,26 
0,24 
0,21 
0,19 
0,17 
0,16 

1,00 
1,00 
0,96 
0,90 
0,84 
0,76 
0,70 
0,63 
0,57 
0,51 
0,45 

– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 

1,00 
1,00 
0,96 
0,86 
0,73 
0,68 
0,59 
0,52 
0,46 

– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 

1,00 
0,999 
0,998 
0,835 
0,700 
0,568 
0,455 
0,353 
0,269 
0,212 
0,172 
0,142 
0,119 
0,101 
0,087 
0,076 

– 
– 
– 
– 
– 

1,00 
0,97 
0,91 
0,81 
0,69 
0,57 
0,44 
0,34 
0,26 
0,20 
0,16 

– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 
– 

1,00 
0,99 
0,97 
0,93 
0,87 
0,80 
0,71 
0,60 
0,48 
0,38 
0,31 
0,25 
0,22 
0,18 
0,16 
0,14 
0,12 
0,11 
0,10 
0,09 
0,08 

 
7. По соответствующей формуле (в зависимости от фактической 

и предельной гибкостей) определить  критическую силу или крити-
ческое напряжение для заданного стержня и вычислить коэффици-
ент безопасности по устойчивости. 
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Образец выполнения задания  
 

Определить размеры поперечного сечения и коэффициент безо-
пасности по устойчивости деревянного стержня, показанного на 
рис. 4.13, если l = 2,5 м; F=22 кН; ][σ  = 8 МПа.  

 

 
 

Рис. 4.13. Схема стойки и поперечного сечения 
 

Решение. Условие устойчивости сжатого стержня имеет вид: 

][σϕ≤=σ
брА

F . 

Отсюда выражаем площадь поперечного сечения стержня: 

][бр σϕ
=

FА . 

Пользуясь заданной формой и соотношением размеров попереч-
ного сечения стержня, составляем выражения для определения 
площади поперечного сечения брА , размера d, минимальногомо-
мента инерции Imin, минимального радиуса инерции imin, гибкости 
стержня λ : 

=
π

−⋅=
4

23
2

бр
dddА 2215,5 d ; 
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бр

5,215

A
d = ; 

4
43

min 95,1
6412

)2(3 ddddII z =
π

−== ; 

d
d

d
А
Ii 612,0

215,5
95,1

2

4

бр

min
min === ; 

min

1 2500 4085
0,612

l
i d d
μ ⋅

λ = = = . 

Подбор сечения производится методом последовательных при-
ближений. В первом приближении принимаем коэффициент про-
дольного изгиба 1ϕ =  0,5 и находим численные значения: 

2
бр1

22000 5500мм
0,5 8

А = =
⋅

; 

1
5500 32мм
5,215

d = = ;  

127
32

4085
1 ==λ . 

Из справочной таблицы принимаем значения ϕ  при гибкости 
стержня: 

120λ = :  ϕ  = 0,22; 

130=λ :  ϕ  = 0,18. 

Интерполируя, находим действительное значение коэффициента 
продольного изгиба при гибкости стержня 127=λ :   

*
1ϕ

0,22 0,180,22 (127 120) 0,19
130 120

−
= − ⋅ − =

−
. 
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Так как 1ϕ  и *
1ϕ  отличаются значительно (более 5 %), то при-

нимаем другое приближение и повторяем расчет: 

35,0
2

19,05,0
2

*
11

2 =
+

=
ϕ+ϕ

=ϕ ; 

2
2бр мм8577

835,0
00022

=
⋅

=А ;  

мм39
215,5

7857
2 ==d ; 

105
39

4085
2 ==λ . 

Из справочной таблицы принимаем значения ϕ  при гибкости 
стержня: 

100=λ :   ϕ  = 0,31; 

110=λ :  ϕ  = 0,25. 

Интерполируя, находим действительное значение коэффициента 
продольного изгиба при гибкости стержня 105=λ :   

28,0)100105(
100110

25,031,031,0*
2 =−

−
−

−=ϕ . 

Так как *
2ϕ  и 2ϕ  отличаются значительно (более 5 %), то принимаем 

третье приближение и повторяем расчет: 

32,0
2

28,035,0
2

*
22

3 =
+

=
ϕ+ϕ

=ϕ ; 

2
3бр мм5948

832,0
00022

=
⋅

=А ; 
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 мм41
215,5

8594
3 ==d ; 

100
41

4085
3 ==λ . 

Из справочной таблицы принимаем действительное значение ко-
эффициента продольного изгиба при гибкости стержня 100=λ : 

*
3ϕ  =0,31. 
Так как 3ϕ  и *

3ϕ  отличаются незначительно (менее 5 %), то прове-
ряем выполнение условия устойчивости при *

3ϕ  = 0,31. 
Определяем напряжение в материале стойки:  

МПа56,2
8594
22000

3бр
===σ

A
F . 

Допускаемое напряжение на устойчивость  

МПа48,2831,0][][ *
3 =⋅=σϕ=σ у . 

Перегрузка равна: 

=⋅
σ

σ−σ
%100

][
][

у

у %]5[%2,3%100
48,2

48,256,2
<=⋅

− . 

Перенапряжение допустимо. 
Определяем предельную гибкость по формуле: 

п

2

пред σ
π

=λ
Е

, 

где  Е  –  модуль упругости материала (для дерева Е = 104 МПа);  
σп  – предел пропорциональности материала (для дерева  

σп = 20 МПа). 
 

2,70
20
1042

пред =
π

=λ . 
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Так как фактическая гибкость стержня  
2,70100 пред3 =λ>=λ=λ , то критическую силу определяем по 

формуле Эйлера: 

2
min

2

кр )( l
IEF

μ
π

= = 41269
)25001(

4195,1108,014,3
2

442

=
⋅

⋅⋅⋅⋅  Н. 

Коэффициент безопасности стержня по устойчивости равен: 

2,3
00022
41269кр

y ===
F

F
n . 

 
 

4.4. Пример разноуровневого задания  
для контроля результатов изучения содержания модуля 

 
Уровень III 

 
1. Формула Эйлера для определения критической силы сжатого 

стержня с шарнирно закрепленными концами. 
 
 
Уровень II 

 
1. На двутавровую балку № 18 (рис. 4.14), лежащую свободно на 

двух опорах, одна из которых – упругий элемент (резиновый ку-
бик), с высоты h = 0,2 м падает груз F = 1 кН. Определить наи-
большие нормальные напряжения и наибольший прогиб балки при 
ударе. Принять модуль упругости резины Е = 8  МПа. 

 

   
 

Рис. 4.14. Схема стойки и поперечного сечения 

Ре
по

зи
то

ри
й Б

ГА
ТУ



 
247 

2. Заданный цикл напряжений характеризуется maxσ = 140 МПа, 

minσ = –100 МПа. Материал вала имеет характеристики: 

1-σ = 200 МПа, 0σ = 280 МПа, тσ = 240 МПа, вσ = 320 МПа. Общий 
коэффициент снижения предела выносливости при симметричном 
цикле принять равным 1. Определить фактический коэффициент безо-
пасности.  

 
 
Уровень I 

 
1. При каком условии для сжатого стержня должна применяться 

формула Ясинского? 
2. В чем заключается сущность принципа Д’Аламбера? 
 
 

4.5. Вопросы для контроля результатов изучения 
содержания модуля 4 (уровень III) 

 
Продольный изгиб прямых стержней 

 
1. Понятие об устойчивых и неустойчивых формах равновесия 

систем. 
2. Устойчивость прямолинейной формы сжатого стержня.     

Критическая сила.  
3. Формула Эйлера для определения критической силы сжатого 

стержня с шарнирно закрепленными концами.  
4. Обобщенная формула Эйлера для определения критической 

силы сжатого стержня, критические напряжения.  
5. Пределы применимости формулы Эйлера. Формула Ясинско-

го для определения критических напряжений сжатого стержня.  
Стержни большой, средней и малой гибкости.  
6. Практические расчеты на устойчивость. Условие устойчиво-

сти прямолинейной формы равновесия сжатого стержня.  
7. Типы инженерных задач, вытекающих из условия устойчиво-

сти, и порядок их решения.  
8. Рациональные формы поперечных сечений и материалы     

сжатых стержней. 
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Прочность при переменных напряжениях 
 
1. Понятие об усталостном разрушении. Типы циклов напряже-

ний и их характеристики.  
2. Построение кривой усталости или кривой Велера. База испы-

таний для черных и цветных металлов.  
3. Предел выносливости, предел ограниченной выносливости, 

использование этих характеристик при расчетах на выносливость.  
4. Диаграмма усталостной прочности, или диаграмма Хейга, или 

диаграмма предельных амплитуд и ее построение. Области диа-
граммы усталостной прочности. Коэффициент безопасности.  

5. Схематизация диаграммы усталостной прочности.  
6. Факторы, влияющие на усталостную прочность, и как они учи-

тываются в расчетах на сопротивление усталости (на выносливость).  
7. Определение коэффициента безопасности по усталостному 

разрушению при линейном напряженном состоянии.  
8. Определение коэффициента безопасности по усталостному 

разрушению при чистом сдвиге.  
9. Определение коэффициента безопасности по усталостному 

разрушению при плоском напряженном состоянии (совместном 
действии изгиба и кручения, растяжения и кручения).  

 
 

Динамические нагружения 
 
1. Динамические нагружения. Основные понятия. Динамические 

нагрузки, вызывающие движение тела с ускорением. Условие 
прочности.  

2. Ударные нагрузки. Динамический коэффициент при наклон-
ном,  вертикальном, горизонтальном ударах.  

3. Определение напряжений, перемещений в конструкциях,  
испытывающих удар, и способы их снижения. Условие прочности. 
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