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Ehrenfeuchtin—Silbergerin ongelma kysyy, kuinka pitkd sana voi olla sen pi-
simpien reunattomien tekijoiden pituuden suhteen, ennen kuin silli on sen
lyhimmén jakson pituinen reunaton tekijia. Ongelman ratkaisu on sanan pisimpien
reunattomien tekijoiden pituudesta riippuva raja, jolle kaikilla ainakin tdmén
pituisilla sanoilla on vélttdméattd lyhimmén jakson pituinen reunaton tekija. Tut-
kielmassa esitellddn tdméan ongelman paras tunnettu ratkaisu. Lisdksi tarkastellaan
muita ongelmaan laheisesti liittyvid tuloksia.

Péalauseena todistetaan paras tunnettu raja pisimpien reunattomien tekijoiden suh-
teen. Todistus on peraisin Stépém Holubin ja Dirk Nowotkan artikkelista The
Ehrenfeucht-Silberger problem (Journal of Combinatorial Theory, Series A) se-
ki tdmén artikkelin alustavasta versiosta ICALP 2009 -konferenssin proceedings-
julkaisussa. Esitetty ratkaisu néytetddn vakiotermia vaille optimaaliseksi vertaa-
malla sitd parhaaseen tunnettuun esimerkkiin ddrettomaésta sanajoukosta, jonka jo-
kaisen sanan pisimmaét reunattomat tekijat ovat lyhyempia kuin lyhin jakso ja jonka
jokaisen sanan pituus pisimpien reunattomien tekijoiden pituuden suhteen on suurin
tunnettu.

Johdatteluna esitellddn perustuloksia sanan jaksoista ja reunattomista tekijoisté se-
ké esitellddn erditd muita ehtoja sille, milloin sanalla on sen lyhimmén jakson pitui-
nen reunaton tekija.

Toisaalta tarkastellaan myos ongelmaa, joka kysyy vastaavaa rajaa lyhimmaéan jak-
son suhteen. Uutena tuloksena parannetaan parasta aiemmin tunnettua rajaa yhtéa
pienemmaksi, jolloin saatu raja on optimaalinen. Lisdksi todistetaan, mitd muotoa
ovat kaikki sanat, joilla ei ole lyhimman jaksonsa pituista reunatonta tekijaé ja jotka
ovat lyhimmaén jaksonsa suhteen mahdollisimman pitkia.

Liséksi tarkastellaan kriittistd tekijoihinjakoa, joka liittda sanan lyhimmén jakson
sen paikallisiin jaksoihin. Kriittisen tekijoihinjaon lauseesta esitetdén erds todistus.
Téamén lisdksi todistetaan péadlauseen todistuksessa tarvittava lemma, joka liittyy
sanan konjugaatin tekijoihinjaon kriittisyyteen.

Asiasanat: diskreetti matematiikka, sanojen kombinatoriikka, reuna, jakso, jaksol-
lisuus, Ehrenfeuchtin—Silbergerin ongelma, kriittinen tekijoihinjako
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1 Johdanto

Sanoilla tarkoitetaan matematiikassa kirjaimista muodostettua jonoa, johon
ei liitetd merkityksid niin kuin luonnollisessa kielessd tehddéan. Sanalla on
reuna, jos silld on jokin toinen sana prefiksina ja suffiksina. Téll6in sanan
lopussa on osa, joka on toistoa sanan alusta. Jaksoksi kutsutaan pituut-
ta, jonka jéalkeen sanan kirjaimet alkavat toistua samalla tavalla kuin sanan
alussa. Sanan jaksoa ja reunaa voidaan pitdd saman asian kahtena puole-
na, koska jos kuljetaan sanaa vasemmalta oikealle, niin jakson jélkeen tuleva

sanan loppuosa on aina reuna.

Téssa tutkielmassa kasitelladn sanojen jaksoja ja reunattomia tekijoita
erityisesti Andrzej Ehrenfeuchtin ja D. M. Silbergerin vuonna 1979 julkais-
tun artikkelin [6] esittdmien kysymysten kannalta. On helppoa ndhda, et-
td sanan pisin reunaton tekiji on aina enintddn lyhimmén jakson pituinen.
Tassé artikkelissa pohdittiin ensimmaéisen kerran, milloin sanalla on reuna-
ton tekija, joka on yhta pitkad kuin sanan lyhin jakso. Néin tapahtuu ainakin
silloin, kun sana on hyvin paljon pidempi kuin sen jakso tai pisimmét reunat-
tomat tekijat. Ehrenfeucht ja Silberger esittiviat kysymyksen, kuinka paljon
pidempi sanan tulee olla lyhimmén jakson tai toisaalta pisimpien reunat-
tomien tekijoiden pituuden suhteen, jotta sanalla olisi varmasti lyhimmén

jakson pituinen reunaton rekija.

Artikkelissaan Ehrenfeucht ja Silberger saivat rajaksi lyhimmén jakson 7
suhteen 2 7. Liséksi he esittivat otaksuman, ettd samanlainen raja 27 péa-
tee my0s pisimpien reunattomien tekijoiden pituuksille 7. Ronald Assous
ja Maurice Pouzet |1] ndyttivit kuitenkin samaan aikaan tdmén otaksuman
vaaraksi. He generoivat adrettémén joukon sanoja, jonka pituudet ovat aina
%7’ —4 ja joilla kuitenkaan ei lyhimmén jaksoisia reunattomia tekijoitda. He
taas esittivit monimutkaisemman otaksuman, joka yksinkertaistaen tarkoit-
taisi rajaa 3 7. Jean-Pierre Duval todisti vuonna 1982 [5] rajan 4 7 —6 ja esitti
toisen otaksuman, josta voidaan johtaa raja 37, jos tdmé otaksuma pitaisi
paikkansa. Samalla Duval paransi Ehrenfeuchtin ja Silbergerin periodirajaa

rajaksi 27 —k, missd k on sanassa esiintyvien eri kirjainten lukuméaéra.

Ehrenfeuchtin—Silbergerin ongelmaan rajasta suureen 7 suhteen tutkit-



tiin 2000-luvun ensimmaisen vuosikymmenen alku- ja keskivaiheilla enem-
méankin Duvalin otaksuman seurauksena. Tero Harju ja Dirk Nowotka esitti-
vit artikkelissaan vuonna 2007 [8] todistuksen Duvalin otaksumalle ja esitti-
vat Ehrenfeuchtin—Silbergerin ongelmaan liittyen otaksuman, ettd Assous’n—
Pouzet'n esimerkki on optimaalinen, mika antaisi rajan 57) T —3. Stépz’m Holub
ja Nowotka todistivat rajan %7 vuoden 2009 konferenssijulkaisussaan [9] ja
vuoden 2012 artikkelissaan [I0].

Luvussa P esitelladn sanojen ja jaksollisuuden perustuloksia.

Luvussa B ndytetddn, miten Assous ja Pouzet péityivéit esimerkkiinsi
ja pohditaan, milld tavalla se on merkittdva Ehrenfeuchtin—Silbergerin on-
gelmaan liittyen. Liséksi pohditaan, ettd jos olisi olemassa téta esimerkkié
parempia esimerkkisanoja, niin mitd muotoa niiden pitéisi olla. Téssé tarkas-
telussa hyodynnetédén tietoa, ettd Ehrenfeuchtin—Silbergerin ongelman raja
on ainakin %7’.

Luvussa B kisitellaan kriittista tekijoihinjakoa, joka on muotoiltu ja todis-
tettu samoihin aikoihin kuin Ehrenfeuchtin—Silbergerin ongelma muotoutui.
Kriittinen tekijoihinjako on omana tuloksenaan syvéllinen tulos sanan paikal-
lisista jaksoista, ja sitd kiytetdan myos Ehrenfeuchtin—Silbergerin ongelman
ratkaisussa.

Luvussa B kisitellddn rajaa lyhimmén jakson 7 suhteen ja parannetaan
Duvalin todistamaa rajaa yhdelld pienemmaéksi jatkamalla Duvalin esitté-
méstd todistuksesta. Lisdksi naytetdan, ettd néin saatu uusi raja on paras
mahdollinen ja todistetaan, mitd muotoa ovat kaikki ne sanat, jotka naytté-
vat rajan optimaaliseksi.

Luvussa B esitetdan Holubin ja Nowotkan esittdméd ratkaisu

Ehrenfeuchtin-Silbergerin ongelmaan.



2 Merkintoja ja perustuloksia

Téasséd luvussa esitellddn myohemmissé luvuissa kiytettavia késitteita ja tu-
loksia seka esitellddn téassa tutkielmassa kaytettaviat merkintatavat. Sellaiset
késitteet, joita kiytetdan vain yhdessa luvussa, esitellddn kyseisessa luvussa
itsessdan. Luvussa P esitellddn darelliset sanat. Luvussa P2 esitellddn sa-
nojen tekijat. Luvussa 223 késitellddn sanojen reunoja ja jaksoja sekd naiden
yhteyttd sanojen limittymiseen. Liséksi siiné esitellaan tuloksia sanan lyhim-
mastéa jaksosta ja pisimmésta reunattomasta tekijasta seka nadiden yhteyksié
toisiinsa. Luvussa 24 esitelldan leksikografiset jarjestykset ja maksimisuffik-
sit sekd Lyndonin sanat: Luvussa 22471 todistetaan enimmékseen luvuissa €
ja B kiytettavid tuloksia. Luvun 242 tuloksia kiytetdan enimmékseen lu-
vussa B. Esitys seuraa pidasiassa lahteita [I1] ja 3], mutta terminologiaa on
tarvittaessa muokattu nykyista kiyttoa vastaavaksi. Samalla esitelldan dia-
grammit, joilla voidaan havainnollistaa esimerkiksi todistuksissa ilmeneviéa

sanojen suhteita ilman, ettd ilmaisujen eksaktius vihenee.

2.1 Sanat

Adrellistd symbolijoukkoa A kutsutaan aakkostoksi, ja sen alkioita kutsutaan
kirjaimiksi. Kun aakkoston A kirjaimet aq, as, ..., a, Kkirjoitetaan perdakkain,
saadaan sana ajas...a, yli aakkoston A. Nollasta kirjaimesta koostuvaa
sanaa kutsutaan tyhjiksi sanaksi, ja siitd kidytetdan merkintdéd . Kaikkien
sanojen joukosta yli aakkoston A kdytetdan merkintda A*. Esimerkiksi a, ba
ja abaab ovat sanoja yli aakkoston {a,b}. Sanan w aakkostolla tarkoitetaan
aakkostoa, joka koostuu sanassa w esiintyvistd kirjaimista. Esimerkiksi ba
on sana myo6s yli aakkoston {a,b, ¢}, mutta sen aakkosto on {a, b}.

Téssa tutkielmassa muuttujat a, b, ¢ ja d mahdollisten ylé- ja alaindeksien
kanssa tarkoittavat kirjaimia, jos ei toisin mainita. Lisdksi muuttujat ¢,...,q
yla- ja alaindekseineen tarkoittavat epanegatiivisia kokonaislukuja. Muilla
muuttujilla, esimerkiksi f, g, h,p,q,7,...,a, 3, ..., tarkoitetaan sanoja.

Sanojen u ja v katenaatio uv on sana, joka saadaan kirjoittamalla ne
perakkéin:

UV = A103 . .. Apbibs ... by,
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Kuva 2.1: Levin lemma, kun |u| > |z|. Sana t = a;41 . ..a;. Tapaus |z| > |u]
saadaan vaihtamalla u ja x sekd v ja y kesken&én.

kun v = ajasy...a,, jav = biby...b,. Esimerkiksi sanojen ab ja ba katenaatio
on abba. Katenointi on assosiatiivinen operaatio: jos u = aias...ay,, v =

biby ... b, ja w = cicy . .. cp, niin
(w)w = aras ... apbiby ... bycicy . .. o = u(vw).

Lisdksi ew = we = w kaikille sanoille w. Joukko A* yhdessd katenoinnin
kanssa on siis monoidi, jonka ykkosalkio on tyhja sana €. Sanan katenoinnista
itsensé, kanssa kiytetddn potenssimerkintdd: kun k& > 0, niin w* = ww . .. w,
missé w toistuu k kertaa.

Seuraavaa ominaisuutta kutsutaan Levin lemmaksi. Se on hyvin perus-
tavanlaatuinen vapaan monoidin ominaisuus, joten sita kaytetaan téassa tut-

kielmassa ilman erityistd mainintaa.

Lemma 2.1. Olkoon uwv = zy. T&lléin on olemassa sana t, jolle
(i) u=xat jay =to tai
(i) = = ut jav=ty.

Edellinen lemma voidaan perustella ilman tarkkaa todistusta kuvan 21
avulla. Jos |u| > |z|, niin wv = ay...a;0i41...0jG41 ...a,, Missd © =
ay...05, UV = Gj41...0n, T = A1...0Q; Ja Y = Qiy]...0,. 1alloin voidaan
valita t = ;41 ... a;.

Olkoon w = ajas...a,, missi jokainen a; on kirjain. Sen peilisana
W = Gpa,_1 .. .a; saadaan kirjoittamalla sanan w kirjaimet takaperin. Esi-
merkiksi sanan abaabab peilisana on babaaba ja tyhjan sanan peilisana on
tyhjd sana. Sanan w pituus |w| = n on sen kaikkien kirjainesiintymien luku-

méaara. Esimerkiksi sanan abaabab pituus on 7 ja tyhjan sanan pituus on 0.
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(a) Tekijoihinjako w = (b) Yleinen teki-

(c) Prefiksi (d) Suffiksi
Uz ja

Kuva 2.2: Tekijoiden piirtdminen

Katenaation pituudelle pétee kaava |uv| = |u| + |v|, ja peilisanan pituudelle

pétee kaava |w| = |w|.

2.2 Tekija, prefiksi ja suffiksi

Sana x on sanan w tekijd, jos on olemassa sellaiset sanat u ja v, ettd w
voidaan kirjoittaa muodossa

w = urv. (2.1)

Tama tekijoihinjako on esitetty kuvassa E2a. Jos lisdksi x # w, niin x on
sanan w aito tekija.

Jos tekijoihinjaossa 20l u = €, niin « on sanan w prefiksi. Tésta kiytetdan
merkintdd z <, w. Jos vastaavasti v = ¢, niin x on sanan w suffiksi. Tasta
kiytetdan merkintdd x <g w. Jos lisdksi x # w, niin kiytetdan vastaavasti
merkintojd o <, w ja v <¢ w. Sanaa x kutsutaan talloin sanan w aidoksi
prefiksiksi tai aidoksi suffiksiksi.

Erityisesti tyhja sana € on jokaisen sanan tekijé, prefiksi ja suffiksi, mutta
ei ole itsensi aito tekijé, prefiksi eiké suffiksi. Sanan w tekijoiden joukosta
kiytetddn merkintdd F(w), prefiksien joukosta merkintdéd Pref(w) ja suffik-

sien joukosta merkintdd Suf(w). Kuvissa P28, 724 ja 22d on esitetty, miten

tekijé, prefiksi ja suffiksi esitetdan diagrammeina.

Sanojen u ja v pisin yhteinen prefiksi u A, v on pisin sana, joka on seka
sanan u ettd sanan v prefiksi. Tamaé on esitetty kuvassa ZZ3a. Pisin yhteinen
prefiksi voidaan méaritelld tarkemmin seuraavasti: Jos v on sanan v prefiksi,
niin u A, v = u, ja jos v on sanan u prefiksi, niin u A, v = v. Jos kumpikaan
sana ei ole toisen sanan prefiksi (kuva PZ3H), niin w A, v = z, missd x <,

u,r <, vjaza <, u,rb <, v, missd a ja b ovat eri kirjaimia. Sanojen u ja v
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(a) Yleinen tapaus, jolloin sanat voivat (b) Kumpikaan sanoista u ja v ei ole toi-
olla toistensa prefiksejé. sen prefiksi.

Kuva 2.3: Pisin yhteinen prefiksi

pisin yhteinen suffiks: maaritellddn vastaavasti, ja siitd kdytetddn merkintaa
u As v. Esimerkiksi abaab A, ababbaab = aba ja abaab Ns ababbaab = baab,
sekad, abaab A, bbaab = .

Olkoon u sanan w prefiksi ja v sanan w suffiksi. Merkinnélld u=1w tar-
koitetaan sanaa v/, jolle uu’ = w. Vastaavasti merkinnlla wv~! tarkoitetaan
sanaa v', jolle v'v = w. Sanaa v~ 'w kutsutaan sanan w vasemmaksi osamdid-
riksi sanan u suhteen, ja sanaa wv~! kutsutaan sanan w oikeaksi osamdid-
raksi sanan v suhteen. Selvasti kumpikin osamééara on yksikésitteinen. Maa-
ritelmistd ndhdadn suoraan, ettd osamairin pituus saadaan vahentdmélla
poistettavan sanan pituus: |u='w| = |w| — |u| ja [wv™t = |w| — |v].

Jos osaméaramerkintd on termin alussa tai lopussa, on ilmeisté, tarkoite-
taanko kulloinkin vasenta vai oikeaa osamaérad. Termin keskellé olevissa osa-
méaaramerkinnoissa kiytetadn téssa tutkielmassa aina sulkumerkkejé, jotta
ilmenisi suoraan, kumpaa osamiirii kulloinkin tarkoitetaan. Muotoa zy 'z
olevan merkinnén sijaan téissi tutkielmassa kiytetddn siis muotoa (xy=')z

tai z(y~'2) olevaa merkint#é.

Esimerkki 2.1. Kuva 274 esittda tapausta, jossa sanalla w on prefiksi z,

Lw on médritelty, ja

1

joka ei ole sanan y suffiksi. Koska z <, w, niin 2~

1 ei ole

edelleen katenaatio y(z~'w) on mééritelty Koska x £ y, niin yz~
médritelty. Ei siis ole yleisesti mahdollista kiiyttds muotoa yz~lw olevia
merkintdja, ellei z ole sekd sanan w prefiksi ettd sanan y suffiksi. Sanalle
y on kuitenkin mééritelty osaméérd y(x As y). TaAmé tarkoittaa kuvassa 24

sanan y vinolla viivalla merkittyd osaa. Tastd osasta alkava ja sanan w



Kuva 2.4: Monimutkaisempi sanadiagrammi

oikeaan reunaan pa#ttyva sana voidaan muodostaa kulkemalla diagrammia

kyseisesta alkupisteesta loppupisteeseen viivoja pitkin, jolloin saadaan sana
y(r~tw).

Prefikseilld ja suffikseilla on ominaisuus, ettd saman sanan prefiksit (vas-
taavasti suffiksit) ovat prefiksisuhteessa (vastaavasti suffiksisuhteessa) keske-
nddn. Seuraavaksi kuvataan tdmé ominaisuus tarkemmin prefiksirelaatiolle.
Olkoot u ja v sanan w prefikseja. Talloin w = u(u™'w) = v(v™'w). Jos
|u| < |v|, niin Levin lemman mukaan v = wt jollekin sanalle ¢, joten u on
sanan v prefiksi. Jos taas |v| < |u|, niin u = vt jollekin sanalle ¢, joten v on
sanan u prefiksi.

Sanat u ja v kommutoivat, jos uv = vu. Kommutoinnille saadaan heti

seuraava tulos.

Lemma 2.2. Sanat u ja v kommutoivat jos ja vain jos ne ovat saman sanan

potensseja.

Todistus. (<) Jos u=x'ja v =27, missi 4, j > 0, niin uv = '™ = vu.
(=) Oletetaan, ettd uv = vu. Todistetaan véite induktiolla sanan wv
pituuden suhteen. Jos wv on tyhjd sana, niin w ja v ovat tyhjin sanan
potensseja. Induktioaskeleessa voidaan olettaa, ettd |u| < |v|, koska uv = vu
on sama kuin vu = wv. Téll6in Levin lemman P11 mukaan on olemassa sana
t, jolle |t| < |v| ja jolle
v = ut = tu. (2.2)

Jos |t| = |v], niin u = ¢ ja induktioviite on todistettu. Oletetaan siis, etta
[t] < |v|. Télléin |ut| < |uvl|, joten induktio-oletuksen mukaan u ja t ovat

saman sanan potensseja: u = x' jat = 2/, missi i, 7 > 0. Sijoittamalla nima
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Kuva 2.5: Sanat u ja v ovat konjugaatteja.

potenssit kaavaan 22 saadaan v = x'™/. Sanat u ja v ovat siis kumpikin

sanan x potensseja. 0]

Sanat u ja v ovat konjugaatteja, jos u = xy ja v = yx joillekin sanoille
x ja y. Tastad kaytetdan merkintdd u ~ v. Voidaan myos sanoa, ettd v on
sanan u konjugaatti. Esimerkiksi sanat abaab ja aabab ovat konjugaatteja.
Konjugaatit voidaan merkita diagrammeissa esimerkiksi kuvan 273 tavalla.

Tarkastellaan nyt sanan erisuurten konjugaattien lukumaérada. Tyhjal-
14 sanalla on tarkalleen yksi konjugaatti, nimittdin itsensid. Olkoon nyt w
epatyhja sana. Koska w = ew = we, voidaan sanan w konjugaatit esittaa

aina muodossa u !

wu, missd u <, w. Jotkut naistd konjugaateista voivat
olla yhtasuuria, joten epatyhjalla sanalla on aina enintdan pituutensa verran
konjugaatteja. Seuraavaksi késiteltédvilla sanoilla on aina pituutensa verran
eri konjugaatteja.

* missd k > 2. Toisin

Sana w on primitiivinen, jos se ei ole muotoa w = u
sanoen primitiivinen sana ei ole minkd&én muun sanan kuin itsensa potenssi.
Esimerkiksi sana ababa on primitiivinen, mutta sana ababab ei ole. Tyhjé
sana ei ole primitiivinen, koska ¢ = 2.

Seuraavan lemman mukaan joko sanan kaikki konjugaatit ovat primitii-

visia tai yksikdédn sanan konjugaateista ei ole primitiivinen.
Lemma 2.3. Primitiivisen sanan konjugaatit ovat primitiivisia.

Todistus. Olkoon sana w primitiivinen. Tehd&#in vastaoletus, ettd w = uwv

k ko

ja vu = 2, missd k > 2. Téllsin v = 7¥12, ja u = 292", missé 120 = 7 ja

k1 4+ ko = k — 1. Sijoittamalla ensin u ja v ja sitten x saadaan

uv = Ty = 2o (2120)"2 (2122) 2y = (29w )T = (201))F,

8
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(a) Sanat w ja v limittyvét. Sanan h tu- (b) Sanojen u ja v esiintymét ovat limit-
lee olla epéatyhja. tdin sanassa w. Myos talloin h # €.

Kuva 2.6: Sanojen limittyminen

missd k > 2. Tamaé on ristiriidassa sanan uv primitiivisyyden kanssa. O]

Seuraavan lemman mukaan primitiivisella sanalla vain triviaalisti konju-

goimalla saadaan alkuperdinen sana.

Lemma 2.4. Olkoon sana wv primitiivinen ja u sekd v epéatyhjia. Talloin

VU # uv.

Todistus. Tehdadn vastaoletus, ettd vu = wwv. Talloin lemman 22 mukaan
u ja v ovat saman sanan potensseja: u = x' ja v = 27 jollekin sanalle z ja
luvuille 4,5 > 0. Sijoittamalla saadaan nyt kaava uv = 2™/, Koska uv on
primitiivinen, on potenssi ¢ + 7 = 1; nollas potenssi antaisi tyhjan sanan.

Tama on ristiriidassa sen kanssa, ettd sekd ¢ > 1 ettd j > 1. O

Lemman =3 mukaan primitiivisen sanan ajas...a, kaikki konjugaatit
(aras ...a;) taas ... an(ajas . .. a;) ovat primitiivisii. Lemman 24 mukaan
namé konjugaatit ovat lisdksi pareittain erisuuria. Primitiiviselld sanalla on
siis pituutensa verran erisuuria konjugaatteja. Tatad primitiivisten sanojen

ominaisuutta kiytetddn myohemmin luvussa 2472 ja edelleen luvussa B.

2.3 Jaksollisuus, reuna ja limittyminen

Kuva 284 esittaéd yleisesti tilannetta, jossa jokin epdtyhja sana h on sanan
u aito suffiksi ja sanan v aito prefiksi. Taté kutsutaan limittymiseksi. Sanat
u ja v limittyvdt, jos jokin sanan u aito epétyhja prefiksi A on sanan v aito
epatyhja suffiksi tai toisinpéin. Limittymisen maaritelmésséa ei siis yksiloidé,
kummalta puolelta limittyminen tapahtuu. Tamé yksiloiddan tarvittaessa

kuvailemalla limittymistd tarkemmin. On tietenkin mahdollista, ettd sanat



Kuva 2.7: Sanan jakso p on toistuvan tekijan u pituus.

u ja v limittyvat useammalla tavalla. Esimerkiksi sanat abaabaab ja baababba

voivat limittyéd kolmella eri tavalla:

abaabaab, abaabaab, abaabaab,

baababba; baababba; baababba.

Limittymiselld tarkoitetaan my6s myos kuvan PZ6H esittaméd tilannetta.
Télloin sanalla w on tekijat w ja v, ja naiden tekijoiden tietyt esiintymét
sanassa w ovat limittdin. Téallaisessa tapauksessa limittain olevien tekijoiden
esiintymat yksiloiddan esimerkiksi kertomalla, mihin sanan w prefikseihin tai
suffikseihin esiintymét rajoittuvat.

Positiivinen kokonaisluku p on sanan w = ajas . .. a, jakso eli periodi, jos
p < njaa; = aiqp kaikille ¢ = 1,...,n — p. Jaksollisuus voidaan esittaa
kuvan 270 tavalla. Sanalla w voi olla useampia jaksoja, ja sen pienimmdsta
jaksosta kaytetaan merkintad w(w). Madritelldan lisaksi, ettda w(e) = 0.

Sanan pituus on aina sen jakso, joten m(w) < |w|.

Esimerkki 2.2. Tarkastellaan sanaa abaabaab. Koska abaabaab
(aba)(aba)ab, silld on jakso 3. Silld on myos jakso 6, koska abaabaab =

(abaaba)ab. Lisdksi jaksona on sanan pituus 8. Néiin ollen 7(abaabaab) = 3.

Olkoon z <, w ja |z| = w(w). Télléin sanan x konjugaatteja kutsutaan
sanan w syklisiksi juuriksi. Sana x on primitiivinen, koska jos z = y*, missi
k > 2, niin |y| olisi lyhinté jaksoa lyhyempi jakso. Lemman P23 mukaan siis

kaikki sykliset juuret ovat primitiivisia.

Esimerkki 2.3. Esimerkin 22 sanan abaabaab sykliset juuret ovat aba, baa

ja aab. Voidaan varmistaa, ettd nama ovat primitiivisia.
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(a) Reuna on seké aito prefiksi ettd (b) Reunan olemassaolo on yhtépitdva sen
suffiksi. kanssa, ettd w limittyy itsensa kanssa.

Kuva 2.8: Sanalla w on reuna. Tama voidaan esittaa kahdella tavalla.

Jos epétyhja sana o on sanan w seké aito prefiksi etta aito suffiksi, kuten
kuvassa 2284, niin x on sanan w reuna. Jos sanalla ei ole reunaa, niin sano-
taan, ettd sana on reunaton. Tama on yhtapitdva sen kanssa, ettd sana ei

limity itsensa kanssa, eli kuvan EZ8H tapaus ei ole mahdollinen.

Esimerkki 2.4. Olkoon u = ababbaababb ja v = ababaaababb, jolloin sana
v saadaan sanasta u vaihtamalla sen viides kirjain kirjaimesta a kirjaimeksi
a. Sanalla u on tarkalleen yksi reuna ababb. Sana v on reunaton, vaikka se
eroaa ensimmaisestd sanasta vain yhdella kirjaimella. Sanan w lyhin jakso
m(u) = 6. Sanan v lyhin jakso on 7(v) = 11, joka on sanan v pituus.

Lause 8 yhdistaéd tarkemmin sanan reunojen pituuksia lyhimpaan jaksoon.

Seuraavaksi johdetaan sanan reunoihin liittyvid tuloksia. Ensimmaéinen

tulos kertoo perustavanlaatuisen ominaisuuden reunattomuudesta.
Lemma 2.5. Reunattomat sanat ovat primitiivisia.

Todistus. Olkoon x epétyhjé sana. Jos nyt z = y", missd n > 2, niin y on

sanan x reuna, koska y ei voi olla tyhjé sana. O]

Jos sana ei ole reunaton, niin silld voi olla useita reunoja. Seuraavan
lauseen mukaan yksi naistd reunoista on helpommin késiteltavissa, mika on

hyodyksi esimerkiksi todistuksissa.

Lause 2.6 (Duval [6]). Sana h on sanan w lyhin reuna, jos ja vain jos h on

sanan w reunaton reuna.

Todistus. (=) Olkoon h sanan w lyhin reuna. Tehd&én vastaoletus, etté
sanalla h on reuna g. Té&ll6in ¢ on sanan w aito prefiksi ja aito suffiksi, mika

on ristiriita sen kanssa, ettd h on sanan w lyhin reuna.
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Kuva 2.9: Seurauksen P74 mukaan sanan w lyhin reuna h ei limity itsensé
kanssa.

(<) Olkoon nyt h reunaton sana, joka on sanan w reuna. Jos sanalla w
olisi reuna g, joka on lyhyempi kuin A, niin g olisi myos sanan h reuna. N&in

ollen A on sanan w lyhin reuna. O

Koska reunaton sana ei voi limittyé itsensé kanssa (kuva 29), saadaan

lauseesta P8 seuraava tulos.

Seuraus 2.7. Jos h on sanan w lyhin reuna, niin w = hgh jollekin sanalle

g.

Seuraava lause yhdistdd sanan lyhimmaén jakson ja sen pisimmén reunan.
Sanan lyhin jakso saadaan sen mukaan ottamalla sen suurin limittyminen
itsensa kanssa ja vahentamalla néin saadun limittyneen osan pituus sanan

pituudesta. Tama on esitetty kuvassa 210.

Lause 2.8. Sanalla w on reuna, jonka pituus on k, jos ja vain jos |w| — k
on sanan w jakso ja k > 1. Erityisesti, jos sana w ei ole reunaton, niin sen

pisimmén reunan pituus on |w| — m(w).

Todistus. (=) Olkoon w = aj...ap|, ja olkoon h sanan w reuna, jonka

pituus on k. Sana h voidaan kirjoittaa muodossa
h = ay...ap = a|w|_k+1 e Cl|w|7

missd kukin a; on kirjain. Tdma voidaan kirjoittaa muodossa a; = @;yjw|—k»
kuni=1,...,k, joten |w| — k on sanan w jakso.

(<) Olkoon w = ay...ap|, ja olkoon a; = a;4u|—x kaikille kirjaimille
a; = 1,...,ap. Talloin a;...ar = apq1...ap,|, mikad tarkoittaa, ettd sana

ai . ..ap on sanan w prefiksi ja suffiksi eli reuna.
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jakso reuna

Kuva 2.10: Lauseen ZZ8 mukainen yhteys reunan ja jakson valilla

Lopuksi johdetaan sanan pisimmén reunan pituus. Oletetaan, ettd sana
w ei ole reunaton. FKEdelld todistetun mukaan sanalla w on reuna, jonka
pituus on |w| — m(w). Koska m(w) on sanan w lyhin jakso, niin tdmé reuna

on lyhin. O]

Lauseen 28 mukaan sana w on reunaton, jos ja vain jos m(w) = |w|.

Seuraavaksi esitellddn kuvaukseen 7(w) sekd sanan w reunattomien teki-
joiden pituuteen liittyvid epéayhtaloita.

Sanan w pisimmén reunattoman tekijan pituudesta kiytetddn merkintéa
7(w). Sana w on siis reunaton, jos ja vain jos 7(w) = |w|. Sanan w pisimmén
vahintdan kaksi kertaa esiintyvin reunattoman tekijéan pituudesta kiytetadn
merkintdd 7o(w). Sovitaan lisiksi, ettd m(w) = 0, jos mikdén sanan w reu-
naton tekijé ei esiinny kahdesti sanassa w. Néin ollen siis 0 < 7(w) < 7(w).

Itse asiassa p(w) = 0, jos ja vain jos jokainen sanan w kirjain esiintyy
vain kerran: Jos mikéddn reunaton tekija ei esiinny kahdesti sanassa w, niin
myo6s mikaan kirjain ei esiinny kahdesti sanassa w. Jos taas jokainen sanan
w Kirjain esiintyy vain kerran, niin mikéén sanan w tekijé ei esiinny kaksi

kertaa.

Esimerkki 2.5. Olkoon w = abaabbaa. Sen lyhin jakso on 7. Sen tekija
abaabb on reunaton, ja kaikilla kolmella pidemmaélla tekijalla on jokin reuna,
joten 7(w) = |abaabb] = 6. Tekija baa on reunaton ja esiintyy kahdesti
sanassa w, ja mikdan pidempi reunaton tekija ei esiinny kahdesti. N&in ollen
To(w) = |baa] = 3. Tamé& on kirjainten uudelleen nimeédmista ja peilausta

vaille lyhin bindérinen sana, jolle 7(w) # m(w).

Jos sanalla on jokin reunaton tekija, joka esiintyy kaksi kertaa, niin tdméan
reunattoman tekijan esiintymat eivét voi olla limittdin. Né&in ollen saadaan

seuraava raja suureelle m(w).
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Lause 2.9. np(w) < M

Esimerkki 2.6. Kun esimerkissd 273 loydettiin reunaton tekija baa, joka
esiintyy kahdesti, riittda lauseen 229 mukaan tarkistaa, ettd mikdan pituutta

4 oleva reunaton tekijé ei esiinny kahdesti.

Seuraava lemmassa on hyvin intuitiivinen tulos. Sitd  kaytetadn

lauseen 2711 todistuksessa.

Lemma 2.10. 7(u) < m(w), kun u on sanan w epétyhja tekija.

Todistus. Olkoon |u| < m(w). Télloin véite saadaan johdosta
m(u) < |u| < 7(w).

Olkoon m(w) = p < |u|. Olkoon w = ajas...a, ja u = q;...a;, missé
1<i<j<njaj>i+p. Koska pon sanan w jakso, niin a; = a4, kaikille
k =1,...,5—p. Néin ollen p on my0s sanan u jakso, ja sanan u pienin jakso

on pienempi tai yhtasuuri kuin p. O

Sanan jakson ja pisimmén reunattoman tekijin pituuden vilille saadaan

nyt seuraava tulos.
Lause 2.11. 7(w) < 7w(w).

Todistus. Jos m(w) = |w]|, niin 7(w) < |w| = 7(w). Olkoon nyt 7(w) < |w|,
ja olkoon w sanan w tekijd, joka on pidempi kuin sanan w pienin jakso.
Lemman P10 mukaan tekijan u pienin jakso on pienempi kuin tekijan u

pituus, joten lauseen 2Z8 mukaan u ei ole reunaton. O

Seuraava lause on Duvalin artikkelista [6]. Sen todistus sivuutetaan, koska
todistusta varten téaytyisi todistaa myos useampia teknisia lemmoja, joita ei

tarvita muualla tédssa tutkielmassa.
Lause 2.12 (Duval [5]). Jos 7(w) = m2(w), niin 7(w) = w(w).
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(a) Sana u on sanan v aito prefiksi.
(b) Sana u ei ole sanan v prefiksi.

Kuva 2.11: Leksikografisen relaation u < v kuvaus riippuu siitd, onko u
sanan v prefiksi.

Lauseen 211 epayhtdlo muodostaa yhdessé aiemmin mainittujen ilmisel-

vien epayhtaloiden kanssa ketjun

0 < n(w) < 7(w) < m(w) < |wl. (2.3)

Lisdksi, jos m(w) = 0 tai 7(w) = |w|, niin 7(w) = 7(w). Lause I tar-
koittaa nyt, ettd jos 7(w) < 7(w), niin ketjun 223 epayhtélot ovat aitoja ja
saadaan ketju

0 < m(w) < 7(w) < 7(w) < |wl. (2.4)

2.4 Leksikografinen jarjestys

Olkoon <1 aakkoston A téydellinen jarjestysrelaatio. Tamé tarkoittaa, etté
jos a ja b ovat eri kirjaimia aakkoststa A, niin a <1 b tai b < a. Relaatio <
voidaan laajentaa joukon A* leksikografiseksi jirjestykseksi asettamalla, ettéa

u <1 v, jos
(i) u <p v tai

(ii) (uApv)a <, uja (uA,v)b <, v, missi a ja b ovat eri kirjaimia, joille

a <b.

Tama maaritelmé on esitetty kuvassa 22T, Merkintdad v < v kdytetddn,
jos u < v tai uw = v. Merkinnalla <® tarkoitetaan aakkoston jarjestysta,
jolla kirjain a on maksimialkio. Vastaavasti merkinnalla <), tarkoitetaan

aakkoston jérjestysté, jolla kirjain b on minimialkio.
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Seuraavassa lemmassa on sdéantoja leksikografisessa jérjestyksessé puolit-
tain kertomiseen ja jakamiseen. Kohdat (i) ja (H) ovat yleisesti tunnettu-
ja ominaisuuksia, ja ne on mainittu muun muassa Lothairen teoksessa [IT].
Kohta (i) on lisétty ndiden kahden mukaan, koska néin saadaan puuttuva
oikealta jakamisen sdanté. Lemman jokainen kohta on myos voimassa, kun

relaatio <1 korvataan relaatiolla <.
Lemma 2.13. Olkoot u,v,w,z ja y sanoja. Téalloin
(i) u < v jos ja vain jos wu < wv,
(ii) jos u £, v ja u < v, niin ur < vy,
(i) jos |u| < |v| ja uw < vw, niin u < v.

Todistus. (i) Koska u <, v jos ja vain jos wu <, wv, riittdé kisitelld tapauk-
set, joissa vasen puoli ei ole oikean puolen aito prefiksi.

Sana w on sanojen wu ja wv yhteinen prefiksi, joten wuA,wv = w(uA,v).

Jos (u Ay v)a <, uja (uA,v)b <, v, missd a < b, niin (wu A, wv)a =
w(uApv)a <, uja (wu Ap wo)b = w(u A, v)b <, v.

Jos (wu A, wv)a <, wu ja (wu A, wo)b <, wou, missd a < b, niin t&lléin
w(uNpv)a <, wu jaw(uAp,v)b <, wo, jolloin (uA,v)a <, wja (WA, V)b <, v.

() Olkoon (uApv)a <, uja (uApv)b <, v, missé a < b. Koska u <, uz
jav <, vy, saadaan uz A, vy = uApv. Néin ollen (ux Apvy)a = (uA,v)a <,
u <, ux ja (ux A, vy)b = (u Ay v)b <, v <, vy.

(1) Tehdaén vastaoletus, ettd v < u. Jos u = v, niin uw = vw, mikd on
ristiriidassa oletuksen uw <1 vw kanssa. Néin ollen |u| < |v|, miké tarkoittaa,
ettd v £, u. Jos nyt v < wu, niin kohdan (@) mukaan vw < ww, mikd on

ristiriita. O

2.4.1 Maksimisuffiksit

Sanan w suffiksi x on sanan w <-maksimisuffiksi, jos y < x kaikille sanan w
suffikseille y. Koska sanan jokainen suffiksi on eri sana ja vain samat sanat
ovat leksikografisesti yhtésuuria, on sanan maksimisuffiksi tietyn leksikogra-

fisen jarjestyksen suhteen aina yksikésitteinen.
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Esimerkki 2.7. Olkoon w = abaabbaa ja olkoon b <1 a. Talloin sanan w

<-maksimisufliksi on aabbaa.

Seuraavia tuloksia kaytetdan erityisesti luvun B padttelyissd. Kaksi
ensimmaistéd tulosta yhdistavat joitakin samanlaisina toistuvia paattelyité,

mutta niitd ei ollut mainittu luvun B lahteessa |10

Lemma 2.14. Olkoon « sanan w <-maksimisuffiksi, missd <1 on jokin lek-

sikografinen jarjestys. Jos a <1 x, niin x ei ole sanan w tekij.

Todistus. Jos x olisi sanan w tekijé, niin olisi olemassa sellainen sana y, etta
xy on sanan w suffiksi. Koska a@ <1 = ja © < xy, saadaan, ettd o < zy. Taméa

on ristiriidassa sanan « maksimaalisuuden kanssa. O

Lause 2.15. Olkoon <1 mielivaltainen leksikografinen jarjestys, a sanan w
<-maksimisuffiksi ja z sanan « epatyhja prefiksi. Talloin sana xa ei ole

sanan w tekija.

Todistus. Olkoon a = zy. Télloin y < xy, koska xy on <-maksimisuffiksi ja
x on epatyhja. Lemman 2T3 mukaan nyt xy < xxy. Lemman T4 mukaan

xxy ei ole sanan w tekija. koska xy on sanan w <-maksimisuffiksi. O]

Seuraavat kaksi tulosta ovat yleisté tietoa, eikd niiden ensimmaéisesta to-
distuksesta ole varmaa tietoa. Téssé esitettavéit todistukset seuraavat Ho-
lubia ja Nowotkaa [I0]. Ensimméinen tulos on tyokaluna vastaoletuksella

todistamisessa.

Lause 2.16. Olkoon < mielivaltainen leksikografinen jérjestys. Sanan
<-maksimisuffiksi esiintyy tarkalleen kerran sanan tekijénd. Se on lisdksi

pidempi kuin sanan pisin reuna, jos sana ei ole reunaton.

Todistus. Olkoon « sanan w <I-maksimisuffiksi, ja olkoon w = xay joillekin
sanoille z ja y. Télloin o < ay, koska a on sanan ay prefiksi. Toisaalta
ay < a, koska a on maksimisuffiksi, joten y on tyhja sana. Nain ollen «
esiintyy tarkalleen kerran sanassa w.

Tehd&dan vastaoletus, ettd o on lyhyempi tai yhtd pitkd kuin sanan w

pisin reuna, jonka pituus on lauseen 28 mukaan |w| — w(w). Téalléin sanalla
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Kuva 2.12: Lauseen 217 todistuksen alku

w on tekijoihinjako w = wva, missé |u] = 7(w). Nyt va <, w, miki on

ristiriidassa edellisen kohdan kanssa. O]

Luvussa 223 todettiin, ettd sanan lyhimmén jakson pituinen prefiksi on
aina primitiivinen. Seuraava lause antaa yhden tapauksen, jolloin tdmé pre-

fiksi on myo6s reunaton.

Lause 2.17. Olkoon 6 itsenséd <-maksimisufliksi jonkin leksikografisen jar-
jestyksen <1 suhteen. T&ll6in sanan @ pienimmén jakson pituinen prefiksi on

reunaton.

Todistus. Olkoon x sanan # pienimmén jakson pituinen prefiksi. Tehd&an
vastaoletus, ettd sanalla  on reuna. Olkoon ¢ sellainen sanan w reuna,
ettd © = ghg jollekin sanalle h; seurauksen P21 mukaan téllainen reuna on
olemassa. Olkoon y = x710, jolloin # = xy = ghgy, kuten kuvassa Z_I2.
Koska gy on sanan 6 suffiksi, saadaan gy < 6 = ghgy, ja edelleen

y < hgy. (2.5)

Jos gy on sanan 6 prefiksi, niin se on sanan ¢ reuna, jolloin lauseen 2@
mukaan sanalla 6 on jakso |gh|. Tdmé on ristiriidassa sen kanssa, etta || on
sanan 6 pienin jakso. Néin ollen gy ei ole sanan 6 prefiksi.

Olkoon nyt z = y A, hgy. Koska gy ei ole sanan ¢ prefiksi, niin y ei ole
sanan hgy prefiksi. Néin ollen 2b <, y ja za <, hgy, missa a ja b ovat eri
kirjaimia. Tdma4 tilanne on esitetty kuvassa ZZT3. Nyt relaation (Z3) mukaan
pétee relaatio b < a. Koska |z| = 7(0) ja 6 = xy, on y sanan 60 prefiksi. Nyt
2b <, y <, 0, ja koska b < a, saadaan relaatio 0 < za <, hgy. Taméi on

ristiriita, koska hgy on sanan 6 suffiksi ja € on itsensé <-maksimisuffiksi. [
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Kuva 2.13: Lauseen 2714 todistuksen loppu

2.4.2 Lyndonin sanat

Olkoon < jokin aakkoston téydellinen jarjestys. Primitiivinen sana on Lyn-
donin sana jarjestyksen <1 suhteen, jos se on leksikografisesti pienin kaikista
konjugaateistaan jarjestyksen <1 suhteen. Kun téssé tutkielmassa puhutaan
yleisesti Lyndonin sanoista mainitsematta jéarjestysté, tarkoitetaan Lyndonin
sanoja minké tahansa jéarjestyksen suhteen.

Koska leksikografinen jarjestys on taydellinen jarjestys, primitiivisella sa-
nalla on aina yksikésitteinen konjugaatti, joka on Lyndonin sana jérjestyksen
< suhteen. Tamé sana on Lyndonin konjugaatti < suhteen.

Seuraava lemma todistetaan yleensa todistamalla vaihtoehtoinen Lyndo-
nin sanojen karakterisaatio. Tassa kuitenkin lemma todistetaan kidyttamatta
titd katakterisaatiota. Todistus on Ehrenfeuchtin ja Silbergerin artikkelis-

ta [B] muuteltu versio.
Lemma 2.18. Lyndonin sanat ovat reunattomia.

Todistus. Olkoon sana w Lyndonin sana jérjestyksen <1 suhteen. Tehd&an
vastaoletus, ettd h on sanan w lyhin reuna. Tall6in seurauksen 224 mukaan
w = hgh, missd h # . Koska hhg on sanan w konjugaatti, saadaan hgh =
w < hhg, joten lemman P13 (i) mukaan gh < hg. Téssé gh ei voi olla sanan
hg aito prefiksi, koska gh ja hg ovat yhté pitkid. Néin ollen lemman PZT3 (i)
mukaan ghh < hgh = w. T&mai on ristiriita, koska sana ghh on sanan w

konjugaatti. [

Seuraava lemma on yleistd tietoa. Se on mainittu ainakin Ehrenfeuchtin
ja Silbergerin artikkelissa [G], mutta viitettd on muokattu téssd vahvemmak-

si.
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Lemma 2.19 (Ehrenfeucht, Silberger [6]). Olkoon w primitiivinen sana, a
jokin siiné esiintyva kirjain ja <1, jokin aakkoston jérjestys, jossa a on mini-
maalinen. Talloin jokin sanan w konjugaatti on Lyndonin sana jérjestyksen

<, suhteen, ja tdméan konjugaatin ensimméinen kirjain on a.

Todistus. Edelld on mainittu, ettd primitiiviselld sanalla on aina Lyndonin
konjugaatti minké tahansa jéarjestyksen suhteen. Olkoon x sanan w Lyndonin
konjugaatti jérjestyksen <, suhteen. Todistetaan, ettd sanan x ensimméainen
kirjain on a. Sanalla w on jokin konjugaatti y, jonka ensimmaéinen kirjain on
a. Jos sanan x ensimméinen Kkirjain ei ole a, niin y <1 x, miké on ristiriita,
koska x on Lyndonin sana jarjestyksen <, suhteen. Nain ollen sanan z

ensimmainen kirjain on a. O

Edellisen lemman mukaan jokaisella primitiiviselld sanalla, jonka aakkos-

ton koko on k, on ainakin k konjugaattia, jotka ovat Lyndonin sanoja.
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3 Assous’n ja Pouzet’n optimaalinen esimerkki

Assous ja Pouzet || esittiviat téassd luvussa késiteltdvian sanan vastaesi-
merkkind Ehrenfeuchtin ja Silbergerin [6] esittaméén otaksumaan, etté jos
|w| > 27(w), niin 7(w) = m(w). Heidén esittdménséd sana on oikeammin 44~
reton joukko sanoja w, joille on voimassa seké 7(w) < mw(w) ettéd |w| > 2 7(w).
Assous ja Pouzet esittivit lisdksi, milla menetelmalld he olivat paédtyneet téa-
hén vastaesimerkkiin. Menetelméssa aloitetaan sopivasta sanasta, jota yri-
tetddn jatkaa vasemmalta tai oikealta kasvattamatta pisimmaéan reunattoman
tekijan pituutta. Jos sanaa ei voi pidentdéd télla tavalla, niin seuraavaksi
sen kirjaimien tilalle sijoitetaan mielivaltaisen pitkié sanoja, jotka on valittu
sopivalla tavalla, jotta alkuperiisen sanan rakenne sailyy. Téatd uutta mieli-
valtaisen pitkdéd sanaa yritetddn uudestaan jatkaa kasvattamatta pisimmaéan
reunattoman tekijan pituutta. Seuraavassa esitetddn tdma menetelmé. Sa-
nojen pisimpia reunattomia tekijoitd merkitdédn sanadiagrammeista tutuilla

kaarilla ja pisteelld sanan kirjainten vélissd merkitdan sanan lyhinta jaksoa.

Aloitetaan sanasta
—
wy = abaabba.aba, (3.1)

jonka pituus on 10 ja mw(w;) = 7. Sen pisimmét reunattomat tekijit ovat
abaabb ja bbaaba, joten T(w;) = 6. Jos titd sanaa jatketaan oikealta kirjai-
mella a, saadaan sana abaabbaabaa, jolla on reunaton tekija bbaabaa. Vas-
taavasti jos sanaa jatketaan oikealta kirjaimella b, saadaan sana abaabbaabab,
jolla on reunaton tekija bbaabab. Kummankin tekijén pituus on 7, joten sa-
naa abaabbaaba ei voi jatkaa ilman, ettd funktion 7 arvo ei kasvaisi. Toisin
sanoen jokaisella sanalla w’, jolla on sana abaabbaaba aitona prefiksini tai
suffiksina, on 7(w') > 7.

Vaihdetaan nyt samanaikaisesti jokainen kirjain b kirjaimeen a ja jokainen

kirjain ¢ sanaan ba™, missd n > 1. Nain saadaan sana
)
—_
wy = ba"aba"ba"aaba™.ba™aba™, (3.2)
Ne——

jolle T(wq) = 3n + 6, m(ws) = |ba™aba™ba"aaba™| = 4n + 7 ja |wy| = 6n + 10.

Tétéd sanaa voidaan pidentdd muuttamatta arvoja 7(w) ja w(w): Funktion 7
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arvo pysyy samana, kun katenoidaan vasemmalta sanan ba"aba"ba™aaba™
suffiksilla. Jos katenoidaan sanalla ba™, niin saadulla sanalla on prefiksi
ba"ba" 1 bamba" 2, joka on reunaton ja jonka pituus 4n + 7 > 3n + 6. Niin
ollen mikaén pidempi sana kuin a” ei kiy. Katenoimalla vasemmalta sanalla

a” saadaan sana

o ——N
wap = a"ba™tba™ba™2b.a"ba™ " ba". (3.3)
Télle sanalle vielakin 7(wap) = 3n + 6 ja |wap| = Tn + 10. Téta sanaa ei

voi endéd pidentdd muuttamatta funktioiden 7 ja 7 arvoja: Jatkamalla oi-
kealta kirjaimella a paddytiin sanaan a"ba™ tba™ba™2ba"ba.a™ba™*, jonka
lyhin jakso on 5n 4+ 9. Jatkamalla oikealta kirjaimella b paddytédidn sanaan
a"ba"™tba™ba"*2b.a™ba" 1 ba™b, jonka lyhin jakso on 4n + 7, mutta jolla on
reunaton tekiji a"2ba"ba"1ba™b, jonka pituus 4n + 7 > 3n + 6.

Sanaa w; on nyt muutettu lisdadmalla tiettyjen kirjaimien véliin ja sanan
alkuun ja loppuun lisda kirjaimia. Saadun sanan wap rakenne ei ole muut-
tunut, silld |wap|, T(wap) ja T(wap) ovat vakio-osiltaan samat kuin sanalla
wy. Lisdksi sana w; on erds wap-sana: jos n = 0, niin wap = babbaabbab,

joka on kirjainten vaihtoa vaille sana w;.

Sana wap on merkittdva luvun B pdatuloksen kannalta, koska

7 7
|wAP|=7n+10=7(n+2)—4:5‘3(714‘2)_4:gT(wAP)_4'

Kerroin % on sama kuin tdmén tutkielman pastuloksen lauseen 613 kerroin.

Koska 7(wap) # m(wap), sana wap antaa alarajan lauseen EIH ehdolle.

Tarkastellaan seuraavaksi, minkdlainen sanan tulisi olla, jotta se antaisi
lauseen 613 ehdolle alarajan. Olkoon w sana, jolle
(i) T(w) <m(w) ja

(i) |w| = Z7(w) — r, missé r > 0.

Ehdon (d) mukaan 3|w| = 77(w) — 3r. Koska syt(3,7) = 1, ratkaisut ovat
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muotoa

missa k,m,n > 0.

|lw| = Tn + k,

T(w) = 3n+m,
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(@ u<srjau<ys (b)r <sujau<pys(c)r<sujas<pu(d)u<srjas<,u

Kuva 4.1: Sanan w toistosana u pisteessa p voi sijoittua neljélla eri tavalla
sanan w suhteen riippuen siitd, miten sana u on prefiksi- ja suffiksirelaatioissa
sanojen r ja s kanssa.

4 Kriittinen tekijoihinjako

Epéatyhjan sanan w = ajas . ..a, pisteelld p tarkoitetaan kohtaa kirjaimien
a, ja a1 valilla. Toisin sanoen p on kokonaisluku, jolle 1 < p < |w| — 1.
Sana u on sanan w toistosana pisteessd p, jos w = rs, missd |s| = p, ja
lisdksi u <7 tai r <;u, ja s <, t tai s <, u. Tama on esitetty kuvassa Bl
Toistosanan u pituutta kutsutaan téalloin sanan w lokaaliksi tai patkalliseksi
jaksoksi pisteessd p. Sanan w pienimmdstd lokaalista jaksosta pisteessa p

kiytetaan merkintdéd m(w,p).

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan esimerkissda X3 késiteltyd sanaa w =
abaabbaa. Kokeilemalla ndhdaan, ettd lyhimmaéat toistosanat sanan kussa-
kin pisteessa 1,...,7 ovat ba, aab, a,bbaabaa, b, aabb ja a, joten sanan w ly-

himmat paikalliset jaksot ovat vastaavasti 2,3,1,7,1,4 ja 1.

Lyhin toistosana on aina reunaton. Témaéa nahdéan siité, etta toistosanan
reuna kelpaa aina lyhyemmaiksi toistosanaksi samassa pisteessa. Lyhin tois-
tosana voi kuitenkin olla pidempi kuin mikéén sanan reunaton tekija: Kuvan
A1 tapauksissa [a], [b] ja [d) lyhin toistosana on sanan tekiji. Koska se on
reunaton, niin lauseen 21 mukaan se on enintdén sanan pienimmaéan jakson
pituinen. Kuvan BZId tapauksessa taas toistosana sijoittuu niin, ettd kum-
pikaan toistosanan esiintymaé ei ole sanan sisdlld. Lyhin toistosana ei téassé
tapauksessa voi olla sanan tekijé, koska muuten se limittyisi itsensa kanssa,
mikd on mahdotonta, koska lyhin toistosana on reunaton. Téllainen tapaus
on esimerkkien P73 ja B0 sanan abaa.bbaa pisteessd 4. Pienin paikallinen

jakso téssé pisteessd on suurempi kuin minkéén reunattoman tekijén pituus.
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Kuva 4.2: Sanalla on aina jakson pituinen toistosana missé tahansa pisteessa.

Lauseen ZZTT mukaan sanan reunattomat tekijat ovat aina enintdén ly-
himmaén jakson pituisia. Seuraavaksi johdetaan samanlainen relaatio lyhim-
mille toistosanoille.

k

Olkoon = sanan w prefiksi, jonka pituus on jakso ¢. Talloin w = x"z/,

missé k > 1 ja 2/ on sanan x aito prefiksi. Sana w on sanan z¥T'2’ aito

k422" aito prefiksi. Olkoon p sanan w

prefiksi, joten sana xw on sanan x
piste, ja olkoon w = rs, missé |r| = p. Tadma4 tilanne on kuvassa 2. Olkoon
T = x1T9, missé |z1| = p (mod |z|). Nyt xex; on sanan xr suffiksi ja sanan

s((2')"Y(za")) prefiksi, joten zoz; on sanan xF2a/

toistosana pisteessa p +
|z|. Nyt sana zox; on sanan w toistosana pisteessd p. Néin ollen sanalla w
on aina minké tahansa jakson pituinen toistosana pisteessd p. Lyhimmaélle

toistosanan pituudelle ja pienimmélle jaksolle saadaan siis epayhtalo
m(w,p) < m(w). (4.1)

Jos epayhtéalon sijaan patee yhtdsuuruus, sanotaan, ettd p on sanan w kriitti-
nen piste. Talloin tekijoihinjakoa w = wv, missd |u| = p, sanotaan kriittiseksi

tekyyorhinjaoksi.

Esimerkki 4.2. Esimerkeissa 73 ja B71 todettiin, ettd sanan abaabbaa lyhin
jakso on 7, joka on myos lyhin paikallinen jakso pisteessa 4. Nain ollen piste

4 on sanan abaabbaa kriittinen piste.

Jos sanassa w esiintyy vain yhtd kirjainta a, niin 7(w) = 1 ja lyhin
toistosana joka pisteessd on a. Télloin siis jokainen piste on kriittinen.

Kriittisen tekijoihinjaon lause kertoo, ettéd jokaisella epétyhjélla sanalla
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on vahintaan yksi kriittinen tekijoihinjako. Téssa esitetadn kriittisen tekijoi-
hinjaon lause sellaisessa muodossa, joka antaa erddn kriittisen tekijoihinjaon
kiyttden maksimisuffikseja jonkin leksikografisen jirjestyksen suhteen. Sen
todistus on Harjun ja Nowotkan [7] lyhyempi versio Crochemoren ja Perrinin
[4] todistuksesta.

Lause 4.1 (Kriittinen tekij6ihinjako). Olkoon w epétyhjé sana, jossa esiin-
tyy vahintdén kahta eri kirjainta. Olkoon ~ lyhyempi sen <- ja <-maksimi-
suffikseista, misséd <I on jokin aakkoston jarjestys ja <« sen kddnteisjarjestys.

Télloin |w| — |y| on sanan w kriittinen piste.

Todistus. Olkoon <1 aakkoston jérjestys ja <€ sen kddnteisjarjestys. Koska sa-
nassa w esiintyy ainakin kahta eri kirjainta, niin sen <I- ja €-maksimisuffiksit
alkavat eri kirjaimilla ja ovat siis erisuuria ja siten eripituisia. Koska jérjes-
tyksen <« kdénteisjérjestys on <, voidaan olettaa, ettd sanan w <J-maksimi-
suffiksi on lyhyempi kuin <«-maksimisuffiksi. Talloin vy on sanan w <I-mak-
simisuffiksi. Olkoon § sanan w <-maksimisuffiksi. Té&ll6in 6 = u'vy jollekin
epatyhjalle sanalle u’'.

Epéyhtdlon (E) mukaan riittaéa todistaa, ettd w(w, |w| — |y]) > m(w).
Olkoon z sanan w sellainen pisteessé |w| — || oleva reunaton toistosana, jol-
le |z| < |w|. Téllainen toistosana on aina olemassa, koska lyhin toistosana
toteuttaa molemmat ehdot. Jos |z| on jokin sanan w jakso, niin erityisesti ly-
himmén toistosanan pituus pisteessé |w|—|y| on my6s jakso, miké tarkoittaa,

ettd m(w, |w| — |v]) > m(w). Riittda siis todistaa seuraava véite.
Viite 4.1.1. |z| on jokin sanan w jakso.

Viite todistetaan tarkastelemalla kuvan BT tapauksia erikseen. Kuvien
ATd ja BTH tapauksissa viaite todistetaan oikeaksi ja kuvien BId ja B—Ta
tapauksissa paadytaan ristiriitaan.

Kuvan EId tilanteessa w on sanan 22 tekiji. Koska 2 on reunaton, niin
lauseen 28 mukaan 7(z) = |z|. Edelleen lemman 210 mukaan 7(2?) = |z|.
Samoin lemman P10 mukaan, koska w on sanan z? tekijd, on |z| sanan w
jakso.

Olkoon w = z17y, missd z; <; z, v = 2w’ ja w' # . Kun kuvaan

lisatadn sana ¢, saadaan kuva B23. Koska 6 = u'y ja w = 217y ja 6 on sanan
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Kuva 4.3: Tapaus, jossa toistosana z sijoittuu kuvan ITH mukaisesti.

w suffiksi, niin «' on sanan z; ja edelleen sanan z suffiksi. Néin ollen sana
u'w’ on sanan zw' suffiksi, ja koska zw’ = =, joka on sanan ¢§ suffiksi, sana
u'w’ on sanan ¢ suffiksi. Koska ¢ on <«-maksimisuffiksi, saadaan v'v’ €4 § =
u'y ja edelleen w' 4 ~. Toisaalta, koska w’ on sanan w suffiksi ja + on
<-maksimisuffiksi, saadaan w’ < ~. Néin ollen w’ on sanan  prefiksi. Koska
w’ on myos sanan v aito ja epatyhja suffiksi, se on sanan v reuna. Nyt lauseen
28 mukaan sanalla w on jakso |y| — |w'| = |z|.

Olkoon wy™! = yz, missd y € A* ja v <, 2. Koska z on sanan w
tekija, sen prefiksi v esiintyy kaksi kertaa sanan w tekijand. Tamé aiheuttaa
ristiriidan, koska lauseen 218 mukaan <1-maksimisuffiksi «y esiintyy tarkalleen
kerran sanassa w.

Olkoon wy™! = yz, missi y € A* ja z <, 7. Olkoon v = 271, jolloin
~v = z7'. Koska v on <-maksimisuffiksi, niin zy < . Koska tdmén relaation
vasen puoli on 224 ja oikea puoli 27/, saadaan relaatio 2y’ < v/, joka on

ristiriidassa sanan v = 2+’ maksimaalisuuden kanssa. O]

Tarkastellaan nyt sanan w lyhinta toistosanaa x jossakin kriittisessé pis-
teessd. Téalléin |x| = m(w). Jos x on sanan w tekijd, niin lauseen P11
mukaan

T(w) 2 |z| = m(w) = 7(w),

jolloin 7(w) = w(w). Toistosana on aina tekijana, kun kuvan AId tapaus ei
ole kyseessd. Tamé toteutuu, kun |z| < |—3’| + 1. Koska |z| = 7(w), on nyt
johdettu seuraava raja sanan pituudelle sen lyhimmén jakson suhteen, jonka

ylapuolella pisin reunaton tekijé on lyhimmén jakson pituinen.

Seuraus 4.2. Jos |w| > 27w(w) — 2, niin 7(w) = 7(w).
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Kuva 4.4: Sana « on pidempi kuin sana v. Sana z on sanan w toistosana
pisteessi |w| — |a].

Seuraava esimerkki kertoo, ettd tdmén rajan kerroin 2 on optimaalinen.

Esimerkki 4.3. Olkoon w = (aba)*abba(aba)®. Témin sanan pituus on
6k + 4 ja lyhin jakso on 3k + 4, joten |w| = 27(w) — 4. Sen pisimmaét
reunattomat tekijit ovat (aba)fabb ja bba(aba)®, joten 7(w) = 3k + 3 =
m(w) — 1.

Esimerkissé B3 |w| = 27(w) — 4, mutta seuraus B2 antaa rajan |w| >
27m(w) — 2. Téama johtuu siité, ettd seurauksen B2 raja ei ole optimaalinen.
Duval [6] johti Lyndonin sanoja kdyttden paremman rajan 2 7(w) — k, mis-
sé k on sanan w aakkoston koko. Tamaén rajan vakio —k ei kuitenkaan ole
optimaalinen. Taméan tutkielman luvussa B esitetddn uutena tuloksena op-
timaalinen raja ja liséksi johdetaan kaikki sanat, joiden pituudet ovat yhté
pienempid kuin optimaalinen raja ja joilla pisin reunaton tekija on aidosti
lyhyempi kuin lyhin jakso.

Lauseessa B0 on kaksi maksimisuffiksia, joista lyhyempi antaa varmas-
ti kriittisen tekijoihinjaon. Seuraava lause antaa ehdon, jolloin molemmat

maksimisuffiksit antavat kriittisen tekijéihinjaon.

Lause 4.3. Olkoon w sana, jolle |w| > 2, ja olkoon « sen <-maksimisuffiksi,

. . . . . . ses e |w| 1 ..
missd < on jokin aakkoston tdydellinen jérjestys. Jos |a| < 5 + 3, niin

|w| — || on sanan w kriittinen piste.
Todistus. Olkoon w = wwv, missd |u| = w(w). Lauseen 218 mukaan
|lw| — |a| < 7(w). Epayhtalon (1) mukaan pisteessé |w| — || on olemassa

toistosana z, jolle |z| < |u|. Tamaé tilanne on esitetty kuvassa B4. Tehddén

nyt vastaoletus, ettd z on lyhyempi kuin w.
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(b) Sana z on pidempi kuin wa 1.

Kuva 4.5: Sana o on sanan z prefiksi. Tapaus on ristiriidassa lauseen

P18 kanssa.

Jos z on lyhyempi kuin «, niin z on sanan « epétyhja prefiksi ja |za| <
2|al = 1 < |w|. Talléin za on sanan w suffiksi, miké on ristiriidassa lauseen
P13 kanssa. Néin ollen

2] = e,

joten sana « on sanan z prefiksi. Tamé tilanne on esitetty kuvassa .
Koska |z| < |ul, sanalla w on epétyhji prefiksi z = (wa™)(va™t2)"t. Jos
nyt |z| < |w| — |al, kuten kuvassa BEha, niin « esiintyy kaksi kertaa sanassa
w. T&ma& on ristiriidassa lauseen I8 kanssa, joten |z| > |w| — ||, kuten
kuvassa E5H.

Koska oletettiin, etti |z| < |u|, saadaan sanan v(a~'z) pituutta rajoite-
tuksi johdolla

o(a™2)] = [z] = lal + [v] < Jul = |a| + [v] = Jw| - |a].

I esiintymiit sanassa z ovat limittiin, ja lisiksi

Néin ollen sanojen « ja wa™
xv on sanan « suffiksi, joka on myos sanan wa ! prefiksi ja joka on pidempi

kuin sana v. Sana xv on siis sanan w reuna. Tamaé on ristiriidassa sen kanssa,
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ettd sanalla w ei ole sanaa v pidempéé reunaa. Néin ollen |z| = |u|. O
Seuraavan esimerkin mukaan edellisen lauseen raja on paras mahdollinen.

Esimerkki 4.4. Olkoon w = a™ba™"!, missd n on luonnollinen luku. Sen
lyhin jakso on n + 2. Sen maksimisuffiksit molempien leksikografisten jarjes-
tysten suhteen ovat a = a"*! ja B = ba"*t. Koska |B| = n+2 = |2£| +1,
ei edellinen lause kerro, onko maksimisuffiksia § vastaava piste n kriittinen.
Lyhin toistosana pisteessd n on ba". Se on lyhyempi kuin sanan w lyhin

jakso, joten piste n ei ole kriittinen.

Seuraavaa lemmaa kiytetddn luvun B3 lauseen B3 todistuksessa. Koh-
dan i todistus on perdisin Harjulta ja Nowotkalta [8]. Kohdat @ ja i ovat
periisin Breslauerilta, Jiangilta ja Jiangilta [?], mutta ne on tassi todistettu

eri tavalla.

Lemma 4.4. Olkoon w reunaton sana ja rs sen kriittinen tekijoihinjako.

Talloin
(i) 7 ja s eivdt limity eikd kumpikaan ole toisen tekija,
(ii) sana sr on reunaton ja
(iii) sr on kriittinen tekijoihinjako.

Todistus. Oletuksista voidaan heti tehd& huomio sanan w lyhimmasta paikal-
lisesta jaksosta pisteessd r. Koska w on reunaton, niin m(w) = |w|. Liséksi,
koska rs on kriittinen tekijoihinjako, saadaan johdetuksi m(w, |r|) = 7m(w) =
|w].

(i) Tehd&édn vastaoletus, ettd r ja s limittyvét tai toinen niista sanoista on
toisen tekijd. Jokainen tapaus kasitelldén erikseen. Tapaus, jossa s on sanan
r tekiji, palautuu tapaukseen, jossa r on sanan s tekiji, tarkastelemalla
sanan w peilisanaa w = ST.

Jos r =r'h ja s = hs jollekin epétyhjélle sanalle h (kuva EB6d), niin h on
sanan rs = w toistosana pisteessd |r|. Mutta talloin 7(w, |r|) < |h| < |w],

miké on ristiriita, koska 7(w, |r|) = |w|.
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(a) Sana h on sanan r (b) Sana h on sanan r (c) Sana r on sanan s te-
suffiksi ja sanan s pre- prefiksi ja sanan s suf- e
fiksi. fiksi. 13-
Kuva 4.6: Lemman B4 kohdan (i) vastaoletukset.
1 8 | T | h h
— S SR S VU
h h
| — | —
r r
(a) || < |r]. (b) [A] = |r].

Kuva 4.7: Lemma B (). Vastaoletuksesta seuraa, ettd sana r joko limittyy
sanan s kanssa tai on sanan s tekija.

Jos r = hr' ja s = §'h jollekin epétyhjélle sanalle h (kuva EGH), niin
talloin A on sanan rs = w reuna. Tamaé on ristiriita, koska w on reunaton.

Jos s = grh joillekin sanoille g ja h (kuva B6d), niin talloin w = rgrh.
Nyt gr on sanan w toistosana pisteesséi |r|, mutta se on lyhyempi kuin koko
sana w. Tama on ristiriidassa sen kanssa, ettd rs on sanan w Kkriittinen
tekijoihinjako.

() Tehd&én vastaoletus, etté h on sanan sr lyhin reuna. Voidaan olettaa,
ettéd || < |s|, koska toinen tapaus palautuu tdhén tapaukseen tarkastelemalla
peilisanaa w = 75. Seurauksen P20 mukaan |h| < |s|. Kuvassa BZ7 on esitetty
molemmat tavat, joilla sanojen h ja r esiintymét voivat sijoittua toistensa
suhteen: Jos |h| < |r|, niin ~ on sanan r aito suffiksi ja sanan s aito prefiksi.
Jos taas |h| > |r|, niin r on sanan h suffiksina sanan s tekiji. Kumpikin
tapaus on ristiriidassa kohdan (i) kanssa.

() Kohdan (d) mukaan sr on reunaton, joten sen lyhin jakso on |sr|.
Olkoon u sanan sr lyhin toistosana pisteessa s, ja tehddén vastaoletus, etté
|u| < |sr|. Kuvan B8 mukaan joko sanat r ja s limittyvét, r on sanan s tekija

tai s on sanan r tekijd. Ta&mé on ristiriidassa kohdan (i) kanssa. O
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(a) Sanat 7 ja s li- (b) Sana r on sanan (c) Sana s on sanan (d) Sanat r ja s li-
mittyvét. s tekijé. r tekija. mittyvét.

Kuva 4.8: Lemma B4 (). Kaikki tavat, joilla sanan sr toistosana wu voi
sijoittua sanojen r ja s suhteen, kun u on lyhyempi kuin sr.
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5 Periodiraja

Téassé luvussa tarkastellaan, miten sanan w pituutta taytyy rajoittaa ku-
vauksen 7(w) suhteen, jotta 7(w) = m(w). Uutena tuloksena saadaan pa-
rasta aiemmin tunnettua rajaa lasketuksi yhdelld, ja nédin saatu raja on op-
timaalinen. Liséksi uutena tuloksena maéritelladn kaikki ne sanat, joilla
T(w) < w(w) ja joiden pituus on tarkalleen yhtd pienempi kuin tdmaé raja.
Seuraava lemma koskee tésséd luvussa usein ilmenevéé tilannetta, jossa
jokin sana on Lyndonin sana mahdollisimman monen aakkoston jarjestyksen

suhteen.

Lemma 5.1. Olkoon w Lyndonin sana jokaisen jarjestyksen <, suhteen,
jolla kirjain @ on minimialkio. Olkoon w = tuwv, missé a ei ole sanan u tekija,
ja olkoon w’ sanan w konjugaatti. Jos ¢ on sanan w’ prefiksi, niin myos tu

on sanan w’ prefiksi.

Todistus. Viite on triviaali, kun u = €. Olkoon u epétyhji sana. Tehdaén
vastaoletus, ettd tu ei ole sanan w' prefiksi. T&lloin w A, w' = tu/, missé o/

on sanan u aito prefiksi. Koska w’ ei ole sanan w prefiksi eiké toisinpéin,

tu'b <, w,

/ /
tuc <, w,

missé b ja ¢ ovat eri kirjaimia. Koska v'b <, u ja a ei ole sanan u tekija,
saadaan, ettd b # a. Kirjain b ei siis ole minkdan jérjestyksen <i, minimial-
kio, mutta c voi olla. Valitaan nyt jéarjestys <, niin, ettd ¢ <, b. Talloin
tu'c <, tu'b. Koska tu'c <, w' ja tu'b <, w, saadaan lemman ZZT3 (O) mu-
kaan relaatio w’ <, w, josta saadaan ristiriita, koska w on Lyndonin sana

jarjestyksen <, suhteen. O]

Seuraavasta esimerkistd voidaan huomata, etté vaikka sanalla olisi pienin
mahdollinen méard Lyndonin konjugaatteja, niin ne eivit valttamatta ole

perakkaisia konjugaatteja.

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan sanaa v = aabccabbe, joka on primitiivinen

ja jonka aakkosto on {a,b,c}. Etsitdédn jokaista aakkosta kohti sen maksi-

33



maalinen syklinen toisto, eli pisin potenssi, joka on sanan u syklinen tekijé
(eli konjugaatin tekiji). Huomataan, ettd aa, bb ja cc ovat maksimaaliset
sykliset kirjaimen potenssit, ja lisdksi ndmaé esiintyvéit vain yhden kerran sa-
nan u syklisind tekijoina. Jokaisella sanan u Lyndonin konjugaatilla x on
nyt prefiksind aa, bb tai cc. Tama prefiksi maaraytyy siitd, mikd on kun-
kin Lyndonin sanan x maérittama jarjestys <, silla prefiksin kirjain on sama
kuin jarjestyksen < minimikirjain. Jokainen sanan u Lyndonin konjugaatti
on lemman B mukainen.

Tarkastellaan sitten sanaa v = aabaabbc. Tamakin sana on primitiivinen,
ja sen aakkosto on {a,b,c}. Kirjaimen ¢ maksimaalinen potenssi sanan v
syklisend tekijanéd on aa, ja tdmé esiintyy kahdesti. Téastd huolimatta Lyn-
donin konjugaatit jarjestysten a < b < ¢ ja a < ¢ < b suhteen eivit jakau-
du: aabaabbc = v on Lyndonin konjugaatti kummankin jarjestyksen suhteen.
Kirjaimen b maksimaalinen potenssi syklisend tekijana on bb, ja se esiintyy
tarkalleen kerran. Nain ollen bbc.aabaa on Lyndonin konjugaatti seké jarjes-
tyksen b < a < c etté jarjestyksen b < ¢ < a suhteen. Kirjain ¢ esiintyy
vain kerran sanassa v, joten kyseista pistettd vastaava konjugaatti c.aabaabb
on Lyndonin sana seka jarjestyksen ¢ < a < b etté jarjestyksen ¢ < a < b

suhteen.

Seuraava lemma on lemmaa B teknisempi, mutta sen rakenne esiintyy

kahdessa eri todistuksessa samanlaisena.

Lemma 5.2. Olkoon w = hgh, missé h on sanan w pisin reuna, ja olkoon
T(w) < w(w). Jos kirjain ¢ esiintyy tarkalleen kerran sanassa g, niin se ei

esiinny sanassa h.

Todistus. Olkoon g = yycy», missé sanat y; ja yo eivit sisilla kirjainta c.
Sana x. = cy2hy; on Lyndonin sana kaikkien jarjestysten <. suhteen, koska
se on ainoa sanan w syklinen juuri, jonka ensimméinen kirjain on ¢ ja joka
ei ole sanan w tekiji. Samoin myos sana yshy;c on Lyndonin sana kaikkien
jarjestysten <. suhteen.

Tehdéén vastaoletus, ettd kirjain c esiintyy sanassa h. Olkoon r ja s sanan
h pisin prefiksi ja suffiksi, joissa ei esiinny kirjainta c. Téll6in siis rc <, h ja

cs <g h. Tama tilanne on kuvan b1 alkuasetelmana.
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Kuva 5.1: Syklinen juuri z. on Lyndonin sana kaikkien jarjestysten <. suh-
teen. Koska cu <, x. ja kirjain c ei esiinny sanassa «, on lemman b1 mukaan
sykliselld juurella (cs)gh(cs)™! prefiksini cu.

Olkoon u = ysr ja v = sy1, ja olkoon lisdksi x. = cy-hy;. Sana x. on Lyn-
donin sana kaikkien jarjestysten <. suhteen, joilla ¢ on minimialkio. Sanalla
x. on nyt prefiksini sana cu, ja sen konjugaatilla csgh(cs) ™! on prefiksini sa-
na c. Koska sanassa u ei esiinny kirjainta ¢, on lemman b1 mukaan cu sanan
csgh(cs)™! prefiksi. Sanat cu ja cvc ovat siis molemmat sanan csgh(cs) ™
prefiksejé, mutta kirjain c¢ esiintyy edellisessd vain kerran ja jélkimmaéises-
sd kaksi kertaa. Niin ollen sanan cu téytyy olla sanan cv prefiksi. Téasté

saadaan, ettd sana u on sanan v prefiksi, joten
Jul < Jol. (5.1)

Edellisen kappaleen paittelyt pitevit my6s symmetrisesti. Sana ¢~lz.c
on Lyndonin sana kaikkien jarjestysten <. suhteen, joilla ¢ on minimialkio.
Sanalla ¢~ 'z.c on suffiksina sana vc, ja sen konjugaatilla (rc)~'hgre on suf-
fiksina sana ¢, joten lemman 51 mukaan ve on sanan (rc) 'hgre suffiksi.
Koska suffiksissa ve esiintyy vihemmaén kirjainta ¢ kuin suffiksissa cuc, on ve
sanan uc suffiksi. Néin ollen v on sanan u suffiksi. Epéyhtélon (51) mukaan
nyt v = u. Nyt sanalla z. on aitona prefiksind sana cu ja aitona suffiksina
sana cv = cu, joten sanalla z. on reuna. Tama on ristiriita, koska sana x. on
Lyndonin sanana reunaton. N&in ollen vastaoletus ei voi péated ja sanassa h

ei esiinny kirjainta c. [

Seuraava lause parantaa Duvalin [6] todistamaa rajaa |w| > 27(w) — k
yhté pienemmaéksi. Todistuksessa seurataan ensin Duvalin todistusta, minka

jalkeen kasitellaan tapaus, jossa |w| = 27(w) — k — 1.
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Kuva 5.2: Sanalla w on ainakin £ syklistd juurta z;, jotka ovat Lyndonin
sanoja eivatka néin ollen ole sen tekijoitd. Tamé rajoittaa sanan w pituutta.

Lause 5.3. Olkoon |w| > 27 (w) — k — 1, missé k on sanassa w esiintyvien

kirjainten lukuméérd. Talloin 7(w) = 7(w).

Todistus. Olkoon {ay,...,a} sanan w aakkosto. Tehdddn vastaoletus, etté
7(w) < m(w). Olkoon x sanan w prefiksi, jonka pituus on 7(w). Luvussa =3
on todettu, ettd x on primitiivinen. Lemman ZT9 mukaan sanan z konju-
gaateista ainakin k£ on Lyndonin sanoja ja siten reunattomia. Nama sykliset
juuret eivit voi olla sanan w tekijoitd vastaoletuksen mukaan. Olkoon L
sanan w niiden syklisten juurten x; joukko, jotka ovat Lyndonin sanoja. Voi-
daan olettaa, ettd |vi| > |vo| > -+ > |y > 0, kun z; = viu, ja x = wv;.
Téamé& on esitetty kuvassa b2, Néin ollen |vy| > |L|. Jotta yksikéén x; ei ole

sanan w tekiji, tulee sanan w olla sanan zxv; ' aito prefiksi. Niin ollen
lw| < |zz| — || <27(w) — |L] < 27(w) — k. (5.2)

Riittda siis endé tarkastella tapausta, jossa |w| = 27(w) — k — 1.

Olkoon nyt |w| = 2m(w)—k—1. Sijoittamalla tdméa johtoon (b2) saadaan
joukon L koolle rajat k+ 1 > |L| > k, joista saadaan edelleen, ettd |L| = k.
Néin ollen joukko L sisdltda tarkalleen kaikki sanan w sykliset juuret, jotka
eivit ole sen tekijoité.

Olkoon h sanan w pisin reuna. Lauseen Z8 mukaan |h| = |w| — m(w).

Sijoittamalla tédhén yhtdlo |w| = 27(w) — k — 1 saadaan
|h| = w| — m(w) =7(w) — k —1 < w(w).
Néin ollen = hg, missé g # . Lauseen 28 mukaan |w| = |h| + |z|, joten
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w = xh = hgh. Liséksi |g| = m(w) — |h| = k + 1. Olkoon g = ¢192 - . . Gk Gr+1,

missd jokainen g; on kirjain. Edellisen kappaleen mukaan nyt

Ti = 0Gisr1 - .gk+1hg1 -G

kaikilla z =1, ..., k.

Jokainen joukon L sana alkaa eri kirjaimella, joten {gs,93,...,grt1} =
{ai,...,a;}. Voidaan olettaa, ettd g;11 = a;, kun i = 1,... k. Télloin
g=giay . ..Q.

Oletetaan, ettd g1 # ay. Télloin g1 = a; jollekini € {1,...,k—1}. Koska
a; on sanan gh prefiksi ja sana gh on sanan z; konjugaatti, on lemman BT
mukaan myos a;a;11 sanan gh prefiksi. Talldin kuitenkin a;,1 = a1, koska
a;a; on sanan g prefiksi. Tama on ristiriita, koska i + 1 € {2,...,k}.

Oletetaan, ettd g; = ay. Talloin
g = apaiay...aE_10af.

Kirjain a; on nyt ainoa kirjain, joka esiintyy kaksi kertaa sanassa g. Lemman
62 mukaan h = a}, missd n > 1. Sijoittamalla tdméa yhtéloon w = hgh
saadaan nyt yhtils w = a}™a; ... ak,lazﬂ. Sanalla w on nyt reuna a} ™,

mika on ristiriita, koska sana a} oletettiin sanan w pisimmaéksi reunaksi. [

Seuraavat tulokset todistavat, mitd muotoa ovat ne sanat w, joille 7(w) <
m(w) ja joiden pituudet ovat lauseen b33 periodirajan suhteen maksimaalisia.
Ensimmaéinen lemma kertoo, etta téllaisten sanojen pisin reuna ei ole limit-
tain sanan prefiksiné ja suffiksina. Liséksi se kertoo pisimmén reunan véliin

jaavan osan muodon.

Lemma 5.4. Olkoon |w| = 27(w) — k — 2, missé k on sanan w aakkoston
koko, ja olkoon 7(w) < m(w). Olkoon h sanan w pisin reuna. Talloin w =
hgh, missa

g = abyba,

Yy =ay...a,_2 jasanan w aakkosto on {a,b,a,...,ax_o}. Lisdksi a"b <, h

ja ba™ <g h, missd n > 0.
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Todistus. Lauseen 28 mukaan |h| = m(w) — k — 2 < 7(w), joten sana w on
muotoa hgh, missé |hg| = m(w). Téstd saadaan, ettéd |g| = k + 2.

Olkoon ¢ = ¢i...gkr2, ja olkoon G = {gi...gk2hg1...gic1 | i =
2,...,k + 2}. Joukko G koostuu niistd sanan w syklisistd juurista, jotka
eivit ole sanan w tekijoitd. Lemman ZT9 mukaan joukossa G on jokaista
aakkoston kirjainta a kohti ainakin yksi Lyndonin sana, jonka ensimmaé&inen
kirjain on a. Na&in ollen sanassa g¢o...gr12 esiintyy jokainen kirjain aina-
kin kerran. Symmetrisesti, tarkastelemalla sanan g peilisanaa saadaan, etté
my0Os sanassa ¢j - .. gpr1 esiintyy jokainen kirjain ainakin kerran. Néin ollen
sekd g1 ettd gpio esiintyvdt ainakin kaksi kertaa sanassa g. On nyt kaksi

mahdollisuutta: joko
(i) yksi kirjain a esiintyy kolme kertaa sanassa g, tai
(i) kaksi eri kirjainta a ja b esiintyy kaksi kertaa sanassa g.

(Tapaus ) Oletetaan, ettd vain yksi kirjain a esiintyy useamman kerran
sanassa ¢g. Talloin ¢ = aya, misséd y sisdltda jokaisen aakkoston kirjaimen

tarkalleen kerran. Lemman 52 mukaan h = ", missid n > 1. Sana a"'!

on
nyt sanan w reuna, mikd on ristiriidassa sen kanssa, ettd h on sanan w pisin
reuna.

(Tapaus @) Oletetaan, ettd on kaksi eri kirjainta a ja b, jotka esiintyvét
kaksi kertaa sanassa g. Taméa jakaantuu kahteen tapaukseen sen mukaan,
onko g1 = giyo vai ei.

(Tapaus b.1) Oletetaan, ettd g1 = a ja ggro = b, missd a # b. Talloin
sekéd a ettd b esiintyvat tarkalleen kaksi kertaa sanassa g.

Jos go = a, niin sana gs . .. gr12hg; on Lyndonin sana kaikkien jarjestysten
<, suhteen. Tama on kuitenkin mahdotonta, koska nyt aa esiintyy sanassa
w ja talloin sanalla g5 ... griohgy tulisi olla prefiksinéd aa, jolloin a esiintyisi

kolme kertaa sanassa g. Néain ollen
g = azayb, (5.3)

missé z # € ja a ei esiinny sanoissa z ja y.
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Nyt sana aybhaz on Lyndonin sana kaikkien jarjestysten <1, suhteen,
koska se on joukon {vhu | u <, g,v <s g ja h = uv} sanoista ainoa, jonka
ensimmaéinen kirjain on a. Lemman b7 mukaan nyt sana yb on sanan zaybh
prefiksi. Koska sanassa yb ei esiinny kirjainta a, on yb sanan z prefiksi. Tamé
tarkoittaa, etté epatyhjé sana yb esiintyy kahdesti sanassa g. Vain kirjaimet a
ja b voivat esiintya kahdesti sanassa g, joten yb = b, mista seuraa, ettd y = ¢
ja z = bz jollekin sanalle 2’. Sijoittamalla ndmé yhtdloon (B23) saadaan
yhtélo

g = abz'ab. (5.4)

Jos z’ on tyhji sana, niin ¢ = abab ja sanalla abhab on reuna ab. TA4m& on
ristiriita, koska sana abhab on Lyndonin sanana reunaton. Néin ollen z’ on
epatyhja.

Sana aa ei ole sanan w tekijé, koska ab on Lyndonin sanan abhabz’ prefiksi.
Symmetrisesti sana bb ei ole sanan w tekija, koska ba on Lyndonin sanan
Z'abhab prefiksi.

Lemman 62 mukaan h € {a,b}". Koska aa ja bb eivit ole sanan w
tekijoitd, on h = (ab)", missd n > 1. Télloin kuitenkin w = (ab)"*12'(ab)" 1,
joten sanalla w on sanaa h pidempi reuna (ab)"™'. Tdmé on ristiriita, koska
h oletettiin sanan w pisimmaéksi reunaksi. Nain on todistettu, ettd yhtilo
(B33) ei voi olla voimassa, joten kirjaimet ¢; ja ggio Ovat samat.

(Tapaus .2) Oletetaan, ettd g1 = grr2 = a. Télloin
g = axbybza, (5.5)

missé sanoissa x , ¥ ja z ei esiinny kirjaimia a eikd b. Kirjaimet a ja b ovat
ainoat kirjaimet, jotka esiintyvit ainakin kahdesti sanassa g, joten lemman
b2 mukaan sanassa h esiintyy vain kirjaimia a ja b. Kirjain b esiintyy sanassa
h, koska muuten h olisi kirjaimen a potenssi ja sanalla w olisi pisinta reunaa
h pidempi reuna ha. Olkoot m ja n epénegatiivisia kokonaislukuja, joille
a™b <, h ja ba™ < h. Sana ahga™' on Lyndonin sana, koska se on ainoa
syklinen juuri, joka ei ole sanan w tekija ja jonka ensimmaéinen kirjain on

m+1

a. Koska a"*'b on Lyndonin sanan ahga~! prefiksi, ei tekija a voi olla

pidempi kuin ¢"*!. Niin ollen m < n.
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Kuva 5.3: Méaritelméssa b1 nimetyt sykliset juuret

Symmetrisesti myos sana a~'gha on Lyndonin sana, koska se on ainoa
syklinen juuri, joka ei ole sanan w tekija ja jonka ensimméinen kirjain on a.

*1 voi olla pidempi kuin

Koska ba™*! on sanan a~'gha suffiksi, ei tekiji a®
a™*1. Niin ollen n < m, joten edellisen kappaleen mukaan m = n.

Sana a"gh(a™)~" on nyt sanan w syklinen juuri, ja silli on prefiksind a™ 1.
Nyt lemman B mukaan a™*'b on sanan a"gh(a™)~" prefiksi, koska a"*1b on

1

sanan ahga~! prefiksi ja ahga™' on Lyndonin sana kaikkien jirjestysten <,

suhteen. Koska a"gh(a™)™' = a""lxbybzah(a™)™! ja sanassa x ei esiinny
kirjainta b, tulee sanan x olla tyhji sana. Symmetrisesti saadaan, etté sanan

z tulee olla tyhjé sana. Néin ollen lemma on todistettu. O]

Seuraavaksi maéaritelladn tietyt sykliset juuret, jotka eivit ole sanan w

tekijoiti.

Maéritelma 5.1. Olkoon z, = ahgabyb, x,, = bahgaby ja xy, = bybaha.

Néama sanan w sykliset juuret on esitetty kuvassa b=3.

Seuraava lemma kertoo, mitké dsken méaritellyista syklisista juurista ovat

Lyndonin sanoja.
Lemma 5.5. Olkoot z,, 734 ja 3, kuten maaritelmassa bl. Télloin
(i) x, on Lyndonin sana kaikkien jéirjestysten <, suhteen,

(ii) xpq on Lyndonin sana kaikkien jérjestysten <, suhteen, joilla b on mi-

nimialkio ja a <y a3, ja

(ili) @, on Lyndonin sana kaikkien jérjestysten <, suhteen, joilla b on mi-

nimialkio ja az < a.

40



Erityisesti, jos w on bindérisana, niin x;, on Lyndonin sana kaikkien jérjes-

tysten <, suhteen ja 3, ei ole Lyndonin sana.

Todistus. Olkoon L = {vhu | u <, g,v < g ja ¢ = uv}. Jokainen sanan w
syklisisté juurista, jotka eivét ole sanan w tekijoité, on joukossa L. Nain ollen
ne sanan w sykliset juuret, jotka ovat Lyndonin sanoja, sisiltyvit joukkoon
L. Olkoon <. aakkoston jarjestys, jolle kirjain ¢ on minimialkio. Téalloin
lemman 2-T9 mukaan jokin sanan w primitiivisista juurista on Lyndonin sana
jarjestyksen <. suhteen ja sen ensimméinen kirjain on c.

Kun ¢ # b, on joukossa L vain yksi sana, jonka ensimméinen kirjain on c.
Néin ollen erityisesti x, on Lyndonin sana jokaisen jarjestyksen <, suhteen.

Olkoon ¢ = b. Jos k = 2, niin y = ¢ ja sanalla z; , on reuna b. Binéérisessa
tapauksessa siis 3, on Lyndonin sana kaikkien jérjestysten <, suhteen.

Olkoon nyt ¢ = b ja k > 3. Joukon L sanoista kahdella on b ensimmaéisena
kirjaimena: 3, ja x4, Koska bas <, 3, ja ba <, xp,, leksikografisesti

pienempi sana médrdytyy sen mukaan, onko az <, a () vai a < az (). O

Seuraavaksi todistetaan, ettd kirjain b esiintyy vain yksittdin, paitsi mah-

dollisesti tekijéssi g.

Lemma 5.6. Olkoon g = abyba kuten lemmassa b=4. Talloin sana bb ei ole

sanan bahab tekija.

Todistus. Tehddan vastaoletus, ettd bb on sanan bahab tekijé, jolloin se on
jonkin syklisen juuren z’ prefiksi, missa 2’ # bybaha.

Jos y on epétyhja sana, niin bb ei ole sanan bybaha prefiksi ja talloin
' <y bybaha kaikille jérjestyksille <1, joissa b on minimialkio. T&mé& on
ristiriita, koska sana bybaha on Lyndonin sana ainakin yhden jérjestyksen
<, suhteen.

Oletetaan, ettd y on tyhja sana, jolloin w € {a,b}*. Talléin bbaha on
Lyndonin sana kaikkien aakkoston jarjestysten <, suhteen, joissa b on mini-
mialkio. Lemman B mukaan bba on sanan 2z’ prefiksi. Koska 2’ # bbaha
ja ne ovat yhté pitkiéd, on |2’ A, bbaha| < |2'|. Olkoon z' A, bbaha = bbau.
Talloin joko

(i) bbaua <, bbaha ja bbaub <, z’ tai
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(ii) bbaub <, bbaha ja bbaua <, x'.

Jos kohta (f) on voimassa, niin 2’ <), bbaha. TA4mé on ristiriita, koska sana
bbaha on Lyndonin sana jarjestyksen <, suhteen. Jos taas kohta (@) on
voimassa, niin ahabb = auavbb ja (bb)~'2'bb = auav'bb, jolloin (bb)~ta'bb <,
ahabb. Tamé on ristiriita, koska sana ahabb on Lyndonin sana jérjestyksen

<, suhteen. 0

Seuraava lause méadrittelee tyhjentévisti jokaisen sanan, jonka pituus on
yhta pienempi kuin lauseen b=3 raja ja jonka pisin reunaton tekija on lyhyem-

pi kuin lyhin jakso.

Lause 5.7. Olkoon |w| = 27(w) — k — 2, missé k on sanan w eri kirjainten

lukumééra, ja olkoon 7(w) < m(w). Télléin w = hgh, missa

g = abyba, (5.6)
h = a"b(a""'b)™a", (5.7)
misséi m > 0 jan > 1, y = ay...a,_o ja sanan w aakkosto on

{CL, b, ag, ... ,ak,Q}.

Todistus. Lemman b4 mukaan w = hgh, missid h on sanan w pisin reuna,
yhtélo (B8) on voimassa ja a"b <, h sekd ba™ <y h. Riittaa siis todistaa,
ettd yhtalo (A1) on voimassa. Lemman B2 mukaan h € {a, b}*, koska vain
kirjaimet a ja b esiintyvét esiintyvit useammin kuin kerran sanassa g. Maéa-
ritelm#in B0 mukaisella sykliselld juurella z, on prefiksi a"*'b, ja koska x,
on lemman b3 mukaan Lyndonin sana, niin silld ei ole syklisena tekijané pi-
dempéé kirjaimen a potenssia kuin a"*'. Lemman BB mukaan sanassa h ei

esiinny tekijaa bb, joten
h = a"ba™ T tba™ b . . ba" T ha™

missa m > 0 ja jokainen n; < n. Lauseen vaite on nyt, ettd jokainen n;, = n
jan > 1, mikd on yhtépitdva yhtdlon (B=) kanssa.
Oletetaan, ettd n = 0. Télloin jokainen n; = 0 ja h = (ba)™b. Sanalla

w on nyt reuna (ba)™", mikd on ristiriidassa reunan h maksimaalisuuden
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Kuva 5.4: Lauseen bZ0 todistus binaérisessé tapauksessa. Pisteeseen p rajoit-
tuvalla sykliselld juurella on lyhin reuna h’. Sanalla A’ pitda olla prefiksind
sana ba™ b ja suffiksina sana b(ba™t)™. Koska b/ ei limity itsensd kanssa, on
h' sanan h tekija. T&lloin bb on sanan h tekija, miki on ristiriidassa lemman
hH kanssa.

kanssa. Nain ollen n > 1.

Tehd&én vastaoletus, etté sanalla hg on syklisend tekijand sana ba™b,
missd 1 < n’ < n. Lauseen todistus jaetaan kahteen tapaukseen sen mukaan,
onko sana y epétyhjé vai tyhjé sana.

Oletetaan, ettd y # e. Talloin médritelmén b1 sana z3, on lemman
A mukaan Lyndonin sana. Vastaoletuksen mukaan sana ba™b on sanan
T, jonkin konjugaatin z’ prefiksi. Koska ba"™'b <, z3, jan’ < n+1, on
Tpo Np &' = ba™. Olkoon <1, aakkoston jérjestys, jolla b on minimialkio.
Koska b < a, saadaan nyt

z' <y Ty, (5.8)

Olkoon vield lisdksi a <, az. Téalloin x;, on Lyndonin sana jérjestyksen <,
suhteen, miké on ristiriidassa relaation (B8) kanssa.

Oletetaan, ettd y on tyhja sana, jolloin ¢ = abba ja sanan w aakkosto on
{a,b}. Vastaoletuksen mukaan sanalla bahab on ainakin yksi muotoa ba™ b
oleva tekijé, jolle 1 < n’ < n. Tarkastellaan vasemmanpuoleisinta téllaista
muotoa olevaa tekijad. Talloin tekijin ba™b vasemmalla puolella on vain
jokin m kappaletta tekijaa ba™t'. Tallsin (ba™"')™ba™b on sanan bahab
prefiksi, missd m > 1. Seuraava paattely on kuvattu kuvassa b4,

Olkoon h = uv, missd u = a™(ba™™)™1. Olkoon nyt =’ = vabbau. Sana
2’ ei ole reunaton, koska se on sanan w jakson pituinen tekiji ja 7(w) <
m(w). Olkoon A’ sanan 2’ lyhin reuna. Koska b on sanan A’ ensimméinen

kirjain ja ba"*' <, 2, saadaan |h/| > n + 2. Niin ollen ba™b on sanan A’

43



prefiksi. Sana ba™ b ei ole sanan (ba™*!)™ tekiji, koska n/ < n4 1. Néin ollen
|| > |(ba™)™| ja siis b(ba" ™')™ on sanan ' suffiksi. Koska bb on sanan

b(ba™ )™ prefiksi, on se sanan A’ tekija.

Lyhin sana, jolla on ba™b prefiksind ja b(ba"™')™ suffiksina, on

ba™ b(ba™ )™ eli ba™ bbau. Niin ollen
|W| > |ba™ bbau| > |abba| + |u).

Seurauksen P70 mukaan A’ ei limity itsenséd kanssa, joten ylldolevaa johtoa

kiyttden saadaan johto
|1 < o] + [abbal + [u] — [I'] < Ju].

Sana h' on siis sanan v tekija ja néin ollen sanan h tekija. Koska bb on
sanan h’ tekij, on se myos sanan h tekija. Tamaé on ristiriidassa lemman B0

kanssa. O]

Tarkastellaan lopuksi lauseen b1 mukaista sanaa
w = hgh = a"b(a""™b)" as . .. apb(a™ )" a",

missé m > 0,n > 1jak > 2. Koska |g| = k+2ja|h| = (m+1)(n+2)+n—1,

saadaan pituudelle kaava

lw| =2|h] +|g] =2(m+1)(n+2) +2n + k. (5.9)
Sen lyhin jakso on

m(w) = |h|+ 9| = (m+2)(n+2) +k— 1. (5.10)
Pisimmiit reunattomat tekijit ovat sanat hga=! ja a~'gh, joten

T(w)=n(w)—1=(m+2)(n+2)+k—2. (5.11)
Pisimmiit ainakin kahdesti esiintyviit reunattomat tekijit ovat a”*1b ja ba™**,
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joten

T(w) =n+ 2. (5.12)

Sijoittamalla kaava B0 yhtéloon |w| = 27(w) — k — 2 saadaan

ul = 27(w) k= 3 i) - (5 7(0) = &)

Tama on lahinné arvoa %T(w) silloin, kun m =0, n = 1 ja k = 2, koska vain
télloin lauseke 3 7(w) +k = (m +2)(n + 2) + 2k — 2 saa pienimmén arvonsa

4. Talloin w = abaabbaaba, joka on pienin luvussa B mainittu sana.
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Kuva 6.1: Sanan w a-suffiksi  ja a-periodi 7, (w).

6 Ehrenfeuchtin—Silbergerin ongelman ratkai-

su

Téssé luvussa todistetaan tutkielman padlause 613, joka antaa parhaan tun-
netun rajan sanan w pituudelle kuvauksen 7(w) suhteen, jotta 7(w) = 7(w).
Tarkoituksena on muodostaa sanalle tekijoihinjako, josta rakennetaan kah-
dessa eri tapauksessa pitkd reunaton tekijia. Lopuksi todistetaan, ettad jos
naiden tekijoiden pituudet ovat enintédan %|w|, niin seurauksena on joko ris-
tiriita tai yhtélo 7(w) = m(w). Luku perustuu Holubin ja Nowotkan artikke-
leihin [0, 9.

6.1 Suffiksi, periodi ja kriittinen prefiksi sanan suhteen

Tahan mennessa esitellyt kasitteet ovat sanojen kombinatoriikassa yleisia.
Lauseen BI3 todistuksessa tarvitaan naiden lisdksi kolme uutta késitetta.
Seuraava maaritelmé laajentaa sanan pisimmén reunan kasitetta, kun reuna

ajatellaan limittymisen kautta.

Maaritelma 6.1. Sanan w pisin suffiksi z, joka on my6s sanan « aito pre-

fiksi, on sanan w «-suffiksi.

Jos w ei ole reunaton, niin sen w-suffiksi on sanan w pisin reuna. Jos
sana w on reunaton, niin sen w-suffiksi on tyhjé sana.

Lauseen Z8 mukaan sanan lyhin jakso maaraytyy pisimman reunan pituu-
desta. Seuraavassa médritelmésséd laajennetaan pienimmaén jakson késitetta

kiyttamalla a-suffiksia.
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Kuva 6.2: Sana y on sanan w a-kriittinen prefiksi. Sana 3’ on lyhyempi kuin
Yy, joten sen a-periodi on lyhyempi.

Maaritelma 6.2. Olkoon x sanan w a-suflfiksi. Talloin

Ta(w) = Jwz ™|

on sanan w «-periodi.

Taméa madritelmd on lyhimmén jakson késitteen laajennus, koska
Tw(w) = w(w) kaikille epétyhjille sanoille w. Té&mé ilmenee myos kuvas-
ta B

Jos sana y on sanan w prefiksi, niin 7,(y) < 7w, (w): jos |ly| > ma(w),
niin y ja sanan w a-suffiksi ovat limittdin sanassa w, ja jos |y| < 74 (w), niin
Ta(y) < |y| < mo(w). Seuraava médritelma kuvaa, minké kohdan vasemmalla

puolella sanat limittyvét eri tavalla.

Maaritelma 6.3. Sanan w lyhin prefiksi y, jolle 7, (y) = 7, (w), on sanan
w a-kriittinen prefiksi
Sanan w a-kriittinen prefiksi on esitetty kuvassa B2. Y14 méaritellyista

késitteista saadaan heti seuraavat tulokset.

Lause 6.1. Jos « on sanan w suffiksi ja se on reunaton, niin sanan w «-suf-

fiksi on tyhja sana.

Todistus. Jos sanan w a-suffiksi olisi epatyhjé sana, niin « limittyisi itsensé

kanssa. O

Lause 6.2. Olkoon x sanan w a-kriittinen prefiksi ja y sanan w a-suffiksi.
Talloin 7, (w) < |z| < |w|. Erityisesti, jos y on tyhjd sana, niin 7, (w) =

jz] = |wl.
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Todistus. Madritelmén 623 mukaan 7, (w) = 7, (x), ja médritelmin 62 mu-
kaan 7, (z) < |z|. Jalkimméinen epdyhtdld johtuu siité, ettd x on sanan w
prefiksi.

Jos sanan w a«-suffiksi on tyhjid sana, niin méaritelmin 62 mukaan

To(w) = |w|, mikd pakottaa edellisen kohdan epayhtalot yhtaloiksi. O

Edella todettiin, ettd a-periodi ei voi kasvaa prefikseilld. Olkoon x sanan
w a-suffiksi, ja olkoon y sanan w a-kriittinen prefiksi. Olkoon nyt z sanan y
aito prefiksi ja 2’ sanan w prefiksi, joka on pidempi kuin y. T&lloin saadaan
epayhtalot
Ta(2) < maly) < ma(2).

Koska y on sanan w a-kriittinen prefiksi, saadaan ndméa epayhtalot muotoon
Ta(2) < ma(y) = ma(2').

Kun rajoitutaan tarkastelemaan vain tapausta, jossa |z| = |y| — 1, saadaan
toinen tapa maéritelld a-kriittinen prefiksi. Tétd muotoilua kiytetddan luvun

B todistuksissa maaritelméan sijasta.

Lause 6.3. Sana za on sanan w a-kriittinen prefiksi, jos ja vain jos za on

pisin sanan w prefiksi, jolle m,(z) < 74 (za).

Esimerkki 6.1. Olkoon w = @° ja a = a5. T#ll6in sanan w a-suffiksi on a®

ja mo(w) = 4.

Esimerkki 6.2 (|I0]). Tarkastellaan sanaa w = ababbaababab ja prefiksid
a = ababb. Sanan w pituus on 12. Sen a-suffiksi on abab, joten 7, (w) =
8. Sanan w a-kriittinen prefiksi on yhta lyhyempi sana ababbaababa, koska
7o (ababbaababa) = 8 ja 7, (ababbaabab) = 6.

6.2 Tekijoihinjako
Téassa luvussa esitelldédn lauseen B3 todistuksessa tarvittava tekijoihinjako

sekd esitelladn tapa rajoittaa tatd tekijoihinjakoa niin, ettd saadulla teki-

joihinjaolla on hyodyllisid ominaisuuksia. Lopuksi todistetaan lemma B3,
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Kuva 6.3: Maaritelmén 64 tekijoihinjako.

joka antaa ensimmaisen pitkdn reunattoman tekijan lauseen 6EI3 todistusta

varten, seka esitelladn lisdd lauseen B1A todistuksessa tarvittavia tekijoita.
Seuraava madritelmé on keskeisessa roolissa koko luvun B loppuun asti.

Sen maéérittelemén tekijoihinjaon oletetaan olevan voimassa jatkuvasti ilman

erillista mainintaa.

Maaritelma 6.4. Olkoon w sana, jossa ainakin yksi kirjain esiintyy ainakin

kaksi kertaa. Olkoon sanalla w tekijoihinjako
w = v'uzuv, (6.1)

missé v on reunaton, |u| = To(w) ja z on mahdollisimman pitkd. Talla
tarkoitetaan sitd, ettd ei ole toista vastaavaa tekijoihinjakoa, jolla z olisi

pidempi. Olkoot liséksi

t=v A, zu, (6.2)
t' =" Asuz. (6.3)

Seuraavaksi esitetdan huomioita méaritelméasta 64.

Maéaritelmén B4 tekijoisté ¢ ja t’ voidaan huomata, etté t on aina tekijan
zu aito prefiksi ja ¢’ on aina tekijan uz aito suffiksi. Jos nimittdin t = zu, niin
u on sanan v tekijé, jolloin z ei ole mahdollisimman pitkd. Vastaavasti jos
t' = wuz, niin tekijéihinjako (E) ei ilmaisisi tekijdn v vasemmanpuoleisinta
esiintyméa. Tamé on yhtapitavi sen kanssa, ettd zu ei ole tekijan v prefiksi
ja uz ei ole tekijan v’ prefiksi.

Tekijoihinjako (E) on aina olemassa, jos ainakin yksi kirjain esiintyy ai-

nakin kaksi kertaa sanassa w, koska talloin sanalla w on reunaton tekiji, joka
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esiintyy ainakin kahdesti. Tekijoihinjako ei véilttaméttéa ole yksikésitteinen,
koska voi olla, etté jokin toinen reunaton tekija u, joka on yhtd pitkd kuin
u ja joka esiintyy kahdesti, ja ndma tekijin o esiintymét ovat lisdksi yhté

kaukana toisistaan kuin tekijan u esiintymaét.

Huomautus 6.1. Maaritelmé 64 on peilauksen suhteen symmetrinen. Télla
tarkoitetaan sitd, ettd jos kaavat (BE1), (B2) ja (B23) ovat voimassa, niin

peilisanalla w on tekijoihinjako
w=vuzuv,

joka on méiritelmin 64 mukainen. Liséiksi { = VAU Z jat/ = v/ A, 2, joten
my6s ¢’ ja t ovat méadritelmin 64 mukaisia. Talloin kuitenkin sanan f rooli

vastaa sanan t’ roolia ja sanan t’ rooli vastaa sanan t roolia.

Esimerkki 6.3. Sanalla ababaaaabbaababbaba on kolme maaritelman 64 mu-

kaista tekijoihinjakoa. Seuraavassa namaé tekijoihinjaot on merkitty pisteilla:

aba.baa.aab.baa.babbaba
= ababaaa.abb.aab.abb.aba

= ababaaaa.bba.aba.bba.ba.

jaossa t = a ja t' = ¢. Kolmannessa tekijoihinjaossa t = ¢ ja t’ = a.

Esimerkki 6.4. Tarkastellaan luvussa B késiteltya sanaa
wap = a"ba™ 1 ba"ba" ?ba™ba" M ba™,

missd n > 1. Sen mééritelmédn 64 mukainen tekijoihinjako on kuvassa 644.
Tassa tekijoihinjaossa t' on tyhja sana. Koska wap = wap ja kyseisessid
tekijoihinjaossa vzv ei ole sanan keskelld, on sanalla wap my0s toinen méaa-
ritelmén 64 mukainen tekijoihinjako, joka on kuvassa B-4H. Téssé toisessa
tekijoihinjaossa symmetrisesti ¢ on tyhjé sana.

Myohemmin ei siis késitelld lemmojen peilattujen versioiden seurauksia
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(b) Téssd t = e.

Kuva 6.4: Assous’n—Pouzet’n sanalla on kaksi maaritelman 64 mukaista te-
kijoihinjakoa,
Uz
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Kuva 6.5: Jos @24 on sanan t'uzut tekija, niin sanojen t’ ja ¢’ tulee rajoittua
vasemmalta samaan pisteeseen, koska tassé pisteessd erkanevat sekd v’ ja uz
ettd 0’ ja uz. Vastaavasti sanat t ja t rajoittuvat oikealta samaan pisteeseen.

sanassa wap, koska tdma palautuu takaisin peilaamattoman sanan tekijoi-

hinjakoon vaihtamalla tekijoihinjakoa.

Madéritelméan B4 tekijoihinjako ei siis valttamatta ole yksikasitteinen. On
kuitenkin olemassa tapa koota tietylld tavalla toisiaan ldhelld olevia teki-
joihinjakoja yhteen. Oletetaan, ettd sanalla w on toinen mééritelméan G2
16in siis w20 # wzu, joten wZu on joko sanan t'uzu tai uzut tekiji. Namé
tapaukset ovat symmetrisid, joten voidaan olettaa, ettd @Zu on sanan t'uzu
tekija. Tama tilanne on kuvassa EH. Sanat @2 ja uz ovat nyt konjugaatteja,
joten sanalla ¢ on suffiksi h, jolle v = o'h ja 42 = h(uzh™'). Koska ' on

sanan uz aito suffiksi, on se myos sanan huz aito suffiksi. Né&in ollen ¢ on
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sanojen v’ ja huz pisin yhteinen suffiksi, jolloin saadaan seuraava kaava:

~

t'=v" Nguz =0 Ay huz = 0'h Aguzh = (0 Ag u2)h = t'h.
Sijoittamalla tdmé saadaan nyt, etta
()t =9 h(#ER) T =)

Vastaavasti saadaan, ettéa

7o =119,

Néin ollen sanan w tekijoihinjakojen joukko voidaan partitioida sen mukaan,
mikd on tekijéihinjaosta saatava tekija t'uzut. Seuraavalla méaéritelmalla
voidaan valita vasemmanpuoleisin tekijoihinjako télla tavalla ekvivalenteista
tekijoihinjaoista.

Maaritelma 6.5. Olkoon t' ja uw kuten mééaritelméassa B4. Tekija ¢ on
mahdollisimman lyhyt, jos sanalla t'u ei ole reunatonta tekijaa u # wu, jolle

] = Jul.

Seuraavan lemman mukaan sanan u maksimisuffiksi jonkin jarjestyksen

suhteen on myo6s sanan t'u maksimisuffiksi, jos ¢ on mahdollisimman lyhyt.

Lemma 6.4. Olkoon t' ja u kuten maaritelméssa 64. Olkoon lisdksi ¢’ mah-
dollisimman lyhyt ja 6 sanan t'u <-maksimisuffiksi jollekin leksikografiselle

jarjestykselle <. Télloin 0] < |u|.

Todistus. Tehdéaéan vastaoletus, ettd |0] > |u|. T&lloin u on sanan 6 aito
prefiksi. Lauseen 2ZT3 mukaan sanan 6 pisimmén jakson pituinen prefiksi on
reunaton. Olkoon 4 tdmé prefiksi. Tamé tilanne on esitetty kuvassa B8.
Todistetaan, ettd @ on yhté pitkd kuin u. Koska w on reunaton, niin m(u) =
|u|. Koska u on sanan 6 tekijd, niin lemman PI0 mukaan saadaan, ettd
|| > |u|. Koska @ on sanan t'u tekija ja t'u esiintyy ainakin kahdesti sanassa
w, niin @ esiintyy ainakin kahdesti sanassa w. Néin ollen |u| < m(w) = |ul,
koska @ on reunaton. Téstd saadaan, ettd || = |u|. Sanalla t'u on siis
reunaton tekija @ # u, joka on yhté pitkd kuin u. T&mé on ristiriidassa sen

kanssa, ettd ¢’ on mahdollisimman lyhyt. O
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Kuva 6.7: Lemman B3 reunaton sana.

jakoa, jotka on esitetty kuvassa 64 sivulla bll. Kuvan 643 tekijoihinjaossa t’
on mahdollisimman lyhyt, koska se on tyhjd. Lemma B4 ei téssé tapaukses-
sa kerro mitdan uutta, koska t'u = uw. Kuvan G240 tekijoihinjaossa t’ ei ole
jaon tekijan t'u tekija. Tekijoihinjaot ovat siis ekvivalentteja méaaritelmés 63

edeltavan tarkastelun mielessa.

Esimerkki 6.6. Esimerkin G623 tekijoihinjaoissa ababaaa.abb.aab.abb.aba ja
ababaaaa.bba.aba.bba.ba tekijat t'uzut ovat samoja. Néistd kahdesta teki-
joihinjaosta ensimméinen on se, jonka tekija ¢’ on mahdollisimman lyhyt.
Tekijoihinjaossa aba.baa.aab.baa.babbaba taas t' on tyhja sana, joten téssi

tekijoihinjaossa ¢’ on mahdollisimman lyhyt.

Seuraava lemma antaa pitkdn reunattoman tekijan, jos tekijan u jokin
maksimisuffiksi esiintyy kaksi kertaa tekijésséd wv. Tama reunaton tekija on

esitetty kuvassa B2.

Lemma 6.5. Olkoot u ja v kuten maéaritelméssd 64, ja olkoon < jokin
aakkoston jarjestys. Olkoon 6 tekijan u <-maksimisuffiksi ja vy epétyhja

sana. Jos vof <, fv, niin (uzuf~")vef on reunaton.
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Vo 0

(a) Jos h = u, niin u esiintyy kaksi kertaa sanassa uv. Téama on mahdotonta, koska
z on mahdollisimman pitka.

Z€ 0
— T h
0 s @ ' u' |
0 h

(b) Jos 6 < h ja h <}, u, niin 0 esiintyy

. (c) Jos h <g @, niin h on sanan u reuna.
kahdesti sanassa u.

Kuva 6.8: Lemman B3 todistus. Jos h on sanan wz(uf!)vef lyhin reuna,
niin se on sanan u prefiksi. Tamé johtaa ristiriitaan joko sanan z maksimaa-
lisuuden tai sanan u reunattomuuden kanssa.

Todistus. Tehddén vastaoletus, ettd h on sanan (uzuf~!)vgf lyhin reuna.
Sana h on lauseen 2@ mukaan reunaton ja esiintyy kahdesti sanassa w, joten
|h| < To(w) = |u|]. Jos || = |u|, niin h = wu, jolloin tekijd u esiintyy ainakin
kaksi kertaa sanassa uv. Tama tilanne on esitetty kuvassa 68a. Taméa on
ristiriidassa sen kanssa, ettd z on mahdollisimman pitkd. Néin ollen || < |ul,
jolloin h on sanan w aito prefiksi.

Koska h ja 6 ovat sanan (uzuf~1)vyf suffikseja, niin 6 <g h tai h <, 6.

Oletetaan, ettd 6 on sanan h suffiksi, kuten kuvassa BE8H. Koska h on
sanan u aito prefiksi, niin 6 esiintyy sanassa v myos muunakin kuin suffiksi-
na. Tama tarkoittaa, ettd maksimisuffiksi 6 esiintyy kaksi kertaa sanassa u.
Tamaé on ristiriidassa lauseen 218 kanssa.

Oletetaan, ettd h on sanan 6 suffiksi, kuten kuvassa 68d. Télléin A on
myo0s sanan u suffiksi. Koska A on my6s sanan u aito prefiksi, niin A on sanan

u reuna. TAméa on ristiriidassa sanan u reunattomuuden kanssa. ]

Edellisessd lemmassa on keskeisessa osassa tekijan u maksimisuffiksi jon-
kin leksikografisen jarjestyksen suhteen. Téllaiset maksimisuffiksit ovat myds

myohemmin tarkeéssd asemassa, koska niisté johdetaan lisdé pitkié reunatto-
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Kuva 6.9: Maaritelman G8 tekijat.

mia tekijoitd. Seuraavassa madritelméssa nimetédédn kriittisen tekijoihinjaon
lauseen B tapaan kaksi tekijin w maksimisuffiksia ja madritellaan lisdksi

naistd saatavia sanan w suffikseja luvun B tapaan.

Maaritelma 6.6. Olkoon w = v'uzuv kuten maaritelméassa 64. Olkoon <

aakkoston jérjestys ja <« sen kidnteisjarjestys. Olkoot lisdksi
e « sanan u <-maksimisuffiksi,

e [ sanan u <«-maksimisuffiksi,

Yo sanan uv a-suffiksi,

ys sanan uv (-suffiksi,

Ya, jOS Ya <s Ys,

y =
Yg, oS Yg <s Ya,

¢ € {a, B} ja liséksi ye = y, sekd
e 7 lyhyempi sanoista « ja 3.

Sana y on aina maéaéritelty, koska sekd v, ettd yz ovat sanan uv suffikseja.
Sanat « ja /3 ovat erisuuret, kun sanassa u esiintyy ainakin kahta eri kirjainta,
toisin sanoen kun |u| > 2. Télléin « ja  my6s alkavat eri kirjaimilla, joten
Yo ja yp ovat erisuuret, jos ne eivdt ole molemmat tyhjid sanoja. Sanan &
madritelmé on siis yksikésitteinen, jos y, ja ys ovat erisuuret. Seuraavan
esimerkin mukaan on mahdollista, ettd y, ja ys ovat tyhjid sanoja, jolloin

voidaan valita £ = « tai £ = .

95



a=1u a=1u Yo
N Y N

r Y e Y Y N

r

: L i s i
[ H ! H !
a” aba" baadiaba bia" ab a

T LI T 1
v’ U z U v

L |
I T

wap =:a" b:

|
I

(a) Téssd £ = = [ jay = yg.

r /Bzu N /Bzu Yyﬁ
: o a

)
P L Yo
e Yo e — Y

\ i -
! !
wap =:a" b a" ab a” ba a”
) T
v U z U v

L - R
[ ! !
;a;b a b a" a;b a":
T T T 1

(b) Téssd £ =v = a ja y = Ya.

Kuva 6.10: Méaritelméa 60 sovellettuna Assous’n—-Pouzet’n sanaan wap.

Esimerkki 6.7. Tarkastellaan esimerkin 623 tekijoihinjakoa, jossa u = bba
ja v = ba. Kun jarjestykset <1 ja <« maaritelldédn niin, ettd a < 0 ja b 4 a,
niin o = bba = u ja f = a. Néin ollen sekd a-suffiksi y, etta S-suffiksi yg

ovat tyhjid sanoja.

Jos méaritelméssa 68 oletetaan lisdksi, ettd ¢ on mahdollisimman lyhyt,
niin talléin lemman 64 mukaan « ja [ ovat myos sanan t'u <- ja <-maksi-

misufliksit.

Esimerkki 6.8. Assous’'n—Pouzet’n sanan tekijoihinjaoille saadaan nyt ku-
vassa B0 esitetyt tekijét, kun aakkoston {a, b} kaksi jarjestystd nimetaéan
niin, ettd b < a ja a €4 b. Lemmaa B33 ei voi soveltaa kumpaankaan sanan
wap tekijoihinjakoon, koska kummassakin tekijoihinjaossa « ja [ esiintyvét
vain kerran tekijassd uv. Lemmaa B4 taas voidaan kiyttaa kuvassa BI04,
koska t" on mahdollisimman lyhyt. Lemma ei kuitenkaan ilmaise téssa yhtaan

mitdan, koska ¢’ on tyhjé sana.

Miéaritelméasta 68 voidaan saada peilikuvaversio tarkastelemalla sanan w

peilausta.
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Kuva 6.11: Méaaritelméan 670 tekijat vastaavat maaritelman 64 tekijoita sa-

nan w peilaukselle (vertaa kuva B69).

Maaritelma 6.7 (Médritelmén B8 peilattu versio). Olkoon w = v'uzuw

kuten mééritelméassd 64. Olkoon < aakkoston jérjestys ja <« sen kddnteis-

jarjestys. Olkoot liséksi o', 5', y/,,, yj ne sanat, joiden peilauksille pétevit

seuraavat vaitteet:
e o/ on sanan u <-maksimisuffiksi,
e (' on sanan U <-maksimisuffiksi,
° yTa, on sanan v'u o/-suffiksi ja
° yT,B’ on sanan v'u B'-suffiksi.

Olkoot lisaksi

.y Yors 108 Yoy <p Ygrs
y/IB/J jOS y/ﬁ’ Sp y:va

o & € {d, '} jalisiksi yp, = ¢/, sekd
e 7/ lyhyempi sanoista o' ja (.

Néma sanat on esitetty kuvassa EI.

Koska méaritelmén mukaan y on sanan £ aito prefiksi, on se itse asiassa

my6s sanan yv &-suffiksi. Tarkastelu jakautuu nyt kahteen osaan sen mukaan,

onko |v| < |t| + |y| vai ei. Myos Assous'n—Pouzet’'n sanan tekijoihinjaot

jakautuvat néihin tapauksiin: kuvan G104 tekijoihinjaossa |v| = [t| + |y| ja

kuvan BI0H tekijoihinjaossa |v| > [¢| + |y|.
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Kuva 6.12: Lemman 68 mukaan jos |v| > [t| + |y|, niin sanalla w on ainakin
tekijin yzuvy ! pituinen reunaton tekiji.

6.3 Tapaus |v| > [t| + |y|

Téssd luvussa késitellddn tapaus, jossa |v| > [t| + |y|. Seuraava lemma an-
taa pitkdn reunattoman tekijin téssd tapauksessa. Tamé reunaton tekijé
saadaan tarkastelemalla sanan w £-kriittista prefiksid. Lemman muotoilu ei
kerro, miké saatu reunaton tekija on, mutta antaa sen pituudelle alarajan.

Tamaé alaraja on kuvassa 612 esitetyn tekijan pituus.

Lemma 6.6. Olkoot w = v'uzuv, t ja t’ kuten méaéritelméassia 64 ja olkoot

y ja v kuten mééaritelméssid 68. Jos |v| > |t| + |y|, niin 7(w) > |yzuvy ™|

Todistus. Todistetaan, ettéd sanalla w on reunaton tekiji, jonka pituus on ai-
nakin tekijin yzuvy ! pituus. Olkoon |v| > [t| + |y|. Téllsin y on lyhyempi
kuin v. Lauseen 622 mukaan sanan w &-Kkriittinen prefiksi on ainakin yhté pit-
ki kuin wy~!. Koska y <, v, voidaan sanan w &-kriittinen prefiksi kirjoittaa
muodossa

v'uzuvgd,
missé vy on sanan v aito prefiksi, d on kirjain ja |vod| > |v| — |y|. Olkoon g
sanan v'uzuvy &-suffiksi. Lauseen 623 mukaan talloin

[V uzuvg| — |g| = me(V'uzuvg) < we(vV'uzuved) = [V'uzu| + Jv| — |yl

Tamaé tilanne on esitetty kuvassa EI3. Todistus jakautuu nyt eri osiin sen

mukaan, onko & sanan v'uzuvgd suffiksi vai ei.

Oletetaan ensin, ettd gd = £. Télloin saadaan kuvan 614 tilanne. Koska

v esiintyy nyt kahdesti sanassa v, lemman B2 mukaan sana wuzuvgd on
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Kuva 6.14: Kun gd = &, niin £ on tekijan £vod reuna. Talloin lemman 63
mukaan uzuvgd on reunaton.

reunaton. Koska |u| > || ja |ved| > Jvy~!|, saadaan nyt

7(w) > Juzuved| > |yzuvy ™.

Oletetaan sitten todistuksen loppuun asti, ettd gd # £. Télloin sanalla &
on prefiksi gc, missé ¢ on kirjain ja ¢ # d. Nyt joko ¢ <1 d tai d < ¢, missé
jalkimmaéinen tapaus itse asiassa palautuu edelliseen tapaukseen.

Oletetaan, ettd ¢ <1 d. Tarkastellaan tekijaa Szuvgd. Jos se on reunaton,

niin sijoittamalla epdyhtalot [3] > |v] ja |ved| > |vy~!| saadaan
7(w) > |Bzuved| > |yzuvy ™!,

miké on lauseen viite. Jatkossa oletetaan, ettd tekijalla Szuvyd on reuna.
Oletetaan nyt, ettd ¢ < d ja tekiji Szuvgd ei ole reunaton. Olkoon hd
tekijan Szuvpd lyhin reuna. Sanat g ja h ovat saman sanan suffikseja, sekd (8

ja h ovat saman sanan prefiksejd. Todistus jakautuu nyt kolmeen tapaukseen:
(i) h<sgjah<,p,
(ii) g <s hja h <, B, seki
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Kuva 6.15: Lemman B8 todistus, kun h <; g ja hd <, §. Tama tapaus
johtaa ristiriitaan.

5 5 g vod .
L U/ 1 u ; Z 1 u ; U : ]
hd i hd
-
gd

Kuva 6.16: Lemman B8 todistus, kun g <¢ h ja hd <, B. Tamé tapaus
johtaa ristiriitaan.

(iii) B8 <, h.

(i) Oletetaan, ettd h <; g ja h <, . Téamé& on esitetty kuvassa EI3.
Koska hd <, B ja d < c, niin [ € hc. Lemman 214 mukaan hc ei voi olla
sanan u tekijéd, koska § on sanan u <«-maksimisuffiksi. Toisaalta saadaan
prefiksi- ja suffiksiketju

he <g gc <, § <s u,

jonka mukaan hc on sanan u tekija. N&in on saatu ristiriita.
(i) Oletetaan, ettd g <5 h ja h <, f. Téama4 tilanne on esitetty kuvas-
sa B18. Nyt saadaan prefiksi- ja suffiksiketju

gd <s hd <, B < u,

joten gd on sanan u (aito) tekiji. Lemman P14 mukaan nyt gd < « ja gd 4
B. Seuraavaksi nédytetddn, ettd riippumatta sanan £ valinnasta paadytdan
ristiriitaan.

Oletetaan, ettd £ = a. Koska nyt gc <, o ja ¢ < d, niin a < gd. Tama
on ristiriidassa kaavan gd < « kanssa.

Oletetaan, ettd & = B. Télldin hd on sanan £ prefiksi, joten A on sanan
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Kuva 6.18: Bvg <s h

¢ aito prefiksi. Liséksi A on sanan v'uzuv, suffiksi, joka on pidempi kuin g.

Taméa on ristiriidassa sen kanssa, ettéd g on sanan v'uzuvy £-suffiksi.

() Oletetaan, ettd 8 <, h. Tamé on esitetty kuvassa BI1. Sana hd on
lyhimpéné reunana reunaton ja se esiintyy kahdesti sanassa w, joten |hd| <

|u|. Sanat hd ja [Sved ovat kumpikin sanan uvyd suffikseja.

Oletetaan, ettd fvy <g h, kuten kuvassa BI8. Talloin S esiintyy kaksi
kertaa sanassa u, koska § on sanan hd prefiksi ja |hd| < |uvg|. Td&mé on
ristiriidassa sen kanssa, ettd § on sanan u <«-maksimisuffiksi.

Oletetaan, ettd h = Bvg. Koska t = v A, zu, niin St = fv A, Bzu. Koska
hd on sanojen [Bzu ja fv yhteinen prefiksi, niin hd on sanan [t prefiksi.

Koska nyt hd = [uvgd, saadaan, ettd vgd on sanan t prefiksi. N&in ollen

lvod| < |t]. Koska sanan vyd méérittelyn mukaan |vod| > |v| — |y|, saadaan

hd hd
1 U/ | u ; Z | u | U |
— i

Kuva 6.19: h = fvgd
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Kuva 6.20: h <4 By

nyt sijoittamalla johdetuksi kaava
o] < [vod] + [y| < [t] + |y],

joka on ristiriidassa lemman oletuksen kanssa.

Oletetaan, ettd h <g [vg. Talloin maksimisuffiksi § esiintyy kahdes-
ti sanassa [v, kuten kuvasta ilmenee. Lemman B mukaan sana
uz(uvgh™')3 on reunaton. Nyt kiyttamélla epayhtalsita |u| > |hd|, |8] > |7
ja |[v| < |ved| + |y| saadaan johdetuksi

7(w) > |uz(uveh™)p| (uz(uvoh™')3 on reunaton)
= [uf + [zuve| — || + 5]
2 A +[d] + |zuvo| — [R[ + (8] (Jul = [hd])
= |Bzuvyd|
> |yzuvy ™, (18] = I ja o] < vod]| + [yl)

mika on lauseen véite.
Lemman véite on nyt todistettu tapauksessa, jossa ¢ < d. Tapaus d < ¢
on samanlainen, koska tilloin ¢ 4 d ja todistus saadaan vaihtamalla 3 ja «

keskendan sekd <1 ja <« keskendédn. Néin ollen lemma on todistettu. [

Lemmasta 68 saadaan myo6s peilaamalla seuraava versio.

Lemma 6.7 (Lemman B8 peilattu versio). Olkoot w = v'uzuwv, t ja t’ kuten
mééritelméssd B4 ja olkoot y' ja ' kuten méaritelméssa 624. Jos |v/| >

|+ |/, niin 7(w) > |(y) "' uzy]
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Kuva 6.21: Assous’n—Pouzet’n sanalla wap on lemman B8 mukainen reuna-
ton tekijé.

Esimerkki 6.9. Assous'n—Pouzet’n sanan kuvan 6220 tekijoihinjaossa pétee
tamén luvun ehto |v| > |t|+|y|. Seuraavassa kdydaan lapi lemman B8 todis-
tus télle tekijoihinjaolle. Téssé tekijoihinjaossa &€ = v = a = a"*! ja y = a™
Sanan wap a-kriittinen suffiksi on v'uzub, joten vy = € ja d = b. Sanan v'uzu
a-suffiksi on ¢ = a”. Koska a"b # a™*!, ollaan tilanteessa gd # ¢. Télloin
¢ = a. Koska b < a, niin d < ¢. Joudutaan siis vaihtamaan todistuksen mer-
kintdja. Reunaton sana saadaan heti ensimmaisené vaihtoehtona, koska sana
azuvgd = a"2ba™ba™ b on reunaton. TAmé sana on sama kuin lemmassa

mainittu yzuvy L.

6.4 Tapaus |[v| < |t|+ |yl jat#v

Téssé luvussa kiisitelldén tapaus, jossa |v| < [t|+|y|. Lisdksi oletetaan, etté v
ei ole sanan zu prefiksi. Pitkéd reunaton tekija annetaan lemmassa 69. Tamé
tekija saadaan tarkastelemalla sanan w erdén pitkén suffiksin kriittista pre-
fiksia tietyn maksimisuffiksin suhteen. Juoksevana esimerkkiné tarkastellaan
Assous'n-Pouzet’'n sanan tekijéihinjakoa.

Seuraava méaritelméd on voimassa ilman oletusta |v| < |t| + |y|. Koska
v ei ole sanan zu prefiksi ja zu ei voi olla sanan v prefiksi, voidaan nimeté

ensimmaiset kirjaimet, joilla kumpikin tekija eroaa yhteisen prefiksin jalkeen.

Maaritelméa 6.8. Olkoon ¢ # v. Olkoon a ja b ne kirjaimet, joille ta <, zu
ja tb <, v. Olkoon < jokin jarjestys, jonka suhteen a on aakkoston A
maksimialkio. Olkoon § sana, jolle da on tekijan t'uta <1°~maksimisuffiksi.

Néama tekijat ovat kuvassa G222
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Kuva 6.22: Méaritelmi BX. Sana ¢ valitaan niin, ettd da on sanan t'uta
<%-maksimisufliksi.
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Kuva 6.23: Méaritelmé B8 sovellettuna Assous’n—Pouzet’n sanaan wap.

Esimerkki 6.10. Kuvassa 6223 on maéaritelmén B3 tekijat sanalle wap.

Téamén luvun loppun asti oletetaan, etta |v| < |[t|+]|y|. Seuraavan lemman
mukaan t&lloin jokainen sanan t'uv tekija on leksikografisesti vihemmén kuin

da jarjestyksen <* suhteen.

Lemma 6.8. Olkoon |v| < [¢t| + |y| ja t # v, sekid olkoot 4, a ja <* kuten

maaritelméssa 6. Jos f on sanan t'uv tekija, niin f <* da.

Todistus. Sanalla t'uv on prefiksind t'ut ja suffiksina y. Jos f on prefiksin
t'ut tekijé, niin viite seuraa suoraan lemmasta Z14. Jos taas f on suffiksin y

tekija, niin se on myos sanan £ tekija ja edelleen sanan u tekija, jolloin véiite
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Kuva 6.24: Tapaus, jossa sanan t'uv prefiksi t'ut on limittain tekijan f esiin-
tyman kanssa.
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Kuva 6.25: Lemman 69 mukaan sanan t'uta da-maksimisuffiksi ys on ly-
hyempi kuin ¢~!v ja sana 6(¢'zu)vy; ' on reunaton.

seuraa jélleen lemmasta 2214, Jéljelle jaa nyt tapaus, jossa f alkaa tekijassé
t'ut ja loppuu tekijassd y. Itse asiassa todistetaan yleisempi tapaus, jossa f
ei ole sanojen t'ut eiké t~!v tekiji.

Oletetaan, etta t'ut ja f ovat limittain kuvan mukaisesti ja f’ on nai-
den sanojen limittyvé osa. Toisin sanoen sanalla t'ut on suffiksi f’, jolle f'b on
sanan f prefiksi. Koska b <1 a, niin talléin f <* f’a. Toisaalta f’a on sanan
t'uta suffiksi, joten f'a <% da, koska da on sanan t'uta <1*-maksimisuffiksi.

Viite saadaan nyt ketjusta
f<® fla <% da. O

Esimerkki 6.11. Kuvan 6233 tekijoihinjaossa da = a2, ja tdméi on ko-
ko sanan pisin kirjaimen a potenssi. Sanan t'uv pisin kirjaimen a potenssi
on a"*!. On siis selvii, ettd jokainen sanan t'uv tekiji on jirjestyksen <1®

suhteen pienempi kuin da.

Seuraava lemma antaa pitkdn reunattoman tekijan, kun tdmén luvun ole-

tukset |v| < |t|+|y| jat # v ovat voimassa. Lemman tilanne on kuvassa G23.
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Kuva 6.26: Lemman B9 vastaoletus, etté |ys| > |v| — |¢].

Lemma 6.9. Olkoon |v| < || + |y| ja t # v, sekd olkoot 0 ja a kuten
mééritelméssd B8. Olkoon ys sanan w da-suffiksi. Talloin |ys| < |v| — || ja

sana 6(t"'zu)vy; ' on reunaton.

Todistus. Aluksi todistetaan véitteen epayhtélo |ys| < |v| — |¢t|. Tehddén
vastaoletus, ettéd |ys| > |v| — ||, kuten kuvassa B28. Talloin sanalla t'ut on
suffiksi g, joka on my06s sanan ys prefiksi. Néin myos tob on sanan ys prefiksi
ja edelleen sanan da aito prefiksi. Koska b <® a, niin talléin da <® tga. Tama
on ristiriidassa sen kanssa, ettd da on sanan t'uta <®-maksimisuffiksi, koska
toa on sanan t'uta suffiksi. Nain on todistettu epayhtalo |ys| < |v| — |t].
Sana y; on siis sanan ¢~'v aito suffiksi. Nyt ys; on myds sanan (¢t~ 'zu)v
da-suffiksi. Olkoon z sanan §(t~'zu)v da-kriittinen prefiksi. Lauseen B2

mukaan se on tilldin pidempi kuin 6(¢t~'zu)t, joten voidaan kirjoittaa
r = §(t " zu)tvsd,

missi vs on sanan ¢~ v aito prefiksi, d on kirjain ja |tvsd| > |v| — |ys|. Olkoon

nyt ¢ sanan xd ! da-suffiksi. Lauseen E23 mukaan talloin
|zd ™ — |g] < [6(t™ zu)v] — |ys].

Tamaé tilanne on esitetty kuvassa B224.
Lemman B8 mukaan da ei ole sanan t'uv tekija. Koska toisaalta gd on

sanan t'uv tekijé, niin lemman B8 mukaan
gd <% da. (6.4)
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Kuva 6.27: Sanan ¢ esiintymé ulottuu enemmén vasemmalle kuin ;.
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b) Sana ¢’ on sanan t'uta tekija.
(a) Tapaus, jossa vsd ja ys ovat limittéin. (b) 9 )

Kuva 6.28: Jos [tvsd| > |v| — |ys|, niin pdédytéén ristiriitaan.

Sanan g maédritelmén mukaan on olemassa jokin kirjain ¢, jolle gc <, da.
Lisiksi lauseen 623 mukaan ¢ # d, koska muuten sanojen x ja xd~! da-periodit
olisivat samat. Néin ollen gd ei ole sanan da prefiksi, joten kaavan (64)
mukaan d <? c.

Todistetaan seuraavaksi, ettd epayhtalossa |tvsd| > |v| — |ys| vain yhté-
suuruus on mahdollinen. Oletetaan, ettd [tvsd| > |v| — |ys|. Talléin vsd
ja ys ovat limittdin kuvan mukaisesti. Télloin on jokin sana ¢, jolle
(vsd(g'd)')ys = t~'v. Koska g’d on sanan y; prefiksind sanan da aito pre-
fiksi ja d <* ¢, saadaan kaava da <® ¢’c. Tamé on ristiriidassa lemman 214

kanssa, koska ¢’c on sanan t'uta tekija ketjun
g'c < gc <, da < tuta

mukaan (kuten kuvassa E28H) ja da on sanan t'uta <1“-maksimisuffiksi.

Néin ollen |tvsd| = |v| — |ys|, mikd tarkoittaa, ettd v = tvsdys. Tama on
esitetty kuvassa E29. Nyt z = §(tLzu)oy; '

Lopuksi todistetaan, ettd x on reunaton. Tehdaan vastaoletus, ettd x ei

ole reunaton. Olkoon till6in A sen lyhin reuna. Téll6in |h| < |u|, koska h on
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Kuva 6.29: Tapaus, jossa |tvsd| = |v| — |ys].
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jaolle, jossa oletus |v| < || + |y| on voimassa.

reunaton ja esiintyy kahdesti sanassa w. T#llsin |h| < |uvy; |, joten
h <s uvy; . (6.5)

Maaritelméan 623 mukaan
Tsale) = o], (6.6)

koska x on itsensé da-kriittinen prefiksi. Sanat da ja h ovat nyt sanan x pre-
fiksejé. Jos h <, da, niin sanan x da-suffiksi on epatyhjé, mikd on ristiriidassa
yhtélon 68 kanssa. Nain ollen da <, h. Yhdessd kaavan 63 kanssa tdma
tarkoittaa, ettd da on sanan wv tekiji. Tama& on ristiriidassa lemman B8

kanssa. Nain on saatu todistetuksi lemman molemmat vaitteet. O]

Esimerkki 6.12. Kuvassa 630 on edellisen lemman pitkd reunaton tekijé
sanalle wap. Tissd tapauksessa g = 6 = a1, d = b ja ¢ = a. Saatu
tekija a"2ba"ba™ b on sama kuin kuvan BZ21 tekiji, joka saatiin toisesta
tekijoihinjaosta lemmalla E8. Téama tekija on itse asiassa toinen sanan wap

pisimmista reunattomista tekijoista.

Lopuksi esitetdan tuloksia sanan w tekijoiden pituuksista.
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Kuva 6.31: Maaritelma 69

Lemma 6.10. Olkoon t # v, ja olkoon ¢ kuten mééritelméassa BR. Talloin
18] > [t| + [t'| — 2.

Todistus. Jos |t| + |[t'| — |z| < 0, niin viite seuraa suoraan. Oletetaan nyt,
etta [t| 4+ |¢'| — |z] > 0. Talloin sanan wzu prefiksi uta ja suffiksi t'u ovat
limittéin, joten on olemassa jokin epéatyhjéa sana h, joka on sanan uta suffiksi
ja sanan t'u prefiksi ja jolle |h| = |ta| + || — |z|. Néin ollen h on sanan t'uta
reuna, koska t'u on sanan t'uta aito prefiksi. Lauseen I8 mukaan da on

pidempi kuin h, koska da on sanan t'uta <1®~-maksimisuffiksi. Néin ollen
6] = [A] > [t] +[t'] = [2]. O

Ehdot |v| < |t|+]y| ja t # v ovat ekvivalentteja sen kanssa, ettd sanan uv
prefiksi utb ja suffiksi y ovat limittdin. Erityisesti sanat utb ja y, ovat myos

limittdin. Né&in ollen voidaan tehdé seuraava méaarittely.

Madritelmi 6.9. Olkoon |v| < |t| + |y| ja t # v, sekd olkoon y, kuten
maaritelméssd 68. Olkoon talloin sana f sanan vy, prefiksi ja sanan ut suf-
fiksi, jolle uv = utf'y,. Toisin sanoen f = y,(t~'v)~!. TAmé& on esitetty
kuvassa B3

Edellisen mééritelméan mukaan |t| = |v| — |ya| + | f]. Koska y, on sanan

« aito prefiksi, saadaan seuraava lemma.
Lemma 6.11. [t| > |[v| — |a| + |f].

Seuraavassa lemmassa oletetaan, ettd £ ja y on saatu madritelméassa 64

kayttamalla jarjestystéd, jossa kirjain a on maksimi. Lemma antaa sanan
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(b) Vastaoletus, jonka mukaan | f| < |¢|+

(a) Lemman GT2 viite #] — |2|

Kuva 6.32: Lemman EI2 viite [a] ja sen vastaoletus [b]. Pituus [¢|+|t'| —|z]
on sanan t’ vasemman péa#tepisteen ja sanan ¢ oikean péaitepisteen vilinen
etaisyys.

f pituudelle saman alarajan kuin lemma B0 sana ¢ pituudelle, jos t’ on

mahdollisimman lyhyt. Lemman viite on esitetty kuvassa 6Z324.

Lemma 6.12. Olkoon |v| < [t| + |y| ja t # v, missé y on mééritelmén 68
mukainen ¢-suffiksi, kun vaadittuna jarjestyksend kiytetdan méaaritelman 68
mukaista jarjestystd <1®. Olkoon f kuten mééritelméassd 69. Talloin jos ¢/

on mahdollisimman lyhyt, niin
1> [t + ('] = =],

Todistus. Tehdéén vastaoletus, etté |f| < |t|+|t'| — |z|, kuten kuvassa B32H.
Talloin fa on sanan t'u tekija. Koska fb on sanan y, prefiksi ja v, on sanan
a (aito) prefiksi sekd b <% a, saadaan, ettd o <* fa. TAm& on ristirii-
dassa lemman P14 kanssa, koska lemman B4 mukaan « on myos sanan t'u

<*-maksimisuffiksi. ]

Esimerkki 6.13. Kuvassa 633 on esitetty tekija f sanan wap vasemman-
puoleiselle tekijoihinjaolle. Voidaan néhdé, ettd lemman B viite on voi-
massa, koska |t| = n+1>n = |v|—|a|+]|f|. Lemmojen 610 ja 612 viitteet

ovat my0s voimassa, koska |d| = |f| =n+1ja [t| + |t'| — |2] = n.
Kuten lemmalla B8 myos lemmalla B9 on peilikuvaversio, joka saadaan
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Kuva 6.33: Maaritelman 69 tekija f sanalle wap on sama kuin ¢.

tarkastelemalla sanan w peilauksen tekijoihinjakoa w = 7uZu v’ ja méiirit-

telemalld sille samanlaiset tekijat kuin sanalle w.
Lemma 6.13 (Lemman B9 peilattu versio). Olkoon ¢’ # v’. Olkoon t&lléin
e o' se kirjain, jolle a't’ < uz,
e ' sana, jolle 6’a’ on sanan a/t'ut = tut a’ <*-maksimisuffiksi,
e yj5 sana, jolle y_(’s, on sanan w ¢'a’-suffiksi ja
e < jokin aakkoston jarjestys.

Olkoon |v'| < |¢'| + |¢/|, missd 3’ on lyhyempi sanan w suffikseista sanan
u <- ja <-maksimisuffiksien suhteen. Télloin |y5| < [v/| — || ja sana

(y5) " 0 (uz(¥')~1)d" on reunaton.

6.5 Paatulos

Téassé luvussa todistetaan luvun B ja koko tutkielman paédlause 613, Seuraa-
vassa lemmassa kasitelladn lukujen 623 ja B4 tapaukset. Sen mukaan kaava

lw| > %T(w) ei voi olla voimassa, jos t # v tai t' # v'.

Lemma 6.14. Olkoon w = v'uzuv méaaritelmén 64 mukainen tekijoéihinjako,
t = zu/N,vjat = uzAsv'. Olkoon lisdksi ¢ # v tai t' # o’. Talloin

T(w) > $|w|

Todistus. Tehdaan vastaoletus, etta
3
T(w) < —|w|. (6.7)
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Kuva 6.34: Tapaus, jossa t <, v ja t' =’

Todistus jakautuu osiin yhtaaltd sen mukaan, ovatko oletukset ¢ £ v ja t' #
v" voimassa samanaikaisesti, ja toisaalta sen mukaan, onko |v| > [t| + |y|
(tai symmetrisesti |v'| > |t/| 4+ |y/|). Kussakin tapauksessa todistetaan, etté
kyseisistd oletuksista seuraavat epéayhtélot eivit voi olla voimassa samaan

aikaan kuin vastaoletus.

Tapaus 1: joko t # v tai t' # v'. Tapaukset (t # v jat = V') ja (t = v
ja t' # v') ovat symmetrisid, koska huomautuksen Bl mukaan tapauksesta
toiseen pédstddn kisittelemilld peilisanaa w. Voidaan siis olettaa, ettd ¢ # v
ja t' = v/, kuten kuvassa 634. Oletetaan myos, ettd ¢’ on mahdollisimman
lyhyt. Koska ¢’ = v/, on nyt valittu tekijéihinjako, jossa muotoa uzu oleva

tekija esiintyy mahdollisimman vasemmalla.

Tapaus 1.1: |v| > |t|+]y|. Lemman EB mukaan 7(w) > |yzuvy!|. Oletetaan
ensin, ettd [v/| < |v|. Madritelmédn 68 mukaan |y| > |y|. Sijoittamalla

saadaan nyt johdetuksi
T(w) > |yzuvy ™|

> |zuv|
1

= §(lzuv| + |zuv])
1

2 5 ([zuv] 4 [2] + [u] + |v'])
1

> 5 ([v] + [ul + [zuv])
1

= 5’“”

> 2,
7
miki on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa.
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Oletetaan sitten, ettéd [v'| > |v|. Oletetaan talldin aluksi, ettéd |yz| < |[v/],
toisin sanoen |yz| < |t/|. Koska vz ja ¢’ ovat kumpikin sanan uz suffikseja,
on nyt vz sanan ¢’ suffiksi. Né&in ollen vzu on sanan t'u suffiksi. Olkoon
< jarjestys, jolle v on sanan u <l-maksimisuffiksi. Lemman 64 mukaan ~
on myos sanan t'u <\-maksimisuffiksi. Tdméa on ristiriidassa sen kanssa, etta

v < vzu, koska yzu on sanan t'u suffiksi.

Oletetaan nyt, ettéd [v'| > |v| ja |yz| > [v'|. Nyt saadaan johdetuksi

r(w) > |yzuvy ™|

1

= 2 @bzl + 2(ful + o] ~ o)
1

> (0] + bl 4+ 1]+ 2l + 2fe] — 20g]) (Koska 12] > [o'])
1

> (0] + Iyl + 121+ 2Jul + 2] — 2yl) (koska 11| > [y)
1

> (00l 2]+ Jol [yl — lyl)  (oska Jo] > 11 + ] > Iy
L

= —|w
2

> 2wl
— W
7 b

mikéa on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa.

Tapaus 1.2: |v| < |t| + |y|. Lemmasta 610 saadaan nyt epayhtélo
Ly = 10| —|t| = |t'| +]z| =1 >0.
Lemman B9 mukaan

T(w) > |6t zu)vy; |
= 6] = [t] + |2| + [u] + |v] — |ys] (6.8)
> 6] = [t] + |z| + [u + |[v] = o] + [¢| + 1 (koska |ys| < [v| — [t] — 1)
= 0| + |z + |u| + 1.
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Koska vastaoletuksen mukaan 7(w) < 2|w|, saadaan epéyhtilo
3|v'| + 6|ul + 3|z] + 3Jv| > T|6| + 7|z + T|u| + 7,
joka saadaan termeja siirtelemalld muotoon
Lo := 3J]V| — |u|] — 4]z| + 3|v| — 7|6] = 7 > 0.

Toisaalta koska mééritelmén mukaan |ys| < |4/, niin sijoittamalla kaavaan 68
saadaan epayhtalo
T(w) = =[t[ +[z] + |u| + |v],

joka vastaoletuksen 7(w) < 2|w| kanssa tarkoittaa, ctté
3| + 6|ul + 3|z] + 3|v| > =T|t| + 7|z| + T|u| + 7|v]|.
Termeja siirtelemalla saadaan nyt epayhtélo
L3 := 3| — |u] — 4]z] — 4]v| + 7]t] > 0.
Kun lausekkeeseen L sijoitetaan oletus |t'| = |v'|, saadaan
Ly =10 —|t] = ||+ || =1 >0.

Nyt voidaan huomata, etté

21L7 + 4Ly +3L3 = —7(Ju| + |z| + 0] + 7).

Tama on ristiriita, koska yhtélon vasen puoli on epénegatiivinen ja oikea

puoli negatiivinen.

Tapaus 2: t # v jat' # v'. Symmetrian vuoksi voidaan olettaa, etté [v'| < |v].

Oletetaan ensin, ettd |v| > [t| + |y|. Télléin lemman BB mukaan 7(w) >
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Kuva 6.35: Tapaus, jossa seké t # v ettd t' # v'.

[yzuvy™!|. Kéyttamalld nyt epiayhtilod |y > |yl ja oletusta [v’| < |v| saadaan

1
rzuvy™] > zun] = 5(212] + 2lul + 2Jo])

1
> §(|Z] + 2|u| + 2|v|)

1 1
> (14 2lul + o] + 1)) = Sl
> 7(w).

Tamé on ristiriita, koska nyt on johdettu, ettd 7(w) on itseddn pienempi.
Voidaan siis olettaa, ettéd |v| < |t| + |y|, jolloin voidaan kiyttdd luvun 64
lemmoja 68612, Tapauksessa 2 johdettiin lausekkeet Ly, Lo ja L3 kéyt-
tamattd yhtalod [v/| = |v|. Néin ollen ne ovat epénegatiivisia aina kun
|v| < |t|+ |y|. Toisin sanoen Ly, Lo, L3 > 0 ovat voimassa my0s téssi tapauk-

sessa. Lemmasta B0 saadaan kiyttamalld epayhtdlod |o| < |u| epayhtélo
Ly = t] = ol + |ul = |f] =1 =0.

Oletetaan nyt, ettd ¢ on mahdollisimman lyhyt. T&lléin lemmasta 612 saa-

daan
Ls = |fl = [t| = [t'| +|z| =1 >0.

Tarkastelu jakautuu nyt kahteen osaan sen mukaan, onko [v'| > |t/| + |¢/|.

Niissa kiytetdan lemmojen symmetrisia versioita.

Tapaus 2.1: |v'| > |[t'| + |¢/|. Nyt lemman 62 mukaan 7(w) > |(y/) " v'uzy'].
Kéyttamalld vastaoletusta 7(w) < 2|w| ja suoraan mééritelmésté saatavaa

epayhtéloa |y'| > |y'| + 1 saadaan epayhtalod
30| + 6lul + 3|z| + 3|v| > 7|V| + T|u| + 7)z| + 7,
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josta termeja uudelleenjarjestelemélld saadaan epayhtalo
Lg := —4|v'| — |u| — 4|z| + 3|v| = 7 > 0.

Nyt on tarkoitus saada yhtéaloista

L= —|t| —|t]| +lz|  +|0] —1
Ly = || +3v] —|u| —4|z| —T7|4] —7
Ly=T[t| 3| 4] —[ul —4]z|

Ly= [t —[v] +lul —|fl -1
Ly = —[t| —[t| +2] +Hfl -1
L¢ = —4P'| 43| —Ju| —4|z| -7

kertomalla positiivisilla luvuilla ja summaamalla ristiriitainen kaava. Voi-

daan nahda, etta

Tastéd saadaan ristiriita, koska yhtalon vasen puoli on epédnegatiivisten arvo-

jen summa ja oikea puoli on negatiivinen.

Tapaus 2.2: |V'| < |[t'| + |¢/|. Lemmasta 613 saadaan kiyttaméalld vastaole-
tusta 7(w) < 2|w| ja epéyhtilod |6'] > |yy| johto

3

ol 2 m(w)

v

—lysr |+ V] + Jul + |2] = [t'] + |0
> V'] + [l + 12 = £].

Sijoittamalla tdhdn w = v'uzuv ja kertomalla puolittain luvulla 7 saadaan

epayhtalo
30| + 3|v| + 6|u| + 3|z| > 7|V + T|u| + 7|z = 7|t],
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joka saadaan muotoon
Ly := —4|v'| + 3Jv| — |u] — 4]z + 7|t'| > 0.

Nyt yhtaloiden

Li= —[t[ —[¥| +lz[ - +ld] —1
Ly = | +3lv| —lu| —4|z] —T7|d] —7
Ly=T[t] 3| 4] —ul -4z
Ly= [t —[v] +lul —|fl -1
Ly = —t| =[] +|2] +fl -1
L; = +71t] 4| +3|v| —|u| —4]|z]

lausekkeet ovat epénegatiivisia. Nyt voidaan ndhda, etta

Tamaén yhtalon vasen puoli on epanegatiivinen, mutta oikea puoli on nega-

tiivinen, joten on paadytty ristiriitaan.

Jokaisessa tapauksessa on nyt paadytty ristiriitaan, joten lemma on to-
distettu. O

Esimerkki 6.14. Lemman BI4 oletukset ¢t # v ja t' # v’ ovat voimas-
sa kummassakin sanan wap tekijéihinjaossa. Viite 7(wap) > %‘UJApl pitaa

paikkansa, koska 7(wap) = 3n + 6 ja

2
%mp\ _ %(m F10)=3n+ 42,

Nyt voidaan todistaa tdmén tutkielman pédlause. Ylla todistetun lem-
man 614 mukaan jos t # v tai t’ # v/, niin sanalla w on reunaton tekiji, joka
on pidempi kuin £|w|. Lauseen todistuksessa riittéa siis kéisitelld tapaukset,

joissat =v jat =v'.
Lause 6.15. Olkoon w epityhjé sana. Jos [w| > £ 7(w), niin 7(w) = 7(w).
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Kuva 6.36: Jos v <, zu ja v <g wz, niin sana v'uzuv on sanan uzuzuzu
tekija.

Todistus. Jos jokainen sanan w kirjain esiintyy vain kerran, niin w on reu-
naton ja 7(w) = m(w) = |w|. Voidaan siis olettaa, ettd ainakin jokin sanan
w kirjaimista esiintyy ainakin kaksi kertaa. Talloin sanalla w on méaritel-

mén 64 mukainen tekijéihinjako w = v'uzuwv.

Oletetaan, ettd [w] > %7(w). Tilldin lemman 614 mukaan ¢ = v ja
t' = '. Tamaé tarkoittaa, ettd v on tekijan zu aito prefiksi ja v’ on tekijan
uz aito suffiksi. Tamé tilanne on esitetty kuvassa B38. Sana w on télloin

sanan uzuzuzu tekija.

Sanalla uzuzuzu on jakso |uz|, joten m(uzuzuzu) < |uz|. Télléin lem-

man 210 mukaan m(w) < |uz|. Jos m(w) < |u|, niin saadaan epayhtéloketju
m(w) < |u| = r(w) < 7(w) 77 (w),

jonka mukaan 7(w) = 7(w) = |u|. Voidaan siis olettaa, ettd |u| < m(w) <
luz|. Tami tarkoittaa erityisesti, etta z ei ole tyhja sana.

Olkoon rs sanan u kriittinen tekijoihinjako. Koska u on reunaton, niin
lemman BE=4 mukaan sanan u konjugaatti sr reunaton, silla on kriittinen te-
kijoihinjako s.r ja sanat s ja r eivat limity eivatké ole toistensa tekijoité.
Seuraavaksi siirrytdédn tarkastelemaan sanan uz konjugaattia szr.

Oletetaan ensin, ettd szr on reunaton. Talloin |szr| < 7(w), joten saa-

daan epayhtaloketju

m(w) < |uz| = [szr] < 7(w) < 7w(w).

Néin ollen 7(w) = 7(w) = |uz|, mikd on lauseen viite.
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(a) Jos |h| < |ul, niin s ja 7 limittyvat. (b) Jos |h| = |u|, niin r <, z ja s <g h.

Kuva 6.37: Tapaukset, joissa s <, h ja r <g h.

Oletetaan todistuksen loppuun asti, ettd sana szr ei ole reunaton. Olkoon
h sen lyhin reuna. Téalléin |h| < |u|, koska |u| = mo(w). Sanalla szr on nyt
yhteisind prefikseiné sanat h ja s seké yhteisiné suffikseina A ja r. Jos h on
sekd sanan s prefiksi ettd sanan r suffiksi, niin h on sanan sr reuna. Sana sr
tiedetddn kuitenkin reunattomaksi, joten s on sanan h aito prefiksi tai r on
sanan h aito suffiksi.

Jos s <, h ja h <, r, niin s on sanan r tekija. Jos vastaavasti h <, s ja
r <g h, niin r on sanan s tekiji. Kumpikin tapaus on ristiriidassa lemman 22

kanssa. Niin ollen sekd s <, h ettd r <s h. Jos |h| < |ul, niin s ja r ovat

limittdin sanassa h kuvan B237a mukaisesti, koska |s| + |r| = |u|. Néin ollen
|h| = |ul|, jolloin 7 on sanan z prefiksi ja s on sanan z suffiksi kuvan EZ37H
mukaisesti.

Vaite 6.15.1. Joko ainakin toinen sanoista uz ja zu on reunaton tai u on

sanan z prefiksi ja suffiksi.

Viitteen todistus. Oletetaan, ettd uz on reunaton. Koska z on epétyhja sana,
niin v ei sanan uz suffiksi. N&in ollen erityisesti u ei ole sanan z suffiksi.
Vastaavasti saadaan, ettd jos zu on reunaton, niin u ei ole sanan z prefiksi.

Oletetaan, ettd v <, 2z ja u <g z. Talloin v on sanojen zu ja uz reuna,

koska sanat uz ja zu onat pidempia kuin w. O
Lauseen todistus jatkuu nyt késittelemalld apuviitteen BIo7 tapaukset.

Tapaus 1:. Oletetaan, ettd uz tai zu on reunaton. Télloin saadaan epéayhtéa-
loketju
m(w) < ful + [2] < 7(w) < 7w(w),

josta seuraa lauseen viite 7(w) = 7(w).
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Kuva 6.38: Jos u on sanan z prefiksi ja suffiksi, niin joko u = 2 tai u on
sanan z lyhin reuna.

Tapaus 2:. Oletetaan, ettd w on sanan z prefiksi ja suffiksi. Mahdolliset
tapaukset on nyt esitetty kuvassa G233.
Oletetaan, ettd u = z. TAlloin w on sanan u” tekiji, jolloin lemman 210
mukaan 7(w) < |u|. TAm4 on ristiriita, koska on oletettu, ettd m(w) > |ul.
Oletetaan todistuksen loppuun asti, ettd u # z. Téalldin u on sanan z
lyhin reuna. Tamaé tilanne on esitetty kuvassa 6E238H. Koska u ei voi limittyé

itsensé kanssa, voidaan w nyt kirjoittaa muodossa
w=v'u'Zuv, (6.9)

missé i,j > 2 ja u ei ole sanan z'u prefiksi eikd sanan wuz’ suffiksi. Sana 2’
ei voi olla tyhjé, koska télléin w olisi sanan u potenssin tekijé ja m(w) < |ul.

Sijoittamalla yhtdlo z = u'~'2’u/~! kaavoihin v <, zu ja v' <; uz saadaan,

ettd v on sanan u'~1'z'u’ aito prefiksi ja v’ on sanan u‘z'u/~! aito suffiksi.

Koska z oletettiin méaritelméassé 64 mahdollisimman pitkaksi, sana u ei voi
olla sanan v prefiksi eikd sanan v’ suffiksi. Né&in ollen v on sanan u aito

prefiksi ja v’ on sanan u aito suffiksi, jolloin
V| < |ul ja |v] < |ul. (6.10)

Voidaan olettaa, ettd ¢ < j, koska tapaus ¢ > j on symmetrinen. Edella

saatiin seuraava sanaa szr koskeva tulos.

Viite 6.15.2:. Sana szr on reunaton tai jompikumpi seuraavista vaitteisté

on tosl:
(i) sana uz tai sana zu on reunaton,

(ii) sana u on sanan z prefiksi ja suffiksi.
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Tamé viite pitee myos tekijille sz’u?~! sijoittamalla sanan z tilalle sana

Z'u?~1, jolloin viite saadaan muotoon
Viite 6.15.3:. Sana sz'u’~'r on reunaton tai jompikumpi seuraavista viit-
teista on tosi:

(i) sana uz'u/~! tai sana 2’u/ on reunaton,

(ii) sana u on sanan z'u/~! prefiksi ja suffiksi.

Kohdassa (1) sana uz'u’"! ei voi olla reunaton, koska u on aina sanan
uz'u/~! reuna. Kohdassa (@) sana u voi olla sanan 2'u/~! prefiksi, koska u ei
ole sanan 2z’ prefiksi ja u ei voi reunattomana sanana limittya itsensa kanssa.

Naéin ollen edellinen vaite saadaan seuraavaan muotoon.
Viiite 6.15.4:. Sana sz'u/~!r sana z'u’ on reunaton.

Viitteen 6154 sanat ovat konjugaatteja, joten ne ovat yhta pitkia. Nain
ollen saadaan epiyhtils |2'u’/| < 7(w), josta edelleen lauseen oletusta 7(w) <

3|lw| kiyttdmalld saadaan epéyhtilo
TR
|2'u| < ?|w| (6.11)
Nyt sijoittamalla yhtélo (69) saadaan seuraava paittelyketju:

712+ Tjlu| < 30|+ 3(i + 7)|u| + 3|2 + 3|v]
402 + (45 — 3i)|u] < 3]v'| + 3|v|

W4 ol > (25— ) Jul + 212
=\3/ 3

> (%j —i) lul. (6.12)

Jos |i| < ||, niin |j] > |i| + 1 ja |j| > 3, jolloin epéyhtélé (B12) muuntuu

4 1
]+ Jo] > (gj —z‘) uf > (gj ; 1) ] > 2ful.

T&ma4 on ristiriidassa epayhtéaloiden (6E10) kanssa.

muotoon
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Kuva 6.39: Tapaus, jossa i = j, v <, uz' jav <, 2'u.

Oletetaan todistuksen loppuun asti, ettd ¢ = 5. Sanalla w on nyt tekijoi-
hinjako

w = v'u' 2 u.

Oletetaan aluksi, ettd v’ on sanan uz’ suffiksi ja v on sanan z'u prefiksi.

Kuvan tapaan saadaan, etta

w = v'u'Z v
< ViutZut 2
<, V' (u'2)?
= (Wu'Z (V)13

Sp (Uluizl(vl)—l)4'

Niin ollen sanalla w on jakso |[v'u’z'(v/)7! = |u’2’|. Nyt kiyttdmélla epéyh-

téaloa (61) saadaan epayhtaloketju
m(w) < |u'2'] < 7(w) < 7(w),

jonka mukaan 7(w) = m(w).

Oletetaan todistuksen loppuun asti, ettd v’ ei ole sanan uz’ suffiksi tai v

ei ole sanan z'u prefiksi. Siirrytadn nyt tarkastelemaan sanan w tekijaa
/ /
wo = v'uzuv.

Tamé sanan wy tekijoihinjako on maéritelmén B4 mukainen, koska sanal-
la wy ei ole tekijad u pidempid kahdesti esiintyvid reunattomia tekijoita ja

epéyhtaldiden (B10) mukaan z’ on mahdollisimman pitkd. Né&in ollen méa-
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Wo | } } } } —
L p q;
Ug
Kuva 6.40: Sanan ug valinta.
v U w1 z w1t u v
Wo | } } } } } } —
S , q;
pulq

Kuva 6.41: Sana pu’q on sanan v'u’z'u’v = w tekija.

ritelmasta 64 voidaan saada tekijat

to =v Ap 2'u ja

ty =v" Nsuz'.

Oletuksesta v £, uz’ tai v £, 2'u seuraa, ettd t; # o' tai tyg # v.
Lemman 614 mukaan 7(wy) > 2|wo|. Sanalla wy on siis reunaton tekiji uo,
jolle |ug| > 2|v'uz'uv|. Liséksi sanalla ug on tekijind u.

Oletetaan, ettad ug on sanan uz'u tekija. Koska uy on reunaton, saadaan
epayhtéloketju

lug| < T(uz'u) < w(uz'u) < |uZ|.

Niin ollen |uz'| > 2[v'uz'uv|, josta saadaan
-3 . 3 6, . 3
|u? 2| > ?|v’uz’uv\ + [ > ?|v'uz’uv| + ?\u]’l\ - ?|v’uz’uv\ = ?|w|

Tamé on ristiriidassa epéyhtélon (B) kanssa.

Oletetaan sitten, ettd wug ei ole sanan uz'u tekija. Koska u on sanan
tekija, voidaan symmetrian takia valita, etta ug sisaltaa sanan u jalkimmaéisen
esiintyméan. T&lloin ug = pug, missa p on sanan v'uz’ suffiksi ja ¢ on sanan
v epityhji prefiksi. Tamé on esitetty kuvassa B40. Tillsin pu/q on sanan

vV'ulZuiv = w tekiji, kuten kuvassa BZ4D. Sanan pu’q pituus saadaan nyt
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néytetyksi rajaa 7(w) suuremmaksi johdolla

pulql = [0~ + |uol
» 3
> |u/ 7 + ?|v'uz’uv|
6 . 3
> S 1+ 2prung
3
= 7|U w2l
= Zju
T

> 7(w).

Niin ollen pu’q ei ole reunaton.

Olkoon siis h sanan pu’/q lyhin reuna. Koska h on reunaton ja se esiintyy
kahdesti, sen pituudelle saadaan yléraja |h| < m(w) = |u|. Télléin h on
sanan uq aito suffiksi ja sanan pu prefiksi. Néin ollen h on sanan puq = uyg
reuna. T&amé& on ristiriidassa sanan ug reunattomuuden kanssa. Lause on

nain saatu todistetuksi.
O]

Lauseen 613 todistuksen mukaan yhtélé 7(w) = m(w) on voimassa vain

silloin, kun ¢ = v ja ¢’ = ¢/. Néin ollen saadaan seuraava tulos.

Seuraus 6.16. Olkoon w = v'uzuv maéritelméan 64 mukainen tekijoihinjako

ja lw| > I7(w). Tallsin v/ < uz ja v <, zu.
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7  Yhteenveto

Téssé tutkielmassa on esitelty tuloksia sanan lyhimmésté jaksosta m(w) ja
pisimpien reunattomien tekijoiden pituudesta 7(w). Erityisend kohteena on
ollut kysymys, milloin ndmé& suureet pakottuvat yhtasuuriksi. Luvussa 223
on esitelty ketju

0 < nw) <7(w) <7(w) < |w, (233)

jossa kolmas epéyhtdlé 7(w) < 7(w) muuttuu yhtdsuuruudeksi, jos yksikin
muista epayhtaloistd on yhtdsuuruus. Témaéa voidaan ilmaista myos niin, etté

jos m(w) < |w|, niin ketju
0 < m(w) <71(w) < mlw) < |w (223)

on voimassa.

Suurempina tuloksina on késitelty ongelmaa, kuinka pitkd sanan tulee
olla toisaalta lyhimmén jakson m(w) suhteen ja toisaalta pisimpien reunat-
tomien tekijoiden pituuden 7(w) suhteen, jotta 7(w) = 7(w). Uutena tulok-
sena on todistettu lause b33, jossa parantaa rajaa lyhimmén jakson suhteen
niin, ettd parasta aiemmin tunnettua rajaa 2m(w) — k [5] on laskettu yhdella

pienemmaksi. Saatu raja on optimaalinen:
Jos |w| > 2w(w) — k — 1, niin 7(w) = 7(w).

Lisdksi todistettiin lause 570, joka méaérittelee kaikki sanat, joille 7(w) < m(w)
ja joiden pituus on yhden pienempi kuin lauseen b=3 alaraja. Lauseiden b3
ja BT todistuksissa kaytettiin apuna sellaisia Lyndonin sanoja, jotka ovat
Lyndonin sanoja aakkoston jokaisen jarjestyksen suhteen, jossa sanan ensim-
méinen kirjain on minimaalinen.

Vastaavasta rajasta lyhimmén jakson suhteen on esitelty Holubin ja
Nowotkan [I0] todistama lause BI3:

Jos |w| > gT(w), niin 7(w) = w(w).

Tamé ratkaisee Ehrenfeuchtin—Silbergerin ongelman, koska Assous’n ja
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Pouzet’n [I] esittelemille sanalle
wap = a"ba"ba"ba"*ba"ba" ba" (B33)

pétee [wap| = £ T(wap) — 4 ja T(wap) < T(wap). Assous’n ja Pouzet'n sana
on paras tunnettu esimerkki sanasta, jolla ei ole lyhimmaén jakson pituista
reunatonta tekijaa. Lauseen B3 raja on siis kertoimen % osalta optimaa-
linen, mutta vakiotermi ei ole optimaalinen. Assous’n ja Pouzet’n vastaesi-

merkin mukaan optimaalinen raja voi olla seuraava:
7 .
Jos |w| > §T(w) — 4, niin 7(w) = 7(w).

Holub ja Nowotka mainitsevat, ettd luvun B todistuksia on mahdollista pa-
rantaa niin, ettéd ehdoksi saadaan |w| > I7(w) — 3. Yksi tapa parantaa
todistusta saadaan huomioimalla, ettd useassa kohdassa ilmeni aitoja epayh-
taloita ketjutettuina, mikd vahentdd niin saatujen epayhtaloiden ilmaisuvoi-
maa. Eréds parannuskeino olisi siis muuttaa jokainen aito epéyhtalo |z| > |y|
muotoon |z| > |y| + 1. Tamé kuitenkin tuskin riittdd optimaalisen rajan
saamiseksi, vaan lienee tarpeellista myos lemmoissa B8 ja B9 konstruoida

saatavat pitkdat reunattomat tekijéat aidosti pidemmiksi.
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