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Téssé tyossa tarkastellaan kahta kvanttimekaniikan keskeistd kysymystéa: milloin
suurepari tai joukko suureita voidaan mitata samanaikaisesti sekd mitd ns. Bellin
epayhtaloiden rikkominen vaatii? Nédmé&d kysymykset ovat erityisen merkittavia
kvantti-informaation kannalta. Lisdksi tutkitaan ndiden kahden ongelman véilista
yvhteyttd. Tyon fysikaalisena motivaationa toimivat esimerkiksi kvanttioptiikan
keinoin toteutettavat kaksitasosysteemeille tehtédvit kokeet, kuten tavanomainen
korrelaatiokoe kietoutuneille fotoneille.

Tyon ensimméinen painopiste on yhteismitallisuuden problematiikassa. Yh-
teismitallisuuteen liittyvid kysymyksid sekd niiden matemaattista muotoilua on
kasitelty laajalti ja aihepiirid on selkeytetty fysikaalisesti motivoiduilla esimerkeillé.
Toisena painopisteenéd ovat Bellin epayhtélot. Bellin epayhtéldiden luonnetta on
analysoitu sekd matemaattiselta ettd fysikaaliselta kannalta ja niiden johtamiseen
on esitetty erilaisia menetelmié.

Keskeiset tulokset liittyviat Bellin epédyhtéloiden ja yhteismitallisuuden véliseen
yhteyteen sekd qubittisuureiden yhteismittausten karakterisointiin. Useammalle
kuin kahdelle qubittisuureelle tdméa karakterisointi ei ole yleisesti tiedossa, joten
tyOssd on esitetty tédtd ongelmaa koskien useita ldhestymistapoja sekéd tuloksia.
Liséksi karakterisointi on annettu kolmelle qubitille muodossa, jonka fysikaalinen
merkitys jaé vieléd toistaiseksi auki.

Avainsanoja: yhteismittaus, Bellin epayhtalot
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Johdanto

Kvanttiteoria omaa monia epéklassisia piirteitd. Esimerkiksi kietoutuminen, Heisen-
bergin epétarkkuusrelaatio ja mahdottomuus mitata samanaikaisesti tietyn tyyppi-
sid suureita ovat klassiselle fysiikalle tuntemattomia késitteitd, mutta kvanttimekaa-
nikolle jokapéiviisia tyokaluja. Tamén tyon tarkoitus on perehtyd kahteen kvantti-
mekaniikalle tyypilliseen ei-klassiseen ominaisuuteen seké tutkia néiden viélistd yh-
teytta. Késiteltavat ominaisuudet ovat edelld mainittu suureiden yhteismitattomuus
sekd mahdollisuus rikkoa ns. Bellin epayhtaloita.

Bellin epéyhtéalot kertovat minkélaiset yhdistetyt todennédkoisyysjakaumat ovat
sallittuja klassisen todennékoisyysteorian puitteissa. Koska tunnetusti kvanttiteoria
mahdollistaa Bellin epayhtéloiden rikkoutumisen ja klassinen fysiikka ei niité riko,
niin epayhtéloitd voidaan pitdé jonkinlaisena rajana klassisen fysiikan ja kvanttiteo-
rian valilla.

Bellin epéayhtdloiden ympérille muodostettavat fysikaaliset kokeet ovat aina ns.
korrelaatiokokeita, joissa mitataan jossain mielessé erillddn olevien systeemien yh-
teyttd tai lomittumista. Téallaisessa koejérjestelyssé ei-klassisen tuloksen (eli Bellin
epayhtilon rikkomisen) aikaansaamiseksi tarvitaan tunnetusti aina kietoutunut ti-
la. Bellin epayhtélon rikkominen vaatii siis systeemilté ei-klassisena ominaisuutena
kietoutumisen.

Tunnetusti kietoutuminen ei ole ainoa ei-klassinen vaatimus epayhtéldiden rik-
koutumiselle. Jotta rikkoutuminen saavutetaan, kokeessa kéytettdvit suureet tu-
lee valita yhteismitattomiksi [9]. Kuitenkin kysymys siitd, onko Bellin epédyhtalon
rikkoutuminen seké yhteismitattomuus itse asiassa yksi ja sama asia, on edel-
leen avoin ongelma. Kysymykseen on kuitenkin saatu hieman valoa vuonna 2009
julkaistun Wolf et al [7] tyon myotd. Tassd tyOssd on osoitettu, ettd niin sa-
notussa CHSH-tapauksessa, joka on luultavasti kaikkein tunnetuin korrelaatio-
koe, kaytettdvien suureiden yhteismitattomuus sekéd mahdollisuus rikkoa Bellin
epayhtalo talla koejérjestelylld ovat yhtapitavét.

Téassa tyossa tullaan esitteleméén tarvittavat matemaattiset tyokalut yhteismit-
tausten sekd Bellin epayhtéaloiden kasittelemiseksi ja liséksi todistetaan monia néihin
liittyvid tuloksia. Kuitenkaan aivan ruohonjuuritasolta ei voida ldhted, joten tyon
ymmaéartamiseksi olisi hyvé, jos lukijalla olisi jonkinlainen késitys kvanttimekaniikan

peruskésitteistd sekd pohjalla olevasta Hilbertin avaruus -rakenteesta.
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1 Fysikaalinen suure

Fysikaalinen suure esitetéén yleensé alkeiskvanttimekaniikan kirjallisuudessa itsead-
jungoituna operaattorina. Téllainen esitys on teorian ymmaéartamisen sekéd rakenta-
misen kannalta turhan rajoittava. Esimerkiksi kysymykseen siitd, miten Heisenber-
gin epatarkkuusrelaatiossa tulisi tulkita suureiden heikko mittaustarkkuus, saadaan
vastaus vasta siirtymaélld itseadjungoituja operaattoreita (tai tarkemmin sanottu-
na spektraalimittoja) yleisempéén positiivioperaattorimittana (semispektraalimit-
tana) esitettdvidn suureen kuvaukseen. Toinen motivaatio positiivioperaattorimit-
takuvaukselle on kvanttimekaniikan mittausteorian tavanomaisten mittausmallien
antamat mitatut suureet, jotka yleensé ovat spektraalimittoja vain joissain erityis-
tapauksissa [26].

Ennen positiivioperaattorimitan méarittelemistd kiinnitetddn muutama pe-
ruskésite sekd notaatio. Téssd tyossd symbolilla H viitataan aina kompleksi-
seen separoituvaan adreton tai dérellisulotteiseen Hilbertin avaruuteen. Hilbertin
avaruuden H rajoitettujen operaattoreiden joukolle kdytetddn merkintdd L(H).
Télla joukolla on monia kvanttimekaniikan kannalta térkeitd osajoukkoja, joista
useimmin esiintyvida ovat itseadjungoitujen operaattoreiden joukko L (H), posi-
tiivisten jéljen yksi operaattoreiden muodostama tilajoukko S(H), adjungaattina
kédnteisoperaattorinsa antavien operaattorien muodostama unitaarioperaattorien
joukko U(H), ominaisuudet P = P? = P* omaavien operaattorien antama pro-
jektioiden joukko P(H) seki alhaalta nollaoperaattorilla sekd ylhadlta identiteetilld

rajoitettujen operaattorien muodostama efektijoukko E(H).

Maaritelma 1.1. Olkoon (2 epétyhja joukko ja F kokoelma sen osajoukkoja. F on
joukon 2 sigma-algebra, jos

(i) D e F

(i) Xe F=X=Q\X eF

(1it) X1, Xo, ... € F = U;X; € F.

Esimerkki 1.1. Esimerkiksi kokoelmat {0, 1,2,{1,2}} ja {0,{1,2}} ovat joukon
{1,2} sigma-algebroja.

Masritelma 1.2. Olkoon €2 joukko ja JF sen sigma-algebra. Kuvausta
E : F — E(H) sanotaan positiivioperaattorimitaksi (POM), jos

(i) E(0) =0

(i) BE(Q) =1

(139) (Y| E(U; X)) = >, (Y| E(X;)Y) Vi € H erillisille joukoille X; € F.
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POMista kaytetdan myos nimitysta semispektraalimitta. Jos POMin E maali-
joukko ran(F) koostuu projektioista, sanotaan ettd E on spektraalimitta eli tarkka
suure. Tamén vastakohtana on suure, jonka maalijoukon kaikki alkiot eivit ole pro-

jektioita. T&lloin puhutaan sumeasta suureesta.

Téasta eteenpéin fysikaalisella suureella tarkoitetaan positiivioperaattorimittaa,
jonka mééirittelyjoukkona on reaalisuoran Borelin sigma-algebral tai joidenkin sen
osajoukkojen muodostama sigma-algebra. Asian selventédmiseksi tarkastellaan seu-

raavaa esimerkkia.

Esimerkki 1.2. Tarkastellaan spinsuuretta suunnassa x. Téatd suuretta vastaava
itseadjungoitu operaattori on o,. Tdméan ominaisarvot ovat 41 ja néihin liittyvat
ominaisvektorit ovat ¥; = \/ié(l, 1) sekd ¥4 = \/ii(l, —1). Naisté voidaan muodostaa

operaattorin o, spektraalihajotelma

0p = Fd — F, 7
1 1
= Sp(+1) + 5z(=1),

miss# S,(£1) = (I £ 0,) on z-suuntaista spinsuuretta vastaava positiivioperaatto-

rimitta.

Edellinen esimerkki on tehty vain havainnolistamaan sitd, miten itseadjungoidul-
le diskreetin spektrin omaavalle operaattorille haetaan spektraalihajotelma ja miten
siitd luetaan suureen positiivioperaattorimittaesitys. Menemétté sen syvallisemmin
yksityiskohtiin? todettakoon téssd vaiheessa vain, etti positiivioperaattorimittae-
sitykselld on selked fysikaalinen tulkinta mittaustulostodennékoisyyksien kannalta.
Esimerkiksi edellisessé esimerkissé esiintyneet operaattorit S, (£1) antavat mittaus-
tuloksia 41 vastaavat todennékoisyydet tilassa p kaavana P+ (+1) = tr[pS,(£1)].

Téasséa kohtaa on hyvéd huomata, ettéd yleensé kirjallisuudessa seké artikkeleissa
nikee puhuttavan positiivioperaattorimitasta joukkona {E, },c., missd w on jokin

numeroituva joukko, £, € E(H) Vn € wja Y. _ E, = I. Tami puhetapa koskee

new
vain diskreettejd suureita, mutta on taysin ekvivalentti téssd luvussa esitellyn PO-
Min mééritelmén kanssa. Ainoa ero on se, etté téllaisessa puhetavassa tarkoitetaan

POMilla mitan arvoja eiké itse mittaa.

! Joukon Borelin sigma-algebralla tarkoitetaan sen kaikkien avointen osajoukkojen generoimaa
sigma-algebraa.

2Yksityiskohtaisempi aiheen kisittely 16ytyy esimerkiksi teoksesta [13].
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Seuraava esimerkki antaa yhden hyvin selkeén ja fysikaalisesti jarkevén peruste-

lun sille, miksi tarvitaan muitakin kuin spektraalimittana esitettavia suureita.

Esimerkki 1.3. Tarkastellaan (tarkkoja) spin-suureita S, ja S,. Ajatellaan mit-
tausta, jossa satunnaisesti joka toinen kerta mitataan S, ja joka toinen kerta .S,.
Jos ollaan kiinnostuneita ainoastaan saaduista mittaustuloksista 41, niin mitattava
suure on E(£1) = 19,(£1) + 15,(£1). Koska

B(+1 = 1(S.(+1) +5,(~1))?

1
= 1—6(2] + 0, +0y)?

1
= 1—6(61 + 40, + 40,)

=+ ;L(QI—FUI +0,) = E(+1),

niin suure £ ei ole projektioarvoinen eiké siis niin ollen spektraalimitta.

1.1 Suurejoukon rakenteesta

Edellé todettiin, ettd tarkkoja fysikaalisia suureita vastaa projektioarvoiset POMit.
Téssé luvussa ndytetiadn, etta téillaiset operaattorimitat ovat POMien konveksissa

joukossa adripisteité.

Lause 1.1. Olkoon ) joukko ja F sen sigma-algebra. Olkoon lisiksi A kaikkien
sigma-algebrassa F maéériteltyjen POMien joukko. Joukko A on konveksi, kun PO-

Mien konveksikombinointi ymmaérretdin pisteittéin.

Todistus. Olkoon E, F' € A. Mééritellddan kuvaus Sy : F — E(H) kaavalla
S\(X)=AE(X)+ (1 - NF(X),

missd A € (0,1). Kuvaus S\ on POM, silld ensinnékin mittojen F ja F' ominai-
suuksien perusteella Sy\(0) = 0 ja S\(©2) = I. Lisiksi sigma-additiivisuus (POMin

mééritelmén ominaisuus (ii7)) seuraa mittojen E ja I sigma-additiivisuudesta. [

Seuraava lause on olennaisessa asemassa tarkasteltaessa suurejoukon &aripisteita.
Sen seké téssd alaluvussa myShemmin esitettdvien lauseiden todistukset on tehty

mukaillen teoksen [13] vastaavia todistuksia.

Lause 1.2. Projektiot ovat efektijoukon &éripisteet. Toisin sanoen Ext(E(H)) =
P(H).
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Todistus. Olkoon P € P(H) ja ¢ € ran(P)+ = P(H)*. Jos P ei ole &iripiste, niin
on olemassa efektit F, F # P sekd parametri A € (0,1) s.e.

P=XE+(1-)\F.

Koska E ja F' ovat positiivisia, tdstd seuraa F < %P. Koska %Pz/) = 0 on oltava
myo6s Eiy = 0.
Olkoon nyt ¢ € ran(P). Kirjoitetaan projetkion P komplementtiprojektio hie-

man toisessa muodossa:
Pr=1-P=)NI—-E)+(1-)N({I-F).

Koska Pt = 0, niin téistd saadaan samalla perusteella kuin aiemmin (I — E)p = 0
eli Ko = . Koska Hilbertin avaruus voidaan aina jakaa suoraksi summaksi H =
ran(P) @ran(P1), niin saadaan F = P, joka on ristiriidassa oletuksen kanssa. Siispi
P on &aripiste.

Sen todistamiseksi, ettéd efektijoukolla ei ole muita &iripisteitd kuin projektiot,
otetaan jokin efekti £ s.e. E? # E (téllaisia on olemassa, silld esim. 37 on téllainen)

ja médritelldsin Fy = E?. F} on myos efekti, silld selvisti F} > 0 ja toisaalta
| E*n) = | Enl| < [Inll = (nlIn).
Magritellasn lisiksi Fy = 2F — E?. Tamikin on efekti, silla

2F — E?> = EY?2(2I — E)EY? > 0
(I-E?>02E—-E*<1I

Nyt efekti ' saadaan konveksikombinaationa efekteistd F; ja Fb:

1 1
E=-F+-F,.
511 + 512
Koska Fy # E # Fy, niin E ei ole adéripiste. Tamé todistaa viitteen. O

Edellisen lauseen avulla saadaan nyt kétevasti todistettua seuraava tulos koskien

suurejoukon #éripisteité.
Lause 1.3. Tarkat suureet ovat suurejoukon &éripisteita.

Todistus. Olkoon E' tarkka suure (eli spektraalimitta). Tehddén vastaoletus: E ei
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ole déripiste. TAlloin on olemassa suureet A, B # E seké luku A € (0,1) s.e.
E(X)=MA(X)+ (1 -XN)B(X) VX € B(R).

Koska A # FE, niin on olemassa joukko X € B(R), jolle E(X) # A(X), joka
on ristiriidassa edellisen lauseen kanssa, sillda E(X) on projektio. Néin ollen tarkat

suureet ovat suurejoukon aaripisteita. O]

Seuraava madritelmé on asetettu ainoastaan diskreeteille suureille, koska téssé

ei tarvita muuta. Jatkuva tapaus loytyy esimerkiksi paperista [28].

Maéaritelma 1.3. Diskreetti suure E (arvojoukkona {xi,...,z,}) on rank-1 suure,

jos E(x;) = rilbi)(il, i € [0,1],40 € H, ||| = 1,i € {1,...,n}.

Seuraava lemma on aputulos sitd seuraavaan lemmaan, jota puolestaan

kiytetddn lauseessa, joka koskee rank-1 suureiden déripisteominaisuutta.

Lemma 1.1. Olkoon P € P(H) ja T € L(H) positiivinen operaattori. Jos T' < P,
niin T'=TP = PT.

Todistus. Olkoon 1+ € ran(P)*. Koska 0 < T < P, niin Pyt = 0 = Tyt = 0.
Niin ollen jokaisella H > 7 = n + nt, missd n € ran(P) ja nt € ran(P)L ovat
vektorin 7} suorasummahajotelman H = ran(P) @ ran(P)* mukaiset komponentit,

saadaan
Tij=Tn+Tn" =Tn=TPn=TPy+TPy" =TPj.
Néin ollen T'= T'P. Tésté saadaan edelleen
PT =(TP)"=T"=T,

joka todistaa viitteen. O]

Lemma 1.2. Olkoon A € L(H) ja B = t|y)(¥| jollekin ¢ € H, ||| = 1,¢ € [0, 1].
Jos 0 < A< B, niin A=rB, missid r € [0, 1].

Todistus. Olkoon A ja B kuten ylld. Ensinnikin A < ¢[¢) (| < [¢) (| € P(H).

Edellisen lemman nojalla

A= Al) (] = ) (¢]A.
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Jalkimmaéinen yhtdsuuruus antaa suoraan

A = [¢)(V]|AY = (Y| AY)p.

Kayttamalla tatd sekd ensimmaistd yhtdsuuruutta saadaan

A= [A) (] = (A ) (Y] = el) (¥].
Koska e = (¢|Ay) < (¢|By) = r, niin A = ¢B jollain ¢ € (0,1). O

Lause 1.4. Rank-1 suure, jonka arvojoukko on Q = {x,...,x,} ja efektit lineaari-

sesti riippumattomia, on suurejoukon &aripiste.

Todistus. Olkoon E lauseen mukainen rank-1 suure. Tehdén vastaoletus: £ = A +
(1 — X\)B joillain suureilla A, B # E ja luvulla A € (0,1). Télloin kaikilla z; € Q
on voimassa E(z;) > MA(z;) ja E(z;) > (1 — A\)B(z;). Edellisen lemman nojalla
talloin A(z;) = ajE(x;) ja B(z;) = b;E(x;), missé aj, b; € RY. Koska A ja B ovat

normitettuja, niin

n n

D aE(w) =) biB(z;) =1.

Jj=1 Jj=1

Niéin ollen voidaan kirjoittaa

n n

> (1 —a))E(x;) =) (1—bj)E(x;) =0.

J=1 J=1

Koska suureen E efektit ovat lineaarisesti riippumattomia, niin valttaméatta kaikki
yllé olevissa summissa esiintyvéat kertoimet ovat nollia. Téten a; = b; = 1 Vj. Tama
puolestaan tarkoittaa sité, ettd A(x;) = B(x;) = E(z;) Vj, joka on ristiriidassa sen
kanssa, ettd A # F # B. m

1.2 Suureiden muokkaamisesta

Fysikaalisen suureen maééritteleminen positiivioperaattorimittana antaa monia
mahdollisuuksia tehdé yhdesté tai useammasta suureesta uusia suureita. Edellisessa
alaluvussa néhtiin, ettd jokainen suurepari antaa konveksikombinaation avulla kon-
tinuumin verran uusia suureita. Téllaiselle suureiden sekoittamiselle 16ytyy selked
fysikaalinen tulkinta: esimerkiksi konveksikombinaatio £ = pA + (1 — p)B voidaan

tulkita siten, ettd suoritetaan mittaus, jossa suure A mitataan todennikoisyydella
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p ja suure B todennékoisyydelld 1 — p (kts. Kuva 1). Téssd alaluvussa on tarkoitus
késitelld esimerkkien kautta muutamaa muuta tyypillistd tapaa tehdd annetuista

suureista uusia suureita.

Kuva 1: Sekoitettu suure

Tarkastellaan ensimméisen esimerkkiné karkeistetun (engl. coarse-grained) suu-

reen muodostamista annetusta suureesta.

Maiaritelméa 1.4. Suure E on suureen F karkeistus, jos sen arvojoukko Fg on
suureen I arvojoukon Fr osajoukko ja lisiksi E(X) = F(X) VX € Fg.

Esimerkki 1.4. Tarkastellaan z- ja y-suuntaisia spinsuureita S, ja S,. Ajatel-
laan suoritettavaksi mittaus, jossa valitaan satunnaisesti mitattavaksi z-suunta to-
dennékoisyydella % ja y-suunta samalla todennékoisyydelld. Kun pidetdén lisdksi
kirjaa siitd, kumpi suunta valittiin mitattavaksi, téllaista mittausta voidaan kuvata

suureella

E(z) =

(Sx(x) + Sy (),

N | —

11

misséd x € {—1, -3, 5,1} ja suureet S, sekd Sy on méaritelty seuraavasti:

S, (l’) _ Sx(l')7 WS {—1, 1} S’ (x> _ Sy(2l‘)7 = {_%7%
: 0, ref{-t1y 0, {11}

272
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Suureesta E voidaan luonnollisesti madritella usealla tavalla karkeistettu versio.
Kuitenkin fysikaaliselta kannalta naméa kaikki eivit valttaméatta ole kovin motivoi-
tuja. Yksi yksinkertainen ja fysikaalisesti motivoitu karkeistus on sellainen, jossa
jatetddn huomiotta itse mittaussuunta. Toisin sanoen ollaan ainoastaan kiinnostu-

neita siitd, mika mittaustulos saadaan. Téllaista tilannetta kuvaava suure on
1
B(z) = 5(S.(x) + 5,(x),

missi # € {£1}. Koska E(1) = E({1}U{1}) ja E(-1) = E({—1}U{-1}), niin £ on
suureen E karkeistus ylld asetetun mééritelmén mielessi, kun suureen E arvojoukko
tulkitaan seuraavan samaistuksen mukaisesti: {1, -1} = {{3} U{1},{—3} U{-1}}.

Toinen tapa tuottaa jostain suureesta uusi suure on diskretoida kyseinen suure.
Otetaan teoksen [13] tavoin esimerkiksi diskretoinnista niin sanottu spinsuuntasuure

(spin direction observable).

Esimerkki 1.5. Koska jokainen tila Blochin pallolla on muotoa p = %(I +d-d) ja

suuntaan b osoittavan spinkomponentin mittausta kuvaava suure on
1 T —

niin todennékdisyys saada b-suuntaisen spinkomponentin mittaustulokseksi +1 ti-

lassa p on
1 R
tr[pSp(£1)] = 5(] +ad-b).

Spinsuunnan tapauksessa ideana on, ettd valitaan satunnaisesti suunta b eR3 ja
mitataan tdmén suuntainen spinsuure. Mittaustulos tulkitaan olemaan suunta ava-
ruudessa R3 seuraavasti: tulos +1 yhdistetdin suuntaan b ja tulos —1 puolestaan
suuntaan —b. Koska tilassa p = s(I+a-o)

1 -

trlpS5(+1)] = trlpS_(~1)] = 5(1+3-b)

niin todenniikdisyys saada satunnaisen suunnan mittauksessa tulos joukosta X C S?

(S? on R3:n yksikkopallon pinta) on

2 —(1+ad-b)—db=— 1+a-b)db
/X2<+a i =4 [ (- B,
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jossa on kiytetty parametrisointia b = 5(6, o) ja db = sin(0)dfd¢ 3. Tisti voidaan

lukea suoraan vastaava suure, niin sanottu spinsuuntasuure:

1
D(X)=— | (I+b-0d)db.
(%)= 1 [ 1+5-3)
Masritelma 1.5. Oletetaan, ettd E on jatkuva suure, jonka arvojoukko on (2.
Jokaista joukon 2 ddrellisté erillisistd joukoista koostuvaa peitettd {X;};, X; € F Vj
kohti voidaan maéritelld suure E(j) = F(X;). Ndin méiriteltys suuretta E sanotaan

suureen F diskretoinniksi.

Esimerkki 1.6. Tarkastellaan edellisen esimerkin spinsuuntasuuretta D. Jakamal-
la yksikkopallo oktanttien mukaan kahdeksaan osaan {Xj}jg-:1 voidaan médritella
spinsuureelle diskretointi D’ kaavalla D'(j) = D(X;). Esimerkiksi ensimmaéisessé

oktantissa saadaan

D'(1) = D(X)

]_ — —
= — I+0b-5)db
i X1< +b-d)

1 w/2 pm/2
= — / (I + (sin(0)cos(¢), sin()sin(¢), cos()) - &)sin(6)dbd¢
4 J 0
1 1 .
1.1 1 "
= 1GI+(L11)-3).

Vastaavasti muille oktanteille laskemalla saadaan sama tulos silld erolla, ettd suun-

nan maaradava vektori osoittaa aina kyseisen oktantin keskelle, eli vektorin suunta

on (sign(x),sign(y), sign(z)).

1.3 Mittalaitteen tuottama epéitarkka suure

Tamén alaluvun tarkoitus on osoittaa, ettd kvanttimekaniikan mittausteorian mu-
kaiset mittalaitteet tuottavat sopivilla valinnoilla epédtarkan suureen ja néin moti-
voida edelleen semispektraalimittojen kayttamistd suureen médritelména pelkkien
spektraalimittojen sijaan.

Kvanttimekaanista mittaustapahtumaa voidaan kuvata monella tasolla: suureen

(josta saadaan mittaustulostilasto), instrumentin (joka antaa edellisen lisdksi myos

SIntegraalilla ;- [ (I+@ -b)db tarkoitetaan niin sanottua invarianttia (eli Haarin mitan suhteen)
integrointia yksikkopallon kuorella.
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mittauksen aiheuttaman tilamuunnoksen) sekd mittausmallien kautta saadaan mit-
taustapahtumaa analysoitua eri tavoin. Téassa alaluvussa keskitytddn mittalaitteen
kvanttimekaanisen mallinnuksen kautta méarittyvadn oikeasti mitattuun suuree-
seen.

Mitattava systeemi seké mittalaite voidaan ndhdé yhdistettyné systeeminé, joi-
den Hilbertin avaruudet ovat H sekd H,, vastaavasti. Olkoon mittalaitteen alku-
tila P[¢] € S(H.,). Mittalaitteen ja mitattavan systeemin vilistd vuorovaikutusta
(mittauskytkentdéd) kuvataan unitaarioperaattorilla U € U(H ® H,,). Mééritellain
liséksi niin sanottu asteikkosuure F' : B(R) — P(H,,), joka kuvaa mittalaittees-
ta saatavaa todennékoisyysjakaumaa. Téllainen mittausmalli méaraéd alkuperéisen

systeemin mitatun suureen E ehdosta
tr[E(X)P[]] = tr[U* Pl @ ¢]U(I @ F(X))] VX € B(R),y € H.

Téata ehtoa kutsutaan yleisesti todennékoisyyksien reprodusointiehdoksi. Asteik-
kosuureen ominaisuuksia kayttden todetaan helposti, ettd E todellakin on POM.
Maérittelemalla kuvaus Vy, : H — H @ H,, kaavalla V1) = ¢ ® 9 voidaan kirjoittaa

(WIEX)Y) = WIVZU (I @ F(X))UVyp) VX € B(R),¢ € H.
Niéin ollen saadaan suureelle E kirjoitettua
BE(X)=V;U(I ® F(X))UV,.

Tamé suure ei ole aina spektraalimitta. Seuraava lause antaa karakterisoinnin
sille, milloin esitellyn mittausmallin antama suure on tarkka. Ennen lausetta on

kuitenkin hyvé esitelld seuraava pieni aputulos.

Lemma 1.3. Olkoon @, P € P(H) ja oletetaan lisiksi, ettd PQP € P(H). Télloin

P ja Q kommutoivat.

Todistus. Ensinnékin jos A € L£(H) on sellainen, ettd A*A = 0, niin A = 0, silla
talloin jokaisella ¢ € H

0 = (Y|A"Ay) = (AP|Ay) = || Ap|*,

joten A on nollakuvaus.
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Oletuksen nojalla

(I = P)QP) (I - P)QP = PQ(I — P)QP
= PQP — PQPQP
= PQP — (PQP)*
=0,

joten (I — P)QP = 0. Néin ollen QP = PQP € P(H), joten erityisesti QP =
(QP)* = PQ. O

Lause 1.5. Olkoon F' tarkka suure. Edelld esitetyn mittausmallin mukainen suure
BE(X)=V;U(I®F(X))UV,

on tarkka silloin ja vain silloin kun operaattorit I ® P[¢| sekd U*(I @ F(X))U
kommutoivat kaikilla X € B(R).

Todistus. Oletetaan ensin kommutointi. Olkoon {o; ® f;}; ; avaruuden H®H,,, jokin

kanta. Sisé- ja tensoritulon ominaisuuksien nojalla

(i @ Bj|Ve Vi, ® Br) = (o ® B5| Vi (. ® Br) @ @)
= (qi|V; (o ® B1)) (B5]9)
= (ai|aw) (9] 51)(B|¢)

= (o, @ B;|I @ P[o](cu ® Br)).

Néin ollen V4V = I ® P[#]. Koska liséiksi Vy, = (I @ P[¢])Vy ja I on méaritelménsa

mukaan tarkka suure, niin voidaan kirjoittaa

E(X) = V;U*(I ® F(X))UV,
— VU (I @ F(X)UU*(I ® F(X
= V;U*(I ® F(X))UU*(I ® F(X))U(I ® P¢])Vy
= V;U(I @ F(X))U(I ® P[g])U*(I ® F(X))UV,
= VU1 @ F(X))UV,V;U*(I @ F(X))UV,
— B(X)2.

Néin ollen F on spektraalimitta eli tarkka suure.
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Oletetaan nyt, ettd suure E on tarkka. Merkitdan

P :=1® P[¢
Q= U*(I ® F(X))U.

Ensinnékin (PQP)* = PQP, silld P ja @ ovat itseadjungoituja. Toiseksi

(PQP)? = PQPQP
={ @ PlehU (I @ F(X)U(I @ Ple)U"(I @ F(X))U(I ® P[¢])
= V,E(X)*V}
=V,E(X)V;
=({ @ Plp))U"(I ® F(X))U(I ® P[¢])
= PQP.

Néin ollen PQP € P(H), joten edellisen lemman nojalla saadaan PQ = QP, joka

todistaa véitteen. O

1.3.1 Paikan standardimittaus

Tamén alaluvun tarkoitus on motivoida vield konkreettisella esimerkilla fysikaali-
sen suureen positiivioperaattorimittaesitysté. Seuraavassa annettava esimerkki olisi
voinut olla kvanttifysiikan kehityksen kannalta erittdin merkittdvassa roolissa, jos
John von Neumann olisi aikanaan laskenut kyseisen laskun loppuun asti kirjassaan
Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik [29]. Kyseisen kirjan kahdella vii-
meiselld sivulla von Neumann nimittédin késittelee paikan standardimittausta esi-
merkkiné siitd, miten paikan tarkka mittaus ei ole koskaan mahdollista. Neumannin
aiempien kvanttimekaniikan alaan liittyvien tulosten perusteella voisi kuvitella, etté
laskiessaan téssé esiteltdvin laskun loppuun asti olisi hdn saattanut huomata, etta
tuolloin valloilla ollut kasitys fysikaalisen suureen spektraalimittaesityksesta on lii-
an rajoittava, joka olisi saattanut motivoida hénta tekeméén tarvittavia yleistyksia

fysikaalisen suureen esitystapaan.

Esimerkki 1.7. Tarkastellaan paikan standardimittausta. Téssd sekd mitatta-
van systeemin ettd mittalaitteen Hilbertin avaruudet ovat molemmat L?(R). Mit-
tauskytkentdd mallintava operaattori on U = e @®M missi Py on mittalait-
teen lifkemé#irdsuure. Asteikkosuurena toimii puolestaan F(X) = E9(AX) eli

mittalaitteen skaalattu paikkasuure. Taméan mittauksen toteuttava suure on to-



1 FYSIKAALINEN SUURE 15

dennékoisyyksien reprodusointikaavan mukaan
E(X) = V;e? 9% (I @ EY(AX))e @2V,

Tavoitteena on niyttad, ettd E on sumea paikkasuure, ts. F(X) = (xx*f)(Q), missa
f on (A-skaalattu) todennédkoisyystiheys. Kirjoitetaan ensin operaattori U toisessa

muodossa. Ensinnékin spektraalihajotelman mukaan
U = e—i)\Q®Po
= / e~ M AE®R (%)
R
— / e IR (2) @ dET (y)
R2

- / dE®(r) @ e~
R

Nain ollen

WIB(X)Y) = (¥ ® ¢l (I @ EP(AX))e™ My @ ¢)
/ / Y @ 9ldE? (z) ® X0 (I @ E¥(AX))dE?(2) @ e Ty @ ¢)

= [ [ @lape@) s @y ol B (X))
= [ WlaEa)u) @l P EX (X))

~ [ @B @) GIEX (X +))0)

— [ # O i)

= [ )
//XH )P0 (2) Pyda

= (Y|(xx * /)(Q)).

Neljannessd yhtasuuruudessa on kaytetty spektraalimitan multiplikatiivisuutta ja
viidennessé kovarianssia. Tédten paikan standardimittaus tuottaa kaavalla f(z) =

A|d(—Az)|? médritellylld tiheydelld sumennetun paikkasuureen.
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2 Yhteismittauksista

Kysymys kahden (tai useamman) fysikaalisen suureen yhteismitattavuudesta on
kvanttimekaniikassa kiistdméttd keskeinen kysymys. Yhteismittauksen ideana on,
ettd fysikaaliselta systeemiltd mitataan samanaikaisesti useamman kuin yhden suu-
reen arvo. Toistamalla téllainen mittaus monta kertaa saadaan mittaustulostilasto,
joka voidaan nahda mitattujen suureiden méérittelemén yhteissuureen mittaustu-
lostilastona. Téten vélttaméton ehto yhteismitattavuudelle on mitattavien suurei-
den koeksistenssi. Tama tarkoittaa sitéd, ettd on olemassa suure, jonka arvojoukko
siséltdéd kaikki yhteismittauksen mahdollisesti tuottamat tulokset. Liséksi yhteis-
mittauksessa esiintyvéltd yhteissuureelta vaaditaan ns. marginaaliominaisuus, jota
voidaan intuitiivisesti ajatella siten, ettd mittaustilastosta voidaan haluttaessa lukea
pelkéstddn yhden suureen jakauma.

Vaikka kaikki suureet eivéit ole yhteismitallisia, niin vdhentdméalla mittaustark-
kuutta saadaan yhteismittaus aikaan. Téllaista mittaustarkkuuden vahentédmista
voidaan mallintaa sumennettujen suureiden avulla. Téssd luvussa esitetdédn yhteis-
mittausten teorian peruskésitteitd sekéd tuloksia. Erityistd painoa saavat juuri su-

mennettujen suureiden yhteismittaukset.

2.1 Tyokaluja yhteismittausten késittelyyn

Téssé jaksossa on seurattu hyvin pitkélti artikkelin [1] esitystapaa. Lisdksi lahteenéa
on kiytetty teosta [4]. Merkitdén suureen arvojoukkoa (topologinen avaruus) ja

tdmén joukon Borelin sigma-algebraa symboleilla 2 ja B(2) téssé jarjestyksessa.

2.1.1 Yhteissuure

Suureiden yhteismitattavuuden kannalta oleellista on yhteissuureen olemassaolo.

Maaritellaan taméa kasite seuraavaksi.

Maédritelmé 2.1. Sanotaan, ettd suure E : B(; x Q) — L(H) on suureiden
Ey : B(S) — L(H) ja Ey = B(£2) — L(H) yhteissuure, jos kaikilla X € B({) ja
Y € B(2;) on voimassa

By(X) = E(X x ) (1)
Ey(Y) = B(Q: x Y) (2)

Seuraavat kaksi lausetta ovat perustyokaluja yhteismittausten késittelyssé.
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Lause 2.1. Jos suureilla £ ja E5 on enemmén kuin yksi yhteissuure, niin yhteis-

suureita on talloin dareton maara.

Todistus. Olkoon E sekd E suureiden E; ja FEs yhteissuureita. Maaritelldan VA €
[0, 1] kuvaus

Cy(X,Y) = AE(X,Y) + (1 = ME(X,Y).

Tamé& on kahden POMin konveksikombinaationa itsekin POM. Lisédksi marginaa-
litehdot toteutuvat selvésti. Néin ollen se, ettd kahden suureen yhteissuure ei ole

yksikésitteinen, implikoi, ettd yhteissuureita on olemassa déreton méaaré. O]

Lause 2.2. Olkoon U € L(H) unitaarinen. Suureilla F; ja F3 on yhteissuure jos ja

vain jos suureilla U E,U* ja UE,U* on yhteissuure.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd suureilla £ ja Ey on yhteissuure E. Talloin UEU*
on POM, silla E on POM. Lisédksi marginaaleina saadaan suureet U E1U* ja U ExU*.
Oletetaan nyt, ettd suureilla UE,U* ja UE,U* on yhteissuure E. Tallsin U*EU on

POM, joka antaa marginaaleinaan suureet F; ja Es. O]

Esimerkki 2.1. Olkoon @ = (a,0,0) ja b = (0,b,0) R3:n vektoreita, joille piitee
a’? + b? < 1. Madritelldsin ns. sumeat spinsuureet S,, S, : B({—1,1}) — £(C?)

kaavoilla
1 — — ]‘ 7 g
Sa(£1) = 5(] +ad-a), Sp(£l) = §(Ij: b-d),

missi & = (0, 0y, 0,). Tulevissa jaksoissa tullaan antamaan karakterisointi téllaisten
suureiden yhteismitattavuudelle, mutta tédssd vaiheessa riittdd todeta, ettd néille

suureille 16ytyy yhteissuure , koska vektoreiden a ja b normit on sopivasti rajattu.
Méiritelliin kuvaus Sgp @ B({—1,1} x {—1,1}) — L(C?) kaavalla

1
Sap(X1, X3) = Z(I + Xi0.a + Xooyb),

missd X1, Xo € {—1,1}. Nédin méaritelty kuvaus on positiivinen, silld sen kuvajou-
kon matriisien ominaisarvot ovat §(1 £ v/a® + b?), jotka ovat positiivisia. Kun vield
huomioidaan kuvauksen additiivisuus, ndhdaéin, ettd S, on semispektraalimitta eli

suure. Lisdksi ndin maééritellylle suureelle marginaaliehdot toteutuvat. Esimerkiksi
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ensimmaiseksi marginaaliksi saadaan

1 1
San(£1,{—-1,1}) = é_l([ + o0+ oyb) + Z(I + o,a —oyb)
1
= 5([ + O'xa)
= S,(£1),
kuten yhteissuureelle kuulukin.

Esimerkki 2.2. Tarkastellaan vield edellisen lauseen innoittamana ylla olevaa esi-

i X0,

merkkid. Maaritellddn unitaarioperaattori U = e'272. Nyt operaattorilla U muun-

nettut suureet saavat muodon

1
US,(£)U* = §(I$0ya)

1
USy(£1)U* = 5([ + o,b).
Edellisen lauseen mukaiseksi yhteissuureeksi saadaan nyt
1
USab(Xl, XQ)U* == Z<I - Xlaya + XgO'wb).
Taméa kuvaus on selvésti suure ja esimerkiksi ensimméisend marginaalina saadaan

1 1
USaw(£1,{—-1,1})U" = ZU Foya+o0,b)+ ZU Foya—oyb)

1
= §(I F oya)

=US,(£1)U™,
kuten pitadkin.

2.1.2 Funktionaalinen koeksistenssi

Toinen yhteismittausten teorian kannalta oleellinen késite on suureiden funktio-
naalinen koeksistenssi. Funktionaalinen koeksistenssi on yhtépitavaé edella esitellyn

yhteissuureen olemassaolon kanssa.

Maiéritelméa 2.2. Suureet Fy : B(Q1) — L(H) ja Es : B(Qs) — L(H) ovat funktio-
naalisesti koeksistentit, jos on olemassa suure E : B(2) — L(H), jonka funktioita

E, ja E, ovat. Tamaé tarkoittaa, ettd on olemassa mitalliset funktiot f; : 2 — €4 ja
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f2 Q) — QQ s.e. kaikilla X € B(Ql), Y € B(Qg),

Er(X) = E(f{ (X)) (3)
Ey(Y) = E(f; (V). (4)

Esimerkki 2.3. Jatketaan esimerkkia 2.1 nayttamaélla, ettéd siind méaaritellyt suu-
reet So(+1) = 3(I+a-7) ja Sp(+1) = %(Iig- 7) ovat funktionaalisesti koeksisten-
tit, jos niilld on esimerkissd 2.1 mééritelty yhteissuure S,;,. Méaérittelemalld funktiot
fi, fo o {=1,1} x {-1,1} — {—1,1} kaavoilla fi(a,b) = a ja fa(a,b) = b. Tésté

ndhdéén, ettd S, ja S, ovat funktionaalisesti koeksistentit:

Sab(fi 1 (£1)) = Sap(£1, {=1,1}) = Su(*1)
Sap(f5 ' (£1)) = Sap({—1,1}, £1) = Sy(£1)

2.1.3 Kaksoissuure

Maéritelmé 2.3. Kuvaus B : B(§;) x B(€s) — L(H) on positiivioperaattorikak-
soismitta, jos kaikilla X € B(£2;) ja Y € B(£2) kuvaukset

X — B(X,Y)
Y B(X,Y)

ovat positiivioperaattorimittoja. Suureilla Fy : B(Q;) — L(H) ja Es @ B(Qy) —
L(H) on kaksoissuure B, jos B on positiivioperaattorikaksoismitta ja lisiksi kaikilla

X € QyjaY €y on voimassa

B(Xa QQ) = El(X)
B(,Y) = Ex(Y)

Kaksoissuure muistuttaa rakenteeltaan yhteissuuretta ja voidaankin osoittaa,
ettéd kahdella suureella on kaksoissuure jos ja vain jos niilla on yhteissuure. Olennai-
nen ero yhteissuureella ja kaksoissuureella on niiden arvojoukoissa: kaksoissuureen

arvojoukko on karteesinen tulo B(£2;) x B(£2;) kun taas yhteissuureen arvojoukko
on B(Ql X QQ)

Huomautus 2.1. Esimerkiksi téssd tyossd tarkasteltavat suureet ovat pédosin
diskreettejd, jolloin suureiden arvojouokkojen Borelin sigma-algebrat ovat jouk-

kojen sisdltdmien yksiditten (ja niiden yhdisteiden) generoimia, ts. ne vastaa-
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vat potenssijoukkoja. Néin ollen diskreetissé tapauksessa saadaan suoralla laskulla
B(21) x B(£22) = B(£21 x ).

Ero kaksoissuureen ja yhteissuureen vilille tulee vasta jatkuvassa tapauksessa:
esimerkiksi B([0, 1]) x B([0, 1]) # B([0, 1] x [0, 1]). Témén nékee helposti ottamalla oi-
keanpuoleisesta joukosta jonkin alkion, joka ei ole tulomuotoa. Esimerkiksi avoimes-

ta (tai suljetusta) yksikkdympyréstd joukkoon [0, 1] x [0, 1] jaavé alue on téllainen.

Esimerkki 2.4. Jatketaan edelleen esimerkkeja 2.1 ja 2.3. Néytetdén, ettd suurei-
den S, ja S, funktionaalisesta koeksistenssista seuraa kaksoissuureen olemassaolo.
Maaritelladn kuvaus B : B({—1,1}) x B({—1,1}) — L(H) (heikosti) kaavalla

(WIB(X,Y)W) = (WISa(fi (X) N f; ' (Y))), ¢ € H.

Kuvaus B on positiivinen, silld (1S (Z)) > 0VZ € B({—1,1}?). Myds margi-
naalichdot toteutuvat, silld kaikilla X, Y € B({—1,1}) saadaan:

(W|B(X,{=1,1}v) = (§[Sa(X x {=1,1})1) = (¥[Sa(X)1)
(W[B{—11}Y)) = (]Sa({—1,1} x Y)) = (&[S(Y) ).

Jotta B olisi kaksoissuure, tulee vield ndyttdd, ettd kaikilla X, Y € B({—1,1}) ku-
vaukset X — (Y| B(X,Y)Y) jaY — (¢|B(X,Y)) ovat additiivisia. Tamékin omi-

naisuus on selvi, esimerkiksi:

w’Sab((+17 _1> U <+1a +1))¢>
|Sab(+1, =1)¥) + (| Sap(+1, +1)0)
IB(+1, =1)¢) + ([ B(+1,+1)¢)

Vastaava ehto saadaan muille mahdollisille tapauksille taysin identtiselld tavalla.
B:n marginaalifunktiot ovat siis positiivioperaattoriarvoisia additiivisia kuvauksia,

siis positiivioperaattorimittoja. Néain ollen B on kaksoissuure parille S, Sp.

Esitelldéan vield yksi esimerkki ennen kuin edelld kidydyt méaéritelméat nivotaan

yhdeksi lauseeksi.

Esimerkki 2.5. Tarkastellaan edelleen esimerkkien 2.1, 2.3 ja 2.4 mukaista tilannet-
ta. Oletetaan talla kertaa kuitenkin vain, ettéd suureparilla S,, S, on kaksoissuure By,.
Jokaisella ¢ € H kaksoissuure B, méadrad kaksoismitan B({—1,1}) x B({—1,1})
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(X,Y) = (Y|Bup(X,Y)Y) € [0,1]. Taméa kaksoismitta puolestaan médrdd yk-
sikésitteisen mitan pu(Bgy, ) : B({—1,1}?) — [0,1], jolle [2]

:U’(Bab;w)(X X Y) = <w|Bab(X7 Y>1/}>

Mééritelliin nyt kuvaus E, : B({—1,1}*) — L(H) (heikosti) kaavalla
(V|Eap(Z)0) = u(Bap, ¥)(Z)VZ € B({—1,1}?),¢ € H. E, on semispektraalimitta,
silli By, on semispektraalimitta. Liséksi ndin méaritelty F,, toteuttaa yhteissuu-

reelta vaaditut marginaaliehdot, silla By, on kaksoissuure.

Edella kaydyt esimerkit osoittavat, ettd yhteissuureen olemassaolo, funktionaa-
linen koeksistenssi seké kaksoissuureen olemassaolo ovat yhtépitdavida kahden kak-
siarvoisen suureen tapauksessa. Seuraava lause muotoilee tdmén tuloksen yleisessé
muodossa. Lauseen todistus on esitetty esimerkiksi artikkelin [1] sivun 4 lauseessa
2.6. Todistuksen idea 16ytyy myos esimerkeista 2.3,2.4 ja 2.5, joiden laskutoimitukset

yleistyvét suoraan lauseen tilanteeseen.

Lause 2.3. Kahdelle suureelle F; : B(€1) — L(H) ja Es : B(£23) — L(H) seuraavat
ehdot ovat yhtapitavia:

a) Eq:lla ja Ey:lla on yhteissuure
b) E; ja Ey ovat funktionaalisesti koeksistentit

c) Eq:lla ja Eq:lla on kaksoissuure.

Lause 2.4. Jos suureet E; : B(2;) — L(H) ja Ey : B(£2) — L(H) kommutoivat,

niin niilla on olemassa yhteissuure.

Todistus. Madritellaan suure E : B(€y) x B(§2) — L(H) kaavalla E(X xY) =
E(X)E5(Y). Tallsin marginaaliehdot toteutuvat selvésti. Kommutatiivisuudesta
saadaan E:n positiivisuus seuraavasti: kaikilla X x Y € B(; x Q) ja ¢ € H

saadaan
<¢|E(X X Y)w = <¢’E1(X)E2(Y)¢> = <E1(X)1/2¢|E2(Y>E1(X)1/2¢> >0,

jossa viimeisesséd yhtasuuruudessa on kiytetty tietoa, ettd suureiden kommutoinnista
seuraa niiden neligjuurten kommutatiivisuus. Liséksi F on selvésti normitettu, silla
E, ja E5 ovat. Niin ollen suureille Fy ja F, 10ytyi kaksoissuure, joten edellisen

lauseen nojalla niilld on olemassa myd6s yhteissuure. O
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2.1.4 Post-prosessointi

Aiemmin esitellyt yhteismittauksen késitteet ja seuraavassa alaluvussa esiteltavi
koeksistenssin késite ovat olleet pitkdédn kaytossd. Sen sijaan téssd luvussa esi-
teltdva suureen post-prosessointi on modernimpi tapa puhua yhteismitattavuudes-
ta. Post-prosessointi nayttdd méadritelménsd nojalla yleisemmalta kasitteeltd kuin
yhteissuure, mutta voidaan osoittaa, ettd yhteissuureen olemassaolo (ainakin kah-
den suureen tapauksessa) on yhtépitavid sen kanssa, ettd on olemassa suure, josta
saadaan post-prosessoimalla alkuperéiset suureet. [20] Téssé alaluvussa esitellddn
post-prosessointi vain déarellisulotteisessa tapauksessa, silla ddretonulotteinen versio
tarvitsisi pitkdt matemaattiset pohjustukset eikéd se ole tdmén tyon kannalta oleel-
linen. Tarkempi analyysi aiheesta 16ytyy artikkelista [20], jota téssékin on kdytetty

pohjana.

Maiaritelma 2.4. N-arvoinen suure F saadaan L-arvoisesta suureesta G post-
N

prosessoimalla, jos on olemassa vakiot p.(a;) € [0,1] s.e. > pz(a;)) = 1 Vo €
i=1

{1,...,L} ja

E(a;) = Z te(a;)G ()

Lause 2.5. Olkoon Fj; ja Ey N- ja M-arvoisia suureita. Niilld suureilla on olemassa
yhteissuure jos ja vain jos molemmat suureet saadaan postprosessoimalla jostain

suureesta G.

Todistus. Oletetaan, ettd suureilla F; ja Es on yhteissuure E. Numeroidaan FE:n

efektit jarjestyksesséa
E(Gl, bl), E(al, bg), ceey E(al, bM), E(ag, bl), E(ag, 62), ceey E(GN, bM)
Maéritelladn kertoimet p,(a;) kaavalla

1, ve{l4+iM—-M2+iM—M,...,iM}
,Ux(@i) = ) .
0, muulloin

Mééritelldén vastaavasti kertoimet v, (b;) kaavalla

Vw(bj>: .

0, muulloin



2 YHTEISMITTAUKSISTA 23

N N
Nyt E; ja E, saadaan E:std post-prosessoitua, silld > pi.(a;) = 1 ja > v,(b;) =
=1 =1

1Vx e {l,..., NM} seka lisdksi

=3 ala) B()

Ey(bj) = Z ve(bj) E ().

r=1

Olkoon nyt E; ja E5 kuten edelld, mutta oletetaan, ettd niilli on yhteissuureen

sijaan olemassa suure G, josta ne saadaan post-prosessoitua. T&ll6in

Madritelldan uudet vakiot A, (a;, b;) kaavalla

Ae (az,b ) Mm(az)Vm(bj)

Mééaritelladn nyt uusi suure G kaavalla

aza j § )\ azu

Tamé todellakin on suure, silld kertoimet A.(a;,b;) ovat ei-negatiivisia ja

> Az(a;, b;) = 1. Uuden suureen marginaaleiksi saadaan

> Glanby) =SS A b)) = 3 () ) = Bi(a)

z j=1
N
> Glaib) = Z Ao (@i, b = wa(b))G(x) = Ea(by),
=1 T T
joka todistaa viitteen. O]

2.1.5 Koeksistenssi

Kuten tdméan luvun johdannossa todettiin, suureparin koeksistenssi on valttaméaton

ehto suureiden yhteismitattavuudelle. Mééaritellaan tdmaéa késite seuraavaksi.
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Miéritelma 2.5. Kaksi suuretta Ey : B(€q) — L(H) ja By : B(Q) — L(H) ovat
koeksistentit, jos on olemassa kolmas suure E : B(Q)) — L(H) s.e.

ran(E;) Uran(Es) C ran(F)

Koeksistenssin médritelmé on osoittautunut hieman hankalaksi, ja siksi on otet-
tu kayttoon aiemmin esitelty funktionaalisen koeksistenssin késite. Valittomésti
nidhdddn, ettd funktionaalisesti koeksistentti (ja néin ollen lauseen 2.3 ehdot
tayttava) suurepari Fy, Fy on koeksistentti. Kddnteinen tulos tunnetaan vain jois-

sakin erityistapauksissa. Seuraava lause antaa yhden téllaisen tapauksen [1].

Lause 2.6. Kaksiarvoisille suureille koeksistenssi ja funktionaalinen koeksistenssi

ovat yhtéapitavat.

Todistus. Selvasti funktionaalisesti koeksistentit suureet ovat koeksistentit.
Kéénteinen tulos sen sijaan vaatii perusteluja. Olkoon téatd varten FEy, Fs
B({—1,1}) — L(H) kaksiarvoisia suureita, jotka ovat koeksistentit. Talléin on ole-
massa suure F : B(Q2) — L(H), jolle E(X) = Ey(+1) ja E(Y) = Ey(+1) joillakin
X, Y € B(Q). Madritellidn nyt suure £ : B({1,2,3,4}) — L(H) ehdoilla

Niin médritelty kuvaus E todellakin on suure, silli E on suure ja F ({1,2,3,4}) =
E(Q) = I. Maaritelldén kaksi kuvausta fi, fo : {1,2,3,4} — {—1,1} kaavoilla

A1) = hHB) =1
f(2) = fi(4) = -1
f2(1) = f2(2) =1
f2(3) = f2(4) = —1.

Nyt E(fi1(#1)) = Ei(£1) ja E(f;1(£1)) = Ey(+£1), joka osoittaa, etti Fy ja Fo

ovat funktionaalisesti koeksistentit. O

Mainittakoon tdmén alaluvun loppuun vield, ettd projektioarvoisille suureille

koeksistenssi ja funktionaalinen koeksistenssi ovat yhtapitdvid. Tamé on edelleen
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yhtépitavad sen kanssa, ettd néitd suureita esittdvit itseadjungoidut operaattori
kommutoivat. Tama tulos on jokseenkin luonnollinen, kun sitd katsoo esimerkiksi
Heisenbergin epéatarkkuusrelaation kannalta, jonka intuitiivinen ajatus on se, etté
kommutoimattomia tarkkoja suureita ei voi mitata tarkasti yhdessé. Itse asiassa
my6s hieman vahvempi tulos on voimassa ja se on esitetty seuraavassa lauseessa.

Seuraavan lemman ja lauseen todistukset on koottu artikkeleista [1] ja [6].

Lemma 2.1. Olkoon E : B(Q) — L(H) suure. Jos E(X)? = E(X) jollain X €
B(Q), niin E(X)E(Y) = E(YV)E(X)Y Y € B(Q).

Todistus. Olkoon X € B() s.e. E(X)? = E(X). Kaikilla Y € B(Q) on voimassa
EY)=EY\(XNY))+ E(XNY), joten

EX)+EY)-EXNY)=EX)+EY\(XNY))=EXUY)<I.

Téastd saadaan E(Y'\(XNY)) < I — E(X). Lisdksi on voimassa F(X NY) < E(X).

Nain ollen voidaan kirjoittaa:

E(XNY)=EX)E(XNY)E(X)
EY\(YNX)) = -EX)EY\(Y NX))I - EX))

Taten saadaan:

EY)=EXY\(XNY))+E(XNY)
=([I-EX)EY\(XNY)(I-EX))+ EX)E(XNY)E(X).
Kertomalla tdmé vasemmalta F(X):114 saadaan E(X)E(Y) = E(Y)E(X). O

Lause 2.7. Olkoon E; : B(Q) — L(H) ja Ey : B(£2) — L(H) kaksi suuretta. Jos

edes toinen suureista on projektioarvoinen, niin seuraavat ehdot ovat yhtéapitavét:

a) Fija Ey kommutoivat
b) E; ja Ey ovat funktionaalisesti koeksistentit

c) E; ja Ey ovat koeksistentit.

Télloin saatava kaksoissuure on yksikésitteinen.

Todistus. Lauseiden 2.4 ja 2.3 avulla a):sta saadaan b). Puolestaan b):sté seuraa

¢) méiritelmén nojalla. Oletetaan nyt, ettd E; ja Fy ovat koeksistentit. Télloin
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on olemassa suure F, jonka maalijoukko siséltda kaikki suureiden F; ja Fy maa-
lijoukkojen alkiot. Voidaan olettaa, ettd E; on projektioarvoinen. Télloin edelli-
sen lemman nojalla By (X)Ey(Y) = E(Y)E(X) V X € B(Q1),Y € B(Qy), silld
Ey(X), E5(Y) € ran(FE).

Todistetaan nyt saatavan kaksoissuureen yksikésitteisyys. Oletetaan, ettd suu-
reet Fy ja F, ovat funktionaalisesti koeksistentit ja ettd FE; on projektioarvoinen.

T&lloin on olemassa kaksoissuure F. Koska
E(XXY)=FE(X xQ) - EX xY°) < E(X x Q) = E(X),
niin on voimassa
Ei(X)E(XxY)=EX xY).
Soveltamalla téta joukon X komplementtiin saadaan

E\(X)E(X®xY) = (I — E(X)E(X°x Y)
= E(X°xY)— E(X)E(X°xY)
= 0.

Néin ollen voidaan kirjoittaa

EV(X)Ex(Y) = Ey(X)E(Sh x Y)
= B(X)(E(X xY) + E(X°x Y))
=E(X xY).

Kaksoissuure siis pakottuu olemaan muotoa E(X X Y) = E;(X)Ey(Y). O

2.2 Sumeiden suureiden yhteismittauksista

Vaikka kaikki suureparit eivit ole yhteismitattavia, niin yhteismitattomia suurepa-
reja voidaan kuitenkin yhteismitata epétarkasti. Heikkoa mittaustarkkuutta voidaan
mallintaa ns. sumeilla suureilla. Sumeat suureet ovat tarkoista (eli spektraalimittana
esitettdvistd) suureista saatavia epitarkkoja (eli semispektraalimittana esitettéivia)
suureita. Esimerkiksi edellisessé alaluvussa késitellyt esimerkit yhteismitattavuu-
desta sisalsivit kaikki sumeita spin-suureita, koska kaksi erisuuntaista tarkkaa spin-

suuretta eivit ole koskaan yhteismitattavat, silli ne eivdt kommutoi. Aloitetaan
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sumeiden suureiden késittely esimerkilld paikan ja liikemé&érdn yhteismittauksesta.

Esimerkki 2.6. Tarkastellaan Hilbertin avaruuden H = L?(R) tavanomaisia
paikka- ja liikemé#drdoperaattoreita Q ja P. Namé eivit ole yhteismitattavia suu-
reita, mutta niiden sumeat versiot ovat. Jokaisella yksikkovektorilla ¢ € C°(R) (=
nopeasti véhenevét siledt kuvaukset ¢ : R — C) voidaan mééritelld niin sanottu
faasiavaruussuure E¥ : B(R?) — L(L*(R)) heikosti kaavalla

1
B9(2) = 5 [ Waso) Wapildad,

missa W, = e'7 e71P e on Weylin operaattori. Osoitetaan suoralla laskulla, etté
faasiavaruussuureen EY¥ marginaalisuureet ovat juuri sumea paikka ja sumea lii-

kemédrd. Olkoon tétd varten ¢ € L*(R). Paikkamarginaaliksi saadaan:

(Y| E?(X x R)p //| Wapo|)| 2dpdq

ZQL// /e’m’ x — q)Y(x)dz|*dpdq
T
X
/ ((FE)(p) Pdpdg
R
/ e, |Pdg
_ / 1€,IPdq
//|90 z — q)(x)Pdedg

- / / yx (@)@ — @) Pl() Pdudg

(xx * ’90’2)(x)’¢($)’2dw

N\

>

Il
b

>~

/g%\%

|Ocx # ) (@),

missid yx * |¢]* on funktioiden xx ja |p|* konvoluutio ja & (z) := ¢(z — q)v(x).
Suure (xx * |©[*)(Q) on sumea paikkasuure ja todenniiksisyystiheytti |p|? sanotaan

sen sumeusparametriksi.
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Lasketaan seuraavaksi litkemédrdmarginaali. Tata laskua helpottaa seuraava tie-
to:

e
FW,,Ft =2 Fe P plFePOp—1 = o5 e m1@e™ il = claryyy

missd F' on Fourier'n-Plancherelin operaattori. Tdmé&n havainnon avulla lii-
kemadramarginaalin laskeminen saadaan palautettua paikkamarginaalin tapauk-

seen. Ensinnékin
<¢|qu(v0> = <F¢|FquF_1F90> = <F¢|Wp,—qF90>-

Téten liikkeméadramarginaaliksi saadaan

(E*(R x V) / / (W, s Fio| F) Pdgdp

- / / v (P16 — p) P14 () Pddy

= (| My a2 )
= <w|F7 XY*\@PFw>
= (| Oy * [91)(P)Y).

Néin ollen liikeméadramarginaalina saadaan sumea liikeméarésuure.

Huomattakoon, ettd marginaalisuureiden sumeusparametrit ovat Fourier'n
muunnoksen pédssé toisistaan. Tamé tarkoittaa sité, ettéd jos toinen suure mitataan
tarkemmin eli sen sumeusparametria “kavennetaan”, niin toisen suureen sumeus-
parametri “levenee” ja mittaustarkkuus kérsii. Téssé jaksossa tullaan késitteleméaan
juuri tdmén tapaista problematiikkaa ja pyritddn erityisesti tiettyjen diskreettien
suureiden tapauksessa analysoimaan kysymysta siitd millainen sumennus riittas yh-

teismitattavuuteen.

2.2.1 Muutama huomio koskien suureiden sumentamista
Téssé alaluvussa seurataan padosin kirjan [4] ja artikkelin [16] esitystapaa.
Vaikka tédsséd tyossd tullaan sumentamaan suureita ldhes poikkeuksetta sekoit-

tamalla niitd ns. triviaalisuureen kanssa, niin tdmé ei ole ainoa tapa tuottaa tar-

kasta suureesta sumea versio. Itse asiassa kyseessd on vain erityistapaus postpro-
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sessoinnista. Yleisemmin sumennus toteutetaan edellisen esimerkin tavoin ottamal-
la tarkasta suureesta konvoluutio jonkin todenn#koisyysmitan kanssa. Diskreet-
tien suureiden tapauksessa tdmé tarkoittaa sitd, ettd jos E on d-arvoinen suure
ja A B({1,...,d}) — [0,1] on todennikoisyysmitta, niin A:lla sumennettu E on

suure

d
Ex(l) = Al —n)E(n), (5)
n=1
missé A:n argumentti tulkitaan mod d. Téstd nahdéén, ettd valitsemalla A(0) =

A+ % ja A(j) = %,j # (0 saadaan suure

1-A< 1—\
E — \E ““ANTE(n) = \E Ay
koo (1) = AE(l) + y 7?1 (n) = AE(l) + 1

joka on juuri triviaalisuureella sekoitettu £.

Huomautus 2.2. Témén tyon puitteissa sumennuksista ei tarvita muuta kuin
edelld mainittua konvoluutiota. Kuitenkin taydellisyyden vuoksi mainittakoon téssa,
ettd konvoluutiokin voidaan nidhdé erityistapauksena laajemmasta luokasta sumen-
nuksia. Tdmén niakemiseksi tarvitaan topologiset avaruudet €2 seké €25 ja niiden
Borelin sigma-algebrat B(€2;) sekd B(§)2). Médritellaan kuvaus (Markovin ydin)
p : B(Qs) x Q; — [0,1], jolle p(-,w;) on tn-mitta sigma-algebrassa B({2y) kai-
killa w; € 2 ja p(X,-) on mitallinen funktio joukossa €2; kaikilla X € B(s).
Nyt voidaan mééritelld tarkasta suureesta E : B(€;) — L(H) epitarkka versio
F : B(Qy) — L(H) kaavalla

F(X)= [ p(X,w)dE(w).
/

Diskreettien suureiden tapauksessa (23 = {1,..., N}, Qy = {1, ..., M }) tdmé& saadaan
palautumaan edelld esitettyyn seuraavasti. Olkoon E : B(§2;) — L(#H) tarkka suure,
jolle E(n) = E,. Mééritellddn kuvaus p : B(£22) x ©Q; — [0, 1] kaavalla

p(X, n) = Z Amns

meX

missi A\, viittaa stokastisen matriisin? (\,,,) alkio. Nyt sumennetun suureen arvot

4Stokastisella matriisilla tarkoitetaan tissd M x N-matriisia, jonka pystyrivit summautuvat
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voidaan laskea ja ne ovat

josta saadaan erityistapauksena kaavan (5) mukainen konvoluutio valitsemalla mat-

riisiksi Ay, = A(m — n), sillé talloin

Paikan ja liikeméérdn tapauksessa puolestaan saadaan edelld esitetty sumennus
ottamalla sellainen p, etté silld on tiheysfunktio p(w',w) = e(w — w'). Kéytdnnossa
sen sijaan, ettd annettaisiin ensin p ja etsittéisiin sille tiheysfunktio, riittda yleenséa
antaa vain jokin sopiva funktio e. Nyt sumennetuksi suureeksi tulee esimerkiksi

paikkasuureen tapauksessa
FX) = [ plX.w)dE%w)
R

_ /R /X e(w — o )dw' dE9(w)
~ [ b+ @)aB2w),

Valitsemalla e = |¢|? saadaan aiemmin esilld ollut paikkasuureen sumennus.

Tulevissa tarkasteluissa suureita sumennettaan pédosin konveksikombinoimalla
niita triviaalisuureen é] kanssa. Téllainen sumennus voitaisiin toteuttaa myos su-
mentamalla tilaa ja mittaamalla tarkka suure. Sumennetuksi tilaksi tulisi t&lloin
Ap+(1— )\)él, jossa A € [0,1] ja p on tila, jossa sumea suure olisi alun perin haluttu
mitata. Tietyissd konteksteissa puhutaan sumennuksesta tarkoittaen tilan sumenta-
mista. Esimerkiksi Bellin epayhtaloiden erdénéa luokittelukriteerinéd pidetdén niiden
kykyéa sietdd tilan sumeutta. Téassd tyossd ei kuitenkaan keskitytéd tilojen sumen-
tamiseen, vaan sumennuksella tarkoitetaan aina suureen sumentamista, ellei toisin

mainita.

yvkkoseksi ja jonka alkiot ovat ei-negatiivisia.
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2.2.2 Kaksiarvoisten suureiden yhteismittauksesta

Tulevissa luvuissa ollaan monta kertaa tekemisissé kaksiarvoisten suureiden kanssa.
Seuraava lause antaa kahden kaksiarvoisen suureen yhteismitattavuudelle (yhteis-

suureen olemassaololle) yksinkertaisen karakterisoinnin.

Lause 2.8. Olkoon E; ja E, kaksiarvoisia suureita, ts. E;(+1) = F; ja E;(—1) =
I — F; , i = 1,2. Suureilla F; ja F5 on olemassa yhteissuure jos ja vain jos on

olemassa efekti [ s.e.

Fiy < Fy,
Fip < F; ja
O< K+ —-Fy,<I

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa efekti Fio, jolle lauseen ehdot toteutuvat.

Talloin voidaan maaritella suure E ehdoista

E(+,+) = Fis

E(+,—)=F — Fiy
E(—,+)=F, — Fi,
E(—,—)=1—-(F1+ F,— F15).

Valittomasti ndhdéén, ettd ndin madritelty suure on Ej:n ja Eo:n yhteissuure.
Oletetaan nyt, ettéd suureilla £ ja Fy on olemassa yhteissuure E. Talloin F(X) =
Fy ja E(Y) = F, joillakin X ja Y. E:n additiivisuudesta seuraa, etti

EXUY)=EX)+EY)—-EXNnY)=F+F-EXNY).

Koska E(X UY) on efekti, niin 0 < F; + F, — E(X NY) < I. Liséksi F; = F(X) >
E(XNY)jaFy=E(Y) > E(XNY). Voidaan siis valita Fio = E(X NY). O

Seuraavassa on kirjattu edellisen tuloksen yleistys kolmen kaksiarvoisen suureen
tapaukseen. Tulosta ei ole 16ytynyt kirjallisuudesta eikéd vastaantulleista julkaisuis-
ta, joten todistus on kirjoittajan késialaa. Tulosta voi soveltaa esimerkiksi kolmen
sumean spinsuureen yhteismittauksen karakterisointiin. Saatava ehto spinsuureiden
tapauksessa koostuu kuitenkin 15 epéyhtélosté, joita ei ainakaan vield ole onnis-
tuttu sieventdmaéadn niin siistiin muotoon, ettéd niitéd olisi mielekésté esitella. Tahan

asti yhteissuure on mééritelty vain kahdelle suureelle. Seuraavassa madritelméssa on
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esitetty tdmén kasitteen suoraviivainen yleistys kolmen suureen tapaukselle.

Maéritelmi 2.6. Suure E : B(2; x Q3 x Q3) — L(H) on suureiden E; : B(Q) —
L(H),Ey : B(Q22) — L(H) ja E3 : B(Q3) — L(H) yhteissuure, jos kaikilla X €
B(),Y € B(€) ja Z € B({23) on voimassa

Ei(X)=E(X x Qy x Q)
EyY)=E(Q; xY x3)
E3(Z) = E(Q x Q9 X 7).

Lause 2.9. Olkoon E, Fs ja E3 kaksiarvoisia suureita, ts. F;(+1) = F; ja E;(—1) =
I —F;i=1,2,3. Niilld suureilla on olemassa yhteissuure jos ja vain jos on olemassa

efektit F12, Flg, F23 ja F123 S.e.

Fj <F,F;, i,j€{1,2,3}, i#j
Fia3 < Fig, Fi3, Fa
0< Fio3— Fio— Fizs+ F1
0 < Flog — Fio — Faz + Iy
0 < Fiog — Fi3 — I3 + F3
I'> Fy+ Fy+ F3 — Fig — Fig — Fog + Fias.

Todistus. Todistetaan ensin ehtojen riittdvyys. Madaritellidn kuvaus FE
B({£1,+£1,+1}) — L(H) seuraavasti:

E(+,+,+) = Fia3

E(+,+,—) = Fia — Fia3

E(+,—,+) = Fi3 — Fia3
+) = Fa3 — Flig

|
|
|
I
~
|
=
_I_
:q
_l’_
&
_l’_
e
|
:q
|
&
|
o

Oletuksen nojalla kaikki suureen E maalijoukon alkiot ovat efekteja. Lisédksi ndmaé
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efektit summautuvat identiteetiksi, joten kyseessd on suure. Koska lisiaksi

E(+,+,+) + E(+,+, =) + E(+,—,+) + E(+,—,—) = [}
E(+,++)+E(H+,+,-)+E
E(+,+,+) + E(+, =, +) + E(=,+,+) + E(—, —, +) = F3,

0
+
=
+
&=
K
+
|
I
3

niin marginaaliechdot toteutuvat ja E on téten yhteissuure.
Oletetaan nyt, ettd on olemassa yhteissuure FE. Talloin on olemassa joukot
XY, Z € B{£1,+1,+1} se.

Koska
EXNY)<EX),E(Y)
E(XNZ)<EX),E(Z)
EYNZ)<EY),EZ)
EXNYNZ)<EXNY),E(XNZ),EYNZ),

niin valitsemalla F12 = E(X N Y),Flg = E(X N Z),Fgg = E(Y N Z) ja F123 =
E(XNY NZ)saadaan lauseessa annetut ehdot F; < F;, F; sekil Flog < Fio, Fi3, Fo3

tayttavat efektit. Taméa valinta toteuttaa myos lauseen muut ehdot, silla esim.

Fio3—Fis—Fis+ Fi=EXNYNZ)—EXNY)-EXNZ)+ EX)
=EX)-EXnNYUZ2)
=E(X\(YUZ))>o.

Téssé toisessa yhtdsuuruudessa on kéytetty tietoa E(X NY)+E(XNZ)=E(XN
(YUZ))+E(XNYNZ) jaarvio saadaan sisdltymisestda YN(XUZ) C Y. Vastaavalla

tavalla ndhdaén, ettd myos epayhtalot

Fioz — Fig — Fos + F, >0
Fioz — Fi3 — Iy + F5 > 0.
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ovat voimassa. Lauseen viimeinen epayhtélo ndhdééan todeksi huomaamalla, etté
F1+F2—|—F3—F12—F13—F23+F123:E<XUYUZ) EE(H)

Niin ollen sopivien efektien Fis, Fi3, Fo3 seké Fio3 olemassaolo on yhtapitdvad an-

nettujen kolmen kaksiarvoisen suureen yhteismitattavuuden kanssa. O

2.2.3 Kahden qubittisuureen yhteismitattavuus

Sumeaa qubittisuuretta kuvataan semispektraalimitalla Ej : B({—1,1}) — L(C?),
jolle Ej(£1) = 2(axl £ G - 7). Ellei toisin mainita, sumealla qubittisuureella tar-
koitetaan kuitenkin tapausta, jossa ay = 1 (niin sanottu unbiased-tapaus). Seuraa-
va lause, jonka on ensimméisené todistanut Busch artikkelissaan [3] ja jonka téssé
esitettédvé todistus on perdisin kirjasta [4], karakterisoi kahden qubittisuureen yh-

teismitattavuuden.

Lause 2.10. Kahden sumean qubittisuureen F; ja FE, yhteismitattavuudelle

vélttamaton ja riittavé ehto on (kts. kuva 3)
1 - - 2 1 - — 2
e+l + 17— Al < 1 )

Todistus. Lauseesta 2.8 saadaan suureiden F; ja E5 yhteismitattavuudelle riittava
ja valttamaton ehto. Kyseisen lauseen mukaan suureilla E; ja Es on yhteissuure, jos

on olemassa efekti Eyy := vE3(+1), jolle

0 < vE3(+1),

YE3(+1) < Ey(+1),

vE3(4+1) < Ey(+1) ja

Ei(+1) + Ex(+1) — vE3(+1) < I.

Koska matriisin positiivisuus on yhtéapitdvaa ominaisarvojen positiivisuuden kanssa,
saadaan suoralla laskulla oF,(+1) — SE,(+1) > 0 & o — 8 > ||laf, — Blnl|-

Talla tempulla kolme ylimméista yhtéloa ja analogisella laskulla alimmainen yht&lo
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Kuva 2: Kaavan (7) havainnolistus.

saadaan muotoon:

[yl <~

7 =il <1 =7
772 =il <1 =7
7+ 12 — 3] | <y

Y14 olevasta yhtéloryhméstd huomataan, etté jokaisen normin sisélla on y7j3. Téaten

yhtéloryhmén toteutuminen on yhtépitavéaad (kts. kuva) sen kanssa, ettéd

v € B(0,7) N B(,1 —~) N B, 1 — ) N B(ifi + 1, ), (7)

missi B(d,r) tarkoittaa pisteen @ r-séteistd suljettua palloympéristod. Kahden kes-
kimméisen pallon leikkaus on epétyhjé jos ja vain jo 1 —~ > 1||i7; — || Puolestaan
reunimmaisten pallojen leikkaus on epétyhjé tarkalleen silloin kun ~ > %Hﬁl + 7|
Néin ollen yhteissuureen olemassaolosta seuraa, ettéd |7 + 72| + 3|71 — 7] < 1.

Kadntden, jos saatu epayhtilo on voimassa, niin on olemassa -, jolle kaksi aiem-
paa epiayhtalod ovat voimassa. Talloin vektori 7y := %(ﬁl + 7j2) on kaikkien neljén
pallon leikkauksessa, sillé esimerkiksi ||7; — 7o|| = [|71 — /|| < 1 — 7. Valitsemalla

v = ||7l| ja 73 = 7p° saadaan ehto (7) toteutumaan.

5Tassé tyossi vektorilla, jonka pé#slla on viivan sijasta hattu tarkoitetaan normitettua vektoria.
Esimerkiksi téssd 7y = mﬁo
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(a) Parametrit 77, = (a,0,0), 72 = (b, ¢, 0). (b) Parametrit 7j; = (2,0,0),7 = (b, c,0).

Kuva 3: Kahden qubitin yhteismittallisuus.

Néin ollen qubittisuureilla E; ja Fs on olemassa yhteissuure, jos ja vain jos

1. . 1, . .
§’|771+T]2||+§||771—772||§1. (8)
L]

Yll& saatu tulos tulee olemaan téarkeédsséd asemassa osoitettaessa, ettd kahden qu-

bittisuureen yhteismitattavuus ja Bellin epayhtélon toteutuminen ovat yhtéapitavét.

2.2.4 Useamman qubittisuureen yhteismittauksesta

Kolmen tai useamman qubittisuureen yhteismitattavuudelle ei tunneta karakteri-
sointia yleisesti. Tamén kappaleen lauseet antavat kuitenkin vélttdméattoméan sekéa
riittdvan ehdon, mutta ndmé eivit ole samat muuta kuin ortogonaalisten suun-
tien tapauksessa. Kaksi lauseista ovat yleistyksid artikkelissa [5] esitetyistd tulok-
sista, joissa kaikkia suureita sumennetaan yhté paljon. Alla lauseet on muotoiltu
siten, ettd jokaista suuntaa sumennetaan toisien suuntien sumennuksista riippu-
mattomasti. Yksi lause on puolestaan artikkelista [17]. TAmé& antaa yleisemméassi
tapauksessa valttdmattomén ehdon kuin artikkelin [5] todistus. Rajoittuneempi ta-
paus on esitetty téssd, koska sen alkuperédinen todistus osoittautui puutteelliseksi:
se ei riitd todistamaan niin laajaa tapausta, jonka kirjoittajat sen vaittavéit todista-

van. Téssé esitettdvissd versiossa on asetettu riittavat lisdvaatimukset, jotta lause
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saadaan pateviksi. Aloitetaan pienelld aputuloksella.

Lemma 2.2. Kaikille B € T(H)" ja A € L(H) s.e. A < I on voimassa tr[AB] <
tr[B].

Todistus. Olkoon B € T(H)" ja A € L(H) s.e. A < I. Ensinnékin 7 (#H) on L(H):n
téhti-ideaali, joten AB € T (H). Epdyhtélo ndhdédén todeksi kirjoittamalla

tr[AB] = tr[BY2ABY?] < tr[B],

jossa arvio nihdisn kirjoittamalla tr[BY/2AB'?] jiljen masritelmén avulla auki ja
kayttamalld sita, ettd A < 1. ]

Lause 2.11. Olkoon 77, = (a,0,0), 77> = (0,b,0) ja 73 = (0,0, ¢). Néihin vektoreihin
liittyvien qubittisuureiden Ej(+1) = $((1 £ ay)l £ - 1), missd —1 + ||7]] < ay, <
1 — ||7]l, yhteismitattavuudelle vilttimiton ehto on a? + b + ¢ < 1.

3
Todistus. Merkitaan 7j(xy, g, x3) := > TxMy, missd x, € {—1,1} Vk ja 7 on suu-

k=1
reeseen k liittyva sumeusvektori. Ensimméinen havainto on, etta

(7 ) Be(1)] = %5 (1 % atnlg 7 + el 0] = [l (9)

Oletuksen nojalla on olemassa yhteissuure E : B({—1,1}?) — L(C?), joka antaa

marginaaleinaan suureet Fjy, ts.

> E(w1,1,33) = Ey(ay). (10)

{zitizn
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Yhtélsiden (9) ja (10) nojalla voidaan kirjoittaa:
3 3
Do llP = (G - i) Ei(£1)]
k=1 k=1

= % Z tr@ (0 - k) Er(x)]

k=1 zp=+1
13
=3 tr[zy (5 - k) Z E(x1, 29, x3)]
k=1 zp=%1 {zi}izn
13
=3 Z tr{ag(d - M) E(x1, 22, x3)]

3
1 . .

=5 > 6@ Y awii) B, w, )]
T1,%2,%3 k=1
1 - o

) Z [7(21, 22, w3) ||tr[(F - (21, 22, 23)) E (21, T2, 73)].
1,22,T3

Koska L£(C?) 3 6 - ij(x1, xe, 3) < I Vk ja E(x1,29,23) € T(CHT Va; € {—1,1},i =

1,2, 3, saadaan lemman 2.2 avulla yldraja-arvio:

> llil® <1 > i@, 22, ws) |t [E (2, 22, 23)]. (11)

Oikean puolen lauseke voidaan tulkita R®:m vektoreiden

T= (Hﬁ(x17$27$3)”)I1,12,$3=i1 ja

= (%tr[E(Zﬁl, T3, $3)]>

x1,%2,23==%1
sisatuloksi. Koska

o
9]l = 3 > [E(wy, 2, 23)]) = 1,

Z1,22,L3

niin epéyhtilod (11) saadaan edelleen arvioitua:

3
D il < maxfali = 1,...,6} = Va? + 52 + 2.
k=1
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TAmén yhtdlon vasen puoli on a? + b? + ¢?, joten saadaan haluttu tulos:
a>+b*+cF <1 (12)

]

Seuraavassa lauseessa on esitetty kolmen qubittisuureen yhteismitattavuudel-
le edellisen lauseen valttamatontd ehtoa yleisempi ehto. Sitd ennen on kuitenkin
syyté esitellda kahden ja kolmen qubittisuureen yhteissuureiden yleinen muoto. En-
simméinen tulos on periisin artikkelista [18], jossa sen todistus on esitetty moni-
mutkaisella tavalla. Alla tulos on todistettu suoralla laskulla. Jalkimméinen tulos
on puolestaan annettu artikkelissa [17], mutta kyseisessi paperissa sitd ei ole to-
distettu eikéd ole annettu ldhdetté, josta todistus 16ytyisi. Todistus on téssé tehty

edellisen tavoin suoralla laskulla.

Lemma 2.3. Suureet Ej(+1) = 2((1 £ ax)] £ 7, - ¢),k = 1,2 marginaaleinaan

antava (normitettu) operaattorimitta on valttdméattd muotoa
1 Lo o =
Ei2(a,b) = 4_1((1 + aay + bay + abz)l + (aff; + b + ab?) - &),

missi 2z € R ja 2 € R? ovat mielivaltaisia seki a,b € {—1,1}.

Todistus. Olkoon nyt Fio operaattorimitta, joka antaa marginaaleinaan suureet F;
ja Es. Koska joukko {I,0,,0,,0,.} muodostaa kannan avaruudelle £(C?), niin voi-

daan kirjoittaa

1 — — — —
Eio(+,+) = Z((l +aytag+2) [+ (1 + 7+ 2) - F),

missé z € R ja 7 € R3. Koska E19(+, —) = Ey(+) — Eia(+, +), niin
1 — — — —
E12(+, —) = Z((l +a; —az — Z)I + (Th — 12 — Z) : O').

Edelleen Ei5(—,+) = Ea(+) — E1a(+, +), joten saadaan

1 o
Eyy(—,+) = Z((l —ay +ay — 2)[ + (=i + 1772 — Z) - 0).

Viimeinen Fiy:n efekti saadaan kaavasta

Eip(—, =) =1 = Ep(+,+) = Eia(+,—) — Eia(—,+).
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Naiin ollen saadaan
1 — — —\ —
Eip(—,—) = 4_1((1 —ay—ay+2) + (= — 7+ 2)- 7,
joten viite on todistettu. O

Lemma 2.4. Suureet Ey(+1) = ((1 & ax)! £ 17 - &), k = 1,2,3 marginaaleinaan

antava (normitettu) operaattorimitta on vélttamédttd muotoa

1
E(a,b,c) = §<<1 + aay + bay + cas + abzy + beze + cazs + abezy)l

+<CL771 + bﬁQ + Cﬁg + abZl + ngg + caig + ab024) . 5)

Todistus. Aloitetaan kirjoittamalla E:n efektit® E(+,+,+):mn ja marginaaliefektien

avulla:

E(+,+, =) =Ea(+,+) — E(+,+,+)

E(+, = +) =Ei3(+,+) = E(+,+,+)

E(—,+,4) =Es(+) — Eax(+,—) — E(+,+,+)

E(+,—,—) == E3(+) + Eia(+, =) + Eis(—, +) + E(+,+,+)
E(— +,—) =E%u(+,—) — Bwo(+,+) + E(+,+, +)

E(—,—,+) =— Ea(+) + Eis(—, +) + Eas(+, =) + E(+,+,+)
E(—,—, =) =Eup(+.+) + Ea(—, —) — E3(—,+) — E(+,+,+).

Tésséd kiytetyssé notaatiossa F;; viittaa E:sté laskettuun marginaaliin ¢, eli esimer-

kiksi E1a(a,b) = > E(a,b,n). Kuten kahden suureen tapauksessa, voidaan nytkin
n==+1
kirjoittaa

1
E(+,+,+) :é«l + aq -+ (05} —|—CL3 -+ 21 -+ Z9 —+ z3 -+ 24)[

+( + T+ T3+ 21+ 2o+ 23+ Z4) - 5),

missi 2; € R ja Z; € R3, i=1,2,3, ovat edellisesséi lemmassa esiintyneitid kahden

qubitin yhteissuureen parametreja (z1, 2 <> Elo; 29, 25 > Ea3; 23,23 <> Ey3) jai =4

6Tarkalleen ottaen tiissi ei ole kyse efekteistsi, silld ran(E):n operaattoreilta ei ole vaadittu
positiivisuutta.
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vastaa F:n vapaita parametreja. Nyt ylla olevista kaavoista saadaan

B+ -) =5((L+ar +as — a3 45— 25— 25— )]
M+ T =T+ 21— Z— 23— 7)) - 0)
E(+a_>+):%((1‘*‘@1—a2+a3—21—22+23—z4)]
+(h — T+ 1 — 21 — 2+ 23 — Z4) - O)
E(—,+,+) %((1—a1+a2+a3—21+z2—23—z4)1
(T + T+ s — 2+ —F— Zy) - F)
E(+,—,-) %((1"‘@1—Gz—a3—21+22—23+z4)1'
(T =T — s — 21+ 2 — Z3 + Z4) - O)
E(—,+,-) %((1—a1+a2—@3—zl—22+23+z4)f
(=T + 17— — 21 — %+ 23+ Zy) - )
E(— -, ):é(1_a1_a2+a3+21—22—23+24)[
H(—Th — T + 13+ 21 — 2 — 2+ Zy) - )
E(_’_7_):é((l_al_a2_a3+21+22+23—24)]
= =T — B+ 2+ %+ 23— Z) ),
joka todistaa viitteen. O]

Lause 2.12. Olkoon Ey(£1) = 3((1 £ ay)I £ 7 - &),k = 1,2, 3 kolme qubittisuu-
retta. Ndiden yhteismitattavuudelle vilttdmiton ehto on sellaisen vektorin z; € R3

olemassaolo, etta

| = — 12 — 773 — Zal| + ||7h + 72 — 775 — Z4|
H| =+ T+ 75 — Zal|| + || — 7 + T3 — Z4]] < 4.

Todistus. Edellisen lemman nojalla jokainen normoitu operaattorimitta, joka antaa

halutut kolme qubittisuuretta marginaaleinaan, on muotoa

1
E(a,b,c) = §<<1 + aay + bay + cas + abzy + bezg + cazs + abezy)l

+(aify + bify + cifs + abZ + beZy + caZs + abeZy) - 7).
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Jotta tdmé& olisi suure, on oltava F(a,b,c) > 0 Va,b,c € {—1,1}. Téstd saadaan
esimerkiksi F(+, 4, +):1la

|+ T+ s+ 214+ 2+ 2+ 4l <1+a+as+as+2+ 2+ 23+ 2
ja E(—,—,—):lla
|| = ==+ + 2+ 25— 2| <1—-a —ay—az+ 2+ 2+ 23 — 2

Néamaé kaksi epayhtalod voidaan tulkita siten, ettd vektori 27 + 25 + z3 kuuluu kahden
pallon leikkaukseen, joiden keskipisteet ovat —1j; — 7o — 7j3 — Z4 ja 71 + 7o + 73 + Z4
seké siteet 1 +a1+as+a3+21+20+23+24jal—ay —as—az+21+20+ 23— 24
vastaavasti. Koska vektori z; + Z5 4+ Z3 on pallojen leikkauksessa, on leikkauksen
oltava epétyhja. Néin ollen pallojen keskipisteiden etéisyyden tulee olla pienempi

kuin séteiden summa, eli on oltava voimassa
| = — 1 — 75 — Z4]| <1+ 21+ 20+ 23.

Kaymalla lapl parien (E(+7+7_>7E(_7_7+>>7 (E(+7_7+>7E(_7+7_)) ja
(E(—,+,+), E(+,—,—)) positiivisuusehdot saadaan samalla tavoin kuin edelld
epayhtalot

[ — o+ 73 — Z4|| <1 =21 — 22 + 23,
|7+ — 75 — Z4|| < 1421 — 25 — 23,

||_771+772+773_Z4||§1_21+22—23.

Laskemalla kaikki neljé epédyhtéloéd yhteen saadaan

|| =1 — o — 13 — Zu|| + |7y + 72 — 773 — 24
| =+ 73— 2| | — e+ 13 — 24| < 4,

joka on véitetty epayhtalo. O]

Y1li néhtiin, ettd sopivan vektorin Z; € R? olemassaolo on vilttdmiiton eh-
to kolmen qubittisuureen yhteismitattavuudelle. Jotta kyseisen vektorin merkityk-
sesté saisi jonkinlaisen kuvan, on hyva huomata, etté edellisessé lemmassa annettu
valttaméttoméan ehdon epayhtélo voidaan tulkita summana pisteiden —1j; — 775 — 1773,

T — T2 + 13, Th + T2 — 7j3 ja —1]y + 172 + 73 etiisyyksisté pisteeseen Zj. Pistetté Zj, joka
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minimoi tdméan summan, kutsutaan ko. neljén pisteen joukon Fermat’n-Torricellin
pisteeksi. Néin ollen yhteismitattavuudelle vélttaméton ehto on, ettd qubittisuu-
reiden sumeusvektoreista 77; muodostetun ylld mainitun neljan pisteen joukon FT-
piste on sellainen, jolla tutkittava etdisyyksien summa on pienempi tai yhtéasuuri
kuin nelja.

Mainitaan ilman todistusta seuraava FT-pisteitd koskeva tulos [19].

Lause 2.13. Olkoon T}, = {xy,...,x7,} C R% Jos T,:n Fermat-Torricelli piste zpr

kuuluu itse joukkoon, niin

Xy — TFT

— - || <1.
||1‘z'—l’FT||

i=1
Téssé termi, jossa tulee nolla nimittdjaan, tulkitaan nollaksi.

Jos taas xpr ei ole joukossa 7),, niin Fermat-Torricelli piste on se piste zpr, jolle

Ly — LFT —0

— ||z; — zpr|

Esimerkki 2.7. Olkoon 7; = (a,0,0), 72 = (0,6,0) ja 73 = (0,0,¢). Joukon
S ={(-a,—b,—c),(a,—b,c),(a,b,—c), (—a,b,c)} FT-piste on ylla esitetyn tuloksen
nojalla origo, silla ensinnékin FT-pisteen ollessa esimerkiksi (—a, —b, —c), saataisiin

(voidaan olettaa, ettd a,b,c > 0)

' _

Laskemalla sama lasku joukon S muille pisteille saadaan vastaava tulos, joten FT-

a+c a+b b+c

Xy — TfpT
+ +
latell  fla+bl |o+cl

—341.

i1 ||lzi — zpr]

piste ei voi olla joukossa S. Toisaalta

(—a,—b,—c) + (a,—b,c) + (a,b,—c) + (—a,b, )

Taten vektoreiden 17, 72, 73 madramien qubittisuureiden yhteismitattavuudelle saa-

=0.

daan edellisestd lauseesta valttamaton ehto
A+ +E< 1,

joka yhtyy tdmén alaluvun alussa esitettyyn kolmen ortogonaalisen qubittisuureen

yhteismitattavuuden valttaméattoméaan ehtoon.
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Esimerkki 2.8. Tarkastellaan kahden qubitin yhteismittaukselle edellisesté lausees-
ta saatavaa valttamatonta ehtoa. Koska mikéa tahansa suure on yhteismitallinen tri-
viaalisuureen kanssa (yhteissuureena F(z,y) = E(z), missi d on dimensio), niin
kahden suureen yhteismitallisuuden sijaan voidaan tarkastella nédiden suureiden ja
triviaalisuureen yhteismitallisuutta. Tétd varten médritellisn 7; = 0. Nyt edellisen

lauseen epéyhtélo tulee muotoon

| = — 12 = Zerl| + (|7 + 72 — Zrr|
+|| =7 + 72 = Zer|| + || — 72 — Zer]| <4,

missé FT viittaa Fermat-Torricelli pisteeseen. Koska nyt joukko, jolle haetaan FT-
pistetta sisaltdd kaksi vektoria sekéd niiden vastavektorit, on F'T-piste nolla. Néin

ollen tasta saadaan sama valttaméaton ehto kuin aiemmin

|7 4+ | + [ — ]| < 2.

Huomautus 2.3. Edellisen esimerkin tuloksen voi johtaa my6s seuraamalla kolmen
qubitin yhteismitattavuuden vélttdméattoméan ehdon johtoa. Toisin sanoen riittda
hakea positiivisuusehto lemman 2.3 antaman yhteissuureen neljille efektille ja kayd&
sama lasku lapi kuin kolmen qubitin tapauksessa. Kahden qubitin tapauksessa ti-
lanne on siind mielesséd mukavampi, etté siind tutkittavan pistejoukon FT-piste on

aina nolla.

Tutkitaan seuraavaksi useamman qubittisuureen yhteismittauksen riittavaa eh-

n
toa. Seuraavassa lemmassa on kdytetty merkintdd 7j(zy,...,z,) = Y Tgfk, missi
k=1

z € {—1,1}. -

Lemma 2.5. Seuraavat yhtdsuuruudet ovat voimassa:

1) Z (@1, Tp) = Z Zx]ﬁj:o

T1,...,n==E1 T1,...,.kn==1 j=1
n
2) Z ﬁ(xlw"axn) = Z ijﬁ? :2n71xkﬁk
{zi}izr {zi}izr J=1
3) D i)l = D i)+ D i@, )|
Z1,...,en==%1 {Z'i}igékvxk:l {xi}i?gk,mk:—l

{zi}izr
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Viimeisessé termissé ei ole valid x,:n arvolla.

Todistus. Kaksi ensimmaistd tulosta ovat ilmeisid ja ja viimeinen yhtasuuruus

nahdain todeksi kayttamalla tietoa

17z, o )| = [ = (=1, oo =) | = (=1, o =)

]

Seuraava lause antaa riittdvén ehdon &dérellisen monen qubittisuureen yhteismi-

tattavuudelle.

Lause 2.14. Riittava ehto n:n qubittisuureen yhteismitattavuudelle on

ST i@, e za)|| < 2 (13)

T1,...,xp==1
Todistus. Mééritelldéin positiivioperaattorimitta £ : B({—1,1}") — £(C?) kaavalla

2|71, ey ) || 1 1.
- I +t=c-n(xy,...,x5)],
SRR CEAL (1, )]

E(zy,...,zy,) == 5 5
e ==%1

missd ¢ € [0,1]. Nédin mééritelty kuvaus on selvésti positiivinen, silli edessé ole-
va kerroin on positiivinen ja suluissa oleva osa on jonkin qubittisuureen efekti (eli
positiivinen). Taten ominaisarvot ovat ei-negatiiviset, joka riittdd positiivisuuteen.
Edellisen lemman avulla saadaan nyt helposti ndytettyé, ettd E on yhteissuure su-
meille qubittisuureille. Ensinnékin

Z Hﬁ(xlv"'axn)Hﬁ(xla-'v:En)

T1,...,tp==%1

> i, )l

/ Y
05Ty ==%1

=1

Z E(zy,...,xy) =1+1t5 -

T1,...,tpn==21

Viimeinen yhtésuuruus seuraa lemman ensimmaéisestéd yhtdsuuruudesta. F:n margi-

naaleiksi saadaan lemman kahden jélkimmaéisen kohdan nojalla:

{Z}: 20|71, . ) || X X
Tititk > oA
E vy L) = _ I+ t=G-
2 Blay i) = — el 457
e ==%1
1 on
= —(I—i‘&'t - xkﬁk)
> gy, )|

2
xl,.zh=%1

(X1, ey Tp)]
{zi}izk
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Téten yhteissuureen olemassaololle riittava ehto on > [|7f(zq, ..., x,)|| = 2™
T1,...,en==x1
Toisin muotoiltuna tdmé ehto tarkoittaa, ettd yhteissuure on olemassa, jos

Z "ﬁ($177xn>‘| < 2n7

T1,...,en==x1
joka todistaa viitteen. O]

Seuraus 2.1. Riittavi ja vilttdméiaton ehto vektorien (a,0,0), (0,b,0) ja (0,0,c)

médradmien sumeiden qubittisuureiden yhteismitattavuudelle on
a? +b* +c* <1 (14)

Todistus. Valttamattomyys on jo todistettu. Riittdvéksi ehto n&dhdiddn edellisen

lauseen avulla, silla nyt

Z |7(z1, 22, 23)|| = 2"Va? + b2 + 2 < 2",

r1,r2,x3==%1
josta saadaan a® 4 b? + ¢* < 1. O
Seuraus 2.2. Kolmen qubittisuureen parittainen yhteismitattavuus ei riita kaikkien
kolmen suureen yhteismitattavuuteen.
Todistus. Vektorien 77, = (\%,0,0), o = (O,\%,O) ja i3 = (0,0,\%) mAaAaraamat

qubittisuureet ovat parittain yhteismitallisia, sill&
177 + il + 17 = 5l =2 Vi, 5 = 1,2,3,i # j.
Kuitenkin
17 + 7+ 5] + (171 + 772 — 73] + ([T — 72 + 735 + [l — 772 — 75| = 6 > 4,

joten saatavat kolme suuretta eivit ole yhteismitattavat. O]

Téahén asti esitetyissd tarkasteluissa ei ole yhteissuureelta oletettu mitédéan
ylimaaraistda. Mielenkiintoinen kysymys on kuitenkin se, milloin riittdd ottaa yh-
teissuure, jossa on vihemmén nollasta eroavia efekteja kuin maksimimaara (esim.
kahden ja kolmen qubitin tapauksessa maksimimééréa on nelja ja kahdeksan vastaa-
vasti). Seuraava lause ja esimerkki osoittavat, ettd kolmen qubitin tapauksessa tietyn

neliarvoisen yhteissuureen olemassaolo tuo lisdrajoituksia yhteismitattavuudelle.
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Lause 2.15. Olkoon
Auﬂ):%uia-a
B(£1) = %(Ii b-3)
C(£1) = %(1 +7.3)

kaksiarvoisia suureita. Valttaméaton ja riittéava ehto sille, ettd on olemassa neliarvoi-

nen suure F s.e.

on
||21@ + 22b + 238 < 1 Va; € {—1,1}.

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa lauseen mukainen suure F. Koska joukko

{I, 5} muodostaa kannan avaruudelle £4(C?), niin voidaan kirjoittaa
1 rd =g
E() = S(I + F-5).

Vilittomasti ndhdadn, ettd suureen E muissa efekteissé on oltava identiteetin ker-
toimena 1 — . Koska E on suure, niin sen efektit summautuvat identiteetiksi. Nain

ollen y+3(1 —v)=2eliy = % Siitd, ettd F on suure, seuraa

- 1

17l < 5

— = 1

||a— ||§§

. 1

b— < Z

- fll <3
- 1

- <1

le—fll <3

esra-1]-o

4
jossa viimeinen yhtélo on voimassa, koska > E(i) = A(+1) + B(+1) + C(+1) —
i=1
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2F(1) = I. Viimeisesta yhtélostd saadaan f= s(@+ b+ c), joten epéayhtilot tulevat

muotoon
||21@ + 29b + 238)| < 1 Va; € {—1,1}.

Kadntéen, jos ylla oleva epayhtaloé on voimassa, niin voidaan mééritella neliarvoinen

positiivioperaattorimitta E seuraavasti

E(l):i(l—l—(6+5+5)-5)
E(z):iuﬂa—z‘;—a )
B(3) = 1+ (~a+5-2)-5)
E(4):i(1+(—6—5+5) &)

Néin maéaritelty positiivioperaattorimitta E on todellakin suure, silld sen arvot ovat

efektejd ja ne summautuvat I:ksi. O

Huomautus 2.4. Edellisen lauseen tilanteessa on oletettu, ettd suureet A, B
ja C saadaan postprosessoitua neliarvoisesta suureesta tietylla tavalla. Tamé& on
yvhtéapitavad sen kanssa, ettd suureilla on olemassa tietynlainen neliarvoinen yhteis-

suure. Témén nikemiseksi kirjoitetaan
Ala;) = (@) B(x)
B(b;) = Y (b)) E(x)
Cler) = ) Auler)E(x).

Jotta kyseessd olisi edellisen lauseen mukainen post-prosessointi, niin esim.

ylimmaésséa yhtélossé esiintyvit kertoimet g, (a;) tulee valita siten, ettéd

(1) = po(1) = ps(—1) = pa(=1) = 1
pi(—1) = pa(=1) = ps(1) = pa(1) = 0.

Nyt suure E(a;,bj,cr) = . pra(a;)ve(bj)Ae(cy) E(x) antaa marginaaleinaan alku-
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peréiset suureet ja silld on ainoastaan nelja nollasta eroavaa efektié, jotka ovat

E(+,+,+) = BE(1)
E(+,—,—) = E(2)
E(—,+,-) = E(3)
E(—,—,+)=E(4).

Ké&intéden, jos on olemassa yhteissuure G, jonka ainoat nollasta eroavat efek-
tit ovat G(+,4+,+),G(+,—, —),G(—,+,—) ja G(—,—,+), niin tdstd marginaalin
laskeminen on juuri edellisen lauseen tyyppinen post-prosessointi.

Esimerkki 2.9. Olkoon 7, = \%(1,0,0),772 = \/Lg(l, 1,0) ja i3 = \/Lg(O, 1,1) kolme

vektoria, jotka méadrdavat kolme qubittisuuretta luonnollisella tavalla. Nyt

L L L oL L L 4
7+ 772 + 73| + [+ 72— sl | + |7 — 7+ 7] 4[| = 770 + 712 + 735 =2+ <
joten lauseen 2.14 ehto toteutuu. N&in ollen on olemassa yhteissuure. Kuitenkin

esimerkiksi
— — — 3
|71 + 772 + 75| = ﬁ > 1,

joten edellisen lauseen mukaista neliarvoista yhteissuuretta ei ole olemassa.

Huomautus 2.5. Kéytetdén tuttua notaatiota sumeusvektoreille. Ortogonaalisten
qubittisuureiden (eli ortogonaalisten sumeusvektoreiden) tapauksessa lauseen 2.15
mukaisen neliarvoisen yhteissuureen olemassaolo on yhtépitdvéaa yhteismitattavuu-
den kanssa. Taméan nékee helposti aiempien tuloksien avulla: lauseen 2.14 ehto, joka
antaa ortogonaalisten qubittien tapauksessa lauseen 2.11 nojalla karakterisoinnin

yhteismitattavuudelle, redusoituu muotoon
|77+ 72 + 3l < 1,

joka on tassd tapauksessa sama kuin lauseen 2.15 antama ehto. Néin ollen ortogo-
naalisilla qubiteilla on olemassa yhteissuure, jos ja vain jos niilld on olemassa lauseen
2.15 mukainen neliarvoinen yhteissuure. Itse asiassa téssé ei tarvitse edes puhua tie-
tyn tyyppisista neliarvoisista yhteissuureista, silld jos yhteissuure on olemassa, niin
on olemassa ainakin tietyn tyyppinen neliarvoinen yhteissuure. Toisaalta, jos on ole-

massa jokin neliarvoinen yhteissuure, niin tdmé& on jo itsessdén yhteissuure. Nain
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ollen voidaan sanoa, ettd kolmella ortogonaalisella qubitilla on yhteissuure, jos ja

vain jos niilld on neliarvoinen yhteissuure.

2.2.5 Fourier-kytkettyjen suureiden yhteismittaus

T&ahén asti yhteismitattavuutta on késitelty vain qubittisuureiden kannalta. Téssa
alaluvussa esitellain aiemmin esitetyista tavoista huomattavasti poikkeava tapa ka-
rakterisoida kahden tietyn symmetrian omaavan d-arvoisen suureen yhteismittaus.
Pohjana on kdytetty artikkelia [21]. Merkintd Zg = {0, ..., d—1} tarkoittaa d:n alkion
syklistd ryhmé&a ja merkinnalld H tarkoitetaan d-ulotteista Hilbertin avaruutta, jos
ei toisin mainita. Seuraava méaéritelma liittyy tarkasteltavilta suureilta vaadittavaan

symmetriaan.

Madsritelméa 2.7. Olkoon {¢;}jez, ja {¢k trez, kaksi Hilbertin avaruuden H orto-
normaalia kantaa. Ndmi kannat ovat keskenéiin tasa-arvoiset (MUB), jos on voi-

massa

1

pslnl? = -

Vi, k € Za.

MUB-kantojen olemassaolo ei ole méaritelmésta suoraan selvdéd. Niiden gene-
rointi onnistuu kuitenkin helposti seuraavalla kanonisella tavalla. Olkoon {¢;};ez,
Hilbertin avaruuden H ortonormaali kanta. M&aritelldén diskreetti Fourier-muunnos

kaavalla

1
Fop = i Z w ™" on,

h€Zg
missi w = €™/, Suora lasku osoittaa, ettd operaattorin F' adjungaatti F* saadaan
kaavalla
Fori=— 3 W,
Vd =

Madritelladn nyt uusi ortonormaali kanta {ty}rez,, missd ¢, = F*pg. Niin
médritelty uusi kanta on alkuperiisen kannan suhteen MUB, silld |{p;]vg)|* =
|\/ia wik|? = %.

Madritelladn nyt kaksi d-arvoista suuretta A ja B, jotka omaavat MUB-kantojen

tyyppisen symmetrian toisiinsa ndhden. Olkoon téta varten {y;},ecz, ortonormaa-

"MUB=Mutually Unbiased Bases
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i kanta ja {¢y}rez, siitd kanonisesti konstruoitu MUB-kanta. Naistd voidaan

madritelld suureet A ja B seuraavasti

Heti nédhdéén, etté jos tr[A(j)p] = 1 jollain tilalla p, niin valttamatta p = |¢;)(@;] ja
télloin tr[B(k)p] = 2 Vk € Zy. Vastaavasti tr[B(k)p] = 1 = tr[A(j)p] = 1 Vj € Zq.
Tama tarkoittaa sitéd, etté jos toisen suureen arvon tietdd varmasti, niin toisen arvo
on tédysin epamadriinen, toisin sanoen suurepari on komplementaarinen.

Suureilla A ja B on tietyt kovarianssi- ja invarianssiominaisuudet. Tamén

ndkemiseksi médritelldan ryhmélle Z, unitaariesitykset U,V : Z, — L(H) kaavoilla

Ux@j = Pj+z
Vyps = w ;.

Selvésti Uyyy = UyU, ja Vopy = V.V, joten kyseiset kuvaukset todellakin ovat
esityksid. Liséiksi operaattorit U, ja V, ovat selvéisti unitaarisia kaikilla z,y € Zg.

Lasketaan operaattoreiden U, ja V, arvot MUB-kannan {9y }rez, alkioilla

1 1
dejk = ﬁ Z whkasoh = w_xkﬁ Z w(h+x)k30h+x _ w—mk¢k

h€Zq h€Zq

1 1
Vy% = Wi Z th%@h = ﬁ Z wh(k+y)80h = ¢k+y~

h€Zq h€Zyqg

Nyt suureilla A ja B ndhd&in selvisti olevan seuraavat kovarianssi- seké invarians-

siominaisuudet

U A()U; = A(j + )
VLAV, = A(j)
U,B(k)U: = B(k)
VyB(k)V, = B(k +y)

Téahén asti suureita on sumennettu péadosin ottamalla konveksikombinaatio tri-
viaalisuureen kanssa. Kuten tdmén luvun alussa todettiin, konveksikombinointi ei
ole ainoa tapa sumentaa suureita, vaan ainoastaan erityistapaus suuremmasta luo-

kasta sumennuksia. Méaéritelladn nyt sumeat versiot suureista A ja B konvoluution
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avulla:

An(j) =D A — h)A(h)

h€Zyg

Be(k) = Y T(k = W)B(R),

h€Zq

missd A sekd I' ovat todennédkoisyysjakaumia joukossa Zg. Selvésti myos suurei-
den sumeat versiot toteuttavat samat kovarianssi- seké invarianssiehdot kuin alku-
perdiset suureet.

Tamén alaluvun tarkoitus on karakterisoida suureiden A, ja Br yhteismitatta-

vuus. Tata varten tarvitaan niin sanottua kovarianttia faasiavaruussuuretta.

Maéritelméa 2.8. Suure C' : B(Zg X Zg) — L(H) on kovariantti faasiavaruussuure,

jos
UV, C(, k)Vy Uy = C(j+ 2,k +y) Vi k, 2,y € Zq.

Lause 2.16. Jos suureilla A, ja Br on yhteissuure C', niin niilla on myo6s kovariantti

yhteissuure.

Todistus. Olkoon C suureiden A, ja Br yhteissuure. Mééritellddan jokaiselle x,y €

Zq suure C, ,, kaavalla
Coy(d, k) = UV, O3+ 2,k +y)V,U,.
Néin méaaritelty suure on myoskin yhteissuure, silla

D Caylik) =Y UVFCG + .k +y)VUs = UsVy Ap(j + 2)V,Us = Ap(j)

kE€Zq k€Zq

> Coy(i k) =D ULVECG + 2,k + ) VU, = UsVy Br(k + )V, U, = Br(k).

JE€ZLq JE€Lq

Masritelldén nyt kolmas suure C' kaavalla

CG R =35 3 Cylih)

xvyEZd

Suure C' on yhteissuureiden konveksikombinaationa myés yhteissuure. Koska kaikilla
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kanta-alkioilla ¢y,

‘/Z!U;QDIC - wy(k_Z)SOk—m
UVypor = w op_o,

niin V,U; = w™U;V,. Kayttdmalld titd ominaisuutta ja sitd, ettd U ja V ovat

esityksié, saadaan

UV,CURVUS = = > UV,UsVyCli+ ask + b)VUaV Uz

a,b€Zg

== Y LU VViCli+ a, k+ b)VV;UU;

a bEZd

1
= 5 > UV, Ol +ak+ 0V Uass

a,b€Zq

== Y UVCli+atzk+b+yVil,

a,bEZd

Z Ca,b(j +ZL‘,]€ _I_y)

a,beZqy

=C(j+xk+y).

Néin ollen C on kovariantti faasiavaruussuure. O

Seuraavassa lauseessa tarvitaan kirjasta [22] 16ytyvia tulosta, jonka mukaan faa-
siavaruussuureet ovat yksi yhteen vastaavuudessa positiivisten jéljen yksi operaat-
toreiden kanssa. Kirjassa tdmé on todistettu dédretonulotteisessa tapauksessa. Seu-
raavassa lemmassa on esitetty todistus ainoastaan tdmén tyon kannalta oleellisessa

eli dérellisulotteisessa tapauksessa.

Lemma 2.6. Kovariantit faasiavariuussuureet C : B(Zy x Z4) — L(H) ovat yksi

yhteen vastaavuudessa tilaoperaattoreiden kanssa seuraavan kaavan mukaisesti

1
SUVATVEUS, Gk € Za, T € S(H). (15)

OT(j? k:) = d

Todistus. Olkoon aluksi T tila. Maaritellaan kuvaus Cr : B(ZgXx Zq) — L(H) kaavan

(15) mukaisesti. Ndin mééritellyn kuvauksen arvot ovat ensinnékin positiivisia, silla

1

@) ] Q) = — ‘/*Z}%(OZ‘/*I/ﬂO > () Vo e H
d J —

< ‘C’l(j?k) > <k ‘ k*~j > 12 )
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silla T° > 0. Lisaksi kuvaus on normitettu. Taman nakemiseksi otetaan Hilbertin
avaruudelle H sama kanta kuin edelld (eli {¢; }iez,) ja lasketaan summaoperaattorin

> Cr(j, k) matriisialkiot:

j,k?EZd

. 1 —a
D (0alCrR)en) = = > & puy|Tiony)

7,k€EZ, 5,k€EZg
=0a Y _{PajlTOr—5)
J€ELq

= abtl"[T]
= (@ales)-

Kovarianssiehto ndhddén kdyttaméalld ominaisuutta V,U; = w¥’U,V, seuraavasti

UV,Cr(i. bV Uz = SUVU VT ViUV U
1
S d

=Cr(j+z,k+vy).

Uni VeV, Ui

Olkoon nyt C kovariantti faasiavaruussuure. Ensinnékin
O, 1] = &[0, 00,0)V;U;] = ulC(0,0)] Vi k € Zs
Téata kayttamalla saadaan

£[C(0,0)] = %tr[ S cGk)| = %tr[[] - é.

1,k€Zq

Koska C' on suure, niin C(0,0) on positiivinen operaattori. Nain ollen C'(0,0)d =: T

on tila. Kayttamalld kovarianssiominaisuutta voidaan kirjoittaa
C(j, k) = U;VeC(0,0)V U = EUijTVk U;.

On siis osoitettu, etté jokainen kovariantti faasiavaruussuure syntyy jostakin tilasta
kaavan (15) mukaisesti ja ettd jokainen tila madraa kovariantin faasiavaruussuuren.
Jos kaavassa (15) tekee korvauksen T — T ja saatava suure C' on sama kummalla-
kin tilalla, niin C'(0,0)d = T = T. Koska lisiiksi kovarianssin vuoksi efekti C'(0,0)

karakterisoi suureen C| niin jokaista kovarianttia faasiavaruussuuretta vastaava tila
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on yksikésitteinen. Néin ollen tilajoukko ja kovariantit faasiavaruussuureet ovat yksi
yhteen vastaavuudessa. O

Lause 2.17. Suureet A, ja Br ovat yhteismitattavat jos ja vain jos on olemassa
tila 7', jolle

Todistus. Oletetaan ensin, ettd A, ja Br ovat yhteismitattavia. Edellisen lauseen
nojalla on olemassa kovariantti faasiavaruussuure C7, joka antaa marginaaleinaan

suureet Aj ja Br. Suureen A, méiiritelmén sekd yhtdlon (15) nojalla

S OAG - R)A(R) = AnG) =D Cr(j k) =) éUijTVk*Uj.

k€Zq k€Zq keZq

Ottamalla puolittain odotusarvo tilassa ¢; saadaan

A - =+ > {alUViTVR Us i)

k€Zyg
1 *
=7 Z tr{lpi—j) (pi—s VAT V)]
k€Zyg
1
=7 Z tr([pi—;) (@ij|T]
k€Zyg
=tr[A(i — j)T].

Vastaavasti suureen Br tapauksessa saadaan

I'(k—i)= é > (WU VETVEU )

J€ZLg

= = 3 ull VT V]

_ é Dt (i | 7]
= tr[B(i — k)T

Oletetaan nyt, ettd on olemassa tila T, josta saadaan A ja I' kaavojen (16)

ja (17) mukaisesti. Tilan 7" madrddméan kovariantin faasiavaruussuureen Cr toisen



2 YHTEISMITTAUKSISTA o6

marginaalin matriisialkioiksi saadaan

> {@lCr(j, k)pi) =

k€Zq

(]

(| UViTVEU i)

Eol
m

N
(Y

Ql— = Q-

(WMo | Tw™ D)

ol
m

N
L

(1| Tpi;) Z W

k€Zq
= Sutr[TA(i — §)]
= 0ul\(j — 1)
_ <§01’ Z A(j — n)A(n)%>

nEZd

= <90l|AA(j)90i> Vi, l € Zq,

misséd neljinnessd yhtdsuuruudessa on kaytetty ykkosenjuurten ominaisuutta

3wk = §,. . Laskemalla sama lasku toiselle marginaalille saadaan
k€Zqg

D (lCr (G, k)ibi) = (| Br(k)ii) Vi, | € Zy.

JELq

Néin ollen suure Cr antaa marginaaleinaan suureet A, sekd Br ja kelpaa téten

néiden yhteissuureeksi. O]

Edellisessé lauseessa Fourier-kytketyille suureille annettu yhteismittauksen ka-
rakterisointi ei valttdmétta ole yhtd intuitiivinen kuin aiemmin johdetut qubitti-
suureita koskevat yhteismittauskriteerit. Kuitenkin edelld esiintynyt kriteeri saa-
daan epéayhtéalon muotoon, kun suureita sumennetaan konveksikombinoimalla niita

triviaalisuureen kanssa. Tédmén nidkemiseksi tarvitaan muutama aputulos.

Lemma 2.7. Lauseen (2.17) ehdot ovat yhtépitdvid sen kanssa, ettd on olemassa

yksikkovektori ¢ € H ® H, jolle

A(G) = (pl(A(=j) @ D) (18)
L(k) = (pl(B(=k) @ I)g). (19)

Todistus. Ensinnikin jokainen T € S(H) voidaan kirjoittaa itseadjungoituna (kom-
d

paktina) operaattorina spektraalihajotelmalla muotoon T = > pi|¢;){p;|, missd
=1

{¢i}iez, on ortonormaali kanta ja ) . p; = 1,p; > 0 Vi. Miritellizn yksikkovektori
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¢ € H®H kaavalla p = ) /D, ® @;. Tastd saatava tila [p)(p| on tilan T' niin
i=1

sanottu puhdistus (puriﬁcagion), silla

trafl) (pl] = T

Thssd kuvaus try : L(H ® H) — L(H) on niin sanottu osittainen jilki®.
Jos lauseen (2.17) ehdot ovat voimassa, niin kaava (16) saadaan ylla olevin mer-

kinnoin muotoon
A7) = tr[A(=5)T] = (p—;|Tp—;)
— Zpi<g0_j|90i><90i|90—j>

=1

= (pl(A(7) @ I)g).

Viimeisen yhtadsuuruuden nékee helposti kirjoittamalla oikean puolen auki vektorin

¢ ja operaattorin A maééritelmien avulla. Vastaava lasku osoittaa, etta

[(k) = (pl(B(k) @ I)e).

Oletetaan nyt, ettd on olemassa yksikkovektori ¢ € H ® H, jolle kaavat (18) ja

(19) ovat voimassa. Madrittelemalld T' := try[|p) (p|] saadaan operaattori, jolle
tr[TP] = tr[(P ® I)|p){p|] VP € P(H).

Koska jilki on lineaarikuvaus ja jokainen (kompakti) itseadjungoitu operaattori voi-
daan kirjoittaa spektraalihajotelmansa avulla projektioiden summaksi, niin yll& ole-

va kaava toimii myos kaikilla P € L4(H). Néin ollen on voimassa

tr[A(—j)T]
tr[B(~k)T)]

tr[(A(=7) @ Dlg)(el] = M)
tr[(B(=k) @ I)|p){el] = T'(k)

Vield on osoitettava, ettd 7" on tila. Tdmé& ndhdaén osittaisen jéljen ominaisuuksien

8Operaattorin A € £(H; ® Ha) osittainen jilki yli Hilbertin avaruuden Hs lasketaan etsimiilli
operaattori B € L(H1), jolle tr[BP] = tr[(P ® I3)A] YP € P(H1). Vastaavasti operaattorin
A osittainen jilki yli Hilbertin avaruuden #H; lasketaan etsimilld operaattori C' € L(Hs), jolle
tr[CP] = tr[(I; ® P)A] VP € P(Ha).
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avulla. Ensinnéikin operaattorin 7" jalki on yksi, silla
tr[T] = tr[T1] = tr[I @ I|p){p|] = 1.
Lisdksi T" on positiivinen, koska jokaisella ¢ € ‘H

(W|Top) = tr[T|) (] = tr[Ple) (] > 0,

silld P := [¢)(¥| ® I on projektiona positiivinen. ]

Seuraavassa lauseessa sumennus on toteutettu triviaalisuureen kanssa konvek-
sikombinoimalla. Tam# onnistuu valitsemalla sumeiden suureiden A, ja Br to-

dennékoisyysjakaumat siten, etté

missd 0 on nollaan keskittynyt pistemitta ja p on tasainen jakauma.

Lemma 2.8. Olkoon A,y € (0,1) ja suureet A, ja B, triviaalisuureen é kanssa
sumennetut A ja B, eli esimerkiksi A\(j) = AA(j) + (1 — N)31. Ay ja B, ovat
yhteismitalliset jos ja vain jos Ay ja B, ovat yhteismitalliset kaikilla 0 < X < A
ja 0 < o' < v. Tamé on edelleen yhtépitédvad sen kanssa, ettd Ay ja B, ovat
yhteismitalliset kaikilla 0 < M < Xja 0 <+ <~

Todistus. Oletetaan ensin, ettd Ay ja B, ovat yhteismitalliset yhteissuureenaan Cj.
Olkoon 0 < X < \. Koska miké tahansa suure on triviaalisuureen é] = Ay kanssa
yhteismitallinen, niin voidaan mééritelld suureille B, ja Ay yhteissuure Cj. Nyt
konveksikombinaatio tCy + (1 —t)Cy on suureiden B., ja tA; + (1 —t)A, yhteissuure.
7/, niin huomataan, etti itse asiassa tA; + (1 — t)Ay = Ay.
Vaihtamalla tésséd Ay ja B, keskenéén saadaan sama tulos toisin péin, joten Ay ja
B, ovat yhteismitalliset kaikilla 0 < X < Aja 0 <9 <7.

Seuraava valivaihe on triviaali, silla yhteismitallisuus kaikilla 0 < X < A ja

Kun merkitiin ¢ = 2

0 <4/ <~ antaa erityistapauksenaan vaitteen kolmannen kohdan.

Oletetaan nyt yhteismitallisuus kaikilla 0 < X < A ja 0 < 4/ < . Valitaan jonot
(An) ja (), joille 0 < A, < A, 0 < 7y, < 7y sekd lim A, = A ja lim~y,, = 7. Koska A,
ja B, ovat yhteismitalliset jokaisella n, niin niillé on lauseen 2.16 nojalla my6s yh-

teissuure C7, , joka on kovariantti faasiavaruussuure. Koska tilajoukko on kompakti,
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(a) d =2 ) d=10 () d =100

Kuva 4: Fourier-kytkettyjen suureiden yhteismitattavuus dimensioissa 2, 10 ja 100.

niin jonolla (7;,) on suppeneva osajono, merkitaan lim 7,, = T'. Tasta saatavan faa-
siavaruussuureen C7 marginaalisuureissa esiintyvit todennékoisyysjakaumat ovat
kaavojen (16) ja (17) nojalla

A7) = lim tr[A(=)T] = lim[A,0(7) + (1 = An)u(5)] = AS(5) + (1 = A)pu(7)

n

P(k) = lim tr[B(=k)T,] = lim[1,0(7) + (1 = ) p(5)] = 70 (7) + (1 = 7)p(5),

n

jotka vastaavat juuri suureissa Ay ja B, esiintyvid todennikdoisyysjakaumia (kts. to-
dennikoisyysjakaumia koskeva argumentti ennen téta lausetta). Néin ollen suureilla

A, ja B, on yhteissuure Cr. O

Edellisen lauseen nojalla voidaan jokaiselle v € (0,1) médratd luku Apax(7y),
joka on sellainen, ettd A, ja B, ovat yhteismitattavat jos ja vain jos 0 < A <
Amax (7). Vastaavasti voidaan jokaiselle A € (0,1) méératd luku ypax(A). Néin ollen
yhteismittauksen karakterisointi epayhtalomuodossa redusoituu funktion vyax () tai

yhtéapitavésti funktion Apax(7y) etsimiseen.

Lause 2.18. Riittdvé ja vélttamaton ehto sille, ettd Ay ja B, ovat yhteismitattavat
n (kts. kuva)

Wg(d N+2y/(1—d)X2+(d—2)A+1
d
tai yhtapitavéasti
(d — +2\/1— )72+ (d— 2)7+1

A<

Todistus. Oletetaan ensin, ettd suureet Ay ja B, ovat yhteismitattavat. Olkoon ¢ €
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H ® H vektori, joka toteuttaa yhtélot (18) ja (19). Kirjoitetaan ¢ muotoon

Y= Z Cij90i®90j:z<ﬂi®§i,

ivjEZ(i 1€2q

missd vektorit {¢;}iez, ovat kuten edelld ja & = > ¢;p;. Yhtdlon (18) nojalla
J€Zq
A7) = (p|(A(—7) ® I)p), joka toisin kirjoitettuna antaa

A6(5) + (1 =N u(s) = 1]

1—A
=1/ A
o \ AT p Mo
I1T— A
& = Tﬁiai?é(%

missé vektorit 7; ovat normitettuja versioita vektoreista &;. Yhtdlon (19) nojalla
L(k) = (p|(B(—k) ® I)p). Kirjoittamalla tdmé auki saadaan

Néin ollen voidaan kirjoittaa

Y6(k) + (L= plk) = Y (03 @ &l(1bn) (] © Dp; @ &)

1,j€ZLq

1 . .
== > Wik le).

iajEZd
Taméa yhtalo antaa pisteessd k = 0

e D s e

d -
2,] eZd

e

1€Lg

d—1
= %Hmno + Y VI,
i=1

2

1
S d

2

Parametrin v maksimiarvo 16ytyy etsiméllé oikean puolen maksimi. Se saavutetaan,
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kun kaikki vektorit n; ovat samansuuntaisia. Néin ollen

(Vd—DA+1+(d-1)vV1-X)?*—d

Ymax = d(d — 1)
_ (d—2)( A) 424/ (1 —d)N\2 + (d — 2)>\+1
d
Néin saatu yldraja 4. todellakin on ylarajoista pienin. Tdmén ndkemiseksi vali-
taan
o= llgllei®n
1€Z4

(T )

=: (a0 + Batho) @1,

missd 7 on jokin yksikkovektori, oy = \/LE <\/(d —DA+1-v1 - /\> jalBy=+v1—A\
Yhtélst (18) ja (19) antavat tilld vektorilla®

(el(A() @ D) = Ueile)? = N1E117 = Ad(5) + (1 — A)u(j)
(0l(B(k) @ I)@) = [(Welanpo + Bato)|?

%m T BaS(k))
042 AﬁA
= S 3+ 22000

= (1 - ’YmaX),u(k) + Vmax(s(k)a

joten ymax todellakin on pienin yléraja.

Viela pitdd todistaa, ettd annettu ehto on riittdvé yhteissuureen olemassaololle.
Téamé seuraa siitéd, ettd annetulla parametrin arvolla A suureet Ay ja B, . () ovat
yhteismitattavat (tdmén ndkee katsomalla ylli olevaa vektorin ¢ konstruktiota ja
soveltamalla lemmaa 2.7), jolloin lemman 2.8 nojalla myds Ay ja B, ovat yhteismi-
tattavat kaikilla 0 < v < ypax.

Viitteessé esiintyva epayhtélo, jossa on vaihdettu parametrien A ja v rooli, on

yvhtéapitava alkuperdisen epayhtédlon kanssa, joten viite on todistettu. O

9Triviaalisuureen kanssa sumennettaessa yhtilot (18) ja (19) ovat yhtépitdvid samoista
yhtiloistd korvauksella A(—j) — A(j) ja B(—k) — B(k) saatavien yhtéloiden kanssa, silld néissi
esiintyvé pistemitta eroaa nollasta vain origossa ja tasaiseen jakaumaan tdmé korvaus ei vaikuta.
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3 Bellin epiayhtiloista

Bellin epayhtélot ovat epayhtéaloité, jotka toimivat rajana klassisen fysiikan ja kvant-
timekaniikan vélilla. Epéayhtélét ovat osoittautuneet mielenkiintoisiksi paitsi niithin
liittyvien teoreettisten tarkastelujen vuoksi, myos niiden ympaérille rakennettujen
kaytdinnon kokeiden takia. Bellin epayhtdlot saivat alkunsa John Stewart Bellin
1964 julkaisemasta paperista “On the Einstein Podolsky Rosen Paradox”, jossa Bell
naytti, ettd EPR-kolmikon kannattama lokaali realismi johtaa kvanttimekaniikan
kanssa eridviin ennustuksiin. Téssé lokaalisuus tarkoittaa sité, ettd jos kaksi systee-
mid eivéit vuorovaikuta, niin toiselle systeemille tehtévit operaatiot eivét voi vaikut-
taa toiseen. Reaalisuudella puolestaan tarkoitetaan sité, etté jos héiritsemétta sys-
teemié voidaan ennustaa jonkin suureen arvo varmuudella (eli todennékoisyydella
1), niin systeemilld on ominaisuus, joka méérad suureelle kyseisen arvon. Toisin sa-
noen suureen mitattu arvo on ollut systeemilld jo ennen mittausta.

Aina Bellin 1964 paperista ldhtien Bellin epayhtaloistd on kehitetty uusia versioi-
ta, joita on kdytetty muun muassa erilaisten piilomuuttujamallien ja kvanttimekanii-
kan antamien ennusteiden erilaisuuden osoittamiseen. Liséksi néitd ennustuksia on
pystytty kokeellisesti testaamaan ja koetulokset ovat olleet kvanttitulkintaa tukevia.
Bellin epéyhtéloitd on kiytetty myos moneen muuhun kuin piilomuuttujatulkinto-
jen (lokaalin realismin) testaamiseen. Tdmén tutkielman kannalta mielenkiintoisin
sovelluskohde epéayhtiloille on artikkelissa [7] 16ydetty yhteys kahden qubittisuureen
yhteismitattavuuden ja Bellin epayhtélon rikkoutumisen vilille.

Aloitetaan aiheen késittely selvittdamalla Bellin epdyhtéloiden luonnetta ja
tarkastelemalla muutamaa yksinkertaista piilomuuttujateoriaa. Pohjana téssd on
kiytetty artikkeleita [8] ja [9].

3.1 Bellin epayhtilot matemaattiselta kannalta

Bellin epayhtélot eiviat matemaattisesti ajatellen ole mitdéan sen kummempaa kuin
klassisen todennékoisyysteorian asettamia rajoja tapahtumien todennékoisyyksille.

Seuraava esimerkki valaisee tatéd ajatusta.

Esimerkki 3.1. Olkoon uurnassa sata palloa, joista osa on onttoja ja osa umpinai-
sia. Liséksi osa palloista on mustia ja osa valkoisia. Ajatellaan, etté jokaisen pallon
todennékaisyys tulla nostetuksi on 1/100. Jos nyt halutaan, ettd onton pallon nos-
ton todennidkoisyys on 3/4 ja mustan pallon noston todennikéisyys on 4/5, niin

tulee uurnassa olla 75 onttoa ja 80 mustaa palloa. Nyt on mahdotonta saada aikaan
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tilanne, jossa todennékoisyys nostaa ontto musta pallo on esim. 1/5, silld télloin ont-
toja mustia palloja pitéisi olla 20, jolloin palloja, jotka ovat joko mustia tai onttoja
tulisi olla 80 + 75 — 20 = 135.

Bellin epéyhtéloissd on kyse rajoituksista todennékoisyyksistd muodostuville
vektoreille, esim. vektorille (p1, pa, p12), missid p; on tapahtuman i todennikoisyys
ja p12 on tapahtumien 1 ja 2 leikkauksen todennédkdéisyys. Esimerkiksi edelli-
sessé esimerkissé vektori (0.75,0.80,0.20) ei ollut mahdollinen. Sallituille vektoreille

(p1, P2, p12) voidaan asettaa seuraavat rajoitukset:
0<ppi2<p,p <L

Lisdksi todennékoisyys sille, ettéd joko 1 tai 2 tapahtuu on p; + ps — p12, joten
O<pr+pr—pr2=1l

Selvésti vektori (0.75,0.80,0.20) ei toteuta jalkimmaistd epdyhtédlod. Yllaolevat
epayhtdlot ovat vélttamattomia ehtoja sille, ettd vektori (p1,pa, p12) on klassisen
todennékoisyyslaskennan mukainen. Seuraavassa ndhdéan, ettd ndmé ehdot ovat
myo6s riittavat. Ennen tuloksen esittdmisté esitellddn siind kaytettavid termejé ja
notaatioita.

Olkoon S kokoelma joukon {1,...,n} epityhjid osajoukkoja ja T1,...,Tjg jokin
numerointi S:n alkioille. Jokaista T" = {i1, ..., i} € S kohti kiinnitetdén luku p(7T") €
[0, 1] ja tdmé&n luvun tulkinta tulee olemaan leikkauksen i; A ... A g todennékoisyys.

Tehtavéna on vastata kysymykseen milloin vektori

p=(p(T1), ... p(Tis)))

on sallittu, ts. milloin siiné esiintyvét todennikoisyydet p(7),) ovat keskenddn yh-
teensopivat klassisen todennékoisyysteorian mielesséa. Tamén karakterisoinnin anta-

via ehtoja (epdyhtéloitd) kutsutaan Bellin epayhtéloiksi.

Maaritelma 3.1. Olkoon S kuten edelld. Jokaista (Boolen) vektoria & =
(e1,...;en) € {0,1}" kohti mééritellaén toinen |S|-komponenttinen (Boolen) vek-

tori €(g) kaavalla
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Maéritelma 3.2. Joukkoa
C(n, S) := conv{e(gs|e € {0,1}"},

missé conv{zy, ...,z } = {Mx1 + ... + Axp| N > 0,0 + ... + A, = 1}, kutsutaan

korrelaatiopolytoopiksi.

Esimerkki 3.2. Tapauksessa n = 2,5 = {{1},{2},{1,2}} saadaan vektoria

(€1,e3) € {0,1}? vastaavaksi toiseksi Boolen vektoriksi'”

g(S) = (617 €2, 6162)-
Néin ollen korrelaatiopolytoopiksi saadaan

C(2,5) = conv{ég)€ € {0,1}*}
= conv{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)}.
Seuraavan lauseen todistus 16ytyy artikkelista [8]. Lause antaa karakterisoinnin

sille, milloin vektorin p'= (p(71), ..., p(T}s|)) komponentit voidaan tulkita yhdistet-
tyjen tapahtumien T = {iy, .., } todenndkoisyyksiksi.

Lause 3.1. Edelld méiritelty vektori p kuuluu joukkoon C'(n,S) jos ja vain jos
on olemassa joukko €2, sigma-algebra F', todenndkoisyysmitta P : F' — [0,1] ja
tapahtumat Aq,.., A, € F s.e.

p(T) = p({ir, .oyin}) = P(Ay, N ...\ A,) VT, € S. (20)

Toisin sanoen p' € C(n,S) jos ja vain jos vektorin p’ komponentit voidaan tulkita

yvhdistettyjen tapahtumien todennékéisyyksina.
Ennen lauseen todistamista todistetaan seuraava lemma.

Lemma 3.1. Kéytetddn ylla olevan lauseen notaatiota ja liséiksi merkitddn sigma-
algebran F' jasenille Ajl- = A, A? = Af. Kéyttéen tétd merkintdtapaa mééritelliéin
kuvaus A : {0,1}" — F kaavalla

A(8) = A N .0 A

10T4ssé joukon S numerointi on valittu siten, ettd Ty = {1}, T» = {2}, T3 = {1,2}.
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Néin maaritellylla kuvauksella on seuraavat ominaisuudet:

(i) Ay n..nA, = | A@

eiy=..=ei, =1

Todistus. Kohta (i) on selvé, silli jos € # £, niin e; # f; jollain i. Talldin joukossa
A(&) N A(f) on yhteni leikkauksen jisenens A; N A¢ = 0).

Kohdan (i7) todistamiseksi otetaan alkio x € € ja néytetddn, ettd se kuuluu
oikean puolen unioniin. Ensinnékin jokaisella i joko x € A; tai x € A{. Valitsemalla
e; =1,josz € A;,jae; =0, jos z € AS. Télloin x € AT'N...NAS = A(€). Néin ollen
Q C Uzcqo1yn A(€). Toiseen suuntaan siséltyminen on voimassa automaattisesti,
joten Q = Jyzerg.1y0 A(E).

Todistetaan vield kohta (7ii). Olkoon ensiksi x € (J, L A(€). Télloin x €

A(€) jollain €, jolle e;; = ... = e;, = 1. Téaten kuvauksen A mééritelmén nojalla

i1 =G =

x € A;, N...N A, . Siséltymisen todistamiseksi myds toiseen suuntaan otetaan alkio

r € Ay N...NA; jajokaiselle j ¢ {i1, ..., } méaritelldsin e; s.e. x € A7, Tilloin
re A, N..NA, N ( N Aj") c U 4@
J¢{in, ik} €ip =-..=€i, =1
joka todistaa viitteen. O]
Todistetaan nyt lause 3.1.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd on olemassa kolmikko (€2, F, P) ja tapahtumat
Ay, ..., Ap € F s.e. kaava (20) on voimassa. Maaritelldén kuvaus A : {0,1}" — [0, 1]
kaavalla A(€) = P(A(€)). Edellisen lemman kohdan (i7) nojalla

RCESDY P<A<é'>>:P< U A(@):Pm):l,
e€e{0,1}» ee{0,1}» ee{0,1}»

misséd toisen yhtdsuuruuden ndkemiseksi pitdd huomata, ettd edellisen lemman koh-

dan (i7) oikean puolen unionin jésenet ovat erillisid kohdan (7) nojalla. Kaavan (20)
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ja edellisen lemman kohdan (ii7) nojalla saadaan joukolle T; = {iy, ..., iy}

missi kolmannessa yhtasuuruudessa on jilleen kiytetty edellisen lemman kohtaa ().
Néin ollen p'= (p(T1), ...,p(T}s))) € C(n,S).

Oletetaan nyt, ettd p = (p(11),...,p(T}s))) € C(n,S). Téllin on olemassa ei-
negatiiviset luvut A(€), joille D 1y, A(€) =1 ja

Vektorin €(g) médritelmén nojalla saadaan joukolle T; = {1, ..., ix }

p(T;) = (p); = Z A(@)e;,...€i, .
ee{0,1}»
Médritellddn nyt Q = {0,1}", F = 2% ja P(T) = Y ,pM€) VI € F. Niin
madritelty kuvaus P todellakin on todennékoisyysmitta. Additiivisuus seuraa suo-

raan kuvauksen méaédritelmésta ja positiivisuus sekd normitus saadaan kertoimien
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A(€) ominaisuuksista. Madrittelemélld viela A; = {€'| e; = 1} saadaan

P(A,N..NA)= Y @)

joka todistaa véitteen. O

Esimerkki 3.3. Aiemmin néhtiin, ettd valttdmatonta vektorin (py, pa, p12) tulkit-

semiseksi todennékoisyyksind on

0<p2<p,p<1

0<pi+pr—pi2<1.

Naytetdan edellisen lauseen avulla, ettd ndméa ehdot ovat myos riittavat. Olkoon
tata varten n = 2 ja S = {{1},{2},{1,2}}. Nyt korrelaatiopolytooppi saadaan
kuten esimerkissd 3.2 ja se on C'(2,5) = conv{(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)}.

Koska jokainen vektori (p1, pa, p12) voidaan esittdd muodossa

(p1, P2, P12) = (P2 — P12)(0,1,0) + (p1 — p12)(1,0,0) + p12(1,1,1)

ja lisiksi joukko {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)} on R3mn kanta, niin kyseinen hajoi-
telma on yksikésitteinen. Yksikésitteisyyden nojalla ainoa tapa kirjoittaa vekto-
ri (p1,p2,p12) C(2,5)m &éripisteiden avulla siten, ettd kertoimet summautuvat

ykkdseksi, on

(p1, P2, p12) =(1 — p1 — p2 + p12)(0,0,0)
+(p2 — p12)(0,1,0) + (p1 — p12)(1,0,0) + p12(1, 1, 1).

Jos nyt edelld annetut vélttdméattoméat ehdot otetaan oletukseksi, niin ndhdéaén,
ettd ylldoleva hajotelma on konveksikombinaatio C'(2,.S):m addripisteistd. Néin ollen

edellisen lauseen nojalla ehdot ndhdédan riittaviksi.
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3.2 Yksinkertaisia piilomuuttujamalleja

Kvanttimekaniikan kiusana on kédytdnnossid teorian ensimméisistd kehitysaskelis-
ta asti ollut erilaiset piilomuuttujatulkinnat. Namé& tulkinnat pyrkivat selittdméan
kvanttimekaniikan joitain epéklassisia piirteita silld, ettd on olemassa havaintoky-
vyn ulottumattomissa olevia parametreja, jotka maidrddvat systeemin ominaisuu-
det. Piilomuuttujamalleja on onnistuttu kumoamaan Bellin epdyhtéloiden ja niiden
ympadrille rakennettujen kokeiden avulla. Kuitenkaan kaikkia malleja ei ole pystytty
osoittamaan vaariksi, mutta tietyn tyyppisille malleille on melko yksinkertaisin kei-
noin pystytty esittdmésn tilanteita, joissa piilomuuttujatulkinta ja kvanttimekaniik-
ka antavat ristiriitaiset ennustukset. Tésséd alaluvussa esitellddn kaksi jatkossa esi-
teltavan CHSH-epayhtdlon avulla kumottavissa olevaa piilomuuttujamallia. CHSH
viittaa tilanteeseen, jossa on kaksi havaitsijaa, joilla kummallakin on kaksi kaksiar-
voista suuretta mitattavanaan. Tamén alaluvun tulokset todistuksineen l6ytyvét
artikkelista [9].

3.2.1 Deterministinen piilomuuttujamalli 2-arvoisille suureille

Deterministinen piilomuuttujamalli koostuu piilomuuttujien joukosta A, A:ssa
mééritellystd (normitetusta) todennékoisyystiheydesta p(A) ja funktioista, jotka an-
tavat piillomuuttujien sekéd suureiden arvojen vastaavuuden. Jokaista 2-arvoista (ar-
vot #1) suuretta S kohti médritellisn kuvaus S : A — {0,1} ja vaaditaan, etti
suureen S sekd kahden téllaisen suureen S ja T “tulosuureen” ST mittaustulosto-

dennékéisyyksille on voimassa

mszn:/éum@mx (21)

MSZLT:n:/ﬁuw@mumx (22)

missi S(A) = 1, jos S(A) = 1ja S(A) = 0, jos S(A\) = —1 ja samoin T"lle. Tapaukset,

joissa on mukana esimerkiksi suureen S arvo —1, lasketaan tekemélld vaihto S —

1-5.

3.2.2 Stokastinen piilomuuttujamalli

Stokastinen piilomuuttujamalli eroaa deterministisesté siiné, etté stokastisessa mal-
lissa piilomuuttujan arvo ei anna suoraan suureen arvoa vaan ainoastaan to-

dennékoisyyden, jolla suureen mittaus tuottaa tuloksen +1 tai —1. Deterministi-
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sessd mallissa esiintyneet funktiot S, ST : A — {0, 1} korvataan todennékoisyyksilla
p(S, A) ja p(ST,\), joista ensimméinen on todennikoisyys sille, ettd S:n mittaus
tuottaa tuloksen +1 piilomuuttujan arvolla A. Jélkimméinen puolestaan on to-
dennékoisyys sille, ettd S:n ja T:n mittaukset tuottavat molemmat tuloksen +1
piilomuuttujan arvolla A. Nyt deterministisessé mallissa esiintyneet ehdot saavat

hieman eri muodon:

P(S=1)= / P(S, \)p(A)dA (23)

P(S=1,T=1) = / (ST, A)p(\)dA (24)

Téssd tapauksessa suureiden negatiivisten arvojen mittaustulostodennékoisyydet
saadaan tekemaélld korvaukset (tilde viittaa suureeseen, jonka negatiivisesta arvos-
ta on kyse) p(S,\) = 1 — p(S,\), p(ST,\) = p(T,\) — p(ST,\) ja p(ST,\) =
p(S,\) —p(ST, \). Jos lisiksi seuraava ehto on voimassa, mallia sanotaan hajoavak-

p(ST, A) = p(S, Mp(T, A). (25)

Selvésti jokainen deterministinen malli on aina my6s hajoava stokastinen malli.
Tamén nikee asettamalla p(S,A) = 1, jos S(A) = 1 ja p(S,\) = 0, jos S(A) = —1
seka lisiksi p(ST,\) = p(S,\)p(T,\). Vaikka kddnteinen tulos ei ole totta, niin
stokastisen mallin olemassaolo implikoi, ettéd tilannetta voidaan kuvata myos deter-
ministiselld mallilla [9]. Mainitaan tdydellisyyden vuoksi seuraava tulos, joka 16ytyy
todistuksineen artikkelista [9]. Tuloksessa mainittu CHSH-epayhtélo 16ytyy seuraa-

vasta alaluvusta.

Lause 3.2. Tapauksessa, jossa on kaksi havaitsijaa ja molemmilla on kaksi kaksiar-

voista suuretta mitattavanaan, seuraavat kohdat ovat yhtéapitavia:

(i) On olemassa deterministinen piillomuuttujamalli.

(ii) On olemassa hajoava stokastinen piillomuuttujamalli.

(iii) On olemassa todennikoisyysjakauma, josta saadaan kokeen suureiden seké
suureparien mittaustulostodennékoisyydet marginaaleina.

(iv) Jokaiselle kommutoivalle ja kommutoimattomalle suureparille seké kolmikolle
on olemassa todennékoisyysjakauma, josta yksittédisten suureiden mittaustulosto-
dennékoisyydet saadaan marginaaleina.

(v) CHSH-epéyhtalo ei rikkoudu.
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=X
@>—<"
=X

A

Kuva 5: Tapaus (2, 3,2) eli kaksi havaitsijaa (Antti ja Laura), joilla kummallakin on
kolme kaksiarvoista suuretta. Téssé p € S(Ha ® Hp) on systeemin tila.

-gge

Tulos osoittaa, etta késiteltdvan tyyppisten piillomuuttujamallien olemassaolo on
ristiriidassa kvanttimekaniikan kanssa: epdkommutatiivisille suureille 16ytyy yhteis-
jakauma. Liséksi tdstd ndhdéddn, ettd mitattavien suureiden yhteismitattomuus on
valttaméton ehto CHSH-epéyhtélon rikkoutumiselle, silla yhteissuureen olemassao-

losta seuraa edellisen lauseen kohta (iii), jolloin CHSH ei rikkoudu.

3.3 Bellin epayhtiloita

Téassé alaluvussa esitellddn tdmén tyon kannalta téarkeimpid Bellin epayhtéloita.
Jokaisen alaluvun otsikossa on merkintéd (n, m,d), joka tarkoittaa tilannetta, johon
yhtélo liittyy seuraavalla tavalla: n on havaitsijoiden mééra, m havaitsijalla kdytossa
olevien suureiden mééara ja d on mahdollisten mittaustulosten lukumaééra (kts. kuva
5). Ainoa poikkeus téstd on BG epéyhtilo, jossa merkintd (n,m,m’, d,d’) viittaa

sithen, etté toisella havaitsijalla on m’ kappaletta d’-arvoisia suureita.

3.3.1 CHSH (2,2,2)

CHSH-epéyhtilo (Clauser Horne Shimony Holt [30]) on yksi tunnetuimmista Bellin
epayhtaloista. Epayhtalo on erittdin yksinkertainen muodoltaan ja sen antama raja
kvanttimaailman ja klassisen fysiikan vélille on kokeellisesti testattavissa esimerkiksi
kietoutuneilla fotonipareilla. Téllaisia kokeita on tehty runsaasti ja niiden tulokset
ovat tukeneet kvanttimekaniikan ennustuksia.

Seuraavassa on johdettu CHSH-epéayht&lo lokaalista realistista piilomuuttujamal-

lia kdyttden. Tamé johto 10ytyy teoksesta [13]. Johto voidaan tehdd myos lauseen
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3.1 avulla. Néin tehty johto on esitetty esimerkiksi teoksessa [24].

Kuten edelld mainittiin, (stokastisella hajoavalla) piillomuuttujamallilla tarkoi-
tetaan teoriaa, jossa mittaustulostodennékoisyydet voidaan antaa piillomuuttujan
A € A, todennédkoisyysmitan @ A — [0, 1] ja mitattavaan suureeseen A liittyvén

jakauman y 4(a, A) avulla seuraavasti:

Py(a) = /XA(CZ, A)p(dA).

A

Téata voi ajatella myos siten, ettd jokaista tilaa vastaa jokin todennédkdéisyysmitta,
jonka avulla kaikkien suureiden mittaustulostodennékoisyydet téssé tilassa saadaan
ylla olevalla kaavalla.

Kuten ylla mainittiin, CHSH:n johtamiseksi kiytetaan tissa lokaalista piillomuut-
tujamallia. Lokaalisuuden nojalla Antin ja Lauran mittaukset ovat toisistaan riippu-
mattomia. Taten jakauma x4 (a, A)xr(l, A) kuvaa todennékoisyytta sille, ettd Antin
mittaus tuottaa tuloksen a ja Lauran mittaus tuloksen (. Néin ollen voidaan kirjoit-

taa

Pasla:d) = [ xale At V().
A

Olkoon nyt Ay, As, Ly ja Ly kaksiarvoisia suureita arvoinaan +1. Lokaalisen pii-

lomuuttujamallin mukaan odotusarvot tulosuureille voidaan kirjoittaa seuraavasti:

E(Ai,L;) = > alPay(a,1) = / a;(\) (M) (dN),

a,l=+1 A

missd a;(A) = xa,(1,A) — xa,(=1, ) ja [;(A) = xr,(1,A) — xr,(=1,A). Néin

maédritellyt jakaumat toteuttavat aina ehdon
Jan@y e -1, i€ -1

[y e =11, je -1,



3 BELLIN EPAYHTALOISTA 72

silld todennékoisyyksien tulee olla aina vélilla [0, 1]. Nyt CHSH saadaan seuraavasti:

|E(A1, L1) + E(Ay, L) + E(Ay, Ly) — E(A, Ly)|

/(al(A)(ll(A) +1(A) + ax(A)(L(A) = 12(A))u(dA)| < 2.

A

Huomautus 3.1. CHSH-epayhtilo esitetdéin yleensd muodossa
|E(Ay, L) + E(Ay, Ly) + E(As, Ly) — E(Ay, Ly)| < 2. (26)

Kuitenkin on hyvéd huomata, etti oikeastaan CHSH siséltad kahdeksan epayhtaloa:
ensinnékin epdyhtalossé esiintyy itseisarvo vasemmalla puolella. Tdmé& antaa jo kaksi
eri epayhtélod (yla- seké alaraja). Liséksi epdyhtélossd miinusmerkkisend esiintyva

odotusarvo voidaan valita miksi tahansa, ts. sen ei ole pakko olla F(As, Ls).

Huomautus 3.2. Olkoon systeemi tulotilassa p = p4® pr. Nyt CHSH:n vasemman

puolen itseisarvon sisélto tulee muotoon

E(Ay, L))+ E(Ay, Ly) + E(Ay, Ly) — E(As, L)
=tr[A1pa ® Lipr] + tr[A1pa ® Lapr] + tr[Asps @ Lipr] — tr[Aspa @ Lapy]
=tr[Aypaltr[Lipr] + tr[Aipa]tr[Lopr] + tr[Agpaltr[Lipr] — tr[Agpaltr[Lapr]
<tr[Lypr](tr[Aapal + 1) + tr[Lapr] (1 — tr[A2pa]) < 2,

missé arviot tulevat siité, ettd suureiden arvot ovat £1, joten niiden odotusarvot ovat
vélilla [-1,1]. Vastaavalla laskulla saadaan samalle lausekkeelle alarajaksi —2. Néin
ollen CHSH ei rikkoudu tulotilalla. Kuten aiemmin on mainittu, Bellin epayhtalct
ovat rajanvetdjia klassisen ja kvanttimaailman valilld, joten ei ole kovin yllattavaa,

ettd téllaisen epayhtélon rikkomiseen tarvitaan ei-klassinen tila.

3.3.2 WW (4,2,2)

Téssd luvussa esitellddn lyhyesti R.F. Wernerin ja M.M. Wolfin artikkelissa [14]
annettua tapaa konstruoida tyypin (d,2,2) Bellin epayhtilsitd. Luvun paédpaino
on kuitenkin tdman tyyppisten epdyhtéloiden rikkomiseen liittyvéssd ns. PPT-
kriteerissi!'!, joka sekin esiteltiin artikkelissa [14].

Aloitetaan katsomalla péadpiirteissian Wernerin ja Wolfin tapa konstruoida

epayhtaloita. Tarkastellaan tilannetta, jossa on d kappaletta havaitsijoita ja jokaisel-

HUPPT = Positive Partial Transpose
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la havaitsijalla on kaksi kaksiarvoista suuretta. Talloin on 2¢ eri tapaa valita mitatta-
vat suureet ja mahdollisia mittaustuloksia jokaista mittauskonfiguraatiota kohti on
24, Niin ollen mittauksiin liittyy (2 x 2)? mittaustulostodennikoisyyttd. Nami to-
dennikoisyydet muodostavat vektorin € 4%-ulotteisessa avaruudessa. Klassisesti (lo-
kaalirealistisessa teoriassa) & muodostuisi liittdméalld jokaiseen 2d suureen kahteen
arvoon mittaustulostodennékoisyys, joka ei riipu muiden havaitsijoiden tekemista
mittauksista.

Tarkastellaan nyt tilannetta juuri klassiselta kannalta. Klassisen teorian an-
tamia todenniikoisyyksid on yhteensi 22¢ kappaletta, joten klassisen teorian to-
dennikoisyysvektoreille sallima alue €2 on pienin konveksi joukko, joka sisiltis 227
tunnettua daripistettd. Koska  on kompakti (rajoitettu ja suljettu) ja konveksi
joukko, niin se saadaan sen siséltdvien puolitasojen leikkauksena [31]. Lisiksi jokai-
nen puolitaso voidaan karakterisoida lineaarisella yhtélolla, joten tulee etsiéd vektorei-
ta g, joille (B|€) < 1 V¢ € Q. Selvisti tdmén ominaisuuden pétevyys on yhtapitavai
sen kanssa, ettd ominaisuus on voimassa kaikilla déripisteilla &.. Néin ollen tulee

tarkastella (konveksia) joukkoa

B = {B[{Bl¢:) <1 Ve}.

Joukkoa B kutsutaan joukon €2 duaali- tai polaarikartioksi. Heti havaitaan, etta
jokaiselle 5 € B ehto (5]£) < 1 on vélttaméton sille, ettd £ € Q. Liséksi ns. bipo-
laarilauseen mukaan riittdva ehto on se, ettd tdméa epayhtéld on voimassa kaikilla
£ € B. Joukosta B huomataan heti, etté taas riittaa tarkastella vain sen déaripisteita.
Néin ollen Bellin epéyhtéloiden etsiminen tai toisin sanoen ehdon £ € €2 tutkiminen
on ekvivalenttia joukon €2 déripisteiden £, médardaman polaarikartion déripisteiden
etsimisen kanssa.

Kéytetddn nyt parametria s, € {0, 1} merkkaamaan havaitsijan k valitsemaa +1-
arvoista suuretta Ay (sy). Seuraten ylld esitettyéd tapaa johtaa Bellin epayhtaloité,
voidaan tulon [], Ax(sk) odotusarvoa pitdd 2%-ulotteisen vektorin £(s) yhtend kom-
ponenttina. Téssd on merkitty s = (s1, ..., 84). Télloin miké tahansa Bellin epayhtilo

on muotoa:
> Bs)(s) <1,

kunhan vakiot £(s) on valittu siten, ettd klassisesti lausekkeen suurin mahdollinen
arvo on 1. Téssé klassinen tarkoittaa sité, ettd suureiden Ag(sy) arvot saadaan

lokaalisrealistisella piilomuuttujamallilla. Y1l& oleva lauseke on seuraavan ns. Bellin
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polynomin odotusarvo

B,=> B(s) [ Ar(sw).

Kvanttitapauksessa Bellin polynomi korvataan Bellin operaattorilla:

B=Y"5s) Q) Aulss).

missd —1 < Ag(sg) < 1.

Huomautus 3.3. Kuten edellisessd luvussa oli esilld, muistutettakoon téssékin,

ettd epayhtalo > [(s)E(s) < 1 saattaa ndyttdd hieman erikoiselta, jos sité vertaa

vaikka CHSH-epayhtaloon, joka siséltédé oikeastaan yhteensid kahdeksan epayhtaloa.
Kuitenkin nyt annettu epayhtéalo sisaltad oikeasti enemmén kuin yhden epayhtéalon,
silla suureita (A4;(0) <» A;(1)) ja niiden arvoja voidaan nimetéd uusiksi (—1 <> 1).

Liséksi havaitsijat voidaan nimeté uusiksi (A4; <> A;).

Huomautus 3.4. Tapauksessa (2,2,2) saadaan Bellin polynomiksi

B, = B(s) [ A(si) = > > Blsr.s2) [ [ Arlse)-

$1=0 s2=0

2

Koska klassisesti (lokaalirealistisessa piillomuuttujamallissa) suureen [[ Ag(si) odo-
k=1

tusarvo on maksimissaan 1 Vs ja kertoimet () tulee valita siten, ettd Bellin polyno-

111 1

202020 20"

Téssé herda luonnollisesti kysymys siitd, miksi tarkasteltiin vain tapausta, jossa suu-

min B, odotusarvon maksimi on 1, niin saadaan kertoimiksi 3(s) luvut {

reiden Ag(sy) odotusarvot otettiin ykkosiksi. Vastaus tdhén on yksinkertainen: tois-
ta ddripadata (odotusarvo -1) tarkasteltaessa voidaan aina vaihtaa suureiden arvoja
siten, ettd saadaan tapaus palautettua nyt tarkasteltuun. Nyt Bellin polynomiksi

saadaan
B %[Al(o)(Ag(O) + Ag(1)) + Ai(1)(A2(0) — As(1)))

eli vanha tuttu CHSH:ssa esiintyvé operaattori.

Edellisessé luvussa huomattiin, ettd CHSH-epéayhtéloa ei saa rikki tilalla, joka ei
ole kietoutunut. Seuraava lause antaa laajemman rikkoutumattomuusehdon tyypin
(n,2,2) epayhtélsille.
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Lause 3.3. Olkoot H;,i € {1, ...,n} kaksiulotteisia Hilbertin avaruuksia. Jos systee-
min tilan p € S ( (%) ’H,) jokaisen osasysteemin (tarkemmin osasysteemien joukon)
i=1

7 yli otettu transpoosi p” on positiivinen, niin tilannetta voidaan kuvata lokaalisrea-
listisella piilomuuttujamallilla. Toisin sanoen Bellin operaattorin odotusarvo on alle

ykkdsen.

Todistus. Koska osittainen transpoosi siilyttii jiljen ja varianssi ((B?) — (B)?) on
positiivinen (huom! téssé tarvitaan sité, ettd p” on positiivinen), niin mink4 tahansa

osasysteemin 7 yli otetulle transpoosille saadaan
tr[pB]* = tr[p" BT] < tr[p"(B7)?] < tr[p((B7)*)].

Koska epéayhtélon vasen puoli ei riipu 7:sta ja toisaalta epayhtdlo on totta kaikille

7, niin saadaan
1
Bl < o S wnlol(B7)?))

Vaihtamalla tensoritulon jarjestys notaation kannalta mukavammaksi voidaan kir-

joittaa

(B7)? = Z Z B(s)B(s") ® Ap(sk)" Ar(s) ® Ap(sk) Ax(s},)-

ket kér

Néin ollen annetun epéayhtdlon oikean puolen odotusarvossa esiintyvé operaattori

tulee muotoon

e B = o ST BB (R) Ax(sh) Ause) (R) Axlsn) Aulsh)

T keT kér

= 33 B8 R g LA, Aulsh)},

missi {A, B} := AB + BA on antikommutaattori ja alemmalla rivill& tensoritu-
lo on laitettu alkuperiiseen jarjestykseen. Koska +1-arvoiselle (tarkalle) suureelle
A saadaan spektraalihajotelma A = (I — P) — P, niin A? = [. Téten ylld ole-
vassa lausekkeessa esiintyvéin antikommutaattorin kukin tensoritulon komponentti
tulee summauksen jilkeen sisiltdméén I:n tai antikommutaattorin 2{ A (0), Ax(1)}.
Néamé kommutoivat, joten jokainen tensoritulon komponentti voidaan diagonalisoi-
da samalla matriisilla. Néin ollen koko operaattori voidaan diagonalisoida. Kos-

ka tensoritulo-operaattorin ominaisarvot ovat tunnetusti tensoritulossa esiintyvien
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operaattoreiden ominaisarvojen tuloja, niin ylla olevan operaattorin ominaisarvoiksi

saadaan

S sws [ T

o
k=1 17 Sk = Sg,

missd yr € [—1,1]. Toisaalta aina voidaan mééritelld “klassiset”kaksiarvoiset suu-
reet C (i), joille (Cx(0)Ck(1)) = xx, joten tilannetta voidaan kuvata klassisella to-
dennékoisyysteorialla, ts. lokaalirealistisella piilomuuttujamallilla. Néin ollen Bellin

operaattorin B odotusarvo ei voi ylittda ykkosté. O]

Huomautus 3.5. Mainittakoon ilman todistusta, ettd PPT-kriteeri on yhtapitava
sen kanssa, etta tila ei ole kietoutunut tapauksessa, jossa tarkasteltavan yhdistetyn
systeemin Hilbertin avaruus on kahden kaksiulotteisen tai kaksi- ja kolmiulotteisen
Hilbertin avaruuden tensoritulo [27]. Esimerkiksi artikkelissa [15] on esitetty vastae-
simerkit tapauksille, joissa yhdistetyn systeemin osasysteemien dimensiot ovat kaksi

ja nelja seké kolme ja kolme.

3.3.3 CGLMP (2,2,d)

Téassd luvussa tarkastellaan artikkelissa [10] esiteltyd luokan (2,2,d) Bellin
epayhtalod. (2,2,d) tarkoittaa, ettd havaitsijoita on kaksi (Antti ja Laura), kum-
mallakin havaitsijalla on kaksi suuretta ja ndmé& suureet ovat d-arvoisia. Seuraa-
vassa johdettavasta epayhtélostd kaytetddn yleisesti nimitystd CGLMP-epayhtalo.
Todistus on tehty artikkelissa [11] esitetylld tavalla.

Lause 3.4. Olkoon A, As, By ja By d-arvoisia suureita, joiden jokaisen arvojouk-
ko on {1,...,d}. Merkitdan todenndkoisyytta sille, ettd suureen A; mittaus tuottaa
pienemmaén tuloksen kuin suureen B; mittaus symbolilla P(A; < B;). Tallin mit-

taustulostodennékoisyyksille saadaan seuraava klassinen raja:

Todistus. Seuraavassa merkintd {A; < B;} tarkoittaa suureiden arvojoukkojen kar-
teesisessa tulossa {1,...,d}* niitd alkioita, joilla suureen A; arvo on pienempi kuin

suureen B; arvo. Seuraava sisdltymisrelaatio on ilmeinen:

{As > Bo} N{By > A1} n{A; > B} C{A > By }.
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Ottamalla téastd komplementti puolittain saadaan:
{As < B} C{Ay < Bo} U{By < A1} U{A; < By}.
Téastéd saadaan todennékoisyyksille haluttu epayhtéalo:
P(Ay < By) < P(Ay < By) + P(By < Ay) + P(A; < By).

]

Y14 oleva tulos on eréds klassinen raja d-arvoisten suureiden mittaustulosto-
dennékoisyyksille. Muitakin rajoja mittausasetukselle (2,2, d) on olemassa, kuten
seuraavassa alaluvussa esitettdva H. Bechmann-Pasquinuccin sekd N. Gisinin 2002
paperissaan [12] Fourier-kytketyille suureille antama raja.

Jotta ylla saatu tulos olisi Bellin epayhtalonéd mielenkiintoinen, tulee se olla ri-
kottavissa joillakin suureilla ja jollakin tilalla. Tamén epayhtélon rikkominen joil-
lakin kanonisilla (esim. Fourier-kytketyilld) suureilla on osoittautunut hankalaksi.
Paperissa [11] on kuitenkin annettu vektorit, joiden méadrdamit suureet rikkovat
CGLMP-epéayhtilon ja ne on kirjattu alle:

d—1

1 2
Aa Zemp ﬂk (14 aq))|k)a

k:O
d—1
271

|j>B,b_%l (=3 + Bl

=

missid a; = 0, ag = %, b = %1 ja By = —i. Koska CGLMP:n testaaminen on melko
tyolasté jo pienissiakin dimensioissa, niin todettakoon vaan, etté paperin [11] tulokset
ovat kuitenkin melko helposti todennettavissa numeriikkaa hyodyntéden esimerkiksi
Mathematicalla. Huomautettakoon téssé kohtaa, etté toisin kuin CHSH-epayhtalon
tapauksessa, CGLMP:t4 ei saa maksimaalisesti rikki maksimaalisen kietoutuneella
tilalla muuta kuin qubittisuureiden tapauksessa, jolloin epédyhtdlo on juuri CHSH,

kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 3.5. Olkoon Aj, Ay, Ly ja Lo nelja kaksiarvoista suuretta (arvoinaan +1).
Niille suureille CGLMP redusoituu CHSH-epayhtaloksi.

Todistus. Kaksiarvoisten suureiden tapauksessa CGLMP-epéyhtélo voidaan permu-

toida kahdeksaan eri muotoon. Otetaan tdhan kaksi muotoilua ja johdetaan niista
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yksi muoto CHSH:lle. Loput kolme CHSH:n muotoa saadaan vastaavasti muista
CGLMP:n permutaatioista.

Merkitéén todennékoisyytta sille, ettd A; saa arvon k ja B; saa arvon [ symbolilla
Py, (k,1). Otetaan CGMLP:sté seuraavat kaksi muotoilua:

PA2B2(_17 1) + PA132(1’ _1) + PAIBI(_]‘7 1) - PA2B1<_17 1)
PA131(17 _1) + PA132(_17 1) + PA232(17 _1) - PAzB1(1’ _1)

v

0
0.

v

Kertomalla ylempi —1:114 ja lisddmalld puolittain 2 saadaan

P(Ay > By) + P(By > A)) + P(A, > By) — P(4, > By) < 2.

Lisdtddn tahédn nolla sopivalla tavalla, jotta saadaan CHSH esille (tdssd E(X,Y) on

odotusarvo):

E(A27 BQ) + E(Ah BQ) + E(AhBl) — E(AQ,Bl)
+2<P(B1 < Al) + P(A1 < BQ) + P(B2 < Ag) — P(Bl < AQ))
+P(A2<BQ>—|—P(BQ <A1)+P(A1 <B1)—P(A2 <B1) < 2.

Téasséa kaksi alimmaista rivid ovat edellda annettua CGLMP:n muotoa ja siksi > 0.

Tata arviota kdytamailla saadaan CHSH:n ylaraja:
E(Ay, Bs) + E(A1, Be) + E(Ay, By) — E(Ay, By) < 2.

CHSH:n alaraja saadaan, kun esimerkiksi A;:n ja As:n arvot vaihdetaan péittéin

(siis miinus ykkostd vastaavaa arvoa merkataan ykkosella ja toisin pain). Télloin

E(Ai, Bj) =Pa,p,(1,1) + Pa,p,(—1,—1) — Pa,p,(—1,1) — Pa,p,(1, 1)
_>PAZ-BJ-(_17 1) + PAiB]'(]-a _]-) - PAiBj(17 1) - PAiBj(_17 _1)
=— E(A;, B;j).

Y14 johdetun ylérajan tulee olla voimassa my6s uudelleen nimetyilld suureilla, joten
E(Ay, By) + E(A1, By) + E(Ay, By) — E(A, By) > —2.

Muut CHSH:n muotoilut (eli ne, joissa miinus on eri paikassa) saadaan ottamalla
CGLMP:hen eri permutaatio. [
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3.3.4 BG (2,2,d,d,d?*)

Téssé alaluvussa esiteltdva epayhtilo on perdisin Bechmann-Pasquinuccin ja Gisi-
nin artikkelista [12]. Epayhtalostd kiytetddn tédssd nimitystd BG-epayhtilo ja jos se
osoittautuu oikeaksi Bellin epayhtéloksi, niin se olisi tdmén tyon kannalta olennainen
siind mielessé, ettd tyon péadotsikon kysymystd on hankala tutkia nykytietdmyksen
valossa muilla kuin BG- sekd CHSH-epéyhtéloilla. Tama johtuu siité, ettd yhteismi-
tattavuutta ei ole juuri muille kuin néité epayhtéaloité vastaaville tapauksille onnis-
tuttu karakterisoimaan. Kuitenkin néyttéisi silté, ettd tulos on puutteellinen. Télle
vaitteelle annetaan tdméan luvun lopussa perustelu. Aloitetaan aiheen kisittely yk-
sinkertaistetulla versiolla paidtuloksesta rajoittumalla kolmiulotteiseen tapaukseen.

Olkoon Antin suureet jakson 2.2.5 tavoin A(i) = |¢;)(@i| ja A'(7) = 1) (5],

missé {¢;}?_; on Hilbertin avaruuden kanta ja vektorit

1 , ,
w' o~ wh](pha ] = 17 "'737 W= elQﬂ-/S

muodostavat tatd kantaa vastaavan MUB-kannan.

Lauran suureita varten médritelléén vektorit &;; kaavalla
&ij = —=(V3(pilt;)ps + 1)),

missd C' = 2(1 + \/ig) on normitusvakio. Médritelldin nyt Lauran “suureet”!? seu-

raavasti:

Lo(7) = |&i) (il
Ly (%) = [& i) (i |
Ly (1) = [&s,i—1)(&ii-1],

missd luvut ¢ on tulkittu syklisen ryhmén Zs alkioiksi.

Bellin epéyhtélon johtamiseksi méaritelladn seuraava luku:

B; = Z p(Antin ja Lauran mittauksissa on korrelaatio)

— Z p(Antin ja Lauran mittauksissa ei ole korrelaatiota),

missé p viittaa todennédkoisyyteen ja korrelaatiolla tarkoitetaan sitéd, ettd Antin mi-

12Tarkalleen ottaen tissé ei ole kyse suureista, silld niin masritellyt kuvaukset eivit ole normi-
tettuja.
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tatessa esimerkiksi suureen A arvoksi nollan (vastaavan projektion antava vektori on
¢p) tulee Lauran saada mittaamalleen suureelleen mittaustulos, jota vastaava vekto-
ri sisaltdd vektorin ¢ (kts. &;:n médritelmd). Vastaavasti Antin mitatessa suureen
A’ arvoksi yksi, tulee Lauran saada mittaustulos, joka siséltda vektorin ;.

Lokaali piilomuuttujamalli, joka liittd4 jokaiseen suureeseen jonkin tietyn arvon,
antaa luvulle Bs yliarajan kaksi. Tama raja voidaan todistaa numeerisesti [12] tai
seuraavalla paittelylld. Olkoon Antin suureiden A, A" arvot i ja j. Jos Laura mittaa
jonkin suureistaan ja saa tuloksen, johon liityva vektori on &, missad k # ¢ ja j # [,
niin tulosten vililla ei ole korrelaatiota. Koska jokaisella suureella on téssé tilanteessa
varmasti jokin arvo, niin tilanteen ollessa tdméi, saadaan todennékoisyydelld yksi
tulos “A:n ja &, valilla ei korrelaatiota” sekéd samalla todennékoisyydelld “A":n ja
& valilla el korrelaatiota”. Néin ollen summaan tulee termi —2.

Jos Lauran mittaustulos on puolestaan sellainen, jossa toinen indeksi on oikein,
ts. & tai &;, niin korrelaatio saadaan toisen, muttei toisen suureen suhteen var-
muudella. Né&in ollen téstd tulee lukuun Bjs kerran plus yksi ja kerran miinus yksi
eli kokonaisuudessaan nolla.

Jos Lauran mittaustulosta vastaava vektori on &;;, niin télloin saadaan varmuu-
della korrelaatio kummankin Antin mittauksen kanssa. Tédten B3 saa termin plus

kaksi. Néin saadaan epayhtalo
B3 < 2.

Jotta saatua tulosta voisi pitdd Bellin epayhtédlona, tulisi nayttaa, ettd kvantti-

mekaniikka rikkoo sen. Tété varten kirjoitetaan B3 hieman tarkemmin:

By = P(Ly = A) — P(Ly # A)

+ P(Ly=A) = P(Li # A)
+ P(Ly = A) — P(Ly # A)
+ P(Ly=A")— P(Ly # A"
+ P(Ly=A"+2)— P(Ly # A"+ 2)
+P(Ly=A"+1)— P(Ly # A" +1).

Téssé esimerkiksi merkintd P(Lo = A) tarkoittaa todenndkoisyytté sille, ettd Antin

suureen A mittaustulosta vastaava vektori on mukana Lauran suureen L, mittaus-
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tulosta vastaavassa vektorissa, ts.

P(Log=A) = Zp(gii N i),
i=0

missd p(§; N ;) = p(Lo = i|A = )p(A =1).

Bs:n lausekkeessa esiintyy termejé, joissa suureeseen A’ on lisétty luku yksi tai
kaksi. Tamé johtuu siitéd, ettd esimerkiksi suureen Lo tapauksessa Antin suureen
A’ arvoa yksi vastaa vektori 11, joka esiintyy suureen L, arvoa kaksi vastaavassa
vektorissa.

Olkoon 7 maksimaalisen kietoutunut tila, ts.

N =—=(0o ® @y + 1 ® p1 + P2 ® P2)

&IH

:ﬁ(w0®wo+¢1®¢2+¢2®¢1>»

jossa yhtdsuuruus ndhdédn suoralla laskulla kirjoittamalla oikea puoli auki.
Kayttamalla jompaa kumpaa néistd muotoiluista maksimaalisen kietoutunelle tilalle

seké seuraavia suoralla laskulla todennettavia kaavoja saadaan Bs:n arvo laskettua

tilassa n:
1 1
|<§IJ|901>| |<§z]|w]>| = 5 2—\/3
1 1
[(isler)l” = 1{&slen)l” = 5 - 23’

Koska téssa kaikki tensoritulot ovat hajoavia, niin ehdolliset todennékoisyydet saa-

daan helposti laskettua; esimerkiksi
2
P(Lo=A) =) pl&ne)
=0

‘ i ®£n|901 ® QOZH

O»Jl*—‘

2
Pi
=0
2
Z gzz | 901
=0
1
2V3

Laskemalla kaikki Bs:n termit auki huomaa, ettd jokainen suureeseen A liittyvé

2

_|_

wl»—* wl»—‘
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termi, jossa on todennék’disyys korrelaatiolle (eli termit joissa on yhtésuuruus), on
suurudeltaan l + 3 f Vastaavasti jokainen sureeseen A liittyva termi, jossa on eri-
suuruus on arvoltaan % — 7 Alkuperéisessé artikkelissa vaitetadn, ettd nédin on
myos suureeseen A’ liittyvilld termeillda. Jos tdmé olisi totta, niin maksimaalisen

kietoutuneella tilalla 7 saataisiin

12 6
Bi= o 5= 5= 2V/3.
Téatd rajaa on artikkelin [12] mukaan numeerisesti testattu [12] ja havaittu, etta sité
suurempaa ylitysté ei saavuteta. Lisdksi ainoa tila, joka antaa suurimman rikkoutu-
misen on juuri maksimaalisen kietoutunut tila [12]. Saatu epayhtilo yleistyy tdysin
samalla paittelyllda korkeampaan dimensioon, mutta muuttuu samalla huomatta-
vasti hankalammaksi. Koska tatd epayhtaloa ei tédssd tyosséd tarvita ja toisaalta jo
3-ulotteinenkin tapaus néayttdéd epéselviltd, todetaan vain, ettd yleistys 1oytyy ar-
tikkelista [12].

Saadun 3-ulotteiseen tapaukseen liittyvan epédyhtdlon johto ei ole itsessdén
virheellinen, mutta kuten aiemmin todettiin, on tdmé&n epdyhtdlon ylla tiettya
epaselvyyttid. Seuraavassa on pyritty tuomaan tdmé asia esille. Suoralla laskulla

ndhdéan, ettd esimerkiksi

Ztr wz ®P[£M])]

- %Z\(%@owﬁwl ® o + s @ P1|th; ® &) |
i=1

%<r<wo|§oo>\2 + [(Wal€n)* + [{a]€22)*)

1(1 1 1 1
=B+ V3)+ + = -,
3<6< ) 6+2V3 6+2\/§> 3

joka on eri tulos kuin artikkelin kirjoittajat vaittdvat. FEroavaisuuksia on

enemmankin. Seuraavassa on mainittu muut eroavaisuudet:

OJIL\DCOI»—

P(Li #A +2)=P(Ly £ A +1) = P(Ly £ A') =

Téaten maksimaalisen kietoutunut tila antaa epéyhtélossa esiintyvan termin B3 ar-

voksi v/3 — 1, joka ei riko kyseistd epiyhtiloa.
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Kuitenkin on olemassa toinen tapa ryhmitelld Lauran mittaukset, jolla saadaan

aikaan samat termit kuin artikkelissa. Maarittelemalla

:P<L0:A) P(Lo # A)
+ P(Ly = A) = P(Li # A)
+ P(Ly = A) — P(Ly # A)
+P(Lo=0,A"=0)+P(Lo=1,A=2)+P(Ly=2,A=1)

“U

(

(

(
(Lo=0,A"=1,2)—P(Ly=1,A=1,3) — P(Lg=2,A"=2,3)
P(Li=0A=2)+P(Ly=1,A=1)+P(L; =2,A"=0)
P(Li=0,A=0,1)—P(L;=1,A=0,2)— P(L; =2,A4 =1,2)
P(Ly=0,A=1)+P(Ly=1,A"=0)+ P(Ly=2,A"=2)
P(Ly=0,A"=0,2)— P(Ly=1,A=1,2) — P(Ly=2,A"=0,1)

saadaan luku, joka maksimaalisessti kietoutuneen tilan tapauksessa on 2v/3. Kysy-

mys siitd, mikd on Bs:n klassinen raja, joudutaan jittamédn toistaiseksi auki.

4 Bell vs. yhteismitattavuus

Bellin epéyhtéaloiden rikkoutuminen ja yhteismitattomuus ovat molemmat kvantti-
mekaniikalle ominaisia epéklassisia piirteitd. Jo Finen 1982 julkaiseman paperin [9]
pohjalta on ollut tiedossa, ettd CHSH-epayhtélod ei saa rikki yhteismitallisilla suu-
reilla (kts. lause 3.2). Néin ollen yhteismitattomuus on valttdméatonta epdyhtalon
rikkomiseksi. Kuitenkin kysymys siitd, onko tdmé& myos riittdva ehto CHSH:n yli-
tykselle, on ollut auki aina vuoteen 2009 asti, jolloin Wolf et al [7] julkaisivat ar-
tikkelin, jossa yhteimitattomuus on osoitettu myos riittaviksi ehdoksi. Seuraavassa

alaluvussa on esitelty kyseisen paperin tulokset.

4.1 CHSH

Aloitetaan aiheen kisittely esittelemélla artikkelin [7] paétulos ensin tarkoille suu-
reille. Artikkelissa esitetty todistus on melko pelkistetty. Téassa todistus on kirjoi-

tettu hieman yksityiskohtaisemmin.

Lause 4.1. Tarkat kaksiarvoiset suureet A; ja Ay (arvoinaan +1) ovat yhteismitat-
tavat, jos ja vain jos ne eivit mahdollista CHSH-epayhtilon rikkoutumista milldéan

tilan tai toisen osapuolen (tarkkojen) suureiden valinnalla. Lisdksi CHSH (kaava
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(26)) voidaan kirjoittaa operaattorin B := (A1 ® L1 + As @ Lo+ Ao ® L1 — Ay @ L)
odotusarvon (tilassa p) avulla muodossa |tr[pB]| <1 ja tdmén odotusarvon yliraja

on

OO S L VAR O] 29
Todistus. Kuten tdmén luvun alussa todettiin, suunnan “vain jos” voi todistaa
lauseen 3.2 avulla. Kuitenkin A; ja Ay ovat tarkkoja suureita, joten niiden yhteis-
mitattavuus ja kommutatiivisuus ovat yhtépitavat lauseen 2.7 nojalla. Néin ollen
lause saadaan todistettua kerralla molempiin suuntiin osoittamalla, ettd kaava (28)
péatee.

Ensinnékin sisdtulon lineaarisuuden nojalla CHSH on yhtépitavad sen kanssa,
ettéd lauseessa madritellyn operaattorin B odotusarvo on alle ykkdsen. Operaattoria
B on mukavampi késitella sen nelion avulla, silld neliclle saadaan suoralla laskulla

seuraava helppo muoto
9 1
B :]+Z[A17A2]®[L17L2]

Koska jokainen tila saadaan konveksikombinaationa puhtaista tiloista, tavanomainen
rajoitetun operaattorin normi matriisille C' saadaan laskemalla matriisin C*C' suu-
rimman ominaisarvon nelidjuuri (operaattorinormi on itseadjungoidulle operaatto-
rille d&rellisulotteisessa Hilbertin avaruudessa sama kuin itseisarvoltaan suurimman

ominaisarvon itseisarvo) ja itseadjungoidun operaattorin 7' normi saadaan kaavalla
ITN| = supyes =1 [{(¥|T)], niin

sup |tr[pB|—sup{‘Z)\ (Wil Bi)| =i € H, ||l = 1, A >0, Z)\ —1}

pES(H)
= sup [(¢|BY)| =|B| = VB
YEH,|[Y||=1
= )\maw(B2).

Suora lasku ja tieto siité, ettd neliomatriisilla on korkeintaan riviensé verran nollasta
eroavia ominaisarvoja, osoittavat tensoritulomatriisin kaikkien ominaisarvojen ole-
van tulossa esiintyvien matriisien ominaisarvoista muodostettuja tuloja. Kéayttden

tété, edellistd kaavaa ja tietoa, etti operaattorin B2 ominaisarvot ovat muotoa 1+ \,
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missé A on operaattorin §[A;, As] ® [L1, Lo] ominaisarvo, voidaan kirjoittaa

1
sup |[tr[pB]| = \/1 + 7 1Az, Aol [La, L]l
PES(H)

Kaavan (28) todistamiseksi riittdd nyt huomata, ettd ||[L1, Lo]|| < || L1Le| +
|LoLq|| < 2||Lyi||[[Le|| = 2 (silld suureiden L; ja Lo ominaisarvot ovat £1) ja ettd

esimerkiksi suureilla L; = o, ja Ly = 0, kyseinen yliraja saavutetaan. Ndin ollen

1

wp a8 = /1 + Sl Adl
pES(H);L1,LaeLs(H)

joten suureiden A; ja A, yhteismitattavuus on yhtépitavad sen kanssa, ettd CHSH-

epayhtéloa ei voi rikkoa millaén tilan tai toisen osapuolen suureiden valinnalla. [

Tarkastellaan nyt yleista tapausta. Olkoon tété varten A; ja Ay +1 -arvoisia suu-
reita sekéd P ja () nditd suureita vastaavat efektit. Lauseen 2.8 nojalla suureiden A; ja
Aj yhteismitattavuus on yhtapitdavia sellaisen efektin S, jolle P+Q—1 < S < P, Q,
olemassaolon kanssa. Néin ollen kysymys suureiden A; ja Ay yhteismitattavuudesta

voidaan muotoilla seuraavan optimointiongelman avulla:

inf{A e R|Q+ P < X[+ S} (29)
st.0<S5<Q,P. (30)

Jos A\g on tdméan optimointitehtdvén ratkaisu, niin yhteismitattavuus on yhtapitavaa
sen kanssa, ettd Ay < 1.1* Seuraavan lemman avulla saadaan timé optimointitehtivi

muotoiltua toisin.

Lemma 4.1. Olkoon ), optimointitehtdvin (29) ratkaisu. Ehto Ag > 1 on
yhtépitdava sen kanssa, ettd seuraavaan optimointiongelman ratkaisu on aidosti po-

sitiivinen:

A\* ::Xsyuzp>O tr[X(Q + P — I)] — tr[QY] — tr[PZ] (31)
st. X <Y+ Z e SH). (32)

B T4ssé lyhenne s.t. on yleisesti optimointitehtévissé kiytetty merkintd reunaehdoille. Lyhenne
tulee sanoista “subject to”.

4 Toinen suunta on selvé ja toisen nikee vastaoletuksella seuraavasti: jos Ag > 1, niin ei voi olla
olemassa efektisi S, josta saataisiin yhteissuure konstruoitua (ts. lauseen 2.8 mukaista efektii ei
16ydy). Niiin ollen yhteismitallisuudesta seuraa, ettd A\g < 1.
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Todistus. Lagrangen dualiteetin [25] nojalla tehtdvan (29) tyyppiselle ongelmalle
16ytyy aina niin sanottu duaaliongelma. Yleisesti Lagrangen duaaliteetti voidaan

kirjoittaa muodossa

inf {<c\x>1 S ik c} > sup(ulOX] | u[XF] = e}, (33)

X>0

missid ¢ € R” ja F; sekii C' ovat itseadjungoituja operaattoreita.!> Kaavan vasem-
man puolen ongelma on niin sanottu priméari tai alkuperdinen ongelma ja oikeal-
la on duaaliongelma. Kaavassa on voimassa yhtdsuuruus, jos on olemassa (z;) s.e.
YowiF; > Ctal X > 0se. tr[ X F| = ¢; Vi [25].

Méirittelemilld avaruudelle £,(H) kanta {G;}!_, voidaan kirjoittaa S =
> G Nyt tehtdvd (29) saadaan kaavan (33) primééritehtdvin muotoon

médaritteleméalla cg = 1,290 = \,¢; =0, ¢ > 1 ja operaattorit

C=@Q+P)a0e(-Q) & (-P),
Fo=1®0000,
F,=GaG o (-G)a(-G), i > 1.

Koska matriisien suora summa on positiivinen, jos ja vain jos sen summattavat kom-
ponentit ovat positiivisial® ja suorasummamatriisin jilki on sama kuin summatta-

vien matriisien jilkien summa, niin duaalitehtévéksi saadaan

s {up(Q+ P) - u{QY] - ulPZ])
chdolla, ettd tr[pl] = tr[p] = 1 ja tr[Gi(p+ W =Y — Z)] =0, i > 1, missid p, W} Y
ja Z ovat suorasummamatriisin komponentit.!”
Valitsemalla esimerkiksi tilaksi p = %I ja operaattoreiksi Y, 7 = %I seké
W = 11 huomataan kaavan (33) alla annetun ehdon nojalla, etté duaalitehtévin ja
primééritehtavéin ratkaisut yhtyvit.

BE; ja C eivit yleisesti ole systeemiin liittyvdn Hilbertin avaruuden #H operaattoreita, vaan
suorasummia H:n operaattoreista.

6Suunta “jos” on selvii. Toiseen suuntaan timiin nikee esimerkiksi kirjoittamalla suorasum-
mamatriisi spektraalihajotelmansa avulla auki. Téssd hajotelmassa diagonaalilla on vain ei-
negatiivisia lukuja, joten myos summan jésenet ovat positiivisia.

"Duaalitehtiivin (33) rajoitus X > 0 voidaan pilkkoa neljiksi matriisiksi. Témé johtuu yk-
sinkertaisesti siitd, ettd suorasummamatriisin ja matriisin X tulon jélkeen ei vaikuta muut kuin
matriisin X diagonaaliblokit.
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Jalkimmaéinen reunaehdoista on voimassa kaikilla ¢ = 1, ...,4 ja joukko {G;} on

kanta, joten ehto on yhtapitdva sen kanssa, ettéd
tr[A(p—Y — Z)] = —tr[AW] VA € L (H).

Téstd puolestaan seuraa erityisesti, ettd (¥|(p—Y — Z2)) = —(|Wv) < 0Vy € H.
Néin ollen joukon W > 0 yli optimointi on yhtépitdvaa joukon p < Y + Z yli
optimoinnin kanssa. Tehtdvané on siis vastata kysymykseen, milloin ja vain milloin

optimointitehtavan

sup  {tr[p(Q + P)] — r[QY] — tr[PZ]},

PES(H),p<Y+Z
Y,Z>0

ratkaisu on aidosti suurempi kuin yksi. Tama ongelma on yhtépitava ensinnidkin sen

kanssa, etté

sup  {tr[p(Q + P —I)] — tr[QY] — tr[PZ]} > 0.
PES(H),p<Y+Z

Jakamalla tdmé puolittain luvulla tr[Y + Z] saadaan haluttu lopputulos: efektit @

ja P ovat yhteismitattomat jos ja vain jos optimointitehtavén

sup {tr[X(Q+ P —I)] —tr[QY] — tr[PZ]}

X,Y,Z>0
st. X <Y +ZeSH)
ratkaisu on aidosti positiivinen. O]

Itse paatulosta varten tarvitaan vield seuraava lemma, joka antaa yksinkertaisen
tavan késitelld tensorituloavaruuden yksikkévektoreita toisen alisysteemin tilajou-

kon ja unitaarioperaattoreiden avulla.

Lemma 4.2. Olkoon v € H ® H yksikkovektori. On olemassa tila p € S(H),

unitaarioperaattori U € L£(H) ja ortonormaali kanta {1, .., @4}, joille

wz(\/ﬁ@’U)Z%@%- (34)
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Todistus. Schmidtin hajotelman nojalla
d

Y= Z Aipi @ i,
i=1

missd {1, ..., 04} sekd {¢1,...,pq} ovat ortonormaaleja kantoja ja kertoimet \;
d

ovat ei-negatiivisia reaalilukuja, joille Y A\? = 1. Méiéritelliin unitaarioperaatto-
i=1

ri U kanta-alkioiden avulla vaatimalla, ettd Up; = 1; Vi = 1, ..., d. Méaarittelemélla

d
lisidksi tila p = > A2|;) (p;| saadaan pari (U, p), jolle kaava (34) pitee. O
i=1
Lause 4.2. Kiytetddn edelld esitettyjd merkintoja. Seuraava kaava on voimassa

sup [tr[pB]| = 1+ 2\".
pES(HRH),L1,L2

Toisin sanoen suureiden A; ja As yhteismitattavuus on yhtapitdvii sen kanssa, etté
CHSH-epéayhtaloa ei saa rikki.

Todistus. Merkitiaan'®

p=Y+2Z
O = p 12X p/?
Po= p 2y 2

Optimointitehtavéin (31) rajat voidaan nyt esittéé operaattoreiden Q ja P avulla.
Ensinndkin XY > 0 & Q, P > 0.1 Vastaavalla tavalla nihdédn, etti X < p =
Q < I. Operaattorin Z positiivisuudesta puolestaan seuraa, etti ¥ < p, joka puo-
lestaan on vhtépitivii sen kanssa, etti P < . Kddntden 0 < P < I = Z > 0.
Niin ollen optimointitehtéivin (31) rajat voidaan korvata rajoilla 0 < Q, P < I ja
vaatimalla, ettd p on tila.

Madritellddn yksikkovektori ¢ kaavalla

P = (\//7®I)Z\ii>,

—1/2

8 Tarvittaessa notaatiolla p tarkoitetaan Moore-Penrose kddnteismatriisia (kts. Liite)

YTamin nikee suoraan positiivisuuden méiritelmén avulla: (| X)) > 0 Vop € H =
(p~ 2| X p~/%4p) > 0 Vo) € H. Vastaavasti toiseen suuntaan (1p|p=/2Xp=1/2¢) > 0 Vo) € H =
(p" /24 p= 12X p= /2 pt/2) > 0 Vp € H.
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misséd {|i)}; on ortonormaali kanta ja |ii) = |i) ® |i). Tila P[¢] on tilan p puhdistus
(engl. purification), silli osittainen jilki yli jalkimmaéisen systeemin antaa tilan p:
d
(T @ P[] = S (VAT VBN (jli) = /AT /5] = [To] VT € P(H).

t,j=1

Uusien efektien Q ja P seké tilan P[] avulla saadaan kirjoitettua lausekkeessa (31)

esiintyvét termit toisin, esimerkiksi

(W]Q ® PTy) = i«\/ﬁ ® 1iil(Q @ (o~ 2Y p~ ")) (VP ® 1)jj)
= éwwﬁﬁ<z’!<p—1/2Yp‘”2>Tj>
= é<\/ﬁi|62\/ﬁj><j|p‘1/2Yp‘1/2i>
= Zd:<\/7)i|62\/ﬁp‘” Y pm ')
= ‘;r:[lQY], (35)

missi viimeinen yhtdsuuruus saadaan siité, ettd \/pp~'/% ja p~1/2,/p ovat projektioi-
ta aliavaruudelle ran(,/p) = ran(p) (kts. lause A.1) ja Y < p on néiden projektioiden
rajoittama, jolloin \/pp~'/?Y p~1/2 /o =Y.

Vastaavalla tavalla saadaan tr[X(Q + P — I)] = @W[(Q + P — I) ® QTv).
Kayttamalld sitd, ettd p on tilan P[] osittainen jélki ja kaavaa (35) korvauksel-
la Q — P saadaan

tr[PZ] = tr[P(p—Y)] = (¥|P & 1Y) — (Y|P @ PTy) = (| P @ (I — PT)p).

Koska transponointi pitda efektijoukon paikallaan, niin kaava (31) tulee muotoon

N = sup (W|(Q+ P -1)®Q-Q® P~ P& (I - P,
QP

missi Q, P kiyvit lipi efektijoukon. Tissé esiintyvi supremum tilajoukon yli voi-
daan korvata supremumilla yli kaikkien tensorituloavaruuden yksikkovektoreiden

yli. Tdmé& ndkemiseksi muistetaan ensin, ettéd edellisen lemman nojalla jokainen yh-
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distetyn systeemin yksikkdvektori on muotoa

d
Yu=(/pOU)Y ¢i®p;
=1

jollekin unitaarioperaattorille U, tilalle p ja ortonormaalille kannalle {1, ..., pq}.
Koska edella tehdyt laskut eivét riipu vektorin ¢ méaritelméssé esiintyneen kannan
{|i7)}¢,—, valinnasta, niin luvun A* arvo ei voi my6skéén tésti riippua. Néin ollen
supremum voidaan ottaa efektien Q ja P seki tilajoukon lisiksi yli kaikkien vektorin
1 madritelméssa olevien kantojen. Huomaamalla vield, ettd unitaarioperaattorilla

konjugointi pitda efetkijoukon itsenéén, saadaan esimerkiksi

sup(|Q @ Py = sup  (4[Q @ U*PUY)
P,p U*PU,p,|iz)

= sup (IUY|(Q® P)I @ U)p)

U*PU,p,|ii)

= sup (Y|Q ® Py).

l[¥ll=1

Téten voidaan kirjoittaa

X =sup (Y[(Q+P-1N®Q-Q®P—Px(I—-Pu).
$,Q,P

Sijoittamalla nyt luvun A* lausekkeeseen efekteistéd saatavat suureet
A =1-2P, Ay=2Q—1, Li=1-2P, Ly=1-2Q
saadaan

. 1 1
A" = sup 5(1/}](3 —Iy) = sup —tr[(B — I)p),
Y,L1,L2 pES(H@H),Ll,LQ

missd viimeinen yhtédsuuruus saadaan tilajoukon konveksisuuden avulla. Nédin ollen

sup  [tr[pB]| =14 27,
pES(HRH),L1,L2

joten yhteismitattomuus on todellakin yhtépitdvaa sen kanssa, ettd CHSH-

epayhtaloa ei saa rikki. O
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4.2 Muut epiyhtilst

Tamén tyon punainen lanka on ollut tutkia Bellin epayhtéldiden ja yhteismitat-
tavuuden vilistd suhdetta. Kuten luvussa 3 néhtiin, Bellin epédyhtéloitd on aina
periaatteessa mahdollista generoida minkélaiselle tahansa systeemille. Esimerkiksi
kirjassa [24] on tamé tyo tehty CHSH-tilanteessa ja tapauksessa, jossa on kolme
osapuolta sekd halutaan todennékoisyysjakauma, joka siséltaé kaikkien tapahtuma-
parien leikkausten todennékoisyydet. Kuitenkin jo ndinkin yksinkertaisissa tapauk-
sissa epayhtéloiden muodostaminen osoittautuu melko hankalaksi tehtdvéaksi. Onni
onnettomuudessa on kuitenkin se, etté kirjallisuus ja alaan liittyvét julkaisut antavat
monia tavanomaisiin tilanteisiin soveltuvia epayhtaloita.

Suurempi ongelma haettaessa vastausta kysymykseen, onko Bellin epayhtéaloiden
voimassaolo ja yhteismitallisuus yksi ja sama asia, on ollut se, ettd sumeiden suurei-
den yhteismitallisuutta ei ole onnistuttu karakterisoimaan kovin monessa tapaukses-
sa. Téssé esitetyt kahden qubitin, kolmen ortogonaalisen tai symmetrisessd asemas-
sa olevan qubitin ja Fourier-kytkettyjen d-arvoisten suureiden yhteismitattavuudet
nédyttéisivit olevan ainoat aérellisulotteiset tapaukset, joissa karakterisointi 16ytyy.
Nayttéaisi siltd, ettd néistdkin kolmen symmetrisen qubitin tapaus tuli esille vasta
tata tyotd tehtdessi. Esimerkiksi CGLMP:sté ei ole saatu haluttua testid yhteismi-
tattavuuden ja epayhtélon rikkoutumisen vilille, silla CGLMP:té ei ole toistaiseksi
saatu rikki suureilla, joiden yhteismittaukselle 16ytyy karakterisointi. Yksi téata tyota
varten tehty yritys oli muuntaa Antin suureet siten, ettd ensimméisen suureen efektit
ovat luonnollinen kanta ja etsié unitaarimuunnos, joka muuntaisi nédin saadun Antin
toisen suureen luonnollisen kannan Fourier-muunnokseksi, silla tallaiselle tilanteelle
yhteismittaus osataan karakterisoida (lauseen 2.2 mukaan suureiden yhteismitalli-
suus on yhtapitdvasd unitaarimuunnoksella saatavien suureiden yhteismitallisuuden
kanssa).

Jaksossa 3.3.4 annettiin artikkelissa [12] johdetusta klassisesta rajasta toinen
versio, jonka yhteys yhteismitallisuuteen joudutaan jattdmaéaan téssa vaiheessa auki.
Jos kyseessd on Bellin epéayhtéld, niin seuraavan lauseen todistamista toiseen suun-
taan Fourier-kytkettyjen suureiden tapauksessa on mahdollista yrittda vahintdankin

numeerisesti melko helpolla algoritmilla, joka on esitelty péépiirteissédén liitteessa.

Lause 4.3. Yhteismitattomuus on aina valttaméaton ehto Bellin epéyhtélon rikkou-

tumiselle.

Todistus. Tehdddn vastaoletus: suureet Fjy,..., E, ovat yhteismitallisia. T&ll6in

on olemassa yhteissuure F, josta saadaan jokaisella puhtaalla tilalla ) to-
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dennikoisyysjakauma Ey : B(€;) x ... x B(€2,) — [0, 1] kaavalla
Ey( Xy, ... X)) = WE(X, .., X,)Y).

Koska E on yhteissuure, niin jakaumasta FE, saadaan kaikkien suurejoukon
{Ey, ..., E,} osajoukkojen yhdistetyt mittaustulostodennékéisyydet tilassa 1. Néin
ollen jakaumasta Fy, muodostettu lauseen 3.1 mukainen vektori E¢ kuuluu korrelaa-
tiopolytooppiin C(m, S) (joillakin tilanteelle ominaisilla parametreilla m ja S). Kos-
ka Bellin epéyhtélot ovat rajoituksia sille, milloin vektori kuuluu joukkoon C(m, S),
niin missé tahansa vektoritilassa 1 saatavat mittaustulostodennikoisyydet toteut-
tavat Bellin epayhtélot. Tilajoukon konveksisuuden nojalla tulos patee myos sekoi-
tetuille tiloille. N&in ollen yhteismitallisuudesta seuraa aina, ettd mittaustulosto-

dennékoisyydet toteuttavat tilanteeseen liittyvét Bellin epayhtalot. O

Télla hetkelld ei ole tiedossa muita tuloksia liittyen Bellin epayhtéloiden ja yh-
teismittauksen véliseen yhteyteen kuin téssékin tyossé analysoitu CHSH-tapaus seké
yll& oleva lause. Kuitenkin pyrkimykset karakterisoida esimerkiksi kolmen qubitin
tai kahden qutrittisuureen yhteismittaus seké téssé toistaiseksi auki jaanyt kysymys
Fourier-kytkettyihin suureisiin liittyvasta Bellin epayhtalosta ovat mielekkaita tut-
kimusaiheita ja niiden pohjalta aihetta pystytdédn varmasti jatkossa analysoimaan
tarkemmin. Liséiksi esimerkiksi juuri CHSH-tapausta késitellyt artikkeli [7] antoi liit-
teessddn monia karakterisointeja yhteismitattavuudelle semidefiniittiohjelman muo-
dossa. Osoittamalla, ettd namé epayhtalot ovat Bellin epayhtaloitd, pystyttiisiin

hankkimaan lisétietoa klassisen ja kvanttimaailman vélisesté rajasta.

A Liite
A.1 Moore-Penrose kidanteismatriisi

Jo lineaarialgebrasta tiedetddn, ettd jokainen matriisi ei ole kdéntyvé. Voidaan kui-
tenkin kysyé, miten mahdollisesti kdénteismatriisin késitetta voisi yleistdd siten, etta
kaantymattomillekin matriiseille saataisiin jossain mielessé ldhelld kadnteisalkiota
oleva “pseudokidnteisalkio”. Esimerkiksi tdssd pohjana kédytetysta teoksessa [23] on
esitelty ns. Moore-Penrose kddnteismatriisi (lyhyesti M-P matriisi tai viel& lyhyem-
min M-P), joka antaa yhden téllaisen yleistyksen.

Olkoon A € GL(n,m,K), missi K = R tai C. Vaikka A ei vilttamitta ole
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kdantyva, niin restriktiolla
A ker(A)t — ran(A)

on bijektiivisens, kuvauksena kidnteiskuvaus A~! olemassa. Matriisi A~ voidaan

laajentaa koko avaruudessa médritellyksi lineaarikuvaukseksi A* vaatimalla, ettéi

At (z+1y) = A 'z, jos x € ran(A) ja y € ran(A)*. (36)

Néain  madriteltyd kuvausta kutsutaan matriisin = A Mooren Penrosen

kédanteismatriisiksi ja se on kdanteismatriisi siind mielessé, etté

AT Ax =2 Vz € K"
AATx =z Vo € ran(A).

Seuraava lause antaa kaksi vaihtoehtoista tapaa maéaritella M-P matriisi.

Lause A.1. Olkoon A € GL(n,m,K). Seuraavat kohdat ovat yhtépitavia:

(i) A* € GL(m,n,K) on matriisin A Moore-Penrose kiifinteismatriisi
(ZZ) AA+ = Pran(A) ja A+A = Pran(AJr)
(ii7) AAT sekii AT A ovat itseadjungoituja ja AATA = A, ATAAT = AT,

Todistus. Todistetaan ensin kohtien (i7) ja (iii) yhtapitavyys. Ensinnédkin implikaa-
tio (44) = (7i4) on selvé. Kaavat saadaan siité, ettd esimerkiksi A < Pan(a), jolloin
AP,ana) = A.

Oletetaan nyt (iii). Operaattorit AA* ja ATA ovat projektioita, silld ne ovat
itseadjugoituja ja esimerkiksi (AA")? = AATAAT = AAT. Koska ran(AATA) C
ran(AAT) C ran(A) ja A = AATA, niin ran(AAT) = ran(A). Vastaavasti
ran(ATA) =ran(A").

Oletetaan seuraavaksi (7). Ensinnékin
AATx = 2 Vr € ran(A) ja AATy =0 Vy € ran(A)*.

Niin ollen AAT = Paua). Koska ran(AT)* = ker(A), niin ATAz = 0 Vo €

ran(AT)L. Lisiksi jokainen y € ran(A*) on muotoa Az jollekin z, joten

AtAy=ATAA Tz = ATe — AT(I — AAN )z = Atz =y,
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silla 7 — AAT = Prtn( 4y ja AT on nolla kaikilla joukon ran(A)t alkioilla. Téten
AT A = Pana+) ja (i) (seké (ii1)) pétee.
Oletetaan nyt (i¢) ja (iii). Ensinnédkin jokaista y € ran(A) kohti loytyy z= €

ker(A)* s.e. y = Az. Néin ollen Aty = At Az. Kohdasta (iii) saadaan
A" = (AATA) = (ATA) A" = AT AA",

missé viimeisessi yhtdsuuruudessa on kéytetty kohtaa (i7). Tamén perusteella
ker(A)*+ = ran(A*) C ran(A"). Koska liséiksi AT A = P, (4+), niin

Aty=AtAr =z = A" Az = Ay,

Lisiiksi jokaisella 2z € ran(A)* on kohdan (4i) nojalla voimassa AA*z = 0 ja kohdan

(7i7) avulla saadaan
Atz = ATAAT2 =0,

joka todistaa viitteen. O]

A.2 Monte Carlo

Téassa liitteen alaluvussa annetaan aiemmin esitetystd duaalitehtavéstd poikkea-
va metodi tutkia joidenkin Bellin epayhtéldiden rikkoutumista numeerisesti. Idea-
na on madritelld ensin johonkin laskentaohjelmaan (tdssi Mathematica 7) su-
mennetut suureet toiselle puolelle ja rikkoutumiseen tarvittavat suureet toiselle.’
Tamén jalkeen suoritetaan Monte Carlo -simulaatio tilajoukon suhteen eli laite-
taan laskentaohjelma arpomaan suuri méara tiloja, jotka pistetddn sisdédn halut-
tuun epayhtaloon. Alla on esitetty Mathematica-koodi tilojen arpomiselle Hs ® Hs

eli 3-dimensioisten Hilbertin avaruuksien tensoritulon tapauksessa (esim. BG:ssd on

20Tdmé& on rajoittava tekijd, silld kuten aiemmin nihtiin, esimerkiksi CHSH-tapauksessa jou-
dutaan liséiksi optimoimaan toisen puolen suureiden yli, jotta saataisiin kaikki tapaukset kaytya
lépi. Esimerkiksi BG-tapauksessa toisen puolen suureet on kiinnitetty, joten tdméa metodi sopii ko.
epéayhtalon testaamiseen.
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juuri tdmé tapaus).

A = RandomComplex[{1 + i}, {9, 9}];
B = A.ConjugateTranspose[A];

Esimerkiksi Mathematica Table komennolla on tdmén jalkeen helppo laittaa ohjel-
ma laskemaan suuri mééara iteraatioita halutusta epayhtélosta. Bellin epayhtéloissa
on aina kyse todennékoisyyksisté, joten tietokoneelle jéa laskettavaksi pelkéstdan
matriisien tulojen jilkid. Tadmé& on nopea operaatio, joten télla metodilla pystyy
hyvin pienesséd ajassa testaamaan hyvin suuren joukon tiloja. Seuraavassa on viel&
annettu esimerkki Table-komennon kaytosta. Olkoon B suure, jonka odotusarvona
saadaan tutkittava Bellin epayhtélo. Talloin seuraava komento arpoo tuhat tilaa ja

sijoittaa ne epayhtaloon:
data=Table[Arvonta; {tr[B.pl|,p}, {104}];
Komennolla
Max[Table[data[[i][[1]],{i, 1, 10*}]]

saadaan puolestaan tarkistettua rikkoutuiko epéyhtéld jollain arvotuista tiloista.
Laskentaohjelmien numeriikasta johtuen on yleensé tarpeen asettaa itseisarvot saa-
tavien lukujen (Tr[B]) ympirille, koska ne saattavat sisiltéiéi luokkaa 1075 olevia

kompleksitermejé, jolloin maksimin ottamiseksi tarvitsee karsia téllaiset termit pois.

A.3 Finen tulos

Téssé alaluvussa annetaan todistus lauseelle 3.2. Muistin virkistdmiseksi kirjoitetaan

lause tahian uudelleen.

Lause A.2. Tapauksessa, jossa on kaksi havaitsijaa ja molemmilla on kaksi kak-

siarvoista suuretta mitattavanaan, seuraavat kohdat ovat yhtéapitavia:

(i) On olemassa deterministinen piillomuuttujamalli.
(ii) On olemassa hajoava stokastinen piillomuuttujamalli.

(iii) On olemassa todennikoisyysjakauma, josta saadaan kokeen suureiden seké
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suureparien mittaustulostodennikoisyydet marginaaleina.?!

(iv) Jokaiselle kommutoivalle ja kommutoimattomalle suureparille seké kolmikolle
on olemassa todennékoisyysjakauma, josta yksittdisten suureiden mittaustulosto-
dennékdisyydet saadaan marginaaleina.

(v) CHSH-epéyhtélo ei rikkoudu.

Todistus. Kaytetddn samaa notaatiota kuin luvussa 3.2 sillda muutoksella, ettd mer-

kitdén esimerkiksi P(A = 1) = P(A), P(A=—-1)=P(A)ja P(A=1,L =1) =
P(A,L).
Todistetaan ensin kohtien (i) ja (7ii) yhtépitavyys. Oletetaan aluksi determinis-

tisen mallin olemassaolo. Mééaritelladn todennékoisyysjakauma kaavalla

P(AA L L) = / ANA (VL)L (N p(N)dA. (37)
Loput todennékoisyydet saadaan kuten aiemmin. Esimerkiksi
PIAALD) = [(1= AODANIA)L = EO)p(Nd

Néin méaritelty todenndkoisyysjakauma antaa marginaaleinaan halutut mittaustu-

lostodennékoisyydet. Esimerkiksi

P(A A L L")+ P(A A L L')+ P(A A L L'+ P(A A, L L)
= / AL (M) p(N)dX
—P(A,L). (38)

Vastaavasti

P(A, A" L, ')+ P(A, A", L, [') + P(A, A, L, I') + P(A, &', L, [') = P(A, I).
(39)

Laskemalla kaavat (38) ja (39) yhteen saadaan yhtélossd (37) mééritellyn to-
dennékoisyysjakauman ensimméiseksi marginaaliksi P(A). Loput marginaalit voi-
daan laskea samalla tavalla.

Oletetaan nyt yhteisjakauman P olemassaolo. Olkoon piilomuuttujien joukko
A = {(ay,as,as,a4)|a; = £1} ja méaritellaan A(X) = a1, A'(N) = ag, L(A) = a3 seké

21Gyurepareilla tarkoitetaan tissé pareja, joiden suureet ovat erillisin toisistaan siind mielessd,
ettd parin toinen suure on Antin ja toinen Lauran suure.
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L'(\) = ay. Tiheysfunktio méaritelldan kaavalla p(aq, ag, as, aq) = P(Ay, Ay, Ls, L)),

missd S; = S, jos a; = 1, ja S; = S, jos a; = —1. Niin médritelty p on normitettu,
silla
/p(al,ag,ag,a4)d)\ = Z P(AA L L) =1, (40)
A AALL

jossa summaus tarkoittaa sitd, ettd summataan kaikki todennékéisyysjakauman P

arvot. Nyt esimerkiksi

JAmpar= [ poay

(1,a2,a3,a4)

= Z P(Azl,A':ag,L:ag,L’:a4)

az2,a3,a4==+1

= P(4),

koska P on yhteisjakauma. Vastaavasti

J AL = [ s
A

(1,a2,1,a4)
= Y PA=1A=a,L=1L=a)
ag,ag==%1

— P(A, L).

Vastaavilla laskuilla saadaan myds muut todennédkdéisyydet laskettua, joten deter-
ministiseltd piilomuuttujamallilta vaaditut yhtalot (21) ja (22) ovat voimassa. Néain
ollen kohdat (i) ja (iii) ovat yhtapitavit.

Osoitetaan seuraavaksi kohta (iv) yhtépitdviksi kohdan (ii7) kanssa. Olete-
taan ensin (7i7). Olkoon P kohdan (ii7) mukainen yhteisjakauma. Té&lla jakau-
malla on marginaaleinaan suurekolmikon (A, L, ') sekid (A, L, L') yhteisjakaumat,
joista saadaan marginaaleina P(A), P(A"), P(L), P(L'), P(A,L),P(A,L"), P(A",L)
sekd P(A’, L'). Lisiksi néista jakaumista saadaan ulos yhtend marginaalina P(L, L'),
vaikka L sekd L’ eivit kommutoisi. Néin ollen deterministisen piilomuuttujamallin
olemassaolo nihdé&én ristiriitaiseksi kvanttimekaniikan kanssa: kommutoimattomille
suureille 16ytyy yhteisjakauma. Vastaavasti voidaan ottaa jakauman P marginaalei-
na (A, A’, L) seké (A, A', L'), joista saadaan marginaaleina P(A, A").
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Oletetaan nyt (iv). Madrittelemalla

P(A L, L")P(A', L, L")
P(L, L) ’

P(A AL L) =

jos P(L,L") # 0 ja P(A,A',L,L") = 0, jos P(L,L') = 0, saadaan kohdan (i)
mukainen yhteisjakauma.
Néytetaan seuraavaksi, ettd kohdasta (iv) seuraa (v). Ensinnékin marginaalien

sekd sen tiedon nojalla, ettd kohdat (iii) sekéd (iv) ovat yhtéapitdvit saadaan

P(A,L, L)

P(A, AL, L")+ P(A A, L, L)
P(A,B)+ P(A, B
P(A',B) + P(B) — P(A,B). (41)

IN

Samalla perusteella voidaan kirjoittaa

P(A,L,L')=P(A AL, L')+ P(A, A, L, L)

(A, L') + P(A', L)

P
P(A,L') + P(B) — P(X, B). (42)

IN

Kayttaméalla marginaaleja saadaan edelleen

P(A,L,L') = P(A) — P(A,L,L') — P(A,L,L') — P(A,L, L)
— P(A)— P(A,L)— P(A, L))+ P(A,L, L) (43)

Il
—_
|
)
=
|
s
=
|
o)
=
_l’_
)
s
=
s
Sl
_l’_
T
=
-~
]

Kayttaméalla epayhtalod (41) yhtdloon (43) saadaan seuraavan lausekkeen yliraja

ja puolestaan kiyttaméalla epayhtalod (42) yhtéloon (44) saadaan alaraja

1< P(A, L)+ P(A,L') + P(A,L') — P(A',L) — P(A) — P(L') < 0.  (45)
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Vastaavalla laskulla voidaan johtaa kolme muuta epédyhtaloé, jotka ovat samaa muo-
toa kuin (45) sillé erolla, ettd niissé yhdessd on vaihdettu A <» A’ toisessa B <» B’
ja kolmannessa A <+ A, B < B'.

Saadun epéyhtélon saattamiseksi tutumpaan muotoon kaytetddn seuraavanlaisia

paritodennékoisyyksien ominaisuuksia

P(A,L) = P(L) - P(A, L
P(A,L)=1- P(A,L)— P(A,L) — P(A, L)
—1- P(A)— P(L) + P(A, L) (46)

Kaavojen (46) avulla saadaan

E(A,L) = P(A, L)+ P(A,L) — P(A,L) — P(A,L)
— 4P(A, L) — 2P(A) — 2P(L) + 1. (47)

Koska kaava (47) toimii myos permutaatioilla A <» A’ sekd B «» B’, voidaan kir-

joittaa

EA L)+ EA LY+ EA,L')—-EA, L)

=4|P(A, L)+ P(A, L")+ P(A", L") — P(A',L)— P(A) — P(L') + % .

Kayttamalld tdhdn epayhtilod (45) saadaan
—2<EAL+EAL)+EA,L')-FEA, L) <2.

Koska kaikki laskut toimivat myos permutaatioilla A <> A’ sekd B «+» B’, saadaan
kaavasta (45) permutoitujen kaavojen avulla loput kolme CHSH-epéyhtaloa.

Néytetaan seuraavaksi, ettd kohdasta (v) saadaan (éiz). Olkoon

B :=min{P(L), P(L'), P(A, L) + P(L') — P(A,L'), P(A, L') + P(L) — P(A, L),
P(A'. L)+ P(L') — P(A', L'), P(A', ') + P(L) — P(A', L)}.
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Maaritelladn nyt P(L, L") = 3, josta saadaan

P(L,I') = P(L) - B
P(L,L')=P(L) -8
P(L,I')=1— P(L) — P(L') + B.

Néama ovat kaikki positiivisia luvun § méaritelmén nojalla. Madritelladn seuraavaksi

« —mm{ﬁ, P(A,L),P(A, L),

—[P(A) + P(L)+ P(L') — P(A,L') — P(A,L) — 1]}
o = min{ﬁ, P(A' L), P(A", L"),

[

B—[P(A) + P(L)+ P(L") = P(A", L) = P(A", L) — 1]}
CHSH:n avulla sekd kéyttdmalla epayhtéloita P(A,L) < min{P(A), P(L)} ja
P(A) + P(L) <1+ P(A, L) voi tarkastaa, ettd o, ' > 0.2 Néin ollen 0 < a < 3
sekd 0 < o/ < 3. Asetetaan P(A, L, L') = « ja mééaritellaan

P(A,L,I') = P(A, L) — o

P(A, L L')=P(A L) —a

P(A,L,I') = P(A) — P(A,L) — P(A,L') + a

PALL)Y=8—-a

P(A,L,I') = P(L)— P(A, L) — (8 — q)

P(A,L,L')=P(L)— P(A, L) - (8—a)

P(A,L,L')=1-P(A)— P(L) — P(L')+ P(A,L)+ P(A,L') + P(A, L") + 8 — .

Vastaavalla tavalla asetetaan P(A’, L, L) = o/ ja méaéritellaan loput suureiden A’, L
sekd, L' jakauman termit kuten ylla silla erolla, ettd tehddan korvaukset A — A’
sekd a — /. Vastaavilla tekniikoilla kuin lukujen « ja o' positiivisuuden tar-
kastamisessa saadaan néytettyd, ettd saadut yhteisjakaumat ovat todellakin to-

dennékoisyysjakaumia. Esimerkiksi tapauksessa, jossa

a=p=PA, L)+ P(L')— P, L)

22Esimerkiksi tapauksessa 8 = P(L) saadaan 3—[P(A)+P(L)+P(L')—P(A,L')—P(A,L)—1] =
—P(A)—P(L")+ P(A, L")+ P(A,L)+1> P(A,L) > 0.
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ehto
P(A,L,I')=P(A)— P(A,L)— P(A,L')+ a=P(A)— P(A,L) — P(A, L")+ P(A", L") + P(I

on sama kuin epéyhtélo (45). Néin ollen kohta (ii7) pétee.
Téhéan asti on néytetty, ettd kaikki muut kohdat paitsi (i7) ovat keskenddn
yhtépitdvit. Luvussa 3.2.2 néhtiin, ettd kohdasta (i) seuraa (i¢). Imlpikaatio (i) =

(7i1) puolestaan seuraa médrittelemélla yhteisjakauma

P(A, AL, L) = / P(A, Np(A', N)p(L, Np(L', ) p(A)dA,

Lause on todistettu. O
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