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Uvod

Jacobijeva metoda je iterativha metoda koja transformacijama sli¢nosti s
ravninskim rotacijama danu hermitsku matricu postepeno svodi na dijago-
nalni oblik. Cilj ovog rada je pokazati globalnu konvergenciju Jacobijeve
metode za proizvoljnu ciklicku strategiju za u slucaju kad je red matrice
n = 4. Ako je matrica reda 4 tada postoji ukupno 6 elemenata u strogo
gornjem trokutu matrice, pa stoga ima 6! = 720 razli¢itih ciklickih pivotnih
strategija. U radu ¢e se pokazati da je Jacobijeva metoda pod svakom od tih
720 strategija globalno konvergentna. Kako ne bismo za svaku strategiju mo-
rali posebno dokazivati konvergenciju metode, uvode se relacije ekvivalencije
na skupu svih ciklickih strategija, te je dovoljno samo za predstavnike klasa
pokazati konvergenciju metode. Dokaz konevrgencije svih 720 strategija je
glavni sadrzaj ovog rada.

Rad je podjeljen u 5 poglavlja. U prvom poglavlju izvodi se algoritam
Jacobijeve metode za hermitske matrice proizvoljnog reda n. U drugom po-
glavlju definiraju se ciklicke pivotne strategije i relacije ekvivalencije na skupu
tih strategija. Pokazuje se kako konvergencija metode pod nekom strategi-
jom implicira konvergenciju metode pod njoj ekvivalentnom strategijom. To
je nacinjeno za hermitske matrice reda n. U tre¢em poglavlju dokazuje se
globalna konvergencija metode pod strategijama iz jedne posebne familije
Ci1, na matricama reda n. U ¢etvrtom poglavlju proucava se jedna konkretna
"paralelna" strategija za matrice reda 4, koja ne spada u familiju C; i doka-
zuje se globalna konvergencija za tu strategiju. U petom poglavlju prikazan
je dokaz konvergencije metode za proizvoljnu strategiju iz skupa svih 720
ciklickih strategija, na matricama reda 4. Pokazano je da je svaka strategija
ekvivalentna nekoj od strategija za koju smo prethodno pokazali konvergen-
ciju. Ovaj dio napravljen je pomoc¢u programa napisanog u jeziku C-+-+
te je na samom kraju prilozen kod koji za svaku strategiju pronalazi njoj
ekvivalentnu konvergentu strategiju.

Za kraj, zahvaljujem svojem mentoru, prof. dr. sc. Vjeranu Hariju na
poticanju mog interesa za ovu temu, njegovoj upornosti i svakoj pomoci koju
mi je pruzio za vrijeme pisanja ovog rada.



1 Jacobijeva metoda za hermitske matrice

Jacobijeva metoda je iterativna metoda za dijagonalizaciju hermitske matrice
A, odnosno matrice koja zadovoljava uvjet A = A*. Operacija hermitskog
adjungiranja jednaka je trasponiranju i konjugiranju, drugim rije¢ima A* =
A" . Metoda se temelji na slicnosti s ravninskim rotacijama koje se biraju
na nacin da reduciraju izvandijagonalne elemente matrice u nekoj mjeri s
ciljem da matrica postane vise dijagonalna. Jedan korak metode za hermitsku
matricu A je oblika

AW — AW k>0, AQ = A,

gdje su U, = R(i(k),j(k),¢(k),a(k)) kompleksne ravninske rotacije. Za
fiksni k, matrica Uy ima oblik

1

Ccos ¢ —e™ sin ¢
R(i,j,¢,&): )

e~ sin ¢ cos @

1

gdje se ¢etiri elementa koji nisu nule ni jedinice javljaju upravo na presjeku
i-tog i j-tog retka s i-tim i j-tim stupcem, a ¢ u eksponentu je ¢ = /—1.
Direktnim ra¢unom izlazi da je U;Uy = I, odnosno matrica Uy je unitarna.
Obzirom da posebno matrica Uy mijenja samo i-tu i j-tu komponentu vektora
na kojeg djeluje, ne mijenjau¢i mu normu, s pravom ju katkad nazivamo
ravninskom rotacijom.

Svrha k-tog koraka je uiniti matricu A®) "vige dijagonalnom" nego &to
je A®=1 " Stoga, uvodimo mjeru za odstupanje matrice od dijagonalne forme

S
off(A) = [|A — diag(A)][F,

gdje je || - || r Frobeniusova norma, a diag : M, (C) — M,,(C) funckija koja za
danu matricu A = (a;;) vraca B = (b;;), pri ¢emu je b;; = 0 za i # j, te b; =
a;i, za 1 <4 < n. Kako unitarna sli¢nost ¢uva hermiticnost matrice, dovoljno



je gledati elemente iz gornjeg trokuta matrice pa kao mjeru odstupanja od
dijagonalne forme definiramo

5(4) = Y ot(4) = V2|14 - diog(A)le = | 3 3l

Funkcija off : M,(C) — R naziva se izvandijagonalna norma ili offnorma
matrice. Ipak, jasno je da ta funckija nije norma jer off(4) = 0 ne povlaci
nuzno A = 0. Funkcije off i S ¢e biti norme ukoliko kao domenu uzmemo
skup hermitskih matrica koje su nula na dijagonali, odnosno skup

Hy = {A € M,(C)|A = A*, diag(A) = 0}.

U k-tom koraku potrebno je izracunati R(i(k),j(k), ¢(k), a(k)), matricu
rotacije, koja ovisi o pivotnoj poziciji (i(k),j(k)), te parametrima rotacije
(¢(k),a(k)). Prvo ¢emo opisati kako odabrati parametre rotacije ¢ i a. Za
ilustraciju, pogledajmo kako izgleda jedan korak Jacobijevog algoritma za
hermitsku matricu reda dva. Promatrane matrice su

= {an 0,12:| - [ cos¢g  —e sinqb] s {a’ll a’lQ}
) e Y Y

a1 G2 sing  cos¢ gy (i
.y . T e 1Al 77
pri ¢emu je ag = a2, a4 = a},. Vrijedi A’ = U* AU, odnosno

{a’n a’u] _ { cos¢g  —e singb]k {an CL12:| { cos¢p  —e sinﬂ

aby,  dhy esing  cos¢ as Qg |e7@sing  cos¢

Najveca redukcija izvandijagonalne norme dobit ¢e se za a}y, = ab, = 0.
Nakon mnozenja gornje jednakosti slijeva s U, zbog UU* = I dobivamo

[ cos¢p — —e singﬂ {a’n O] _ {an a121 [ cos¢p — —e sinﬂ

e~ sin ¢ cos ¢ 0 al a1 g [e sing cos ¢
odnosno
ajcos¢  —ahye¥sing|
aje”@sing  ahycosg |

@11 COS ) + ape @ sing  —aj e’ sin ¢ + ayo cos ¢
@21 COS ) + agee ¥ sin g  —ag e sin ¢ + agy cos Pl

[zjednacavanje elemenata na pozicijama (1,1) i (2,2) daje

a’y cos ¢ = ayy cos ¢ + ape” " sin @,
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/ l .
59 COS ) = —ag1€"" Sin P + a9y COS ¢
odnosno, nakon dijeljenja s cos ¢,

! —iQ

ay; = a1 + ape” " tg o,
! e

(g9 = Qg — Ag1€"" tg .

Kako bismo odredili «, sjetimo se da transformacije unitarne sli¢nosti
Ccuvaju trag matrice. To je jednostavna posljedica toga Sto je za kvadratne
matrice istog reda A i B, trag(AB) = trag(BA), pa dobivamo da je trag
cikli¢ki invarijantan, $to u naSem slucaju daje trag(U*AU) = trag(AUU™) =
trag(A). Ako je a;s = 0, ne mozemo posti¢i redukciju izvandijagonalne
norme, pa u tom sluc¢aju definiramo ¢ = o = 0, odnosno U = I. Dalje
radimo pod pretpostavkom a5 # 0 pa dobivamo

a1 + G2 = CL/H + a/22 =an + alge*m tg (b + Q99 — aglem tg ¢,
odnosno, nakon kracenja aq, + asgs, uz pretpostavku tg ¢ # 0,
alge_ia = a21€ia.
Neka je ajos = |ajz|e’2. Tad je, zbog toga §to je matrica A hermitska,
ag = Q1z = |agz|e”"*?, pa je

eQi(algfoz) — 1,
Sto daje
o = Qg = arg(alg).

Pokazat ¢e se uskoro da je uvjet tg ¢ # 0 ekvivalentan uvjetu a5 # 0, pa
pretpostavka tg ¢ # 0 nije smanjenje opc¢enitosti, jer u suprotnom rotaciju
uopce ne radimo. Takoder, mogli smo odabratii a = ay9+ 7, ali ovaj izbor je
prirodniji. Preostaje odrediti ¢. Vratimo se u pocetnu jednadzbu i postavimo
formulu za a},. Imajuéi na umu ay; = a3 = ajpe” 2%, vrijedi

L. a1 a2 —Gia sin QZS
a1y = [COS ¢ e“sin qﬂ [cm azg} { cos ¢ ]
29 6in? ¢ 4+ a19 €OS> G + A€’ sin ¢ cos ¢

= €"(sin ¢ cos ¢(ag — ar1) + ajpe "*(cos® ¢ — sin® ¢))

= em(% sin(2¢)(agg — ai1) + ajze”"* cos(24)).

= —a11€"“sin ¢ cos ¢ — age

Obzirom da je oo = arg(aj2) i da zahtijevamo a/, = 0, imamo

%Sin(Qqﬁ)(an — ag9) = aze " cos(2¢) = |aiz| cos(2¢),
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pa je

2’&12‘
tg(2¢) = ———.
11 — A22
Ukoliko je a1; = ag9, ovaj izraz treba uzeti formalno, odnosno mozemo uzeti
e mos i .. . ..
ili ¢ = 7 ili ¢ = —7, pa zbog konzistencije s formulama uzimamo pozitivan

kut, kao Sto ¢emo uskoro vidjeti.

Ovime smo dobili formulu za tg(2¢), no postavlja se pitanje kako na
jednostavan i numericki toc¢an nacin odrediti sin ¢ i cos ¢, koji ¢e nam kasnije
biti potrebni. U tu svrhu, oznac¢imo

t=tgo, A= 2|Cl12| Sign(an - Cl22)7 n= ’an — G22\,

te iskoristimo formulu za tangens dvostrukog kuta, tg(2¢) = 1322. Dobivamo
2t A
1—t2

odnosno, nakon sredivanja
M2 4 2ut — A =0,

s rjeSenjima

_Iuj: //,62+)\2
h\ .

Kut rotacije ¢ biramo iz intervala [—7, 7] tako da ¢ i tg(2¢) imaju isti

predznak. Odnosno, kako je p nenegativan, ¢ i X imaju isti predznak. Stoga
dobivamo
f_ TRV N
= 3 .

Za mali \ ovaj izraz postaje numericki nestabilan zbog kraé¢enja u broj-
niku. Numericki stabilna formula dobije se nakon mnozZenja brojnika i na-

zivnika izrazom p + /p? + A2. Tako dolazimo do formule

t1p =

t

A
ey

Slucaj ai; = agy vodi na u = 0, pa je t = 1, odnosno ¢ = 7. Do sinusa i
kosinusa sada se dolazi jednostavnim trigonometrijskim formulama

1 ) t

T SWe= pp s lese

cos ¢ =



Promotrimo sada hermitsku matricu A opcéeg reda n i fiksni par indeksa
(,7) na kojem radimo korak Jacobijeve metode s matricom rotacije U =
R(i, j, », ). Analogno kao u sluc¢aju matrica reda dva, dobije se

a = oy = arg(ai;),
2|as;|
tg(20) = ———,
Qi — Qjj
ag; = i + |ai;| tg ¢,
a;’j = aj; — |az|tg ¢,
/
Direktan racun daje da se elementi izvan i-tog i j-tog retka i stupca ne
mijenjanju, odnosno vrijedi
a';jgzatsa t%%]; S#Z’7j7
dok se elementi ¢-tog i j-tog stupca i retka mijenjaju po pravilima
al, = aycos g+ ae®sing, t#i,7,
a;t = —aye “sing + aj cosp, t#1i,7,
ay; = Qg; COS G + atje_ia sing, t+#1,7,
affj = —q e “sin ¢ + agjcosp, t#1,7,
pa vidimo da vrijedi
|a,|* + |a;t\2 =|ay|*(cos® ¢ + sin® ¢) + ]ajt|2(c082 ¢ + sin® ¢)+
cos ¢ sin ¢(ay@je'™ + Graje”"™ — ay@je’™ — Gaje” ")
2 2 . .
il + agl ¢ #6].
Sli¢no dobivamo i

|ay ) + lai;[* = laul® + lag*, ¢ #1,5.

Drugim rije¢ima, promjene na pozicijama razli¢itim od (i, 7) i (j,4) uopce
ne mijenjanju izvandijagonalnu normu. Stoga dobivamo da se najveca re-
dukcija izvandijagonalne norme dobiva za a;; = a’; = 0, te vrijedi

S(A")? = S(A)? — Jay*.

Tako dolazimo do algoritma za jedan korak Jacobijeve metode na hermit-
skoj matrici A reda n. Algoritam koristi ¢injenicu da je A hermitska, pa je
dovoljno promatrati samo transormacije na elementima gornjeg trokuta.



Algoritam 1 Jedan korak Jacobijevog algoritma. Pivotni par je (i, 7).
1: if Q5 7é 0 then

2: A = 2|a;;| sign(ai; — ajj)
3 = lag — ay)

4. V =/ A2+ /Lz

5: = Mj\er

6: = T

7 s = 13—1&2

8: Qi = Qi + t\a,j|

9 aj; = a;; — tlag|

10 Q35 =

11 aj; =0

12: st =elos

13: §T =e 9

14: forr=1,...,7—1do
15: T = Clp; + S Qyj

16: arj = —STay; + car;
17: Ap; = X

18: forr=7+1,...,7—1do
19: T = cay + sta,;
20: arj = —sta;, + cay;
21: Qi = T
22: forr=354+1,...,ndo
23: T = cay + staj,
24: Gjr = —S Qi + Cajy
25: Qi = T

Iz gornjeg algoritma vidimo da nije svejedno kako biramo pivotne ele-
mente (4, j) jer matrica A*+1) ovisi o tome koji je element ponisten u k-tom
koraku. Stoga je redoslijed izbora pivotnih parova vazan dio Jacobijeve me-
tode. ViSe o pravilu izbora pivotne pozicije (i,j) reéi ¢emo u sljede¢em
odjeljku.



2 Pivotne strategije

Definicija 2.1. Pravilo izbora pivotnih parova (i(k),j(k)) u ovisnosti o ko-
raku k naziva se pivotna strategija. Pivotna strategija je svaka funkcija

I:Ny— P,
gdje je P, = {(i,j) e N> | 1 <i < j<n}.

Povijesno gledano, vazna je klasicna pivotna strategija koju je koristio i
sam Jacobi, kako je opisano u [6]. To je strategija koja u k-tom koraku poni-
Stava onaj izvandijagonalni element matrice A®) koji je najveéi po apsolutnoj
vrijednosti, odnosno bira par (1, j) za koji je

(k)| _ k
|a;;’| = r;lg;(\aéq)], k= 0.

Jasno je da je ova metoda daje konvergenciju niza S(A®) nuli. Ozna-
n(n—1)

¢imo li N = , broj elemenata strogo gornjeg trokuta, jasno je da je
S2(ARTD) < BL82(AW) 'k > 0, upravo zato jer poniStavamo element naj-
veéi po apsolutnoj vrijednosti. Problem ove metode je Sto mora pretraziti
svih IV elemenata gornjeg trokuta kako bi ustanovila koji je najveci element,
a to moze biti presporo za matrice velikog reda pa se u praksi ne koristi.

Definicija 2.2. Neka je I piwotna strategija. Ako za neki T € N vrijedi
I(k+T)=1(k), k>0,

onda se T naziva period, a I periodicka pivotna strategija. Ako je jos T =
N = @, te {I(k) € P, |1 <k < T} = P,, strategiju I nazivamo
ciklickom.

U ovom radu prouc¢avamo samo ciklicke periodicke pivotne strategije, te
¢emo u buduce cikli¢nost i periodi¢nost podrazumijevati, te ¢emo reéi na-
prosto strategija. Takoder, n ¢e redovito biti red matrice, a N = @
duljina ciklusa, odnosno broj elemenata gornjeg trokuta matrice.

Ciklicke strategije su u prirodnoj bijekciji s ciklickim nizovima, odnosno
permutacijama skupa P,, kojeg ¢emo oznacavati s O(P,,). Nadalje, ciklicki
nizovi su u prirodnoj bijekciji sa simetri¢nim matricama Mo € M, (Z), Mo =
MZ kojima na izvandijagonalnim mjestima pisu u nekom poretku svi cijeli
brojevi od 0 do N — 1, a na dijagonali brojevi —1. Za sva razmatranja ¢emo
matrice Mo zapisivati sa znakom x na dijagonali da ilustriramo kako nije
bitno sto tamo piSe —1.

Umyjesto formalnog dokaza bijekcije ovih triju objekata, najjednostavnije
i najpoucnije bit ¢e pogledati jedan primjer.



Primjer 2.3. Za n =4 1 ciklicki niz
0= (17 2)? (17 3)7 (17 4)? (27 3)7 (27 4)7 (374)7

odgovarajuca strategija o dana je s

[O<6k) :(172)7 k - 0,
Ip(6k+1) =(1,3), k>0,
Ip(6k +2) =(1,4), k>0,
Io(6k +3) =(2,3), k>0,
Io(6k +4) =(2,4), k>0,
Io(6k +5) =(3,4), k>0,

a odgovarajuca matrica
* 0 1 2
0 = 3 4
Mo=11 3 4 5
2 4 5 x

Cesto ¢emo ove pojmove slobodno zamijenjivati te ¢éemo neke nove poj-
move koje ¢emo vrlo brzo definirati za ciklicke nizove automatski prebacivati
na ciklicke strategije i obratno.

Ovo je konkretno bio primjer strategije po redcima. Strategija koja Cesto
dolazi u paru s njom je strategija po stupcima dana matricom

Moy =

W = O *
=N x O
T ¥ N =
* O k= W

Ove dvije strategije su jedne od najranije promatranih nakon klasi¢ne Jaco-
bijeve metode. Prirodno se prosiruju na matricu proizvoljnog reda n, a dokaz
konvergencije dan je u [5]. Mi jo§ nismo ni definirali znacenje konvergent-
nosti strategije, a dokaz konvergencije ove dvije metode dat ¢emo u narednim
poglavljima.

Cilj radnje ¢e biti pokazati konvergenciju Jacobijeve metode za odredene
strategije. Kako ne bismo morali za svaku strategiju posebno pokazivati,
logicno je definirati neke ekvivalencije na skupu strategija te pokazati da ako
jedna od ekvivalentnih strategija konvergira, da tada konvergira i druga. To
motivira sljedeé¢e definicije.



Definicija 2.4. Dopustena transpozicija na nizu O € O(P
spozicija dva susjedna clana

) je svaka tran-

(ira j'r) <~ (ir—l—l; jr+1)7

uz wvjet da su skupovi {i,, j. } i {i,11, jri1} disjunktni. Za takve parove (i, j,)
i (ty21, jre1) kaZemo da su disjunktni ili da komutiraju.

Definicija 2.5. Dva niza O i O iz O(P,,) su

(i) ekvivalentna ako se jedan moZe dobiti iz drugog konacnim nizom dopu-
Stenih transpozicija. U tom slucaju pisemo O ~ O'.

(i1) Sift-ekvivalentna ako je O = [0y, Os] i O = [Oq, O4], gdje |, | oznacava
konkatenaciju nizova. U tom slucaju pisemo O ~ O', a duljinu niza
Oy zovemo duljinom Sifta.

(i1i) slabo ekvivalentna ako postoji umetnuti niz O = Oy, Oy,...,0, = O’
takav da je O; € O(P,) za 0 < i <7, te su O; i O;41 ekvivalentni ili
Sift-ekvivalentni za 0 < i <r — 1. U tom slucaju pisemo O ~O.

(v) permutacijski ekvivalentna, ako postoji matrica permutacije P takva da

je Mo = PTMoP. U tom slucaju pisemo @ X O,

Primjer 2.6. Za O,0,, O,, 0, € O(Py), dane sa

=(1,2),(1,4),(1,3),(2,4),(3,4),(2,3),
Oe (1,2),(1,4),(2,4),(1,3),(3,4),(2,3),
O, = (1,3),(2,4),(3,4),(2,3),(1,2),(1,4),
0, = (1,4),(3,4), (2,4), (1,3), (2,3), (1,2)

Y

pripadne matrice Su

¥« 0 2 1 x 0 3 1
0O « 5 3 0O « 5 2
MO‘25*4 Mo, 35 % 4
_134*_ _124*_
[« 4 0 5] [« 5 3 0]
4 x 3 1 5 % 4 2
Mo, =1y 3 4 9 Mo, 3 4 % 1
5 1 2 % 0 2 1
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Vrijedi O ~ O,, uz zamjenu pozicija (1,3) i (2,4). Nadalje, O %~ O, uz
Sift 4 te O X O, jer Mo, = PTMoP za matricu

0001
1 000
P_0100
0010

Iz definicije ja jasno da su ~, <, ~ i & relacije ekvivalencije na O(P,,). Ta-
koder, ako je O ~ (0 onda posebno postoji umetnuti niz O = Oy, O, ..., O, =
O’ takav da jeili Og ~ O1 X Oy ~ O3 X Oy ili Op X O ~ Oy X O ~
Oy ... Jer, ako bi tri ili vise nizova bila povezana istom relacijom ~ ili ~,
zbog tranzitivnosti relacija bismo mogli ispustiti sve meduclanove.

Pokazat ¢e se da Jacobijeva metoda pod strategijom I» konvergenta ako
i samo ako je konvergenta za bilo koju strategiju I(, slabo ili permutacijski
ekvivalentu strategiji @. To ¢e nam biti od velike pomo¢i za dokaz ko-
nvergencija svih strategija na matricama reda cetiri, jer ¢emo samo za neke
predstavnike svake klase morati pokazati konvergenciju. Za to, moramo prvo
definirati konvergenciju.

Definicija 2.7. Jacobijeva metoda pod strategijom I» konvergira za hermit-
sku matricu A ako niz matrica

A= A0 AW A@

generiran tom metodom konvergira prema dijagonalnoj matrici A. Jacobi-
jeva metoda konvergira globalno ako konvergira za svaku polaznu hermitsku
matricu A.

Cesto ¢emo ispustati prilog globalno, te ¢emo pod konvergencijom Jaco-
bijeve metode pod strategijom [» podrazumijevati globalnu konvergenciju.
Takoder, nekad ¢emo rec¢i naprosto konvergentna strategija, pri tome misleci
na to kako je Jacobijeva metoda pod tom strategijom konvergentna.

Za pretpostaviti je da ako niz izvandijagonalnih normi S(A®) tezi k
nuli, da u tom slu¢aju niz A®) tezi prema dijagonalnoj matrici A. To ipak
nije sasvim trivijalno, jer konvergencija niza matrica znac¢i konvergenciju po
komponentama, a nije a priori jasno da u nizu A® dijagonalni elementi
ne¢e medusobno zamjenjivati mjesta. Da tome ipak nije tako, reé¢i ¢e nam
propozicija koju ¢emo dokazati nakon pomoénog teorema.

Teorem 2.8. (GerSgorin). Neka je A matrica reda n i neka je R; suma
apsolutnih vrijednosti izvandijagonalnih elemenata u i-tom retku,

n

R,(A) = Z lai|, i=1,...n,

J=Lj#i
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tada se svojstvene vrijednosti matrice A nalaze u uniji krugova U;_, K;, gdje
je K; i-ti Gersgorinov krug definiran s

Ki={z€C||z—ay| < Ri(A)}, i=1,...n.

Dokaz. Neka je A € g(A) proizvoljna svojstvena vrijednost matrice A. Tada
je Ax = Az, za neki  # 0. Neka je

2] = max{|z,| | 1< j < n}.

Vrijedi |z;| > 0, jer bi u suprotnom bilo z = 0. Na i-toj komponenti jed-
nadzbe Ax = Ar imamo
Z aijxj = )\.Tl

1<j<n
Iz ovoga lako izlazi
Z OJZ']'LU]' = ()\ — CLM>IZ
J#

Uzimajuéi apsolutnu vrijednost i nakon djeljenja s |x;| > 0 imamo

1
A —ail = —I| > aizl.
J#

Primjenjujuéi nejednakost trokuta na sumu i éinjenicu |z;| > |z;], 1 < j < n,

imamo 1z

x.

A —ai| < Z |a,~j|@ < Z |aij| = Ri(A).
JFi JFi

Drugim rje¢ima, A € K;, pa je zbog proizvoljnosti svojstvene vrijednosti A
teorem dokazan. O

Propozicija 2.9. Neka je A=A AL A niz matrica generiran Ja-
cobijevom metodom. Ako

S(A®) =0, kada k — oo,

tada 1
AR 5 A kada k — oo,

gdje je A dijagonalna matrica sa svojstvenim vrijednostima na dijagonali.

Dokaz. Neka su \;,1 < ¢ < n, svojstvene vrijednosti matrice A, ne nuzno
razlicite. Neka je

€= ggggj%—%l

Wl

12



Obzirom da S(A®) — 0, vrijedi R;(A®) — 0,1 < i < n. Posebno to znaéi
da postoji ko € N takav da za sve k > ko vrijedi R;(A®) < ¢,1 < i < n.
Oznacimo elemente matrice A%®) s (a7(«s ). Prema Gersgorinovom teoremu je
zato, za neki fiksni k > k

N —aPl<e i=1.n,

za neki poredak svojstvenih vrijedonsti )\l(-k), ovisan o k.
Sjetimo se sada izraza za nove dijagonalne elemente u Jacobijevoj metodi,
s pivotnim parom (s, 1),

(k+1) _ (k) + |a(k)| te b,
k+1 k
a1(5t+ ) agt) |ats)|tg¢k>
gdje je ¢, parametar rotacije. Obzirom da je ¢y € [—7, 7], vrijedi | tg ¢ < 1,
pa dobivamo

max{|a®*) —a®|, |aly TV — [} < 1a¥)] < Ry(AW) <&,

Iz ovoga izlazi
AP —alT] < I = ald] + |al) — alHY| < 2,

S druge strane, ponovo po Gersgorinovom teoremu vrijedi

|)\§k+1) k+1’<8 i=1,...,n,
za neki poredak svojstvenih vrijedonsti )\Ekﬂ), ovisan o k + 1. Zbrajajudci
predposljednju ocjenu s posljednjom za ¢ = s i primjenjujué¢i nejednakost
trokuta imamo

AP =AY < 3e,

pa je po definiciji broja ¢, AP = A Isto naravno isto vrijedi i za di-

jagonalni element na ¢-toj poziciji, odnosno )\gk) = )\gkﬂ). Kako su ostali
dijagonalni elementi netaknuti zaklju¢ujemo da se poredak svojstvenih vri-
jednosti nakon ky ne mijenja. Zato vrijedi

A g <o i=1,. . n,

za proizvoljan k > ky. Obzirom da radijusi Gersgorinovih krugova teze k nuli
sad zaklju¢ujemo da

( (ko

— A 1=1,...,n,

pa time i A®) — A ¢ime je dokaz gotov. O
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Sada je lako dobiti i svojstvene vektore matrice A. Ako smo nakon pro-
vedenih m koraka Jacobijeve metode dobili matricu A "dovoljno blizu" dija-
gonalne koristeé¢i matrice rotacije Uy, ..., U,,, definiramo U = U;...U,,, pa
stoga vrijedi B

A=U"AU,
odnosno

AU = UA.

Sad je jasno da ako danu jednakost pomnozimo zdesna s kanonskim vektorima
e;, da su upravo stupci matrice U aproksimacije svojstvenih vektora matrice
A.

Zbog dokazanog, u ovom radu ¢emo konvergenciju Jacobijeve metode pod
danom strategijom promatrati kroz konvergenciju izvandijagonalne norme
S(A®). Idealno bi bilo naéi konstantu 0 < v, < 1 za koju bi vrijedilo

S(AM)? < 7,5(4)%,

za sve hermitske matrice A reda n. Iz tog bi konvergenicija strategije trivi-
jalno sljedila. No, to ipak nece biti moguce za sve strategije kao Sto ¢emo
vidjeti.

Sjetimo se jos kako smo izrac¢unali da nakon rotacije na mjestu (7, j) vrijedi
S(A")? = S(A)? — |ay|?. Dakle, niz S(A®) je strogo padajué i nenegativan,
pa je i konvergentan. Ovo motivira slutnju da je Jacobijeva metoda konver-
gentna za sve strategije na matricama odredenog reda, no to je u potpunosti
dokazano samo za matrice reda Cetiri.

Vratimo se sada konvergenciji ekvivalentnih strategija.

Propozicija 2.10. Neka su O,0" € O(P,) te O ~ O'. Ako Jacobijeva me-
toda na hermitskoj matrici A konvergira pod strategijom Io , onda konvergira
i pod strategijom Io.

Dokaz. Obzirom da je O’ dobivena iz O kona¢nim nizom dopustenih trans-
pozicija, principom matematicke dovoljno je pokazati da je tvrdnja istinita u
slu¢aju kada je O’ dobivena iz O jednom dopustenom transpozicijom. Neka
je zato
0= (ilajl)a BRI (iT—lajT—l)a (Z.Tajr)a (“-l—lajr-i—l)a (ir+27jr+2>7 SR (Z.ijN%
O/ - (i17j1)7 R (iT—17j7'—1)7 (Z.T-i-lajr—&-l)v (iT7jT)7 (iT+2ajT+2>7 R (”Va.]N)?

gdje parovi (i,, j.) 1 (4,41, Jr+1) komutiraju.
Dovoljno ¢e dakle biti pokazati da za proizvoljnu matricu A vrijedi

Ur U AU U,y = UrUZ AU U,

14



gdje su matrice U, i U, rotacije u r-tom odnosno r 4+ 1-vom koraku.

Precizan dokaz ove propozicije dokazao je Hansen u [4]. Mi ¢emo ovdje
iznijeti dokaz u slu¢aju n = 4, te za pivotne parove (1,3) i (2,4). Ovo
¢e u principu biti vrlo slicno strogom dokazu. Obzirom da se A mijenja
samo u recima i stupcima i, J,, %41, Jr+1, slu¢aj n = 4 nije bitno smanjenje
opcenitosti a daje jednostavniji zapis. Isto vrijedi i za konkretizaciju pivotnih
parova.

Za U, = R(L 3, ¢7 Oé) 1 UT+1 = R(2a 47¢7 6) Vrijedi

Ay = (12 COS G + 326" sin ¢, A}y = 19 COSTY + ajse” " sin Y,
sy = 32 COS ¢ — agpe " sin ¢, Ay, = Q14 COS Y — a2 sin v,
aly = a14cos ¢ + azse’ sin @, (e = 33 cOS 1Y + asge” P sin ),
a4 = az4cos P — ajse” " sin @, ah, = az4costh — ase’ sin.

Direktnim racunom se pokaze da neovisno o tome koju rotaciju napravimo
prvo, nakon obje imamo

afy =ay15 oS ¢ cos Y + azpe’ sin ¢ cos P+

a4 cos pe~ P sin v + agee sin pe ¥ sin 1),
al, =ay4 cos ¢ cos + azs€"® sin ¢ cos 1 —

— ay9 cos et sin ) — agse™ sin et sin Y,
(g =037 COS P COS Y — aype” " sin ¢ cos P+

asq cos pe~ P sin ) — ajqe " sin pe” P sin 1y,
Ay =034 COS P COSY — ars€” @ sin ¢ cos 1h—

— a3 cos e’ sin i + a0 sin ge?’ sin 1.

Takoder, jasno je da su parametri rotacije isti bez obzira koju rotaciju
uc¢inimo prvu bas zato jer pivotni parovi komutiraju. Dijagonalni elementi
su isti bez obzira na redosljed rotacija jer U, mijenja samo elemente a;; i
ass, a U,41 samo ago 1 ayy. Pivotni elementi su naravno isti bez obzira na
redosljed rotacija jer su nakon rotacija oba jednaka nuli.

Sad je jasno da ekvivalentne strategije nakon ciklusa duljine N generiraju
istu matricu pa i konvergencija jedne povlaci konvergenciju druge, i obratno.

]

Propozicija 2.11. Neka su O,0' € O(P,) te O ~ O'. Ako Jacobijeva me-
toda na hermitskoj matrici A konvergira pod strategijom Io , onda konvergira
i pod strategijom Io.
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Dokaz. Neka je O = [01,05] 1 O' = [0y, O4] pri ¢emu duljina od Oy iznosi
[ i neka je Ip konvergentna. Uzmimo proizvolju hermitsku matricu A te
pokazimo da je [, konvergentna za nju. Primijenimo prvo [ rotacija iz Ior
da dobijemo neku matricu B. Nakon primjene I» na B dobije se podniz

AN AWR2N) - takav da je

lim S(AN)) = 0.

r—00

Kako je S(A®) nerastuéi, dokazali smo S(A®*) — 0, pa zbog proizvoljnosti
matrice A slijedi konvergencija strategije Ior. O]

Ovime smo dokazali sljedec¢i vazan teorem.

Teorem 2.12. (Shroff, Schreiber). Neka su O,0' € O(P,) te O ~ O'. Ako
Jacobijeva metoda na hermitskoj matrici A konvergira pod strategijom Io |
onda konvergira i pod strategijom ILo. OJ

Propozicija 2.13. Neka su O, 0’ € O(P,) te O X O'. Ako Jacobijeva me-
toda na hermitskoj matrici A konvergira pod strategijom lo , onda konvergira
1 pod strategijom ILo.

Dokaz. Neka je
O :(iOLjO)) sy (iN—lujN—l);
O/ :(i67j6)7 R (Z-/Nflvjf\ffl)v

te neka su odgovarajuce matrice dane s Mo = (m;;), Mo = (mj;) i neka za
njih vrijedi Mor = PTMpP. Neka je p : {1,...,n} — {1,...,n} bijekcija
takva da je Pe; = e,;),1 <4 < n. Tada je
m’/lj e e;.rMO/ej —= G;FPTMOPQy
= (Pe;)"Mo(Pej) = eg(i)Moep(j)
= Mp(i)p(j)-
Ozna¢imo Q = PT| tada je jasno da za ¢ : {1,...,n} — {1,...,n},

g =p ', vrijedi Q(e;) = eq). 1z relacije m; = Myp(i)p(;) vidimo da ako se par
(,7) u nizu O nalazi na mjestu k, tada se u nizu O’ na mjestu k nalazi par
(p(i),p(j)). Drugim rjecima, vrijedi

(i J%) = (q(in),q(jk)), 0<k <N —1.

Primjetimo samo da ako je q(ix) > q(jx), par (¢(ix), q(jx)) ¢e biti u obrnutom
poretku, no to ne igra nikakvu ulogu obzirom da rotacija s pivotnim parom
(i, 7) istovremeno ponistava elemente na pozicijama (i, j) i (j, 7).
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Neka je AN) dobivena nakon jednog ciklusa duljine N pod strategijom
lo, te neka su Uy, 0 < k < N — 1 rotacije iz pripadnog ciklusa. Vrijedi

PTAN P = pPT (U - U)AUy - - Uy_1)P
= (P*U}_,P)--- (PTU; P)PTAP(PTU,P) - -- (PTUy_, P)

= U, Us(PTAP)Uy- - Uy_1,

pri ¢emu je _

U,=P'UP, 0<k<N-1.
Neka je Uy, = (ust), U, = (ust), tada iz analognog rac¢una kao za matricu Moy,
imamo

Ust = Up(s)p(t)-

Prema tome, ako je Uy = R(1, j, ¢, a), onda je Uy = R(q(3),q(j), 5, Q), uz

- {¢, za q(i) <qlj) {a, za q(i) < q(j)

¢= —¢, zaq(i) > q(j)’ ‘T —a, zaq(i) > q(j)

Neka je jos B = PTAP. Uvjerimo se sada da su (7k upravo rotacije iz
strategije Io» za matricu B. Naime, ve¢ smo komentirali da je pivotni par
iz O u koraku k upravo (q(i),q(j)) koji odgovara pivotnom paru rotacije
Ue. Nadalje, uz B = (b,,) vrijedi ba(rya(s) = Grs- Ako je q(i) < q(j), tada ce
parametri rotacije u k-tom koraku primjene strategije I na B biti odredeni
relacijama

tg(2¢) = —— =tg(2¢), o =arg(a;;) = a,
Qi — Qjj
a ako je q(i) > ¢(7), pivotni par ¢e biti (¢(j), q(7)), pa ¢e vrijediti

t6(20) = 2% _tg(“24), o = arglay) = o

ajj — Qig

Vidimo da u oba slucaja imamo ¢ = ¢ i @ = a. Zato su Uy uistinu
rotacije iz strategije I za matricu B, pa imamo

PTAN P = B,
gdje je BN) dobivena iz B nakon primjene ciklusa duljine N pod strategijom

Io. Zbog proizvoljnosti matrice A, sada je jasno da konvergencija strategije
1o povlaci konvergenciju strategije Ior. O]
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Ovime smo pokazali da konvergentnost strategije /o povlaci konvergent-
nost svake straregije I za koju postoji umetnuti niz O = Oy, Oy, ..., O,
O’ takav da su su O; i O;;; slabo ili permutacijski ekvivalentni za 0 < i
r— 1.

Postavlja se pitanje zaSto u definiciji slabo ekvivalentnih nizova nismo
dopustili da neki od dva umetnuta ¢lana O;, O;;; budu vezani relacijom
permutacijske ekvivalencije. Razlog je taj §to ako je @ ~ O; X @, tada
postoji Oy takav da je O X Oy % O'. Dokaz se moze naéi u [3].

Prema tome, ako u umetnutom nizu (O;), imamo

IA

p w P w
Ok ~ Opi1 ~ Oks2 ~ Opyz ~ Opa,
tu relaciju mozemo zapisati kao
p p 1) w w
Ok ~ Ok+1 ~ O( N Ok+3 ~ Ok+4,

za neki OV € P,,. Obzirom da su & i ~ relacije ekvivalencije, ovo pak dalje
mozemo sazeti u
O % OW X Oy,

Drugim rije¢ima, ako znamo da je neka strategija I» konvergentna, tada
znamo da su konvergentne sve strategije I za koje postoji ciklicki niz O, €
P, takav daje O X O, X O'.

Poopéavanje definicije slabe ekvivalencije s permutacijskom ekvivalenci-
jom nam zbog spomenutog rezultata ne bi generiralo nikoju novu strategiju
I}, za koju bismo znali da je konvergentna, pa zbog toga niti ne poopc¢ujemo
definiciju slabe ekvivalencije.
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3 Strategije iz familije C;

U ovom poglavlju dokazat éemo konvergenciju Jacobijeve metode za jednu
siroku familiju strategija na matricama opéeg reda n. Kasnije ¢emo to primje-
niti na matrice reda cetiri. Konkretno, pokazat ¢emo postojanje konstante
Yo, 0 < 7, < 1 za koju je S(AM))2 < ~,5(A)?, a odavdje je uz propoziciju
(2.9) konvergencija jasna.

Familija strategija konstruira se poopc¢avanjem strategije po stupcima.
Gibamo se progresivno po stupcima a unutar stupca elemente ponistavamo
proizvoljnim redom. Prije formalne definicije, zbog ilustracije navodimo je-
dan primjer te kasnije dokazujemo glavni teorem ovog dijela.

Primjer 3.1. Jedan niz O € Cy, za n = 6, dana je matricom

« 0 1 3 9 10]
0 = 2 5 6 11
1 2 % 4 8 13
Mo=13 5 4 +« 7 14
9 6 8 7 x 12
10 11 13 14 12 # |

Definicija 3.2.

Ci,={0 € P, | O=(m(1),2),(ms(1),3), (73(2),3),...,(m(1),n),...,
(mp(n—1),n), m; €llj_4, 2<j <n},

pri cemu je 11,y skup permutacija m; - {1,2,...,5 — 1} — {1,2,...,5 — 1},
za 2 <7 <n.

Teorem 3.3. Neka je A hermitska matrica reda n. Neka je O € Cy, a AN
matrica dobivena iz A nakon jednog ciklusa Jacobijeve metode pod strategijom
lo. Tada postoji konstanta ,, ovisna samo o n za koju je

S(AMY2 < 5, 8(A)?, 0< v, < 1.

Dokaz. Za simetri¢ne matrice dokaz se moze naéi u [1]. Ovdje pratimo taj
dokaz uz modifikacije za hermitske matrice.

Tvrdnju dokazujemo matematickom inudkcijom. Za n = 2, nakon jednog
ciklusa koji se sastoji od jednog ponigtavanja imamo S(A™M) = 0, pa tvrdnja
vrijedi uz vy, = 0. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve hermistke matrice
reda n — 1 > 2 s konstantom 0 < v,,_; < 1, te pokaZimo tvrdnju za n.

Neka je A proizvoljna hermitska matrica reda n, te A = (a;;) dobivena
iz A nakon prvih N = % koraka, odnosno nakon ponistavanja svih
elemenata osim onih iz zadnjeg stupca.
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Prisjetimo se formula za elemente po stupcima nakon primjene rotacije

U = R<Z7j7 ¢7 a)?

aj; = g COS P + atje_m sin ¢, t#1,7,
(l;] = _atieia singzﬁ + Q5 COS QS, 13 7é i?j)
|ag|* + ’a:tj|2 = |au|* + |atj|2’ t#14,J.

Sad je jasno da vrijedi
n—1 n—1
2 ~ 12
E |am| = E |am| )
i=1 =1

jer u prvih N koraka ne poniStavamo elemente iz zadnjeg stupca.
Neka je 0 < e < 1 takav da je

(1S4 = Y laul®

Neka su A, 1, odnosno gn,l vodeée podmatrice reda n—1 redom matrica
A, odnosno A. Po pretpostavci indukcije imamo

S(An—1)2 S '771—15(1471—1)2-

Ideja je promotriti izvandijagonalnu normu nakon prvih N rotacija, te u
zadnjih n — 1 rotacija. Nakon prvih N rotacija, imamo

n—1
S(AP = S(A1)* + > [aim)”
=1

n—1

< Yno1S(An1)* + Z |@in?

=1

n—1 n—1
— et (S = 3 Jal?) + 3 faial?
i=1 i=1

= 7-1(S(4)" = (1 = £)S(4)*) + (1 — )S(A)*
= (1= (1l = 7-1))S(4)"

Kako je 0 < 7,1 <110 <e <1, vidimo da se oc¢ekivano nakon prvih N
rotacija izvandijagonalna norma matrice A nije povecala. Ipak, ne mozemo
jo$ sa sigurnoscéu tvrditi da se smanjila za fiksan faktor jer je € varijabla koja
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ovisi o matrici A. Moze se dogoditi da je ¢ = 0, ili po volji mali broj, ako
je matrica A takva da ima nule, ili male brojeve kao elemente izvan zadnjeg
retka i stupca.

Analizirajmo sad posljednjih n — 1 rotacija. Oznacimo AW = (Zil(-?))
matricu dobivenu iz A nakon k rotacija. Drugim rije¢ima, 'dg-“) = al(é\”k), za

1<4,j<n, 1<k<n-—1.

U posljednjih n — 1 rotacija ponisStavat ¢emo dakle redom pivotne ele-
mente |a " 1))n|, za 1 <17 < n—1, a obzirom da se nakon svake rotacije
kvadrat 1zvandijagonalne norme smanji za kvadrat apsolutne vrijednosti pi-
votnog elementa, imamo

SO = (A7 - 3 [0,

=1

Iz formula za elemente po stupcima nakon rotacije u koraku & s pivotnim

elementom (7,(k),n), dobivamo, za element u retku m,(i), i > k,

~(k k—1 i —1 .

afrn)(i)m = —afrn( ))M(k) ksin ¢ + a( G )) cosop, 1<k<i.
Elementi na pozicijama (m,(i),s), za 1 < s < n —1se u prvih i — 1 od
posljednjih n — 1 koraka ne mijenjaju ili se mijenjaju to¢no jednom, i to
u koraku k, element na poziciji (m,(7),7,(k)). Drugim rije¢ima, imamo
’dfrizil))’m(k) = G, (i),mn (k) OznACimo jos ¢ = cos ¢y, s = e sin ¢y, te napi-
Simo gornju jednakost za uzastopne vrijednosti parametra k.

agrln)(z),n - Clafr(j}(i),n - Slaﬂn(i)vﬂvz(l)

1 ~
- C2a’7rn(i),n - 82a7rn(i)77rn(2)

7n(1),n
8L = Cimalie, () 51l ) 762
’C\L/E:”:(i))’n - 61—157(1. 7(3))771 - Si_laﬂ-n(l)’ﬂ.n(lil)
~(i) _
aﬂ'n(i),n 0

Naravno, u zadnjem redu stoji nula, jer je u koraku k = i, pivotna pozicija
upravo (m,(i),n). Nas zapravo zanima vrijednost ]a 1)) |2, jer se taj element
javlja u sumaciji u ocjeni za S(AM)2,

Zato, pomnozimo (i — 2). jednakost sa ¢;_1, (i — 3). jednakost sa ¢;_1¢;_o,
te redom sve do prve jednakosti sa ¢;_1¢;_s...cy. Tako dobivene jednakosti
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zbrojimo te primijetimo da nam se izrazi s lijeve i desne strane skrac¢uju.
Ostaje

i—1

ail o —¢ Ci—1Gr, (i —gc Ci—1SkQn, (i

7 (i),m 1---CG-1Ur,(i),n k+1 - - - Ci—15kUm, (3),mn (k) >
k=1

to e _ ~(0)
gdje je Gm, (i) = 0y ) -

Opcenito, za kompleksne brojeve z,w € C vrijedi

\—z —V2uw|* > 0.

\/_
Zato vrijedi niz implikacija
1 1
—z —V2w)(—=7%
( 7 ) 7
1

522—2@—2w+2w@20$

—\/§m)20:>

—_

27— W —ZW+ ww > —2Z7 — ww =

[\)

1
[z —wl® > S|z = wl.

U naSem slucaju to daje, obzirom da su kutovi rotacije ¢, € [-7, 5], te
el =1pajes <P <L, 0< s’ <5, 1<k <i—1,

i—1
~(z’_1) 2 ~ ~
(il = |1 Gt (i) — E Cht1 - - - Cim1 Sk, (3) 0 (K)
k=1
i—1 2
> . 2 _ , U s
= §|Cl o Cz—lawn(i)7n| Cit1 - - Ci—1SkQn,, (3),mn (k)
k=1

i—1 2
2 2_i‘a7rn(i),n|2 - (Z |Sk||awn(z),7rn(k)’>
k=1
i—1 1
> 2 iyl — (z\ske) (St
k=1
2 2_i 7rnz n|2 -5 2_ ]- <Z|a7rn 2),7n ( k:)| )
—i| 2 1 ~ 2 ;
2 27 n,(i)n]” — 5 (0 = 2) Z |G i) rni)|” |5 1< i<n—1,
k=1
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gdje smo u drugom redu iskoristili gornju ocjenu za kompleksne brojeve, a u

cetvrtom Cauchy-Schwarzovu nejednakost.
Obzirom da je S(AM)2 = S(A)2 — Yo |~(l Y [, promotrimo elemente
koji ¢e nam se pojavljivati u sumi. Jasno, VrlJedl

n—1 n—1
D Namyiynl® =l
=1 =1

jer je m, permutacija skupa {1,...,n — 1}. Takoder je

1
|a7rn 7Tn )‘2 = S(An*1)27

1

n—1 1

=1

e
Il

jer za svaki (s,t) € P, 1, postoji to¢no jedan par (i,k) iz gornje suma-
cije takav da je (m,(i),m(k)) = (s,t), ili (m,(7),7m.(k)) = (¢,s), no obzi-
rom da je matrica hermitska, vrijedi |ar,(i)r. (k)| = |Gr,k),m(i)], Pa slucaj
(mn(2), T (k)) = (t, s) ne predstavlja problem. Dobivamo dakle,

n—1 i—1
Z |~7:n(:) |2 > 22_Z|aﬂ’n(z n| Y TL - 2 (ZZ |a7rn(z ), (k )
i=1 ;

n—1

>2n“§:rmﬁ—1m—2wu%1ﬂ

=1

Sjetimo se sada pretpostavke inudkcije, S(Zn,l)Q < Y 1S(An_1)? 1 defi-
nicije broja e, (1 —¢)S(A)? = 3217 |amm|?. Dobijemo

S<gn_1)2 < Ypo18S(A)2
Kako je Z;:ll |aim|? = Z;:ll |a;n|?, dobijemo
1
Z @ 0l = 27 (1= 9)S(A)? = S(n = 2)-12S(4)?
> fa(e)S(A)?,
uz f,:[0,1] —» R,

fa(€) =5 (27" = (27" + (n = 2)m)e) -

l\DIH

Sjetimo se relacije koju smo dobili za prvih N koraka,

S(A)? < gu()S(A),
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uz g, :[0,1] — R,
gn(e) =1 —e(1 — 7).

Sada smo spremni napraviti zavrsnu ocjenu na S(A™)2, dano formulom

—_

S(AM)? = S(A)? =" [al )P
1

7

ali direktno uvrstavanje funkcija f,, i g, moze dovesti do negativne konstante
v, pa je potrebna malo veca analiza. Obje funkcije su linearne u €, te vrijedi
1

n =2 n\en) — Y, n = .
f (0) ? f (5) 0 uz e 1+22_n(n_2),yn_1

Zbog linearnosti od f,, je zato

Yy =—9n
Ako je sada ¢ > %, imamo
n—1
S(AM)? = (AP = 3 [l 3,
i=1
< S(A)” < gu(e)S(A)? < ga(F)S (A",

jer je g, padajuca.
Ako je pak € < ¢, dobivamo

7 (1),

n—1
S(AN) = S(AP =[P
=1

< (92() = Jule)S(A? < (90(0) = Fu(2)S(AY
— (1-27)S(A),

jer su f, i g, padajuce.

Jasno,
En 1
gn(g) =1- T2 (0 =27, (1 =y-1) €10,1),
pa uz
T = max{g,(5),1 - 27} € [0,1),
vrijedi

S(AN2 < S(A)2,
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U ovom trenu pomalo je neprirodno $to smo koristili oznaku C;, umjesto
naprosto oznake C. Razlog tome je taj $to je familija C; usko vezana za fa-
milije Cy, C3 i C4 koje redom poniStavaju elemente, Cy po redcima od zadnjeg
ka prvom, a unutar redaka u proizvoljnom poretku, C3 po stupcima od zad-
njeg ka prvom, a unutar stupaca u proizvoljnom poretku, te na kraju C4 po
redcima od prvog ka zadnjem, a unutar redaka u proizvoljnom poretku.

Dokaz konvergencije strategija koje odgovaraju nizovima iz tih triju fa-
milija moZe se na¢i u [1], za simetri¢ne matrice, i donekle prati dokaz konver-
gencije koji smo iznijeli za familiju C;.

Stoviée, nije se testo uvjeriti sa su nizovi iz familije C4 permutacijski
ekvivalentni onima iz C; uz matricu permutacije

00 ... 0 1]
0 10
P=1: - :
0 1 0
10 0 0

Isto vrijedi za familije Cy 1 C3. Ipak, nije istina da se svi nizovi iz Cy mogu
dobiti relacijom permutacijske ekvivalencije nizova iz C;. Stoviée, to ¢ak nije
istina ako dopustimo jos i relaciju slabe ekvivalencije. Ipak, neki nizovi iz
Cy mogu se dobiti kao permutacijski i slabo ekvivalentni nizovima iz Cy, Sto
se najbolje vidi na primjeru matrica reda 5 kako je opisano u posljednjem
poglavlju.

U ovom radu neée biti potrebno proucavati familije Cy, C5 i C4, jer e
se pokazati da su na matricama reda 4 svi nizovi iz tih familija slabo ili
permutacijski ekvivalentne nekom od nizova iz C;.

Ipak, postoje nizovi O € O(P,) koji nisu nikako ekvivalentni nikojem
nizu iz C; a dokazom konvergencije strategije koja odgavara jednom takvom
nizu bavimo se u sljede¢em poglavlju.
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4 Paralelne strategije

Jedna posebno zanimljiva strategija na matricama reda cetiri dana je ciklic-
kim nizom

O =(1,3),(2,4),(1,4),(2,3),(1,2),(3,4),

odnosno matricom

Mo =

N O ¥

4 0
* 3
5 %
1

* O = DN

4 3

Razlog je taj sto se po dva koraka ove metode mogu na ra¢unalu vrsiti
paralelno, obzirom da po dva susjedna pivotna elementa komutiraju.
S teorijske strane, ova strategija je zanimljiva je nije istina da postoji
0 <7, <1 takva da je
S(AM)? < 4, 5(A)

Za bolje razumijevanje strukture "losih" matrica, navodimo primjer matrice
Cija se izvandijagonalna norma nakon jednog ciklusa duljine N smanji za
faktor proizvoljno blizu broju 1.

Propozicija 4.1. Neka je 0 < ¢ < 107°, te neka je

e+e® 0 26 —1+4¢
0 el 1 —
A= 2¢e 1 € 0
—14¢ — O 0

Neka je AN) dobivena iz A nakon jednog ciklusa duljine N Jacobijeve metode
pod strategijom lo. Tada je

S(AMN2 > (1 —17¢)S(A)>.

Dokaz se moze naci u [2]. Ova propozicija je ujedno i dokaz da strategija
I» ne moze biti slabo ni permutacijski ekvivalentna nijednoj strategiji iz Cy,
obzirom da navedene vrste ekvivalencije ¢uvaju svojstvo pada izvandijago-
nalne norme nakon jednog ciklusa duljine V.

Prije samog dokaza konvergencije strategije I, uvest ¢emo pojmove koji
¢e nam skratiti zapisivanje dokaza teorema. Neka je

Q:[el €3 €4 62}2

o O O
o= OO
_— o O O
o O = O
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Za matricu A = (a;;), lagani racun daje

a11 13 414 Q12
QT AQ = a31 a3z AaAz4 a32
Ay41  G43 Q44 Q42
G21 Q23 d24 (G322

Definicija 4.2. Neka je T : Hy — Hy,
T<A> = (R(1737 ¢7 a)R(2747 w?B>Q>*AR(1737 ¢7 (X>R(27 47¢7 /8>Q7 A e H47

gdje je Hjy vektorski prostor hermitskih matrica reda cetiri, a R(1,3,¢,«)
i R(2,4,1, ) matrice rotacije koje ponistavaju pivotne elemente (1,3), od-
nosno (2,4).

T*(A) oznacavat ée k-struku primjenu preslikavanja T na matricu A.

Na pocetku svakog ciklusa pod strategijom [», osim eventualno prvog,
elementi na pozicijima (1, 2) i (3,4) su jednaki nuli. Obzirom da promatramo
konvergenciju mozemo pretpostaviti da je ulazna matrica A oblika

aip 0 a3 au
0 axp a3 axn

az; asy asz 0

ag agp 0 agy

A:

Preslikavanje 7 je dano s

apy, 0 ay3 aly
0 ayp ay ay

az  azp azy 0

ay ap 0 ay

T(A) =

Y

gdje su novi elementi, izracunati kao u propoziciji (2.10), dani s

ahs =14 COS P cOS Y — agpe’® sin ge'” sin ),
a}y =ais cos e sin ) + aze sin ¢ cos 1,
%

(hy = — age " sin ¢ cos ) — agy cos pe’’ sin ),

ahy, = — aye” " sin pe % sin ) + agy cos ¢ cos 1. (1)
Za parametre rotacije i dijagonalne elemente vrijedi

a = arg(ay3), [ = arg(a),
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2|(113| 2|CL24|
tg(20) = ————, tg(2¢) = ————,
@11 — ass Q22 — Qg4
a’n =an + \a13| tg o, a'22 = 33 — |a13| tg o,
Ay = Quq — |a2u| 18V,  aly = a + |asa| tg 1. (2)

Uzastopno primjenjivanje preslikavanja 7 jako je blisko Jacobijevom al-
goritmu za strategiju /p. Sluzi nam samo tome kako bismo pivotne elemente
(1,3) i (2,4) drzali fiksnima $to nam olaksava notaciju u dokazu konver-
gencije. Ocekivano je stoga da je konvergencija niza T*(A) ekvivalnetna
konvergenciji strategije /», a upravo to nam jamc¢i nam sljedeca propozicija.

Propozicija 4.3. Neka je A hermitska matrica reda cetiri, te A% matrica
dobivena nakon 2k rotacija Jacobijeve metode pod strategijom lo. Tada vri-
jeds

Dokaz. Lako se provieri da je @Q* = I, pa je dokaz dovoljno provesti za
k=0,1,2,3.

Dokaz je vrlo slican dokazu za ekvivalentnost konvergencije permutacijski
ekvivalentnih strategija, iako se na njega ne mozemo direktno pozvati. Za

k = 0 tvrdnja je trivijalna, a za k = 1 dobivamo upravo definiciju operatora
T. Za k = 2 imamo

T*(A) = T(T(4)) = T(Q"A®PQ)

= Q"(R3Ry) " QTAPQ(R]3Ry,)Q

aﬁ) ?2) a% a%

QT( / />* 0 Q33 Agzq4 A3zg ( / /)Q

= 134%24 2 (2 (2 134724 )5
R SO
Qo1 Qo3 0 ay

uz
/13 = R(1737¢/7O/)7 /24 = R(2747 1/}/7B/>‘
S druge strane, imamo

(QQ)TA(4)Q2 = QTQT(R14R23)*A(2)R14R23QQ
(2) 2) 0 2

W

. |la a a 0
:QTQT(RMR%) 21 %22) %%) (2) R14R230QQ,

o 20

Qyq 0 ag3 ay
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uz

R14 - R(1747 ¢7 Oé), R23 - R(2,37¢76)

Primjetimo sada da za parametre rotacije vrijedi ¢' = ¢, o/ = a, ¥/ = —,
B = —p. Kako bismo sada pokazali

TH(A) = (Q*)TAWQ?,

bit ée dovoljno pokazati
Q" (Ri3R5)" QTAPIQ(R3R,)Q = QT Q" (RuaRas)" A®) R1y RpsQQ,

a ovo Ce slijediti iz

QR|3Ryy = RiaRasQ,
Sto je ekvivalentno relaciji

RizRyy = (QTR1Q)(Q" RasQ).
Za pokazati ovo ¢e biti dovoljno pokazati
Ri3=Q"RuQ i Ry =Q"RyQ,

Sto se lako provjerava iz definicije matrice () i veze izra¢unate za parame-
tre rotacije. Zaista, lijeva jednakost glasi

cos ¢/ 0 —e“sing’ 0 cos¢p 0 —e@sing 0
0 0 0 o 0 0 0 0
e sing 0  cos¢ 0|  |esing 0O cos¢p Of
0 0 0 0 0 0 0 0
a desna
0 0 0 0 0 0 0 0
0 cosyy 0 —ePsing/| |0 cosyp 0 e Psing
0 0 0 0 |0 0 0 0 ’
0 e #siny 0  cosy 0 —e¥singy 0 cost

pa obje jednakosti vrijedi jer je ¢' = ¢, o/ =, Y = -1, ' = —p.
Za k = 3, situacija je prakticki identi¢na.

T3(A) = T(T*(A) = T(QT)* AW Q?)
= QT(R3Ry) Q") AWQ*(R3RY,)Q
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4 4 4
agl) 0 agz) agg)
0 4 @ @

% a a a
:QT(R/13R/24) (4) i Z(lz%) N (R,13R/24)Q,

o
azy azy 0 asg
uz
Ry =R(1,3,¢",0), Ry =R(2,49.5).
S druge strane, imamo
(@)TAOQ* = QT(Q")*(RiaRaa)" AW R R3Q*Q

4 4 4
a§1) agz) ag?,) 0

_ T T\2 R R * Clgi) Clgé) O agéll) R R 2
=Q (@) (Ri2Rsa)" | @ (1| F2RQ°Q,
a 0 a a
31 33 34

4 4 4
0 ayy aly

uz

R12 - R(1727 (b’ Oé), R34 = R<3747¢75)

Primjetimo sada da za parametre rotacije vrijedi ¢’ = ¢, o/ = a, ¥ = —1),
B = — . Kako bismo sada pokazali

TH(A) = (Q°)TAVQ,

slicno kao ranije, bit ée dovoljno pokazati
Q" (Riy i) (Q"PADQA Ry R)Q = QT (Q7)* (RiaRsa) AV Ry ReuQ*Q,

a ovo Ce slijediti iz

Q*Ri3 Ry = RisRsuQ?,
Sto je ekvivalentno relaciji

RisRy, = ((Q1)*R12Q*)((Q")* R @Q?).
Za pokazati ovo ¢e biti dovoljno pokazati
Rz = (Q")’R1Q* 1 Ry =(Q")*RQ”

Sto se ponovo na identi¢an nacin lako provjerava iz definicije matrice @) i veze
izrac¢unate za parametre rotacije. ]

Sada smo spremni dokazati teorem o konvergenciji strategije [n. Dokaz
je pomalo tehnic¢iki pa stoga neke stvari nisu raspisane formalno do kraja u
svrhu veée citljivosti.
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Teorem 4.4. Neka je A proizvoljna hermitska matrica reda cetiri za koji je
a1p = azy = 0. Tada vrigeds

lim S(T"(A)) = 0.

k—o00

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji hermitska matrica H reda 4 za
koju niz S(T*(H)) ne tez k nuli. Obzirom da je taj niz nerastuéi i odozdo
omeden nulom, on je konvergentan. Stoga vrijedi S(T*(B)) — ¢ > 0.

Za svako € > (0 postoji kg > 0 takav da je

S(THH)) =06 <&, k> k.

Time smo pokazali da za svako € > 0 postoji hermitska matrica A, pri-
mjerice A = T*(H), za koju vrijedi

S(A)? > S(THA)? > (1 —€)S(A)?, k> 0. (3)

Pojednostavimo oznake. Neka je B® = T#(A4) i B® = (b\%)). Parametre
rotacije u k-tom koraku, pri prijelazu s B® na B**) = T(B®) oznagit
¢emo s (¢, ai) za rotaciju R(1, 3, ¢x, o) 1 (Ug, Br) za rotaciju R(2,4, 1, Br)-

Obzirom da se u k-tom koraku ponistavaju elementi na pozicijiama (1, 3)
i(2,4), vrijedi

k k
b5 2 + (5717 = S(BW)? — S(B*H)? < £5(A)?, (4)
pri ¢emu smo koristili relaciju (3).
Kako je S(B®)2 = b2 4 (b8 2+ 58 12+ 6|2, relacije (3) i (4) povlade
B2 + |55 1? = S(B®)? — o2 — (bS5 2
> (1—¢)S(A)? —eS(A)?
= (1—2¢)S(A)% (5)
Pogledajmo kako ocijeniti parametre rotacije. 1z jednadzbi (1) izlazi
b5V <[5 2 (sin? g cos® i) + b [ (cos? g sin? ) +
2|ng) | |b(2’§) || sin @y, cos ¢y sin 1y, cos Py,
b5 <[5 [ (cos? g sin® i) + b [*(sin? gy, cos? ) +
2|ng) | |b(2]§) || sin @y, cos ¢y sin 1y, cos Py |.

Zbrajanjem tih dviju nejednakosti, te koristenjem nejednakosti 2zy < %412,
x,y € R i trigonometrijskog identiteta 2 sin o cos o = sin(2a), dobivamo
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k k k k
ATV 4 Y2 < (105512 + B8]
1
(sin? ¢y, cos® ¢y, + cos® ¢y, sin® Py, + 5\ sin(2¢y) sin(2¢%)]).  (6)

Da bi ocijenili odozgo sin? ¢, cos? ¢y, + cos® ¢ sin® 1y,, stavimo z = sin® ¢y,
y = sin?y,. Tada je

sin? ¢y, cos? Yy, + cos? ¢y sin® ¢y, < x4y — 2zy.

Kako su ¢, ¢y, €€ [—Z, %], imamo z,y € [0, 1]. Funkcija f(z,y) = z+y—2zy
ima gradijent Vf = [1 — 2y,1 — 2z]|T, a maksimalnu vrijednost na kvadratu
[0,1] x [0, 1] ima duZ dvije stranice, {1} x [0,3] i [0, 1] x {3}, s vrijednoscu

%. Dakle vrijedi

. . 1
sin? ¢y, cos? ¥y, + cos? ¢y sin? ¢y, < 3

Kako je [b{})[2 + [bS5[* < S(BM)? < S(A)?, a zbog relacije (5) je [bl; ™| +
BETD 12 5 (1 — 22)S(A)2, relacija (6) daje

1 1
(1 —2¢)S(A)? <S(A)2(§ + §| sin(2¢x ) sin(2¢x)|).
Nakon krac¢enja sa S(A)? dobivamo

1 1 . :

3~ 2e < §| sin(2¢y,) sin(2¢)],
odnosno

| sin(2¢y) sin(2¢x)| > 1 — 4e.

Kako su |sin(2¢y)| 1 | sin(2¢x)| omedeni odozgo s 1, mora vrijediti

|sin(2¢)| > 1 —4e, |sin(2¢)] > 1 — 4e, (7)
pa obzirom da su kutovi rotacije iz [—7F, 7], vidimo da su oba kuta "blizu" 7

ili —7. Treba nam ipak malo preciznija ocjena.

Oznacimo t = tg ¢i. Pretpostavimo prvo t > 0, slucaj ¢t < 0 tretira se
analogno. Takoder, obzirom da je ¢ € [~7, ], imamo ¢ < 1. Trigonome-
trijski identitet sin(2¢x) = 2% i relacija (9) daju

2t

> 1 —4e,

pa je
t2(1 —de) — 2t + (1 —4g) < 0.
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Zae < %1, ova kvadratna nejednadzba ima nultocke,

14+ /8 — 16¢2

1—4e

t1p =

Zato vrijedi

1 — 3 — 1622
t> T 1 VBe—162>1- 5

1—4e

Ocjena za tg vy je analogna pa dobivamo
tg dr, tg P € [—1, =14+ VBe) U (1 — VB, 1], k> 0. (8)

Trik je u ocjeni razlike dijagonalnih elemenata. Oznacimo li t = tg ¢, po
trigonometrijskoj formuli tg(2¢;) = = t2 i jednadzbi (2) imamo

2t 2bY)]
_ 42 4 (k k)’
L= p) — )

Sto postaje
k k k
t(bYY — b)) = (1 —2)[bi)|.

Iz relacije (8) sad imamo
(1—V8e)|bfy — by < (1 — (1 —V8e)) iy,

odnosno,
1—(1—+/8¢)?
1— \/8_ | 13 | (9)

Gornju ocjenu zelimo zapisati malo lijepse. Kratak racun daje da nejednakost

1 —(1—+/8)?
1—+/8e

vrijedi onda i samo onda kad je

By —bi)| <

< 8¢

8 —2/8
8/8 — 8’

Kako je 0.1 < g\/%‘/é;, za /e < 0.1, relacija (9) prelazi u

Ve <

B8 — b < 8y, £ < 0.01. (10)
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Uz oznaku z*) = |b§?| tg ¢ 1 iz relacija (8) i (10), te ¢injenice 1 — /8¢ > 1
dobivamo 8\/_
(k) (k) (k) (k)
o — bf] < 2] < 16y/Ea®).
\/_
Analgonu ocjenu dobivamo i kad promatramo pivotni par (2,4) i kut 9.
Uz oznake

— b2 tgdr, ™ = b5 tg by, k>0, (11)

dobili smo ocjene

oY) — 0| < 16vE[ ], (bl —blf)| < 16vEly ™). (12)
Jednadzbe (2) uz nove oznake prelaze u

b(k+1) _ bg’;) + iL'(k) b(k+1) _ b(k) _ (k)

Y

®)) plktD)

33 = by — Yy, —522‘1‘?/)

za sve k > 0. Iz ovoga dobijemo da za sve k > 0 vrijedi
b(k+2) = b)} k) k) + 2(F+1)

11
by = bl =y — 2+,

b(k+2) _ b(k) y(k) _ y(k"‘l)?
bfﬁ”) g (k) z® 4 y(kH).

Iz (4) i (8) znamo |z®|, |y®)| < /eS(A). Koristedi ocjenu (12) za k, k+1
i k4 2 dobivamo da za svaki k£ > 0 vrijedi

\b(k — b < 16v/]2®| < 16eS(A),
B — b)) < 162y ™| < 1625(A),
%) — b+ 2 ®) 4y ®)) < 164/2[2* D] < 162S(A), (13)
b — 05 — & — ¥ < 16v/E*| < 165 (4),
) — b8 g ®) — y®) 4 D) 4 B+ < 16, /2|2 02| < 162S(A),
B )+ 20 9] < 1607 < 162500,
Zbrajajuci prve dvije nejednadzbe iz (13), imamo
DY — b4 + b’ — biZ| < 325(A),
odnosno primjenom nejednakosti trokuta,

k k k k k k k k
max{[byy — by + 0% — b1, |68 — bl — b5y + b} < 32:S(A).  (14)
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Zbrajajuéi srednje dvije nejednadzbe iz (13) i primjenom nejednakosti
trokuta imamo

B8 — b — ) 4 b 422 ®) 4 2| < 32e8(A),

sto nakon jos jedne primjene nejednakosti trokuta, sada u obliku ||a| — |b|| <
la — b| daje

1228 4 29®) | — 1o — b8 — B 4 )| < 3225(A). (15)
Relacije (14) i (15) povlace
2™ 4y )| < 32e5(A).

Zbrajajuci zadnje dvije nejednadzbe iz (13) istom manipulacijom kao ma-
loprije dobivamo i

|2®) — ™| < 32:5(A).

Konacno, zbrajajuci posljednje dvije izracunate ocjene i primjenom ne-
jednakosti trokuta, vrijedi

max{|z®], |y®|} < 32eS(A), k>0.

Sada mozemo ponovo postaviti jednadzbe (13) s poja¢anim ocjenama, od-
nosno na desnoj strani ¢e umjesto 16eS(A) pisati 512e'55(A). Ponavljajuéi
ra¢un dobit ¢emo max{|z®|, |y* |} < 102455 (A).

Principom matematicke indukcije, za svaki m € Ny vrijedi

max{|z™™], [y} < VE(32vE)"S(A), k> 0. (16)

Zaista, za m = 0,1,2 smo tvrdnju pokazali. Ako relacija vrijedi za neki
m € Ny, uvrstimo ju u (13), pa ¢e desno stajati 16e(32/¢)™S(A). U ra-
¢unu ée se ocjena jo§ pomozniti s 2 pa ¢emo imati max{|z®| |y®|} <
VE(324/2)™ 1S (A), odnosno relacija vrijedi i za m + 1.

Za e < ¢e desna strana u nejednakosti (16) biti po volji mala, pa
mora biti

1
1024
™) =yM| =0, k>0,
a obzirom na definiciju (11) od z® i y*) i zbog relacije (8) mora biti
k
b = =0, k>0

Ali, sada posebno vrijedi 613 = b = 0, pa T(A) ne radi nikakve rotacije
nego samo permutira elemente. Stoga u drugom koraku 7 poniStava jedina
dva ne-nul elementa, pa je ve¢ T?(A) dijagonalna, odnosno S(T?%(A)) = 0, sto
je u suprotnosti s pocetnom pretpostavkom (3), ¢ime je teorem dokazan. [
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5 Matrice reda 4

Na matricama reda ¢etiri postoji ukupno 6 elemenata strogo gornjeg trokuta,
pa time i 6! = 720 razlic¢itih ciklickih pivotnih strategija. Dosad smo pokazali
samo konvergenciju strategija iz familije C, a njih ima ukupno 1!-2!-3! = 12,
te jedne paralelne strategije. Pokazat ¢e se da je svih 720 strategija slabo
i permutacijski ekvivalento nekoj od ovih 13 strategija. Stovise, pokazat ¢e
se da se svih 720 strategija raspada na svega 5 klasa po navedenoj relaciji
ekvivalencije!

U ovom odjeljku ¢emo pod klasama ekvivalencije strategije /» smatrati
sve strategije Io za koje postoji niz O; takav da je @ & O; ~ O@. To
zaista i jesu prave klase ekvivalencije obzirom na kombinaciju relacije slabe
i permutacijske ekvivalencije, kako je opisano na kraju 2. odjeljka.

4 od 5 klasa ¢e imati po nekog predstavnika iz klase C;, dok ¢e jedna klasa
imati za predstavnika paralelnu strategiju. Ovo ¢e biti dovoljno za dokaz
konvergencije svih ciklickih pivotnih strategija za matrice reda 4. Prije nego
krenemo na izlistavanje strategija po klasama, osvrnimo se na matrice reda
tri i pet.

Na matricama reda tri postoji svega 3! = 6 strategija i jedna klasa ekvi-
valencije. Za

* 0 1 x 0 2
M(/)l: 0 % 2 i M(92: 0 = 1 ,
1 2 x% 2 1 x

vrijedi lp,,lo, € C;. Preostale cetiri strategije su Sift-ekvivalentne strate-
gijama lp, ili Ip,, pa zakljucujemo da su sve ciklicke pivotne strategije na
matricama reda 3 knovergentne.

Na matricama reda pet situacija je bitno slozenija. Jos nije dokazano
da su sve ciklicke pivotne strategije konvergentne, iako se vjeruje da jesu.
Postoji N = % = 10 elemenata strogo gornjeg trokuta, pa time i 10! =
3628800 razlicitih strategija. Kod slican onome koji je naveden na kraju ovog
dijela pokazao je da postoji 356 klasa ekvivalencije. Od toga 121 klasa ima
predstavnika u familiji Cq, a 165 klasa ima predstavnika u C;UC,UC3UC,. Sada
je jasno da Ce za matrice visih redova biti potrebno naci jos familija strategija
pod kojim Jacobijeva metoda konvergira kako bi se dokazala konvergencija
za sve strategije.

Vratimo se sada matricama reda 4 i podjeli strategija na klase. Klase
su generirane algoritomom napisanog u jeziku C++4, a kdd navodimo na
kraju ovog odjeljka. Prvo dajemo uputu kako ¢itati kratko zapisane relacije
ekvivalencije, zatim kratko objasnjenje kdda pa onda podjelu na klase.
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Strategije ¢emo promatrati kroz njima pridruzene matrice Mo, a matri-
cama ¢emo zapisivati samo strogo gornji trokut. Pisat ¢emo dakle, za matrice
iz primjera (2.6)

3

Za relaciju ekvivalencije uz jednu dopustenu traspoziciju pisat ¢emo
[0 2 1] (1,3) [0 3 1]
53| ~ 521,
41 (2,4) 4
gdje je napravljena transpozicija na parovima (1,3) i (2,4), to odgovara

brojevima 2 i 3 u matricama.
Za relaciju §ift ekvivalencije pisat ¢emo

[0 2 1] s [4 0 5]
53|~ | 31/,

a] 4 2
gdje je 8ift duljine 4. Lijevi ciklicki niz glasi (1,2), (1,4), (1,3), (2,4), (3,4),
(2,3), a desni (1,3), (2,4), (3,4), (2,3), (1,2), (1,3). U matricama se to
najlakse vidi tako da se po elementima lijevoj matrici doda duljina Sifta te

uzme ostatak pri djeljenju sa 6 da se dobije desna matrica.
Za permutacijsku ekvivalenciju pisat é¢emo

021 p 530
53 ~ 42| .
41 (2,3,4,1) 1

gdje je matrica permutacija P dana s Pe; = €,;). Za ovo ne postoji neka
laksa provjera od permutiranja redaka i stupaca lijeve matrice i dobivanja
desne matrice.

Algoritam koji je generirao klase ekvivalencije radi po sljedeéem pseudo-

kodu.

ot ¥ O

02
=15

= % Ot N0
¥ B~ W
[NV

N O %

Algoritam 2 Generiranje klasa ekvivalencije

1: 8§ = skup svih 720 cikli¢ih nizova
2: while § # () do
O = alfabetski najnizi niz iz S
N={0ecS|0 R0}
M=10
while M # N do

M=N

for O € M do
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O}, gdje u ekvivalenciji

S

~Y

> M = klasa ekvivalencije s reprezentantom O

R={0ecS|0 ~0ili0

N=NUR

dvojena i ona strategija za koju je konvergencija dokazana. Navedimo

S=8\M
Napomenimo samo jos kako algoritam pazi na to da ne doda neki niz vise

dopustamo samo jednu transpoziciju

~ N0
IS IS -~ - - - - IS M~ -~
r 1 r 1 r 1 r 1 r 1 r 1 r 1 r 1 Shach o [ —
DHM  IONT FOMm  10Mm— —ANO IOt Ot N Lo 1 gmo
<o Mo 10— ~No o< om -0 —o — —~
™ — ™ ~ 0 — ™ =) e R
L DL ;oL - Lo L L | L N YA
3:N < ey
BN @) @A @) @l w)H @) nlw S0 N w)
T T T 1o T, 1T T ] T 1 1 1T |
FND MO M N —0Mm N —AHe) <O MO O 1N O
< oo oo < <0 0N 0nm o oo mno <
=} o =} =} =} =} =) — — — —
L Lo Lo o Lo L L | L Lo o L .
| — | | — |
N0 ~ -~ N0 ~
1 o N Mmoo TN —_oMm  N—HO 1 ™o =M O
—_ o N~ =] o<t <t —_ FOo —
37 0 —_ o) | I o~ 0 n4U7 | I ~ 0
a? o N~ e~ a? N~
) My < 47N ™ < ™y <
Towdw 20 wdw Zfa wla wlw o 2l @l Wl
T T T 1o o 1T N 1 T 1 1 1T |
OO D OO IO N0 10M— O~ oM< 1M FON  1ON
N N o<t eI <™ < O <H e ~No eyt o<t
<} o =} =} =} o =) — — — —
L Lo ;oL - Lo L L | L Lo o L .
1 1
- N0 N0
- [ — - —on - o - - - - -
[ — oo [ — o | — o | — r 1 T 1 r 1 r 1
ol - M+ L—1 MmOt L—1 o~ OFm OHEN M —HON
anon =} o~ —~ 0N —~ 0 —10 <0 < <
— — <+~ 2« ™ o) =) o)
1 o~ o~ pN M pN o L 1L 1L 1oL I
37N < — —
W)= Sl @) N w)— PR Bl = @A wlid w)a
T T T 1o 1 1T i 1 T 1 1 1T |
N DN D DM HAD QIOM D IS, OMA FINO  NFHO 10O
— N o o < <™ 0 o< e oo M
o =} o =} =} o =) — — — —

10:
rucno 1z

11:

12:
te su unutar klase nizovi sortirani alfabetski. Zato je kod opisa svake klase

puta u skup, te pamti kojom relacijom ekvivalencije i iz kojeg niza je novi niz
dobiven. Kao reprezentante klasa odabran je alfabetski najnizi niz u klasi,

sada svih pet klasa.
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Za kraj je prilozen kod koji je izgenerirao gornje klase strategija.

// compile:

#include
#include
#include
#include
#include
#include

g++ klase.cpp —o klase —std=c++11

<stdio .h>
<stdlib .h>
<set>
<vector >
<string>
<algorithm >

using namespace std;

// glavni objekt, predstavija ciklicki niz, odnosno njemu pridruzenu
// strategiju
//
// wvec sadrzi 6 bojeva, redoslijed kojim ponistavamo elemente. primjerice,
// ako je wec = 2, 3, 0, 5, 1, 4, tada je matrica pridruzena strategiji ,
// * 2 30
J/ M=2x 51
J// 35 % /4
// 01 4 =
//
// str sadrzi string u kojem pise iz koje je strategije i kojom relacijom
// ekvivalencije dobivena ova strategija
//
// operatori usporedivanja su overloadani da gledaju samo vec kod usporedbe,
// a me i str jer bi u suprotnom u skupove strategija dodavali iste
// strategije koje su dobivene razlicitim relacijama ekvivalencije iz
// razlicitih strategija
class strat{
public:

vector < int > vec;

string str;

friend bool operator==(const strat &sl, const strat &s2){

return (sl.vec =— s2.vec);
}
friend bool operator!=(const strat &sl, const strat &s2){
return !(sl = s2);
}

friend bool operator<(const
return (sl.vec < s2.vec);
}

strat &sl, const strat &s2){

s

// pretvara strategiju w string u formatu kompatibilnom LaTeX—u
string stratToStr(strat a){
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return "\\begin{bsmallmatrix}\n" +

}

to_ string(a.vec[0]) + " &." 4+ to_ string(a.vec[1l]) + " &." +

to_ string(a.vec[2]) + "_\\\\\n" + "_ &." + to_string(a.vec[3]) + " &." +

to_ string(a.vec[4]) + "_\\\\\n" + "_ & _ _&_." + to_ string(a.vec[5]) + "\n
n +

"\\end{bsmallmatrix }\n";

// ispisuje strategiju u formatu kompatibilnu LaTeX—u
// int k sluzi tome da se po tri strategije ispisu u isti red
void ispis (FILE *f, strat s, int k){
fprintf(f, "& %s%s", stratToStr(s).c str(), s.str.c_str());
if (k != 2) fprintf(f, ", &.");
else fprintf(f, ",_\\\\_.\n");
return;

}

// ispisuje skup strategija u formatu kompatibilan LaTeX—u
void ispisSet (FILE *f, set < strat > s){

set < strat >::iterator i;

int k = 0;

fprintf(f, "\\begin{align*}\n");

for (i = s.begin(); i != s.end(); ++i){

ispis(f, =i, k);
k = (k+1)%3;

}
fprintf(f, "\\end{align*}\n");
return;

}

// za danu strategiju generira sve shift ekvivalentne strategije

set < strat > shift(strat a){
set < strat > s; // skup koji ce sadrzavati sve shift ekvivalentne
strat x*b; // pomocna strategija
int i, j;

S .

insert (a); // odmah ubacimo pocetnu strategiju u skup

for (i = 1; i < 6; i++){ // stvaramo 5 shift ekvivalentnih strategija

}

b = new strat;
(xb).vec.resize (6);
for (j = 0; j < 6; j++){
(*b).vec[j] = (a.vec[jl4+i)%6; // pravilo shift ekvivalencije

}

(xb).str = "\\overset{s}{\\underset{" + to_ string(6—i) + "}{\\ee}}\n" +
stratToStr(a); // zapisujemo kako smo dobili novu strategiju

s.insert (xb); // novu strategiju ubacujemo u skup

delete b;

return s;

}

// wraca redom 0, 1, 2, 8, 4, 5 za elemente matrice strogo gornjeg trokuta
// po redcima, odnosno strogo donjeg po stupcima

int poz (int i, int j){
if (i < j){
if (i = 1) return j—2;
if (i = 2) return j;
if (i = 3) return 5;

return poz(j, i);
printf("greska\n");
return —1;
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// za danu strategiju generira sve permutacijski
set < strat > perm(strat a){

set < strat > s;

ekvivalentne

strat x*b; // pomocna strategija

int cetiri[4] = {1, 2, 3, 4}; // niz permutacija

int i, j;

s.insert (a); // odmah ubacimo pocetnu strategiju u skup

while (next permutation(cetiri, cetiri + 4)){ // za svaku novu permutaciju

b = new strat; // stvaramo novu strategiju
(xb).vec.resize (6);

for (i = 1; i <= 3; i++){
for (j = i+1; j <= 4; j+0){
// pravilo permutacijske ekvivalencije
(*b).vec|poz(cetiri[i—1],cetiri[j—1])]

ekvivalentne strategije

// skup koji ce sadrzavati sve permutacijski

a.vec|[poz(i, j)];

}

(xb).str = "\\overset{p}{\\underset{(" + to_string(cetiri[0]) + "," +
to_ string(cetiri[1]) + "," 4+ to_ string(cetiri[2]) + "," +
to_string(cetiri[3]) + ")}{\\ee}}\n" + stratToStr(a);

// zapisujemo kako smo dobili novu strategiju
s.insert (xb); // movu strategiju wubacujemo u skup

}

return s;

}

// za danu strategiju generira sve ekvivalentne strategije

// pomocu jedne dopustene tramspozicije

set < strat > ekvi(strat a){
set < strat > s;
strat x*b;
s.insert (a);

dobivene samo

// skup koji ce sadrzavati sve ekvivalentne
// pomocna strategija
// odmah ubacujemo pocetnu strategiju u skup

if ((ZBJs(a.vec[5]fa.vec[O])) =— 1){ // provjera jesu li pivotni parovi (1,
b = new strat; J/ i (3, 4) uzastopni
(¥b) = a;
(*b).vec|O0] a.vec|[5];
(xb).vec[5] = a.vec[0];
(xb).str = "\\overset {(1,2)}{\\underset {(3,4)}{\\ee}}\n" + stratToStr(a)

b
// zapisujemo kako smo dobili novu strategiju

s.insert (xb); // novu strategiju ubacujemo u skup
delete b;

if ((abs(a.vec[l]—a.vec[4]))
3)
b = new strat; /)i
(xb) = a;
(xb).vec[1] a.vec[4];
(xb).vec[4] = a.vec|[1];

(*b):str = "\\overset {(1,3)}{\\underset {(2,4) }{\\ee}}\n" + stratToStr (a)

1){ // provjera jesu li pivotni parovi (1,

(2, 4) uzastopni

)
// zapisujemo kako smo dobili novu strategiju
s.insert (xb); // movu strategiju ubacujemo u skup

delete b;
if ((abs(a.vec[2]—a.vec[3])) 1){ // provjera jesu li pivotni parovi (1,
4)
b = new strat; // & (2, 8) uzastopni
(¥b) = a;

(xb).vec[2] = a.vec|[3];
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(xb).vec[3] = a.vec|[2];
(x*b).str = "\\overset {(1,4) }{\\underset{(2,3)}{\\ee}}\n" + stratToStr(a)

// zapisujemo kako smo dobili novu strategiju
s.insert (xb); // movu strategiju wubacujemo u skup
delete b;

}

return s;

}

// za skup strategija generira sve strategije slabo ekvivalentne nekoj iz
// skupa ali dobivene samo pomocu jedne shift ekvivalencije ili jedne
// dopustene transpozicije
set < strat > weakSet(set < strat > s){
set < strat > p, t;
set < strat >::iterator ij;
p=s;
for (i = s.begin(); i != s.end(); ++i){
= shift (x1i);
p.insert (t.begin(), t.end());
t = ekvi(*xi);
p.insert (t.begin(), t.end());
}

return p;

o+

}

// wraca svih 6! = 720 strategija
set < strat > sve (void)({

set < strat > s;

int sest[6] = {0, 1, 2, 3, 4, 5};

strat w;

w.vec.resize (6);

do {
w.vec|[0] = sest[0];
w.vec[l] = sest[1];
w.vec[2] = sest[2];
w.vec[3] = sest[3];
w.vec[4] = sest[4];
w.vec[5] = sest[5];
w.str = "\\text{reprezentant}\n";
s.insert (w);

} while (next permutation(sest, sest + 6));
return s;

}

// za dani skup strategija generira sve slabo ekvivalentne strategije
set < strat > expand (set < strat > s){
set < strat > p;

while (p.size () != s.size()){ // radi po jednu shift ekvivalenciju ili
P = S; // dopustenu traspoziciju dok god time
s = weakSet (p); // dobiva bar jednu movu strategiju

}

return s;

}

int main (void){

set < strat > s, p, t; // s sadrzi sve strategije, p sve iz dane klase
// a t je pomocni

set < strat > :: iterator it;

int k =0, n=0; // k = broj klasa, n je wvarijabla za provjeru

strat w;

FILE xf;
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f = fopen("klase ekvivalencije.txt", "w");

s = sve(); // stavi u s sve strategije

while (!s.empty()){
w = x(s.begin()); // uzmi w iz s, koji ce biti reprezentant klase
t.clear ();
t = perm(w);
p = expand(t); // u p stavi sve permutacijski ili slabo ekvivalentne w
for (it = p.begin(); it != p.end(); ++it){ // iz s izbrisi p

s.erase (xit);

}

k++; // povecaj broj klasa

fprintf(f, "\\noindent\\rule[0.5ex]|{\\linewidth}{1pt}\nKlasa_3$%d$,"
"sadrzi_$%lu$ _elementa_medu_kojima_i\n3$\\begin{bsmallmatrix}\n0_&_0_&_

0"

"\AN\\nC &0 &0 \\\\\nL L& L & 0\n\\end{bsmallmatrix}_\\in_\\C_ 1$.\n",
k, p.size());
// ispisi header za pocetak klase kompatibilan LaTeX—u

ispisSet (f, p); // ispisi klasu

n += p.size();

printf("n_=9%d,_klasa_=%d\n", n, k); // ispisi provjeru na ckran
return 1;
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Sazetak

U ovom radu prikazali smo Jacobijevu metodu za hermitske matrice reda 4
definiranu op¢om ciklickom pivotnom strategijom. Uveli smo relacije ekviva-
lencije ~, ~, ~, X na skupu svih ciklickih strategija te pokazali da konver-
genost metode pod nekom strategijom povlac¢i konvergentnost metode pod
njoj ekvivalentnom strategijom. Zatim smo pokazali globalnu konvergenciju
metode pod strategijama iz specijalne familije C; te pod jednom paralelnom
strategijom. Pomocu ra¢unalnog programa podjelili smo 720 ciklickih strate-
gija u b klasa ekvivalencije, te u svakoj klasi pronasli strategiju za koju smo
pokazali globalnu konvergenciju. To je bilo dovoljno da se pokaze globalna
konvergencija metode pod svih 720 ciklickih strategija.
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Summary

In this work we have presented the Jacobi method for Hermitian matrices
of order 4 defined by a general cyclic pivot strategy. We have introduced
equivalence relations ~, ~, ~, £ on the set of cyclic strategies and shown
that convergence of the method under some strategy implies convergence of
the method under an equivalent strategy. Then we have shown the global
convergence of the method under the strategies from the special family C; and
under one parallel strategy. Using a computer program, we have partitioned
the set of 720 cyclic strategies in 5 equivalence classes. For each class we
have found a strategy for which the method is convergent. That is enough
to show the global convergence of the method under all 720 cyclic strategies.
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