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PROJEKTOWANIE RYNKOW W OPARCIU
O ALGORYTMY KOJARZENIA

Streszczenie: W pracy przedstawiono teori¢ stabilnego dopasowania algorytmu odro-
czonej akceptacji (AOA) oraz algorytmy TTC i TTCC wraz z ich zastosowaniami do np.
kojarzenia uczelni i studentow, domow i wilascicieli czy dawcow i biorcow nerek do
przeszczepu. Dzigki tym algorytmom mozna projektowac tzw. rynki kojarzenia, dla
ktorych optymalna alokacja dobr jest mozliwa bez wykorzystania mechanizméw finan-
sowych charakterystycznych dla rynkéw towarowych. Omoéowiono wilasciwosci algoryt-
mow kojarzenia, m.in. ich stabilno$¢, Pareto optymalno$¢ i odporno$¢ na manipulacje,
oraz cechy algorytmu TTCC, dzigki ktorym krzyzowe transplantacje mozna zastgpi¢
tancuchowymi, co dzicki osiagnieciu glgbszego rynku, pozwala na bardziej optymalne
wykorzystanie nerek do przeszczepu.

Stowa kluczowe: rynki kojarzenia, stabilne dopasowanie, Pareto optymalno$¢, wymiana
nerek.

JEL Classification: C7, C78, D47.

Wprowadzenie

Tradycyjne rynki, takie jak rynek towarow, dzialajg na zasadzie zrownowa-
zenia podazy i1 popytu, ktory jest regulowany przez cen¢ towaru. Kupujacy wy-
biera towar, ale dla sprzedawcy nie ma znaczenia, kim jest kupujacy, byle zapta-
cit wlasciwg ceng. Przez rynek kojarzen bgdziemy rozumieli rynek, na ktorym
wzajemne przyporzadkowanie pewnych zasobow nastgpuje na zasadzie: ,,wybie-
ram i jestem wybrany”. Przyktadem takiego rynku jest doboér par malzenskich.
Rowniez na rynku pracy nie wystarczy, ze wybraliéSmy pracodawce, u ktorego
chcemy pracowac¢ — on musi rowniez wybra¢ (lub zaakceptowac) nas jako swo-
jego pracownika. Podobnie z wyborem szkét 1 uczelni. Rynek kojarzen moze
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wiec mie¢ forme przyporzadkowania ,,jeden do jednego” (jak rynek matrymo-
nialny) oraz ,,wiele do jednego”, jak w przypadku rynku pracy, naboru do szkot.
Tego typu rynki sg znane od zarania dziejow, natomiast systematyczne ich bada-
nie rozpoczgto si¢ stosunkowo niedawno [Gale, Shapley, 1962]. Innym typem
rynkdéw kojarzenia sg rynki, na ktorych relacja ,,wybieram — jestem wybrany”
nie jest symetryczna, tylko tancuchowa: podmiot A wybiera B, podmiot B wy-
biera C itd., a ostatni w tancuchu podmiot, powiedzmy X, wybiera A. Kazdy
z nich ,,wybiera”, ale i ,,jest wybrany”. Przyktad tego typu rynku znajdziemy
w zastosowaniach medycznych — alokacji nerek do transplantacji. Na tym rynku
uczestnikami sa pary dawca—biorca', dobér odbywa sie na zasadzie jeden do
jednego, z tym ze za wyjatkiem prostej wymiany para z para, najlepsze wyniki
alokacji uczestnicy rynku uzyskuja, kiedy wymieniaja nerki, tworzac diugie
tancuchy dawcow i biorcow.

Praca ma charakter przegladowy, przedstawiono w niej kilka przyktadow
rynkow kojarzen wraz z teoriogrowymi podstawami ich budowy. Zwrocono
uwage na stabilno$¢ skojarzen, ktéra przejawia si¢ brakiem tzw. par czy jedno-
stek blokujacych i ma zasadnicze znaczenie dla trwalosci skojarzen w dluzszym
okresie. Zbadano optymalnos¢ i Pareto efektywnos¢ skojarzen zwigzane z kolej-
ng wazng cechg kojarzen, jaka jest ich wrazliwo$¢ na manipulacje. Rynki koja-
rzen wrazliwe na manipulacje daja mozliwo$¢ dziatan strategicznych, dzigki
ktoérym podanie nieprawdziwych preferencji moze przynosi¢ jednej stronie ko-
rzys$ci. Znajomo$¢ mechanizmdéw manipulacji pozwala, poprzez odpowiednie
zaprojektowanie konkretnego rynku, na zminimalizowanie ich niepozadanych
skutkow. Celem publikacji jest zapoznanie czytelnika z tymi zagadnieniami,
ktoére cho¢ znane specjalistom, a prace nad nimi zostaty uhonorowane np. nagro-
da im. A. Nobla w dziedzinie nauk ekonomicznych, to nie trafily jeszcze w Pol-
sce do $wiadomosci potencjalnych projektantow rynkow kojarzen?.

1. Rynek kojarzen matrymonialnych

W tym rozdziale przedstawiono podstawowe zalozenia i twierdzenia gry
kojarzen dla rynku matrymonialnego. Warto zwrdci¢ uwage, ze wykorzystanie
skojarzenia z dobieraniem si¢ ludzi w pary ma wylacznie charakter pogladowy —

Tzw. pary niekompatybilne. Chodzi o znajace si¢ osoby, najczesciej krewnych, z ktorych jedna
potrzebuje nerki do przeszczepu, a druga chce nerke oddac, ale ze wzgledéw medycznych prze-
kazanie migdzy nimi nerki nie jest mozliwe.

To subiektywna opinia autora wynikajaca z dyskusji tych zagadnien po wielu krajowych semina-
riach oraz po rozmowach z wysokiej rangi urzgdnikami, np. Ministerstwa Edukacji Narodowe;.
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przez co ulatwia zrozumienie definicji i twierdzen, oraz historyczny — oryginal-
nie problem tez zostal sformulowany w taki wlasnie sposob [Gale, Shapley,
1962]. W szczegdlnosci w zaden sposob nie chcemy sugerowacd, ze ,,rynek koja-
rzen matrymonialnych” moze mie¢ zastosowanie do kojarzenia matzenstw
w realnym $wiecie, co nie zmienia jednak faktu, ze niektére z omawianych po-
nizej strategii moga i sa w tym $wiecie wykorzystywane.

Rozwazmy dwa rozltaczne zbiory, ktdrych elementy bedziemy chceieli do
siebie dopasowaé: zbidr kobiet K = {kl,kz, ...,an} i zbior me¢zczyzn M =
= {ml,mz, ...,mnM}, KNM = @. Kazdy cztonek tych zbiorow ma swoj indy-
widualny zbior preferencji wobec wszystkich przedstawicieli zbioru przeciwne-
go. Dodatkowo dopuszczamy mozliwos¢, aby na dowolnej pozycji listy prefe-
rencji wskazal siebie jako deklaracj¢ pozostania singlem. Kazda kobieta k € K
okresla wiec swoje preferencje na zbiorze M U {k}, gdzie k oznacza che¢ pozo-
stania singlem; analogicznie kazdy mezczyzna okresla swoje preferencje na
zbiorze K U {m}. Przyktadowy zbidr preferencji kobiety k (zaczynajgc od naj-
bardziej pozadanej opcji, do najmniej pozadanej) mozna zapisac jako:

P(k) = my, my, m3, k,my, ...,my,,

Kazda opcja mniej preferowana od pozostania singlem k jest nieistotna, po-
niewaz pozostanie singlem jest zawsze mozliwe, mozemy wigc zapisa¢ ten zbidr
preferencji jako P (k) = my, m,, ms, zakladajac, ze w nastepnej kolejnosci ko-
bieta bedzie wolata pozosta¢ singlem. W ten sposoéb pomijamy nieakceptowal-
nych kandydatow, czyli takich, ktoérzy sa mniej preferowani od pozostania sin-
glem. Analogicznie wyglada zapis listy preferencji me¢zczyzn. Zbior (profil)
preferencji wszystkich osob zapiszemy jako:

P ={P(my), ...,P(my,,), P(ky), ..., P(kn,)}

Definiujemy réwniez relacje preferencji przyktadowej kobiety k poprzez:
my >, m, lub my =, m, lub my =, m,, co oznacza, ze kobieta k preferuje
mezczyzng my nad m, lub my co najmniej tak jak m, lub m; tak samo jak m,,
analogicznie dla me¢zczyzn. Jezeli w preferencjach osoby beda wystepowaty
tylko silne nieréwnosci, to méwimy, ze ich preferencje sg scisfe. W ten sposob,
za pomoca trzech wielkosci (M, K; P), okre$liliSmy rynek kojarzerr matrymo-
nialnych, tzn. rynek, na ktérym dopasowanie dobr odbywa si¢ poprzez uwzgled-
nienie preferencji dwu stron — ,,nie tylko wybieram, ale tez musz¢ zosta¢ wybra-
ny”. Zdefiniuyjmy teraz skojarzenie ¢, dzigki ktéremu bedziemy mogli
przyporzadkowaé elementy z obu tych zbioréw [Roth, Sotomayor, 1992].
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Definicja 1

Skojarzeniem ¢ € ® nazywamy wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie ze
zbioru K U M w siebie, takie ze ¢p2(x) = x, oraz jezeli ¢p(m) # m, wtedy ¢p(m)
jest w zbiorze K, a jesli ¢ (k) # k, wtedy ¢p(k) jest w zbiorze M. Jak wynika
z tej definicji, istnieja dwa typy skojarzen: takie, dla ktorych ¢(x) # x — w tym
przypadku parg (x, ¢ (x)), nazywamy parg skojarzong (me¢zczyzna m jest skoja-
rzony z kobietg ¢p(m) lub kobieta k jest skojarzona z mezczyzng ¢(k)), oraz
takie, dla ktorych ¢ (x) = x — woéwczas moéwimy, ze x pozostaje singlem. Skoja-
rzenie ¢ mozna explicite zapisa¢ w postaci:

ki ky ks ky ks
my My My M3 ks

¢:

co oznacza skojarzenie kobiety k; z mezczyzng m,, itd. oraz kobiety kg pozosta-

jacej singlem, ¢(k,) = my,..., p(ks) = ks.

Skojarzenie ¢ jest stabilne, jesli nie zachodzi zaden z dwu przypadkow:

— 1istnieje osoba, zwana jednostkq blokujgcg, ktora woli od obecnego skojarze-
nia pozostanie singlem: x >, ¢(x),

— istnieje para (m, k), zwana parg blokujgcq, ktéra nie zostata z sobg skojarzo-
na ¢(m) # k przez ¢, a znajduja si¢ wyzej na swoich listach preferencji niz
ich obecne skojarzenia, tj. m >, ¢ (k) oraz k >,, ¢p(m).

Pojecie stabilnego skojarzenia jest naturalne, dla takiego skojarzenia nie
moze zachodzi¢ przypadek, ze jednostka od obecnie skojarzonego partnera woli
pozostanie singlem. Nie moze tez by¢ tak, ze wsrod skojarzonych par istniejg
nieskojarzeni z sobg m¢zczyzna i kobieta, ktorzy jednak wolg siebie wzajemnie
bardziej niz skojarzonych partneréw. Taka sytuacja prowadzitaby do niestabilno-
sci systemu skojarzen, mowiac jezykiem potocznym, bytaby pokusa do zdrady.

Dla przyktadu okreslmy grupe kobiet i mezczyzn z nastepujacymi Scistymi
preferencjami:

P(my) = kq,ky, ks P(ky) = my,my,my
P(my) = kq,ky, k3 P(k;) = my,m3,m,
P(m3) = kq, k3, k; P(k3) = my,my,ms

Wtedy skojarzenie:
_m m; mg
P=k, ks kK

nie jest stabilne, poniewaz zawiera par¢ blokujaca (mq, k), k, jest wyzej niz k,
na liScie preferencji m,, oraz m, jest wyzej niz ms na liscie preferencji k.
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Rynek kojarzen (M, K;P) wraz z skojarzeniami ¢ € ® tworzy gre kojarzen,
ktora oznaczamy jako (M, K; P; ®). Dla kazdego x € M U K w zbiorze skoja-
rzen @ mozna wprowadzi¢ relacje: ¢ >, Y (¢ dominuje dla x nad ), jesli tyl-
ko ¢(x) >, Y(x). Powiemy, ze dowolny podzbior W zbioru skojarzen ¥ c @
jest rdzeniem gry kojarzen, jezeli dla zadnego x € M U K Zadne z skojarzen
1 € W nie jest zdominowane.

Zbidr stabilnych skojarzen w oczywisty sposob zawiera rdzen. Zachodzi
rowniez twierdzenie odwrotne, wiec rdzen gry kojarzen jest rowny zbiorowi
stabilnych skojarzen [Roth, Sotomayor, 1992].

Twierdzenie [Gale, Shapley, 1962]: Zbidr stabilnych skojarzen jest niepu-
sty. Jesli preferencje me¢zczyzn i kobiet sa Sciste, to zawiera on podzbior
M-optymalnych stabilnych skojarzen (ktore sa preferowane przez wszystkich
mezezyzn, co najmniej tak jak pozostate stabilne skojarzenia) i podobnie, pod-
zbior K-optymalnych stabilnych skojarzen.

Dla poprzedniego przyktadu mozna znalez¢ stabilne skojarzenia, ktore sa
M-optymalne — ¢, i K-optymalne — ¢g:

m; m, mg

v =k, k, ks
. my Mm; m3
Pk ks k

2. Algorytm odroczonej akceptacji

Rozwazmy dowolny rynek kojarzen (M, K; P) ze $cistymi preferencjami.
Jesli jakie$ preferencje P(m;) lub P(kj) nie sg Sciste, np. k. =y, kg, to osoby
o tych samych preferencjach ustawiamy w dowolnej (np. alfabetycznej) kolejno-
Sci, tak aby uzyska¢ Sciste preferencje, np. k, >p,, k. Takie uscislenie preferen-
¢ji nie jest oczywiscie jednoznaczne.

Algorytm odroczonej akceptacji dla oSwiadczyn mezczyzn:

1-a. Kazdy me¢zczyzna o$wiadcza si¢ najbardziej preferowanej kobiecie (jesli
taka ma, w przeciwnym przypadku pozostaje singlem).

1-b. Kazda kobieta, ktora zostata poproszona, odrzuca nieakceptowalnych kan-
dydatow, a z pozostatych akceptuje ,,warunkowo™ najbardziej preferowa-
nego, odrzucajac, jesli sg, mniej preferowanych.

* Warunkowa akceptacja straci waznos¢, jesli w kolejnych krokach algorytmu pojawia sie bar-
dziej pozadani kandydaci. Stad nazwa ,,algorytm odroczonej akceptacji”.
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n-a. Mgzczyzni odrzuceni w kroku n-1 o$wiadczajg si¢ akceptowalnym, najbar-
dziej preferowanym kobietom, ktore ich dotychczas nie odrzucity (jesli ta-
kich kobiet nie ma, pozostaja singlami).

n-b. Kazda kobieta warunkowo akceptuje najbardziej preferowanego kandydata,
a pozostatych odrzuca.

Koniec. Jesli skonczyly si¢ o§wiadczyny, kazda kobieta zostaje skojarzona z ostat-
nim warunkowo akceptowanym (jesli byt) kandydatem. Pozostali (ko-
biety i mezczyzni) pozostaja singlami.

Analogicznie do powyzszego, mozna sformulowaé algorytm odroczonej akcep-

tacji, dla ktorego strong o§wiadczajacg si¢ sg kobiety.

AOA zakonczy si¢ po skonczonej liczbie krokow, gdyz dlugos$¢ algorytmu
jest wyznaczona przez liczbe o$wiadczyn, a danej kobiecie m¢zczyzna o$wiad-
cza si¢ tylko raz. Zauwazmy rowniez, ze AOA prowadzi do skojarzenia stabilne-
go. Rzeczywiscie, zaden mgzczyzna nie oswiadcza si¢ nieakceptowalnym kobie-
tom, a kobiety nie akceptuja o$§wiadczyn nieakceptowalnych mezczyzn, co
oznacza, ze nie ma blokujacych jednostek. Z drugiej strony, jesli jakas kobieta
jest wyzej na liscie mezczyzny niz przydzielona przez algorytm partnerka, to
kobieta ta musiata na jednym z etapoéw algorytmu odrzuci¢ tego me¢zczyzng na
rzecz innego lub wolala od niego pozostanie singlem. Tak czy inaczej, mezczy-
zna ten nie jest bardziej pozadany niz jej przypisany algorytmem wybor. Podob-
nie kobieta, ktora wolataby od przydzielonego partnera innego m¢zczyzne, nie
moze by¢ na liScie tego mezczyzny wyzej niz jego obecna partnerka, gdyz mez-
czyzna ten oswiadczat si¢ w kolejnosci od najbardziej preferowanych kandyda-
tek. Oznacza to, ze w wyniku AOA nie moga powstawac pary blokujace, czyli
prowadzi on do skojarzenia stabilnego. Z drugiej strony AOA jest w przypadku
oswiadczyn mezczyzn M-optymalnym skojarzeniem, a w przypadku oswiadczyn
kobiet jest K-optymalnym skojarzeniem [Gale, Shapley, 1962].

Wezmy pod uwage rynek kojarzen matrymonialnych o $cistych preferen-
cjach. W zbiorze stabilnych skojarzen mozna wprowadzi¢ cze¢sciowy porzadek
ze wzgledu na jedng ze stron. Dla réznych skojarzen ¢ # 1 powiemy, ze
¢ >u Y, jesli dla kazdego mezczyzny m € M mamy ¢(m) >, Y(m) albo
p(m) =p, Yp(m).

Zauwazmy, ze dla réznych skojarzen ¢ # Y zawsze istnieje ich wspolne
ograniczenie gorne n =y Y i1 =) ¢. Rzeczywiscie, jezeli kazdy mezczyzna m
wybierze lepsza sposrod dwu opcji ¢p(m) Iub P (m), to zdefiniuje to nowe odwzo-
rowanie, nazwijmy je 7. Zeby udowodnié, Ze 1 jest skojarzeniem, wystarczy po-
kaza¢, ze jest ono réznowartosciowe, tj. jezeli my # my, to n(my) # n(my,),
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czyli ze dwaj rézni mezczyzni nie moga wskazaé tej samej kobiety. Rzeczywi-
scie, gdyby tak byto, to ta kobieta musiataby preferowa¢ tylko jednego z nich
1 tworzy¢ par¢ blokujaca wobec jednego ze skojarzen ¢ lub Y z tym mezczyzna.
Prowadzi to do nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie [Knuth, 1976]: Na rynku kojarzen matrymonialnych o $ci-
stych preferencjach zbior skojarzen stabilnych stanowi krat¢ uporzadkowana
poprzez relacje ,,>,,”. Maksymalnym elementem tej kraty jest ¢, skojarzenie
M-optymalne, a minimalnym ¢y skojarzenie K-optymalne i odwrotnie dla rela-
cji >k

Rezultat ten wydaje si¢ porzadkowaé problem poszukiwania skojarzen,
przynajmniej w przypadku $cistych preferencji, jednak odnoszac to do realnego
rynku, powinnismy wzigé pod uwage ich odpornos¢ na manipulacje. Innymi
stowy, czy komu$ moze optaca¢ si¢ podawanie nieprawdziwych preferencji lub
czy moze si¢ optaca¢ tworzenie koalicji graczy, ktorzy (wszyscy lub niektorzy)
uzyskaja lepsze skojarzenia poprzez podanie nieprawdziwych preferencji. Roz-
wazmy najpierw nast¢pujacy zestaw preferencji.

Przyklad 1
P(my) = kq, ky, k3 P(ky) = m3,my,my
P(my) = ky, ky, k3 P(k;) = my,m3,m,
P(m3) = ky, k1, ks P(k3) = m3,my,my

Dla tego przyktadu optymalnymi skojarzeniami sa:

" m; m, mz " m; m, mz
= oraz ¢y =
M™ky k3 Ky K7 ky ks Kk

Jak wida¢, ¢ = ¢k, wigc na mocy poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, ze
jest to jedyne stabilne skojarzenie. Zauwazmy, ze jest ono mniej korzystne dla
panéw niz dla pan. Panowie (mq, m,, m3) zostali skojarzeni ze swoimi odpo-
wiednio (2,3,2) preferencjami, panie (kq,k,, k3) za$ majg preferencje odpo-
wiednio (1, 1, 2). Wystarczy jednak, ze Panowie zmowig si¢ i m, poda fatszywe
preferencje P'(m,) = ks, kq, ko, aby, przy niezmienionych preferencjach pozo-
statych osob, optymalnymi skojarzeniami byty:

m; m,

& ay = m; m; m3
ki ks

ms _
kz oraz ¢K = kz k3 k1

Jak wida¢é, w tym przypadku optymalne skojarzenia uzyskane w wyniku
AOA zaleza od kolejnosci o§wiadczyn. O ile skojarzenia optymalne dla pan sa
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takie same jak w przypadku prawdziwych preferencji, to panowie wyraznie zy-
skuja, otrzymujac w stosunku do swoich prawdziwych preferencji odpowiednio
(1,3, 1) preferencje. Pan m,, podajac nieprawdziwe preferencje, co prawda sam
nic nie zyskat, ale spowodowal, Ze obaj jego wspolnicy uzyskali bardziej prefe-
rowane partnerki. Zauwazmy, ze skojarzenie ¢’y nie jest (bo nie moze by¢)
stabilne 1 ma par¢ blokujaca (m,, k1), wigc m,, mimo poswiecenia si¢ dla part-
nerow, moze w przyszlosci chcie¢ zmienic skojarzenie.

Na szczgécie nie jest mozliwe podanie fatszywych preferencji tak, aby wszy-
scy panowie (lub panie) na tym zyskali. Mowi o tym nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie [Roth, 1982a]: M-optymalne stabilne skojarzenie jest w zbio-
rze wszystkich skojarzen stabo Pareto optymalne dla me¢zczyzn (analogicznie
dla K-optymalnych stabilnych skojarzen dla kobiet). Oznacza to, Ze nie istnieje
(nawet niekoniecznie stabilne) skojarzenie, dzigki ktéremu wszyscy mezczyzni
mogliby zyska¢ w stosunku do ich optymalnego skojarzenia.

Prostym przyktadem manipulacji, dzieki ktérej zyskuje bezposrednio osoba
podajaca nieprawdziwe preferencje, daje nastepujacy zbior preferencii.

Przyklad 2
P(my) = kq, k; P(ky) = my,my
P(my) = ky, ky P(k;) = my,m,

Jak tatwo sprawdzi¢, ten profil preferencji ma 2 stabilne skojarzenia:

¢ m; m, ¢ m; mp
= oraz =
M™ ki ks K™ ky Ky

Pierwsze skojarzenie ¢, w pelni satysfakcjonuje mezczyzn, a ¢y jest dobre dla
kobiet. Zatozmy jednak, ze kobieta k; poda nieprawdziwe preferencje P'(k1) =
= m,, tzn. ze woli zosta¢ singlem, niz zaakceptowac partnera m,. W tej sytuacji
jedynym stabilnym skojarzeniem pozostaje ¢g. A zatem manipulacja kobiety k4
data obu kobietom konkretng korzy$¢, polegajaca na tym, ze z dwu stabilnych
skojarzen pozostato tylko jedno — bardziej dla nich korzystne. Powyzsza sytua-
cja zostala uogdlniona przez twierdzenie.

Twierdzenie [Roth, Sotomayor, 1990]: Dowolny mechanizm produkujacy
stabilne skojarzenia na rynku matrymonialnym o $cistych preferencjach i wiecej
niz jednym stabilnym skojarzeniu mozna zmanipulowaé¢ w ten sposob, ze jeden
z uczestnikow rynku skonczy swoja liste preferencji na najlepszej, mozliwej do
osiagnigcia partii, podczas gdy pozostali podadzg swoje prawdziwe preferencje.
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3. Kojarzenie uczelni i studentow

Rozwazmy dwa skonczone i rozdzielne zbiory U = {uy, uy, ... , Uy, } oraz
S = {81,582, -+ , Sng}, odpowiednio uczelni i studentow. Kazdy ze studentow ma
swoje preferencje odno$nie uczelni P(s), a kazda uczelnia ma swoje preferencje
odnos$nie do studentow okreslone przez P(u), tak jak w modelu matrymonialnym,
z tym ze uczelnie maja mozliwo$¢ skojarzenia wiekszej liczby, maksymalnie q,,
studentéw. Taki model kojarzenia bgdziemy nazywali ,,jeden do wielu”, a stowo
,kojarzenie” zastapimy stowem ,,dopasowanie”. Po przeprowadzeniu dopaso-
wania kazdy ze studentéw zostanie dopasowany do najwyzej jednej z uczelni,
a do kazdej uczelni u zostanie dopasowane najwyzej q, studentéw. Kazdego
studenta, ktéry nie zostanie dopasowany do uczelni, uznaje si¢ za dopasowanego
do samego siebie, jak w modelu stabilnego malzenstwa, a w przypadku, gdy
uczelnia nie be¢dzie miata zajetych wszystkich miejsc, na kazdym wolnym miej-
scu zostanie przyporzadkowana do samej siebie. Dopasowanie jest dwustronne,
poniewaz student zostaje dopasowany do uczelni, tylko kiedy sam ja preferuje
oraz gdy uczelnia preferuje danego studenta u siebie.

Model dopasowania uczelni i studentéw rézni si¢ od modelu matrymonial-
nego tym, ze relacja preferencji uczelni jest okreslona na podzbiorach zbioru
studentéw, a nie na pojedynczych osobach. Aby wykorzysta¢ wyniki poprzed-
niego modelu, trzeba zdefiniowac, jak z preferencji indywidualnych wynikaja
preferencje zespotowe. Istotnym zatozeniem jest tu wlasnos¢ responsywnosci.

Definicja 2
Preferencje P(u) uczelni u odnosnie grup studentdw sg responsywne wzgledem
preferencji P(u) odno$nie do pojedynczych studentoéw, jezeli dla kazdego zbioru
studentow S’ C S, o liczebnosci |S'| < q,, 1 kazdej pary studentéw nienalezacych
do S’ takich, ze dla P(u) jest s; <y S, dla P(u) jestto, ze ' Us; <, S’ Us,.

Zauwazmy takze, ze dla kazdego P(u) moze istnie¢ wiele r6znych respon-
sywnych relacji odnosnie do par, dla przyktadu, jezeli preferencje indywidualne
sa S <y Sy <y S3 <y Sz, to responsywnos¢ pocigga za soba to, ze
{51,852} <y {51,853} lub {sq1, 55} <y {S3,54}, jednak nie daje zadnych wskazowek,
czy ma by¢ {sq, sS4} <y {S2,53}, czy {s1, 54} >4 {S2,53}. Obie te nierownosci sg
dopuszczalne. Nie mozemy wymagaé zatem, aby nawet Sciste preferencje odno-
$nie do indywidualnych studentdéw jednoznacznie generowaty preferencje doty-
czace ich grup.

Responsywno$¢ preferencji odnosnie do grup powoduje, ze studenci sa za-
stepowalni, a nie uzupeiniajgcy (tzn. preferencje dotyczace danego studenta nie
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zalezg od sktadu juz posiadanych studentéw). Taka wtasno$¢ pozwala traktowac
rynek dopasowania uczelni i studentow podobnie jak rynek kojarzen matrymo-
nialnych, na ktéorym dana uczelnia u jest reprezentowana przez q,, identycznych
kopii majacych ten sam zestaw P(u) preferencji, z ktorych kazda szuka skoja-
rzenia z jednym studentem. W preferencjach danego studenta q,, kopii uczelni u
ma dowolny, np. leksykograficzny porzadek. W taki sposob dopasowanie ,,jeden
do wielu” mozna wzajemnie jednoznacznie wyrazi¢ w postaci skojarzen matry-
monialnych [Roth, 2007] i zastosowa¢ do nich wyniki dotyczace skojarzen,
w szczegblnosci podstawowe twierdzenie [Gale, Shapley, 1962]. Stosujac te
wzajemnie jednoznaczng relacje, trzeba jednak uwazaé, kiedy badamy jej kon-
sekwencje dla preferencji odnosnie do grup. W szczegdlnosci zachodzi ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie [Roth, 1985]: Jesli preferencje uczelni i studentow sa $ciste,
to optymalne dla studentow stabilne dopasowanie jest stabo Pareto optymalne,
lecz optymalne dla uczelni stabilne dopasowanie nie musi by¢ dla nich stabo
Pareto optymalne.

Druga czgé¢ tego twierdzenia mozna pokaza¢ na nieco zmodyfikowanym
przyktadzie 1, gdzie u; = {m,, m,} oraz u, = {ms}, a kobiety bedg odgrywaty
role studentéw. Preferencje indywidualne pozostang takie same. Podobnie jak
w przyktadzie matrymonialnym, jedynym stabilnym dopasowaniem bedzie

Uy Ug Uy . . p U U
oy = S, S3 Sp° jednak dopasowanie niestabilne ¢’y = S S

obu uczelni korzystniejsze {s,, S3} <y, {S1,53} oraz s; <y, S;, czyli ¢y nie jest

U .
s jest dla

nawet stabo Pareto optymalne.

Podobnie jak w modelu matrymonialnym, najwicksza staboscia modelu ko-
jarzenia uczelni i studentdw jest brak odporno$ci na manipulacje. Stabo$¢ ta nie
jest jednak az tak bardzo dotkliwa w zastosowaniach modelu. Wynika to z tego,
ze aby zmanipulowa¢ wyniki, studenci badz uczelnie powinny dysponowac pet-
ng informacjg na temat preferencji innych stron. Taka sytuacja zazwyczaj si¢ nie
zdarza i dlatego model ten znalazl duzo realnych zastosowan. Uczelniami sg
w tych przyktadach dowolne instytucje oglaszajace listy preferencji, studentami
za$ kandydaci do tych instytucji sktadajacy do systemu swoje listy preferenciji.
Dla przyktadu wymienmy systemy praktyk studentow medycyny w szpitalach
USA i Kanady (NRMP i CaRMS), system naboru do pracy ekonomistow z dok-
toratem, system naboru uczniéw do szkét srednich w Nowym Jorku, Bostonie,
Denver i innych miastach [Roth, 2014]. W tych programach stosuje si¢ najcze-
sciej AOA optymalny dla instytucji [Roth, 1985]. Podobne modele i ich zasto-
sowania do rekrutacji byly badane rowniez w Polsce [Anholcer, 2006; Switalski,
2008, 2015].
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4. Program wymiany nerek

Jednym z ciekawszych rynkow kojarzen jest rynek wymiany nerek. Nerki
do transplantacji mogg pochodzi¢ z dwu zrédet: od dawcoéw niezyjacych lub
zyjacych. Ci ostatni moga oddac¢ jedna z dwu posiadanych nerek bez uszczerbku
dla swojego zdrowia. Oczywiscie zwigkszajag w ten sposob ryzyko, ze w przy-
sztosci jedyna posiadana nerka moze zawies¢, dlatego oddanie drugiej nerki jest
poswigceniem, na ktore zazwyczaj decyduja si¢ osoby spokrewnione, chcace
pomoc komus ze swoich bliskich. Jednak nawet wtedy, kiedy w otoczeniu o0so-
by, ktora potrzebuje nerki (biorcy), pojawi si¢ potencjalny dawca, do przeszcze-
pu zazwyczaj nie dochodzi. Powody sa natury medycznej, zwigzane z niezgod-
nos$cig grup krwi, niezgodno$cia tkankowa HLA lub immunizacja biorcy
(wysoki procent aktywnych przeciwciat PRA > 80%). Takie niekompatybilne
pary dawca-biorca sg jednak potencjalnym zrédiem nerek do przeszczepu.

Wedhug oficjalnych danych liczba przeszczepdéw nerek w Polsce w 2016 r.
wyniosta 978 od zmartych i 50 od zywych dawcéw [Poltransplant, 2016], prze-
szczepy od zywych dawcow stanowig wigc w Polsce zaledwie ok. 5% wszystkich
przeszczepdw nerek. Z drugiej strony liczby potrzebujacych sg ogromne. W USA
na nerk¢ do przeszczepu czeka ok. 100 000 osédb, z ktorych wielu nie doczeka
transplantacji. Rocznie ok. 7 000 os6b z tej kolejki umiera lub osigga stan zbyt
powazny do transplantacji [Roth, 2014]. Mozliwo$¢ zwigkszenia liczby prze-
szczepow od zywych dawcow jest wigc kwestig zycia dla wielu osob. Liczba
przeszczepdw od dawcow zyjacych wynosi w USA ok. 6000, czyli jest 120 razy
wyzsza niz w Polsce [Roth, 2014], co, nawet biorac pod uwagg stosunek popula-
cji obu krajow (ok. 8,5), swiadczy o istnieniu ogromnego niewykorzystanego
potencjatu nerek zywych dawcow w Polsce.

Niekompatybilne pary moga wymienia¢ si¢ nerkami w taki sposob, ze daw-
ca z jednej pary oddaje nerk¢ biorcy z innej pary, w zamian za przeszczepienie
nerki od dawcy z tej pary. Pobranie i przeszczepienie nerek odbywa si¢ w tym
samym czasie. Dochodzi do tzw. transplantacji krzyzowej, ktorych kilka juz
w Polsce przeprowadzono. Jednak, jak wykazuje praktyka, transplantacje krzy-
zowe sg trudne w realizacji, gdyz wymagaja odpowiedniego skoordynowania
dziatan lekarzy, czterech sal operacyjnych i odpowiedniego do operacji stanu
czworga zaangazowanych osob. Wigksze mozliwosci daje odsunigcie w czasie
kolejnych pobran i przeszczepow oraz wykorzystanie wigkszej liczby zaanga-
zowanych dawcoéw i biorcéw. Dochodzi wowczas do tzw. transplantacji tancu-
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chowej, ktérej mechanizm przedstawimy w dalszej czeSci pracy. Najpierw
omowimy jednak inne pomocne algorytmy wymiany.

Algorytm TTC (Top Trading Cycles) pozwala wyznaczy¢ optymalne do-
pasowanie dobr pewnej liczbie 0s6b posiadajacych po jednym dobru, przy zato-
zeniu, ze mogg si¢ oni nimi wymieni¢ [Shapley, Scarf, 1974]. Wezmy dla
przyktadu domy i ich wiascicieli. Oznaczmy dwa réwnoliczne zbiory D =
={dy,d,,...,dy} oraz W = {w;, w,, ..., w,, } jako zbiér domow i ich wlascicieli.
Kazdy dom jest przyporzadkowany swojemu wiascicielowi, a zatem tworza oni
system par {(dy, wy), ..., (dn, wy)}. Kazdy wlasciciel w; ma swoje preferencje P;
w zbiorze wszystkich domow — wlacznie z jego wlasnym. Algorytm TTC polega
na tym, ze tworzymy graf sktadajacy si¢ z wlascicieli i domow w taki sposob, ze
kazdy wlasciciel wskazuje najbardziej preferowany (sposrod wszystkich, wiacz-
nie z jego wlasnym) dom, a kazdy dom wskazuje swojego wtasciciela. W po-
wstaltym w ten sposob skierowanym grafie szukamy (zamknigtych) cykli. Takie
cykle zawsze istniejg [Shapley, Scarf, 1974]. Nastepnie kazdy wlasciciel nalezg-
cy do cyklu dostaje dom, ktory wskazat i jest usuwany (wraz z tym domem)
z listy. Jesli na liscie wcigz sg jacy$s wiasciciele, to procedure tworzenia grafu
1 przydzialu doméw powtarza sig¢, az wszyscy wlasciciele znajda swoje domy.
Algorytm TTC ma duzg zalete, bowiem dla $cistych preferencji wtascicieli daje
im jednoznaczne przyporzadkowanie domow, ktore jest dla kazdego podzbioru
wlascicieli optymalne [Roth, Postlewaite, 1977]. Ponadto system TTC jest od-
porny na manipulacje — podanie swoich prawdziwych preferencji jest dla kazde-
go wlasciciela strategia dominujaca [Roth, 1982b].

Procedura TTC nie jest jednak w przypadku kojarzenia nerek wystarczaja-
ca, gdyz, z natury problemu, pacjenci moga mie¢ preferencje tylko w pewnym
podzbiorze zbioru wszystkich nerek — tych, ktére ze wzgledow medycznych sa
dla nich odpowiednie. Jesli wilascicieli doméw w; zastapimy pacjentami p;,
a domy d; nerkami n;, to kazdy pacjent ma swoj zbidér kompatybilnych nerek,
ktory oznaczymy N; € N = {nq,n,, ...,n,}, oraz zbiodr Scistych preferencji P;,
ktory okre§limy na zbiorze N; U {n;, k}. W wyniku zastosowanie systemu wy-
miany nerek nastapi skojarzenie kazdego pacjenta p; z nerka N; U {n;} (opcja n;
oznacza, ze pacjent nie korzysta z wymiany) lub lista kolejkowa k. Opcja listy
kolejkowej oznacza, ze pacjent, nie znajdujac odpowiedniej nerki w systemie
wymiany, wpisuje si¢ do kolejki oczekujagcych poza tym systemem na nerki
pochodzace np. od zmartych dawcow, uzyskujac na tej liScie pierwszenstwo za
to, ze jego sparowana nerka pozostaje w systemie wymiany. Kazda nerka zosta-
nie przyporzadkowana co najwyzej jednemu pacjentowi. Taka procedura zostata
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opracowana i nazwana TTCC (Top Trading Cycles and Chains) [Roth, Somnez,

Unver, 2004].

Algorytm TTCC (podobnie jak w TTC) sklada si¢ ze skonczonej liczby
rund, w kazdej z nich powstaje graf, w ktorym pacjent p; wskazuje najwyze;j
preferowang w danej rundzie opcje ze zbioru N; U {n;, k}, a kazda nerka n;
wskazuje sparowanego ze swoim dawca pacjenta p;. Przez cykl bedziemy rozu-
mieli uporzadkowang list¢ nerek i pacjentow {n;,p;,, Ny, Diys )My Piyy )
w ktorej kazda nerka wskazuje sparowanego pacjenta z kazdym pacjentem, p;,
wskazuje nerkg n;, . , przy czym ostatni pacjent p; wskazuje pierwsza nerke
n;,. Kazdy cykl, skfadajacy si¢ wigcej niz z jednej pary, daje mozliwo$¢ wymia-
ny nerek w obregbie pacjentdow i sparowanych z nimi dawcow cyklu. W przypad-
ku dwu par bedzie to wymiana krzyzowa. Preferencje pacjentéw sg Sciste, wigc
kazda nerka i kazdy pacjent moga by¢ tylko w jednym cyklu i cykle si¢ nie prze-
cinaja. Przez k-fancuch bedziemy rozumieli uporzadkowang liste nerek i pacjen-
tow {n; ,pi,, N, Diys - Ni» iy ), W ktorej kazda nerka wskazuje sparowanego
pacjenta, a kazdy pacjent p;, wskazuje nerkg n;, ., przy czym ostatni pacjent
pi,, Wskazuje opcje listy kolejkowej k — oznacza to, ze czeka on na nerkg od
zmartego lub altruistycznego dawcy. Zauwazmy, ze w tradycyjnym systemie
przeszczepoéw od zmartych dawcow biorca pobiera nerke z puli nerek pochodza-
cych od zmartych dawcow, nie dajac nic w zamian; w systemie k-tancuchow na
koncu jest zawsze nerka, ktora pozostaje w tej puli. Im dtuzsze k-tancuchy, tym
wigksza szansa na optymalne wykorzystanie nerek. W przeciwienstwie do cykli
fancuchy mogg si¢ przecinaé. Dla algorytmu TTCC istotny jest nastgpujacy lemat.

Lemat [Roth, Sémnez, Unver, 2004, s. 467]: ,,Rozwazmy graf, na ktorym
pacjenci i nerki kazdej pary sa ré6znymi wezlami, osobnym wezlem jest opcja
listy oczekujacych k. Zatozmy, ze kazdy pacjent wskazuje albo pozadang przez
siebie nerke, albo liste k, kazda nerka wskazuje swojego sparowanego pacjenta.
Woweczas na mocy lematu istnieje cykl lub kazda para znajduje si¢ na koncu
jakiegos$ k-tancucha”.

Algorytm TTCC sklada si¢ z nastgpujacych krokow:

1. Poczatkowo wszystkie nerki sg dostepne i wszyscy pacjenci sa aktywni. Na
kazdym etapie procedury kazdy pozostaty aktywny pacjent p; wskazuje naj-
bardziej pozadana nerke innej pary lub opcje listy kolejkowej k, kazdy pozo-
staty pasywny pacjent wskazuje nerke swojej pary. Kazda nerka n; wskazuje
SW0jego sparowanego pacjenta p;.

2. Na mocy lematu w powstatym grafie istniejg cykle i/lub k-tancuchy:

a) jesli brak cykli, przechodzimy do punktu 3;
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b) jesli sa cykle, to realizujmy wymiane zdefiniowana przez cykle i usuwa-
my tych pacjentow oraz wykorzystane nerki z systemu;

c) pozostali po zrealizowaniu punktu 2b) pacjenci wskazuja najbardziej po-
zadane nerki, a one sparowanych pacjentow, szukamy nowo powstatych
cykli, przeprowadzamy mozliwe wymiany i usuwamy. Powtarzamy do
wyczerpania wszystkich cykli.

3. Jesli nie ma par, to konczy si¢ procedura. Jesli sg, to na mocy lematu kazda
para jest na koncu jakiego$ k-tancucha. Korzystajac z regut wyboru tancu-
chow, wybieramy jeden z nich (to przyporzadkowanie jest dla pacjentow tego
tancucha ostateczne). Reguta wyboru tancuchéw mowi réwniez, czy:

a) k-tancuch jest usuwany po zrealizowaniu wszystkich wymian (w szczegol-
nosci jedna nerka z konca tancucha jest oddawana do puli wolnych nerek);

b) k-tancuch pozostaje nieaktywny tacznie z tworzacymi go pacjentami.

4. Po wyborze k-tancucha mogg powsta¢ nowe cykle. Powtarzamy punkty 2 i 3
z pozostatymi aktywnymi pacjentami i nieprzypisanymi nerkami do wyczer-
pania wszystkich pacjentow.

Przedstawiony algorytm zalezy od reguly wyboru tancuchéw. Regutly te
moga by¢ rozne, kazda ma swoje specyficzne cechy, a wybor konkretnej reguty
zalezy od priorytetdéw systemu. Dla przykladu podajmy regule zastosowang
w pracy [Roth Sémnez, Unver, 2004].

Regula wyboru dla TTCC. Wybierz najdtuzszy k-tancuch, w przypadku,
gdy istnieje kilka najdtuzszych k-tancuchow, wybierz k-tancuch zawierajacy
pacjenta o najwyzszym priorytecie; jesli pacjent o najwyzszym priorytecie jest
czescig kilku tancuchow, wybierz k-tancuch zawierajacy pacjenta o drugim naj-
wyzszym priorytecie itd. Zachowaj wybrane k-tancuchy do chwili zakonczenia
procedury.

Ostatnie zdanie, mowigce o zachowaniu lancuchdéw, jest bardzo istotne.
Okazuje si¢, ze k-tancuchy niezrealizowane do zakonczenia procedury moga
rosna¢, zanim zostang usuni¢te, zwickszajagc tym samym efektywnos¢ procedury.
Dla danego problemu wymiany nerek kojarzenie jest Pareto efektywne, jezeli
nie ma innego kojarzenia, ktore jest silnie preferowane przez co najmniej jednego
pacjenta, a stabo preferowane przez wszystkich pozostatych pacjentow. Efektyw-
nos¢ TTCC z przedstawiong regutg wyboru gwarantuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie [Roth Sémnez, Unver, 2004, s. 472]: , Algorytm TTCC jest
Pareto efektywny, jesli reguta wyboru k-tancuchow, ktore zostaly wybrane
przed ostatnig rundg algorytmu, zachowuje je (nie realizujac wymiany) do na-
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stepnej rundy. W przeciwnym przypadku algorytm moze nie by¢ Pareto efek-
tywny”.

Program wymiany nerek odnidst ogromny sukces w Stanach Zjednoczo-
nych, a liczba przeszczepionych tg droga nerek wzrosta od 2 w 2000 r., kiedy go
zapoczatkowano, do 590 w 2013 r. Wigkszos¢ przeszczepoéw dla pacjentow
o wysokim PRA > 80% odbytla si¢ za pomocg tej metody. Za przeszczepami od
zyjacych dawcow $wiadcza rowniez statystyki medyczne przezywalnosci. Sred-
ni czas zycia pacjentow z nerka od zmartego dawcy wynosi 5-15 lat, podczas
gdy w przypadku zywych dawcow wynosi on 10-30 lat [American Society of
Transplantation, 2012]. Gléwny patron i twoérca programu Alvin Roth zostat
uhonorowany w 2012 r., wraz z Lloydem Shapleyem za ,teori¢ stabilnych alo-
kacji i praktyke projektowania rynkow”, nagrodg im. A. Nobla w dziedzinie
nauk ekonomicznych.

Podsumowanie

W pracy przedstawiono przyktady rynkow kojarzen, ktore r6znig si¢ od tra-
dycyjnych rynkow towaréw tym, ze nie wystarczy ,,wybrac¢”, ale trzeba réwniez
,»zosta¢ wybranym”. Jako modelowy zdefiniowano rynek skojarzen matrymo-
nialnych, dla ktorego wprowadzono pojecie skojarzenia stabilnego oraz skoja-
rzen K- 1 M-optymalnych. Zdefiniowano algorytm odroczonej akceptacji, ktory,
w zaleznosci od strony, ktora jako pierwsza si¢ o$wiadcza, generuje dla niej
optymalne skojarzenia stabilne. Wszystkie skojarzenia stabilne rynku o $cistych
preferencjach maja, wzgledem relacji stabego porzadku, strukture kraty z ele-
mentami ekstremalnymi danymi przez skojarzenia K- i M-optymalne. Rynek
skojarzen matrymonialnych okazuje si¢ nieodporny na manipulacje. Moze si¢
optaca¢ tworzenie koalicji graczy, ktorzy podajac nieprawdziwe preferencje,
moga uzyska¢ niestabilne (wzgledem prawdziwych preferencji) skojarzenia dla
nich korzystniejsze. Jednak nie dla wszystkich. Optymalne skojarzenia stabilne
sg, dla danej strony, przynajmniej stabo Pareto optymalne w zbiorze wszystkich
skojarzen. W przypadku istnienia kilku stabilnych skojarzen istnieje réwniez
indywidualny mechanizm osiggania bardziej korzystnych skojarzen, dzigki po-
daniu nieprawdziwej — ograniczonej listy preferenciji.

Algorytmy dopasowania studentow i uczelni, uczniéw i szkét mozna w pro-
sty sposob uzyska¢ z algorytmoéw skojarzen matrymonialnych przy jednym
wszakze zalozeniu, ze preferencje zespolowe sa w przypadku tych instytucji
responsywne, tzn. ze preferencje odnosnie do danego studenta nie zaleza od
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sktadu juz posiadanych studentoéw. W tym przypadku, dla $cistych preferencji
uczelni 1 studentow, optymalne dla studentow stabilne dopasowanie jest stabo
Pareto optymalne, lecz optymalne dla uczelni stabilne dopasowanie nie musi by¢
dla nich stabo Pareto optymalne. Ten brak odpornosci na manipulacje jest jed-
nak skompensowany tym, ze na tym rynku zazwyczaj nie ma petnej informacji
o preferencjach obu stron.

Petng odpornoscig na manipulacje majg skojarzenia uzyskane dzieki algo-
rytmowi TTC, ktory jest jednym ze sktadowych algorytmu TTCC wykorzysty-
wanego w programach wymiany nerek. W pracy zdefiniowano ten algorytm
wraz z nieodzowna regula wyboru, ktora okresla zasady postgpowania z tzw.
k-tancuchami. Lancuchy te okreslaja sposoby postepowania w przypadkach, kiedy
znalezienie nerki do przeszczepu jest najtrudniejsze. Dla wprowadzonej reguty
wyboru algorytm TTCC jest Pareto efektywny, a zatem odporny na manipulacje.

We wspotczesnym §wiecie rynki kojarzen beda nabieraly na znaczeniu. Jest
coraz wigcej transakcji, dla ktérych istotnym zagadnieniem jest optymalizacja
wykorzystania posiadanych zasobdw. Istotng cechg tych rynkow jest ich glgbo-
kos¢, czyli liczba dobr (nerek, szkot, domow), ktore podlegaja kojarzeniu. Im
glebszy rynek, tym wigksza szansa optymalnego wykorzystania istniejacych
zasobow. Na wielu rynkach jest teoretycznie mozliwe zastosowanie do kojarze-
nia mechanizméw finansowych, podobnych do tych stosowanych na rynkach
towarowych. Jednak nie chcemy przeciez dopusci¢ do sytuacji, zeby mozna byto
sobie kupi¢ zong/meza, nerke do transplantacji czy miejsce w prestizowej szkole
publicznej. Takie transakcje sa w naszej kulturze niedozwolone.

Rynki, aby sprawnie dziataly, musza by¢ dobrze zaprojektowane, zapew-
niajace, gdzie to mozliwe, Pareto optymalno$¢ skojarzen. Rynki towarowe
ksztaltowaly si¢ przez setki lat. Rynki kojarzen wymagaja dobrych algorytmow
i w tej dziedzinie jest jeszcze wiele do zrobienia. Teoria gier coraz czgsciej po-
maga ludziom rozwiazywaé problemy, o ktérych jej tworcy, w potowie XX w.,
nawet nie mysleli.
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MARKET DESIGN BY MATCHING ALGORITHMS

Summary: The paper presents the theory of stable allocations of deferred acceptance
algorithms (DAA), as well as TTC and TTCC algorithms together with their applications
to matching, e.g. universities and students, homes and owners or donors and transplant
patients. These algorithms design so-called matching markets, for which optimal alloca-
tion of goods is possible without the use of financial mechanisms specific to commodity
markets. Discussed are properties of matching algorithms: their stability, Pareto’s opti-
mality and resistance to manipulation. The TTCC algorithm allows to replace the pair-
wise exchange by the chain exchange transplantations, which due to the thickness of
market improve match quality of transplanted kidneys.

Keywords: matching markets, stable matching, Pareto optimal, kidney exchange.
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