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Wstep

Rozdzielnos¢ dzialan jest wlasnoscia pierscienia okreslajaca powiazanie dwoch operatorow:
addytywnego (nazywanego zwykle dodawaniem) oraz multyplikatywnego (nazywanego zwykle
mnozeniem). Niech F' oraz G beda pewnymi dzialaniami dwuargumentowymi w niepustym zbio-
rze X. Powiemy, ze dzialanie F' jest rozdzielne wzgledem dziatania G, jezeli dla wszystkich

x,y,z € X zachodza réwnosci:
F(wﬂG(% Z)) - G(F(xay)vF(x7z))a (DL)
F(G(z,y),2) = G(F(z,2), F(y, 2)). (DR)

Mozna méwié¢ o rozdzielnosci lewostronnej F' wzgledem G, gdy spelniony jest jedynie pierwszy
z powyzszych warunkow (DL), lub o rozdzielnosci prawostronnej, gdy spelniony jest wylacz-
nie drugi z warunkéw (DR). Dzialanie przemienne oraz jednostronnie rozdzielne jest oczywiscie
rozdzielne obustronnie.

Znany ze szkoly podstawowej jest przyktad rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania

w arytmetyce liczb rzeczywistych:
a-(b+c)=(a-b)+ (a-c).

W powyzszym rownaniu funkcje F, G przyjety postaé F(a,b) = a - b oraz G(a,b) = a + b dla
a,b € R. Jednoczesnie dodawanie liczb nie jest rozdzielne wzgledem mnozenia — w ogdlnosci
a+ (b-c)# (a+b)- (a+ c). Kolejne przyktady poznalismy w szkole sredniej. W teorii mnogosci
operacja przeciecia zbioréow jest rozdzielna wzgledem ich sumy, a operacja sumy zbioréw jest

rozdzielna wzgledem ich przeciecia:
AN(BUC)=(ANnB)U(ANCO), AU(BNC)=(AuB)N(AuUQ).
W rachunku zdan koniunkcja jest rozdzielna wzgledem alternatywy, a alternatywa wzgledem
koniunkcji:
pA(gVr)=(@AgV(pAT),  pV(gAT)=(EVOA(PVT).

Ponadto implikacja jest rozdzielna lewostronnie wzgledem koniunkcji oraz alternatywy:
p—@Ar)=@—aAp—r),
p—=@Vvr)=(p—qVp—r),

podczas gdy nie jest ona rozdzielna prawostronnie wzgledem zadnego z tych operatoréw logicz-

nych. Prawdziwe natomiast sa nastepujace dwie rownowaznosci, bedace pewng wersja prawo-

stronnej rozdzielnosci implikacji:



Ostatnio wymienione cztery klasyczne tautologie mozemy przepisaé¢ w logice wielowartoscio-

wej w postaci nastepujacych réwnan rozdzielnosci:

I(z, Ci(y, 2)) = Col (2, y), I(x, 2)), (D1)
I(z, D1(y, 2)) = Da(I(,y), I(z, 2)), (D2)
1(C(z,y),2) = D((z,2),1(y, 2)), (D3)
I(D(x,y),2) = C((z,2),1(y, 2)), (D4)

spelione dla wszystkich z,y, z € [0, 1], gdzie I jest pewnym uogoélnieniem klasycznej implikacji,
C, C1, (5 s3 pewnym uog6lnieniem klasycznej koniunkcji, a D, Dy, Do s pewnym uogdlnieniem
klasycznej alternatywy. Réwnania te mozna definiowac i badaé jeszcze ogolniej na dowolnej kracie
L = (L,<z) w miejsce odcinka jednostkowego [0, 1] ze zwyktym porzadkiem ,, <" w zbiorze liczb
rzeczywistych.

7 punktu widzenia réwnan funkcyjnych prawostronng rozdzielnosé jako pierwszy badat praw-
dopodobnie J. Aczél (poréwnaj |1, Rozdziat 7.1.3, Th. 6]). Scharakteryzowal on rozwiazania row-
nania funkcyjnego (DR) wsrod ograniczonych z dotu funkeji F' oraz ciaglych, rosnacych, tacznych
oraz posiadajacych element neutralny funkcji G.

Wiele wynikéw omawianych w niniejszej pracy moze byé widziana jako generalizacja rezul-
tatu Aczéla przy stabszych zatozeniach na funkcje F' i G. Jako uogdlnienie klasycznej implikacji
przyjmujemy tutaj implikacje rozmyta, a jako uogdlnienia klasycznych koniunkcji i alternatywy
— odpowiednio norme oraz konorme trojkatna. Badamy réwnania rozdzielnosci (D1) - (D4) dla
tych operatoréw okreslonych na réznych kratach zupetlnych £, koncentrujac sie na rozmaitych
rownaniach funkcyjnych, ktore pojawiaja si¢ przy okazji owych badan.

W rozdziale 1 wprowadzamy definicje z zakresu krat oraz teorii zbioréw rozmytych, w tym
w szczegblnosci logiki rozmytej. Prezentujemy podstawowe wlasnosci operatoréw rozmytych oraz
najwazniejsze ich rodziny, ktore beda wykorzystywane w dalszej czesci pracy. Nastepnie przedsta-
wiamy zarys tla badan nad rozdzielnoscig implikacji rozmytych, wskazujac przyktad ich zastoso-
wania w logice rozmytej w celu zmniejszenia ztozonosci obliczeniowej dzialania regut rozmytych
we wnioskowaniu przyblizonym opartym na metodzie CRI.

Odkad zauwazono kluczowsg role rozdzielnosci implikacji rozmytych dla powyzszego zastoso-
wania, szeroka grupa badaczy rozpoczeta badania nad ta wlasnoscig implikacji. W rozdziale 2
prezentujemy przeglad najwazniejszych wynikow uzyskanych od roku 1998, dzielac je na dwie
gltowne grupy ze wzgledu na to, czy zakladano, ze implikacja jest znana, a postaé¢ t-norm lub
t-konorm (lub jeszcze innych operacji) jest szukana, czy tez odwrotnie - ze to wlasnie postaé
implikacji jest szukana, podczas gdy t-normy i t-konormy (lub jeszcze inne operacje) sa znane.
Szczegblnie dokltadnie prezentujemy te rezultaty, ktore w dalszych rozdziatach sa uzupelniane
lub uogélniane. Wyniki w rozdziale 2 prezentowane sa przewaznie bez dowodow.

W rozdziatach 3, 4 i 5 przedstawione sa nowe rezultaty uzyskane przez Autorke we wspot-
pracy z M. Baczynskim, R. Gerem, M. E. Kuczmg oraz T. Szostokiem. Cze$¢ z nich zostata juz
opublikowana w pracach [23, 24, 20, 21, 22|, cze$¢ czeka jeszcze na publikacje.

W rozdziale 3 zaprezentowane sg rozwiazania rownania funkcyjnego
fmi(z +y)) = ma(f(z) + f(y),
gdzie f: [0,71] — [0,72] dla pewnych stalych 71, rs, ktore moga by¢ skoriczone lub nieskonczone.
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Roéwnanie to uogoélnia inne rownanie funkcyjne:

f(min(z +y,71)) = min(f(z) + f(y), r2),

ktore odgrywa istotna role dla rozdzielnosci implikacji rozmytych wzgledem ciggtych i archimede-
sowych t-norm oraz t-konorm i jest wyprowadzone w rozdziale 2 w sekcji 2.2.1. Nasze rozwazania
w rozdziale 3 podzielone sa na dwie gtéwne czesci ze wzgledu na to, czy funkcja mo jest rézno-
wartosciowych, czy tez nie. W przypadku mo nier6znowartosciowej rozwigzujemy m.in. klasyczne
rownanie Jensena rozszerzone do nieskonczono$ci.

Rozdzial 4 poswiecony jest réwnaniom rozdzielnosci implikacji rozmytych wzgledem uninorm
rozkladalnych na kracie £!. Jest to swego rodzaju kontynuacja wezesniejszych badan dotycza-
cych rozdzielnosci implikacji wzgledem klasycznych uninorm na ([0, 1], <) oraz wzgledem t-norm
i t-konorm rozktadalnych na £, prezentowanych odpowiednio w podrozdziatach 2.2.3 oraz 2.2.4.
Centralne miejsce w tym rozdziale zajmuja twierdzenia 4.3 - 4.7, w ktérych rozwiazujemy dwu-

wymiarowe réwnanie Cauchy’ego:

flur +vi,u2 +v2) = fur, u2) + f(vi,v2),

rOwniez rozszerzone do nieskoriczonosci.

W rozdziale 5 badamy réwnanie rozdzielnosci (D2) dla funkeji I bedacej R-implikacja otrzy-
mang z t-normy $cistej. Inaczej niz w rozdziatach 3 i 4, tym razem zaktadamy, ze implikacja jest
znana, a szukamy postaci t-konorm. Wyniki zawarte w tym rozdziale sa uzupelnieniem dla re-
zultatow B. Jayarama, C. J. M. Rao oraz M. Baczynskiego, ktorzy w pelnej ogolnosci rozwiazali
rownanie (D2) dla funkcji I bedacej S-implikacja oraz R-implikacja otrzymana z t-normy nilpo-
tentnej, natomiast dla I bedacej R-implikacjg otrzymana z t-normy Scistej udato im sie uzyskaé
rozwigzania jedynie wewnatrz rodziny t-konorm ciagtych i archimedesowych. Szczegodlnie ciekawa

jest dyskusja nad przedstawionymi w rozdziale 5 dwoma réwnaniami funkcyjnymi:

h(min(zg(y), 1)) = min(h(z) + h(zy), 1),
h(zg(y)) = h(z) + h(zy).

Rozwigzanie ich przy pewnych szczegélnych zatozeniach na funkcje g i A byto konieczne dla udo-
wodnienia zgodnosci nowych wynikéw z dotychczasowymi, prezentowanymi odpowiednio w twier-
dzeniach 5.8 oraz 5.3. W uzyskaniu koricowych wynikéw kluczows role odegrali m.in. R. Ger oraz
M. E. Kuczma.

Aby prezentacja nowych wynikéw byta mozliwie klarowna dla czytelnika, w niniejszej pracy
przyjeto konwencje, w ktorej przy wszystkich rezultatach uzyskanych bez udzialu Autorki po-
dane sa odnosniki do zrédtowych prac. Natomiast wyniki, w ktorych swoj wkiad ma Autorka,

pozostawione sa bez odnosnikéw, jakkolwiek przewaznie przedstawione sg one wraz z dowodami.






Rozdziat 1
Wprowadzenie

W pracy wykorzystujemy operacje sprzezenia, ktora pozwala nam na okredlenie pewnych klas

dziatan algebraicznych w [0, 1]. Opierajac sie na rozdziale 8 w [54], definiujemy:

Definicja 1.1. Niech n € N. Funkcje F, G: [0,1]" — [0, 1] sa sprzezone, gdy istnieje takie ¢ € @,
ze G = F,, gdzie

Fo(z1,...,xn) = ¢~ (F(p(21), .-, p(2n))), zi € [0,1].
Przez @ oznaczamy zbiér rosnacych bijekeji z odcinka jednostkowego [0, 1] w siebie.

Istotny zwiazek pomiedzy ciagtoscia a monotonicznoscia (ograniczonych) funkeji dwoch zmien-

nych, ktéory wykorzystamy w niniejszej pracy, podaje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.2 (zob. [68, Theorem 3.1.3| oraz [52, Proposition 1.19]). Niech a,b € R, a < b.
Dalej niech funkcja F': [a,b)? — [a, b] bedzie rosngca wzgledem obu zmiennych z osobna. Wowczas
F jest ciggta (ze wzgledu na zespot zmiennych) wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagta ze wzgledu na

kazdg ze zmiennych z osobna.

W pracy bedziemy réwniez korzystali kilkukrotnie z notacji potegowej m[I?], ktora dla dwu-

argumentowej operacji tacznej F' na [a,b], a < b, z elementem neutralnym e, oraz dla n € N,

x € |a, b] jest zdefiniowana przez

e, n =20,
z, n =1,
[n—1]
F(z,zp ), n>1
Za pomoca symboli LHS(x) oraz RHS(x) bedziemy oznaczali odpowiednio lewa i prawa

strone pewnego rownania ().

1.1 Kraty

Nasze rozwazania rozpoczniemy od przypomnienia najwazniejszych definicji i faktéw doty-
czacych krat. Zdefiniujemy tutaj rowniez pewne specjalne kraty, ktore wykorzystamy w dalszej

czesci pracy.



Definicja 1.3 ([30], [41]). Zbior czesciowo uporzadkowany (L, <) jest kratq, gdy wszystkie jego

podzbiory dwuelementowe maja kresy. Iloczyn i sume postaci
x Ay = inf{z,y}, x Vy =sup{z,y}, z,y € L,
nazywamy wowczas dziataniami kratowymi oraz uzywamy zapisu (L, A, V).
Przyktad 1.4. Zbior funkcji rzeczywistych o wspolnej dziedzinie D, uporzadkowany przez relacje
f<g < f(zx) <g(x) dlawszystkich x € D,
jest krata, w ktorej

(f Ag)(@) = min(f(z),9(x)),  (fVg)(x) =max(f(z),g(x)), zeD.

Ponizsze twierdzenie pozwala rozpatrywaé krate zaréwno jako strukture porzadkowa, jak

i strukture algebraiczng.

Twierdzenie 1.5 ([30], [41, twierdzenie 1.1.3]). Dziatania w strukturze algebraicznej (L, A, V)
spetniajq

TANYy=yANz, rVy=yVuz,
(xAyY)ANz=x2A(YyA=z), (xVy)Vz=zV(yVz),
zA(zVy) =z, xV(rAy) ==z,

dla dowolnych x,y,z € L, wtedy i tylko wtedy, gdy zbior L z relacjg
(x<y) <= (xAy=u1), x,y €L,
tworzy krate.
Definicja 1.6 (zob. [30], [41]). (i) Krate (L, A, V) nazywamy rozdzielng, gdy
(xAy)Vz=(xVz)A(yV=2), (xVy)Az=(xANz)V(yAz),
dla dowolnych z,y,z € L.

(ii) Mowimy, ze krata (L, <) jest ograniczona, gdy istnieja kresy inf L oraz sup L, czyli istnieja
takie elementy 0,1 € L, ze

aANl=a, aVi0=a, a € L.

(iii) Krate (L,<r) nazywamy zupetng, gdy dla dowolnego zbioru A C L istnieja kresy inf A,
sup A € L.

Przyktad 1.7. Poniewaz zbior L = [0, 1] jest liniowo uporzadkowany, wiec jest on krata roz-
dzielna (por. [41, przyktad 1.2.2, str. 27]). Dodatkowo jest to krata zupeina, gdyz zbior [0, 1] jest

ograniczony oraz domkniety.
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Przyktad 1.8. Zdefiniujmy zbiér L* oraz czesciowy porzadek <p« na tym zbiorze w nastepujacy

Sposob:
L* = {(x1,22) € [0, 1]2 | z1 + zo < 1},
(x1,22) <p* (Y1,42) <= x1 <y1 AT2 > Y.

Latwo mozna zaobserwowaé, ze L* = (L*, <p~) jest krata zupelna z elementem najmniejszym

0z« = (0, 1) oraz elementem najwiekszym 17+ = (1,0).

Przyktad 1.9. Zdefiniujmy zbior L! oraz czesciowy porzadek <;: na tym zbiorze w nastepujacy

Sposob:
L' = {(x1,22) € [0,1]* | 21 < w2},
(x1,22) <pr (Y1,y2) <= o1 <y1 Az < 2.

W dalszej czedci pracy dla x € L! bedziemy uzywali oznaczenia x = [z1,3]. Ponownie, tatwo
mozna zauwazyé, ze L = (L1, <, 1) jest takze krata zupelna - tym razem elementem najmniej-

szym jest 071 = [0, 0], a elementem najwiekszym 1;r = [1, 1].

1.2 Wybrane pojecia logiki rozmytej

1.2.1 Zbiory rozmyte

Aby moc opisaé i zrozumieé znaczenie réwnan rozdzielnosci implikacji wielowarto$ciowych
(a wlasciwie rozwiazan tych rownan) w sterowaniu opartym na logice rozmytej, potrzebne jest
wprowadzenie pewnych podstawowych definicji i faktow z teorii zbioréw rozmytych. Pojecie zbio-
ru rozmytego zostalo po raz pierwszy wprowadzone przez L.A. Zadeha w 1965 r. jako uogolnienie

pojecia funkcji charakterystycznej zbioru A C X:

1, z€A,

xa(z) =
0, ze€X\A

Owe uogolnienie polega na zastapieniu dwuelementowego zbioru wartosci {0, 1} przez przedzial
[0,1] (zob. L.A. Zadeh [80]) lub, w ogolnosci, przez dowolna krate (zob. J. Goguen [47]).

Definicja 1.10 (por. Drewniak [41]). Niech X # ) oraz niech £ = (L, <) bedzie krata. Zbiorem
L-rozmytym w przestrzeni X nazywamy dowolne odwzorowanie A: X — L. Rodzine zbioréow L-
rozmytych w X oznaczamy symbolem L(X).

Gdy L = [0, 1] z klasycznym porzadkiem, wowczas méwimy po prostu o zbiorach rozmytych,

a ich rodzing oznaczamy symbolem F'(X).

Samo pojecie zbioru rozmytego stuzy do formalnego, matematycznego okreslenia pojeé niepre-
cyzyjnych, wieloznacznych, np. ,duza liczba” czy ,wysoka temperatura”, za$ celem wprowadzenia
zbioréw rozmytych byto otrzymanie narzedzi pomocnych przy modelowaniu zjawisk ztozonych
pojawiajacych sie w inzynierii, medycynie, ekonomii i innych naukach. Nas w szczeg6lnosci bedzie
interesowaé przypadek, gdy L = [0,1] oraz gdy L = L'.

Jednym z uogdélnien klasycznej teorii zbioréw rozmytych jest zaproponowana przez K. Atanas-
sova w 1983 roku intuicjonistyczna teoria zbioréw rozmytych [3| (por. [4]). Kazdemu elementowi
przestrzeni przyporzadkowuje ona nie tylko stopien przynaleznosci do zbioru, lecz rowniez stopien

,hie-przynaleznosci” (zob. dyskusje na temat terminologii zbioréw intuicjonistycznych w [44]).
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Definicja 1.11. Intuicjonistycznym (w sensie Atanassova) zbiorem rozmytym w przestrzeni X

nazywamy dowolne odwzorowanie A: X — L*.

Innym rozszerzeniem klasycznej teorii zbioréw rozmytych jest przedzialowa teoria zbioréw
rozmytych, ktora zaproponowali niezaleznie od siebie R. Sambuc [67] oraz M. Gorzalczany [48].
W teorii tej kazdemu elementowi przestrzeni w miejsce stopnia przynaleznosci do zbioru przypisy-
wany jest domkniety przedzial, ktéry mozna interpretowaé jako przyblizenie nieznanego stopnia

przynalezno$ci.

Definicja 1.12. Przedziatowym zbiorem rozmytym w przestrzeni X nazywamy dowolne odwzo-

rowanie A: X — L1,

W pracy [38] pokazano, zZe intuicjonistyczna teoria zbiorow rozmytych z matematycznego
punktu widzenia jest réwnowazna przedzialowej teorii zbioréw rozmytych. Rzeczywiscie, punkt
(x1,29) € L* mozemy interpretowaé jako przedzial [x1,1 — 2] € L (i odwrotnie). W niniejszej
pracy nasze wyniki przedstawiaé¢ bedziemy tylko w jezyku przedzialowych zbioréw rozmytych,
ale wazne jest, zeby pamietaé, ze tatwo moga by¢ one przeksztatcone do przypadku intuicjoni-
stycznych zbioréw rozmytych.

Problem, ktoéry jest szczegdlnie interesujacy z matematycznego punktu widzenia, to sposéb
okreslenia operacji na zbiorach rozmytych. W klasycznej teorii mnogosci dzialania na zbiorach
pozostaja w Scistym zwiazku z logika dwuwartosciowa. Jest oczywiste, ze problem zdefiniowania
dziatan na zbiorach rozmytych sprowadza sie do odpowiedniego rozszerzenia negacji, alterna-
tywy, koniunkcji oraz implikacji, gdy zbiorem dopuszczalnych wartosci jest przedziat [0, 1] (lub
w ogolnosci dowolna krata £). L.A. Zadeh w 1965 roku w pracy [80] zaproponowal ponizsze
definicje, gdy L = [0, 1].

Definicja 1.13. (i) Zbior rozmyty A jest pusty, gdy A(x) = 0 dla kazdego z € X.
(ii) Dwa zbiory rozmyte A i B sa réwne, gdy A(x) = B(z) dla kazdego x € X.
(iii) Zbiér rozmyty A zawiera sie w zbiorze rozmytym B, co oznaczamy przez A C B,
gdy A(z) < B(x) dla kazdego = € X.
(iv) Dopetnieniem zbioru rozmytego A nazywamy taki zbior rozmyty A’, ze
Al(z) =1- A(x), reX.
(v) Sumg dwoch zbioréw rozmytych A i B jest zbior rozmyty C zdefiniowany wzorem
C(z) = max(A(z), B(z)), r e X.
(vi) Przekrojem dwoch zbioréw rozmytych A i B jest zbior rozmyty C' zdefiniowany wzorem
C(z) = min(A(x), B(z)), z e X.

W ogolnosci jezeli (L,<pr) jest krata (zupelna), to rodzina zbioréw rozmytych (L(X), <)
takze tworzy krate (zupelna) (zob. [41], twierdzenia 2.9.1 oraz 2.9.3). Tym samym tak okreslo-
ne operacje maja typowe wlasnosci klasycznego rachunku zbioréow (zob. [41], twierdzenia 2.9.2
i2.9.4).

Okazuje sie jednak, ze nie sg to jedyne mozliwe rozszerzenia dopetnienia, sumy i iloczynu
na zbiory rozmyte. Ponizej omawiamy najczesciej stosowane uogoélnione operatory — bedziemy je

intensywnie wykorzystywaé¢ w dalszej czesci tej dysertacji.
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1.2.2 Rozmyte operatory logiczne

Definicja 1.14 (por. Fodor et al. [45]). (i) Niech £ = (L, <) bedzie krata zupetna. Funkcje
N: L — L nazywamy negacjqg rozmytq, gdy zachodzi N(0) = 1, N(1) = 0 oraz N jest

malejaca.
(ii) Negacje N nazywamy negacjq silng, gdy jest inwolucja, to znaczy
NN (z)) =z, z € L.
W przypadku klasycznym rozwaza sie jeszcze jedna podklase negacji.

Definicja 1.15 (zob. Fodor et al. [45]). Negacje N: [0,1] — [0, 1] nazywamy negacjq Scistq, gdy

jest ciagta oraz scisle malejaca.

Mozna tatwo wykazaé, ze na odcinku [0, 1] dowolna negacja silna jest $cista. Wynika to z faktu,

ze kazda inwolucja jest bijekcja.

Przyklad 1.16. Nastepujace funkcje, okreslone na odcinku [0, 1], spelniaja warunki defini-
cji 1.14:

Nl(l') =1- X,
NQ(x) =1- x27

1, =0,
N3(x) =

0, >0,

1, =<1,
N4(LL‘) =
0, =z=1.

Funkcja Nj jest negacja silng i nazywana jest negacja klasyczna. Negacja No jest Scista, ale nie
jest silna, natomiast odwzorowania N3 oraz N4 sa negacjami rozmytymi, ale nie sg $ciste (a tym
samym nie moga by¢ silne).

W tym miejscu warto wspomnie¢ dwa twierdzenia charakteryzujace negacje silne.

Twierdzenie 1.17 (zob. Trillas [73]). Funkcja N: [0,1] — [0, 1] jest negacjg silng wtedy i tylko
wtedy, gdy jest sprzezona z negacjq klasyczng N(x) = 1 — x, czyli istnieje takie ¢ € @, Ze

N(z) = ¢ (1 - (), z € [0,1]

Twierdzenie 1.18 (por. Bedregal [28, Theorem 5.3|). Funkcja N': L' — L' jest negacjq silng
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje taka negacja silna N okreslona na odcinku [0, 1], Ze

N([fL’l,.’EQ]) = [N(l‘g),N(.’L’l)], [Il,ﬂfg] S LI.

Ogolnie przyjetym uogodlnieniem koniunkcji (przekroju zbioréw rozmytych) sa normy trojkat-
ne, nazywane w skrocie t-normami. Ich definicja zostata wprowadzona w latach 50-tych w trak-
cie badan nad przestrzeniami metrycznymi w ujeciu statystycznym (zob. [68]). Pozniej okazato
sie, ze sa one dobrym modelem przekroju zbioréw rozmytych [29]. Podobnie ogélnie przyjetym
uogodlnieniem alternatywy (sumy zbioréw rozmytych) sa konormy trojkatne, w skrocie nazywane

t-konormami.
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Definicja 1.19. Niech £ = (L,<y) bedzie krata zupela. Operator 7: L? — L nazywamy
t-normg, jesli jest taczny, symetryczny, rosnacy ze wzgledu na obie zmienne oraz 1 jest jego

elementem neutralnym, tj. 7(1,z) =7 (z,1) =z, dla x € L.

Definicja 1.20. Niech £ = (L, <) bedzie krata zupelg. Operator S: L? — L nazywamy
t-konormg, jedli jest taczny, symetryczny, rosnacy ze wzgledu na obie zmienne oraz 0 jest jego

elementem neutralnym, tj. S(0,z) = S(z,0) =z, dla x € L.

Dla L = [0,1] rodziny obu tych funkeji zostaly bardzo dobrze zbadane w ostatnim czter-
dziestoleciu i m.in. opisane w dwoch monografiach [52| oraz [2|. Podane ponizej twierdzenie
przedstawia ogo6lne prawo De Morgana wiazgce klasyczne normy i konormy trojkatne — wynik

ten mozna w naturalny sposob uogélni¢ na kraty De Morgana (zob. |41, str. 35]).

Twierdzenie 1.21 (Klement et al. [52, Propostion 1.15]). Funkcja S: [0,1]*> — [0,1] jest t-
konormag wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka t-norma T, zZe

S(x,y) =1-T(1 —2,1—y), z,y € [0,1].

Wsrod wszystkich klasycznych (L = [0,1]) t-norm (t-konorm) szczegélnie wazna rodzine
stanowia t-normy (t-konormy) ciagle i archimedesowe. Zawdzieczaja to m.in. swojej eleganc-
kiej reprezentacji za pomoca funkcji jednej zmiennej (nazywanej generatorem), udowodnionej po
raz pierwszy przez matematyczke C.H. Ling w 1965 roku [56], a tu przedstawionej w twierdze-
niach 1.26 oraz 1.27.

Definicja 1.22 (Klement et al. [52]). Méwimy, ze t-norma T jest

(i) archimedesowa, gdy dla wszystkich x,y € (0,1) istnieje n € N, takie ze acgﬂ <y;

(i) Scista, gdy jest ciagta (por. twierdzenie 1.2) oraz $cisle monotoniczna, tj. T'(z,y) < T(x, z)

dla z > 0 oraz y < z;

(iii) nilpotentna, gdy jest ciagla (por. twierdzenie 1.2) oraz kazdy = € (0,1) jest elementem
nilpotentnym T, tj. istnieje n € N, takie ze xlﬁ] =

Podobnie definiujemy rodziny klasycznych t-konorm.
Definicja 1.23 (Klement et al. [52]). Mowimy, ze t-konorma S jest
(i) archimedesowa, gdy dla wszystkich x,y € (0,1) istnieje n € N, takie ze ac‘[g} > y;

(i) Scista, gdy jest ciagla oraz Scisle monotoniczna,

(iii) nilpotentna, gdy jest ciagta oraz kazdy = € (0,1) jest elementem nilpotentnym S, tj. istnie-
je n € N, takie ze x?] =0.

Uwaga 1.24. (i) (por. Gottwald [49, Proposition 5.1.2]) T-norma ciagta T jest archimedeso-
wa, gdy T'(z,x) < x, dla = € (0,1). Podobnie t-konorma ciagta S jest archimedesowa, gdy
S(z,z) >z, dlaz € (0,1).

(ii) (por. Klement et al. [52, Proposition 2.15]) Jesli t-norma/t-konorma jest scista lub nil-
potentna, to jest archimedesowa. W przeciwng strone, kazda t-norma/t-konorma ciagla

i archimedesowa jest Scista lub nilpotentna.
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Przyktad 1.25. Ponizej przedstawiamy najwazniejsze i najczesciej stosowane t-normy wraz z ich

wlasnosciami (por. [68] oraz [52]):

Tm(z,y) = M(x,y) = min(z,y), (t-norma kratowa)
Tik(z,y) = W(z,y) = max(z +y — 1,0), (t-norma Fukasiewicza, jest nilpotentna)
Tp(z,y) =U(x,y) = -y, (t-norma algebraiczna (in. produktowa),

jest §cista)

min(z,y), max(z,y) =1, (t-norma skrajna (drastyczna),
Tp(z,y) = Z(z,y) = {

0, max(z,y) <1 jest archimedesowa, ale nie jest ciagla)

7 twierdzenia 1.21 mozna latwo wyprowadzi¢ wzory na najwazniejsze i najczesciej stosowane

t-konormy:
Sm(z,y) = max(x,y), (t-konorma kratowa)
Sik(z,y) = min(z +y, 1), (t-konorma FLukasiewicza, jest nilpotentna)
Sp(z,y)=x+y—x-vy, (t-konorma algebraiczna, jest Scista)

max(z,y), min(z,y) =0, (t-konorma skrajna (drastyczna),
Sp(z,y) =

L, min(z,y) > 0 jest archimedesowa, ale nie jest ciagla)

Jak juz wspomnielismy wczesniej, dla t-norm (t-konorm) ciagtych i archimedesowych znana

jest ich reprezentacja za pomoca funkcji jednej zmiennej.

Twierdzenie 1.26 (zob. Klement et al. [52, Theorem 5.1|). T-norma T jest ciggta i archimede-
sowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka ciggla i Scisle malejgea funkcja t: [0,1] — [0, 00|, Ze
t(1) =0 oraz

T(x,y) =t (min(t(z) + t(y), t(0))), x,y € [0,1]. (1.1)

Ponadto, funkcja t w powyzszej reprezentacji jest okreslona jednoznacznie z doktadnosciq do

dodatniej multyplikatywnej statej © nazywamy jg ciggtym generatorem addytywnym t-normy T'.

Twierdzenie 1.27 (zob. Klement et al. [52, Corollary 5.5]). T-konorma S jest ciggta i archi-
medesowa wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka ciggta i $cisle rosngca funkcja s: [0,1] — [0, o0],

ze s(0) =0 oraz

S(x,y) = s_l(min(s(x) + s(y), s(1))), x,y € [0,1]. (1.2)

Ponadto, tak jok w twierdzeniu 1.26, funkcja s jest okreslona jednoznacznie z doktadnoscig do

dodatniej multyplikatywnej statej i nazywamy jo ciggtym generatorem addytywnym t-konormy S.

Nazwa ,generator addytywny”’ moze by¢ mylaca, gdyz sugeruje spelnianie addytywnego
rownania Cauchy’ego. Tym razem jednak owa ,addytywno$é¢” w nazwie nawiagzuje do postaci
t-normy (1.1), w ktorej wystepuje operacja dodawania. Istnieja tez inne reprezentacje t-norm,
np. te uwzgledniajace w swojej postaci mnozenie (i wowczas generatory nazywane sa multypli-
katywnymi, por. [52, Rozdzial 3.2]).

T-normy (t-konormy) ciagte i archimedesowe dzielg sie na $ciste i nilpotentne. Okazuje sie,

ze podzial ten jest zdeterminowany doktadnie przez graniczne wartosci generatora addytywnego.
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Uwaga 1.28 (zob. Klement et al. [52, Corollary 3.30]). (i) T jest t-norma Scisla wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy kazdy jej ciagly generator addytywny ¢ spetnia t(0) = oo, a S jest t-konorma
Scista wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy jej ciagly generator addytywny s spelnia s(1) = oc.

(ii) T jest t-norma nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jej ciagly generator addytywny ¢
spelnia £(0) < 0o, a S jest t-konorma nilpotentna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jej ciagly
generator addytywny s spetnia s(1) < oo.

Przytoczymy jeszcze jedno twierdzenie, ktore jest kroétkim wnioskiem z twierdzenia 1.27 oraz

uwagi 1.28, a bedziemy je wykorzystywaé w tej postaci w dalszej czesci niniejszej rozprawy.

Twierdzenie 1.29 (por. Klement et al. [52, Corolarry 5.7|). Funkcja S jest t-konormg nilpotent-
ng wtedy i tylko wtedy, gdy S jest ®-sprzezona do t-konormy Lukasiewicza, czyli istnieje takie

p € @, wyznaczone jednoznacznie, ze

S(z,y) = ¢~ (min(p(z) + ¢(y), 1)), z,y € [0,1]. (1.3)

Przedstawiamy w koricu bardzo wazny i ciekawy wynik — reprezentacje t-norm ciagglych.
Okazuje sie, ze kazda t-norma ciagta jest suma porzadkows t-norm ciagltych i archimedesowych.
Zatem badajac t-normy ciagle, wykorzystujemy wyniki uzyskane dla t-normy minimum oraz dla

t-norm ciaglych i archimedesowych.

Twierdzenie 1.30 (zob. [49], [52, Theorem 5.11]). Dla funkcji T: [0,1]*> — [0,1] nastepujgce

dwa zdania sq réwnowazne:
(i) T jest t-normg cigglq.

(i) T jest jednoznacznie reprezentowalna jako suma porzgdkowa (ang. ordinal sum) cigglych i
archimedesowych t-norm, czyli istniejq jednoznacznie wyznaczony przeliczalny (skoriczony
lub nieskoriczony) zbidr indeksow A, rodzina jednoznacznie wyznaczonych parami roztqcz-
nych podprzedziatow otwartych {(am,bm)}tmea odcinka [0,1] oraz rodzina jednoznacznie

wyznaczonych t-norm ciggtych i archimedesowych (Tyy)mea, takie ze

bm—am’ bm—am

am+(bm_am) 'Tm( —— M)a T,y € [am7bm]a
T(x,y) =1
min(x, y), wpp.
Wowcezas piszemy T = ({am, bm, Tin))meA-

W szczegdlnym przypadku, gdy A jest zbiorem pustym, otrzymujemy 7' = Tyg. Druga szcze-
gblna sytuacja, gdy A = {1} oraz [a1,b1] = [0, 1], pociaga, ze T jest t-norma ciagta i archimedeso-
wa. W pozostalych przypadkach méwimy, ze t-norma ciagta ma reprezentacje wtasciwa. Podobna
jak powyzej reprezentacje mozna podaé dla t-konorm ciaglych (zob. [52, Corollary 5.12|).

Uogo6lnieniem oméwionych wezesniej dwoch rodzin operatoréw, t-norm oraz t-konorm, sg
uninormy, wprowadzone do literatury w latach 90-tych ubiegtego wieku przez R. R. Yagera i A.

Rybalova.

Definicja 1.31 (por. Yager et al. [79]). Niech £ = (L,<r) bedzie krata zupelna. Operator
U: L? — L nazywamy uninormg, jesli jest laczny, symetryczny, rosnacy ze wzgledu na obie
zmienne oraz jesli istnieje e € L, nazywane elementem neutralnym U, takie ze U (e, x) = U(x,e) = x

dla x € L.
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Uwaga 1.32. (i) Dla uninormy & na dowolnej kracie £ element neutralny e jest wyznaczony

jednoznacznie. Jesli e = 0, to U jest t-konormg, a jesli e = 1, to U jest t-norma.

(ii) Dla uninormy U na dowolnej kracie £ zachodzi 4(0,0) = 0 oraz U(1,1) = 1. Ponadto, dla
uninormy U na ([0, 1], <) otrzymujemy U(0,1) € {0,1}. W ogélnosci, jesli 4(0,1) = 0, to
U nazywamy koniunkcyjng a jesli U(0,1) = 1, to U nazywamy alternatywng.

W literaturze mozna znalezé wiele réznych klas uninorm: tzw. klasy Uniin oraz Uniax, uni-
normy reprezentowalne, uninormy idempotentne, uninormy ciagte na otwartym odcinku jednost-
kowym itd. (zob. [46] oraz [58]). W tej pracy zaprezentujemy doktadniej tylko jedna z nich,
wzgledem ktorej rozdzielnosé implikacji bedziemy omawiaé szczegbétowo w podrozdziale 2.2.3
oraz w rozdziale 4. Uninormy na ([0, 1], <), ktére mozna przedstawi¢ tak jak w ponizszym twier-

dzeniu 1.33, nazywamy uninormami reprezentowalnymi (ang. representable uninorms).

Twierdzenie 1.33 (Fodor et al. [46, Theorem 3]). Dla funkcji U: [0,1]2 — [0, 1] nastepujgce

zdania sq rownowazne:

(i) U jest écisle rosngcq i ciggtq na (0,1)% uninormq z elementem neutralnym e € (0,1), takq
ze U jest samosprzezona, poza punktami (0,1) oraz (1,0), ze wzgledu na silng negacje N

ze statym punktem e, tj.
Uz, y) = N(U(N(z), N(y))), z,y € [0, 1\ {(0,1), (1, 0)}.

(ii) U posiada ciggly generator addytywny, tj. istnieje taka ciggta i Scisle rosngca funkcja
h:[0,1] — [—o0,00] (okreslona jednoznacznie z doktadnosciq do dodatniej statej multy-

plikatywnej), ze h(0) = —oo, h(e) = 0 dla pewnego e € (0,1), h(1) = co oraz albo

U(o.g) = {o,_ (z,9) € {(0,1), (1,0}, -
h='(h(z) + h(y)), wpp,
gdy U jest koniunkcyjna, albo
S {1, (z.y) € {(0,1),(1,0)}, R
h=t(h(x) + h(y)), wpp,

gdy U jest alternatywna.

Przyklad 1.34 (Baczynski [8, Example 2.4|). Dla ciagtego addytywnego generatora postaci

h(z) =1In (ﬁ), x € [0, 1], otrzymujemy nastepujaca koniunkcyjna uninorme reprezentowalna:

0, (z,y) €{(0,1),(1,0)},
U(x,y) = Ty T,y € [O, 1]7

y  WDPD,
(1—2)(1—y)+ay

oraz nastepujaca alternatywna uninorme reprezentowalng:

1, (z,y) € {(0,1),(1,0)},
Ulz,y) = xy x,y € [0,1].

,  Wpp,
(1—2)(1—y)+ay

W obu przypadkach e = % oraz N(z) =1—x dla z € [0, 1].
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Uwaga 1.35. Zwr6émy uwage na to, ze skoro przeciwdziedzing cigglych, addytywnych generato-
roéw uninorm jest zbior [—oo, 00|, to pojawia sie potrzeba okreslenia wyniku dodawania co+(—o0).
Gdyby owa suma byla skoriczona, tj. gdyby istniala taka stata ¢ € R, ze oo + (—o0) = ¢, to chcac

zachowaé tacznos¢ dodawania, otrzymalibysmy, ze
¢ =00+ (—00) = [00+ 00| + (—0) = 00 + [00 + (—00)] = 00 + ¢ = o0,

sprzecznosé. Istnieja zatem jedynie dwie mozliwosci, ktére bedziemy oznaczali w pracy przez
(A—) oraz (A+):
(—00) + 00 =00 + (—00) = —00, (A-)

(—00) + 00 = 00 + (—00) = oo. (A+)

Uwaga 1.36 (por. Baczyniski [8, Remark 2.5]). Latwo zauwazy¢, ze jesli uninorma reprezento-
walna U jest koniunkcyjna oraz na przeciwdziedzinie generatora h przyjmiemy zalozenie (A—),

wowcezas prawdziwy jest wzor
Ulz,y) = h™'(h(z) + h(y)), z,y € [0,1]. (1.4)

Podobnie, ten sam wzor jest prawdziwy, jesli uninorma reprezentowalna U jest alternatywna oraz

na przeciwdziedzinie generatora h przyjmiemy zalozenie (A+).

Jak juz wiemy, szczegélnym przypadkiem kraty zupelnej £ jest krata ([0, 1], <). T-normy,
t-konormy i uninormy okreslone na kracie ([0, 1], <) zwyczajowo oznaczamy wielkimi literami
T,S oraz U. O ile nie bedzie to zaznaczone inaczej, w niniejszej pracy wszystkie operatory
okreslone beda wlasnie na ([0, 1], <).

Uogolnieniem klasycznej implikacji na zbiory rozmyte jest rodzina implikacji rozmytych, ktora
to w przypadku odcinka jednostkowego zostala szeroko opisana w monografii [18] (w ogoélnej
sytuacji zob. [59]). Przedstawimy tutaj niezbedne definicje i fakty, potrzebne w dalszej czesci

naszej pracy.

Definicja 1.37 (por. [18, 36, 44, 59|). Niech £ = (L,<z) bedzie krata zupelma. Operator

I: L? — L nazywamy implikacjg rozmytq, jesli spetnia nastepujace warunki:

7 jest malejacy ze wzgledu na pierwszg zmienna, (I1)
7 jest rosnacy ze wzgledu na druga zmienna, (12)
7(0,0) =Z(1,1) =1  oraz  Z(1,0) =0. (I3)

Uwaga 1.38 (zob. Baczyniski et al. [18]). Bezposrednio z definicji mozemy wywnioskowadé, ze

kazda implikacja rozmyta Z spelnia nastepujace warunki brzegowe:

Z(0,y) =1, yeL, (LB)
Z(z,1) =1, x € L. (RB)

Stad Z spelnia takze nastepujacy warunek (ang. normality condition):
7(0,1) = 1. (NC)

Zatem kazda implikacja rozmyta okreslona na ([0, 1], <) ograniczona do zbioru {0, 1}? pokrywa si¢

z klasycznag implikacja.
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W literaturze przedmiotu wprowadzono i zbadano wiele réznych klas implikacji rozmytych.
Ponizej przedstawimy te kilka z nich, ktoére beda wykorzystane w dalszej czesci pracy. Dla usta-
lenia uwagi ograniczamy sie tylko do sytuacji, gdy L = [0, 1].

Definicja 1.39 ([45], [49], [18]). Funkcje I: [0,1]> — [0,1] nazywamy (S,N)-implikacjq, gdy

istnieja t-konorma S oraz negacja rozmyta N, takie ze
I(z,y) = S(N(x),y) , z,y € [0,1].
Jezeli N jest silna negacja, to I nazywamy implikacjg silng lub po prostu S-implikacjg.

Definicja 1.40 ([45], [49], [18]). Funkcje I: [0,1]*> — [0, 1] nazywamy R-implikacjq (ang. Resi-

dual implication), gdy istnieje taka t-norma T, ze
I(z,y) = supft € [0,1] | T'(z,1) <y}, z,y € [0,1].
Jesli I jest generowana z t-normy 7', to oznacza sie ja czesto symbolem Ip.

Rodzina R-implikacji jest Scisle zwiazana z definicja implikacji w kratach (por. [41, str. 52|
oraz [18, Rozdzial 2.5]). Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze w powyzszych wzorach mozna zamiast

S lub T uzy¢ ogodlniejszej uninormy U, co zaproponowali J. Fodor i B. De Baets w [35].

Definicja 1.41 (zob. Baczynski et al. [18, Rozdziat 2.6]). Funkcje I: [0,1]2 — [0, 1] nazywamy
QL-operacjg (ang. Quantum Logic operation), gdy istnieje taka t-norma T', t-konorma S oraz

negacja rozmyta N, ze
I(w,y):S(N(x),T(a;,y)), z,y € [071]'

Uzywamy tutaj sformutowania ,operacja”, gdyz nie wszystkie QL-operacje sa implikacjami
rozmytymi zgodnie z nasza definicja 1.37 (nawet jesli wszystkie funkcje sa ciagle, a N jest negacja
silna).

Innymi dobrze zbadanymi klasami implikacji wielowarto$ciowych sa np. f-implikacje i g-
implikacje (zob. [78]), h-implikacje (zob. [60]) czy tez implikacje oparte na sumie porzadkowe;
(zob. Su et al. [71]). Tutaj podamy jeszcze definicje zaproponowanej przez R. R. Yagera [78] w
2006 roku rodziny f-implikacji.

Definicja 1.42 (zob. Yager [78]). Funkcje f: [0,1] — [0, 00] nazywamy f-generatorem, jesli
jest $cisle malejaca, ciagla oraz spelia warunek f(1) = 0. Funkcje pseudo-odwrotng do niej

oznaczamy przez f (=1 i definiujemy wzorem:

“(z), x€]0,f(0)],
rngy I e 050
0, & (f(0),00].
Definicja 1.43 (zob. Yager [78]). Funkcje J;: [0, 1]? — [0, 1], zdefiniowana za pomoca f-generatora
nastepujaco:
J(e.y) = 1D f(y), z,y € [0,1],
wraz z zatozeniem, ze 0 - co = 0, nazywamy f-implikacjq.
Wtasnosci i charakteryzacje powyzszych rodzin implikacji wielowartosciowych mozna znalezé
w monografiach [45], [49] oraz [18]|. Nie bedziemy tutaj przytaczaé¢ tych wynikow, gdyz to nie

jest celem naszej pracy.
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Implikacja rozmyta (S, N)-implikacja | R-implikacja | QL-implikacja | f-implikacja

Implikacja Godla

L z<y . . :
Igp(z,y) = Nie Tak Nie Nie
Y, T>Y
Implikacja Goguena
L z<y . : :
Igg(z,y) = Nie Tak Nie Nie
4 x>y

Implikacja Lukasiewicza

Iik(z,y) =min(1,1 —z + y) Tak Tak Tak Nie

Implikacja Kleene-Dienes

Ixp(z,y) = max(1l — z,y) Tak Nie Tak Nie

Implikacja Reichenbacha

Irc(z,y) =1—z+2ay Tak Nie Tak Tak

Implikacja Yagera

1, z=0o0razy=0|__ ) )
Iyg(z,y) = Nie Nie Nie Tak
y*, x>0luby>0

Tabela 1.1: Przyktady implikacji rozmytych

Przyklad 1.44 (por. Baczyniski et al. [18]). W tabeli 1.1 podajemy przyktady najwazniejszych

implikacji rozmytych wraz z informacja, do ktoérej klasy naleza.

W dalszej czesci rozprawy bedzie przydatny jeszcze nastepujacy wynik dotyczacy specjalnej
klasy R-implikacji.

Lemat 1.45 (Baczynski et al. [18, Lemma 2.5.22|). Jesli I jest R-implikacjq generowang
z t-normy $cistej T, wowczas It jest ®-sprzezona do implikacji Goguena, czyli istnieje takie

p € @, wyznaczone jednoznacznie z doktadnoscig do dodatniej statej wyktadniczej, ze

1, x <Y,

(D). ro, (1.5)

IT(x’y) = (IGG)@(SC,y) = {

dla wszystkich x,y € [0, 1].

1.2.3 Dgzialania rozkladalne dla kraty £f

Podamy teraz definicje t-norm, t-konorm oraz uninorm rozktadalnych okreslonych na kra-
cie £!, wzgledem ktérych rozdzielnoéé implikacji bedziemy omawiaé szczegotowo w podrozdzia-

le 2.2.3 oraz rozdziale 4.
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Definicja 1.46 (por. [37, 39, 43]). T-norme 7 na £ nazywamy rozktadalng, jesli istnieja t-normy
T, oraz Tb na ([0, 1], <), takie ze T} < T oraz

T(x,y) =T ([x1, 22, [y1,92]) = [T1(x1,91), Ta(2, y2)], [z1,%2], [y1,92] € L.

Piszemy wowczas, ze T = (T1,T3). W analogiczny sposob definiujemy t-konorme rozktadalng S

oraz uninorme rozktadalng U na L.
Warto tu zauwazy¢, ze nie kazda t-norma, t-konorma oraz uninorma na £! jest rozkladalna.

Przyktad 1.47 (por. Drygas [43, Example 1 & 2|). Operator
T(z,y) = [z1yr, max(0, 3 +y2 — 1)],  z,y € L',
jest t-norma rozktadalna, 7 = (Tp, Tk ). Natomiast t-norma Lukasiewicza
Tw(z,y) = [max(0,21 +y1 — 1), min(l,z2 + 1 —y1, 92 + 1 — z1)], z,y € L',

z pewnoscia nie jest rozkladalna, poniewaz druga wspoétrzedna Ty (z,y) zalezy rowniez od x;

oraz yi.
Przedstawimy tutaj jeszcze dwa fakty dotyczace uninorm rozktadalnych.

Lemat 1.48 (Dryga$ [43, Lemma 8|). Jeslitd na LT jest uninormq rozktadalng, told(0p1,1,1) = 0,1
lub U(OEI, ]'EI) = 1£I, lub U(O[:I, 1[:]) = [O, 1]

Zatem nie istnieje taka uninorma rozktadalna U = (U, Us) na L, ze U; jest alternatywna
oraz Us jest koniunkcyjna. Ponadto zwr6émy uwage, ze inaczej niz w przypadku uninorm na

([0,1] <), istnieja uninormy na £, ktére nie sa ani koniunkcyjne, ani alternatywne.

Lemat 1.49. Niech U = (Uy,Us) bedzie uninormq rozktadalng na L£F. Jesli Uy = Us, to U jest

koniunkcyjna lub alternatywna.

Dowdd. Zgodnie z punktem (i7) w uwadze 1.32 dla uninormy U; na kracie ([0, 1] <) zachodzi
Ui(1,0) € {0,1}. Jesli Uy(1,0) = 0, czyli U; jest koniunkcyjna, to

U(lgr, 0pr) = U([1,1],[0,0]) = [U1(1,0), Ur(1,0)] = [0,0] = Ogr,

wiec U jest takze koniunkcyjna. Podobnie, jesli Uj(1,0) = 1, czyli U; jest alternatywna, to
U(L1p1,0p1) =[1,1] = 1,1, czyli U jest rowniez alternatywna. O

1.2.4 Wnioskowanie przyblizone oparte na logice rozmytej

Jednym z najczestszych zastosowan logiki rozmytej jest wnioskowanie przyblizone, gdzie
z nieprecyzyjnych faktow oraz rozmytych regut otrzymujemy, najczesciej, nieprecyzyjne wnio-
ski (zob. [42]). W logice klasycznej mamy wiele sposobéow wnioskowania, a jednymi z bardziej
znanych sa reguty Modus Ponens (regula odrywania dla implikacji) oraz Modus Tollens (reguta

poprzedzania). Regute Modus Ponens mozemy symbolicznie zapisa¢ nastepujaco:

Y,
S

7o
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gdzie ¢, 1 sg zdaniami, lub

Reguta | — @

Fakt %

Whiosek ()
Natomiast schemat wnioskowania Modus Tollens mozemy przedstawié¢ za pomoca nastepuja-
cych schematow:

. SD—>¢5_'¢
-

To )

gdzie ¢, 1 sa zdaniami, lub

Reguta | — o

Fakt -

Whiosek | =

We wnioskowaniu przyblizonym opartym na logice rozmytej zaktadamy, ze zdaniom wyste-
pujace w regulach odpowiadaja pewne zbiory rozmyte. Zgodnie z ogélnie przyjeta forma regute

rozmyta w najprostszej postaci zapisuje sie nastepujaco:
IF 7 is A THEN gy is B,

gdzie A € F(X), B € F(Y) sa zbiorami rozmytymi (X, Y — niepuste zbiory), x, y sa tzw.
zmiennymi lingwistycznymi, przy czym x nazywa si¢ zmienng wejSciowa, a y zmienng wyjsciows.

Przyktadowo taka reguta moze mieé¢ postaé
IF Z (temperatura) is A (wysoka) THEN ¢ (ci$nienie) is B (niskie) .
Uogolniona regute Modus Ponens okresla schemat wnioskowania
Reguta |IF Z is A THEN 3 is B

Fakt T is A’

Whniosek yis B,

gdzie X, Y sa niepustymi zbiorami (klasycznymi), A, A’ € F(X), B,B’ € F(Y) sa zbiorami
rozmytymi, natomiast Z, ¥ sa zmiennymi lingwistycznymi.

Teraz, majac wejscie ,,x is A”, zadaniem mechanizmu wnioskowania jest uzyskanie rozmytego
wyjscia B’, ktore posiada pewne pozadane wlasciwosci. W literaturze mozna znalezé rozne sche-
maty wnioskowania, ktére realizuja uogélniona reguta Modus Ponens. Najwazniejszymi z nich sa
rozmyte wnioskowanie relacyjne (ang. fuzzy relational inference) oraz rozumowanie oparte na po-
dobienstwie (ang. similarity based reasoning). W pierwszym przypadku wnioskowany zbior B’
uzyskuje sie¢ najczesciej jako ztozenie sup —7T (inne oznaczenie to g) zbioru A’ i danych regul.
Tak jest m.in. we wnioskowaniu opartym na ztozeniu relacji rozmytych (ang. Compositional Rule
of Inference, CRI) wprowadzonym przez Zadeha w 1973 r. (zob. [81]). W najprostszej postaci
dla danej reguly rozmytej

IF zis A THEN %y is B
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oraz faktu
Tis A,
uogélniona reguta Modus Ponens pozwala otrzymaé konkluzje
yis B’
w nastepujacy sposob:

B/(y) = A'() & 1(A(2), B(y)) = sup T(A'(2), I(A(2), B))),
gdzie A, A" i B, B’ sa podzbiorami rozmytymi w przestrzeniach wej$¢ i wyj$¢ systemu oraz T jest
uogodlnieniem koniunkcji (najczesciej jakas t-norma), natomiast I jest uogoélnieniem implikacji
(najczesciej jakas implikacja rozmyta).
Nalezy zaznaczy¢, ze w praktyce stosuje si¢ system MISO (ang. Multi-Input Single-Output),
w ktérym danych jest m regul rozmytych z n dziedzinami wejsciowymi X; zapisuje si¢ je w

nastepujacej postaci:

Ri . IF 51 is Ai1 AND .%2 is Ai2 AND ... AND fn is Azn
THEN 7 is B; , i=1,2,....m,

gdzie A;; € F(X;), Bie F(Y)dlai=1,2,...,m, j=1,...,n, oraz odpowiadajace temu relacje

rozmyte R;, 1 =1,2,...,m, sa dane wzorem
Ri(xtha <o T y) = I(All (:El) © Aiz(‘rZ) ©.. A’ln(mn)’ Bl(y)) )

przy czym I oznacza tutaj znowu implikacje rozmyta, a © jest zazwyczaj t-norma (niekoniecznie
ta sama co T').

W koricu do obliczenia wyniku B’ we wnioskowaniu przyblizonym mozna stosowaé¢ zlozenie
inf —I zbioru A’ i danych regul, jak we wnioskowaniu Bandlera-Kohouta (ang. Bandlera-Kohouta
Subproduct, BKS) (zob. [27]). Przeglad metod stosowanych we wnioskowaniu rozmytym mozna

znalez¢é w dowolnym podreczniku opisujacym zastosowania logiki rozmytej.

1.3 Znaczenie rozdzielnosci implikacji rozmytych w logice rozmy-

tej

W. E. Combs oraz J. E. Andrews [34] w oparciu o prawa rozdzielnosci implikacji (wielowar-
tosciowych) wzgledem koniunkcji (wielowartosciowych) zaproponowali mechanizm wnioskowania
majacy na celu zmniejszenie ztozonosci obliczeniowej dziatania regut rozmytych we wnioskowaniu

przyblizonym opartym na opisanej wcze$niej metodzie CRI.

Przyktad 1.50 (Baczynski et al. [18]). Rozwazmy system rozmyty z dwoma wejSciami i jednym

wyjsciem. Zalézmy, ze reguly sa zapisane w postaci tabeli:

~ |B1| B2

Ay
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W sumie sg to cztery reguly, a przyktadowo jedna z nich jest nastepujacej postaci:
IF zis A; AND gy is By THEN Z is C.
W. E. Combs oraz J. E. Andrews zaproponowali, aby zgodnie z prawem rozdzielnosci
(pAg) —r=@p—r)Vig—r),
rozbi¢ ten system na nastepujace reguly:

A1—>C, A1—>D,
Blﬁca Bl—)E7
A2—>E, A2—>F

)

BQ—’D, BQ—>F.

Zakladamy, ze reguly te sa polaczone alternatywa (tutaj konkretnie klasyczna t-konorma mak-

simum), dlatego wynik G' mozemy obliczy¢ wg formuty:
G=A"5((A] — C)V (A] — D)V (Ay — E)V (A3 — F))
V B'6((By — C)V (By — E)V (By — F)V (By — D)).

Zalozmy, ze pomiedzy zbiorami C, D, E oraz F zachodza nastepujace relacje zawierania (zob.
Definicja 1.13):

C <D, C<E, D < F, E < F.
W konsekwencji korzystajac ponownie z rozdzielnosci
r—(svt)=(r—s)V(r—t),
otrzymujemy
G=Ab((A — D)V (A — F))V B'6((Bi — E)V (By — F)).

Ten wynik moze by¢ rozumiany jako dziatanie systemu dla nastepujacej tabeli regut:

X:|Ay — D|Ay — F

Y:|Bi— FE|By — F

Zatem nadal mamy cztery reguly, ale sa one prostszej postaci (z jednym parametrem w miejsce

dwoch), a tym samym zlozono$é obliczeniowa operacji uzyskiwania wniosku zmniejszyta sie.

Praca [34] wywotala burzliwa dyskusje na temat zastosowania tej reguty w praktyce. Wy-
nika to z faktu, ze dowolna implikacja rozmyta jest odpowiednio rozdzielna wzgledem maksi-
mum/minimum, ale niestety nie jest tak, ze dowolna implikacja rozmyta jest rozdzielna wzgledem
dowolnej t-konormy /t-normy. Na przyktad dla t-konormy Lukasiewicza Spk, implikacji Lukasie-

1

wicza Ik oraz dla x = %, y=41z2= % z jednej strony dostajemy

1 11 1 . 1 1
Itk (z, Stk (¥, 2)) = Ik (27SLK <4, 8>> = Ik (Q,mln (4 + 3’ 1>)
1 3 1 3 7
—J C ) emin(11-o2+2) =L
LK (2’8) mm( ’ 2+8> 8’

24



natomiast z drugiej strony

czyli dla tych wartosci nie zachodzi stosowne prawo rozdzielnosci (D2). W konsekwencji w arty-
kule [40] mozemy znalezé¢ zdanie:

SFuture work on this issue will require an examination of the properties of various
combinations of fuzzy unions, intersections and implications”

(Dalsza praca nad tym zagadnieniem wymagaé bedzie zbadania tych wtasnosci dla

réznych kombinacji sum, przecieé oraz implikacyi),
za$ w artykule [62] znajdujemy takie sformutowanie:

,We think that what this all means is that we have to look past the mathematics of
IRC < URC and inquire whether what we are doing when we replace IRC by URC
makes sense”

(Myslimy, ze wszystko to oznacza, Ze trzeba przyjrzeé sie z punktu widzenia matema-

tyki rownowazno$ci IRC' < URC i stwierdzié, czy to co robimy, zastepujgc IRC przez
URC, jest sensowne).

W literaturze mozna znalezé réwniez odpowiedzi W. E. Combsa i J. E. Andrewsa na postawione
im pytania oraz uwagi (zob. [32], [33]). Ich metoda zostala pézniej uogélniona przez B. Jayarama
do wnioskowania opartego na podobieristwie, czyli SBR (zob. [51]).
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Rozdzial 2

Historia badan nad rozdzielnoscig

implikacji rozmytych

Badania nad rozdzielno$cia implikacji rozmytych, ktore zostaty zapoczatkowane w 1998 roku
praca W. E. Combsa i J. E. Andrewsa [34], wskazujaca na wazne zastosowanie tej wlasnosci we
wnioskowaniu przyblizonym, zaangazowaly przez ostatnie 15 lat szerokie grono badaczy. Dotad
badania te koncentruja sie na klasycznym przypadku operatoréw okreslonych na kracie ([0, 1], <),
chociaz w ostatnich latach pojawity sie rowniez pierwsze prace, w ktorych rozwaza sie operatory
okreslone na kracie £. Wszystkie wyniki mozna podzieli¢ na dwa gléwne réownolegle nurty:
pierwszy, w ktorym przyjmuje sie, ze implikacja I jest dana, a poszukiwanymi rozwigzaniami
sa t-normy i t-konormy (lub inne ogolniejsze operatory), oraz drugi, w ktérym zaktada sie, ze
dane sy wszystkie operatory poza poszukiwanymi implikacjami.

Powyzszemu podzialowi odpowiadaja dwa kolejne podrozdzialy. Wyniki dotyczace przypad-
ku, gdy funkcja I jest dana, omoéwione w podrozdziale 2.1, przedstawione sg w zwiezty sposob.
Zacytowane sa jedynie najwazniejsze twierdzenia oraz zaprezentowany jest ogélny zarys badan.
Pewne wyniki z tej czesci przedyskutowane sa takze w rozdziale 5. Natomiast przypadek, gdy
I jest szukana, przedstawiony jest dokladniej — z réwnarni rozdzielnosci (D1) - (D4) wyprowa-
dzone sy rozmaite bardziej elementarne rownania funkcyjne oraz zaprezentowanych jest wiele
twierdzen, niektore z nich wraz z dowodami. Wynika to z tego, ze w rozdziatach 3 i 4 niniejszej
pracy wielokrotnie bedziemy uogoélnia¢ lub uzupetnia¢ wyniki zawarte w podrozdziale 2.2, czesto

wykorzystujac je takze w nowych dowodach.

2.1 Implikacja [ jest dana

Wisréd wszystkich implikacji rozmytych najwazniejszymi i najdoktadniej zbadanymi rodzina-
mi sa (S, V)-implikacje, R-implikacje oraz QL-implikacje, ktorych definicje zostalty przedstawione
w rozdziale 1 — sa to odpowiednio definicje 1.39, 1.40 oraz 1.41. Rozdzielnos¢ implikacji z powyz-
szych rodzin wzgledem t-norm i t-konorm zostata doktadnie zbadana w latach 2002-2004 przez
E. Trillasa, C. Alsine, B. Jayarama oraz C. J. M. Rao |74, 26|.

Najpierw E. Trillas oraz C. Alsina rozwiazali rownanie rozdzielnosci (D3), tj. I(T(z,y), z) =
S(I(z,2),1(y,2)), z,y,z € [0,1], gdy I jest (S, N)-implikacja generowana z silnej negacji N
(czyli I jest S-implikacja), gdy I jest R-implikacja generowana z ciaglej t-normy lub gdy I jest
QL-implikacjg generowana z cigglych funkeji i silnej negacji N. Otrzymali oni we wszystkich tych
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przypadkach, ze jesli trojka funkcji (1, S,T) spelnia rownanie (D3), to S = max oraz T' = min.
Ponadto jesli I jest ciaglta QL-implikacja (oraz N jest silna), to t-konorma generujaca I — oznacz-
my ja przez Sy — spelnia prawo wylaczonego srodka wraz z dana negacja N, tj. S;(N(z),z) =1
dla wszystkich x € [0, 1] (w logice klasycznej odpowiada temu tautologia p V —p). Wykorzystujac
charakteryzacje rozwiazan prawa wylaczonego srodka (por. |18, Proposition 2.3.12]), otrzymu-
je sie, ze St musi by¢ sprzezona do t-konormy fLukasiewicza Spk.

B. Jayaram wraz z C. J. M. Rao kontynuowali badania rozpoczete przez E. Trillasa oraz C. Al-
sine, rozwiazujac pozostale trzy rownania rozdzielnosci dla S-implikacji oraz R-implikacji. W po-
nizszych czterech twierdzeniach odpowiadajacych czterem réwnaniom rozdzielnosci (D1) - (D4)
prezentujemy ich najwazniejsze wyniki. W pierwszych trzech z nich zaktadamy za kazdym ra-
zem, ze 1:[0,1]2 — [0,1] jest S-implikacja oparta na negacji silnej N i t-konormie ciagtej S
lub R-implikacja oparta na ciagtej t-normie T oraz ze S, T, Ty, Ty: [0,1]2 — [0,1] sg t-normami

i t-konormami.

Twierdzenie 2.1 (por. [74], [26, Theorem 1|). Trojka funkcji (I,S,T) spetnia réwnanie (D3), ).
I(T(z,y),z) = S(I(x,2),1(y,2)) dla wszystkich x,y,z € [0,1], wtedy i tylko wtedy, gdy T = min

oraz S = max.

Twierdzenie 2.2 (zob. Jayaram et al. [26, Theorem 2|). Trdjka funkcji (I1,S,T) spetnia rowna-
nie (D4), tj. I(S(x,y),z) = T(I(z,2),1(y,z)) dla wszystkich x,y,z € [0,1], wtedy i tylko wiedy,

gdy T = min oraz S = max.

Twierdzenie 2.3 (zob. Jayaram et al. [26, Theorem 3|). Trdjka funkcji (I,T1,T%) spetnia row-
nanie (D1), tj. I(x,Th(y,2)) = To(I(x,y),I(z, 2)) dla wszystkich x,y,z € [0,1], wtedy i tylko
wtedy, gdy T1 = To = min.

Twierdzenie 2.4 (zob. Jayaram et al. [26, Theorem 4]). Niech I: [0,1]*> — [0,1] bedzie S-
implikacjq opartg na negacji scistej N 1 t-konormie ciggtej S lub R-implikacjq opartg na t-normie
nilpotentnej 7. Ponadto niech S, S2: [0,1]? — [0,1] bedq t-konormami. Tréjka funkcji (I,S1,S2)
spetnia rownanie (D2), tj. I(x, S1(y, 2)) = Sa(L(z,y), I(z,2)) dla wszystkich z,y, z € [0, 1], wtedy
1 tylko wtedy, gdy S1 = S2 = max.

Przypadek, gdy I jest R-implikacja generowang z t-normy $cistej, pozostal problemem otwar-
tym. Rozwiazali go prawie kompletnie w 2009 roku M. Baczyniski wraz z B. Jayaramem [19],
uzyskujac znacznie wiecej rozwiazan niz tylko S; = Sy = max. Rowniez Autorka zajela sie
badaniem tego problemu i caly rozdzial 5 po$wiecony jest dyskusji na ten temat.

W kolejnych latach proponowane byty coraz to nowe rodziny implikacji rozmytych. Za kazdym
razem badano ich podstawowe wtasnoéci, a wsroéd nich czesto rozdzielnosé wzgledem t-norm, t-
konorm lub innych operatoréw. Wymienimy tutaj kilka wybranych rodzin.

W 2006 roku D. Ruiz-Aguilera oraz J. Torrens [65] zbadali ogolniejsze rownanie rozdzielnosci

I(Uc(xay)vz) = Ud(I(x’ Z)’(yv Z))’ (2'1)

gdzie U, jest uninorma koniunkcyjna oraz Uy jest uninorma alternatywna, przy zatozeniu, ze dana
jest implikacja I generowana z uninormy alternatywnej U wzorem I(x,y) = U(N(x),y), gdzie
N jest silng negacja — czyli I jest ogolniejsza wersja S-implikacji (por. definicja 1.39), w ktorej t-

konorma S zastapiona jest przez uninorme alternatywna U. W 2007 roku ci sami autorzy zbadali
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rownanie (2.1) takze dla uogolnionej wersji R-implikacji (por. definicja 1.40), tj. funkcji I danej
wzorem I(x,y) =sup{z € [0,1] | U(z, z) < y}, gdzie U jest uninorma koniunkcyjna [66].

Rowniez w roku 2007 opublikowana zostata praca autorstwa B. Jayarama (pod nazwiskiem
Balasubramaniam) [25]. Zbadana w niej zostata rozdzielno$é dopiero co zaproponowanej przez
R. Yagera nowej rodziny f-implikacji (por. definicja 1.43). Uzyskano wyniki zblizone do wyni-
kow z prac 74, 26| dla S-implikacji oraz R-implikacji. Mianowicie niech I bedzie f-implikacja
(generowana przez funkcje f), a S, 51,52, T,T1,T» beda t-konormami oraz t-normami. Rowna-
nia (D3) oraz (D4) sa spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy S = max oraz T" = min (por. |25,
Theorem 3, Theorem 4]), natomiast rownania (D1) i (D2) zbadano oddzielnie dla dwoch przy-
padkow — gdy f(0) < oo oraz f(0) = oo. Gdy f(0) < oo, to oba rownania sa spelnione wtedy
i tylko wtedy, gdy 71 = T» = min oraz S; = Sy = max, odpowiednio (por. |25, Theorem 7, The-
orem 8|). W przypadku, gdy f(0) = oo, wyniki sa bardziej ztozone. Rownanie (D1) jest spetnione
wtedy i tylko wtedy, gdy Th = 15 = T oraz T = min lub T jest t-norma generowang przez funk-
cje f jako addytywny generator, tj. T'(z,y) = fCV(f(z) + f(y)). Rozwigzanie rownania (D2),
gdy f(0) = oo, pozostaje za$ problemem otwartym.

Po kilku latach, w roku 2012 S. Massanet oraz J. Torrens przedstawili wyniki dotyczace roz-
dzielnosci nowej klasy implikacji rozmytych generowanych z dwoch danych implikacji (ang. thre-
shold generated implications) [61]. Natomiast w ostatnich dwoch latach zagadnieniami zwiazany-
mi z rozdzielno$cia implikacji zajeto sie kilka grup badaczy chiriskich. W 2013 roku H. Liu, F'. Zhang
oraz A. Xie zbadali rozdzielnosé¢ trzech nowych klas implikacji — (f, g)-implikacji uogoélniaja-
cych f-implikacje [75], (g, u)-implikacji uogoélniajacych g-implikacje R. Yagera [82] oraz h~!-
implikacji [57]. Wreszcie zupelnie niedawno, w 2015 roku, Y. Su, W. Zong oraz H. Liu zbadali
rozdzielnos¢ implikacji bedacych sumami porzadkowymi innych implikacji [72]. Jak widaé, 6w te-

mat badan wciaz nie jest wyczerpany.

2.2 Implikacja I jest szukana

Pierwsza praca prezentujaca rozwiazania jednego z réwnan rozdzielnosci w zbiorze operato-
row rozmytych zostala opublikowana jeszcze w 1998 roku przez I. B. Tiirksena, V. Kreinovicha
oraz R. R. Yagera [50]. Rozwiazali oni réwnanie (D1) w szczegblnym przypadku, gdy obie wyste-
pujace w nim t-normy sa produktowe. Nastepnie w latach 2001 i 2002 M. Baczynski rozwiazat
to samo réwnanie dla t-norm Scistych oraz implikacji ciagtych lub cigglych z wyjatkiem pewnych
brzegowych punktow [5, 6].

Wsrod t-norm oraz t-konorm okreslonych na klasycznej kracie ([0, 1], <) najwazniejsza ro-
dzine stanowiag t-normy oraz t-konormy ciagle i archimedesowe. Zawdzieczaja to m.in. swojej
wygodnej reprezentacji za pomocy funkcji jednej zmiennej, przedstawionej w twierdzeniach 1.26
oraz 1.27. Reprezentacja ta pozwolita réwniez w 2009 i 2010 roku na kompletne rozwiazanie
wszystkich rownan rozdzielnosci (D1) - (D4) w przypadku, gdy dane sa operatory z tych ro-
dzin [19, 7|. Przeglad wynikoéw dla t-norm oraz t-konorm ciagtych i archimedesowych przedsta-
wiony jest w podrozdziale 2.2.1.

Ogolniej, w przypadku, gdy jedna z t-norm lub t-konorm jest tylko ciagla, a nie jest ar-
chimedesowa, a nastepnie w przypadku, gdy obie t-normy i t-konormy sg tylko ciagle, réwna-
nia rozdzielnodci zostaty rozwiazane w latach 2012 i 2013 przez M. Baczyiiskiego, F. Qin oraz

A. Xie [64, 16, 63]. Wykorzystali oni charakteryzacje operatorow ciaglych za pomoca operato-
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row ciaglych i archimedesowych (por. definicja 1.30). Najwazniejsze wyniki przedstawione sa
w podrozdziale 2.2.2.

Roéwnolegle od 2010 roku réwnania rozdzielnosci zaczeto badaé w rodzinach operatoréow uogdél-
nianych na kolejne dwa sposoby: poprzez rozwazanie uninorm reprezentowalnych w miejsce t-
norm oraz t-konorm cigglych i archimedesowych oraz poprzez badanie rozdzielnosci implikacji
wzgledem t-norm i t-konorm na kracie zupelej £! w miejsce klasycznej kraty ([0, 1], ). Przeglad

odpowiednich wynikow jest trescia kolejnych podrozdziatow (2.2.3 oraz 2.2.4).

2.2.1 Réwnania rozdzielnosci dla cigglych i archimedesowych t-norm oraz

t-konorm

Jesli rozwazymy réwnania rozdzielnosci wewnatrz rodzin ciaglych i archimedesowych t-norm
oraz t-konorm, wowczas uzywajac wygodnej charakteryzacji z twierdzen 1.26 i 1.27, bedziemy
mogli przeksztalci¢ rownania (D1) - (D4) do prostszej postaci. Przyjrzymy sie teraz temu prze-
ksztalceniu.

Niech t, t1, t9 beda ciagtymi, addytywnymi generatorami t-norm 7', 77 i T, oraz niech s, s, So
beda ciaglymi, addytywnymi generatorami t-konorm S, 57 i S2, odpowiednio. Wowcezas réwna-

nia (D1) - (D4) mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci:

(0)))) =t (min(ta(I(z, y)) +t2(I(z, 2)), 12(0))),
I(z, sy (min(s1(y )+81(2)781(1)) ) (min(s2(I(2,y)) + s2((x, 2)), 52(1))),
I(t™! (min(t(z) + t(y), 1(0))), 2) = s~ (min(s(I(z, 2)) + s(I(y, 2)), 5(1))),

I(s™!(min(s(x) + s(y), 5(1))), 2) = ¢t~ (min(t(I(z, 2)) + t(I(y, 2)), £(0))).

Nastepnie oznaczmy przez fi, g, h* oraz k*, dla ustalonych z, z € [0, 1], nastepujace funkcje:

o ful -)i=tooI(z,t71(-)), o hA(-):i=soI(t7'(-),2),

° go( ) :=s201(z,s7' (), o K*()i=tol(s7!(+),2).
Wstawiajac je do powyzszych czterech réwnan rozdzielnosci, otrzymujemy

) = min(fz(t1(y)) + fz(t1(2)), £2(0)),
) = min(gz(s1(y)) + gz (51(2)), s2(1)),
) = min(h*(t(x)) + h*(t(y)), s(1)),
) = min(k*(s()) + k7 (s(y)), £(0)).

fx(min(tl (y) + tl(Z), tl 0
+ 51 min

(
gx(min(s1(y) + s1(2), s1(1
h*(min(t(z) + t(y), t(0
k* (min(s(z) + s(y), s(1

Pierwsze z owych rownan mozemy przepisa¢ w nastepujacej formie:

B

fe(min(uy +v1,¢1(0))) = min(fz(u1) + fz(v1),%2(0)),

gdzie ui,v; € [0,t1(0)], oraz f, jest nieznang funkcja dla ustalonego x € [0, 1]. Pozostale trzy

rOwnania mozemy przepisa¢ w podobny sposéb:

[\
—~
—_
~—
~—

go(min(ug + vz, 51(1))) = min(gz(u2) + ga(v2), s
h?*(min(ug + v3,t(0))) = min(h*(ug) + h*(vs3), s(1)),
k*(min(ug + vg, 8(1))) = min(k*(ug) + £*(vq), t(0)),
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gdzie ug, vy € [0, 51(1)], u3, v3 € [0,¢(0)], ua, v4 € [0, s(1)] oraz g,, h*, k* sa nieznanymi funkcjami.

Wszystkie te rownania maja w ogblnosci te samag postaé

f(min(z +y,r1)) = min(f(z) + f(y), 72), (2.2)

gdzie z,y € [0,7r1], 1,72 € (0,00], a f: [0,71] — [0,72] jest nieznang funkcja. Majac na uwadze
to, ze ciagle, addytywne generatory t-norm oraz t-konorm $cistych zgodnie z uwaga 1.28 osiagaja
nieskoriczona warto$é, podczas gdy ciagle, addytywne generatory operatoréw nilpotentnych sa
skoriczone, pamietamy, ze stale ri,ry réwniez moga by¢ skoriczone lub nieskoniczone. Dlatego

z robwnania (2.2) mozemy wlasciwie wyszczegolnié cztery rozne rownania funkcyjne:

f(min(z +y,71)) = min(f(z) + f(y), 72), [+ 10,m1] = [0,72], (2.3)
f(z +y) = min(f(z) + f(y),r2), f+10,00] = [0,72], (2.4)
flmin(z +y,m)) = f(z) + f(y), f:10,m1] — [0, 00}, (2.5)
fle+y)=flz)+ fy), [+ 10, 00] = [0, 00, (2.6)

gdzie tym razem zakladamy juz, ze 1,7 € (0,00). Zauwazmy, ze rownanie (2.6) jest klasycznym
rownaniem Cauchy’ego — z tym wyjatkiem, ze funkcja f jest tutaj okreslona na zbiorach, na
ktorych rownanie Cauchy’ego nie bylto wezesniej badane. W dalszej czesci pracy jednowymiarowe
rownanie Cauchy’ego bez wyszczegolnionych zbioréw, na ktoérych réwnanie to jest spelnione,
bedziemy oznaczali takze przez (C).

Rownania (2.3) i (2.6) zostaly rozwiazane przez M. Baczyniskiego oraz B. Jayarama w 2009 ro-
ku w pracy [19], podczas gdy rownania (2.4) i (2.5) przez M. Baczyniskiego w 2010 roku w pra-
cy |7]. Zacytujemy tutaj uzyskane w tych pracach wyniki. Bedziemy sie do nich odwolywaé

w rozdziale 3.

Twierdzenie 2.5 (Baczynski et al. [19, Proposition 3|). Niech ri,72 € (0,00). Dla funkcji

f:[0,71] — [0, 9] nastepujace zdania sq réwnowazne:
(i) Funkcja f spetnia réwnanie funkcyjne (2.3) dla x,y € [0,71].
(ii) Zachodzi f = ry lub f =0, lub
(o) = {0’ T 1)
ro, x>0,
lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona stata k € [ra/ry,00), Ze
f(z) = min(kx, ra), (2.8)
dla z € [0,71].

Twierdzenie 2.6 (Baczynski et al. [7, Proposition 3.4]). Niech ro € (0,00). Dla funkcji

f:]0,00] — [0, 73] nastepujgce zdania sq réwnowazne:
(i) Funkcja f spetnia réwnanie funkcyjne (2.4) dla x,y € [0, 00].
(i) Zachodzi f =19 lub f =0, lub f przyjmuge postaé (2.7), lub

0, x<o0,

ro, I = 0Q,



lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona stata k € (0,00), ze f przyjmuge postaé (2.8),

dla z € [0, 00].

Twierdzenie 2.7 (Baczynski et al. |7, Proposition 3.6]). Niechry € (0,00). Dia funkcji f: [0,71] —

[0, o0] nastepujace zdania sq réwnowazne:
(i) Funkcja f spetnia réwnanie funkcyjne (2.5) dla x,y € [0,71].
(ii) Zachodzi f = oo lub f =0, lub

0, x=0,
fla) = { (2.10)

oo, x>0,
dla z € [0,71].

Twierdzenie 2.8 (Baczyiniski et al. [19, Proposition 2|). Dla funkcji f: [0, 00] — [0, 00] naste-

pujgce zdania sq rownowazne:
(i) Funkcja f spetnia réwnanie funkcyjne (2.6) dla x,y € [0, 00].

(i) Zachodzi f = oo lub f =0, lub f przyjmuje postaé (2.10), lub

flz) = {0’ reee (2.11)

00, T = 00,
lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona stata k € (0,00), ze

f(x) = kx, (2.12)
dla x € [0, 00].

Rozwiazanie rownan funkcyjnych (2.3) - (2.6) pozwolito scharakteryzowa¢ rozwiazania wszyst-
kich czterech rownan rozdzielnosci (D1) - (D4) wewnatrz rodzin ciagltych i archimedesowych
t-norm i t-konorm (|7, 19]). Mianowicie znajac rozwiazania pierwszego z nich, rownania (2.3),
mozemy opisa¢ rozwiazania wszystkich czterech réwnan (D1) - (D4) dla obu operatorow (t-
norm lub t-konorm) nilpotentnych; znajac rozwiazania drugiego z nich, rownania (2.4), moze-
my opisa¢ rozwiazania wszystkich czterech rownan (D1) - (D4) dla operatora $cistego po lewej
stronie réwnan oraz operatora nilpotentnego po prawej stronie. Podobnie, znajac rozwigzania
rownan (2.5), (2.6), mozemy scharakteryzowac¢ rozwiazania rownan rozdzielnosci odpowiednio
dla operatora nilpotentnego po lewej stronie a Scistego po prawej stronie réwnan lub dla obu
operatoréw $cistych.

Dla zilustrowania tych stwierdzen przeanalizujemy tutaj dokladniej jeden przypadek: wy-
korzystania rozwiazan rownania (2.3) do rozwiazania réwnania rozdzielnosci (D2) dla dwoch

t-konorm nilpotentnych. Wszystkie pozostate przypadki sg podobne.

Twierdzenie 2.9 (por. Baczyriski et al. [19, Theorem 13]). Niech Sy, S bedq t-konormami nilpo-
tentnymi z cigglymi, addytywnymi generatorami s1,s2: [0,1] —  [0,00], odpowiednio.

Dla funkeji I: [0,1]? — [0, 1] nastepujace zdania sq réwnowazne:
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(i) Trojka funkcji (S1,S2,1) spetnia réwnanie funkcyjne (D2), tj

I(z, 81(y,2)) = S2(I(z,y), I(z, 2)),
dla wszystkich x,y, z € [0,1].

(i) Dla dowolnego ustalonego x € [0, 1] przekrdj pionowy I(x,-) posiada jedng z nastepujacych

form.:
I(z,") =0, (2.13)
I(z,) =1, (2.14)
{ y="0, (2.15)
= 55! (min(c, - sl(y), s2(1))), y € [0,1], (2.16)

dla pewnego ¢ € [s2(1)/s1(1),00).

Dowdd. ,(ii) = (i)”

Dow6d w te strone polega na przeliczeniu kolejno czterech przypadkéw, gdy dla ustalonego
x € [0,1] przekroj pionowy I(x,-) przyjmuje jedna z postaci (2.13) - (2.16). Jesli I(z,-) = 0,
to oczywiscie LHS(D2) = 0 = S5(0,0) = RHS(D2). Podobnie tatwo zweryfikowaé¢ prawdzi-
wos¢ rownania (D2), gdy I(z,-) przyjmuje posta¢ (2.14) lub (2.15). Przeliczymy tu natomiast
jeszcze przypadek ostatni. Niech I(z,y) = s; '(min(c, - 51(y),s2(1))) dla y € [0,1] i pewnego
ez € [s2(1)/s1(1),00). Wowczas

LHS(D2) = I(x,S1(y,2)) = s5  (min(c, - 51(S1(y, 2)), s2(1
= sy (min(e, - min(s1(y) + s1(2), 51(1)), s2(1)))
= sy (min(cy(s1(y) + 51(2)), cas1(1), 52(1))) = s3 " (min(cz(s1(y) + 51(2)), 52(1))),
RHS(D2) = So(I(z,y), I(z,2)) = Sa(sy " (min(cy - s1(y), s2(1))), 55 (min(c, - 1(2), 52(1))))
= 55 ' (min(min(c; - s1(y), s2(1)) + min(cy - 51(2), s2(1)), s2(1)))
= 55 '(min(cp(s1(y) + 51(2)), 52(1))) = LHS(D2).

)

w(i) = (”)”
Na poczatku tego podrozdziatu przeksztalciliSmy rownanie rozdzielnosci (D2) dla dwoch cia-
glych i archimedesowych t-konorm S, S5 o ciagltych, addytywnych generatorach s; oraz ss,

odpowiednio, do réwnania funkcyjnego

g (min(u + v, s1(1))) = min(g,(u) + g.(v), s2(1)), u,v € [0,s1(1)],

gdzie gz( - ) = sy 0 I(z,s7"( - )) dla ustalonego = € [0,1]. Poniewaz obie t-konormy S, So
sa nilpotentne, to s1(1),s2(1) < oo i funkcja g, spelnia réwnanie (2.3) dla skoniczonych sta-
tych rq := s1(1) oraz r9 := s2(1). Na mocy twierdzenia 2.5 zachodzi zatem g, = s2(1) lub g, = 0,
lub

0, u =0,
gz (u) = { u € [0,s1(1)],
s2(1), u>0,
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lub istnieje taka stata c; € [s2(1)/s1(1), 00), ze

gz(u) = min(cgu, s2(1)), u € [0,s1(1)].

Majac w pamieci definicje funkcji g, otrzymujemy, ze I(x,-) przyjmuje posta¢ (2.13), (2.14),
(2.15) lub (2.16). O

Twierdzenie 2.9 pozwala na opisanie nieskoriczenie wielu rozwiazan rownania (D2), ktore sa
implikacjami rozmytymi. Warto zauwazy¢, iz przekréj pionowy implikacji rozmytej I dla z = 0
zawsze jest postaci (2.14), tj. I1(0,-) = 1. Pokazemy tutaj dwa przyklady implikacji rozmytych
rozwiazujacych (D2) dla t-konorm nilpotentnych.

Przyklad 2.10 (Baczynski et al. [19, Example 5|). Jesli S1,Se sa t-konormami nilpotentnymi,
to najwiekszym rozwigzaniem (D2), ktore jest implikacja rozmyta, jest najwieksza implikacja
rozmyta:

1, z<1 lub y>0,
Li(z,y) = z,y € [0,1].
0, z=1 oraz y =0,

Przekroje pionowe rozwiazania sa w tym przypadku nastepujace: dla x € [0, 1) jest to I(z,-) = 1,

a dla x =1 jest to rozwiazanie (2.34).

Przyklad 2.11 (Baczynski et al. [19, Example 6]). Jesli S1, Se sa t-konormami nilpotentnymi,

to najmniejszym rozwiazaniem (D2), ktore jest implikacja rozmyta, jest nastepujaca funkcja:

1, =1,
I(z,y) = z,y € [0,1].
{32_1 (min (28; : Sl(y),SQ(l))) , x <1,

W szczegbdlnym przypadku, kiedy s; = so, czyli S; = S2, otrzymujemy nastepujaca implikacje
rozmyta:

1, z=1,
I(x’ y) = x’ y 6 [0’ ]‘]7
y, x <1,

ktora jest najmniejsza (S, N)-implikacja (zob. [17, Example 1.5]).

Autorka wraz z M. Baczyriskim oraz T. Szostokiem postawili sobie pytanie o rozwigzania
ogolniejszych wersji rownan funkcyjnych (2.3) - (2.6), w ktorych w miejsce funkeji minimum oraz
identycznosci rozwazane sa bardziej ogolne funkcje my oraz ms. Problemowi temu poswiecony

jest caly rozdzial 3.

2.2.2 Réwnania rozdzielnosci dla cigglych t-norm oraz t-konorm

M. Baczynski i B. Jayaram rozwiazujac w 2009 roku réwnania rozdzielnosci (D1) - (D4)
w przypadku t-norm oraz t-konorm ciaglych i archimedesowych, zaznaczyli w [19], ze problem
ten dla operatoréw ciaglych pozostawal nierozwiazany. Jednak ich charakteryzacja przedstawiona
w twierdzeniu 1.30 pozwala spojrze¢ na operatory ciagle jako na pewnego rodzaju kombinacje
operatoréw ciagtych i archimedesowych. Okazuje sie zatem, ze rozwiazanie réwnan rozdzielnosci
w ogllniejszym przypadku t-norm i t-konorm ciaglych polega przede wszystkim na sprawnym

wykorzystaniu wczesniejszych wynikdéw, nie prowadzac przy tym do nowych rownan funkcyjnych.
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W latach 2012-2013 F. Qin, M. Baczynski oraz A. Xie |64, 16| rozwiazali rownanie (D1) przy
zalozeniu, ze jedna z t-norm, 77, jest ciagla, ale nie archimedesowa, natomiast druga z t-norm,
T, jest ciggta 1 archimedesowa. Autorzy zauwazyli, ze ich metode mozna zastosowaé do rozwia-
zania pozostalych trzech réownan rozdzielnosci (D2) - (D4) w przypadku, gdy jedna z t-norm
lub t-konorm jest ciagla i archimedesowa, a druga jest tylko ciagta. W kilku oddzielnych twier-
dzeniach scharakteryzowali oni rozwiazania rownania (D1) dla t-normy $cistej lub nilpotentne;j
generujacej 11 na pewnym szczegblnym podprzedziale oraz dla t-normy 75 takze $cistej lub nil-
potentnej. Udowodnili, ze wsréd cigglych rozwigzan nie ma implikacji rozmytych oraz opisali
rozwiazania ciagte poza punktem (0,0), ktore sa implikacjami rozmytymi. Autorzy podkreslili,
ze zbiory rozwiazan rownania (D1) w zbadanym wczesniej przypadku, gdy obie t-normy sa ciagle
i archimedesowe oraz w przypadku, gdy 77 jest tylko ciagta, sa istotnie rézne.

W 2013 roku F. Qin oraz M. Baczynski kontynuowali swoje badania, tym razem w przypad-
ku, gdy zaden z operatoréw nie byt archimedesowy. W pracy [63| rozwiazali oni réwnanie (D2),
podkreslajac, ze ich metoda moze byé¢ zastosowana takze do rozwiagzania pozostatych trzech réw-
nan rozdzielnosci. Zaprezentujemy tutaj najwazniejsze twierdzenie z ich pracy, charakteryzujace
wszystkie rozwigzania rownania (D2), gdy obie t-konormy Si, S; sa ciagte, ale nie sa archimede-

sowe.

Twierdzenie 2.12 (por. Qin at al. [63, Theorem 4.17]). Niech S1,S2 bedq t-konormami cig-
gtymi, ale nie archimedesowymi, oraz miech I:[0,1]> — [0,1] bedzie dowolng funkcjqg. Ustalmy
z € [0,1].

Trojka funkcji (S1,S2,1) spetnia réwnanie (D2) dla wszystkich y,z € [0,1] oraz dla ustalo-
nego przed chwilg x € [0,1] wtedy i tylko wtedy, gdy I(x,-) jest rosngca, idempotentna, tj.
I(x,I(z,y)) = I(z,y) dla wszystkich y € [0,1], oraz na kazdym podprzedziale (cum, Bm) gene-

rujgcym S1 zachodzi, co nastepuje:

(i) Jesli t-konorma Sy, generujgca S1 na podprzedziale (cun, Bm) jest Scista, to funkcja I(z,-)

przyjmugje na tym podprzedziale jedng z dwdch postaci:

(a) I(x,-) = r, gdzie v jest elementem idempotentnym, tj. I(z,I(x,r)) = I(z,7), oraz
zachodzi I(x, ) < 1 < I(x, B),
(b) lub

_ . y—a
I(z,y) =5 + (6 —)s; ! <m1n (cxsm (m> ,Sj(1>>> Y € (am, Bm),
Bm — Qm

(2.17)
gdzie (vj,0;) jest takim podprzedziatem generujgcym So, Ze istnieje yo € (Qum, PBm),
takie ze I(x,y0) € (74,0;), Sj jest t-konorma generujacg Sa na tym podprzedziale oraz
funkcje s, 55 sq ciggtymi, addytywnymi generatorami t-konorm Sy, oraz Sj;, odpo-
wiednio; wreszcie ¢, € (0,00) jest pewng statq okreslong jednoznacznie z doktadnosciq

do dodatniej statej multyplikatywnej, zalezng od statych dla funkcji s, oraz s;.

(ii) Jesli t-konorma Sy, generujaca S1 na podprzedziale (ouy, Bm) jest nilpotentna, to funk-

cja I(z,-) przyjmuje na tym podprzedziale jedng z dwdch postaci:

(0,) I(f]?, ) = I(.%',ﬂm),
(b) I(z,-) jest postaci (2.17), dla pewnej statej c, € [;;((11)),00), okreslonej jednoznacznie

z doktadnosciqg do dodatniej statej multyplikatywne;.
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W tym samym czasie nad problemem rozdzielnosci implikacji wzgledem ciagtych t-norm
i t-konorm zajmowatla sie takze grupa chinskich badaczy, A. Xie, H. Liu, F. Zhang oraz C. Li.
W pracach [76, 77| nalozyli oni zalozenie na funkcje I, Ze jest rosnaca ze wzgledu na druga zmien-
ng oraz skoncentrowali sie na scharakteryzowaniu tylko tych rozwiazan, ktoére sa implikacjami

rozmytymi.

2.2.3 Roéwnania rozdzielnosci dla uninorm reprezentowalnych

Zauwazmy najpierw, ze jesli w rownaniach rozdzielnosci (D1) - (D4) w miejsce t-norm oraz
t-konorm wstawimy ogolniejsze uninormy, to te cztery rownania zredukuja si¢ do nastepujacych

dwoch:

I(z,Ui(y, 2)) = U2(I(z,y), I(x, 2)), (DU-1)
I(Ul(xay)vz) = UZ(I(xa z),](y,z)), (DU'2)

gdzie z,y,z € [0,1] oraz I,Uy,Us: [0,1]2 — [0, 1].
Nastepnie za [8, 65| zaprezentujemy dwa wstepne fakty.

Lemat 2.13 (zob. Baczyiiski [8, Lemma 3.1]). Niech funkcja I: [0,1]2 — [0,1] spetnia waru-
nek (13) oraz réwnanie (DU-1) z pewnymi uninormami Uy, Us. Wowczas Uy jest koniunkcyjna

wtedy @ tylko wtedy, gdy Us jest koniunkcyjna.

Lemat 2.14 (zob. Baczyniski [8, Lemma 3.2]). Niech funkcja I: [0,1)2 — [0,1] spetnia waru-
nek (13) oraz réwnanie (DU-2) z pewnymi uninormami Uy, Us. Wowczas Uy jest koniunkcyjna

wtedy 1 tylko wtedy, gdy Us jest alternatywna.

Poniewaz kazda klasyczna uninorma jest koniunkcyjna lub alternatywna (por. z uwaga 1.32),
to na mocy powyzszych lematéow rownanie funkcyjne (DU-1) wystarczy rozwazy¢ tylko dla przy-
padku, kiedy obie uninormy Uj,Us sa koniunkcyjne lub obie sa alternatywne, oraz réwnanie
funkcyjne (DU-2) tylko, gdy U; jest koniunkcyjna a Us alternatywna, lub Uy jest alternatywna,
a Us koniunkcyjna.

Oba réwnania (DU-1) oraz (DU-2) badano dotad jedynie dla pewnej rodziny uninorm repre-
zentowalnych (poréwnaj [8]). Odgrywaja one szczegdlna role wérod wszystkich uninorm, podob-
nie jak t-normy oraz t-konormy ciagle i archimedesowe wsréd wszystkich t-norm oraz t-konorm.
W twierdzeniu 1.33 oraz uwadze 1.36 przedstawiliémy ich prosta reprezentacje za pomoca cig-
glych, addytywnych generatoréw. Mianowicie jesli U jest uninorma reprezentowalna, ktérej ge-

neratorem jest funkcja h, to U jest postaci (1.4), tj.
U(z,y) = h™ (h(@) + h(y)), z,y €10,1],

oile U jest koniunkcyjna oraz na przeciwdziedzinie h przyjmiemy zalozenie (A—), tj. co4(—o0) =
(—00) 400 = —00, lub U jest alternatywna, a na przeciwdziedzinie h przyjmiemy zalozenie (A+),
tj. 00 + (—00) = (—00) + 0o = 0.

Jesli zatem rozwazymy réwnania (DU-1), (DU-2) tylko dla uninorm reprezentowalnych, to
korzystajac z postaci (1.4) takich uninorm, mozemy nasze rownania rozdzielnosci uprosci¢. Mia-
nowicie, niech hi, ho: [0,1] — [—o0, o0], gdzie h1(0) = h2(0) = —o0, hi(e1) = ha(ez) = 0 oraz
hi(1) = ha(1) = 0o, beda ciagtymi, addytywnymi generatorami uninorm Uy, Us, a e, ez € (0,1)
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elementami neutralnymi tych uninorm, odpowiednio. Jesli Uy, Us sa obie koniunkcyjne oraz kta-
dziemy zalozenie (A—) na przeciwdziedzinach hi, he lub Uj, Us obie sa alternatywne oraz na

przeciwdziedzinach hy, hy zakladamy (A+), to rownanie (DU-1) mozemy zapisa¢ w postaci
I(z, by (ha(y) + 1 (2)) = by (o (I (2, y) + ha(I(2, 2))),  x,y,2 € [0,1].

Podobnie, jesli jedna z uninorm jest koniunkcyjna, a druga jest alternatywna, oraz mamy od-
powiednia kombinacje zatozen (A—)/(A+) na przeciwdziedzinach hi, ha, to rownanie (DU-2)

mozemy zapisa¢ w postaci
I(hy (P () + ha(y)), 2) = by (ha(I(2,2)) + ha(I(y,2))), .,z € [0,1].

Nastepnie oznaczmy standardowo przez f, oraz g*, dla ustalonych z, z € [0, 1], nastepujace

ztozenia funkcji:
o fo(+)=haol(z,h'( ), © g*(+)=haol(h'(-),2).

Powyzsze dwa réwnania rozdzielno$ci mozemy teraz przedstawi¢ w postaci

fo(h1(y) + h1(2)) = fa(h1(y) + fa(h1(2)),  y,2 €]0,1],
g (hi(z) + hi(y)) = g°(h(2)) + ¢°(h(y)), =,y €[0,1].

Sa to zatem rozszerzone do nieskoriczonosci klasyczne rownania Cauchy’ego

flutv) = f(u) + f(v), (©)

gdzie f: [—00,00] — [—00,00] jest nieznang funkcja. Dziedzina oraz przeciwdziedzina f to od-
powiednio przeciwdziedziny funkcji hy oraz he. Z wyprowadzenia réwnania (C) z réwnan roz-
dzielnosci (DU-1), (DU-2) wynika, ze poszukiwane sa jego rozwiazania dla wszystkich kombinacji
zalozen (A—)/(A+) na dziedzinie i przeciwdziedzinie funkcji f. Rozwiazania te zostaly znale-
zione przez M. Baczyniskiego [8]. W niniejszej pracy zacytujemy uzyskane przez niego wyniki
poza jednym przypadkiem, w ktorym w pracy [8] wkradl sie blad. Dla tego przypadku poda-
my poprawne sformutowanie twierdzenia wraz z pelnym dowodem, bedzie to twierdzenie 2.18.
Do przedstawionych tutaj wynikow bedziemy sie odwoltywaé w dalszej czedci tego rozdziatu oraz
w rozdziatach 2.2.4 1 4.

Twierdzenie 2.15 (Baczynski |8, Proposition 4.1]). Niech X =Y = [—o00,00]. Dla funkcji

f: X =Y nastepujgce zdania sg rownowazne:

(i) Funkcja f spetnia réwnanie funkcyjne Cauchy’ego (C) dla x,y € X, z zalozeniem (A—),

tj. (—00) + 00 = 00 + (—00) = —o0, na obu zbiorach X oraz Y.

(i) Zachodzi f = —oo lub f =0, lub f = oo,
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—00, T = —00, 00, T = —00,
lub f(x) = (2.18) lub f(x) = (2.19)
0, x € (—o0, 0], 0, x € (—o0,00],
—00, T = —00, —00, T € {—00,00},
b f(z) = (2.20) b f(x)= (2.21)
o0, x € (—o0,00], 0o, x€R,
lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona addytywna funkcja c: R — R, Ze
—00, X € 1—00,007, 00, T € {—00,007 ,
flx) = { ) (2.22) b f(z)= { ) (2.23)
c(xz), z€R, c(x), z€R,
—00, T = —00,
lub f(z) =4 c(x), z€R, (2.24)
00, X = 00.
Twierdzenie 2.16 (Baczynski |8, Proposition 4.3|). Niech X =Y = [—o00,00]. Dla funkcji

f: X =Y nastepujgce zdania sq réwnowazne:

(i) Funkcja f spetnia réwnanie funkcyjne Cauchy’ego (C) dla x,y € X, z zatozeniem (A+),

tj. (—o0) + 00 = 00 4 (—0) = 00, na obu zbiorach X oraz Y.

(i) Zachodzi f = —oo lub f =0, lub f = oo,

lub f(;c):{o’ TELe) hon) f(x):{o’ e [Fo000) ) o6

—00, T = 00, 00, T = 00,

lub f(x):{_oo’ T g on b f(x):{_oo’ veR, (2.28)

00, I =00, 00, € {—00,00},
lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona addytywna funkcja c: R — R, ze f jest postaci
(2.22), (2.23) lub (2.24).

Twierdzenie 2.17 (Baczynski |8, Proposition 4.5]). Niech X =Y = [—o0,00]. Dla funkcji

f: X =Y nastepujgce zdania sq réwnowazne:

(i) Funkcja f spetnia réwnanie funkcyjne Cauchy’ego (C) dla z,y € X, z zatozeniem (A—) na

zbiorze X oraz (A+) na zbiorze Y.
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(i) Zachodzi f = —oo lub f =0, lub f = oo, lub f jest postaci (2.18), (2.19) lub (2.28), lub

fz) = { (2.29)

lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona addytywna funkcja c: R — R, ze f jest postaci

(2.22), (2.23) lub
f(x)=qc(x), z€R, (2.30)

—00, ¥ = 00.

Twierdzenie 2.18 (por. Baczynski [8, Proposition 4.7]). Niech X =Y = [—o00,00]. Dla funkcji

f: X =Y nastepujgce zdania sg réwnowazne:

(i) Funkcja f spetnia réwnanie funkcyjne Cauchy’ego (C) dla z,y € X, z zatoZeniem (A+) na

zbiorze X oraz (A—) na zbiorze Y.

(i) Zachodzi f = —oo lub f =0, lub f = oo, lub f jest postaci (2.21), (2.25) lub (2.26), lub

00, € [—00,00),

fz) = { (2.31)

lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona addytywna funkcja c: R — R, ze f jest postaci

(2.22), (2.23) lub (2.30).

Dowdd. ,(i1) = (1)”
Dowo6d w te strone jest bezposrednim przeliczeniem, ze powyzsze funkcje spelniaja réwnanie

funkcyjne Cauchy’ego (C) przy zalozeniu (A+) na zbiorze X oraz (A—) na zbiorze Y.

»(1) = (i1)”
Niech f: X — Y spelia rownanie (C) dla wszystkich z,y € X, przy zalozeniu (A+) na zbiorze X
oraz (A—) na zbiorze Y. Najpierw zauwazmy, ze niemozliwa jest kombinacja wartosci funkcji

f(—00) = —o0 oraz f(oo) = 0o, jesli bowiem bylaby ona prawdziwa, to otrzymaliby$my
oo = f(00) = f((=00) + 00) = f(—00) + f(00) = (—00) + 00 = —o0,

czyli sprzecznosc.
Wstawiajac * = y = oo do réownania (C), otrzymujemy f(co) = f(oco0) + f(o0), zatem

f(o0) € {—00,0,00}. Jesli f(o0) =0, to dla dowolnego = € [—o0, 00| mamy

0= f(o0) = floo+ ) = f(oo) + f(x) = 0+ f(2) = f(),

a stad f = 0, czyli otrzymalisSmy pierwsze rozwigzanie.

Wstawiajac nastepnie x = y = —oo do réwnania (C), otrzymujemy podobnie, ze f(—o0) =
f(=00)+f(—00),azatem f(—o0) € {—00,0,00}. Jesli f(—o0) = 0, to dla dowolnego x € [—o0, 0)
mamy

0= f(=00) = f(-oo+ ) = f(=00) + f(2) = 0 + f(z) = f(2).
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Okreslajac brakujaca wartosé f(oco) jako —oo lub oo, otrzymujemy rozwiazania (2.25) i (2.26).
Dalej nalezy rozwazy¢ wszystkie przypadki, gdy f(—o00), f(00) € {—o00, 00}, wylaczajac ten, gdy

f(—=o0) = —o0 oraz f(o0) = 0.
Kladac z = y = 0 w (C), otrzymujemy f(0) = f(0) + f(0), czyli takze f(0) € {—00,0, c0}.
Jesli f(0) = —oo, to dla dowolnego x € [—00, 00] mamy

f(x) = flx+0) = f(z) + f(0) = f(z) + (—00) = —o0,

a zatem otrzymujemy kolejne rozwiazanie f = —oo. Jesli f(0) = oo, wtedy dla dowolnego

x € [—00, 0] dostajemy

f(@) = f(x+0) = f(z) + f(0) = f() + o0,

wiec dla dowolnego ustalonego z € [—o00, 00] zachodzi f(x) = —oo lub f(z) = co. Natomiast

dla x € R mamy
oo = f(0) = f(z + (—2)) = f(z) + f(—=),

co lacznie z zalozeniem (A—) na zbiorze Y prowadzi do f(x) = oo dla wszystkich z € R.
Rozwazajac trzy mozliwe kombinacje wartosci f(—oo) oraz f(oo), otrzymujemy kolejne trzy
rozwiazania: f = oo, (2.21) oraz (2.31).

Rozwazmy wreszcie ostatni przypadek, gdy f(0) = 0. Wowczas dla wszystkich € R mamy

0=f(0) = flz+(=x)) = f(z) + f(-x),

stad f(x) € R dla wszystkich 2 € R. Istnieje zatem wyznaczona jednoznacznie addytywna funkcja
c: R — R, taka ze f(x) = ¢(z) dla € R. Ponownie biorac pod uwage trzy mozliwe kombinacje

wartosci f(—o0) 1 f(00), otrzymujemy trzy ostatnie rozwiazania: (2.22), (2.23) oraz (2.30). O

Wykorzystujac twierdzenia 2.15 - 2.18, mozemy scharakteryzowaé rozwiagzania réwnan roz-
dzielnosci (DU-1) oraz (DU-2) dla wszystkich kombinacji koniunkcyjnych i alternatywnych uni-
norm reprezentowalnych Uy, Us. Mozemy to zrobié¢ oczywiscie przy odpowiednich zatozeniach
(A—)/(A+) na odpowiednich zbiorach, kiedy to posta¢ uninorm reprezentowalnych sie uprasz-
cza (poréwnaj z uwaga 1.36) i umozliwia zredukowanie rownan rozdzielnosci do réwnania Cau-
chy’ego (C). Rozwiazanie rownan (DU-1) oraz (DU-2) przy innych kombinacjach zatozen (4A—)/(A+)
na przeciwdziedzinach generatoréw obu uninorm pozostaje zatem problemem otwartym.

W niniejszej pracy jako przyktad przedstawimy twierdzenie charakteryzujace rozwiazania

rownania (DU-1) dla dwoch koniunkeyjnych uninorm reprezentowalnych.

Twierdzenie 2.19 (por. Baczyniski [8, Theorem 5.1]). Niech Uy, Us bedg koniunkcyjnymi uninor-
mami reprezentowalnymi z funkcjami hi,ha: [0,1] — [—00,00] jako ich ciggltymi, addytywnymi
generatorami oraz z elementami neutralnymi e1, ez € (0, 1), odpowiednio. Ponadto zatézmy (A—)
na przeciwdziedzinach hy, hs. Dla dowolnej funkcji I: (0,12 — [0,1] nastepujgce zdania sq réw-

nowazne:
(i) Trojka funkcji (U, Us, I) spetnia réwnanie funkcyjne (DU-1) dla wszystkich x,y, z € [0, 1].

(i) Dla dowolnego ustalonego x € [0, 1] przekréj pionowy I(x,-) przyjmuje jedng z nastepujg-

cych postaci:
I(xz,-)=0 lub I(x,-) = ea, lub I(z,-)=1,
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{0, y =0, {1, y=0,
b I(x,y) = (2.32)  lub I(x,y) = (2.33)
€2, Y& (07 1]7 €2, Y& (07 1]7
{07 y_ ’ {07 y€{071}7
b I(x,y) = (2.34) b I(z,y) = (2.35)
1, ye(0,1], 1, ye(0,1),
b I(z,y) = {07 ye 0.1, (2.36)
hgl (gx(hl(y))) y Y E (07 1)5
b I(z,y) = {17 ye {01, (2.37)
hgl (gz(hl(y))) y Y E (07 1)a
0, y=0,
b I(z,y) = {hy' (92 (), v € (0,1), (2.38)
1, y =1,

dla pewnej funkcji addytywnej g.: R — R.

Dowdd. ,,(i1) = (1)”
Dowdd w te strone jest bezposrednim przeliczeniem, ze powyzsze funkcje wraz z Uy, Us spelniaja

réwnanie funkcyjne (DU-1). Pomijamy go w tej pracy.

(1) = (13)”
Na poczatku tego podrozdziatu przeksztalcilismy réwnanie rozdzielnosci (DU-1) dla dwoch ko-
niunkcyjnych uninorm reprezentowalnych Uy, Us, z generatorami hq, he, odpowiednio, oraz przy

zalozeniu (A—) na przeciwdziedzinach tych generatoréw, do rownania funkcyjnego
fo(u+v) = fo(u) + fa(v),  u,v € [—00,00],

gdzie fo(-) = hgo I(xz,h7*(-)), fe:[—00,00] — [~00, 0] oraz na dziedzinie i przeciwdziedzinie
funkeji f, zaktadamy (A—). Twierdzenie 2.18 opisuje wszystkie rozwiazania f,. Znajac ich postaé
i korzystajac z definicji funkcji f, oraz z tego, ze hi(0) = ha(0) = —o0, hi(e1) = ha(e2) = 0
i h1(1) = he(1) = oo, wyprowadzamy juz tatwo wzory na przekr6j pionowy I(x,-), podane w tym

twierdzeniu. O

Zauwazmy, ze aby przekrdj pionowy rozwiazania rownania (DU-1) okreslony w twierdze-
niu 2.19 mogt byé przekrojem pionowym implikacji rozmytej dla pewnego ustalonego z € [0, 1],
musi zachodzi¢ I(x,-) = 1 albo I(z,-) musi by¢ postaci (2.34) lub (2.38). W szczegélnosci dla
x = 0 jedynie pierwsza z tych opcji jest mozliwa. Ponadto musimy pamieta¢, ze implikacja roz-
myta jest malejaca ze wzgledu na pierwsza zmienna oraz rosnaca ze wzgledu na druga zmienng.
Pomimo tych wszystkich dodatkowych warunkéw, wéréd rozwiazan rownania (DU-1) tatwo mo-
zemy znalez¢ nieskonczenie wiele implikacji rozmytych. W ponizszym przyktadzie podamy dwie

z nich.
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Przyktad 2.20 (Baczynski [8, Example 5.2|). (i) Jesli Uy oraz Us sa koniunkcyjnymi uninor-
mami reprezentowalnymi, to najwieksze rozwiazanie rownania (DU-1), ktore jest implikacja

rozmyta, jest najwieksza implikacja rozmyta (zob. [18]):

1, z<1luby>0,
Il(xay) = T,y € [0> 1]
0, z=1orazy=0,

(ii) Jesli Uy oraz Us sa koniunkcyjnymi uninormami reprezentowalnymi z elementami neutral-
nymi e, es, odpowiednio, to nastepujaca implikacja rozmyta:
1, z=0luby=1,
I(x,y) = {ea, x>0orazye(0,1), x,y € 10,1],
0, wpp,
spelia réwnanie (DU-1) wraz z U; i Us. Przekroje pionowe sa w tym przypadku naste-

pujace: dla x = 0 mamy I(0,-) = 1, a dla « € (0, 1] przekroje pionowe sa postaci (2.38)
z funkcja g, = 0.

2.2.4 Roéwnania rozdzielnosci dla t-norm oraz t-konorm rozktadalnych

W tym podrozdziale zarysujemy problem badania rozdzielnosci operatoréw rozmytych okre-
$lonych na kracie £, ktora rozwaza sic w przedziatowej logice rozmytej. Przypomnijmy, ze zgod-
nie z definicja z przyktadu 1.9 przyjmujemy £/ = (L, <,1), gdzie

L' = {(z1,22) € [0,1]° | 1 < a2},

(x1,22) <pr (y1,92) <= x1 <y1 Az < Y.

Dotychczas zbadano szczegétowo rownanie rozdzielnosci (D1), tj.
I(z, Ti(y, 2)) = B(Z(2,y), L(,2)),  xy,2 €L,

dla rozktadalnych t-norm na £! generowanych przez ciagte i archimedesowe t-normy na ([0, 1], <).
Zagadnieniem tym zajmuje sie od 2010 roku w szczegélnosci M. Baczyniski. W pracach [9, 11,
10, 12, 13, 14| wskazal on, ze aby uzyska¢ rozwiazania rownania (D1) w tej rodzinie operatorow,

konieczne jest m.in. rozwiazanie réwnania funkcyjnego
f(min(uy + vy, 1), min(ug + ve,71)) = min(f(ug, u2) + f(vi,v2),72), (2.39)

gdzie (u,us2), (v1,v2) € [0,71]?, takie ze uy > uo, vy > vy oraz ri,rs sa dowolnymi dodatni-
mi staltymi, skoriczonymi lub nieskoriczonymi. W rzeczywistosci trzeba zatem bylo rozwiazac

nastepujace cztery rownania funkcyjne:

g(u1 +v1,up + v2) = g(ur, u2) + g(v1, v2), (1)
h(min(u; + v1,a), min(ug + vg,a)) = h(uy, uz) + h(vi, va), (f2)
J(min(uy 4 v1, a), min(ug 4+ ve, a)) = min(j(u1, ug) + j(v1, v2),b), (f3)

k(uy 4 v1,ug + vo) = min(k(uq, u2) + k(v1,v2),b), (f4)
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gdzie a,b > 0 sa ustalonymi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, g: L — [0, 00], h: L* — [0, o0],

j: L* —[0,b], k: L — [0, b] sa nieznanymi funkcjami oraz

(uy,us) € [0, 00]2 | w1 > ua},

{
L% = {(u1,uz) € [0,a)® | uy > us}.

Rozwiazania rownania (f1) sa zaprezentowane w |9, Proposition 3.2|, rozwiazania réwnania ({2)
w [11, Proposition 4.2], rozwigzania réwnania (f3) w [15, Proposition 5.2] oraz rozwiazania row-
nania (f4) w [12, Proposition 3.2].

Aby scharakteryzowaé rozwigzania pozostatych réwnan rozdzielnosci dla implikacji rozmy-
tych, t-norm i t-konorm na L!, potrzebne bedzie rozwiazanie rownan (f1) - (f4) dla funkcji

okreslonych na kombinacjach zbiorow L, L* oraz Loy, L4, gdzie

Loo = {(u1,u2) €0, 00]2 | up < ugt,

Lo = {(u1,u2) € 0,0 | u1 < ua}.

Zbiory L, L* odpowiadaja tym stronom réwnan, w ktérych wystepuja t-normy, a zbiory Lo,
L, tym stronom réwnan, w ktorych wystepuja t-konormy. Wynika to z tego, ze funkcje generu-
jace ciagte i archimedesowe t-konormy sa $cisle rosnace, zatem nie odwracaja porzadku miedzy
argumentami ze zbioru L, natomiast generatory ciagtych i archimedesowych t-norm sa $cisle ma-
lejace, a wiec ten porzadek wlasnie odwracaja. Jak dotad wyniki dotyczace tak zmodyfikowanych
rownan (f1) - (f4) nie zostaly opublikowane.

Autorka we wspotpracy z M. Baczyniskim podjeta sie kontynuacji badan nad rozdzielnoscia
implikacji w rodzinie operatoréw rozmytych na £, w miejsce t-norm i t-konorm rozwazajac

ogoblniejsze uninormy na £!. Badania te doprowadzity m.in. do réwnania funkcyjnego (F), tj.
flur + v, ug +v2) = fur,ug) + f(or,v9),  (u1,ug), (vi,v2) € L%,

gdzie L® = {(z1,22) € [~00,0]? | 21 < 22}. Rozdzial 4 jest poswiecony temu zagadnieniu.
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Rozdziat 3

O réwnaniu

fmi(x +y)) = ma(f(x) + f(y))

W podrozdziale 2.2.1 wyprowadzili$my réwnanie (2.2) dane wzorem

f(min(z +y,r1)) = min(f(z) + f(y),72),

gdzie state r1,79 € (0,00] moga by¢ skonczone lub nieskoniczone, a f: [0,r1] — [0,72]. Zapre-
zentowaliSmy tam rowniez uzyskane w |7, 19| rozwiazania rownan (2.3)-(2.6), ktore sa czterema
wersjami rownania (2.2) dla wszystkich kombinacji 71, rg skoriczonych i nieskoriczonych. Rozwia-
zania te sa potrzebne, aby scharakteryzowaé implikacje rozmyte speliajace réwnania rozdzielno-
sci (D1)-(D4) wraz z ciagtymi i archimedesowymi t-normami oraz t-konormami. Zilustrowali$my
to w twierdzeniu 2.9 oraz w przyktadach 2.10, 2.11, analizujac rozwiazania réwnania (D2) dla
t-konorm nilpotentnych.

W niniejszym rozdziale rozwazymy ogoélniejsze réwnanie, wstawiajac w miejsce minimow

bardziej ogoélne funkcje mq,mo. Mianowicie interesowaé nas bedzie réwnanie

flma(z +y)) = ma(f(z) + f(y)), (M)

gdzie my: [0,2r1] — [0,71], ma: [0, 2rs] — [0, 7] dla pewnych statych r1, 79 € (0, 00], ktore moga
byé skoniczone lub nieskoiniczone. Natozymy pewne dodatkowe zalozenia na funkcje mq i mo. Naj-
pierw rozwazymy i w pelni rozwiazemy przypadek, gdy funkcja mo jest roznowartosciowa. Przy
okazji tych rozwazan pojawi sie klasyczne réwnanie Jensena, ale rozszerzone do nieskoiiczono$ci.
Rozwiazemy je oraz przedstawimy jego zwiazek z rozwiazanym w 2009 réwnaniem Cauchy’ego,
takze rozszerzonym do nieskoriczonosci [19]. Nastepnie zbadamy rozwiazania rownania (M), gdy
funkcja mo nie jest roznowartosciowa. W tym przypadku natozymy inne, dodatkowe zatozenia
na funkcje m1, ms, zapewniajace im pewne podobienstwo do funkcji minimum lub identycznodci.
W szczegodlnoscici udowodnimy, ze wszystkie rozwiazania rownan (2.3)-(2.6) mozna wywniosko-
waé z uzyskanych przez nas twierdzen, co oznacza, ze nasze wyniki rzeczywiscie uogoélniaja wcze-
$niejsze rezultaty (poréwnaj |7, 19]). Wskazemy roéwniez przyklady zupelnie nowych rozwiazan
rownania (M), ktore nie naleza do zbioru rozwigzan rownan (2.3)-(2.6).

Wszystkie wyniki przedstawione w niniejszym rozdziale zostaly uzyskane w latach 2012-2015
przez Autorke we wspotpracy z M. Baczynskim oraz T. Szostokiem. Duza cze$é¢ z nich zostata
opublikowana w kilku pracach — przypadek roznowartosciowej funkeji mg opisano w pracach |23,

24, 21|, natomiast przypadek nier6znowartosciowej funkcji mo w artykutach [23, 24, 22].
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3.1 Przypadek réznowartosciowej funkcji ms

W calym podrozdziale badajac rownanie, naktadamy tylko jedno dodatkowe zalozenie na
funkcje mq oraz mso: ze funkcja mo jest réznowartosciowa. Zwroéémy uwage, ze sposrod row-
nan (2.3)-(2.6) w pierwszych dwoch ma zastepuje funkcje minimum (dokladniej min(-,r) dla
ustalonego r € (0,00)), natomiast w pozostatych dwoch my zastepuje identycznosé. Oczywi-
$cie identycznosé jest réznowartosciowa, w przeciwienstwie do minimum, dlatego tylko réwna-
nia (2.5), (2.6) beda przez nas tutaj rzeczywiscie uogolnione. Odpowiadaja im przypadki, kiedy
o = OQ.

Rozpoczniemy od krotkiego lematu sprowadzajacego ten przypadek do klasycznego réwnania
Jensena, rozszerzonego do nieskonczonosci. Ponizszy lemat udowodnilismy w pracy [24], przy

zalozeniu, ze state r1,ro sa skonczone. Tutaj opuszczamy to zalozenie.

Lemat 3.1. Niech ri,rm3 € (0,00] oraz niech my: [0,2r1] — [0,71], ma: [0,2rs] — [0,72] bedq
danymi funkcjami. Jezeli funkcja mo jest rdznowartosciowa oraz funkcja f: [0,r1] — [0,re] wraz

z my, ma spetnia réwnanie (M), to f spetnia takze réwnanie Jensena

f@)+ 5w =2 (57). )
dla x,y € [0,r1].
Dowdd. 7 (M) otrzymujemy
my ! (f(ma(z +)) = f(z) + f(y), z,y € [0,m],
i wstawiajac F(t) := my " (f(m1(t))), dla t € [0,2r1], dostajemy
Fz+y) = f(x) + f(y), z,y € [0,71].
Dla ,y € [0,71] zapisujemy wiec ciag rownosci

f@) + f0) = Fa+n) = F((52) + (52)) =2, (5.

a zatem f spelnia rownanie Jensena (J). O

3.1.1 Roéwnanie Jensena rozszerzone do nieskonczonosci

Z lematu 3.1 wnioskujemy, ze do rozwiazania rownania (M) nalezy rozwiaza¢ rownanie Jen-
sena (J) dla funkcji f: [0,71] — [0,72], gdzie ri,r2 € (0,00]. W tym podrozdziale rozwazymy
zatem cztery przypadki odpowiadajace wszystkim kombinacjom skoiiczonych oraz nieskonczo-
nych wartosci statych 7 i ro. Ponadto zaprezentujemy rozwiazania réwnania Jensena (J) dla
funkcji f: [—00,00] — [—00,00] oraz przedyskutujemy ich zwiazek z rozwiazaniami réwnania
Cauchy’ego (C), ktore przedstawiliSmy w twierdzeniach (2.15) - (2.18) w podrozdziale 2.2.3.

W niniejszej pracy jensenowskimi nazywaé¢ bedziemy rzeczywiste funkcje speliajace row-
nanie Jensena (J). Rozpoczniemy od podstawowego lematu, z ktérego wynika bezposrednio na-
stepujacy po nim wniosek 3.3; bedzie on nam stuzyl za narzedzie w dowodach kolejnych twier-
dzen 3.4, 3.5, 3.7. Poniewaz dowody implikacji ,,<=" w tych trzech twierdzeniach sa prostym

przeliczeniem, pominiemy je w tej pracy, koncentrujac sie na dowodach implikacji w druga stro-

ne.
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Lemat 3.2. Niech D C RY bedzie zbiorem wypuktym takim, ze intD # 0, i niech funkcja
f: D — R bedzie rozwigzaniem réwnania Jensena (J). Jezeli f jest ograniczona z dotu lub jest

ograniczona z gory na zbiorze D, to
f(z) =cx +a, zeD, (3.1)
dla pewnych statych c € RN, a € R.

Dowdd. Ten lemat jest krotkim wnioskiem z rezultatow zawartych w [53]. Najpierw, poniewaz
f jest rozwiazaniem réwnania (J) i jest funkcja ograniczona (z dotu lub z gory), to f jest ciagta
(zob. [53, Theorem XIII.2.3|). Nastepnie, wobec |53, Theorem XIII.2.2| otrzymujemy, ze f przyj-
muje postaé (3.1). O

Wnhniosek 3.3. Niech f: [0,71] — [0,72], dla pewnych skoriczonych ri,m2 € (0,00). Wowczas
f spetnia réwnanie Jensena (J) dla z,y € [0,71] wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq takie c,d € R,
ze f(z) = cx +d oraz cx +d € [0, 73] dla wszystkich x € [0,71].

Twierdzenie 3.4. Niech f: [0,00] — [0,73], dla pewnego skoriczonego ro € (0,00). Wiowczas
f spetnia réwnanie Jensena (J) dla x,y € [0, 00] wtedy i tylko wtedy, gdy f jest stata, tj. istnieje
takie d € [0,72], Ze f =d.

Dowdd. (i) = (11)”
Niech g := f|R’ czyli g: [0,00) — [0,72] 1 oczywiscie funkcja g réowniez spelnia rownanie Jen-
sena (J), dla z € [0,00), ponadto jest ograniczona, a zatem z lematu 3.2 istnieja (nieujemne)
c,d € R, takie ze

g(x) = cx +d, z € [0, 00).

Mamy wiec takze f(x) = cx +d, dla x € [0,00). Wstawmy teraz x = oo oraz dowolne y € [0, 00)
do (J) dla funkcji f:

£00) + Fl) = 202

a zatem ¢ = 0 oraz f(oco) = d. Ostatnie rownowaznosé¢ jest prawdziwa, poniewaz f(oco) < oo.

) < f(o0) + ey +d = 2f(00) <= cy +d = f(c0),

OtrzymaliSmy w ten sposob, ze jedynym rozwiazaniem jest f = d, dla pewnego d € [0,72]. O
Twierdzenie 3.5. Niech f: [0,r1] — [0,00], dla pewnego skoriczonego r1 € (0,00). Wowczas
nastepujgce zdania sqg rownowazne:

(i) Funkcja f spetnia réwnanie Jensena (J) dla z,y € [0,71].

(i) Zachodzi f = oo lub istnieje d € [0, 00), takie ze

d, x=0,
flz) = { (3.2)

oo, x>0,

lub
ﬂm—{m’x<“’ (3.3)

d, x=r1,

lub istniejq c,d € [0, 00), takie ze
f(z) = cx +d, (3.4)

dla wszystkich x € [0,71].
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Dowdd. (i) = (i7)”
Najpierw zalozmy, ze funkcja f przyjmuje jedynie wartosci rzeczywiste, tj. f: [0,71] — [0, 00).

Woéwcezas z lematu 3.2 otrzymujemy, ze istnieja nieujemne ¢, d € R, takie ze
f(x) =cx +d, x € [0,71].

Uzyskujemy w ten sposob rozwiazanie (3.4).
Dalej rozwazamy druga mozliwosé, tj. ze istnieje takie o, € [0,71], ze f(2oo) = 00. Wstawia-

jac & = Too,y = T1 — Too do (J), dostajemy

Too + 71— Too

00 =00+ f(11 — o) = f(Teo) + f(1r1 — Tao) = 2f( 5

) =2f(5)-

Nastepnie wstawmy z = 0,y = 71 do (J) i dostaniemy f(0) + f(r1) = 2f(5) = oo, a stad
f(0) = oo lub f(r1) = oc.

e f(0) = co. Zauwazmy, zZe dla dowolnego x € [0, 5] mamy

oo = f(0) + f(2z) = 2f(x),

zatem otrzymalismy, ze f([0,%]) = {oo}. Zalézmy teraz, ze f([0,251r1]) = {oo} dla

-~
pewnego n € N. Wtedy dla dowolnego = € [QZ—;IH, %rl] zachodzi (22 — 27;;17“1) €
[%rl,rl] oraz
2" —1 2" —1
oo = f(E ) + f2e - 2 e =25 (a),
czyli f(z) = oo, zatem tacznie f([O, 2T;%n]) = {oo}. Pokazalismy w ten sposob in-

dukeyjnie, ze f([0, Z57tr1]) = {oo} dla dowolnego n € N. A stad wynika oczywiscie, ze

2
£([0,71)) = {oc}, poniewaz dla kazdego x € [0,71) istnieje takie n € N, ze z < Z7tr.

Wartosé f(ry) pozostaje dowolna, dostajemy zatem f = oo lub rozwiazanie (3.3).

e f(r1) = oo. Ten przypadek analizujemy analogicznie do poprzedniego i dostajemy f = co

lub rozwiazanie (3.2).
O

W przypadku ostatniego twierdzenia, dla stalych r = ro = oo oraz f: [0,00] — [0, 00],
zaprezentujemy dwa zupelnie rézne jego dowody. Pierwszy bedzie podobny do przedstawionego
przed chwilg dowodu twierdzenia 3.5, w drugim natomiast krotko wykorzystamy rozwigzania
rownania Cauchy’ego rozszerzonego do nieskoriczonosci, wymienione w twierdzeniu 2.8. W tym
celu potrzebny bedzie nam lemat charakteryzujacy zwiazek pomiedzy rozwigzaniami réwnania

Cauchy’ego (C) oraz rownania Jensena (J).

Lemat 3.6 (por. [53, Theorem XII.2.1]). Niech f: [0,00] — [0,00] bedzie taka, ze f(0) < oo.
Funkcja f spetnia réwnanie Jensena (J) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f— f(0) spetnia réwnanie
Cauchy’ego (C).

Dowdd. Jezeli f spelia (J), to dla dowolnych z,y € [0, oo] zachodzi

r+y
2

f(@) + fy) = 2/( ) = fz+y)+ f(0).
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Odejmujac od obu stron réwnania 2f(0), dostaniemy réwnanie Cauchy’ego (C) dla funkeji f —
£(0). Jesli zas funkcja f — f(0) jest spelnia (C), to dla dowolnych z,y € [0, 00| zachodzi

L) = 1) + () - £0)).

(f(z) = f(0) + (f(y) = f(0)) = [z +y) = F(0) = (J(

Tym razem dodajac 2f(0) do obu stron réwnania, dostaniemy réwnanie Jensena (J) dla funkcji f.
O

Lemat 3.6 jest oczywiscie prawdziwy takze dla funkcji f: R — R. Wazne jest zalozenie o tym,
ze f(0) # oo. W przeciwnym razie zachodzitoby (f — f(0))(0) = f(0) — f(0) = oo — 00, a wynik

takiej r6znicy jest nieokreslony.
Twierdzenie 3.7. Niech f: [0,00] — [0, 00]. Wowczas nastepujgce zdania sq réwnowazne:
(i) Funkcja f spetnia réwnanie Jensena (J) dla z,y € [0, 00].
(ii) Zachodzi f = oo lub istnieje takie d € [0,00), zZe f =d, lub
d, x=0,
fz) = (3.5)
oo, x>0,

lub istniejg c,d € [0, 00), takie ze

fz) = { (3.6)

dla wszystkich x € [0, 00].

Dowdd nr 1. (i) = (i1)”
Niech g := f|g, czyli g: [0,00) — [0, 00] i oczywiscie g spetnia (J) dla z,y € [0, 00).

1). Zalézmy najpierw, ze g przyjmuje jedynie wartosci rzeczywiste. Wowczas zgodnie z le-
matem 3.2 istnieja takie nieujemne ¢,d € [0,00), ze g(x) = cx + d dla = € [0,00). Mamy wiec
takze f(z) = cx +d dla z € [0,00). Jezeli f(oc0) = o0, to otrzymujemy rozwiazanie (3.6). Jesli
zas f(00) < 00, to wstawmy z = oo oraz y € [0,00) do (J) dla funkeji f

o0+ Yy
2

f(o0) +ey+d = f(oo) + fy) = 2/( ) =2f(c0),

a stad f(oco) = cy + d dla dowolnych y € [0,00). Zatem ¢ = 0 oraz f = d.

2). Rozwazmy teraz druga mozliwos¢, tj. ze istnieje takie zo € [0,00), Ze g(xo) = 00. Dla
T > %%o zachodzi
ZToo + (22 — To)

2

00 =00+ g(22 — Too) = 9(Too) + 9(22 — o) = 2¢( ) =2¢g(z).

Zatem g(z) = oo dla kazdego © > 3. Zaléimy teraz, ze g([5h%oo,0)) = {00} dla pewnego

n € N. Dla © > 51200 zachodzi (20 — 5h260) > 0 oraz

1 1
oo = 9(2713300) + 92z — 2713300) = 2g(x).
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Zatem g([#xoo, 00)) = {oo}. PokazaliSmy w ten sposob indukeyjnie, ze g([55 o0, 00)) = {00}
dla dowolnego n € N. Stad ¢((0,00)) = {00}, poniewaz dla kazdego = € (0,00) istnieje takie

neN, zex > 2%%0- Wartos¢ ¢(0) pozostaje dowolna, moze zatem zachodzi¢ g = oo lub

o(z) = {d’ r=0

oo, x>0,

dla pewnego d € [0, c0).
Wréémy do szukanej funkcji f. Poniewaz f IR = g, to pozostaje znalez¢ wartos¢ f(oo). Okazuje
sie, ze w obu przypadkach jest to co. Ot6z wstawmy z = oo oraz y € (0,00) do (J) dla funkeji

f, a otrzymamy

00 = f(00) + 50 = f(00) + gy) = £(00) + £(y) = 2f(Z5) = 2f(o<)
Ostatecznie wiec f = oo lub f jest postaci (3.5). O
Dowdd nr 2. (i) = (ii)"
Niech f spetnia réwnanie Jensena (J). Jezeli f(0) = oo, to
00 = f(0)+ f(x) = 2f(3), x € (0,00,

a stad f = oo. W przeciwnym razie niech d = f(0), d € [0,00). Wowczas z lematu 3.6 funkcja
g := f — d spehia rownanie Cauchy’ego (C). Poniewaz ¢g(0) = f(0) —d = 0, to z twierdzenia 2.8
wynika, ze g = 0 lub g postaci (2.10), (2.11) lub (2.12) (rozwiazanie g = oo nie jest mozliwe).
Stad f = g + d jest rowne d albo jest postaci (3.5), lub (3.6). O

Aby nasze rozwazania dotyczace réwnania Jensena rozszerzonego do nieskonczonosci byty
bardziej kompletne, znajdziemy takze rozwiagzania tego réwnania wsrod funkcji f: X — Y
dla X =Y = [-00,00], badajac wszystkie cztery mozliwe kombinacje zatozen (A+)/(A—)
na zbiorach X oraz Y. Zauwazmy, ze przesuniecia i odbicia rozwiazan (J) pozostaja oczywiscie
rozwiazaniami (J), zatem majac w reku wniosek 3.3, twierdzenia 3.4 - 3.7 oraz kolejne twierdze-
nia 3.11 - 3.14, bedziemy w stanie okresli¢ rozwigzania réwnania Jensena wsrod funkcji, ktorych
dziedziny oraz przeciwdziedziny sa dowolnymi domknietymi podzbiorami zbioréow [—oo, 0o].

W tym miejscu nalezy poczynié jeszcze jedng uwage. Otéz w lemacie 3.6 udowodnilidmy, ze
dla funkcji f: [0,00] — [0, 0], takiej ze f(0) < oo, zachodzi rownowaznosé: funkcja f spelnia
rownanie Jensena (J) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f — f(0) spelnia rownanie Cauchy’ego (C).
Chwile p6zniej zauwazyliSmy, ze rownowaznosé ta jest prawdziwa takze dla funkcji f: R — R.
Naturalnym zatem pytaniem jest, czy owa réwnowazno$é zachodzi réwniez w przypadku funk-
cji f: [—o0,00] — [—00,00]7 Wowezas rozwiazanie rownania Jensena (J) sprowadziloby sie
do prostego przesuniecia rozwiazan réownania Cauchy’ego (C), ktore przedstawiliSmy w twier-
dzeniach (2.15) - (2.18) w podrozdziale 2.2.3. Tak jednak sie nie dzieje. O zwiazkach pomie-
dzy rozwigzaniami dwoch najbardziej znanych réwnan funkcyjnych wsrod funkeji prowadzacych

z [—o0, 00] w siebie traktuja kolejne dwie uwagi.

Uwaga 3.8. Niech f: X — Y, gdzie X,Y = [—o00, o0]. Jesli funkcja f spelnia réwnanie Jense-
na (J), to funkcja f — f(0) jest addytywna.
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Dowad. Jesli funkcja f spelnia rownanie Jensena (J), to w szczegdlnoseici dla dowolnych z,y € X

zachodzi
r+y
2

Jesli £(0) € R, to mozemy odja¢ 2f(0) od obu stron réwnania i dostaniemy

f(@) + fy) = 2/( ) = flz+y)+ f(0).

f(@) = £(0) + fy) = f(0) = flz+y) = f(0),

czyli f — f(0) jest funkcja addytywna.
Rozwazmy teraz sytuacje, gdy na przestrzeni Y zaklada sie (A+). Jesli f(0) = oo, to dla
dowolnego = € X z (J) dostajemy

(A+)
xS =

f(0) + f(22) = 2f (),

czyli f = 0o. Wowezas f— f(0) = 0o — 00 = 00+ (—00) (40 00, a 00 jest oczywiscie addytywna.
A
Jesli wreszcie f(0) = —o0, to f— f(0) = f—(—o0) = f+00 A i ponownie stwierdzamy,
ze funkcja stale rowna oo jest addytywna.

Sytuacje, gdy na przestrzeni Y zaklada sie (A—), rozwaza sie analogicznie. O

Uwaga 3.9. Niech f: X — Y, gdzie X, Y = [—00, o0]. Nieprawdziwa jest implikacja:
jesli funkcja f — f(0) jest addytywna, to funkcja f spelnia réwnanie Jensena (J).

Dowdd. Jesli w przestrzeni Y zaktada sie (A+), wowczas niech

Wtedy f — f(0) = f — (—o0) = f 4 00 = o0 jest oczywiscie funkcja addytywna. Jednoczesnie

dla przyktadowych wartosci = 0,y = 2 rownanie Jensena (J) dla funkeji f nie jest spelnione:

00 "2 00+ 00 = £(0) + £(2) # 2f(1) = 2+ (—o0) = —ox.

Jesli w przestrzeni Y zakltada sie (A—), wowczas kontrprzyklad moze stanowi¢ funkcja —f. O

Tre$¢ ostatniej uwagi tlumaczy koniecznosé rozwiazania rownania Jensena (J) wsrod funk-
cji prowadzacych z [—o0, 00| w siebie bez wykorzystania znajomosci rozwiazan rownania Cau-
chy’ego (C). Kolejny lemat i cztery twierdzenia scharakteryzuja rozwiazania (J) dla wszystkich
kombinacji zatozen (A+)/(A—) na dziedzinie i przeciwdziedzinie funkcji. Lemat oraz pierwsze
z twierdzen (dotyczace przypadku, gdy zakladamy wszedzie (A+)) podane sa z dowodami, w po-

zostalych przypadkach dowody sa w niniejszej pracy pominicte jako analogiczne.
Lemat 3.10. Niech X = [—00,00]. Dla funkcji f: R — X nastepujace zdania sq réwnowazne:

(i) f spetnia réwnanie Jensena (J) dla wszystkich x,y € R, z zatozeniem (A+), tj. (—o0)+o00 =

00 + (—00) = 00, na zbiorze X.
(ii) f=—o0 lub f = o0 lub f jest jensenowska.
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Dowdd. (i) < (i7)

Jest to oczywiste.

(i) = (i)
Jesli f przyjmuje jedynie wartosci rzeczywiste, to oczywiscie f: R — R i f jest jensenowska.
Jesli istnieje oo € R, takie ze f(xo) = 00, to z (J) otrzymujemy dla dowolnego = € R, zZe

Too + (20 — To0)
2

00 ") 00 + f(22 — @) = fwao) + (20 — 200) = 2

) = 2f(x),

skad f = oo.
Ostatnia mozliwosé to, ze f(x) < oo dla kazdego = € R, ale istnieje x_o, € R, takie ze

f(x_o) = —00. Wowczas dla kazdego x € R mamy

—00=—00+ f(20 —T_0) = f(2—c0) + f(22 — 2_00) = 2f ().

A zatem f = —o0. O
Twierdzenie 3.11. Niech X =Y = [—o0,o0]. Dla funkcji f: X — Y nastepujgce zdania sq
rownowazne:

(i) [ spetnia réwnanie Jensena (J) dla wszystkich x,y € X, z zatozeniem (A+), tj. (—o0) +

00 = 00 + (—o0) = oo, na obu zbiorach X oraz Y.

(ii) f=—o0 lub f = oo, lub

flw) = {_OO’ e BT b fz) = {OO’ ve{zeo00h g g

00, T = 0, -0, z €R,

lub istnieje stata c € R taka, ze f = c lub

) = {c’ v f o 39) Wb f(z) = {C’ TR 310)

lub istnieje funkcja jensenowska g: R — R taka, ze

f(:n):{oo’ 7 € {o0,00), (3.11)  lub f(x):{_oo’ 7 € {o0,00), (3.12)
g(z), z€eR, g(z), zeR,

—00, T = —0Q,
lub f(z) =1 g(z), z€R, (3.13)
00, T = 00.

Dowdd. (i) < (i)

Dowdd w te strone polega na bezposrednim przeliczeniu, ze wszystkie powyzsze funkcje spetniaja
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rownanie Jensena (J), przy zalozeniu (A+) na obu zbiorach X i Y.
(i) = (ii)
Zaktadamy, ze f: X — Y, gdzie X =Y = [—00, 0] z zaloZzeniem (A+) na obu tych zbiorach,
spelnia rownanie Jensena (J). Jesli f(oo) jest skoriczone, tj. istnieje ¢ € R, takie ze f(oc0) = ¢, to
dla dowolnego z € X mamy f(z) + f(oc0) = 2f(0), czyli f(z) +c = 2¢, astad f = c.

Odtad zakladamy, ze f(0c0) € {—00,00}. Jesli f(—o0) jest skonczone, tj. istnieje ¢ € R takie,
ze f(—o0) = ¢, to dla dowolnego = < co mamy f(z) + f(—o00) = 2f(—00), czyli f(x) +c=2c, a
stad f(z) = c. Definiujac brakujaca wartosé¢ f(oo) jako —oo lub oo, otrzymujemy pierwsze dwa
rozwiazania (3.9) oraz (3.10).

Pozostaje nam rozwazy¢ wszystkie mozliwe kombinacje wartosci f(—o0), f(o0) € {—o00, 00}.

Przypadek, gdy f(—o00) = oo oraz f(oo) = —oo jest sprzeczny. Faktycznie, wstawiajac do row-
nania (J) wartosci © = —oo, y = oo i korzystajac z zalozenia (A+) na obu zbiorach XY,
dostaliby$my
A+ o0+ (—00 A+
o0 ) oo 00 = f(oc) + f(—00) = 2f () W ap(o0) = v,

Zauwazmy teraz, ze f ‘R z Lematu 3.10 jest jensenowska lub réwna —oo, lub oo. Jesli f(—o0),
f(o0) = o0, to rozwazajac kolejno wymienione przed chwila trzy mozliwe postacie funkcji f |R’
otrzymujemy odpowiednio rozwiazania (3.11), (3.8) lub f = oc.

Jesli f(—o0), f(c0) = —o0, to niemozliwe jest, aby f|R = oo. Faktycznie, wstawiajac do réw-

nania (J) dowolne = € R oraz y = oo i korzystajac z zatozenia (A+) na zbiorze Y, dostalibySmy

o0 B o0 — 00 = f(a) + f(00) = 27(F52) ) 2f(00) = —o0.

Zatem rozwazajac pozostate dwie mozliwe postacie f|,, odpowiednio f|, jensenowska oraz f|, =
—00, otrzymujemy rozwiazania (3.12) oraz f = —oo.

W ostatnim przypadku gdy f(—o00) = —o0 oraz f(o0) = oo, w podobny sposob mozna poka-
zaé, ze f(r) < oo dla z € R, dostajemy zatem dwa ostatnie rozwiazania: dla f|]R jensenowskiej

rozwigzanie (3.13) oraz dla f|, = —oo rozwiazanie (3.7). O

Twierdzenie 3.12. Niech X = Y = [—o00,00|. Dla funkcji f: X — Y nastepujgce zdania

5q rownowazne:

(i) f spetnia réwnanie Jensena (J) dla wszystkich x,y € X, z zatozeniem (A—), tj. (—o0) +

00 = 00 + (—o0) = oo, na obu zbiorach X oraz Y.

(ii) f=—o0 lub f = oo, lub

o0, T > —00, 00, z €R,

f(w)={_oo’ T 1) gy f(x):{_oo’ 7 € {=o0,00), (3.15)

lub istnieje stata c € R taka, ze f = c lub



lub istnieje funkcja jensenowska g: R — R, taka zZe f przyjmuje postaé (3.11), (3.12)
lub (3.13).

Twierdzenie 3.13. Niech X =Y = [—00,00]. Dla funkcji f: X — Y nastepujgce zdania sq

rownowazne:

(i) f spetnia réwnanie Jensena (J) dla wszystkich x,y € X, z zatozeniem (A—) na zbiorze X

oraz (A+) na zbiorze Y.
(ii) f=—o0 lub f = oo, lub f przyjmuje postaé (3.8), lub

fla) = {_OO’ v (3.18)

00, T = —00,
lub istnieje stata ¢ € R taka, ze f = c lub f przyjmuje postaé (3.16) albo (3.17), lub istnieje

funkcja jensenowska g: R — R, taka zZe f przyjmuje postaé (3.11), (3.12) lub

fx)=1qg(z), z€eR, (3.19)

—00, T = 0.

Twierdzenie 3.14. Niech X =Y = [—o0,o0]. Dla funkcji f: X — Y nastepujgce zdania sq

rownowazne:

(i) f spetnia réwnanie Jensena (J) dla wszystkich x,y € X, z zatozeniem (A+) na zbiorze X

oraz (A—) na zbiorze Y.

(ii) f=—o0 lub f = o0, lub f przyjmuje postaé (3.15), lub

fz) = {_OO’ T (3.20)

00, T < 00,

lub istnieje stata ¢ € R, taka ze f = c lub f przyjmuje postaé (3.9) albo (3.10), lub istnieje
funkcja jensenowska g: R — R, taka zZe f przyjmuje postaé (3.11), (3.12) lub (3.19).

3.1.2 Rozwigzania réwnania f(mi(z +y)) = mao(f(z) + f(y))

W niniejszym podrozdziale, jak tytut na to wskazuje, scharakteryzujemy rozwigzania réw-
nania (M), gdzie m;: [0,2r;] — [0,7r1],ma: [0,2r3] — [0,72] oraz f: [0,r;] — [0,r2], a stale
r1,72 € (0,00] moga by¢ skoriczone lub nieskoniczone. Caly czas bedziemy mieli jedno dodatko-
we zalozenie, ze funkcja me jest réznowartosciowa. Dowody gltéwnych twierdzen 3.15, 3.16, 3.17

oraz 3.21 beda oparte na wynikach z poprzedniego podrozdziatu.

Twierdzenie 3.15. Niech 1,72 € (0,00) oraz niech my: [0,2r1] — [0,71], ma: [0, 2r2] — [0, r2],
f:[0,71] — [0,72] beda danymi funkcjami. Ponadto niech funkcja mo bedzie réznowartosciowa.

Wowczas nastepujgce zdania sg réwnowazne:
(i) Trijka funkcji (mi,ma, f) spetnia réwnanie (M) dla z,y € [0,71].
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(ii) Zachodzi f = d oraz ma(2d) = d dla pewnego d € [0,72], lub f(x) = cx + d dla pewnych
c,d €R, ¢ #£0, takich ze cx + d € [0,79] dla wszystkich x € [0,71], oraz
2d) — d
my(z) = mlcz +2d) ; (3.21)

C

dla z € [0, 2r].

Dowdd. ,(i1) = (i)”
Nietrudno sprawdzi¢, ze powyzsze funkcje speliaja (M). Istotnie, w przypadku f = d réwna-

nie (M) jest spelnione, jesli tylko ma(2d) = d. W drugim przypadku dla wszystkich x,y € [0, 7]

mamy
flmi(z+y)) = emi(z+y) +d= male(z +yc) t2d)—d
=mo(cx +d+cy +d) = ma(f(z) + f(y)).
(1) = (ii)”

Z lematu 3.1 otrzymujemy, ze f spelnia rownanie Jensena (J). Nastepnie z wniosku 3.3 istnieja
takie ¢,d € R, ze f(x) = cx+d, x € [0,r1]. Rozwazmy najpierw przypadek, gdy ¢ = 0. Wowczas
f(z) =d, z € [0,r1], i z (M) otrzymujemy, ze ma(2d) = d. Jesli natomiast ¢ # 0, to z (M)
dostajemy

emi(x +y) +d=ma(cx +d+cy+d), z,y € [0,r1].

Oznaczajac powyzej « + y przez z, otrzymujemy
emy(z) +d = ma(cz + 2d), z € [0,2r],
co jest rownowazne z warunkiem (3.21). O

Oczywiscie oba rozwigzania w twierdzeniu 3.15 sg ciggte. Ciggle rowniez jest jedyne rozwia-
zanie w przypadku, gdy r1 = 0o a r9 pozostaje skoriczone, zawarte w kolejnym twierdzeniu 3.16.
Dowody implikacji ,,(7i) = (¢)” w twierdzeniach 3.16, 3.17 i 3.21 polegaja na elementarnych,
acz czesto zmudnych przeliczeniach analogicznych do tych z dowodu twierdzenia 3.15, pomijamy

je zatem w niniejszej pracy.

Twierdzenie 3.16. Niech ry € (0,00) oraz niech my: [0,00] — [0, 00], ma: [0,2r2] — [0,72],
f:[0,00] — [0,72] bedg danymi funkcjami. Ponadto, niech funkcja mg bedzie réznowartosciowa.

Wowczas nastepujgce zdania sg rownowazne:
(1) Trdjka funkcji (my,ma, f) spetnia réwnanie (M) dla z,y € [0, c0].
(ii) f =d oraz my(2d) = d dla pewnego d € [0, 73].

Dowdd. ,,(i) = (i1)”

Z lematu 3.1 otrzymujemy, ze f spelnia rownanie Jensena (J). Nastepnie z twierdzenia 3.4 funkcja
f jest stala, tj. istnieje takie d € [0,r2], ze f = d. Wreszcie, z rownania (M) dostajemy, ze
ma(2d) = d. O

W pozostalych dwoch przypadkach, kiedy ro = oo, czyli przeciwdziedzina funkcji f jest
rozszerzona do nieskoriczonosci, pojawiaja sie rowniez nieciagle rozwiazania rownania (M). Jak-

kolwiek owa niecigglosé wystepuje jedynie na kraricach dziedziny funkcji f.
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Twierdzenie 3.17. Niech r1 € (0,00) oraz niech my: [0,2r1] — [0,71], ma: [0,00] — [0, 00],
f:0,71] — [0,00] beda danymi funkcjami. Ponadto niech funkcja mo bedzie réznowartosciowa.
Wowczas trojka funkcji (mi,me, f) spetnia réwnanie (M) dla x,y € [0,71] wtedy i tylko wtedy,

gdy zachodzi jedna z ponizszych mozliwosci:
(i) f =00 oraz ma(oc0) = o0;

(ii) istnieje takie d € [0,00), ze f przyjmugje postaé (3.2), tj.

d, x=0,
f(:L') = { T € [0,7"1],

oo, x>0,

oraz (m1(0) = 0,my(z) > 0 dla wszystkich x > 0, ma(2d) = d i ma(c0) = o0) albo
(m1(0) > 0,mi(x) =0 dla wszystkich x > 0, ma(2d) = oo i ma(c0) = d);

(111) istnieje takie d € [0,00), Ze [ przyjmuje postaé (3.3), tj.

oo, T <ry,
f(.CE) = S [0,7’1],
d, x=r1,

oraz (my(2r1) = ri,my(x) < r1 dla wszystkich x < 2r1, ma(2d) = d i ma(oc0) = 00) albo
(m1(2r1) < ri,mi(z) =r1 dla wszystkich x < 2ry, ma(2d) = 0o i ma(00) = d);

(iv) istniejq takie c,d € [0,00), Ze f przyjmuje postaé (3.4), tj.
f@)=cr+d x € [0,r1],

oraz jesli ¢ = 0, to ma(2d) = d, a jesli ¢ > 0, to dla x € [0,2r1] zachodzi (3.21), tj.

ma(cx +2d) — d
. .

my(z) =

Dowdd. ,,—"

Z lematu 3.1 otrzymujemy, ze funkcja f spelnia réwnanie Jensena (J). Nastepnie z twierdzenia 3.5
f réwna jest nieskoriczonosci lub przyjmuje postac (3.2), (3.3) lub (3.4). Pozostaje nam uzasadni¢,
ze my oraz mg spelniaja wowczas podane w twierdzeniu warunki. Rozwazymy kolejno cztery

przypadki.
1) f = oco. Wowczas rownanie (M) przyjmuje postaé oo = mg(00).
2) f jest postaci (3.2). Wstawiajac x = y = 0 do (M), dostajemy
f(m1(0)) = ma(f(0) + f(0)) = m2(2d).
Istnieja dwie mozliwosci:

(A1) m1(0) =01 wtedy ma(2d) = f(0) =d;
(A2) m1(0) > 01 wtedy ma(2d) = oo.
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3)

4)

Nastepnie wstawmy do (M) pare x,y, taka ze x +y > 0. Bez straty ogélnosci mozemy zato-
zy¢, ze x > 0. Dostajemy wtedy f(mi(z +y)) = ma(oo+ f(y)) = ma(c0), co rownowaznie

mozemy zapisaé jako
f(ma(z)) = ma(o0), z € (0,2r1].

Jezeli istnieje takie xz; € (0,2r1], ze mi(z1) = 0, to z powyzszej réwnosci mamy, ze
ma(o00) = f(mi(z1)) = f(0) = d. Jesli natomiast istnieje takie zo € (0, 2r1], ze my(z2) > 0,
to dostajemy mo (o) = f(mq(z2)) = oo. Poniewaz funkcja my moze przyjaé¢ w nieskonczo-
nodci tylko jedna wartosé, to oznacza, ze x1 oraz xo nie mogg istnie¢ jednoczesnie. Mamy

zatem znowu tylko dwie mozliwodci:

(B1) mq(z) = 0 dla kazdego = € (0,2r;] i wtedy ma(c0) = d;

(B2) mi(z) > 0 dla kazdego x € (0,2r1] i wtedy ma(c0) = oco.
Funkcja mg jest réznowartosciowa oraz d # oo, wiec (A1) nie moze zachodzi¢ jednoczesnie

z (B1), a (A2) z (B2). Pozostate kombinacje (A1) z (B2) oraz (A2) z (B1) uzupelniaja teze

w analizowanym przypadku.

f jest postaci (3.3). Ten przypadek analizujemy analogicznie do przypadku 2). Pomijamy

tutaj szczegdbty.

f jest postaci (3.4), czyli istnieja takie ¢,d € [0,00), ze f(x) = cx +d, x € [0,71]. Jezeli
¢ =0, to f = d irownanie (M) przyjmuje posta¢ d = ma(2d). Jesli natomiast ¢ > 0, to

rownanie (M) przyjmuje postaé
emy(z +y) +d=ma(cx +d+ cy +d) = ma(c(x +y) + 2d), x,y € [0,r1],

co réwnowaznie mozemy zapisaé¢ jako

2d) —d
ml(ac) = mz(cxt ) , x € [0, 27”1],

a to konczy dowodd.

O

Wnhniosek 3.18. Niech r; € (0,00). Dla ciggtej funkcji f: [0,71] — [0,00] oraz funkcji mqi, mo

spetniajgcych zatozenia twierdzenia 3.17 nastepujgce zdania sg réwnowazne:

(i) Trojka funkcji (mq, me, f) spetnia réwnanie funkcyjne (M) dla wszystkich x,y € [0,71].

(i1) Zachodzi f = oo oraz mg(o0) = oo lub f(x) = cx+d, x € [0,00], dla pewnych ¢,d € [0, 00)

oraz my, mo spetniajq warunki z (iv) z twierdzenia 3.17.

Whniosek 3.19. Mozemy otrzymaé rozwigzania réwnania (2.5), mianowicie

f(mln(x + y,n)) = f((]?) + f(y)v T,y € [077’1}7

przedstawione w twierdzeniu 2.7, jako wniosek z twierdzenia 8.17, wstawiajgc w nim min( - ,7q)

jako my oraz identycznosé jako ms.
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Dowdd. Niech r1 € (0,00) oraz mj(x) = min(z,r;) dla x € [0,2r;]. Nastepnie niech ma(z) = =

dla z € [0, 00]. Przeanalizujmy kolejne rozwiazania (M) wymienione w twierdzeniu 3.17.
(i) Zachodzi ma(o0) = oo, zatem mamy pierwsze rozwiazanie f = oco.

(ii) Dla d € [0,00) zachodzi m2(2d) = 2d =d <= d = 0. Jednoczesnie m;(0) = min(0,r1) =
0 oraz mi(x) = min(x,r;) > 0 dla > 0. Mamy zatem drugie rozwiazanie postaci (3.2)
zd =0, czyli f jest postaci (2.7).

(iii)) Mamy mq(2r;) = 1 oraz my(r1) = r1 £ r1, stad funkcja m nie spetnia odpowiednich

warunkéw i nie dostajemy nowych rozwigzan w tym przypadku.

(iv) Jezeli ¢ = 0, to ma(2d) = 2d = d jest prawdziwe tylko dla d = 0, jesli d < co. Mamy zatem
trzecie rozwiazanie f = 0. Jesli ¢ > 0, to do (3.21) wstawmy najpierw x = 0
04+2d)—d d
0= my(0) = M2l 0 2d) = d _ -

C

skad d = 0, a nastepnie x = 2r;

-2
n=mier) = "2y,

sprzeczno$é. Zatem nie dostajemy nowych rozwigzani w tym przypadku.

Lacznie otrzymalismy, ze f = oo lub f = 0, lub f jest postaci (2.7). Sa to dokladnie wszystkie

rozwigzania rownania (2.5) (wymienione w twierdzeniu 2.7). O

Konczac analize przypadku, gdy r; < oo oraz ro = 0o, a f: [0,71] — [0, 00], zaprezentujemy
zastosowanie twierdzenia 3.17 do rozwiazania rownania (M) dla dwoch par funkcji my, mo réznych

od minimum oraz identycznosci.

Przyktad 3.20. Ustalmy r € (0, 00) oraz niech

my(z) = %ex_%, x € [0, 2r],
ma(z) =e* —1, x € [0, 00].

Przeanalizujmy kolejne rozwiazania f: [0,7] — [0,00] réwnania (M) wymienione w twierdze-

niu 3.17, podobnie jak to zrobiliémy we wniosku 3.19.
(i) Zachodzi mg(c0) = €*° — 1 = o0, stad pierwsze rozwiazanie to f = oc.
(ii) Dla d € [0, 00) zachodzi

me(2d) =d <= *?—1=d < d=0.

Jednoczesnie m1(0) = 9 - e™? = 0 oraz my(z) > 0 dla > 0. Mamy zatem drugie

rozwiazanie postaci (3.2) z d = 0, czyli f jest postaci (2.7).

0

(iii) Mamy m1(2r) = § - e = § < r oraz ma(o0) = oo, stad m1, mo nie spetniaja odpowiedniej

kombinacji warunkéw i nie dostajemy nowych rozwigzan w tym przypadku.
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(iv) Jezeli ¢ = 0, to stwierdzilismy w (i), ze mo(2d) =d <= d =0, dla d < co. Mamy zatem
trzecie rozwiazanie f = 0.
Jezeli ¢ > 0, to wstawiajac do (3.21) kolejno = 0 oraz & = 2r, dostaniemy, ze d = 0
oraz rc = 2¢*"¢. Drugie réwnanie nie ma rzeczywistych pierwiastkow, totez nie dostajemy

nowych rozwigzan w tym przypadku.

Lacznie otrzymalismy, ze f = oo lub f = 0, lub f jest postaci (2.7). Tutaj rozwigzania sa
dokladnie takie same jak rozwiazania rownania (2.5).
Zmodyfikujemy teraz minimalnie definicje funkcji mq, aby zilustrowaé, ze mozemy otrzymac

rowniez rozwiazania inne niz dla réwnania (2.5). Niech zatem

my(z) = Ze 7, x € [0,2r],
ma(x) =e* —1, x € [0, 00].

W poréwnaniu z poprzednia para funkcji mi, mg istotna roznica pojawia si¢ jedynie w (iii).
Otéz tym razem mq(2r) = & - €2~ = r, my(z) < r dla < 2r oraz nadal my(co) = oo i
ma(2d) =d < d =0, o0ile d < co. Otrzymujemy zatem, ze dodatkowym rozwiagzaniem (M)
jest f postaci (3.3), wraz z d = 0.

Na koniec rozwazymy ostatni przypadek, kiedy obie stale r1 i 72 sa nieskoniczone. Poniewaz
dowdd kolejnego twierdzenia jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.17, a dow6d wniosku 3.22

jest analogiczny do dowodu wniosku 3.18, pominiemy je w tej pracy.

Twierdzenie 3.21. Niech my, mo, f: [0,00] — [0,00] beda danymi funkcjami. Ponadto niech
funkcja ma bedzie réznowartosciowa. Wowczas tréjka funkeji (mq, ma, f) spetnia réwnanie (M)

dla x,y € [0, 00] wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z ponizszych mozliwosci:
(i) f = o0 oraz ma(oo) = oo
(i) istnieje takie d € [0,00), ze f = d oraz ma(2d) = d;

(1i1) istnieje takie d € [0,00), Ze f przyjmuge postac (3.5), tj.

d, x=0,
flz) = z € [0,00],
oo, x>0,
oraz (m1(0) = 0,my(z) > 0 dla wszystkich x > 0, ma(2d) = d i ma(c0) = o) albo
(m1(0) > 0,mi(x) =0 dla wszystkich x > 0, ma(2d) = oo i ma(c0) = d);

(iv) istniejq takie c,d € [0,00), ze f przyjmugje postaé (3.6), tj.

z € [0, 00].

fa) = {ca:—i—d, T < 00,

00, T = o0,
Jezeli ¢ = 0, to (my(00) = 0o, mi(x) < oo dla wszystkich x < oo, ma(2d) = d i ma(oc0) =

00) albo (my(o0) < co,my(x) = oo dla wszystkich x < 0o, ma(2d) = oo i ma(oc0) = d).
Gdy ¢ # 0, to dla z € [0, 00] zachodzi (3.21), tj.

mo(cx 4 2d) — d
. .

mi(x) =
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Whiosek 3.22. Dla ciggtej funkcji f: [0,00] — [0, 00] oraz funkcji mq, mo spetniajgcych zatoze-

nia twierdzenia 3.21 nastepujgce zdania sqg réownowazne:
(i) Trojka funkcji (myi, ma, f) spetnia réwnanie funkcyjne (M) dla wszystkich z,y € [0, o0].

(ii) Zachodzi f = 0o oraz ma(co) = oo lub f = d oraz ma(2d) = d dla pewnego d € [0, 00),
lub f(x) = cx +d, x € [0,00] dla pewnych c¢,d € [0,00), takich ze ¢ # 0, oraz mi,ma
spetniajg (3.21) dla x € [0, o0].

Wnhniosek 3.23. Mozemy otrzymaé rozwigzania réwnania (2.6), mianowicie

f(x+y):f($)+f(y)7 :L',yE[0,00],

przedstawione w twierdzeniu 2.8, jako wniosek z twierdzenia 3.21, wstawiajgc w nim identycznosé

jako my oraz ma.

3.2 Przypadek nier6znowartosciowej funkcji ms

W tym podrozdziale rezygnujemy z wygodnego dla dowodéw zatozenia, ze funkcja meo jest
roznowartosciowa. Nie bedziemy jednak rozwazaé¢ rownania (M) dla catkowicie dowolnych funk-
cji m1,ms, a nalozymy na nie pewne nowe zalozenia, ktére sprawig, ze funkcje uogolniajace
minimum lub identyczno$é¢ beda je w pewnym stopniu przypominac.

Mianowicie niech ff. () := min(z,r) dla « € [0,2r] i pewnej stalej r € (0,00). Od funkeji
f:[0,2r] — [0,7] uogélniajacej fr;, bedziemy zada¢ po pierwsze, aby na pewnym swoim po-
czatkowym fragmencie byla ciagta i $cidle rosngca, a nastepnie stale réwna swojej maksymalnej
wartosci r, po drugie zas, aby wewnatrz swojej dziedziny byla wieksza niz funkcja liniowa %x

Oczywiscie oba te zalozenia spelnia uogélniana funkcja f7. . Ale spetniaja je rowniez rozmaite

min*
inne funkcje i dla nich takze udato nam sie rozwiaza¢ rownanie (M) (poréwnaj: przyktady 3.31 -
3.34).

Tymeczasem od funkcji g: [0, 00] — [0, 00] uogodlniajacych identycznosé bedziemy za kazdym
razem zadaé, aby ¢(0) = 0, g(o0) = oo oraz aby wewnatrz swojej dziedziny ¢g miala wartosci
wigksze od funkcji liniowej 3, ale skonczone, tj. g(xz) € (§,00) dla = € (0,00). Uogolniajac

rownanie (2.4), tj.

f(:z:+y):min(f(:z:)—l—f(y),rg), T,y € [0,00],

dodamy zadanie, aby funkcja mq zastepujaca identycznosé byta ciagla i ré6znowartosciowa. Na-

tomiast uogélnione réwnanie (2.5), tj.

f(min(x+y,r1)) :f($)+f(y)> T,y € [0,7“1],

dla roznowartosciowej funkeji mq (ktora zastepuje tu identycznosé) rozwiazaliSmy w poprzednim
podrozdziale (patrz: twierdzenie 3.17). Tym razem udalo nam sie to zrobi¢ bez zalozenia o
injektywnosci ms. Nie udato nam sie jednak zrezygnowaé z zatozenia o ré6znowartosciowosci my

uogodlniajacej identycznosé w rownaniu (2.6), tj.

flx+y) = f(z)+ f(y), z,y € [0,00].
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Rozwiazanie (M) w przypadku, gdy r1 = 19 = 0o oraz my jest nieréznowartosciowa, pozostaje
zatem problemem otwartym.

Podrozdzial ten podzielimy na trzy sekcje, w ktorych rozwiazemy réwnania (2.3) - (2.5)
uogoblnione w opisany powyzej sposob.

3.2.1 Uogolnienie rownania f(min(z + y, 7)) = min(f(z) + f(y), r2)

Uogolniona wersje rownania f(min(z+y, 1)) = min(f(z)+f(y), r2) badaliémy i opisywalismy
w kilku pracach. Poczatkowo, w |23, 24] uzyskalismy jedynie czeSciowa charakteryzacje rozwiazar.
Uzupelnilismy ja w [22], jakkolwiek pelen dowdd nie zostal dotad opublikowany — czynimy to w
tej dysertacji.

Twierdzenie 3.24. Niech r1,ry € (0,00) oraz niech my: [0,2r1] — [0,71], ma: [0,2rs] — [0, 73]
beda cigglymi funkcjami, $cisle rosngcymi na pewnych przedziatach [0, z41], [0, 2], odpowiednio,
a nastepnie stale réwnymi odpowiednio ri, ro, na przedziatach [x1,2r1], [x2,2rs], gdzie x1 < 71,

22 < ro. Ponadto niech myi, ma spetniajg
m1(0) =0, 2my(z) >z, x € (0,2r)

oraz

mo(0) =0, 2ma(x) > x, x € (0,2ry).

Wowczas dla dowolnej funkeji f: [0,71] — [0, ro] trajka funkcji (m1, ma, f) spetnia réwnanie (M)

dla z,y € [0,r1] wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z ponizszych mozliwosci:
(7’) f =T2;
(i) f=0;

(1ii) f przyjmuge postaé (2.7), tj.

ro, x>0,

0, x=0,
f(z) = x € [0,7];
(i) istnieje g € (0, 1], takie Ze

fa) - {mmmf&(x)), v < m(xo), (3.2

T2, x = my(xo),

gdzie x € [0,m], k = 32 oraz mio = mie<a, -

Ponadto w tym przypadku o < mi(xg) oraz
kmy(x) = mo(kz),
dla x < yg, gdzie yo = mfol (xo).
Przed dowodem sformulujmy nastepujaca uwage.
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Uwaga 3.25. Zauwazmy, ze jesli zachodzi przypadek (iv) z twierdzenia 3.24, to
f(z) = kx, x < T,
poniewaz

x < 29 => mig (z) < yo oraz = < m1(z)

— f(2) = ma(kmig (2)) = kmy (g (z)) = k.

Dowoéd twierdzenia 3.24.
”<:77
Oczywiscie jesli f = 0 lub f = r9, to rownanie (M) jest spelnione, jesli tylko ms(0) = 0 oraz

ma(2ry) = ry. Niech f bedzie postaci (2.7). Wstawiajac x = y = 0 do (M), otrzymujemy

LHS(M) = f(m1(0+0)) = f(0) =0,
RHS(M) = ma(£(0) + f(0)) = m2(0) = 0.

W przeciwnym razie x > 0 lub y > 0. Zalézmy, ze x > 0. Wowczas mq(z + y) > my(x) > 0,

a zatem dostajemy

LHSM) = f(mi(z +y)) = ra,
RHSM) = ma(f(2) + f(y)) = ma(r2 + f(y)) = r2.

Na koniec rozwazmy przypadek (iv), gdy f jest postaci (3.22). Wezmy dowolne x,y € [0, 71],

x 2y, 1 przeanalizujmy trzy mozliwosci:
1. z +y < xg. Poniewaz m(z + y) < mi(xo), zachodzi
LHS(M) = f(ma(z +1y)) = ma(kmig (mi(z +y))) = ma(k(z +y)),
RES(M) = ma(f(x) + () = ma(kz + ky) = ma(k(z + ).
2. x < xp,x+y > x9. Oczywiscie my(x + y) = my(xp), wiec
LHSM) = f(mi(z +y)) = r2.
Jednoczesnie w tym przypadku k(z +y) = %(1‘ +y) = x9, wiec

RHS(M) = ma(f(x) + f(y)) = ma(kz + ky) = ma(k(z +y)) = ra.

3. x> xy. Wtedy x 4+ y > x0, a stad mi(z +y) > mi(zg) i mamy
LHSM) = f(mi(z +y)) =r2.
Jednoczesnie w tym przypadku ml_ol(a:) > ml_ol(xo) = g oraz
ma(kmyg () = ma(kyo) = kmi(yo) = kxo = 22.

Rownosé ma(kyo) = kmi(yo) wynika z tego, ze kmi(y) = ma(ky) dla wszystkich y < yo

oraz obie funkcje m1,mo sa ciagle. Ponadto
ma(f(x)) =12 <= f(2) > 29 <= ma(kmyy (z)) > w2,

zatem
RHS(M) = my(f(x) + (1)) > ma(f(2)) = ra.
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="
Wstawiajac © =y = 0 lub 2 = y = r; w (M), otrzymujemy

f(0) = f(m1(0+0)) = ma2(f(0) + £(0)),
f(r1) = f(ma(r1 +71)) = ma(f(r1) + f(r1))-

Zatem f(0), f(r1) € {0,r2}, poniewaz mo(2z) > z dla wszystkich z € (0,72).
Zatozmy, ze f(0) = ro. Wstawiajac y = 0 w (M), otrzymujemy

f(mi(z)) = f(mi(z +0)) = ma(f(z) + £(0)) = ma(f(z) + r2) > ma(ra) = ra,

dla wszystkich = € [0,r;]. Zauwazmy, ze funkcja m; jest ciagta oraz mi(0) = 0, m1(2r1) = ry,
wiec my jest surjektywna, mi([0,7r1]) = [0,71]. W ten sposdb otrzymalismy pierwsze rozwiazanie
f=ra.

Jezeli f(0) = f(r1) =0, to wstawiajac y = r1 —x w (M), otrzymujemy

0= f(r1) = f(mi(r1)) = fmi(z + (r1 = 2))) = ma(f(2) + f(r1 — 2)),

dla wszystkich € [0,71]. Funkcja mg przyjmuje wartosé 0 tylko dla argumentu réwnego 0,

dlatego
flz)+ f(r1 —x) =0, x € [0,r].

Poniewaz oba sktadniki powyzszej sumy sg nieujemne, otrzymujemy drugie rozwigzanie f = 0.

Na koniec rozwazmy ostatni przypadek, gdy f(0) = 0 oraz f(r1) = ro. Zdefiniujmy
zo = inf{x € [0,00] : f(z) > z2}.

Zauwazmy najpierw, ze zbior {x € [0,00] : f(x) > x2} na pewno nie jest pusty, poniewaz

f(r1) = re > x9, a zatem x¢ jest dobrze zdefiniowane. Nastepnie zauwazmy, ze
f(z) > xo, x € (xo,71],

o ile xy < r1. Rzeczywiscie, wezmy dowolne = € (z9,71], a dalej takie 2’ € [zg, ), ze f(a') > z2.

Liczba 2’ z pewnoscia istnieje, zgodnie z definicja x¢ jako infimum. Zachodzi

ma(f(x)) = ma(f(x) + £(0)) = f(ma(z +0)) = f(mi(a’ + (x - 2')))

=ma(f(2') + flx — ') > ma(f(2")) > ma(za) = 7.

Zatem otrzymalismy f(x) > xo.

Jezeli xy = 0, to wstawiajac y = 0 oraz dowolne z € (0,71] w (M), otrzymujemy
f(ma(z 4 0)) = ma(f(x) + f(0)) = ma(f(x)) > ma(x2) = r2.
Zachodzi m1((0,71]) = (0,r1], dostajemy wiec rozwiazanie (2.7):

0, =0,
f(x) = { z € [0,7].

ro, x>0,
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W dalszej czesci dowodu zakladamy, ze xg > 0. Pokazemy, ze wowczas zachodzi przypa-
dek (iv), w tym, ze funkcja f przyjmuje postac¢ (3.22). Wezmy takie z,y € [0,71], ze 2+ y < xo.
Mamy

ma(f(z +y)) = ma(f(z +y) + f(0)) = f(mi(z +y))
= ma(f(x) + f(y))-

Poniewaz funkcja ms jest roznowartosciowa na przedziale [0,x2), a f(z), f(y), f(z+y) < 22, to

z ostatniego réwnania wnioskujemy, ze

flx+y) = f(z)+ fy), (©)

dla z,y € [0,7], takich ze x + y < zp. Oznacza to, ze spelnione jest réwnanie Cauchy’ego na
pewnym rzeczywistym przedziale i z [53, Theorem XIII.6.2] wiemy, ze f moze by¢ jednoznacznie

rozszerzona na R do funkcji addytywnej. Poniewaz dodatkowo f jest ograniczona, to
f(l') :k.’E, TE [07w0)7

dla pewnej staltej k € R.

Aby zakoriczy¢ dowod twierdzenia 3.24, udowodnimy kolejno, ze

A). k=22

B). f(z) =ry dla z € [my(x0), r1);

C). f(a) = ma(kmig (x)) dla z € [0,m1(z0));
D). 2o < m(z0);

E). kmy(z) = ma(kz) dla z € [0, yo).

A). k=22,
Rzeczywiscie, gdyby k > 2, to dla pewnego z € (0,z0) mielibySmy f(z) = kx > z2, co jest

z2
xg?

r+y > xo oraz k(x +y) < x2. W konsekwencji

sprzeczne z definicjg xg. Gdyby zas k < to moglibysmy znalezé takie z,y € (0,x9), ze

re =ma(f(z +y)) = ma(f(z +y) + f(0))
= f(mi(z +y)) = ma(f(z) + f(y))
= mg(kl' + k:y) < T,

co ponownie jest sprzecznoscia.
B). f(z) =re dla x € [my(xo),71].
Najpierw zauwazmy, ze f(xg) > x2. Rzeczywiscie, gdyby f(xg) < x2, to rownanie Cauchy’ego (C)
byloby spelione réwniez dla z,y, takich ze x + y = x, 1 mieliby$my f(x) = kz dla wszystkich
x € [0, z0]. Wowczas zgodnie z A). zachodzitoby
f(zo) = kxo = @:co = 19,
T

co jest sprzeczne z f(xg) < xe. Niech teraz x > xg. Stad f(z) > x5 oraz
ra = ma(f(z)) = f(mi(z)).
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Zatem f([mi(xo),71]) = {re}.
C). f(x) = ma(kmig (z)) dla wszystkich z € [0,my(x0)).

Niech & < my(z0) i oznaczmy y = myy (z). Mamy y < xg oraz

fla) = f(m(y)) = ma(f(y)) = ma(ky) = ma(kmig (z)).

D) i) < ml(xg).

Dla dowolnego = > zg zachodzi
fma(z)) = ma(f(2)) = ma(z2) =12 > 2.

Poniewaz f(y) > xzo implikuje y > xp, wiec z ostatniego rownania wynika, ze mi(x) > .
Funkcja my jest ciagla, stad takze mq(zg) > xo.

E). kmi(z) = ma(kz) dla x € [0, yo).
Najpierw zauwazmy, ze yo < g, poniewaz z D). mi(yo) = zo < mi(xg), a funkcja my jest

rosnaca. Wstawiajac z < yo < xg oraz y = 0 w (M), otrzymujemy

kmi(z) = f(mi(x)) = ma(f(x)) = ma(kx),
co koniczy dowdd. O

Uwaga 3.26. Rozwiazanie (3.22) w przypadku (iv) w twierdzeniu 3.24 jest ciagte oraz rosnace.

Dowdd. Niech f bedzie postaci (3.22) oraz spetnione beda wszystkie warunki z przypadku (iv)
w twierdzeniu 3.24 Oczywiscie wystarczy wykazaé¢ ciaglos¢ funkeji f w punkcie x = mq(xp).
Chcemy zatem udowodni¢, ze lim, ., (z0)- f(x) = ro. Poniewaz funkcje my oraz mqy sa ciagte,

to prawdziwy jest ciag réwnosci
lim flx) = lim mg(kmfol(x)) = mg(kmfol(ml(:co)))
xz—m1(zo) xz—my (o)
= ma(kxo) = ma(z2) = ro.

Ponadto funkcje mq, mo sa rosnace, stad f jest rosnaca. O

Wnhiosek 3.27. Niech r1,r2 € (0,00). Dla ciggtej funkcji f: [0,7m1] — [0, 73] oraz funkcji mi, mo

spetniajgcych zatozenia twierdzenia 3.24 nastepujgce zdania sg rownowazne:
(i) Trojka funkcji (myi, ma, f) spetnia rownanie funkcyjne (M) dla z,y € [0, 71].

(ii) Zachodzi f = ro lub f = 0, lub zachodzi (iv) z twierdzenia 3.24, w tym f przyjmuje
postaé (3.22).

Whiosek 3.28. Mozemy otrzymaé rozwigzania réwnania (2.3), .
f(mln($ +v, 7'1)) - mm(f(a?) + f(y),T'Q), T,y € [07 7‘1],

przedstawione w twierdzeniu 2.5, jako wniosek z twierdzenia 3.24, wstawiajgc w nim my = mg =

min, doktadniej: my( - ) =min( -,r1),mo( - ) =min(-,rs).
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Dowdd. Pierwsze trzy rozwiazania w twierdzeniu 3.24 nie zaleza od konkretnej postaci funkcji
my ani mg, a zatem sa doktadnie takie same jak pierwsze trzy rozwiazania w twierdzeniu 2.5.
Wystarczy wiec przyjrzeé sie przypadkowi (iv), gdy mi(x) = min(z,r) dla € [0,2r] oraz
me = min(z,r2) dla x € [0,2r3]. Wowczas x1 = 71, 2 = 12, mi(xo) = min(zg, 1) = o oraz

mio = Mi|z<z, © [0,71] — [0,71] jest postaci mig(x) = z. Zatem

mo(kmit(z)), x < mi(zo),
sy [ et ) \(0) o
r2, xr > ml(xo)a
min(kx,r9), x < xg,
o v o

r2, T > Zo,
dla pewnego zy € (0,r1) oraz k = ;—5 = ;—i Poniewaz min(kxg,r2) = min(ry, r2) = ro, to

f(z) = min(kz,rs), x € [0,71],
czyli f jest postaci (2.8). O

Uwaga 3.29. Rozwiazanie (3.22) w (iv) w twierdzeniu 3.24 mozna przedstawié¢ jako minimum
f(z) = min(ma(kmyg (z)),72), x € [0,7]. (3.23)

Dowdd. Niech zachodzi (iv) z twierdzenia 3.24, w szczegolnosci f jest postaci (3.22), tj.

fz) =

{mg(kmfol(l“))’ x < mq (o), z € [0,m1].

T, x > my(xo),

Wystarczy wykazaé, ze ma(kmig (z)) < 12 <= x < mi(z0). Przedstawmy zatem krotki ciag

rownowaznosci
ma(kmig (z)) < ro <= kmyy () < 29
= my, () < 20 (3.24)

< x < m(zo)

O

We wniosku 3.28 wykazalismy, ze jesli funkcje m1, mo przyjma postaé¢ miniméw, doktadniej:
mi( - ) = min( - ,r;),me( - ) = min( - ,72), to rozwiazanie (3.22) w przypadku (iv) w twier-
dzeniu 3.24 jest postaci (2.8), czyli f(x) = min(kz,r2) dla 2 € [0,71]. Mozemy zadaé¢ pytanie,
czy dla innych funkcji my,mgo rozwiazanie to moze roéwniez przyjaé¢ prosta postaé¢ (2.8)? Oraz
jakie dodatkowe warunki powinny spetnia¢ funkcje my oraz me, aby rozwiazania réwnania (M)

pokrywaly sie z rozwiazaniami roéwnania (2.3)7

Twierdzenie 3.30. Niech funkcje mi,mo oraz f spelniajg zatozenia twierdzenia 3.24. Jezeli
zachodzi (1v) z twierdzenia 3.24, w tym f jest postaci (3.22), to wowczas prawdziwe sq nastepujqce

relacje
To =19 <= yp=2x90 = kmi(x) =ma(kz),x € [yo,z0) <= [ jest postaci (2.8).
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Dowdd. 7 uwagi 3.26 funkcja f jest ciggla oraz rosnaca, nastepnie z ciagtosci oraz uwagi 3.25

mamy, ze f(xg) = kxg = x2. Jesli yo = xo, to xg = m1(yo) = mi(xp) oraz

x2 = f(wo) = f(m1(xo)) = ra.

W druga strone, jesli xo = r9, to f(xg) = x2 = ro. Z definicji xp mamy z < g = f(z) <
xro = r9, a poniewaz f jest rosnaca, to x > r9 = f(z) = r2. Te dwie implikacje tacza sie w
réwnowaznosé

f(z) <ry <= z < uxo. (3.25)

Jednoczesnie, korzystajac z (3.24) w dowodzie uwagi 3.29, stwierdzamy, ze
flz) <ry <= z <my(xo). (3.26)

Z (3.25) i (3.26) otrzymujemy, ze o = mi(zp), a stad yo = xo. W ten sposob skoriczylismy
dowod pierwszej réwnowaznosci.
Druga implikacja jest oczywista, poniewaz dla yg = x¢ przedzial [yo, z¢) jest pusty.
Wreszcie, skoro f(z) = kx dla x < x¢ oraz f(x) = ro dla x > mq(zo) niezaleznie od tego,
czy f jest postaci (3.22), czy (2.8), to

f jest postaci (2.8) <= ma(kmyy (z)) = kz, = € [x0, m1(w0))

= ma(kmig (2)) = kmi(myg (2)), mig (@) € [yo,z0)

— ma(kz) = kmy(z),
dla x € [yo, zp). Tym samym udowodnili$émy ostatnia réwnowaznosc. O

WykazaliSmy zatem, ze mozemy rozwazy¢ w rownaniu (M) w miejsce miniméw cata rodzine
ogoblniejszych funkcji m; oraz may, ktoére spetniaja zatozenia twierdzenia 3.24 oraz jedno dodatko-
we zalozenie, ze 19 = ro, a wowczas rozwiagzania rownania (M) pozostang doktadnie takie same

jak rozwiazania rownania (2.3). Przedstawimy ilustrujacy to przyklad.

Przyktad 3.31. Ustalmy dowolne state r1, 72 € (0,00) oraz niech

my(z) = min(y/rix,r1), z € [0,2r],
meo(z) = min(y/rex,r2), x € [0,2rs].

Funkcje mq, mg spelniaja zalozenia twierdzenia 3.24, a zatem znamy dla nich rozwigzania réw-
nania (M). Jedyne nietrywialne rozwiazanie f: [0,r;] — [0,72] pojawia sie¢ w przypadku (iv) i

jest postaci (3.22). Poniewaz w tym przypadku zo = 79, to zgodnie z twierdzeniem 3.30 mamy
f(z) = min(kz,rs), z € [0,7].
Znajdziemy wartos¢ stalej k. Dla x < yo zachodzi kmq(z) = ma(kx), czyli w tym przypadku
kmin(y/rz, ) = min(y/rokz, o).
Zatem dla < min(yg, r1,7r2/k) = min(yo, 71, zo) = yo mamy
kyra = \/raka,
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mMy(X)

m;(x)

f(x)

- X ~ //,// X X
0’ 1 2 3 0 1.5 3 0 1 2

(a) mi(z) = min(y/z,1) (b) ma(z) = min(y/ 3z, 3) () f(z) =3

Rysunek 3.1: Wykresy funkcji mq, mg oraz f z przyktadu 3.31 dla statych ry = 1,79 = %

a stad k = rg/ry. Ostatecznie wiec

f(z) = min(kz,re) = min(gx,rg) = T—2$, x € 1[0,71].
r1 T

Wykresy funkcji m1,ms oraz f sa przedstawione na rysunku 3.1.

Zaprezentujemy teraz kolejne dwa przyktady zastosowania twierdzenia 3.24 do rozwiazania
rownania (M) dla réznych par funkcji my, mo. W obu z nich ostatnie rozwiazania beda postaci
f(x) = min(kx,ry), przy czym w jednym k bedzie dowolng stala z pewnego przedziatu, a w
drugim k bedzie miala jedyng wartos¢. Przyktady te zilustruja to, ze w twierdzeniu 3.30 nie ma
rownowaznosci — czyli ze rozwiazania moga by¢ postaci (2.8), mimo ze zy # rg. Oznacza to, ze
warunek zo = ro nie jest konieczny, aby rozwiazania rownania (M) pokrywaly sie z rozwiazaniami

rownania (2.3).
Przyklad 3.32. Ustalmy dowolne stale ri,72 € (0,00) oraz a > 1. Niech
m1(z) = min(az, ), x € [0,2r],
ma(x) = min(az, r2), x € [0,2rg].
Funkcje m1, mo spelniaja zalozenia twierdzenia 3.24, a zatem znamy rozwiazania rownania (M)
dla tej pary funkcji. Jedyne nietrywialne rozwiazanie f: [0,7r1] — [0, 2] pojawia sie¢ w przypad-

ku (iv) 1 jest postaci (3.22). Pokazemy, ze f spelia formule f(z) = min(kx,rs) dla x € [0,rq],

gdzie k moze przyja¢ dowolng wartos¢ z przedziatu [12, co).

Zauwazmy, ze W tym przypadku z1 = L,x0 = 2 # ry dla a # 1 oraz k = i—f} = ;—jo
Poniewaz f(0) =0, to z (M) dostajemy f(mi(z)) = ma(f(z)), czyli
f(min(ax,r;)) = min(af(z),re), x € [0,r1]. (3.27)

e Niech 2 < x1. Wtedy LHS(3.27) = f(ax), gdyz ar < ax; = oL = ry.
e Niech z < 9. Wtedy RHS(3.27) = min(akz,ry) = akz, gdyz akx = a%x = %T‘Q < 7o.

ax

Zatem dla z < min(zg, 1) = o otrzymaliSmy f(ax) = akz, co oznacza, ze
f(z) = kax, z € [0, axp).
Zgodnie z uwaga 3.26 funkcja f jest ciagta i rosnaca, stad

”
flaxg) = kaxy = —20@0 =1y
axo
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oraz f([awxo,r1]) = {r2}. W ten sposob otrzymalismy
f(z) = min(kz,2), z € [0,7],

gdzie
T9 T9 9 « T9
k B 2 —_— = — e — = —,
[0 %)) aTl a T T1

Na rysunku 3.2 przedstawione sa wykresy funkcji mi, mo oraz f dla pewnej statej k wybranej

dowolnie z przedziatu [ra/r;, 00).

my(x) my(X) f(x)
15 15 15
1 1 1
05 05 05
— X [ X X
o 7 P 3 0 7 3 3 0 7 3 3
(a) mi(z) = min(Z, 1) (b) ma(e) = min(3a, 2) (c) f(z) = min(2e, )

Rysunek 3.2: Wykresy funkcji mq, mo oraz f z przykladu 3.32 dla statych 1y = 1,79 = %, a=

[\JIeN

oraz k = 2 (wowczas k € [ra/r1,00) = [2,00))

Przyktad 3.33. Ustalmy dowolne stale r1, 72 € (0,00) oraz a, 8 > 1. Niech

S | B r1
rism(s - — - x < =
ma(x) = N z € [0,2r]
1, T2 Ela
(LB r2
rosin(y - = - T r < =
ma(x) = G oo f’ € [0, 2r).
T2, T > 7,

Pokazemy, ze jedyne nietrywialne rozwiazanie rownania (M), ktore pojawia sie w przypadku (iv)

2
ry’

twierdzenia 3.24, przyjmuje posta¢ f(x) = min(kz,re) = kx dla = € [0,7], gdzie k =

Ponadto dowiedziemy, ze to rozwiazanie moze by¢ uzyskane jedynie w przypadku, gdy a = .

Zauwazmy, ze w tym przypadku x; = L xy = %2 # 1o dla 8 # 1 oraz k = %ﬁ = %
Poniewaz f(0) =0, to z (M) dostajemy
flma(x)) = ma(f(2)), z € [0,m]. (3.28)
e Niech z < z1 = 2. Wtedy LHS(3.28) = f(rysin(§ - ).
e Niech x < xg. Poniewaz %x < %, to
11 I 1
RHS(3.28) = ma(kx) = mg(%az) =1y sin(E . Z . %x) =7y Sin(§ . x—ox)
Zatem dla z < min(zg, 1) = o otrzymaliSmy
II I 1
f(r sin(5 . % T)) =719 sin(5 . x—ox) (3.29)
Jednoczesnie f(z) = kx dla @ < x, a stad dla = € [0,71], takich ze ry sin(} - &) < zo mamy
II II
f(r sin(i : % ~x)) = kry sin(§ . % - x). (3.30)



Z roéwnan (3.29) oraz (3.30) wnioskujemy, ze dla x < min(xg, —f{olé arcsin(72)) zachodzi
. 1 r . «
— o) = Lsin(= - L), 3.31
sin( 5 :on Barg sin( > x) (3.31)

Rozwazmy nastepujace mozliwosci

e 19 # L. Wowczas rownanie (3.31) przyjmuje postac sin(ax) = bsin(cz), gdzie a,b,c s
pewnymi statymi, a # c. Takie réwnanie nie moze by¢ prawdziwe na zadnym niepustym

przedziale.

o 19 = "L oraz o # 3. Wowezas réwnanie (3.31) przyjmuje postac sin(ax) = bsin(ax), gdzie
a, b sa pewnymi statymi, b £ 1. Takie réwnanie réwniez nie moze by¢ prawdziwe na zadnym

niepustym przedziale.

e 1o = "L oraz a = 3. Wowczas rownanie (3.31) przyjmuje postac sin(%%ox) = sin(%x—lom), i
jest oczywiscie prawdziwe na dowolnym przedziale.
Zatem xg = L, a = (3 oraz k = :—f Rownanie (3.29) przyjmuje postaé
II1 II1 T9 II1 II1
sin(——=x)) =rosin(——=zx) = — - rysin(——=x) = krysin(——uz), r<xo. (3.32
f(Tll(Qm)) 7“21(2%) e (2950) 11(2$0) - (3.32)

Zgodnie z uwaga 3.26 funkcja f jest ciagla, wiec uwzgledniajac (3.32) oraz to, ze
in(y-z) T5w risin(y)
risin(——z) x —xy risin(=)=r
1 2 70 0" 5 15
ostatecznie otrzymujemy f(z) = kx = %x, dla z € [0,71]. Na rysunku 3.3 zaprezentowane sa

wykresy funkcji mq, mo oraz f.

15

0.5

my(x)

my(x)
1.51

0.5

X

0.5

f(x)

X

Rysunek 3.3: Wykresy funkcji mq, mo oraz f z przyktadu 3.33 dlastatychry =1,y =a =0 =

0 0.5

1

2

o 0751

2 3

0 1 2 3

[\C][9V]

W czedci dotychezasowych przyktadéow 3.31 - 3.33 zachodzito xo = ro, a w czesci xo < 1o, czyli

funkcja mo osiagalta po raz pierwszy warto$¢ ry czasem w punkcie ro, a czasem wczesniej. Mimo
to za kazdym razem ostatnie rozwiazanie przyjmowalo posta¢ (2.8), czyli f(x) = min(kz,rs)
dla z € [0,71], zatem rozwiazania rownania (M) pokrywaly sie z rozwiazaniami réwnania (2.3).
Ostatnim przyktadem zilustrujemy, ze mozemy tak dobraé¢ funkcje m1, ms, aby otrzymaé réwniez

nowe rozwiazania.

Przyktad 3.34. Ustalmy dowolne stale r € (0,00) oraz o > 1. Niech r; = ry = r oraz

ox, r < 5,
_ ) az+r(a—1) r
ml(‘r) - 2a—1 y T E [ﬂvr%
T, T =T,

ma(x) = min(az, ).

70



dla = € [0,2r]. W przypadku (iv) twierdzenia 3.24 mamy z1 = r, 13 = = oraz k = 72 = .

xg axg

Nastepnie m1g: [0,7] — [0,7] i mj; spetnia wzor

)

mig (z) = N v x € [0,7]
10 (2a—1)z—r(a—1) D

@ » T

AVARRVAN
[N e B O

)

a jedyne nietrywialne rozwiazanie réwnania (M), ktore pojawia sie wlasnie w tym przypadku,

zgodnie z uwaga 3.29 przyjmuje postaé (3.23). Zatem dla = € [0, r1] mamy

f(@) = min(ma(kmyg (z)),r)

= min(min(akmyy (z),7),7) = min(

_ {rmin(aio,l), x

(2a—1)z—r(a—1) 1)
T ) )

0 (3.33)

8
A VARRVAN
l\?\ﬁ N3

7 min(
Ponadto dla z < yo < zop mamy kx = 22z < x5 oraz
kmy(x) = mo(kz) = akz,

a zatem my(z) = ax dla < yo. Zeby ten warunek byt spetniony, musi zachodzi¢ yo < 3oy CO
implikuje 2o = m1(yo) < mi(s;) = @ - 55 = 5. Zatem trojka funkcji (my, ma, f), gdzie f jest
okreslona wzorem (3.33) dla xo € (0, 5], spetnia réwnanie (M).

Na koniec zauwazmy, ze jezeli f(5) = r, to funkcja f jest postaci (2.8), mianowicie

re
= min(——, ), e [0, 7).
@) = win( L2 velor
Jesli natomiast f(5) < r, to
aTTfO? r < 3.
@) = (o = Dz —r(a—1)), zelffEG=). wefor], (3:34)

+r(a—1
T, x> O‘x‘)%ﬁo{ ),

przy czym zachodzi

r r
—) = rmin 1) <r <= <1l <= z20> —.
2> (Qa:cg ) axg 0~ 9q

i

Zatem dla z¢ € (55, 5] funkcja f przyjmuje postac (3.34) rézng od (2.8). Jest to wiec catkiem
nowe rozwiazanie, rozne od rozwiazan réwnania (2.3). Na rysunku 3.4 przedstawione sa wykresy

funkcji my, mg oraz f dla pewnej stalej xog wybranej dowolnie z przedziatu (3, 5].

3.2.2 Uogolnienie rownania f(z + y) = min(f(z) + f(y),2)

W niniejszym podrozdziale wiele dowodéw twierdzeri przebiega analogicznie do dowoddéw
twierdzen z poprzedniego Podrozdziatu 3.2.1. Dlatego wiekszosé z nich tutaj pomijamy lub tez
przedstawiamy tylko te ich fragmenty, ktore sg istotnie rozne. Pelne wersje tych dowodow umiesz-

czone sa w pracy [22].
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1.5{ My(x) 1.5{ My(X) 1.5] f(x)

1 — 1 1 /—
05 05 0.5

‘ol 025 1 2 0 05 i 2 0 05 1 3

Rysunek 3.4: Wykresy funkcji mi, mo oraz f z przyktadu 3.34 dla stalych r = 1, = 2 oraz

xo = 1 (wowezas 29 € (5=, 5] = (1, 3])

Twierdzenie 3.35. Niech r9 € (0,00) oraz ma: [0,2re] — [0,72] bedzie ciaglta funkcja, Scisle
rosngcqg na pewnym przedziale [0, z2], gdzie xo < ro, a nastepnie stale réwng ro. Ponadto niech
m2(0) = 0 oraz 2ma(x) > = dla x € (0,2r2). Wreszcie, niech my: [0, 00] — [0, 00| bedzie dowolng
ciggta 1 réznowartosciowq funkcja, takq ze mi(0) = 0, myi(oco) = oo oraz 2mi(x) > x dla
wszystkich x € (0,00).

Wowczas dla dowolnej funkcji f: [0, 00] — [0, ro] trdjka funkcji (mi,ma, f) spetnia réwnanie (M)

dla x,y € [0, 00] witedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z ponizszych mozliwosci:
(i) f=oo;
(i) f=0;

(113) f przyjmuje postaé (2.7), tj.

flz) = {0’ z=0, 2 € [0, 00];

f(l‘):{ z € [0, 00];

(v) istnieje takie zo € (0,00), ze f przyjmuje postaé (3.22), tj.
ma(kmy ! (x)), @ < ma(w),
flx) =
T2, x> my(xo),
dla x € [0,00] i k = i—f}. Ponadto w tym przypadku xo < mq(xg) i
kmq(x) = mo(kx),
dla x < yo, gdzie yo = my " (x0).
Uwaga 3.36. Zauwazmy, ze jesli zachodzi przypadek (v) z twierdzenia 3.35, to
f(z) = kx, x < o,
poniewaz
—1
r < xog=mj (z) <yo oraz x < my(zg)

— f(z) = ma(kmy  (x)) = kmi(m7 () = k.
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Dowéd twierdzenia 3.35.

Dowdéd tego twierdzenia przebiega niemal identycznie do dowodu twierdzenia 3.24, z jednym
tylko wyjatkiem. Pominiemy zatem jego wiekszo§é, a przedstawimy tutaj tylko ten istotnie rézny
fragment. Dotyczy on implikacji ,,—", przypadku, gdy f(0) = 0, f(oco) = ry oraz xg > 0.

Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia 3.24 uzyskujemy, ze wowczas
f(.iU) :kxa T e [va())’

dla pewnej stalej & € R. Poniewaz dla wszystkich € [0,00] zachodzi f(z) € [0,ro], wiec
w szczegdlnodcici
lim f(z)= lim kz = kxy < ro.

T—T( T—T

Jezeli zg = oo (nie bylo takiej mozliwosci w twierdzeniu 3.24, gdzie Dy, a zatem i ¢ byly na

pewno skoriczone), to k-oo < 7y pociaga za soba k = 0 i uzyskujemy brakujace rozwiazanie (2.9):

fz) =

x € [0, 00].
9, T = 00,

{O-:L‘zO, T < xp = 00,

O

Dowody kolejnych dwoéch wnioskéw 3.37 1 3.38, uwagi 3.39 oraz twierdzenia 3.40 sg podobne
do odpowiadajacych im wnioskow 3.27, 3.28, uwagi 3.29 oraz twierdzenia 3.30 z poprzedniego

podrozdziatu, dlatego w calosci je tutaj pomijamy.

Whniosek 3.37. Niech ro € (0,00). Dla ciggtej funkcji f: [0,00] — [0,r2] oraz funkcji mq,mo

spetniajgcych zatozenia twierdzenia 3.35 nastepujgce zdania sqg réwnowazne:
(i) Trojka funkcji (mi, ma, f) spetnia rownanie funkcyjne (M) dla x,y € [0, oc].

(i) Zachodzi f = oo lub f = 0, lub zachodzi (v) z twierdzenia 3.35, w tym f przyjmuje po-
staé (3.22).

Whiosek 3.38. Mozemy otrzymac rozwigzania réownania funkcyjnego (2.4), tj.
f($+y) :min(f(m)—l—f(y),rg), T,y € [0,00],

przedstawione w twierdzeniu 2.6, jako wniosek z twierdzenia 3.35, wstawiajgc w nmim my = Id

oraz mg = min, doktadniej: ma( - ) = min( - ,rg).
Uwaga 3.39. Rozwiazanie (3.22) w (v) w twierdzeniu 3.35 mozna przedstawi¢ jako minimum
f(x) = min(ma(kmi ™ (x)),r2), z € [0, 00].

Twierdzenie 3.40. Niech funkcje mi,mo oraz f spetniajo zatozenia twierdzenia 3.35. Jezeli
zachodzi (v) z twierdzenia 3.35, w tym f jest postaci (3.22), to wowczas prawdziwe sq nastepujgce

relacje
To =19 <= yp=2x90 = kmi(x) =ma(kz),x € [yo,z0) <= [ jest postaci (2.8).
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Przedstawimy teraz dwa przyklady zastosowania twierdzenia 3.35 do znalezienia wszystkich
rozwiazan rownania (M) dla roznych par funkcji m1, mo. Poniewaz pierwsze cztery rozwiazania
w wypowiedzi twierdzenia 3.35 sa trywialne i nie zaleza od m; ani msg, bedziemy zajmowaé sie
jedynie ostatnim (3.22), probujac znalezé jego prosta i elegancka postaé. Pierwszy przyklad jest
podobny do przyktadu 3.31 z poprzedniego podrozdziatu i rozwiazanie, funkcja f, takze tutaj
przyjmuje posta¢ (2.8), f(x) = min(kz,rz). Chcemy jednak podkresli¢, ze mozliwe sa roéwniez
rozwigzania innej postaci, wychodzace poza zbiér rozwigzan uogdlnianego w tym podrozdziale
rownania f(min(z-+y, 1)) = min(f(z)+f(y),r2). Zeby tak si¢ stalo, zgodnie z twierdzeniem 3.40
musi istnie¢ = € [yo,x0) taki, ze kmq(z) # mao(kx). W drugim przyktadzie zmodyfikujemy w

tym celu odpowiednio wzory na funkcje mj i mo.

Przyktad 3.41. Ustalmy stale a, 72 € (0,00) i niech

mi(z) = max(vax, ), x € [0, 00],
meo(z) = min(y/rex,r9), x € [0, 2r9].

Zauwazmy, ze ro = T9, a zatem z twierdzenia 3.40 funkcja f przyjmuje postaé¢ (2.8), f(x) =
min(kx, ry) dla z € [0, 00]. Wskazemy dokladna wartos¢ statej k.
Dla = < yo zachodzi kmj(x) = ma(kx), czyli

kmax(vax,z) = min(\/ kraz, r2).

Zatem dla z < min(yo, a, r2/k) mamy

ky/ax = \/krox,

a stad k = 2, i ostatecznie f(x) = min(“2x,r) dla wszystkich x € [0, 00]. Wykresy funkcji

m1, mg oraz f sg przedstawione na rysunku 3.5.

my(x) f(x)

3 i 3 3 ) i 3 3 0 i 3 3
(a) mi(x) = max(y/z, v) (b) ma(x) = min(y/z, x) (¢) f(z) = min(z, 1)

Rysunek 3.5: Wykresy funkcji my, mg oraz f z przyktadu 3.41 dla stalych a = ro = 1.

Przyktad 3.42. Ustalmy stale a,c, 7o € (0,00), gdzie ¢ > 7o, i niech

C 02

m1(z) = max(—+/ax, 1), x € [0, 00],
T2 5
ma(z) = min(y/cz,r9), x € [0, 2r3].
2
Zauwazmy, ze To = 2 < ro, wiec nie mozemy wzorem poprzedniego przykladu skorzystaé

C
bezposrednio z twierdzenia 3.40.
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Dla = < yo zachodzi kmj(x) = ma(kx), dlatego dla = < min(yo, aZ—g, %) mamy

kix/ax = Vckzx,
)

2 2 2
o 1”2 . .. s _ X2 __ T2 _ _ _ 7"2
a stad k = 72. Poniewaz jednoczesnie k = 2 = 22, to xg = a oraz f(x) =kr =2z dlazx <a.

Ponadto mi(xzg) = mi(a) = i—;a, wiec f(z) = ro dla z > %a. Na pozostalym przedziale, dla
2 2

)
x € [zg, m1(z0)) = [a, féa), zachodzi mi* (z)
2

r3
2 oraz
C
2 .2 4 2
-1 2 T2 T )
f(@) = ma(kmy () = ma(= - Sz) =1\/c- 2= —=V.
ac c ac cva
Trzecia réwno$é wynika z tego, ze
! rd 2 r2
T2 T2 ST
ac? ac® 3
Ostatecznie wiec otrzymalismy
2
,
2, z < a,
r2 2
f(l') = cﬁﬁv YIS [av %CL), T € [0700]
2
r9, T > 5a,

2

Oczywiscie f(x) # min(kx,ry) na przedziale [a, i—;a), funkcja f nie jest zatem postaci (2.8). Na
2

rysunku 3.6 przedstawione sa wykresy funkcji my, mgy oraz f.

2 m1(X) 2 mZ(X) f(X)
2
1 N — 1
T 05
X X\ y X
) 1 2 3 o 05 1 2 3 0 1 2 3 4

Rysunek 3.6: Wykresy funkcji my, mg oraz f z przyktadu 3.42 dla statych a =19 = 1 oraz ¢ = 2

3.2.3 Uogolnienie rownania f(min(z +y,7m)) = f(x) + f(y)

Dowod twierdzenia 3.43 charakteryzujacego rozwiazania rownania (M), gdy 1 < 0o, 12 = 00,
jest fragmentami analogiczny do dowodéw twierdzeni 3.24 i 3.35 z poprzednich podrozdzialow.

Jednak rézni sie od nich na tyle znaczaco, ze wydaje si¢ celowe umiescié¢ go w tej pracy w catosci.

Twierdzenie 3.43. Niech r1 € (0,00) oraz my: [0,2r1] — [0,71] bedzie ciggla funkcjq, Scisle
rosngcg na pewnym przedziale [0, 1], gdzie x1 < r1, a nastepnie stale réwng ri. Ponadto niech
m1(0) =0 oraz 2my(z) > z dla x € (0,2r1). Wreszcie, niech my: [0, 00] — [0, 00| bedzie dowolng

funkcja, takq zZe mo spetnia m2(0) = 0, ma(c0) = 00 oraz
2ma(z) > x, ma(x) < 0o, z € (0,00).

Wowczas dla dowolnej funkcji f: [0,71] — [0,00] trdjka funkcji (my,me, f) spetnia réwna-

nie (M) dla z,y € [0,71] wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z ponizszych mozliwosci:
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(i) f=o0;
(ii) f=0;
(iii) f prayjmuje postaé (2.10), t.
flz) = {0’ z=9, z € [0,7r1).

oo, x>0,

Dowadd. ,,<="
Oczywiscie jesli f = 0 lub f = oo, to rownanie (M) jest spelnione, jesli tylko mo(0) = 0 oraz
ma(00) = oo. Niech f bedzie postaci (2.10). Wstawiajac x =y = 0 do (M), otrzymujemy
RHS(M) = ma(f(0) + f(0)) = m2(0) =0,
LHSM) = f(m1(0+0)) = f(0) =0.

W przeciwnym razie > 0 lub y > 0. Zalézmy, ze x > 0 i wtedy dostajemy

RHS(M) = ma(f(x) + f(y)) = ma(oo + f(y)) = oo,
LHSM) = f(mi(z +y)) = oo,
poniewaz mq(z +y) > my(z) > 0 dla = > 0.
77:77
Wstawiajac z =y = 0 lub 2 = y = r1 w (M), otrzymujemy
f(0) = f(m1(0+0)) = ma(f(0) + f(0)),
f(r1) = f(ma(ri+ 1)) = ma(f(r1) + f(r1)).
Zatem f(0), f(r1) € {0, 00}, poniewaz mg(2z) > z dla z € (0, 00).
Zatozmy, ze f(0) = co. Wstawiajac y = 0 w (M), otrzymujemy
f(ma(z)) = f(ma(z +0)) = ma(f(z) + f(0))
= ma(f(z) + 00) = my(o0) = oo,
dla wszystkich « € [0,71]. Zachodzi m;([0,r1]) = [0,71], poniewaz m;(0) = 0,m(r1) = r1 oraz
my jest ciggla, a zatem dostajemy pierwsze rozwigzanie f = co.
Jezeli f(0) = f(r1) =0, to wstawiajac y = r1 —x w (M), otrzymujemy
0= f(r1) = fima(r1)) = flmi(z + (r1 — x)))
=ma(f(z) + f(r1 — ),
dla wszystkich € [0,71]. Funkcja mg przyjmuje wartosé 0 tylko dla argumentu réwnego 0,
dlatego
f(x)+f(rl_$):0a $E[Oarl]'
Poniewaz oba sktadniki powyzszej sumy sg nieujemne, otrzymujemy drugie rozwigzanie f = 0.
Na koniec rozwazmy ostatni przypadek, gdy f(0) = 0 oraz f(r1) = oo. Zdefiniujmy
xo = inf{x € [0,71] : f(z) = c0}.

Zauwazmy, ze zbior {x € [0,71] : f(z) = oo} na pewno nie jest pusty, poniewaz f(r1) = 0o, a

zatem x( jest dobrze zdefiniowane. Udowodnimy kolejno, ze
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—

3 3 3 3

o——¢

2 2 2 2 o—

1 1 14 1w o

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
(a) ma(0) = 0 oraz (b) ma(x) = max(z®, x) (c) ma(z)=e*—=1 (d) ma(x) =k [x]
ma(z) =24 >0 (dlaa=1) (dlak=2>1)

Rysunek 3.7: Wykresy roznych funkeji ma: [0,00] — [0,00] spetniajacych zalozenia twierdze-
nia 3.43

A). zo <y

B). f(z) = o0 dla z € (xg,71];

C) Trog — 0.
A). 2o < r1. Zalézmy przeciwnie, ze g = 71 i wstawmy = = y = 3r; w (M), wowczas
otrzymamy
3 3
LHSM) = f(mi(3r1+ 7)) = f(r1) = oo,
3 3
RHS(M) = m2(f(17°1) + f(ZTl)) < 00,

gdyz f(%rl) < 00. Sprzecznoscé.
B). f(z) = oo dla x € (x,71]. Niech z € (29, 71] oraz niech takie 2’ € [zg,x), ze f(z') = oc.

Liczba 2’ z pewno$cia istnieje, zgodnie z definicja xg jako infimum. Zachodzi

ma(f(x)) = ma(f(z) + f(0)) = f(mi(z +0)) = f(m (2’ + (z — 2)))
=ma(f(z) + flz — 2')) = ma(oo + f(z — 2')) = .

Zatem otrzymalismy f(x) = oo.

C). my = 0. Zalézmy przeciwnie, ze zy > 0 i wstawmy z = y = 39 > 0 w (M), wéwczas

otrzymamy
3 3 3 3
00 > mz(f(zﬂfo) + f(zu’ﬂo)) = f(ml(zl”o + Zxo))
3 3
= fma(5ao +0)) = ma(f(5z0) + £(0))
= ma (oo + 0) = oo,
sprzecznosc.
W ten sposob uzyskaliSmy ostatnie rozwiazanie (2.10). O

Wnhniosek 3.44. Niech r; € (0,00). Dla ciggtej funkcji f: [0,71] — [0,00] oraz funkcji mi, mo

spetniajocych zatozenia twierdzenia 3.48 nastepujgce zdania sg réwnowazne:
(i) Trijka funkcji (mi,ma, f) spetnia réwnanie funkcyjne (M) dla x,y € [0, r1].
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(i) Zachodzi f = 1o lub f = occ.

Whniosek 3.45. Mozemy otrzymac rozwigzania réwnania funkcyjnego (2.5), tj.

f(mln(x + yvrl)) = f(x> + f(y)7 T,y € [07T1]7

przedstawione w twierdzeniu 2.7, jako wniosek z twierdzenia 3.43, wstawiajgc w nim mi = min,

doktadniej my( - ) = min( - ,r1), oraz mg = Id.

Dowdd tego wniosku jest analogiczny do dowodu wniosku 3.28, dlatego tutaj go pomijamy.

Zwroémy uwage, ze zadne z rozwiazan wymienionych w twierdzeniu 3.43 nie zalezy od kon-
kretnej postaci funkcji m; ani meo. Oznacza to, ze jesli w miejsce funkcji minimum wstawimy
do réownania (2.5) dowolna funkcje my: [0,2r1] — [0,r1] spelniajaca zalozenia twierdzenia 3.43
(na przyktad ktoras z funkcji my z przykltadow 3.31, 3.32, 3.33, 3.34) oraz w miejsce identyczno-
$ci dowolna funkcje mg: [0, 00] — [0, 00| takze spelniajaca zalozenia twierdzenia 3.43, to zawsze
dostaniemy te same rozwigzania co w uogélnianym twierdzeniu 2.7. Przykladowe funkcje ms

przedstawione sa na rysunku 3.7.
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Rozdzial 4

O réwnaniach rozdzielnosci dla

rozkladalnych uninorm

W tym rozdziale zajmiemy si¢ scharakteryzowaniem rozwiazan nastepujacych dwodch rownan

rozdzielnosci:

I(z,Us(y, z)) = Us(Z(z,y), L(, 2)), z,y,z € L', (D-UU1)
Z(U(z,y), z) = Us(Z(2,2),Z(y, 2)), z,y,z € L, (D-UU2)

gdzie Uy, Us sa danymi rozktadalnymi uninormami na £, a T: (L1)2 — L jest nieznana funkcja.
Rozwazymy te przypadki, w ktérych obie uninormy U; oraz Us generowane sg przez dwie jed-
nakowe uninormy reprezentowalne, a zatem zgodnie z lematem 1.49 U1, Us sg koniunkcyjne lub
alternatywne. Wszystkie prezentowane tutaj wyniki zostaly uzyskane przez Autorke we wspot-
pracy z M. Baczyniskim w latach 2014-2015, a cze$¢ z nich zostala juz opublikowana w [20].
Najpierw pokazemy, jak oba rownania (D-UU1), (D-UU2) mozna przeksztalci¢ do rownania

funkcyjnego
fuy +vi,up 4+ v2) = flur,uz) + f(v1,ve), (u1,u2), (v1,v2) € L™, (F)

gdzie L® = {(x1,22) € [~00,00]? | 21 < x2}. W podrozdziale 4.2 przedyskutujemy rozwiaza-
nia rownania (F) dla wszystkich kombinacji zatozeni (A—)/(A+) na dziedzinie i przeciwdziedzinie
funkcji f. Natomiast w podrozdziale 4.3 scharakteryzujemy funkcje Z bedace rozwiazaniami row-
nan rozdzielnosci (D-UU1) oraz (D-UU2), a takze wskazemy wsrod nich implikacje rozmyte. Ze
wszystkimi szczegolami przedstawimy tylko jeden przypadek — rozwiazania rownania (D-UU1),
gdy kazda z U;, Us generowana jest przez dwie jednakowe koniunkcyjne uninormy reprezento-
walne. Analogicznie mozna uzyskaé rozwigzania obu réwnan rozdzielnosci, jesli kazda z Uy, Us
generowana jest przez dwie jednakowe uninormy reprezentowalne — czy to koniunkcyjne, czy to
alternatywne. W tych pozostatych przypadkach zaprezentujemy jedynie wyniki, bez powtarza-
nia podobnych dowodéw. Najpierw zauwazmy, ze niektorych sytuacji nie trzeba wcale rozwazaé,

gdyz nie generuja zadnych rozwigzan Z.

Lemat 4.1. Niech funkcja T: (L1)? — LI spetnia (I3) oraz réwnanie (D-UUL) z pewnymi
uninormami Uy, Us na L. Wowczas Uy jest koniunkcyjna wtedy 4 tylko wtedy, gdy Us jest ko-
niunkcyina, a Uy jest alternatywna wtedy i tylko wtedy, gdy Us jest alternatywna.
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Dowdd. Wstawiajac x =y = 1,1 oraz z = 0,r do (D-UU1), otrzymujemy
I(lﬁ],l/{l(lﬁl, OLI)) - Z/[QCZ-(LCI, 1LI>,I<1£I, 051)).

Jezeli U; jest koniunkcyjna, to Ui (1,1,0,r) = 0,1 i dzigki (I3) mamy Opr = Ua(1,1,0,1), czyli Us
jest takze koniunkcyjna uninorma. Jesli natomiast U jest alternatywna, to Ui (1,r,0.1) = 1,1

i dzieki (I3) mamy 1,1 = Us(1,1,0,1), czyli Us takze jest alternatywna. O

Lemat 4.2. Niech funkcja T: (L1)? — LI spetnia (I13) oraz réwnanie (D-UU2) z pewnymi
uninormami Uy, Us na L1. Wowezas Uy jest kondunkcyjna wtedy i tylko wtedy, gdy Us jest alter-
natywna oraz Uy jest alternatywna wtedy i tylko wtedy, gdy Us jest koniunkcyjna.

Dowdd. Wstawiajac © = z = 0,1 oraz y = 1,1 w (D-UU2), dostajemy
I(U1(O£I, ]-,CI)? OLI) - UQ(I(OCI,OL:I),I(lﬁl, OEI)).

Jezeli Uy jest koniunkcyjna, to Ui (1,.1,0,1) = Opr i dzigki (I3) mamy 1,1 = Us(1,1,0,1), co
oznacza, ze Us jest alternatywna. Jesli natomiast U jest alternatywna, to Uy(1,r,0p1) = 1pr 1

dzieki (I3) mamy O,r = Us(1,r,0,r), czyli Us jest koniunkeyjna. O

Zatem réwnanie funkcyjne (D-UU1) wystarczy rozwazy¢ tylko dla przypadku, kiedy obie uni-
normy Uy, Us sa koniunkcyjne lub obie sa alternatywne, podczas gdy rownanie funkcyjne (D-UU2)
tylko wtedy, gdy U, jest koniunkcyjna, a Us alternatywna lub odwrotnie — gdy U; jest alterna-
tywna, a Us koniunkcyjna.

W calym niniejszym rozdziale w przypadku uninorm koniunkcyjnych zaktadaé¢ bedziemy
warunek (A—), a w przypadku uninorm alternatywnych (A+) — na przeciwdziedzinach ich cia-
gltych addytywnych generatoréow. Woéwczas na mocy uwagi 1.36 uninormy te przyjmuja prosta
posta¢ (1.4). Rozwiazanie rownan rozdzielnosci (D-UU1), (D-UU2) przy innych kombinacjach

zalozen (A—) / (A+) pozostaje zatem problemem otwartym.

4.1 Ogobélna metoda rozwigzywania réwnan rozdzielnosci dla roz-
ktadalnych uninorm

Wyprowadzimy teraz rownanie (F) z rownan rozdzielnosci (D-UU1) oraz (D-UU2). Niech
Uy = (U, Us), Us = (U3, Uy) beda rozktadalnymi uninormami na £!. Zdefiniujmy projekcje na
L1 w nastepujacy sposob:

pri([zy, x2]) = 1, pra([1, x2]) = o, dla 1,25 € L.
Rownania (D-UU1L), (D-UU2) przyjmuja zatem postac:
I([l'l, x?]a[Ul(ylv Z1)7 U2(2J27 ZQ)])

=[Us(pr1(Z([z1, 22, [y1,y2])), pri(Z([z1, 22], [21, 22])))s
Us(pra(Z([z1, 2], [y1,y2])), pro(Z([z1, 22], [21, 22])))],

Z([Ur (21, 91),Ua (2, y2)], [21, 22])
=[Us(pr1(Z([z1, 22, [21, 22])), pr1(Z([y1, 2], [21, 22]))),
Us(pra2(Z([z1, 2], [21, 22])), pra(Z([y1, 2, [21, 22))))],
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dla [x1, 2], [y1, y2], [21, 22] € L. W rezultacie otrzymujemy nastepujace cztery réwnania;

pri(Z([z1, x2], [Ui(y1, 21), Ua(y2, 22)])) = Us(pri(Z([x1, x2], [y1,y2])), pri(Z([z1, z2], [21, 22]))),
pra(Z([z1, x2], [Ur(y1, 21), U2(y2, 22)])) = Ua(pra(Z([x1, 22, [y1,y2])), pra(Z([z1, 22], [21, 22]))),

pri(Z([Ui (@1, y1), Uz(22, y2)], [21, 22])) = Us(pri(Z([z1, 2], [21, 22])), pri(Z([y1, y2l, [21, 22]))),
pra(Z([Ur (21, y1), Uz(22, y2)|, [21, 22])) = Ua(pra(Z([21, 2], [21, 22])), pra(Z([y1, y2l, [21, 22]))),

ktore sa prawdziwe dla wszystkich [z1, x2], [y1, ya], [21, 22] € L!. Nastepnie dla [z, x9], [21, 22] €

LT zdefiniujmy funkcje kﬂ$17z2],k[2$1 xzpl[lzhzz]’lgzl,zz}; £l — 27 praez:
k[lxl,mg}(') =pn OI([x17x2]7')7 L 1[121’22](') = pri OI(',[Zl,ZQ]),
[ ] kﬁﬂlyfﬂﬂ(') = p?"Q OI([$17$2],'), ° l[221,22](.) = pfr‘2 oI(,7 [21722])7

gdzie o oznacza standardowe zlozenie funkcji. Pokazalismy zatem, ze jesli U; oraz Us na L' sa
rozktadalnymi uninormami, to rownaniom (D-UU1), (D-UU2) réwnowazne sa nastepujace uktady
rownan:

Koo (U1 (015 21), Ua (2, 22)]) = Us(kfy, oy (W1, 52)), b,y 2 ([215 22))),

2 9 0 (DUU-1")
k[asl,xg} ([Ul (yh Zl)a Us (y27 Zg)]) = U4(k[ml,mg] ([yla y2])a k[xl,xg] ([zla 22]))7

(U1 (1, 30), U@, o)) = Us(57 (0, ), 177 (1, wa]),
2 (U (21,30, Uz, ) = U5 ([, 22]), 15 (g1, 92))).

Przyjrzyjmy sie najpierw réownaniom (DUU-1’). Zalézmy, ze U; = U oraz Us = Uy sa uni-

(DUU-2')

normami reprezentowalnymi generowanymi przez odpowiednio generatory hj oraz hs. Nastepnie
zalézmy, ze obie Uy, Us sa koniunkcyjne lub obie alternatywne. Tak jak pisaliSmy wczedniej, jesli
obie sa koniunkcyjne, to przyjmujemy zalozenie (A—) na przeciwdziedzinach hi i hs, natomiast
jesli obie sa alternatywne, to przyjmujemy zalozenie (A+) na obu tych zbiorach. Korzystajac
z twierdzeni o reprezentacji uninorm reprezentowalnych, tj. z twierdzenia 1.33 oraz uwagi 1.36,
mozemy przeksztalci¢ nasz problem do nastepujacego rownania (dla wiekszej czytelnosci na razie

rozwazamy tylko funkcje k):

Ko ) ([P (ha(y1) + B (1)), hy (R (y2) + a(22))])
= hg ' (ha(ky, 40 (W1, 92)) + ha (K, 4y ([21, 22)))),

gdzie [x1, 2], [y1, y2], [21, 20] € L. Ozmaczmy hi(y1) = wr, ha(y2) = uz, hi(21) = v1 oraz by (22) =
ve. Oczywiscie uy,ug,v1,v2 € [—00,00] oraz u; < ug, v1 < v2, poniewaz y1 < Y2, 21 < 29,

a generator hj jest Scisle rosnacy. Jezeli zdefiniujemy funkcje
-1 —1
Fon s (W 0) = hg 0 kfy, oo ([hy (), Ay (v)]), u,v € [—00,00], u < v,
to otrzymamy nastepujace réwnanie funkcyjne:
f{ihm](ul + v, ur + v2) = f[il,;cg](uh ug) + f{ihm](vl, v2), (4.1)

gdzie (ui,us), (v1,v2) € L™ oraz f[lml’m]: L>® — [—o00,00] jest nieznang funkcja. Przez L™

2

oznaczylismy zbior {(z1,x2) € [—00,00]% : 21 < x2}.
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Powtarzajac wszystkie powyzsze obliczenia dla funkcji k2, otrzymamy analogiczne réwnanie

funkcyjne:

f2 (w1 +v1,ue +v9) = [ (un,u2) + [ 4 (01,02), (4.2)
gdzie fﬁtlm] : L® — [—00, 00] jest nieznana funkcja zdefiniowang przez

iy (s 0) i = hy 0k oy ((hy ™ (w), AT (0)]), (u,v) € L.

[z1,22] [z1,22]

Zauwazmy, ze (4.1) oraz (4.2) sa dokladnie tym samym réwnaniem funkcyjnym (F), tj.
fur +v1,u2 +v2) = f(ur,u2) + f(v1,v2),

gdzie f: L% — [—00,00] jest nieznang funkcja. Dziedzina i przeciwdziedzina f to, odpowiednio,
przeciwdziedziny funkcji hq oraz hz. Przypadek uninorm U7, Us koniunkcyjnych prowadzi zatem
do réownania (F) z zalozeniem (A—) na dziedzinie i przeciwdziedzinie szukanej funkcji f, nato-
miast przypadek uninorm Ui, Us alternatywnych do réwnania (F) z zalozeniem (A+) na obu
tych zbiorach.

Wrécémy teraz do rownan (DUU-2’). Tak jak poprzednio, niech Uy = U, oraz Us = Uy beda
uninormami reprezentowalnymi generowanymi odpowiednio przez generatory h; oraz hs. Dzicki
lematowi 4.2 wiemy, ze wystarczy rozwazy¢ dwa przypadki: gdy U; jest koniunkcyjna, a Us alter-
natywna, lub odwrotnie — gdy U; jest alternatywna, a Us koniunkcyjna. Weiaz zaktadamy (A—)
na przeciwdziedzinach generatoréw uninorm koniunkcyjnych oraz (A+) na przeciwdziedzinach

generatoréw uninorm alternatywnych. Dla ustalonych [21, 23] € L zdefiniujmy

ggzl,zﬂ (u7 U) = hz o l[lzl,z2]([hl—1(u)7 hl—l(v)])’ (U7 U) S L§7
g7 w,v) = by o 1 (i (), B (), (w,0) € L.

Powtarzajac dla funkcji [y, ls wszystkie obliczenia, ktore przeprowadziliSmy wezesniej dla ky
oraz ko, otrzymamy, ze takze funkcje ggzl’zﬂ i gézhz?] spetniaja rownanie funkcyjne (F). Tym
razem przypadek uninormy U;j koniunkcyjnej oraz uninormy Us alternatywnej prowadzi do réw-
nania (F) z zalozeniem (A—) na dziedzinie oraz (A+) na przeciwdziedzinie szukanej funkcji f,
natomiast przypadek Uy alternatywnej oraz Us koniunkcyjnej do rownania (F) z zalozeniem (A+)
na dziedzinie i (A—) na przeciwdziedzinie szukanej funkcji.

W kolejnym podrozdziale przedstawimy rozwiazania réwnania (F) dla wszystkich czterech

potrzebnych kombinacji zatozeni (A—)/(A+) na dziedzinie i przeciwdziedzinie szukanej funkc;ji.

4.2 O réwnaniu f(ug +vi, us + v2) = f(ur, u2) + f(v1, v2)

W podrozdziale 2.2.3 przedstawiliémy uzyskane w ostatnich latach przez M. Baczyriskiego [8|

rozwigzania rownania Cauchy’ego rozszerzonego do nieskoriczonosci, tj.

flx+y) = f(z)+ f(y), z,y € [~00,q],

gdzie f: [—00,00] — [—00, 0] jest nieznana funkcja. Rownanie to zostalo rozwiazane w czterech
przypadkach réznych kombinacji zatozen (A—)/(A+) na dziedzinie i przeciwdziedzinie f. Wyniki

zawarte w twierdzeniach 2.15 - 2.18 pozwola nam rozwiaza¢ tytutowe réwnanie tego podrozdziatu:
flur +v1,u2 +v2) = fuy,uz) + f(vr,v2), (F)
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gdzie f: L™ — [—00, 00| jest nieznana funkcja. Przedstawimy peten dowod pierwszego przypad-
ku, kiedy na dziedzinie i przeciwdziedzinie f polozymy zalozenie (A—). W pozostalych przypad-
kach dowody sa analogiczne i ze wzgledu na ich charakter zostana tutaj pominiete. W niniej-
szej pracy przez zalozenie (A—)/(A+) na zbiorze L™ rozumiemy odpowiednie zaloZenie na obu
wspolrzednych tego zbioru. Oczywiscie w przysztosci mozna réwniez rozwazy¢ rozne zalozenia

na dwoch wspotrzednych zbioru L.

Twierdzenie 4.3. Niech L = {(uy,uz) € [—00,00)? | uy < ua}. Dla funkeji f: L — [—o0, o0]

nastepujgce zdania sqg rownowazne:

(i) f spetnia réwnanie funkcyjne (F) dla (u1,us2), (vi,ve) € L2, z zatozeniem (A—), tj.

(—00) + 00 =00 + (—00) = —00, na obu zbiorach dziedziny i przeciwdziedziny f.

(ii) Zachodzi

f=—o0, (S1) lub f =0, (S2) lub f = oo, (S3)
lub
flu,v) = {_OO’ = (S4)
0, U > —00,
lub
flu,v) = {—oo, v (SH)
0, v > —00,
lub
ﬂwwz{”’“:_“’ (S6)
0, u>—o0,
lub
ﬂ%w:{w’v__m’ (s7)
Oa v > —00,
lub
ﬂmwz{_m’“:_m’ (58)
00, u > —00,
lub
flu,v) = {_007 vETee (S9)
00, v > —00,
lub
f@&&—{_m’UE{_w””“ (10)
0, u € R,
lub
f(u,v) _ {_007 Ve {_007 OO}) (Sll)
00, v ER,



lub

—00, u=—00 lub v =00,
flu,v) = (S12)
o, u,v € R,
lub
—00, U= —00,
flu,0) =40,  u>—o0, (S13)
00, U= —00 0raz v > —00,

lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona funkcja addytywna c: R — R, Ze

Fue) {—oo, u € {—oc, 00}, s14)
c(u), u€eR,
lub
fluv) = {_OO’ Ve ool (815)
c(v), veR,
lub
flu,v) = {OO’ u € {=oo,00}, (S16)
c(u), u€eR,
lub
Fluyv) = {"O’ Ve (eeool, s17)
c(v), veR,
lub
—00, U= —00,
flu,v) = {e(u), ueR, (S18)
00, U= 00,
lub
—00, V= —00,
flu,v) = { e(v), veR, (S19)
00, U= 00,
lub
—00, V= —00,
f(u,v) = {e(u), ueR, (S20)
00, (u= —00 orazv > —00) lub u = oo,

lub istniejq jednoznacznie wyznaczone funkcje addytywne c1,co: R — R, takie Ze

—00, u=—0o0 lub v = o0,
flu,v) = (521)
c1(u) + c2(v), wu,v€R,

lub

o, u=—o0 lub v = oo,
flu,v) = (522)
Cl(u) + CQ(U)a u,v € R,



lub

—00, u = —00,
flu,v) = Cep(u) + co(v), u,v€R, (S23)
00, u > —00 0raz v = 00,
lub
—00, v = —00,
flu,v) = S cr(u) + ca(v), w,v€R, (S24)
00, (u= —00 oraz v > —00) lub v = oo,
lub
—00, u € {—o00, 00},
f(u,v) = < er(u) + e2(v), u,veR, (S25)
o0, u € R oraz v = 00,
lub
—00, v € {—00,00},
flu,v) =S er(u) + e2(v), u,v€R, (S26)
00, u=—o0 oraz v € R,

dla wszystkich (u,v) € L.

Dowdd. ,(ii) = (i)”

Dowdd tej implikacji jest bezposrednim przeliczeniem, ze wszystkie funkcje (S1) - (S26) spetniaja
rownanie (F).

»(1) = (i1)”

Niech f: L® — [~00, oc] spelnia réwnanie (F) dla wszystkich (u1, uz), (v1,v2) € L. Przez f_oo,

f°, fO oraz i oznaczmy nastepujace funkcje:

.f,oo(-)Z:f(—OO,'), .fo(')::f('vo)a

o f( )= f(,00), o i(-):=f(-,")
gdzie f_ oo, f,i: [—00, 00] — [~00, 00] oraz f0: [~00,0] — [~o0, 00]. Wstawiajac do (F) kolejno
Uy =V = —00, Uy =Vy =00, U = v =0 oraz u;y = uz = u i v; = v9 = v, otrzymujemy

cztery rownania:

fooo(u2 +v2) = fooo(u2) + f-oo(v2), ug, vz € [—00, 00,
f2(ur + ) = 22 (un) + f2 (1), u1,v1 € [—00,00],
Oy +v1) = fOlur) + fO(vr), ug,v1 € [—00,0],

i(u+v) =i(u) +i(v), u, v € [—00, ).

Zatem funkcje f_ oo, f, f° oraz i speliaja rownanie Cauchy’ego (C) na catych swoich dzie-
dzinach. Z twierdzenia 2.15 znamy postaé¢ dziesie¢ mozliwych rozwiazan tego réwnania przy

zalozeniu (A—) na dziedzinie i przeciwdziedzinie szukanej funkcji. Otéz funkcje f_o, f°° oraz i
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moga by¢ stale rowne —oo, 0, co lub przyjaé¢ ktoras z postaci (2.18) - (2.24). Natomiast w przy-
padku funkcji f°, ktérej dziedzina obcieta jest do [—oo, 0], niektére rozwiazania sie pokrywaja
lub staja sie szczegblnym przypadkiem innych. Mianowicie (2.20) i (2.21) oraz (2.22) i (2.24)
pokrywaja sie, a (2.18) i (2.19) sa szczegdlnymi przypadkami odpowiednio (2.22) i (2.23) dla
funkcji addytywnej ¢ = 0. Zatem f° moze przyjaé¢ jedna z sze$é¢ réznych postaci: —oo, 0, oo,
(2.20), (2.22) lub (2.23)

Zanim rozwazymy wszystkie mozliwe kombinacje postaci funkcji f_oo, £, f° oraz i, sfor-
mutujmy kilka pomocniczych réwnan funkcyjnych, ktore spetniajg te funkcje. Wstawiajac u; =

ug = 0 oraz vy = u, vy = v do (F), otrzymujemy
f(ua U) = f(07 0) + f(u7 ’U), (uv U) e L™. (FO)

Zauwazmy dalej, ze w szczegdlnodci dla kazdego (u,v) € L™, takiego ze v < oo, zachodzi
u—v+v = u. Dlatego wstawiajac do (F) v = vy = v < 00 oraz uy3 = u — v, ug = 0, dla pewnego

u < v, otrzymujemy f(u—v+v,0+v) = f(u—v,0)+ f(v,v), co przepiszemy w postaci
fu,v) = fO>u—v) +i(v), (u,v) € L™, v < o0, (F1)

Nastepnie wstawiajac u; = 0, ug = oo do (F), dostajemy f(v1,00 + v2) = f(0,00) + f(v1, v2).
Zatem
f=(u) = F2(0) + f(u,v), (u,v) € L%, u,v € R. (F2)

Wreszcie wstawiajac analogicznie u; = —oo oraz ug = 0 do (F), otrzymujemy f(—o0,v2) =

f(—00,0) + f(v1,v2) dla wszystkich (v, v2) € L™, co mozemy przepisa¢ w nastepujacej formie

fooo(¥) = fooo(0) + f(u,v), (u,v) € L*. (F3)

Rozwazymy teraz systematycznie 10 mozliwych postaci, ktére moze przyjaé¢ funkcja f_oo.

1. foo = —00. Wtedy fO(—00) = f(—00,0) = f_oo(0) = —00. Zatem f° moze przyjaé tylko
jedna z trzech postaci, w ktorych zachodzi fO(—o0) = —o0: —o0, (2.20) lub (2.22).

(1) fY = —oco0. Z (FO) otrzymujemy f(u,v) = —oo + f(u,v) = —oo, dla wszystkich
(u,v) € L. Zatem f = —oo i jest to nasze pierwsze rozwiazanie (S1). Zauwazmy, ze
zalozenie (A—) odegralo kluczowa role w tym wnioskowaniu.

0 —00, T = —00,
(2) () =
00, x € (—00,0].
Wstawiajac v > —oo do (F1), otrzymujemy f(u,v) = oo + i(v). Zatem f(u,v) =
i(v) € {—o00,00} dla kazdego (u,v) € L™, takiego ze u > —oo oraz v < oo, czyli

u,v € R. Stad f przyjmuje dla kazdego (u,v) € L nastepujaca postaé:

flu,v) =Qi(v), wveR, (*1.(2))

f*(u), u> —o0 oraz v = 00.

Poniewaz wiemy juz, ze i(—o0) = —oo oraz i(0) = oo, funkcja i moze przyjaé tylko
jedna z dwoch postaci: (2.20) lub (2.21).
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A i(z) = {_OO’ e

00, x € (—00,00].
Wtedy f>°(—o0) = —o0, f®(c0) = o0, wiec f* moze przyja¢ postaé¢ (2.20)
lub (2.24).
- —00, I = —00,
(a) f*(z) =
00, 1z € (—00,00].

Wstawiajac do (*1.(2)) wypisane przed chwila funkcje i = f°° postaci (2.20),
otrzymujemy rozwiazanie (S8).
—00, X = —00,
(b) f*(z) =qc(z), xe€R, dlapewnejaddytywnej funkcji c: R — R.
00, T =00,
Wowezas rownanie (F2) przyjmuje postac c(u) = ¢(0) +i(v) = oo dla wszyst-
kich (u,v) € L™, takich ze u,v € R, a to jest sprzeczno$¢, poniewaz ¢ przyj-

muje jedynie wartosci rzeczywiste.
—00, T € —00,0y ,
B. i(z) = { J
00, z € R.
Wtedy f*(—o00) = f*(oc0) = —o0, wiec funkcja f*° przyjmuje jedna z trzech
postaci: —oo, (2.21) lub (2.22).

(a) f°° = —oo. Wowczas tacznie otrzymujemy rozwiazanie (S12).

(b) f>(z) = {

—00, T & {—OO, 00}7 . . .
Zatem dostajemy rozwiazanie (S10).

00, z € R.
—00, €& {_00700}7 . . ..

(c¢) f>(z) = dla pewnej addytywnej funkcji ¢: R — R.
c(x), x€eR,

Wtedy, podobnie jak w przypadku 1.(2).A.(b)., réwnanie (F2) przyjmuje po-
sta¢ c(u) = ¢(0) + i(v) = oo, dla (u,v) € L™, takich ze u,v € R, co jest
sprzeczne z tym, ze funkcja ¢ ma wartosci tylko rzeczywiste.

(3) fo(x) = {

—00, T = —0Q, . . ..
dla pewnej addytywnej funkcji ¢: R — R.
C(ZE), T e (_0070]7
Wstawiajac takie (u,v) € L, ze u,v € R, do (F1), otrzymujemy f(u,v) = c(u—v) +
i(v). Stad f przyjmuje dla kazdego (u,v) € L® nastepujaca postaé:

—00, U= —00,
flu,v) = S e(u—v) +i(v), u,v€R, (*1.(3))
(), u > —00 oraz v = oo.
Zachodzi i(—o0) = —oo oraz i(0) = ¢(0) = 0, poniewaz funkcja ¢ jest addytywna.

Zatem ¢ moze przyjac tylko jedna z trzech postaci: (2.18), (2.22) lub (2.24).

p o= o =

0, x € (—o0,00].
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Wowczas f°(—o00) = —o0 oraz f*°(oc0) = 0, co implikuje jedyna mozliwosé f° =
i, czyli f° jest postaci (2.18). W tej sytuacji rownanie (F2) przyjmuje postac
0 =0+ (c(u—v)+ 0) dla wszystkich (u,v) € L™, takich ze u,v € R, a stad ¢ =
0. Wstawiajac do (*1.(3)) funkcje ¢ = 0 oraz wypisane przed chwilg i = f°

postaci (2.18), otrzymujemy rozwiazanie (S4).
, —o00, € {—00,00},
Ci(x) =
CQ(x)J S R?
Zatem z (*1.(3)) dla u,v € R mamy f(u,v) = c(u—v)+ca(v) = c(u) —c(v)+ca(v).

Aby uproscié zapis przez cg oznaczmy funkcje —c+cy. Funkcja ¢y oczywiscie takze

dla pewnej addytywnej funkcji co: R — R.

jest addytywna i zachodzi f(u,v) = c(u) + co(v) dla u,v € R. Tego typu prze-
ksztalcenia wzoru funkcji f bedziemy uzywali kilkukrotnie w kolejnych punktach
dowodu, juz nie wypisujac tego explicite.

Nastepnie, o funkcji f*° wiemy, ze f*°(—o00) = f>°(c0) = —o0, a zatem f°° moze

przyjac jedna z trzech postaci: —oo, (2.21) lub (2.22).

(a) f*° = —oo0. Wowczas otrzymujemy rozwiazanie (S21).
—00, TE {—OO, 00}7 . . . .

(b) f®(z) = Lacznie dostajemy rozwiazanie (S25).
00, z € R.
— 00, T € {—OO, 00}7 . ..

(c) f®(x) = dla addytywnej funkcji c3: R — R.
03(1‘), T e R7

Wtedy réwnanie (F2) przyjmuje postac
c3(u) = e3(0) + (c(u —v) + c2(v)) = e(u) — ¢(v) + c2(v),

dla wszystkich (u,v) € L%, takich ze u,v € R. Zatem suma —c(v) + co(v)
musi by¢ stata dla wszystkich v € R, a poniewaz obie funkcje ¢ i ¢y sa ad-
dytywne, dostajemy ¢ = co. Stad takze cs = c¢ i ostatecznie otrzymujemy
rozwiazanie (S14).

—00, &= —00,

ci(z) = {ea(z), z€R, dlapewnej addytywnej funkcji co: R — R.

Wowezas f°°( oo) = —o0 oraz f*(0c0) = oo, stad f*° przyjmuje jedna z dwoch
postaci: (2.20) lub (2.24).
7 m? . . .
Dostajemy rozwiazanie (S23).
00, —00, 9.
—00, T = —00,

(b) f*(z) = c3(z), ze€R, dlapewnej addytywnej funkcji c3: R — R.
00, T = 00,
Wowcezas rownanie (F2) przyjmuje postaé cg(u) = ¢3(0)+(c(u—v)+c2(v)) dla
wszystkich (u,v) € L™, takich ze u,v € R, i tak jak w przypadku 1.(3).(B).(c)

otrzymujemy ¢ = co = c3. Lacznie prowadzi to do rozwiazania (S18).
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2. fooo = 0. Z (F3) otrzymujemy 0 = 0 + f(u,v) dla wszystkich (u,v) € L. Otrzymujemy

wiec rozwiazanie f = 0, czyli f postaci (S2).

3. fioo = 0. Z (F3) otrzymujemy oo = oo + f(u,v) dla wszystkich (u,v) € L™, a stad

f>
(1)

—00. Poniewaz f%(—o0) = oo, funkcja fO réwna jest stale oo lub jest postaci (2.23).

f% = oo. Wtedy réownanie (F1) przyjmuje postaé¢ f(u,v) = oo + i(v) dla wszyst-
kich (u,v) € L® u,v € R. Wiemy juz, ze i > —oo, stad prawa strona ostatniego
réwnania stale jest réwna oo. Zatem f(u,v) = oo dla wszystkich (u,v) € L™, ta-
kich ze v < oo. O funkcji ¢ wiemy, ze i(—o0) = i(0) = oo, wiec i = oo. Stad

f°(—=o00) = f*®(00) = 001 f* moze przyjac jedna z tylko dwdch postaci: co lub (2.23).

A. f°° = co. Wowczas dostajemy rozwiazanie (S3): f = oo.
00, T e {—OO, OO}, . . ..
B. f®(z) = dla pewnej addytywnej funkcji ¢: R — R.
c(x), zeR,
Wtedy rownanie (F2) przyjmuje posta¢ c(u) = ¢(0) + oo = oo dla wszystkich
(u,v) € L, u,v € R, co jest sprzeczne z tym, ze funkcja ¢ przyjmuje jedynie
wartosci rzeczywiste.
0 00, X = —00,
fo(z) =
c(x), x€ (—00,0].

Z (F1) otrzymujemy f(u,v) = c¢(u —v) +i(v) dla wszystkich (u,v) € L, u,v € R.
Zatem funkcja f przyjmuje nastepujaca postac:

00, U= —00,
flu,v) =S c(u—v) +i(v), u,v€R, (*3.(2))
oo (u), u > —00 oraz v = 0o,

dla wszystkich (u,v) € L®. Poniewaz i(—o00) = oo oraz i(0) = ¢(0) = 0, funkcja i
moze przyjaé¢ jedna z dwoch postaci: (2.19) lub (2.23).
00, T = —00,
Al i(x) =
0, zé&(—o0,00]
Wtedy f*°(—o00) = oo oraz f*°(c0) = 0, co implikuje f>° = ¢ oraz réwnanie (F2)
przyjmuje posta¢ 0 = 0 + (c(u — v) + 0) dla wszystkich (u,v) € L*, u,v € R.
Zatem ¢ = 0 i otrzymujemy rozwiazanie (S6).
. 00, T e {_007 OO}) . . ..
B. i(x) = dla pewnej addytywnej funkcji co: R — R.
co(r), w€R,
Wtedy f°(—00) = f°(00) = 00, a stad funkcja f*° moze by¢ stale rowna oo lub
by¢ postaci (2.23).
(a) f°° = oo. Lacznie dostajemy rozwiazanie (S22).

(b) f>(x) = {

00, x € {—o00, 0}, ) .
dla addytywnej funkcji c3: R — R.
c3(z), z€R,

Wowezas rownanie (F2) przyjmuje postaé cg(u) = ¢3(0)+ (c(u—v)+ca(v)) dla
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wszystkich (u,v) € L™, takich ze u,v € R. Tak jak w przypadkach 1.(3).B.(c)
oraz 1.(3).C.(b) wnioskujemy, ze ¢ = ca = c3, a zatem lacznie otrzymujemy

rozwiazanie (S16).

—00, T = —00,
4. fro(m) = {

0, x € (—00, 0.

Z rownania (F3) dostajemy f(u,v) = f_oo(v), co prowadzi do rozwiazania (S5).

5. fooo(z) = {OO’ T

0, =z€ (—o0,00].
Ponownie z rownania (F3) dostajemy f(u,v) = f-_oo(v), co tym razem prowadzi do roz-

wiazania (S7).

00, x € (—o00,00].
Wowczas rownanie (F3) przyjmuje postaé f_oo(v) = 0o + f(u,v), zatem dla v > —oo za-
chodzi f(u,v) > —oo. Poniewaz f(—00) = oo, mamy dwie mozliwe postacie funkcji f*: oo
oraz (2.23).

(1) f° = oo. Poniewaz i(v) > —oo dla v > —o0, to rownanie (F1) przyjmuje postaé
f(u,v) = o0 +i(v) = oo dla wszystkich (u,v) € L=, u,v € R. Stad funkcja f jest

postaci
—00, uU=1v=—00,
fu,v) = { oo, (u= —o0 oraz v > —00) lub u,v € R, (*6.(1))
f(u) u>—o00,v =00,
dla (u,v) € L. Zachodzi i(—o0) = —o0, i(0) = oo oraz i(v) > —oo dla v > —o0,

stad i przyjmuje postaé (2.20), tj.

() = {—oo, T = —00,

00, x € (—00,00].

Zatem f°(—o0) = f*°(0c0) = 00, a stad funkcja f*° moze by¢ stale réwna oo lub przy-
jac postac (2.23).
A. f*° = oo. Otrzymujemy rozwiazanie (S9).
00, T e {—OO, OO}, . . ..
B. f®(z) = dla pewnej addytywnej funkcji ¢: R — R.
c(x), x€eR,
Wowcezas rownanie (F2) przyjmuje postaé¢ c(u) = ¢(0) + oo = oo dla wszystkich
(u,v) € L®, u,v € R. Jest to sprzeczne z tym, ze funkcja ¢ przyjmuje jedynie

rzeczywiste wartosci.

0 00, L= —00, . .. .
(2) fOz) = dla pewnej funkcji addytywnej ¢: R — R.
C($), T e (_0070]7
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7. foco(r) =

Wstawiajac u,v € R do (F1), dostajemy f(u,v) = c(u — v) + i(v). Zatem funkcja f
dla dowolnych (u,v) € L> przyjmuje posta¢

—00, u=1v=—00,
clu—v)+i(v), wu,veR,
flu,v) = (*6.(2))
00, U= —00,v > —00,
oo (u), U > —00,v = 0.
O funkcji ¢ wiemy, ze i(—o0) = —o0, i(0) = 0 oraz i(v) > —oo dla v > —o0, wiec

moze ona przyjaé postaé (2.18) lub (2.24).
—00, T = —00,
Al i(z) =
0, x € (—00,00].
Wtedy f°(—o00) = 0o oraz f*°(oc0) = 0, co implikuje, ze f° jest postaci (2.19),
czyli f*° = —i. W tej sytuacji rownanie (F2) przyjmuje posta¢ 0 = 0+ (c(u—v)+0)
dla wszystkich (u,v) € L®, u,v € R. Stad ¢ = 0 i ostatecznie otrzymujemy
rozwiazanie (S13).

—00, T = —00,
B. i(z) = {ea(z), z€R, dla pewnej addytywnej funkcji co: R — R.
00, T = 00,
Wtedy f*(—o00) = f*(00) = o0, zatem f*° = oo lub f*° przyjmuje postaé (2.23).
(a) f*° = oo. Wowezas dostajemy rozwiazanie (S24).

(b) f>(x) = {

o0, T € {—OO, OO}, . ..

dla addytywnej funkcji c3: R — R.
c3(z), z€R,
Rownanie (F2) przyjmuje postaé¢ cs(u) = ¢3(0) + (c(u — v) + c2(v)) dla
wszystkich (u,v) € L, u,v € R, i podobnie jak w przypadkach 1.(3).B.(c),
1.(3).C.(b) i 3.(2).B.(b) otrzymujemy ¢ = co = c3. Lacznie prowadzi to do

rozwiazania (S20).

0, x €R.

{—oo, x € {—o0, 00},

Rownanie (F3) przyjmuje postaé f_oo(v) = 0o+ f(u,v) dla wszystkich (u,v) € L. Wsta-
wiajac w nim v = oo, otrzymujemy, ze f>° = —oo. Natomiast dla v € R dostajemy, ze

oo =00 + f(u,v), a wiec f(u,v) > —oo. Zatem funkcja f jest nastepujacej postaci:

—00, v € {—00,00},
f(u,v) =< oo, u=—00,v € R, (*7.)
f(u,v) > —oc0, u,v€R.

Zachodzi f°(—oc0) = oo oraz f0 > —oo, wiec fO = oo lub jest postaci (2.23).

(1) f° = co. Wtedy réwnanie (F1) przyjmuje postaé¢ f(u,v) = oo +i(v) € {—o0,00} dla
wszystkich (u,v) € L™, takich ze v < co. Wezesniej pokazalismy, ze f(u,v) > —oo

dla u,v € R, zatem na tym zbiorze f = co. Lacznie prowadzi to do rozwiazania (S11).
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0 00, T € {—OO, OO}, . . .
(2) fOx) = dla pewnej addytywnej funkcji ¢: R — R.
c(x), z€R,
Wowcezas wstawiajac takie (u,v) € L™, ze u,v € R, do (F1), otrzymujemy f(u,v) =
c(u —v) +i(v). Ponadto i(—o0) = —00,i(0) = 0 oraz i(co) = —o0, wiec @ przyjmuje

jedyna posta¢ (2.22). Rozwiazanie f jest ostatecznie postaci (S26).

—00, T €& {_00700}7 . . ..
8. fooolz) = dla pewnej addytywnej funkcji ¢: R — R.
c(x), zeR,

Wowczas z (F3) otrzymujemy f(u,v) = f_oo(v), co prowadzi do rozwiazania (S15).
o0, T e {_007 OO}, . . ..
9. fooo(z) = dla pewnej addytywnej funkcji ¢: R — R.
c(x), zeR,

Wowezas z (F3) otrzymujemy f(u,v) = f_o0(v), co prowadzi do rozwiazania (S17).

—00, T = —00,
10. foo(®) = c(x), = €R, dlapewnejaddytywnej funkcji c: R — R.
00, T =00,

Wowezas z (F3) otrzymujemy f(u,v) = f_o0(v), co prowadzi do rozwiazania (S19).

O

Uwaga 4.4. Dziedzine funkcji f mozemy podzieli¢ na szes¢ czesci: Ay, Ao, A3, By, By oraz R,
ktore sa zaprezentowane symbolicznie na rys. 4.1. Uzywajac nowych oznaczeri, mozemy np. za-
pisa¢ A1 U By U Ay = {(u,v) € L :u = —oco} lub R = {(u,v) € L™ : u,v € R}.

v B2
- @ e

B l—l»

@ u

— 00

Rysunek 4.1: Podzial zbioru L™ na sze$é podzbiorow: Ay, As, A3, B1, Bo, R
Otrzymalismy, ze funkcja f moze przyjaé tylko nastepujace wartosci na konkrentych zbiorach:

e Bi: —o0, ¢(v), 00; o A1, Az, A3 —00, 0, o0;
e By —o00, c¢(u), oo; o R: —o0, ci(u) + ca(v), oo.
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Oczywiscie nie wszystkie 729 kombinacji tych opcji pojawilo si¢ wsréd rozwiazan w twier-
dzeniu 4.3. Na przyktad, jesli funkcja f jest rowna c(v) na Bj, to na R jest takze rowna c(v),

natomiast na pewno nie jest réowna c(u) na Bs.
Twierdzenie 4.5. Dla funkcji f: L™ — [—00, 00] nastepujace zdania sq réwnowazne:

(i) f spetnia réwnanie funkcyjne (F) dla (u1,us2), (vi,ve) € L2, z zatozeniem (A+), tj.

(—00) + 00 = 00 + (—00) = 00, na obu zbiorach dziedziny i przeciwdziedziny f.

(i) f jest postaci (S1), (S2), (S3) lub

—00, U= 00,
f(u7 U) = (827)
0, u < 00,
lub
—00, V=00,
flu,v) = (528)
0, v < 00,
lub
o0, U= 00,
flu,v) = (529)
0, u<oo,
lub
00, vV = 00,
flu,v) = (S30)
0, v <oo,
lub
—00, u < 00,
flu,v) = (S31)
00, U = 00,
lub
—00, v < 00,
f(u,v) = (S32)
0, v = 00,
lub
—o0, vER,
f(u,0) = (533)
00, v € {—00,00},
lub
—o0, u€ R,
fu,v) = (S34)
o0, u€ {—o00,00},
lub
—00, u,v € R,
flu,v) = (S35)
0, u = —0o0 lub v = 00,
lub
—00, u < 00 0raz v = 0o,
fu,v) =<0, v < 00, (S36)
0, U = 00,



lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona funkcja addytywna c: R — R, Ze f jest posta-

ci (S14), (S15), (S16), (S17), (S18), (S19) lub

—00, (u <00 orazv = 00) lubv = —o0,
flu,v) =S e(v), veR, (S37)
00, U =00,

lub istniejg takie jednoznacznie wyznaczone funkcje addytywne ci,co: R — R, ze f jest
postaci (S21), (S22) lub

—00, u=—00 oraz v < o0,
flu,v) = $ep(u) + ea(v), u,v€R, (S38)
00, v = 00,
lub
—00, (u < 00 oraz v =00) lub u= —o0,
flu,v) =< ey (u) + e2(v), u,v€R, (S39)
00, u = 00,
lub
—00, u € R oraz v = 00,
f(u,v) =< er(u) + e2(v), u,v € R, (S40)
00, u € {—00,00},
lub
—00, u=—o00 oraz v € R,
Jflu,v) = S er(u) +ea(v), wu,v€R, (S41)
00, v € {—o0, 00},

dla wszystkich (u,v) € L.
Twierdzenie 4.6. Dla funkcji f: L — [—00, 00| nastepujgce zdania sq réwnowazne:

(i) [ spetnia réwnanie funkcyjne (F) dla (u1,us2), (vi,ve) € L2, z zalozeniem (A—), tj.
(—00) + 00 = 00 + (—0) = —o0, na dziedzinie funkcji f oraz (A+), tj. (—o0) 4+ 00 =

00 + (—00) = 00, na przeciwdziedzinie funkcji f.

(ii) f jest postaci (S1), (S2), (S3), (S4), (S5), (S6), (S7), (S33), (S34), (S35) lub

—00, U > —00,
flu,v) = (S42)
00, U = —00,
lub
—00, V> —00,
Flu,v) = (543)
00, v = —00,



lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona funkcja addytywna c: R — R, Ze f jest posta-
ci (S14), (S16) lub
—00, U= 00,
flu,v) = S e(u), ueR, (S44)
00, U = —00,

lub istniejg takie jednoznacznie wyznaczone funkcje addytywne ci,co: R — R, ze f jest

postaci (S21), (S22), (S40), (S41) lub

—00, U > —00 0raz v = 00,
flu,v) = {er(u) + e2(v), u,v€R, (S45)
00, u = —00,
lub
—00, (u= —00 oraz v > —00) lub v = oo,
fu,v) =< e (u) + e2(v), u,v€R, (S46)
00, v = —00,

dla wszystkich (u,v) € L.
Twierdzenie 4.7. Dla funkcji f: L — [—00, 00| nastepujgce zdania sq réwnowazne:

(i) f spetnia réwnanie funkcyjne (F) dla (u1,us2), (vi,v2) € L2, z zatozeniem (A+), tj.
(—00) + 00 = 00 + (—00) = o0, na dziedzinie funkcji f oraz (A—), tj. (—o0) + 00 =

00 + (—00) = —00, na przeciwdziedzinie funkcji f.

(ii) f jest postaci (S1), (S2), (S3), (S10), (S11), (S12), (S27), (S28), (S30) lub

—00, U= 00,
flu,v) = (S47)
00, u < 00,
lub
—00, V= 00,
f(u,v) = (548)
0, v < 00,
lub
—00, U = 00,
f(u,v) =10, v < 00, (S49)
00, u < 00 0raz v = 09,

lub istnieje taka jednoznacznie wyznaczona funkcja addytywna c: R — R, Ze f jest posta-

ci (S14), (S15), (S16), (S17), (S44) lub

fu,0) =< e(v), veR, (S50)



lub
—00, U= 00,
flu,v) = c(v), veER, (Sh1)
0, u < 00 oraz v = o0 lub v = —o0,

lub istniejg takie jednoznacznie wyznaczone funkcje addytywne ci,co: R — R, ze f jest
postaci (S21), (S22), (S25), (S26), (S27), (S39) lub

—00, v = 00,
f(u,v) = Cer(u) + ca(v), u,veR, (S52)
00, U= —00 oraz v < 00,

dla wszystkich (u,v) € L.

4.3 Rozwiagzania ré6wnan rozdzielnosci

Posiadajac wyniki z poprzedniego podrozdziatu, mozemy teraz wréci¢ do rozwazan dotycza-
cych réwnan rozdzielnosci (D-UU1), (D-UU2) i okresli¢ mozliwe przekroje pionowe lub poziome

ich rozwiazai Z: (£1)? — £I. Mianowicie:

e 7 twierdzenia 4.3 mozemy wyprowadzié¢ opis pierwszej i drugiej wspotrzednej przekroju
pionowego Z([z1,2],-) dla ustalonych [z1,25] € L!, gdzie Z jest rozwigzaniem réwna-

nia (D-UU1) dla dwéch koniunkcyjnych uninorm rozktadalnych na £7;

e 7 twierdzenia 4.5 mozemy wyprowadzi¢ opis pierwszej i drugiej wspodlrzednej przekroju
pionowego rozwiazan rownania (D-UU1) dla dwoch alternatywnych uninorm rozktadalnych
na £

e 7 twierdzenia 4.6 mozemy wyprowadzié¢ opis pierwszej i drugiej wspotrzednej przekroju
poziomego Z(-,[z1,22]) dla ustalonych [z1,20] € L!, gdzie T jest rozwigzaniem réwna-
nia (D-UU2) dla dwoch uninorm rozkladalnych na £!, U; koniunkcyjnej oraz Us alter-

natywnej;

e 7 twierdzenia 4.7 mozemy wyprowadzié¢ opis pierwszej i drugiej wspotrzednej przekroju
poziomego rozwigzai réwnania (D-UU2) dla dwoch uninorm rozkladalnych na £f, U; al-

ternatywnej oraz Us koniunkcyjnej.

W niniejszej pracy ze szczegdtami przedstawimy analize pierwszego z wymienionych przed
chwila przypadkoéw. Analiza pozostalych trzech przebiega w analogiczny sposob.

Przypomnimy najpierw kilka najwazniejszych oznaczen z podrozdziatu 4.1. Niech U; =
(Ur,Us), Uy = (Us, Uy) beda rozktadalnymi uninormami na L1 takimi ze Uy = Uy oraz Uz = Uy
sg koniunkcyjnymi uninormami reprezentowalnymi z ciaglymi addytywnymi generatorami h;
i hz, odpowiednio, oraz elementami neutralnymi e; i e3. Generatory hi,hs: [0,1] — [—o0, 0]
sa Scisle rosnace i zachodzi hy(0) = h3(0) = —o0, hi(e1) = ha(esz) = 0 oraz hi(1) = hg(1) = occ.

Ponadto na obu przeciwdziedzinach h; i hs ktadziemy zalozenie (A—), tj. (—o0) + 0o = oo +
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(—00) = —oo. Wowczas dla ustalonych [r1,z2] € L! funkcje f&v

1,22]’ f[?f17$2] PL% - [—00, oc],
gdzie

Sy o) (U1, 1) = hg 0 pry o T([w1, wal, [hy ' (wa), by (ug)]), (u1,up) € L™,

f[2x1,x2] (ulqu) = hg o pry OI([x17x2]) [hl_l(ul)a hl_l(UQ)])a (ulv u2) € Lg?

—~

speliaja rownanie (F) przy zalozeniu (A—) na swoich dziedzinach i przeciwdziedzinach. Za-
tem z twierdzenia 4.3 mozemy odczyta¢ dwadziescia szes¢ mozliwych postaci funkcji f[zl 2o] OTAZ
f[le o]’ Dla czytelnosci zbadamy je tylko w przypadku funkcji f[%m 2a]) uzyskujac wszystkie mozli-

we postacie pierwszej wspoltrzednej rzutu pionowego rozwiazania Z ([z1, 23], -) rownania (D-UU1)

dla ustalonych [z1,z2] € L .

(Sl) f[1$17$2] = —.

Cazyli
hg o pri o Z([x1, 23], [hl_l(u), hl_l(v)]) = —00, (u,v) € L™,
zatem
pr OI([$17$2]7 [h‘l_l(u)> h‘l_l(v)}) = 07 (uvv) € Lga
€O oznacza, 7e
pr1 o I([z1, 2], [y1,92]) = 0, [y1,90] € LV
(S2): fihy 20 = 0.
To implikuje, ze
pri o Z([w1, 2], [y1,42]) = e2, [y1,92] € L'
(83) f[}r1,$2] = 0.
To implikuje, ze
pr1 o I([z1, 22, [y1, yo]) = 1, [y1,0] € L.
1 —00, U= —00,
(S4): f[xlm](uyv) =
0, U > —00.

To implikuje, ze dla wszystkich [y1,y2] € L'

O, Yy = 0,
pr1 o Z([w1, z2l, [y1,92]) =
ez, y1>0.

—00, V= —00,

0, v > —00.

(S5): f[lmhm](u,v) = {
To implikuje, ze dla wszystkich [y1, 1] € L’

0, Y2 = 0,
pri o Z([x1, z2], [y1,y2]) =
€2, Y2 > 0.
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(S510):

(S11):

: f[lmlm](u,v) = {

To implikuje, ze

: fﬂm@ﬂ(u’v) = {

To implikuje, ze

: fﬁclm](u,v) = {

To implikuje, ze

: f[},clm](u,v) = {

To implikuje, ze

f[;hm](u,v) - {

To implikuje, ze

f[lml’zz] (U, U) = {

To implikuje, ze

00, U= —00,
0, u>—o0.

dla wszystkich [y1, 2] € L’

pr1 o Z([x1,xa], [y1,y2]) = {

00, V= —00,
0, v>-—o0.

dla wszystkich [y1,y2] € L!

prio Z([z1, @2, [y1,y2]) = {

—00, U= —00,
00, u > —0o0.

dla wszystkich [y1,y2] € L!

pri o I([x1, 2], [y1, 42]) = {

—00, V= —00,
00, v > —00.

dla wszystkich [y1, o] € L’

prioI([x1, m2l, [y1,92]) = {

—00, u € {—o0,00},
00, u € R.

dla wszystkich [y1, 2] € L’

pri oI([a;l,a:g], [yhyQ]) = {
1

—00, v € {—00,00},
0, v € R.

dla wszystkich [y1,ys] € L’

prioI([x1, x2l, [y1,y2]) = {1
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I, w9y =0,

ez, y1>0.

17 Y2 = 07

e2, Y2 >0.

07 y1 = 07
1, y1>0.

0, y2=0,
1, y2>0.

y1 € {0,1},
Y1 € (07 1)

Yo € {Oa 1}7
Y2 € (07 1)



(S12):

(S13):

(S14):

(S15):

(S16):

—00, u = —00 lub v = o0,
00, u,v € R.

f[lmhm](u,U) - {

To implikuje, ze dla wszystkich [y1, 1] € L’

0, y=0lubys=1,
prio I([a1, 22, [y1, y2]) = {

1) Y1,Y2 € (07 1)
—00, V= —00,
f[}thxg](u?v) = 0) U > —00,
00, U = —00 oraz v > —oQ.
To implikuje, ze dla wszystkich [y, y2] € L'
0, Y2 = 0,

prioZ([z1, z2], [y1,92]) = {ea, w1 >0,
1, y1 =0 oraz y2 > 0.

Przez ¢, c1,co: R — R bedziemy dalej oznaczaé¢ dowolne funkcje addytywne.

—00, u € {—00,00},

c(u), uelR

f[}vhxg](u? U) = {

To implikuje, ze

— — —00, u€ {_00700}7 =
hs o pry o I([x1, 22, [hy ' (u), hi ' (v)]) = (u,v) € L,
c(u), ueR,
a zatem
hyt(—00), u€ {—o0,00}, _
prioZ([zy ol [y (), b)) = 7 (u,v) € L.
h3* oc(u), u€R,
Dla y1,y2 € [0, 1], takich ze uw = hi(y1), v = h1(y2) (stad y1 < y2), mamy
0, Y1 S {Oa ]-}7
prioL([zr, zals [y, v2]) = § | [y1,2) € L.
h3 OCOhl(yl), Y1 € (071)7

—00, v € {—00,00},
f[}”cl#"’?](u’v) - {
c(v), veR.

To implikuje, ze dla wszystkich [y1,y2] € L'

0, Yo € {071}7

pr1 o I([x1, x2), [y1,y2]) = 1
h3*ocohi(y2), w2 € (0,1).

o0, u € {—o0,00},

c(u), uelR

f[}m,:(:z] (uv U) = {
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(S17):

(S18):

(519):

(520):

(S21):

To implikuje, ze dla wszystkich [y1, 1] € L’

L, Y1 € {Ov 1}7
prioZ([zy, za], [yr,40]) = § |
h3 OCOhl(yl), (IS (07 1)
00, v € {—00,00},
f[%m,mz](u’v) = {
c(v), velR
To implikuje, ze dla wszystkich [y1, 1] € L’
1, y2 € {0,1},
prioZ([zn, wal, [yr,gol) =
h3 OCOhl(yz)7 Y2 € (07 1)
—00, U= —00,
f[lz1,x2](u7 1}) = C(u)v u € R,
00, U= 00.
To implikuje, ze dla wszystkich [y, y2] € L'
O, Y1 = 07
p’l“lOI([xl,.’L'QL[yl,yg]): hglocohl(yl)a Y1 S (07 1)a
1, Y1 = 1.
—00, V= —00,
f[}m,m](u’v) =1qcv), veR,
00, U= 00.
To implikuje, ze dla wszystkich [y1,y2] € L'
0, y2 =0,
pri OI([xlvl‘?L [y17y2]) = h:)?l oco hl(yQ)a Y2 € (07 1)a
1, Y2 = 1.
—00, ¥ = —00,
f[laﬁhaﬂz](u’v) = C(u)a (NS Rv
00, (u= —o0oraz v > —00) lub u = co.
To implikuje, ze dla wszystkich [y1,y2] € L'
0, y2 =0,
pr1 o Z([z1, w2, [y1,92]) = § h3t o cohi(yr), w € (0,1),
1, (y1 = 0 oraz yo > 0) lub y; = 1.
f (u,0) —00, u = —oo lub v = o0,
u,v) =
b 2] c1(u) + c2(v), w,v €R.
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To implikuje, ze

. . —00, u = —o0 lub v = oo,
hy o pri o I([a1, xa], [hy " (u), by~ (v)]) =
() + ex(v), uveR,

dla (u,v) € L. Zatem

a a hsl(—o0), u = —oo lub v = oo,
r1 0 Z([z1, 22, [hyt(w), h7H(v)]) = 3
pri o Z([xy, xa], [hy " (u), by~ (v)]) {hgl(cl(u)Jrcz(v)), B

dla (u,v) € L. Dalej, dla y1,y2 € [0,1], takich ze u = hy(y1),v = hi(y2) (stad y1 < y2),

mamy

0, y1=01ubys =1,

prioZ([z1, z2, [y1,92]) = { 1
hyler(ha(y1)) + ca(ha(y2))],  y1,92 € (0,1),

dla [y1,y2] € L.

1 0, u = —o0 lub v = oo,
(522): f{xl’m](uvv) =

c1(u) + c2(v), wu,v €R.

To implikuje, ze dla wszystkich [y1, ] € L’

1, y1 =01ub yo =1,

pri o Z([z1, @2, [y1,y2]) = { 1
hy “ler(ha(y1)) + c2(hi(y2))], 1,92 € (0, 1).

—00, U = —00,
(823) f[lml,mg](u’ U) —Ja (u) + CQ(U)’ u,v € R,
o0, U > —00 oraz v = oQ.

To implikuje, ze dla wszystkich [y, y2] € L'

0, 1 =0,
pri o Z([z1, 2l [y1,v2]) = § hytei(ha(y1)) + ca(hi(y2))], y1.92 € (0,1),
1, y1 > 0 oraz yo = 1.
—00, v = —00,
(S24): fﬁmm](u,v) =4qci(u) +ea(v), u,veR,
00, (u= —o0 oraz v > —0o0) lub v = oco.

To implikuje, ze dla wszystkich [y1, 1] € L’

0, y2 =0,
prioZ([z1, 2], [y1,y2]) = { hy'e1(hi(y1)) + ca(hai(y2))]s v1,92 € (0,1),

1, (y1 = 0 oraz yo > 0) lub y9 = 1.
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—00, u € {—o0, 00},
(525): fﬁ,clm](u,v) =qc(u)+c2(v), u,veR,
00, u € R oraz v = 0.

To implikuje, ze dla wszystkich [y1,y2] € L'

0, y1 €{0,1},
pri o Z([z1, z2), [y1, v2]) = { hy e (ha(y1)) + ca(ha(y2))], y1.92 € (0, 1),
1, y1 € (0,1) oraz yo = 1.
—00, v € {—00, 00},
(526): f[},clm](u,v) =4qci(u) +ca2(v), u,v€eR,
00, u = —o0 oraz v € R.

To implikuje, ze dla wszystkich [y1,y2] € L'

0, y2 € {0,1},
prio Z([x1,zal, [y1,42]) = § hter(hi (1)) + c2(hi(y2))], w1, 92 € (0,1),
1, y1 = 0 oraz yp € {0, 1}.

Oczywiscie doktadnie te same rozwiazania uzyskujemy dla pro o Z([z1, 2], - ), drugiej wspol-
rzednej przekroju pionowego Z. Naturalnie nie wszystkie z 676 kombinacji powyzszych rozwiazan

maja poprawng warto$¢ w L’. Na przyklad jesli
prioZ([x1,xe], - ) =0 oraz prooZ([z1,x2], - ) =1,

dla pewnych [z1,79] € L!, wtedy nasze (stale) rozwiazanie Z([z1, 2], [y1,v2]) = [0, 1] jest po-
prawne w £!. Ale jesli dla pewnych [x1, 2] € L' zachodzi

Oa Y1 € {Oal}a

pr1 o I([z1, 2], [y1,y2]) = e2 oraz prooI([z1,x2], [y1,y2]) =
ey, Y1 € (0,1),

dla [y1, 2] € L', wtedy nasze rozwiazanie nie jest poprawne w £!, poniewaz Z([z1, 2], [y1,y2]) =
[e2,0] ¢ LT dla y; = 0 oraz dowolnego yo € [0, 1].

Uwaga 4.8. Warto takze zauwazy¢, ze oczywiscie nie wszystkie zaprezentowane rozwigzania
moga by¢ ktoérakolwiek wspotrzedna przekroju pionowego Z, jesli 7 jest implikacja rozmyta. Na
przyktad, gdy

I, y2=0,

prloI([:cl,a:2L[y1,y2])={ [y1,y2] € L',

ez, y2>0,
dla pewnych ustalonych [z1, 23] € L! (rozwiazanie to odpowiada (S7)), wowczas Z nie jest rosnaca
ze wzgledu na druga zmienna, wiec nie jest implikacja rozmytg.

Przypomnijmy (poréwnaj z definicja 1.37 oraz uwaga 1.38), ze Z jest implikacja rozmyta na
L1 wtedy i tylko wtedy, gdy jest malejaca ze wzgledu na pierwsza zmienna, rosnaca ze wzgle-
du na druga zmienna oraz spelnia kilka warunkow brzegowych: Z(0,r,0,1) = Z(1p1,1,1) =
Z(Opr,1p1) =171 1Z(12r,0.1) = 0,1, Ponadto 7 spelnia

I(0pr,y) = 11, yeL (LB), I(x, 1) =1p, x €L (RB).
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Stad wynika kilka warunkéw, ktére musi spetnia¢ funkcja g, 4,1 £ — [0,1], aby byé¢ rzutem
na ktoras wspohrzedna przekroju pionowego implikcaji rozmytej Z dla ustalonych [x1,29] € Lf

(czyli gz, 20)(-) = pr1 o Z([z1, 22],+) Tub gl 4 (+) = pr2 o I([x1, 22],)):
® Jlz, 0] JESt TOSNACA; ® g0 = 1;
® Jluyao)([1,1]) =14 * g1,1)([0,0]) = 0.

Zatem dla [1,29] € L/{[0,0],[1,1]} dokladnie szeiciu sposréod dwudziestu szesciu rozwia-
zaii (S1) - (S26) moze prowadzi¢ do funkcji g, ., spelniajacej powyzsze warunki: (S3), (S8),
(S9), (S18), (S19), (S23). Dla [z1,z2] = [1,1] z tego zbioru nalezy wytaczy¢ rozwiazanie (S3).

Natomiast dla [z1, 73] = [0, 0] wlasnie to rozwiazanie prowadzi do jedynej funkcji gjg ) = 1.

Uwaga 4.9. Co wiccej, poniewaz L jest przeciwdziedzing implikacji rozmytej Z, musi zachodzi¢

nastepujaca nieré6wnoscé:
pr1 o Z([w1, z2l, [y1,y2]) < prao Z([x1, z2], [y1,92]),

dla wszystkich [x1, 2], [y1,y2] € L!. Dlatego nie wszystkie kombinacje szeéciu rozwiazan wymie-
nionych w Uwadze 4.8 moga by¢ jednoczesnie dwiema wspolrzednymi tego samego przekroju
pionowego Z. Na rysunku 4.2 zaprezentowane sg relacje mniejszosci pomiedzy szeScioma rozwig-
zaniami (S3), (S8), (S9), (S18), (S19), (S23).

Y

oSS

Rysunek 4.2: Relacje mniejszosci pomiedzy sze$¢ rozwiazaniami (S3), (S8), (S9), (S18), (S19),
(523).

Ciagta strzatka pomiedzy dwoma rozwiazaniami oznacza, ze pierwsze jest mniejsze badz
rowne od drugiego, do ktoérego ta strzaltka jest skierowana. Natomiast strzatka narysowana prze-
rywana linig oznacza, ze pierwsze rozwigzanie moze byé¢ mniejsze badz rowne od drugiego, o ile
pewne dodatkowe warunki zostana spetnione (dotycza one zaleznosci pomiedzy funkcjami ¢, ¢1, co
wystepujacymi we wzorach rozwiazan (S18), (S19) i (S23): na przyktad (S23) < (S19), gdy ¢1 =0
oraz ¢y < c). Obie te relacje sa przechodnie. Zatem dla ustalonego [x1,29] € L!/{[0,0],[1,1]}
mozliwych jest doktadnie dwadzie$cia kombinacji funkcji, ktore beda odpowiadaé¢ dwoém wspot-

rzednym rzutu pionowego Z([z1, z2], -).
Przyklad 4.10. Niech Z: (£)? — LI bedzie taka, ze dla wszystkich [x1,zo] € L/{[0,0]} oraz
[y1, 2] € L! zachodzi

Oa Y1 = O)
1a Y1 > 07

0, y2=0,

pr OI([xlﬂxﬂ? [yhy?]) = { pr2 OI([$17$Q]7 [y17y2]) = {

1> Y2 > 07
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czyli rzut na pierwsza wspotrzedna przekroju pionowego Z odpowiada rozwiazaniu (S8), a na
druga wspohrzedna rozwiazaniu (S9). Dla [z1, 2] = [0, 0] oczywiscie niech oba rzuty beda rowne
stale 1. Zatem

[0,0], x9 > 0,92 =0,

I([xbe]?[yl?yQ]) = [07 1]7 x2 >0,3/1 :07y2 > 07 [$1,$2],[y1,y2] ELI‘

[1, 1], 2o =0 lub z9 > 0,y; > 0,
Funkcja Z spelnia rownanie (D-UU1) z dowolnymi koniunkcyjnymi uninormami rozktadalnymi
Uy = (U1, Uy) oraz Uy = (Us, Us), gdzie Uy, Us sa uninormami reprezentowalnymi na ([0, 1], <)

oraz na przeciwdziedzinach ich generatorow ktadziemy zalozenie (A—). Latwo rowniez sprawdzi¢,

ze T jest implikacja rozmyta na L.
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Rozdzial 5

O réwnaniu
I(z,5(y,2)) = SU(x,y), I(x,2)) dla
R-implikacji

W tym rozdziale rozwazamy réwnanie rozdzielnosci
I(.’L’,S(y,Z)) :S(I((L’,y),_[(flf,Z)), x7y7ze [07 1]7 (51)

dla funkcji I, S: [0,1]% — [0, 1], gdzie I jest R-implikacja otrzymana z t-normy $cistej. O funkcji S
bedziemy najczesciej zaktadali, ze jest t-konorma, ale w niektorych naszych wynikach ostabimy to
zalozenie. W 2004 roku B. Jayaram (pod nazwiskiem Balasubramaniam) wraz z C.J.M Rao [26]
rozwiazali to rownanie w przypadku I bedacej S-implikacja lub R-implikacja otrzymana z t-normy

nilpotentnej oraz S bedacej t-konorma, uzyskujac nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.1 (por. Jayaram et al. [26, Theorem 4]). Para funkeji I,S: [0,1]? — [0, 1], gdzie
1 jest S-implikacjg lub R-implikacjqg otrzymang z t-normy nilpotentnej oraz S jest t-konormg

cigglq, spetnia rownanie (5.1) wtedy i tylko wtedy, gdy S = max.

Twierdzenie to jest prawdziwe rowniez bez zatozenia ciaglosci t-konormy S' i nie wymaga tak
naprawde zadnych zmian w dowodzie, ktory opiera sie na znanym fakcie, ze jedyng t-konorma
idempotentna jest t-konorma maksimum. Przypadek I bedacej R-implikacja otrzymang z t-normy

Scistej nie zostal wowczas rozwiazany, ale skomentowano go w [26] nastepujaco:

wEven though the proof (...) has been given for the case where the R-implication was

obtained from a nilpotent t-norm, the authors have a strong feeling that it holds for

the case when the R-implication is obtained from a strict t-norm, and that Theorem /

will hold for any R-implication.”

(Pomimo ze dowdd (...) zostat uzyskany w przypadku, gdy R-implikacja byta otrzyma-

na z t-normy nilpotentnej, autorzy majq silne przeczucie, ze bedzie on dziatat rowniez

w przypadku R-implikacyi otrzymanej z t-normy Scistej ¢ zZe twierdzenie 5.1 bedzie

prawdziwe dla dowolnej R-implikacii).

Tym razem intuicja autoréw okazala sie niestuszna i w 2009 roku B. Jayaram wraz z M. Ba-

czyniskim [19] udowodnili przytoczone nizej wyniki wskazujace, ze w przypadku R-implikacji
otrzymanych z t-norm $cistych réwnanie (5.1) ma znacznie wiecej rozwiagzan niz tylko S = Sy =

max.
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Lemat 5.2 (Baczynski et al. [19, Corollary 9|). Niech S bedzie cigglq i archimedesowq t-konorma
oraz niech I bedzie R-implikacjg generowang z pewnej t-normy cigglej lewostronnie. Jezeli para

funkcji S, I spetnia réwnanie funkcyjne (5.1) dla wszystkich x,y,z € [0,1], to S jest nilpotentna.

Twierdzenie 5.3 (Baczynski et al. [19, Theorem 17]). Dla t-konormy nilpotentnej S oraz R-

implikacyi I generowanej z t-normy Scistej nastepujgce zdania sq réwnowazne:
1. Para funkcji S, I spetnia réwnanie funkcyjne (5.1) dla wszystkich x,y, z € [0, 1].

2. Istnieje takie ¢ € @, ktore jest wyznaczone jednoznacznie, ze S jest postaci (1.3) z funkcjq ¢
jako ciggtym, addytywnym generatorem oraz I jest postaci (1.5) z tq samq funkcjq ¢ jako

generatorem.

Lemat 5.2 oraz twierdzenie 5.3 charakteryzuja tacznie wszystkie rozwigzania réwnania roz-
dzielnosci (5.1), gdy I jest R-implikacja otrzymana z t-normy Scistej oraz S jest t-konorma ciagta
i archimedesowa. Przypadek, gdy S jest t-konorma, ale nie jest Scista ani nilpotentna, pozostat
nierozwiazany.

W podrozdziale 5.2 rozwiazemy rownanie (5.1), gdy I jest R-implikacja otrzymana z t-normy
Scistej, natomiast S nalezy do szerszej rodziny funkcji, w szczegélnosci zawierajacej wszystkie t-
konormy (bedzie to twierdzenie 5.8). Doktadniej, S bedzie funkcja symetryczna, rosnaca oraz po-
siadajaca element neutralny zero. Nie bedziemy zaktadali tacznosci funkeji S, ktora jest potrzeb-
na, zeby byta ona t-konorma. Dowdd twierdzenia 5.3 silnie wykorzystywal reprezentacje (1.3)
funkcji nilpotentnej S, czego oczywiscie nie bedziemy mogli teraz uczynié¢, zatem dowdd nowego
twierdzenia 5.8 przeprowadzony jest w zupelnie inny sposob.

W dalszej czesci podrozdziatu 5.2 wskazemy kilka przyktadéw nowych rozwiazan réwna-
nia (5.1), ktore nie sa t-konormami nilpotentnymi — a wsrod nich takie, ktore sa t-konormami, i
takie, ktére nimi nie sa. Nastepnie wykazemy, ze z nowego twierdzenia 5.8 mozna wywnioskowadé
teze twierdzenia 5.3 (a to oznacza, ze nowe wyniki faktycznie uogélniaja dotychczasowe rezultaty)

wtedy i tylko wtedy, gdy jedynymi rozwiazaniami réwnania:
h(min(zg(y), 1)) = min(h(z) + h(zy), 1), (Hmin)

gdzie x € (0,1), y € (0,1], wéréd funkeji rosnacych g: (0,1] — [1,00) oraz rosnacych bijekeji
h:[0,1] — [0, 1], sa pary funkcji postaci h(x) = aP oraz g(y) = (1 + yp)%, dla pewnej dodatniej
liczby rzeczywistej p.

W tym celu w pierwszym podrozdziale 5.1 rozwiazemy réwnanie (Hmin), zaktadajac nieco
mniej o funkcjach g i h. Wezesniej w tym samym podrozdziale bedziemy badali podobne réwnanie
funkcyjne:

hxg(y)) = h(z) + h(zy), (H)
gdzie g, h: (0,00) — (0, 00) oraz funkcja h jest ciagla lub jest bijekcja. Zauwazymy w tym miejscu
podobienstwo powyzszego rownania do badanego przez M. E. Kuczme [55|, J. Sikorska [69, 70|
oraz N. Brillouét-Belluot [31] od roku 1993 réwnania

v+ Hu+GWw) =u+ H(v+ G(u)), (5.2)
dla G, H: R — R.

Wszystkie wyniki przedstawione w tym rozdziale sa nowe i zostaly uzyskane przez Autorke
we wspolpracy z M. E. Kuczma, R. Gerem oraz M. Baczyriskim w roku 2015. Nie byty dotad

publikowane.

106



5.1 O réwnaniu h(zg(y)) = h(z) + h(xy)

W niniejszym podrozdziale przedstawimy dwa twierdzenia charakteryzujace rozwigzania row-
nania funkcyjnego (H) dla g, h: (0,00) — (0,00), najpierw wsrod funkeji h bedacych bijekcjami,
a nastepnie wsrod funkcji ciagtych h. Okazuje sie, ze w obu tych rodzinach funkcji jedyne rozwia-
zania h sa postaci h(z) = 2P, x € (0,00), dla pewnej statej p € R, p # 0. Twierdzenie 5.4 zostato
udowodnione przez R. Gera, natomiast twierdzenie 5.6 przez M. E. Kuczme w trakcie dyskusji
nad réwnaniem (H) prowadzonych z Autorka wiosna 2015. Kolejno zaprezentujemy lemat 5.7
charakteryzujacy rozwiazania rownania (Hmin), ktory bedzie bezposrednio wykorzystany w do-
wodzie wniosku 5.11 w podrozdziale 5.2. Dowody twierdzenia 5.6 oraz lematu 5.7 sa zblizone,
jednak ze wzgledu na wage lematu dla dalszych wynikéw przydatne bedzie umieszczenie obu tych
w dowodéw w niniejszej pracy. Podkreslamy, ze zaden z wynikéw zawartych w tym podrozdziale

nie zostal dotad opublikowany.

Twierdzenie 5.4 (R. Ger — notatki niepublikowane /prywatna korespondencja). Niech para funk-
cji g, h: (0,00) — (0,00) spetnia réwnanie (H), .

h(zg(y)) = h(z) + h(zy),

dla wszystkich x,y € (0,00). Jezeli h jest odwzorowaniem bijektywnym, to istnieje taka dodatnia

stata rzeczywista M oraz taka bijekcja c: (0,00) — (0,00), ze

c(zy) = c(x)e(y), z,y € (0,00),

h(z) = Me(z), g(z) = ¢ '(1+c(z)), z € (0,00).

Na odwrét, kazda taka para funkcji g, h spetnia réuwnanie (H).

W szczegdlnosci, jesli funkcja h jest cigglym rozwigzaniem bijektywnym réwnania (H), to
h(z) = MxP, x € (0,00),

oraz
g(x) = (1+2P)7, z € (0,00)

gdzie p jest pewng statq rzeczywistq.

Dowadd. Mamy

zg(y) = h™" (h(z) + h(zy)), z,y € (0,00),
lub, réwnowaznie,
2g(7) = h™!(h() + h(y)). r.y € (0,00).

W rezultacie, dla wszystkich A € (0, 00), dostajemy

M () + b)) = Aag(Y) = Aag(TL) = h7 () + B()),
dla wszystkich x,y € (0,00). W konsekwencji
h(ARY(h(z) + h(y))) = h(Az) + R(\y), z,y, X € (0,00),
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i wstawiajac tutaj h~!(x) w miejsce z oraz h™!(y) w miejsce y, otrzymujemy
H)\(J?+y):H)\(.’B)+H/\(y), :Uayv)‘e (0,00),

gdzie Hy(z) := h(Ah~Y(x)), z € (0,0). Poniewaz funkcja h jest dodatnia, takimi tez sa addy-
tywne funkcje Hy. Tym samym funkcje H) sa ciagle (jako ograniczone z dotu), co implikuje,
ze

h(ARY(z)) = Hy(z) = c(\)z, z, A € (0,00),

wiec

h(Az) = c(A)h(z), x,\ € (0,00).
Przyjmujac teraz M := h(1) > 0, dostajemy rownosci
h(X) = Mc(X), A€ (0,00), oraz c(N)c(x) = c(Ax), z, X € (0,00).

Oczywiscie funkcja ¢ jest bijektywna, bo taka jest funkcja h. Wstawienie otrzymanej postaci

funkcji A do réwnania (H) daje natychmiast posta¢ funkcji g:

g(y) = 1+ (), y € (0,00).

Ponadto jesli funkcja h jest ciagla bijekcja, wowcezas rowniez funkcja ¢ jest ciggla, co wraz z

multyplikatywnoscia ¢ prowadzi do nastepujacej postaci tej funkeji ([53, Theorem XIII.1.6]):
c(x) = 2P, z € (0,00),
gdzie p jest pewng staly rzeczywistg. A stad
h(z) = MaP, p € (0,00),

oraz
1
g(z) =1+ 2P)r, x € (0,00)

Na odwrot, jesli ¢ jest taka bijekcja potprostej (0,00) na siebie, ze
c(zy) = c(@)e(y),  x,y € (0,00),

h(z) = Mc(z), g(z) =c (1 + ¢(z)), z € (0,00),

dla pewnej dodatniej liczby rzeczywistej M, to oczywiscie para funkcji g, h spetnia réwnanie (H)

dla dowolnych z,y € (0, 00), mianowicie
h(zg(y)) = Mc(zg(y)) = Mc(z)e(g(y)) = Me(z)(1+c(y)) = Mc(x) + Mc(zy) = h(z) + h(zy).
O

Zanim przedstawimy twierdzenie charakteryzujace rozwiazania rownania (H) wérod funkeji
cigglych (twierdzenie 5.6), udowodnimy prosty wynik dotyczacy gestosci pewnego zbioru w prze-

dziale [0, 1]. Fakt ten wykorzystamy w dowodach twierdzenia 5.6 oraz lematu 5.7.

Lemat 5.5. Niech a bedzie liczbg niewymierng. Wowczas zbior {m(na) | n € N}, gdzie m(x) =

zmod 1, z € R, jest gesty w przedziale [0, 1].
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Dowdd. Pokazemy, ze kazdy punkt odcinka [0, 1] jest punktem skupienia ciagu o, := m(na). W
tym celu udowodnimy, ze w kazdym przedziale domknietym wewnatrz odcinka [0, 1] zawartych
jest nieskoniczenie wiele wyrazow ciagu {a, }.

Niech zatem [a,b] C (0,1), a < b, bedzie takim dowolnym przedziatem dokmnietym. Poniewaz
ciag {ay, } jest ograniczony, na mocy klasycznego twierdzenia Bolzano-Weierstrassa mozemy wy-
bra¢ jego podciag zbiezny. Z wlasnosci ciggu Cauchy’ego otrzymujemy istnienie takich k,1 € N,
k<, ze | — oyl =0 < b— a. Zauwazmy, ze ciag {ay,} jest takze réznowartosciowy — w prze-
ciwnym wypadku istnialyby takie k1, ks € N, k1 # ko, ze ag, = ay,, co jest rownowazne temu,
ze (k1 — ko) -« € Z, skad « € Z, a to jest sprzecznosé. Z roznowartosciowosci ciagu {«, } wynika,
ze ¢ jest rozne od zera, czyli § € (0,b — a). Oznaczmy d = [ — k.

Jezeli ap > qp, to § = o — g 1 zauwazmy, ze
0 =m() =m(ar — ) =m(ka — la) = m(—da) =1 —m(da) =1 — ay.
Wezmy teraz s = LleaJ, czyli s € (1?7“ -1, 13—“}, a stad
l1-b<l—(a+6)<sé<1l—a.
Poniewaz 1 —b,1 —a € [0,1), to rowniez s € [0,1), czyli s6 = m(sd) oraz
1-b<m(sd) <1-—a.
Nastepnie zauwazmy, ze
asq = m(sda) = m(sag) = m(s(l —9)) = m(—sd) =1 —m(sd).

Z uzyskanego chwile wczesniej oszacowania na m(sd) uzyskujemy zatem, ze agq € [a,b). Znalez-
lismy wiec element ciagu {a, }, ktory zawarty jest w przedziale domknietym |[a, b].

Podobnie jesli o < g, to § = a; — ay i dostajemy, ze
d=m((l — k)a) = ay.

Tym razem ustalamy s = ng, czyli s € (% — 1,%}. Stad a < b— 9 < sd < b, a nastepnie
s6 = m(sd) oraz a < m(sd) < b. Zatem

asq = m(sag) = m(sd) € (a,b],

wiec 1 tym razem znalezliSmy element ciagu {a,,}, ktory zawarty jest w przedziale domknie-
tym [a, b].

Wreszcie skoro w przedziale [a, b] zawarty jest jeden wyraz asq ciagu {au, }, to zawartych jest
w nim réwniez nieskoniczenie wiele innych wyrazéw tego ciagu. Mozemy bowiem wskazaé niepusty
domkniety przedzial wewnatrz zbioru [a, b]\{asq}, w ktorym takze znajdziemy pewien element
ciagu {ay,}. Krok ten mozemy powtarza¢ nieskoriczenie wiele razy. W ten sposoéb skoriczylismy

dowdd lematu. O

Twierdzenie 5.6 (M. E. Kuczma — notatki niepublikowane /prywatna korespondencja). Niech
para funkcji g, h: (0,00) — (0,00) spetnia réwnanie (H), tj.
h(zg(y)) = h(z) + h(zy),

dla wszystkich z,y € (0,00). Jezeli h jest ciggta, to h(x) = MzP oraz g(x) = (1 + ;Up)% dla
pewnych statych M >0, p € R, p # 0.

Na odwrét, kazda taka para funkcji g, h spetnia réwnanie (H).
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Dowdd. Jest jasne, ze g(1) # 1. W przeciwnym razie mielibysmy h(x) = 2h(z) dla z € (0, 00),
wbrew temu, ze h > 0. Niech zatem p := 1/1gg(1), gdzie przez lg oznaczamy logarytm przy

postawie 2 (teraz oraz w calym dowodzie twierdzenia 5.6). Przyjmijmy
h(z) = 2P - k(z), z € (0,00),
z wykladnikiem p okreslonym przed chwila oraz pewna funkcja k: (0, 00) — (0,00). Wykazemy,
ze k jest stala. Rownanie (H) przyjmuje zatem postaé
9W)" - k(xg(y)) = k(x) + 4" - k(zy), z,y € (0,00).
Podstawiajac = = 2P, mozemy zapisa¢ powyzsze réwnanie w nastepujacej formie:
g(y)? - k(g(t+plgg(y))/p) - k(gt/l’) + 4P k(g(tﬂvlgy)/p)’ teR, ye(0,00).

Zdefiniujmy jeszcze jedna funkcja, f(t) := k(2!/?) dlat € R, i zapiszmy ponownie nasze réwnanie:

gW)? - f(t+plggy)) = f(t) +v" - f(t +plgy), teR, ye(0,00). (5.3)

Pamietamy, ze plgg(1l) = 1 istad g(1)? = 2. Wstawiajac y = 1 do réownania powyzej, otrzymu-
jemy wiec zaleznosé

fit+1)=f(t), teR.
Zatem f jest ciagta funkcja okresowa, o okresie 1. Wykazemy, ze jest to funkcja stata.

Ustalmy dowolng liczbe niewymierng r. Przyjmijmy
yo:=9(1)"  q:=plgg(y); wtedy g(yo) =2¢, 9§ =2", plgm=r.
Wstawiajac teraz y = yo do (5.3), otrzymujemy
29 f(t+q) = f(t)+2"- f(t+7r), t e R. (5.4)

Funkcja ciagla okresowa f osiaga swoje kresy. Niech M bedzie kresem gérnym f, a m kresem
dolnym f, gdzie m, M € (0,00). Nastepnie niech a oraz b beda dowolnymi punktami na osi
rzeczywistej, w ktorych f(a) = M, f(b) = m. Podstawmy w réownaniu (5.4) kolejno t = a — g,
t=b—q:

20. M =27 f(a)=fla—q)+2"- fla—q+71)<M+2"- M, skad  29< 1427,
29.m =27 f(b)=fb—q)+2"- f(b—q+71r)=m+2"-m, skad 29> 142"
Zatem 29 =1+ 2", co oznacza, ze w powyzszych nieréwnosciach prawe strony sa rowne lewym i
we wszystkich oszacowaniach musza wystepowaé rownosci. W szczegolnosci zachodzi f(a — q) =

fla—q+r)=M.

Zauwazmy, ze co najmniej jedna z liczb —gq, r — ¢ jest niewymierna, nazwijmy ja §. Zostato
juz wykazane, ze jesli f(a) = M, to takze f(a+ 0) = M. W konsekwencji f(a + nd) = M dla
wszystkich n € N. Lemat 5.5 prowadzi do wniosku, ze zbiér {(a+nd) mod 1 | n € N'} wypelnia
gesto przedzial [0,1]. Wobec ciaglosci i okresowosci funkcji f otrzymujemy, ze f = M. Zatem
takze k = M oraz h(z) = MaP, x € (0,00).

Na koniec zauwazmy, ze para funkcji g, h, gdzie h(z) = MzP dla = € (0,00), spelnia réwna-
nie (H) dla z,y € (0,00) wtedy i tylko wtedy, gdy

MaPg(y)? = MaP + MaPyP, z,y € (0,00),

astad g(y) = (1+ yp)%, dla y € (0,00). To koriczy dowod twierdzenia. O
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Wykorzystujac powyzsze rozumowanie, rozwiazemy teraz interesujace nas réwnanie funkcyj-

ne, ktore pojawi sie w trakcie dowodu koricowego wyniku tego rozdziatu, czyli Wniosku 5.11.
Lemat 5.7. Niech para funkcji g: (0,1] — [1,00), h: [0,1] — [0, 1] spetnia réwnanie (Hmin), ¢j.
h(min(zg(y), 1)) = min(h(z) + h(zy), 1),

dla wszystkich x € (0,1), y € (0,1]. Jezeli h jest ciggta funkcja, takg ze h(x) < 1 dla x < 1, to
1
h =0 lub h(z) = MaP oraz g(x) = (1 + 2P)? dla pewnych statych M,p > 0.

Dowdd. Na poczatku zauwazmy, ze h(x) = 1 implikuje z = 1. Zatem jesli rownanie (Hmin) jest
spelnione dla z € (0,1), y € (0, 1], to w szczegdlnosci spelnione jest rownanie (H) dla z € (0,1),
y € (0, 1], takich ze zg(y) < 1.

Przyjrzyjmy sie nastepnie wartosci g(1). Jezeli g(1) = 1, wowczas wstawiajac y = 1 do row-
nania (Hmin), otrzymamy h(x) = 2h(z) dla wszystkich = € (0,1), a stad h(z) = 0 na tym
przedziale. Z ciaglosci h wynika, ze wowczas h = 0. Dalej rozwazamy ¢(1) > 1 i mozemy zdefi-
niowac p := 1/1g g(1) > 0, gdzie przez lg oznaczamy w calym dowodzie logarytm o podstawie 2.

Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.6 przyjmijmy
h(z) = 2P - k(z), x € [0,1],

z wyktadnikiem p okreslonym przed chwilg oraz pewna ciagla funkcja k: [0, 1] — [0, oo]. Wyka-

zemy, ze k jest stala. Rownanie (H) przyjmuje zatem postac

g’ - k(zg(y)) = k(z) + y* - k(zy),

i jest spelione dla z € (0,1), y € (0,1], takich ze zg(y) < 1. Podstawiajac = = 2¢/P, mozemy

zapisaé¢ powyzsze rownanie w nastepujacej formie:
g(y)? - k(2UFPIBIW/PY — [(2t/P) 4P . f(20FPIEY)/PY
dla t € (—00,0), y € (0,1], takich ze 2Y/? - g(y) < 1. Poniewaz p > 0, zachodzi
2P gy) <1 = 2M/P.21BIW) <1 — oHPlIWI/P <1 — 4 plgg(y) <O.

Zdefiniujmy jeszcze jedng funkcja, f(t) := k(2/?) dla t € (—00,0), i zapiszmy ponownie nasze
réwnanie:

g’ - ft+plggy)) = f(t) +v"- f(t+plgy), (5.5)

ktore jest prawdziwe dla ¢ € (—o0,0), y € (0,1], takich ze ¢t + plgg(y) < 0. Pamietamy, ze
plgg(l) = 11 stad g(1)? = 2. Wstawiajac y = 1 do réwnania powyzej, otrzymujemy wiec
zaleznos¢ f(t+1) = f(t) dlat € (—o0,0), takich ze t +plgg(l) =t +1 < 0. Zatem f jest ciagla
funkcja okresows, o okresie 1. Wykazemy, ze jest to funkcja stala.

Ustalmy dowolng ujemng liczbe niewymierna r. Przyjmijmy

‘s

q
vo:=9(1),  q:=plggly);  wtedy g(yo) =27, y5=2", plgyo=r

Zauwazmy, ze oczywiscie g(1) > 1 oraz r < 0 implikuja yo € (0,1), ponadto ¢ > 0. Wstawiajac
teraz y = yo do (5.5), otrzymujemy

20 ft+q) = f() +2"- f(t+7), (5.6)
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dla t € (—0,0), takich ze t + plgg(yo) = t + g < 0. Funkcja ciagta okresowa f osiaga swoje
kresy. Niech M bedzie kresem gornym f, a m kresem dolnym f, gdzie m, M € (0, 00). Nastepnie
niech a oraz b beda dowolnymi punktami na ujemnej potosi rzeczywistej, w ktorych f(a) = M,

f(b) = m. Podstawmy w réwnaniu (5.6) kolejnot =a—q, t =b— ¢

29.-M =27 f(a)=fla—q)+2"- fla—q+r) < M+2"-M, skad 29<1+72,
29.m=27-f(b)=fb—q)+2"-f(b—q+7r)=>2m+2"-m, skad 27> 1+2".

Zatem 27 =1+ 2", co oznacza, ze w powyzszych nieréwnosciach prawe strony sa réwne lewym i
we wszystkich oszacowaniach musza wystepowaé rownosci. W szczegolnosci zachodzi f(a — q) =
fla—q+r)=M.

Zauwazmy, ze co najmniej jedna z liczb —q, r — ¢ jest niewymierna, nazwijmy ja 0. Oczywiscie
0 < 0. Zostalo juz wykazane, ze jesli f(a) = M, to takze f(a + ) = M. W konsekwencji
f(a+nd) = M dla wszystkich n € N/. Udowodniony wczesniej lemat 5.5 prowadzi do wniosku,
ze zbior {(a+nd) mod 1 | n € N'} wypelnia gesto przedzial [0, 1]. Wobec ciaglosci i okresowosci
funkcji f otrzymujemy, ze f = M. Zatem takze k = M oraz h(x) = MaP, z € (0,1).

Ustalmy teraz dowolnie y € (0, 1] i wstawmy obliczona przed chwila funkcje A do réwnania (H)
dla z € (0,1), takich ze z < 1/g(y). Otrzymamy

MaPg(y)? = MaP + MaPyP,
1
a stad g(y) = (1 4+ yP)r. To konczy dowdd twierdzenia. O

Zauwazmy, ze wstawiajac H(t) := h(2'), H: R — (0,00), oraz G(t) :=1lgg(2!), G: R — R,

rownanie (H) mozemy przeksztaltci¢ do
H(u+ G(w)) = H(u) + H(u+v), u,v € R. (5.7)
Poniewaz oczywiscie H(u 4+ v) = H (v + u), to z (5.7) w szczegolnosci wynika, ze
Hw)+ Hu+ G(v)) = H(u) + Hv+ G(u)), u,v € R, (5.8)

co przypomina rownanie (5.2) badane dawniej przez M. E. Kuczme [55], J. Sikorska [69, 70| oraz
N. Brillouét-Belluot [31], tj. rownanie

v+ Hu+GWw) =u+ H(v+ Gu)), u,v € R,

dla G,H: R — R. Rownanie to M. E. Kuczma rozwiazal w 1993 roku wéréd funkcji anali-
tycznych [55], nastepnie J. Sikorska udowodnila, ze te same rozwiazania istnieja wérod funkeji
dwukrotnie rozniczkowalnych [69], a N. Brillouét-Belluot wéréd funkeji rozniczkowalnych [31],
kolejno w latach 1998 oraz 2004. Inne rozwiazania réwnania (5.2) wskazala w 2003 roku J. Si-
korska wérod funkcji jensenowsko wklestych oraz jensenowsko wypuktych [70]. Dotad nie udato

sie rozwigzaé tego réwnania w rodzinie funkcji cigglych lub bijekcji.

5.2 Rozwiazania réwnania I(z,S(y,z)) = S(I(x,y),I(z,z)) dla R-

implikacji / generowanej z t-normy $cistej

Zastosujemy teraz wyniki zaprezentowane w poprzednim podrozdziale do udowodnienia ko-

lejnych faktow zwiazanych z tytutowa rozdzielnoscia implikacji rozmytych, w tym R-implikacji.
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Twierdzenie 5.8. Niech S: [0,1]> — [0,1] bedzie symetryczng, rosngcq funkcjg z elementem
neutralnym zero. Nastepnie niech I bedzie R-implikacjq wygenerowang z t-normy Scistej z gene-

ratorem @ w reprezentacji (1.5). Wowczas jesli para funkcji S, I spetnia réwnanie funkcyjne (5.1),

I(z,S(y,2)) = S((2,y), I(x, 2)),
dla wszystkich x,y,z € [0,1], to S = Sp, czyli

max(y,z), y=0 lubz=0,

S(y7 Z) = SD(y7 Z) = { (59)

1, wpp,

dlay, z € [0,1], lub istnieje taka rosngca funkcja g: (0,1] — [1,00), ze dla wszystkich y, z € (0, 1),
y = z zachodzi

— o Y(min o(2)
S(y,z) = ¢ (min(g( (y)) e(y),1))- (5.10)

W drugq strone, jesli S = Sp lub S jest postaci (5.10) dla funkcji rosngcej g: (0,1] — [1, 00),

)

to para funkcji S, I spetnia réwnanie funkcyjne (5.1) dla wszystkich x,y, z € [0,1].

Zanim zaprezentujemy dowod twierdzenia 5.8, przedstawimy dwie wtasnosci, ktore posiadaja
t-konormy, ale réwniez funkcje S spelniajace zatozenia powyzszego twierdzenia - czyli rézniace

sie od t-konorm tym, ze nie musza by¢ taczne.

Uwaga 5.9. Niech S: [0,1]? — [0, 1] bedzie symetryczna, rosnaca funkcja z elementem neutral-

nym zero. Wowczas S > max, a zatem w szczegolnosci S(1,y) = 1 dla wszystkich y € [0, 1].

Dowdd. Poniewaz S jest rosnaca oraz zero jest jej elementem neutralnym, to S(z,y) > S(0,y) =

y oraz S(x,y) = S(z,0) = z, a zatem S(x,y) > max(z,y). Oczywiscie
1> S(z,y) > max(z,y) > max(1l,y) =1
zatem S(1,y) = 1 dla wszystkich y € [0, 1]. O

Dowdd twierdzenia 5.8. Niech x,y,z € [0,1]. Poniewaz funkcja S jest symetryczna, bez stra-
ty ogdlnosci mozemy wiec zatozyé, ze y > z. To zalozenie bedzie nas obowiazywalo w calym
dowodzie twierdzenia 5.8. Rozwazymy dwa przypadki: gdy = < y oraz gdy x > y.

Jezeli x <y, to LHS(5.1) = I(x,S(y,2)) = I(z,y) = 1. Pierwsza nierownosé¢ wynika z tego,
ze zgodnie z uwaga 5.9 zachodzi S > max, a funkcja I jest rosnaca ze wzgledu na druga zmienng.
Druga réwnosé¢ wynika z postaci (1.5) funkeji I.

Jesli natomiast = > y, to
e wstawiajac z = 0 w (5.1), otrzymujemy
LHS(5.1) = I(x,S5(y,0)) = I(z,y) = S(I(z,y),0) = S(I(x,y),I(x,0)) = RHS(5.1);
e wstawiajac z = 1 w (5.1), otrzymujemy
LHS(5.1)=1(1,5(y,2)) = S(y,2) = S(I(1,y),I(1,z)) = RHS(5.1).
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Zatem dalej wystarczy badaé¢ rownanie (5.1) tylko dla z,y,z € (0,1), takich ze x > y > 2. Ze
wzgledu na klarownos¢ dalszego dowodu, dalej rozwazane bedzie (5.1) na nieco wigkszym zbiorze,
mianowicie z,y, z € (0, 1), takich ze x > y > z.

; 7
b2

Niech y, z € (0,1) beda takie, ze y > z, a nastepnie oznaczmy przez c stosunek ié;g Poniewaz

y,z > 0 implikuje ¢(y),¢(z) > 0 oraz y > z implikuje ¢(y) > ¢(z), wiec zachodzi ¢ € (0, 1].
Wowezas z = ¢~ 1(c- ¢(y)) i dla tak zwigzanych ze soba 3,z € (0,1), ¢ € (0,1] dowodzona

rownosé (5.10) mozemy przepisa¢ w nastepujacej formie:

S(y, ¢~ ep(y))) = ¢ (min(g(c)p(y), 1))- (5.11)

Dowdd implikacji ,,=—=" w twierdzeniu 5.8 bedzie zatem polegal na konstrukeji rosnacej funkeji
g: (0,1] — [1,00), takiej ze zachodzi (5.11) dla dowolnych y € (0,1), ¢ € (0,1].
Niech f.: (0,1) — (0, 1] bedzie funkcja zdefiniowana przez

fe() = S(, 07 ep()),

dla ¢ € (0,1] - funkcje f. sa zatem pewnymi przekrojami funkcji S (roztacznymi oraz takimi, ze
w sumie daja funkcje S na calym zbiorze {(x1,z2) € [0,1]? | 21 > 22} - poréwnaj rys. 5.1 oraz

rys. 5.2). Poniewaz funkcje S, ¢ sa rosnace oraz S > max, takze kazda funkcja f. jest rosnaca

~
A

Rysunek 5.1 Rysunek 5.2

oraz

fo > 1d, (5.12)
dla ¢ € (0, 1]. Udowodnimy, ze S = Sp lub dla wszystkich ¢ € (0, 1] funkcje f. sa postaci
fe(-) = ¢~ (min(ke - o(-), 1)), (5.13)

dla pewnych staltych k. € [1, 00). Wykazujac, ze funkcja g zdefiniowana przez g(c) := k., ¢ € (0, 1],
jest rosnaca, skonczymy dowod.

Zauwazmy, ze istnieja dwie mozliwosci, ktére kolejno rozwazymy:
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1) 3eeeo, feo =1, 2) Vee(0,113y.c00,1) fe(ye) < 1.

1. Istnieje takie ¢ € (0,1], ze fq, = 1.
Oznacza to, ze funkcja S jest stale réwna 1 wzdtuz pewnego przekroju {(y, ¢~ '(coy)) | y €
(0,1)} (por. rys. 1.1 oraz rys. 1.2). Poniewaz S jest rosnaca i symetryczna, to S = 1 na ca-
tym otwartym kwadracie jednostkowym. Ponadto z zatozenia twierdzenia oraz uwagi 5.9
zachodzi S(0,t) = S(t,0) = t oraz S(1,t) = S(t,1) = 1 dla wszystkich ¢ € [0,1], a zatem
lacznie S jest postaci (5.9), tj. S = Sp.

Udowodnimy takze w bardziej formalny sposob, ze jesli istnieje takie ¢ € (0,1], ze fe, = 1,
to S = 1 na otwartym kwadracie jednostkowym. Otéz zalézmy przeciwnie, ze istnieja takie

a,b € (0,1), ze S(a,b) < 1. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze a < b.

> ¢, to ¢ 1 (cp(a)) < biotrzymujemy sprzecznoéé:

o Jezeli
1= feo(a) = S(a, o7 (ep(a))) < S(a,b) = S(a,b) =1.

o Jezeli % < ¢, to p H(Lp(b)) < a i takze otrzymujemy sprzecznosc:

1= a9 (L)) = S(9™ (20(6)), ) < S(ab) — S(a,b) = 1.

C C

2. Zachodzi f. # 1 dla wszystkich ¢ € (0, 1].
Najpierw wprowadzimy jeszcze jedno pomocnicze oznaczenie, ktore uprosci zapis wielu
rownan w dalszej czeSci dowodu. Otéz niech hg: (0,2] — [0,1] dla = € (0,1) bedzie
poczatkowym fragmentem przekroju pionowego zadanej w lemacie 1.45 R-implikacji Ip

(generowanej z t-normy scistej) wzorem (1.5), tj.

o) = 1) = (E0)

Oczywiscie h, jest rosnaca bijekcja oraz dla wszystkich x € (0, 1) zachodzi

he > Id. (5.14)

Zatem rownanie (5.1) mozemy zapisa¢ rownowaznie w postaci

1, r < S(y, 2),
ha(S(y,2)), wpp,

S(ha(y), ha(z)) = { (5.15)

dla z,y,z € (0,1), takich ze * > y > z. Jezeli ponadto ¢ € (0, 1], to prawdziwy jest
nastepujacy ciag réwnowaznosci:
_ _ <z _
2= opl) = o) =oel) = e ED = B
= he(2) =9 e p(ha(y) <= S(ha(y), ha(2)) = fe(ha(y)),

a zatem wstawiajac z = ¢~ 1 (cp(y)) dla ¢ = ‘;g;g do (5.15), otrzymujemy

(5.16)

fe(ha(y)) = {1’ z < fe(y),

he(fe(y)), wpp,
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dla wszystkich ¢ € (0,1] oraz x,y € (0,1), z > y.

Wybierzmy teraz dowolnie ¢g € (0,1]. Wowczas istnieje takie yo € (0,1), ze fe(yo) < 1.
Oznaczmy te warto$¢ przez xg, tj. xo := fe,(Y0), 1 z (5.12) wiemy, ze xo > yo. Rowna-
nie (5.16) bezposrednio implikuje, ze fe,(ha,(y0)) = 1, a poniewaz funkcja f., jest rosnaca,
to zachodzi fe,([ha(v0),1)) = {1}. Nasza dotychczasowa wiedza o postaci f., przedstawio-
na jest schematycznie na rysunkach 5.3, 5.4 - drugi rysunek ilustruje sytuacje, gdy xo = yo,
a stad hg, (yo) = 1.

/ !" N > r ;
?"fm“ﬁ?’) N "FCC KL)
Ap=—— - - @ f b g
| -
4,:?"-» ~~~~~ )
g |
he(y) 1 77 . R
: Xo 4° ?‘i' - e
Rysunek 5.3 Rysunek 5.4

Nastepnie wezmy dowolne y; € (o, hzy(y0)). Mozemy to z pewnoscia uczynié¢, poniewaz

z (5.14) wynika, ze 6w przedzial jest niepusty. Niech x; := hy, (yo) = @‘1(582’5), a stad

y1 = ha, (o). Zachodzi

¢(yo) —1,2(Wo)\
Y1 < hﬂ?o(yo) — @(yl) < 80(350) = 2o <Y ((P(yl)) =T
Stad x1 > xo = fe,(yo) 1 na mocy (5.16) otrzymujemy
fco(yl) = fco(hm (y())) = hg, (fco(yo)) =

_ U @o)y 1 (e (w0))

=@ o(r1) v ©(yo) #lun)-
Zatem dla ke, := % > 1 dostalismy, ze

feo(y) = ¢ (ko 0 (1)), Y € (Y0, hao (10))- (5.17)

To, co wiemy dotad o postaci funkcji f.,, przedstawione jest schematycznie na rys. 5.5.

Wreszcie niech yo € (0,yp) oraz xa := fe,(y2). Poniewaz fe,(y2) < feo(yo) < 1, to moze-
my powtorzy¢ dla ys obliczenia, ktore przeprowadziliSmy wezesniej dla yg. W ich wyniku

otrzymujemy, ze fe,([hay(y2),1)) = {1} oraz, podobnie jak w (5.17),

feoW) = 07 (Kye (), y € (Y2, has (12)), (5.18)

gdzie ki := % (por. rys. 5.6). Zachodzi fey(v0) < 1 = feo(hay(y2)) oraz fe, jest

rosnaca, wiec yo < hg, (y2). Zatem yo € (y2, hy, (y2)) 1 na mocy (5.18) otrzymujemy

Feo) = 7 Lypton)) = 7 () gy
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Rysunek 5.5 Rysunek 5.6

a stad

(feo (40))

ﬂdw%:fﬂ¢¢@w cp(2)) = ¢ (ke (12)).

Liczbe y2 wybraliémy dowolnie z przedziatu (0,yp), zatem fo (y) = ¢ H(keyp(y)) dla
wszystkich y € (0,yp). Ponadto

feo(y0) = ¢~ (0 (feo (90))) = wl(w - @(y0)) = ¢ (keop(w0)),
zatem ltacznie
f (y) _ {L Yy e [hxo(y0)71)v (5.19)
i o (ke (®))s € (0, My (30))-

Zauwazmy, ze

(fco(yo))@(y) _ o(xo0)

-1 ¥
P (koY) <1 <= koply) <1 <— ply) <1
(oot (9) o) ©(yo) ©(yo) )
—1,9®0)

= y< = hy ;

y<e (w(xo)) o(%0)

a zatem rozwiazanie (5.19) mozna zapisa¢ krocej
Jeo(y) = ¢ H(min(ke, p(y), 1)), y € (0,1).

Udowodnilismy w ten sposob, ze funkcja f., jest postaci (5.13) dla pewnej stalej ke, .

Nastepnie zauwazmy, ze Yo € (Y2, hey(y2)) wraz z rownaniami (5.18) oraz (5.19) implikuja

takze, ze o~ (min(ke, 9 (0), 1)) = foo (y0) = ¢~ (min(kl ¢ (y0), 1)), a stad ke, = ke, gdyz
funkcja ¢ jest roznowartosciowa oraz ¢(yg) # 0. Zatem

P(feo(W0)) _ wlfeo (y))’

©(vo) o(y)

dla wszystkich y € (0, 1), takich ze f,,(y) < 1. Poprawne wiec bedzie zdefiniowanie funkcji
g w nastepujacy sposob:

g(c) == M, c € (0,1],

o(ye)
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gdzie y,. jest dowolna liczba z przedziatu (0, 1), taka ze f.(y.) < 1.

Do wykazania pozostal fakt, ze tak okreslona funkcja g jest rosnaca. Niech ¢, ¢ € (0,1]
beda takie, ze ¢ < co. Poniewaz S w szczegélnosci jest rosngca ze wzgledu na druga
zmienna, to fe, < fe,, a zatem dla y € (0, 1) takich, ze f.,(y) < 1 zachodzi
oer) = P () _ efex(y))
e(y) e(y)

W ten sposo6b skonczylismy dowdd implikacji ,,—" w twierdzeniu 5.8.

= g(c2).

=
Zatozmy, ze I jest R-implikacja wygenerowanga z t-normy $cistej z generatorem ¢ w reprezenta-
cji (1.5) oraz S = Sp lub S jest postaci (5.10) dla dowolnej funkcji rosnacej g: (0,1] — [1, 00).
Pokazemy, ze w obu tych przypadkach para funkcji S, I spelnia rownanie funkcyjne (5.1) dla
wszystkich z,y,z € (0,1), z >y > 2.
1) S=5p
Dla z,y,z € (0,1) mamy Sp(y,z) = 1 oraz I(z,y),I(z,z) > 0, stad LHS(5.1) = 1 =
RHS(5.1).

2) S(y,2) = ¢~ (min(g(23) - p(y),1)), dla wszystkich y,z € (0,1),y > 2, gdzie g: (0,1] —
[1,00) jest dowolna funkcja rosnaca.

Wowczas dla z,y,z € (0,1), z >y

>
RHS(5.1)—S<901< )>,<P 1(@(x >>

_ -1 (min (g (gg; :Zg;) . géi;J)) =t (min (g (iﬁ;;) . zgz;,l)) )

z zachodza réwnosci:

LHS(5.1) = {1’ = < S(,2),
o (FY) e
L, S(y, 2)
=4 <«m-1<mln<ig§;§)-«o<ym>>), .
L r < S(.2)
:{so Hmin(g (£3}) - 24, 545), wpp,
— ¢ Hmin((50) - E, s 1) = o (o250 - £ 1)

= RHS(5.1).
Czwarta rowno$é w ostatnim ciagu réwnosci wynika z tego, ze

2y )

#S8e) <= g oy) ()

9

p(z) =
co jest prawda, poniewaz

2 <S(y,2) x<¢—1<min<g<§8> o)1) = w<m><mm<g<§g§> o). 1)
e(z), ely) 1 o(z), ¢)
= Lm0y Sy o) T LSGH) o)



gdyz ﬁ > 1 dla wszystkich x € (0,1).
O

Przyklad 5.10. Niech I: [0,1]? — [0,1] bedzie R-implikacja wygenerowang z t-normy Scistej z
generatorem ¢ w reprezentacji (1.5). Nastepnie niech g; := 1, go(x) := x4 1 oraz gs(x) := z + 2,

€ (0,1]. Wszystkie g1, g2, g3 sa funkcjami rosnacymi o zbiorze wartosci zawartym w [1,00).
Zatem z twierdzenia 5.8 symetryczne funkcje S, S2, S3: [0,1]2 — [0, 1] sa takie, ze dla wszystkich
y,z € (0,1), y > z zachodzi

Si(y,2) = ¢ 1<mm<g@<“"§j> o), 1)), i—1,2,3
1,

~—

oraz S;(y,0) =y, Si(y,1) =1 dlay € [0,
ne (5.1) dla wszystkich z,y, z € [0,1].

Zauwazmy, ze

i € {1,2,3}, speliaja wraz z I réwnanie funkcyj-

(2)
©(y)

dlay,z € (0,1), y = z. Czyli S1 = Sy = max, a wiec w szczegolnosci Sy jest t-konorma.

S

S1(y, 2) = ¢~ (min(g1(5) - 0(y), 1)) = ¢~ (min(p(y), 1)) =y,

Nastepnie zauwazmy, ze

Saly, 2) = ¢_1(min(92(z(y)) - o(y),1)) = ¢~ (min((Z
= ¢~ H(min(p(2) + ¢(y), 1)),

dla y,z € (0,1), y > z. Zwr6émy uwage, ze formuta ta jest oczywiscie prawdziwa rowniez dla
dowolnych y,z € [0,1]. Oznacza to, ze Sy jest t-konorma nilpotentna z generatorem ¢ € @
w reprezentacji (1.3).

Wreszcie przyjrzyjmy sie funkcji Ss. Dla y, z € (0,1), y > z, zachodzi

Si(y.2) = @-1<mm<g3<jjg§> oy). 1)) = w(mm«% 12) - py) 1)

= ¢~ (min(2¢(y) + ¢(2),1)).

Funkcja Ss nie jest t-konorma, poniewaz nie jest laczna. Na przyklad dla z,y,z € (0,1), z >
y > z, takich ze 5p(y) + 2¢(2) < 1 oraz ¢(x) € (2¢(y) + ¢(2), 17“5(?’)) zachodzi

S3(x,y) = ¢~ (2¢(x) + ©(y)), Ss3(y, 2) = ¢~ (20(y) + ¢(2))

nastepnie
x> 83(y,2) = ¢(@)>20(y) +e(z)  oraz  S3(x,y) > max(z,y) =z > z,
a stad

53(:177 S3(y7 Z)) =
53(53('%'73/)’ Z) =

¢~ H(min(2p(z) + @ 0 S3(y, 2),1)) =
¢~ (min(2p o S3(z,y) + ¢(2),1)) =
Zatem

Sg(.%', S3<y7 Z)) 7é 53(53(1', y)7 Z)a
dla z,y, z takich, ze 2¢(x) + 2¢(y) + ¢(z) < 1.
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(e) Si(z,y) = max(z,y)  (F) Sa(,y) = y/min(z? +y%,1)  (g) S3(2,y) = min(2 - max(z,y) +
(dla ¢(z) = 2?) min(z,y),1) (dla ¢ = Id)

Rysunek 5.7: Wykresy funkcji S1, So oraz Ss z przyktadu 5.10 Wszystkie sg wraz z I rozwiazaniem

réwnania (5.1), S1, S2 sa t-konormami, podczas gdy Ss nie jest t-konorma

Wnhiosek 5.11. Niech S bedzie t-konorma nilpotentng z funkcjg 1 € ® w reprezentacji (1.3) oraz
niech I bedzie R-implikacjq wygenerowang z t-normy Scistej z funkcjg ¢ € ® w reprezentacyi (1.5).

Nastepujgce zdania sg rownowazne:

1. Para funkcji S,I spetnia réownanie funkcyjne (5.1), tj. I(z,S(y, 2)) = S(I(z,y), I(z,2)),
dla wszystkich x,y, z € [0,1].

2. Funkcja v jest takze generatorem R-implikacji I, tj. istnieje takie p € Ry, zZe ¥(x) =
(o(2))P, czyli réwnowaznie ¢ o =1 (x) = 2P, dla wszystkich x € [0,1].

Dowdd. (1) = (2)”
Nilpotenta t-konorma S w szczeg6lnosci spetnia wszystkie zatozenia twierdzenia 5.8, zatem skoro
dla pary S, I prawdziwe jest rownanie (5.1), to na mocy owego twierdzenia S = Sp lub S jest

postaci (5.10), czyli
S(e,9) = ¢ (min(e(2L) - p(a), 1),

dla wszystkich x,y € (0,1), = > y, gdzie g: (0,1] — [1,00) jest pewna rosnaca funkcja.
Poniewaz Sp nie jest t-konorma nilpotentna (choé¢by dlatego, ze nie jest ciagla), to musi
zachodzi¢ druga z wymienionych przed chwila mozliwosci. Rownowaznie, podobnie jak to czyni-

liSmy w dowodzie twierdzenia 5.8, mozemy to zapisa¢ w nastepujacy sposob:

S(x, ™ (e p(2))) = ¢ (min(g(c) - ¢(2), 1)),

dla wszystkich x € (0, 1) oraz ¢ € (0, 1]. Jednoczesnie poniewaz S jest postaci (1.3) z generatorem
1, to zachodzi

Sz, 97 (e p(2))) = ¢~ (min(y(z) + 9 o9~ (- p(2)), 1)),

dla z € (0,1), ¢ € (0,1].

Oznaczmy przez h ztozenie 1 o !

1 zauwazmy, ze h: [0,1] — [0,1] oczywiscie takze jest
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rosnaca bijekcja. Laczac dwa ostatnie rownania, dla x € (0,1), ¢ € (0, 1], dostajemy

¢~ H(min(g(c)p(x), 1)) = ¢~ H(min(y(z) + 9 0 o (ep(2)), 1))

= Poyp (min(g(c)p(z),1)) = min(y o 9~ (p(x)) + 9 0~ (cp(2)),1)

—  hmin(g(e)p(@), 1)) = min(h(p(x)) + h(cp(@)), 1)

= h(min(g(c)z,1)) = min(h(x) + h(cx),1).
W ostatnim wierszu otrzymaliSmy, ze para funkcji g, h spelnia réownanie (Hmin) dla « € (0,1)
oraz ¢ € (0,1]. Funkcja h jako rosnaca bijekcja jest oczywiscie takze ciagla oraz h(z) < 1
dla x < 1, zatem g wraz z h spelniaja zalozenia lematu 5.7, na mocy ktorego h(x) = MaP
dla pewnych statych M,p > 0 (rozwigzanie h = 0 jest niemozliwe, poniewaz h jest bijekcja).
Wreszcie h(1) = 1 implikuje M = 1, co konczy dowodd wniosku w te strone.

»(1) = (2)7
Zatozmy, ze 1) o o1 (x) = P dla pewnej nieujemnej liczby rzeczywistej p oraz dla wszystkich

x € [0,1]. Chcemy pokazac, ze dla dowolnego ¢ € (0, 1] istnieje g(c) € [1, 00), takie ze

S(x, ™ (e p(2))) = ¢~ (min(g(c) - ¢(2), 1)),

dla wszystkich z € (0,1). Prawdziwy jest ciag rownowaznosci

S(z™ (ep(@))) = ¢ (min(g(c)p(2), 1))

= Y 1(mlﬂ( Y(x) + o (ep(x)), 1) = ¢~ (mlﬂ(g(C)SO(SU)a 1))

= min(Yop (@) +vop (ep(x)),1) =9 oy (min(g(c)p(z), 1))
< min(p(z ) + ()P, 1) = (min(g(c)p(x), ))

< min((1+)p(x)”, 1) = min(g(c)’e ()", 1)

= g(c):(l—l-cp)?.

Otrzymana przed chwila funkcja g jest rosnaca, zatem z twierdzenia 5.8 réwnanie (5.1) jest

spetnione. To koriczy dowod. O

Uwaga 5.12. (i) Z dowolnosci rosnacych funkeji g: (0, 1] — [1, 00) oraz z wniosku 5.11 wyni-
ka, ze twierdzenie 5.8 charakteryzuje nieskoriczenie wiele nowych rozwiazan réownania (5.1),
ktore nie sa t-konormami ciaglymi i archimedesowymi, a zatem nie byly opisane w twier-

dzeniu 5.3. Jednym z takich nowych rozwiazan jest funkcja S3 z przyktadu 5.10.

(ii) Innym waznym pytaniem jest, jak wiele nowych t-konorm otrzymujemy wsrod rozwiazan
w twierdzeniu 5.8, co jest rownowazne pytaniu, jak wiele wérod rozwiazan rownania (5.1)
jest t-konorm, ktére nie sg nilpotentne. Oczywiscie jedng z nich jest drastyczna t-konorma
Sp, a druga Sy, ktora otrzymalismy w przykladzie 5.10 dla funkcji g = 1 (w przyktadzie

byla oznaczona takze przez Si).

(iii) Z wniosku 5.11 wynika, ze t-konormy ciagle i archimedesowe odpowiadaja funkcjom g
1
postaci g(z) = (1 4+ 2P)», x € (0, 1], dla dowolnych p € R,. Problem otwartym pozostaje

kwestia, czy istnieja funkcje rosnace g: (0,1] — [1,00), takie ze:
(a) g #1,
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(b) g(z) # (1 + a:”)%, dla zadnej p € Ry,

dla ktérych funkcja S: [0,1]? — [0, 1] postaci (5.10), dla z,y € (0,1), = > vy, jest taczna, a

zatem jest t-konorma.
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