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Przedmowa

Jednym z wazniejszych poje¢ analizy wypuklej sg funkcje silnie wypuktle. Pojecie to
zostalto wprowadzone w 1966 roku przez Polyaka [23] i znalazto wiele zastosowan miedzy
innymi w teorii optymalizacji oraz ekonomii matematycznej. W ostatnich kilku latach
silna wypuktlos¢ stata sie ponownie tematem intensywnych badan i ukazato sie wiele prac
zawierajacych nowe wyniki na jej temat (zobacz np. [1], [13], [14], [15] i zawarte w nich
cytowania). Prace te, jak réwniez wczesniejsze publikacje Nikodema [20] i Skowronskiego
[26], [27] na temat wypuklych proceséw stochastycznych, stanowity gltéwng inspiracje
dla moich badain. Ich efektem jest przedstawiona rozprawa doktorska zawierajaca pewne
wlasnogci silnie wypuktlych, silnie wypuktych w sensie Jensena i silnie wypuklych w sen-
sie Wrighta proceséw stochastycznych. Zawiera ona zaréwno wyniki zawarte w pracach
[6], [7], [8], [9], [10] jak i te jeszcze nieopublikowane.

Rozprawa sktada si¢ z czterech rozdzialéw. Rozdzial pierwszy zawiera przede wszyst-
kim podstawowe definicje zwigzane z réznego rodzaju wypuklosciami proceséw stocha-
stycznych, oraz pomocnicze lematy, ktére zostaly wykorzystane w dalszej czesci pracy.
W rozdziale drugim prezentowane sg stochastyczne odpowiedniki klasycznych twierdzen
z analizy rzeczywistej, ktére charakteryzujga wypukle i silnie wypukle funkcje (zobacz.
[24]; lub [13]). Pojawia si¢ tam miedzy innymi charakteryzacja silnie wypuktego procesu
stochastycznego za pomocg podparcia, pierwszej pochodnej, oraz za pomoca drugiej po-
chodnej. Zaprezentowane zostana takze nieréwnosci typu: Jensena (dyskretna i catkowa),
Hermite'a-Hadamarda, a takze Fejera. Rozdzial trzeci po§wiecony jest procesom silnie
wypuklym w sensie Jensena. Mozna w nim znale?¢ miedzy innymi odpowiedniki nieréw-
nosci Jensena, twierdzenia Kuhna, twierdzenia typu Bernsteina-Doetscha i twierdzenia
Sierpinskiego. W rozdziale czwartym zostaly natomiast opisane procesy silnie wypuktle
w sensie Wrighta. Miedzy innymi mozna znalez¢ w nim charakteryzacje silnie wypuktych
proceséw stochastycznych w sensie Wrighta, ktéra jest odpowiednikiem dobrze znanej



charakteryzacji Ng'ego [18] dla funkcji wypuktych w sensie Wrighta, oraz twierdzenie o
silnie wypuklym w sensie Jensena procesie majoryzowanym przez silnie wklesty w sensie
Jensena proces stochastyczny.

Dawid Kotrys

i
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Wprowadzenie

W roku 1980 Nikodem [20] wprowadzit definicje wypuktych w sensie Jensena proceséw
stochastycznych i podal warunki, przy ktorych sa one ciggle. Nastepnie Skowronski w
pracach [26] oraz [27] badal dalsze wtasno$ci wypuktych, wypuklych w sensie Jensena
oraz wypuklych w sensie Wrighta proceséw stochastycznych. Definicja silnie wypuklych
proceséw stochastycznych pojawila si¢ po raz pierwszy w pracy [7] w 2012 roku.

1.1 Rozne rodzaje wypuklosci

Niech (Q, A, P) bedzie przestrzenig probabilistyczng. Funkcje X : QO — R nazywamy
zmienng losowg, jesli jest ona A-mierzalna. Natomiast funkcja X : I x QO — R, gdzie
[ C R jest przedzialem, jest zwana procesem stochastycznym, gdy dla kazdego t € I
funkcja X(t,-) jest zmienng losowa.

Niech C : QO — R bedzie dodatnig zmienna losowa. Proces stochastyczny X : IxQ — R
nazywamy sinie wypuktym z modutem C(-), jesli dla wszystkich u,v € I oraz dla
kazdego A € [0,1] zachodzi nastepujaca nieréwnosc

(1) XAu+(1=2A,) < AX(uy)) + (T=A)X(v,:) = COA(T =A) (u—v)*  (p.w.).

Jezeli zakladamy, ze nieréwno$¢ (1) zachodzi dla dowolnych u,v € I i pewnej ustalonej
liczby A € [0,1], to méwimy woéwczas, ze proces X jest silnie A—wypukly z modutem C(-).
W szczegbdlnym przypadku, gdy nieré6wnosé (1) jest postulowana dla wszystkich u,v € 1
oraz A = %, moéwimy ze proces stochastyczny X jest silnie wypukty w sensie Jensena
(silnie J-wypukty) z modutem C(-).

Méwimy, ze proces stochastyczny X jest siinie wklesty (stinie A\—wklesty, silnie J-
wklesty), gdy proces (—X) jest silnie wypukty (silnie A-wypukty, silnie J-wypuktly). Wiele
interesujacych wtasno$ci wypuklych i J-wypuklych proceséw stochastycznych mozna
znalezé w [20] i [26] (takze w [16], gdzie badane sg addytywne procesy stochastyczne).

Pomijajac sktadnik C(-)A(1 —A)(w—v)? w nieré6wnosci (1), otrzymujemy nieréwnosé

(2) XA+ (1—Av,) < AX(w,) + (1T=A)X(v,)  (paw.),



1.2. P-ograniczono$¢, ciggtos¢ i pochodna wedlug prawdopodobieristwa

czyli definicje wypuktego procesu stochastycznego wprowadzong przez Nikodema w 1980
roku (zobacz [20]), definicje procesu A-wypuklego, albo gdy A = 15 procesu Jensenowsko
wypuklego (J-wypukiego).

Wprowadzenie definicji silnie wypuklego procesu stochastycznego bylo motywowane
przez pojecie silnie wypuktych funkcji, ktére odgrywaja istotng role w teorii optymalizacji
i ekonomii matematycznej (zobacz, na przyktad [23], [14], oraz zawarte w nich referencje).

Niech C: Q) — R oznacza dodatnig zmienng losowg. Méwimy, ze proces stochastyczny
X:1xQ — R jest silnie wypukty w sensie Wrighta (silnie W—wypukty) z modutem
C(-), gdy nieréwnos¢

(3) X(Au+ (1=A)v,) + X((T—=A)u+ Avy) <
< X(u,) + X(v,) =2CA1 =A)(u—v)*  (p.w.)

zachodzi dla kazdego A € [0,1] oraz dla wszystkich u,v € L.

Mozna bez trudu udowodnié¢, ze kazdy silnie wypukly proces jest silnie wypukly w
sensie Wrighta, oraz ze kazdy silnie wypukly w sensie Wrighta proces jest silnie wypukty
w sensie Jensena. Implikacje odwrotne nie sg jednak prawdziwe.

Pomijajac, jak poprzednio, sktadnik 2C(-)A(1 — A)(u —v)? w nieréwnosci (3), otrzy-
mamy definicje procesu wypuktego w sensie Wrighta (W-wypuktego) wprowadzona
przez Skowroriskiego w [27].

Proces stochastyczny A : R x Q — R nazywamy addytywnym jezeli A(u+ v,-) =
A(w,)+A(v,) (p.w.), dla wszystkich u,v € R. Definicja ta zostala wprowadzona przez
B. Nagy’a (zobacz [16]).

1.2 P-ograniczonosé, cigglo$¢ i pochodna wedlug
prawdopodobienstwa
Moéwimy, ze proces stochastyczny X : 1 x QO — R jest

(i) P-ograniczony z gdry na przedziale (a,b) C I, gdy

lim sup{ ({weQ X(t,w) n})}

N—=0 tc(a,b)
(ii) P-ograniczony z dotu na przedziale (a,b) C I, gdy

lim sup{ ({wGQ X(t,w) —n})}

M= tc(a,b)

(iii) P-ograniczony na przedziale (a,b) C I, gdy jest P—ograniczony z goéry i
P-ograniczony z dotu na przedziale (a,b) C I;



1.3. Ciagltos¢, pochodna i catka §redniokwadratowa

(iv) ciggty wedlug prawdopodobieristwa na przedziale I, jezeli dla kazdego ty € I za-
chodzi
P — lim X(ta') - X(t())')’

t—tp

gdzie P — lim oznacza zbiezno§¢ wedlug prawdopodobienistwa;

(v) rézniczkowalny wedtug prawdopodobienistwa na przedziale I, jezeli istnieje proces
stochastyczny X’ (pochodna X wedlug prawdopodobieristwa) taki, ze dla kazdego
toel

X(t,) — X(to,

= X' (to,-
ot t—to (0)))

gdzie P — lim oznacza zbiezno$¢ wediug prawdopodobienistwa.

Powyzsze definicje mozna znalez¢ na przyklad w klasycznej ksigzce Gichmana i Skoro-
choda [3] (zobacz réwniez [16],[20]).

Uwaga 1. W niniejszej pracy przez proces stochastyczny ciggty bedziemy rozumsieé
proces ciggty wedlug prawdopodobienstaw. Jezeli bedg uzywane inne rodzaje ciggto-
Sci (na przyktad ciggto$é wedtug drugiego momentu), to za kazdym razem bedzie to
sygnalizowane.

1.3 Ciaglosé, pochodna i catka Sredniokwadratowa

Niech X : I x QO — R bedzie procesem stochastycznym takim, ze E[X(t)]? < oo dla
wszystkich t € 1. Symbol E[X(t)] oznacza warto$§¢ oczekiwang X(t,-). Przypomnijmy, ze
proces stochastyczny X jest

(i) ceggly sredniokwadratowo na przedziale I, jezeli dla wszystkich ty € I mamy

lim E[X(t) — X(t0)]* = 0;

t—to

(ii) rézniczkowalny $redniokwadratowo na przedziale I, jezeli istnieje proces stocha-
styczny X’ (pochodna X) taki, ze dla wszystkich t, € I mamy

2

[X(t) — X(to) _ X,(to)} _o.

t— 1o

lim E
t—to

(iii) dwukrotnie rézniczkowalny Sredniokwadratowo na przedziale I, jezeli istnieje pro-
ces stochastyczny X” (druga pochodna X) taki, ze dla wszystkich ty € I mamy

lim E

t—to

[X’(t) — X'(to)

X" ’ 0
X =0



1.3. Ciagltos¢, pochodna i catka §redniokwadratowa

(iv) catkowalny sredniokwadratowo w [a,b] C I, jezeli istnieje zmienna losowa Y taka,
ze dla dowolnego ciggu normalnego podzialéw odcinka [a,b],
a=ty <t <ty <..<t,=">idlawszystkich O € [t,_1,t], k = 1,...,n, mamy

lim E[Z X(O4) - (tx —tr 1) — Y] =o0.

n
n—oo
k=1

Zmienng losowg Y : O — R nazywamy catkq Sredniokwadratowg procesu X na
odcinku [a,b]. Bedziemy réwniez pisaé

b
Y(+) =J X(s,)ds (p.w.).

a

Definicje oraz podstawowe wtasnosci pochodnej i catki Sredniokwadratowej mozna zna-
lez¢ w [28].

Aby zapewni¢ sobie calkowalno$¢ Sredniokwadratowa procesu stochastycznego X wy-
starczy zalozy¢ cigglos¢ sredniokwadratowg procesu X. Oczywistym jest réwniez fakt,
ze ciaglos¢ (rézniczkowalnosc) Sredniokwadratowa implikuje cigglos$¢ (rézniczkowalnosc)
wedlug prawdopodobienstwa. Jednakze implikacje odwrotne nie sg prawdziwe.

W niniejszej pracy czesto wykorzystywaé bedziemy monotonicznod§¢ catki §rednio-
kwadratowej. Jezeli X(t,-) < Y(t,:) (p.w.) na pewnym przedziale [a,b], to wéwczas

b b
J X(t,-)dtgj Y(t,)dt (p.w.).
a a

Nieréwno$¢ ta wynika natychmiast z definicji catki §redniokwadratowej. Udowodnimy
teraz cztery pomocnicze lematy, ktére bedg nam potrzebne w dalszej czesci rozprawy.

Lemat 2. Niech X : I x QO — R bedzie procesem stochastycznym postact X(t, ) =
A()t + B(-), gdzie A,B : Q — R sg zmiennymi losowymi takimi, ze E[A?] < oo,
E[B?] < oo oraz [a,b] C 1. Wéwczas

Jb b2 2

X(t,)dt = A(") 3 +B(:)(b—a) (p.w.).



1.3. Ciagltos¢, pochodna i catka §redniokwadratowa

Dowdd. Korzystajac z podstawowych wtasnosci wartosci oczekiwanej, mamy

E[(X X0 (i)~ AT B —a)] =
k=1
_n 2 2
= E_(;(A@k—l—B)(tk—tk]) —Ab 3 a —B(b— a))z} _
i n bZ n 5
=E (A(Z@k(tk_tkfﬂ_ Z e — 1 b—(l))) :| _
i k=1 -

- n b2_ 2 (2
= E_<A<;®k(tk_tk—1) T = )) } =
= (X Ot —tin) - v > az)zE[AZ]

k=1

Przy n — oo, powyzsze wyrazenie dazy do zera, ze wzgledu na definicje catki Riemanna.
Dowoéd lematu jest zakonczony. O]

Lemat 3. Niech X : I x Q — R bedzie procesem stochastycznym postact X(t,-) =
C(-)t?, gdzie C: Q — R jest zmienng losowq takg, ze E[C?] < oo, oraz niech [a,b] C L.
Wowczas

b 3 43
JX(t,-)dt:C(-)b L o).

Dowod. Korzystajac z podstawowych wiasnosci wartosci oczekiwanej otrzymujemy

n

E|D X@)(ti—tiy)~C

i=1

2
b—adl

2
n b3_ 3
i=1

n b3_a3 2
:E[C (Z@)iz(ti_ti1)_ )] =
i=1 3
n A
= <Z@i2(ti_ti—1)_ o 3 - ) E[C?].
i1

Przy n — oo, powyzsze wyrazenie dazy do zera, ze wzgledu na definicje catki Riemanna.
Dowéd lematu jest zakonczony. ]

Lemat 4. Niech X,)Y : I x Q — R bedg procesam: stochastycznym: catkowalnyma
Sredniokwadratowo. Niech ponadto A,B bedg ustalonymi liczbamsi, [a,b] C I, oraz
niech ¢ € [a,b]. Wdowczas



1.3. Ciagltos¢, pochodna i catka §redniokwadratowa

(Z) b c b
J X(t,-)dt:J X(t,-)dt—i—J X(t,)dt  (p.w.),
(1)
b b b
J [AX(t,-)+BY(t,-)]dt:AJ X(t,-)dt+BJ Y(t,)dt  (p.w.);
(i)
b a
J X(t, )dt:—J X(t,)dt  (p.w.),
a b
(1)

mb+n b
J X(u,-)du:J X(mt+n, )mdt (p.w.).

ma+n a

Dowdd. Uzasadnienie pierwszych trzech punktéw mozna znalezé w [28]. Udowodnimy
tylko (iv). Dla dowolnego t € [a,b] C I, ze wzgledu na bijektywno§¢ odwzorowania
u = mt+n, otrzymujemy, ze u € [ma+n,mb+n]. Z definicji catki éredniokwadratowej
mamy

E | X(ug, ) (mty + 1 — mty_1 —n) — mX(mOy + n)(tx — ti )] ’ =
—E [X(m@k ) (mt, — mte;) — mX(mO, + 1)t — t_; )} g

= E[m(X(mO + )t — ti 1) = X(mBy + ) (& —tk_l))f — E[0]* = 0.
L]

Lemat 5. Niech G : I x Q — R, bedzie catkowalnym Sredniokwadatowo procesem
stochastycznym, takim ze G(a+b—1t) = G(t) (p.w.) dla dowolnego t € [a,b] C L.
Niech ponadto

b
| sterae=101 w)

a

gdzie | : Q — R jest jednostkowg zmienng losowg. Wiedy

@) Jb a+b

tG(ty)dt = ——=]() (p-w.)
Dowdd. Podstawmy do lewej strony catki (4) wyrazenie u = 2s — t, gdzie s = 5=. Na
mocy zatozenia (odno$nie procesu G) i Lematu 4 mamy

a

b a b
J tG(t,-)dt:—J (ZS—u)G(Zs—u,-)du:J (2s —u)G(2s —u,- )du =
a b a

b

uG(u,-)du = 25](-)—J uG(u,)du. (p.w.)

a

b b

G(u,-)du—J

a

_ Jb(zs—u)G(u,-)du _ 2sJ

a a



1.3. Ciagltos¢, pochodna i catka §redniokwadratowa

Zatem .

ZJ tG(t,)dt = 2s](-) (p.w.),
czyli )

|ttt = 252500 )



Silnie wypukte procesy stochastyczne

W rozdziale tym udowodnimy stochastyczne odpowiedniki dobrze znanych twierdzen
z analizy rzeczywistej, ktore charakteryzuja wypukte i silnie wypukle funkcje (zobacz.
[24]; lub [13]). Pojawi sie na przyktad charakteryzacja silnie wypuklego procesu stocha-
stycznego za pomoca podparcia, pierwsze] pochodnej, oraz za pomoca drugiej pochodne].
Zaprezentowane zostang takze nieréwnosci typu: Jensena, Hermite’a-Hadamarda, a takze
Fejera. W przypadku deterministycznym wiekszos$¢ z przedstawionych rezultatéw redu-
kuje sie do znanych twierdzen o silnie wypuktych funkcjach, opisanych miedzy innymi w
[1] i [14]. Zauwazmy jeszcze, ze odpowiedniki niektérych z tych rezultatéw dla wypuktych
proceséw stochastycznych, mozna znale%¢ na przyktad w [6, 20, 27].

2.1 Reprezentacja postaci X(t,-) = Y(t,-) + C(-)t?

Rozpoczynamy nasze rozwazania od prostego ale bardzo uzytecznego lematu. Jego wersja
dla silnie wypuktych funkcji jest dobrze znana i mozna jg znalezé w [4]).

Lemat 6. Proces stochastyczny X : I x Q — R jest silnie wypukty z modutem C(-)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy proces stochastyczny Y :1 x Q — R, zdefintowany w naste-
pujgcy sposob Y(t,-) := X(t,-) — C(-)t?, jest wypukty.

Dowod. W pierwszej cze§ci dowodu zakladamy, ze X jest silnie wypukly z modulem
C(-). Ustalamy u,v € I oraz A € [0,1]. Z silnej wypuklosci otrzymujemy

YAu+ (1=A)v,) =XAu+ (1 =2A)v,)) — C(-)Au+ (1 = A)v)? <
?\X(u, )+ (1 —A)X(v,-)

(DA =N (w=v)*+ Au+ (1 =A)v)?) =

_?\X( I+ (11— ) (v,) C()(}\u +(1—7\)v):

= AX(u,’) = C()u?) + (1 = A) (X(v C(-W?) =

=AY(u,) + (1 — A)Y(v,~) (p.W.).

Dowéd odwrotnej implikacji jest podobny. ]



2.2. Twierdzenie o podparciu

2.2 'Twierdzenie o podparciu

W niniejszym paragrafie udowodnimy najpierw twierdzenie o podparciu dla proceséw
wypuklych, a pézniej wykazemy odpowiednik tego twierdzenia dla silnie wypuktych pro-
cesOw stochastycznych.

Skowroniski w pracy [26, Lemat 1] wykazal, ze jesli proces stochastyczny X : I x Q —
R jest wypukly, to istniejg rosnace procesy stochastyczne X', X'+ (zwane odpowiednio
lewostronng i prawostronng pochodng procesu X) takie, ze:

P gim X XUo) g g X)Xl
toty t—1o totd t—1

= X;(tO)')-

Co wiecej, dla t,s € int I takich, ze t < s, zachodzi nastepujaca nieréwnosc:
X () < X4 () < X (s,) < Xi(s,)  (pow).
W dowodzie ponizszego lematu skorzystamy z rezultatu Skowroriskiego.

Lemat 7. Proces stochastyczny X : I x Q — R jest wypukty wiedy 1 tylko wiedy,
gdy X posiada podparcie w kazdym punkcie ty, € intl, postact A(-)(t — to) + X(to, ),
gdzie A : QO — R jest zmienng losowqg. Oznacza, to ze dla kazdego t € 1 zachodz:
nierownosé

(1) X(t,) = A()(t—to) + X(to,)  (p-w.).

Dowdd. Przypu$émy, ze proces X jest wypukly. Wezmy r,s,u,v,ty € int [ takie, ze r <
s<ty<u<v.Dlar<s<ty

to—s S—7T
S = T+
to—T to—T

to

jest kombinacja wypuklg punktéow r i ty. Z wypuklodci procesu X mamy

th—s S—r

X(S) ) X tO —YX(T) ) + tO _rX(tO) ) (p w )

Stad
X(tO:;) - X(Ta') < X(tO)') - X(S)') (pW)
0o—7T to—s
Jesli teraz s — t;, to otrzymamy
X(to,) — X(1,- /

(2) ( 0y ) ( ) ) < Xi(to,') (p.W.).

to—7r
Podobnie dla ty < u < v stosujac wypukto§¢ procesu X, otrzymujemy

X(u)) B X(tO)') < X(\),') _X(t0>')
u—tp = v—1p

(p.-w.).



2.2. Twierdzenie o podparciu

Jezeli u — t§, to

X(V>') - X(t())')

3 X' (to,-) <
() +(O)) V—to

(p-w.).

Z nieréwnodci (2), (3) i lematu Skowronskiego wynika, ze

to—T7 v —1tp

(p.w.).

Jesli teraz A : QO — R jest jakakolwiek zmienng losowa spelniajaca warunek X' (to,-) <
A(-) < X\ (to,") (p.w.), to z powyzszej nierownosci natychmiast wynika, ze dla kazdego
t € I zachodzi (1).

Odwrotnie, zalézmy teraz, ze proces X posiada podparcie w dowolnym punkcie ty € 1.
Oznacza to, ze nieréwnos¢ (1) zachodzi dla dowolnego t € I. Ustalamy u,v € I oraz
A € [0,1], takie, ze to = Au+ (1 —A)v. Dla u i v, z nieréwnosci (1) mamy

AX(1,) = AA() (1 — to) + AX(to,)  (p.w.),

(T=N)X(v,) = (1T =NA()(v—to) + (1 —=A)X(to,:) (p-w.).

Dodajac stronami powyzsze nieréwnosci otrzymujemy
AX(u,) + (1T =A)X(v,) = X(toy) (p-w.).
Ostatecznie, zastepujac ty przez Au + (1 — A)v mamy
AX(uy) + (1T =A)X(v,) = XA+ (1 =A)v,)  (p.w.).
Co koriczy dowod. O

Wykorzystujac Lemat 6 1 Lemat 7 mozna tatwo wykazaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8. Proces stochastyczny X : 1 x QO — R jest silnie wypukty z modulem
C(-) wtedy @ tylko wtedy, gdy dla dowolnego t, € intl istnieje podparcie postaci

H(t,) = C()(t —to)* + A()(t — to) + X(to, ),

gdzie A : Q — R jest zmienng losowgq.
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2.3. Charakteryzacja za pomocg I pochodnej

2.3 Charakteryzacja za pomoca I pochodnej

W paragrafie tym przedstawimy charakteryzacje silnie wypuktych proceséw stochastycz-
nych za pomocg pierwszych pochodnych.

Lemat 9. Niech X : Ix Q — R bedzie rozniczkowalnym sredniokwadratowo procesem
stochastycznym. X jest wypukty wtedy 1 tylko witedy, gdy jego pierwsza pochodna
jest niemalejgca na przedziale 1.

Dowdd. Oczywistym jest, ze rozniczkowalno$¢ sredniokwadratowa implikuje roézniczko-
walno§¢ wedlug prawdopodobienistwa. Proces X jest wypukly, wiec z Lematu 1 z pracy
[26], istniejg rosnace procesy stochastyczne X;,XL : I x QO — R, zwane odpowiednio
prawostronng i lewostronng pochodna procesu X takie, ze

/ /

(4) X (LL,') < X_/'_(LL,) <X (V>') < X;("») (pW)

dla dowolnych u,v € I, u < v.
Z rbézniczkowalnosci X, mamy

) {x’_(u,-) =X, (u,) =X'(u,) (p.w.)
X_(vy) =X (vy) =X'(v;) (pw.).

Z (4) i (5), dla wszystkich u,v € I, takich, ze u < v, otrzymamy
(6) X (u,) <X (vy)  (pow)

Zalozmy teraz, ze pochodna §redniokwadratowa jest niemalejgca. Oznacza to, ze nieréw-
no§¢ (6) zachodzi dla wszystkich u,v € I, takich, ze u < v. Ustalamy t;, € (a,b) C I'i
bierzemy t € (a,b) takie, ze ty < t. Z podstawowych wtasnosci catki $redniokwadratowej
(zobacz [28]; oraz Lemat 4 ) oraz nieréwnosci (6) mamy

X(t,) — X(to, ) = J X'(sy)ds > J X'(toy)ds = X'(to, ) (t —to)  (p.w.).

to to

Jezeli natomiast t < ty, otrzymamy analogicznie

t to to
X(t) = Xitay ) = | X'(s,)ds == | "Xlso)ds > | X'(tor)ds =
to
= X/(to,')(t—to) (pW)
Oznacza to, ze X posiada podparcie postaci

X(t)') 2 X(t0>') +X/(t0)')(t_t0) (pW)

w dowolnym punkcie ty € (a,b). Lemat 7 koriczy dowdd. O

11



2.3. Charakteryzacja za pomocg I pochodnej

Jak poprzednio, stosujac Lemat 6 i udowodniony powyzej Lemat 9, mozna pokazaé
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 10. Niech X : I x Q — R bedzie rozniczkowalnym sredniokwadratowo
procesem stochastycznym. X jest silnie wypukty z modutem C(-) wtedy 1 tylko wtedy,
gdy prerwsza pochodna procesu X jest silnie rosngca, co oznacza, ze dla dowolnych
w,v € I, takich, ze u < v zachodz: ponizsza nieréwno$é

(7) X'(vy) = X'(uy) = 2C()v—u) (p.w.)

Dowdd. Stosujac reprezentacje silnie wypuktych proceséw z modutem C(-) (Lemat 6)
otrzymamy, ze istnieje wypukty proces stochastyczny H: 1 x O — R taki, ze

X(t,) =H(t,) + C()t* (p.w.)

dla wszystkich t € I. Proces H jest wypukly i rézniczkowalny Sredniokwadratowo, wiec
na mocy Lematu 9 pierwsza pochodna H jest niemalejagca. Dla dowolnych u,v € I, spel-
niajacych warunek u < v mamy

(8) H'(u,) < H'(v,)  (pw.).

Mozna pokazaé, ze pierwsza pochodna §redniokwadratowa procesu X(t,-) = H(t,:) +
C()t* (p.w.) jest réowna

(9) X'(t,y) = H'(t,) +2C(-)t  (p-w.)
dla dowolnych t € I. Z (9) dla u,v € I otrzymamy
(10) {x'(u,-) = H'(u,) +2CHu  (p.w.)
X'(vy:) =H'(vy) +2C()v  (p.w.).
Na mocy (8) oraz (10) mamy
X'(uy) —2C(Ju < X' (v,-) = 2C(-)v  (p.w.).

Oznacza to, ze zachodzi (7).
Zalozmy teraz, ze zachodzi nier6wnos¢ (7). Potézmy

H'(t,) := X(t,") —2C()t (p.w.)
dla dowolnego t € 1. Z definicji proces H jest rézniczkowalny §redniokwadratowo. Z (7)
dla ustalonych wu,v € I, spetniajacych warunek u < v, mamy H’(u,-) < H'(v,-) (p.w.).
Z Lematu 9 H jest wypuklym procesem stochastycznym. Powtoérnie na mocy Lematu 6

otrzymamy, ze
X(t,) = H(t,) + C()t* (p-w.)

jest silnie wypuklym z modulem C(-) procesem stochastycznym, co koriczy dowdd. [
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2.4. Charakteryzacja za pomocg II pochodne;j

2.4 Charakteryzacja za pomoca II pochodnej

W kolejnym paragrafie tego rozdzialu prezentujemy charakteryzacje silnie wypuktych
proceséw stochastycznych wykorzystujaca ich drugie pochodne.

Lemat 11. Niech X : I x Q — R bedzie dwukrotnie rézniczkowalnym Sredniokwa-
dratowo procesem stochastycznym. X jest wypukly na 1 wtedy @ tylko wtedy, gdy
X"(ty) 20 (p.w.) dla wszystkich t € L.

Dowdd. Zalozmy najpierw, ze proces X : I x QO — R jest wypukty. Z Lematu 9, pierwsza
pochodna §redniokwadratowa X’(t,-) jest niemalejgca na odcinku I. Ustalamy t,ty € I
takie, ze ty < t. Z monotonicznosci pierwszej pochodnej mamy
X'(t,:) = X'(to,")
t—1to

>0 (p.w.).

W przypadku, gdy t < ty, otrzymamy réwniez
X'(to,) —X'(t,")
to—t

>0 (p.w.).
Przechodzac do granicy §redniokwadratowej otrzymujemy
X”(to,') = 0 (pW)

Niech teraz X”(t,-) > 0 (p.w.) dla wszystkich t € 1. Ustalamy t, € intl i bierzemy t € I
spelniajace warunek t, < t. Dwukrotnie obliczajac catke §redniokwadratowg otrzymamy

0 < Jt X”(S)')ds - X,(t)') - X/(tO)') (pW)>

to

o< J X'(5,) = X (1] ds = | X'(s,)ds - J X' (to,)ds =

= X(t,") — X(to,) — X' (to,") (t —to) (p.w.).

W przypadku, gdy t < ty otrzymamy natomiast

0< [ X"(s,)d5 =X1,) X[t (o),

13



2.5. Dyskretna nieréwno$¢ typu Jensena

A zatem istnieje podparcie procesu X postaci
X(ty) = X(to,) + X' (to,) (t —to)  (p-w.)
w dowolnym punkcie ty € intl. Z Lematu 7 X jest wypuktly. O]

Jako bezposrednia konsekwencje Lematu 11 oraz Lematu 6 otrzymujemy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 12. Niech X : I x Q — R bedzie dwukrotnie rozniczkowalnym srednio-
kwadratowo procesem stochastycznym. X jest silnie wypuktym z modutem C(-) na
przedziale 1 wtedy 1 tylko wtedy, gdy X"(t,-) > 2C(-) (p.w.) dlate L

2.5 Dyskretna nier6wno$¢ typu Jensena

W tym paragrafie udowodnimy dyskretng nieréwnoéé typu Jensena dla silnie wypuklych
proceséw stochastycznych.

Twierdzenie 13. Niech X : 1 x Q — R bedzie silnie wypuktym procesem stochastycz-
nym z modutem C(-). Wdowczas

X(ZN’H, : ) <D AX(ty)—CH) ) Mt—D* (pw.)
i=1 i=1 i=1
dla wszystkich ti,...,tn € I, Aqy...,\Ax > 0, takich, Ze Ay +---+ A, =11t =N\t +

s Aty
Dowdd. Bierzemy ti,...,t, € I1 Aqy... Ay > 0, takie, ze A; +--- + A, = 1. Kladziemy
t =Mt + -+ Astn. Z Twierdzenia 8 mamy podparcie w punkcie t postaci
H(t,) = C()(t—t)* + At —1) + X(%,).
Woéwcezas dla kazdego i € {1,...,n} mamy
X(tiy) = Hiti,)) = CO)(t = D + AL (L =D + X(E,)  (p-w.).

Mnozac powyzszg nier6wnos$¢ przez A; i sumujac wszystkie nieréwnosci otrzymamy
n

D AX(ty) 2 CH) Y M= +AM D Alt—D+X(E) (pw).
i ' i

i=1

Poniewaz Z Ai(ti—1) =0, to

i=1

X(Z }\itia'> < Z AiX(ty) — C(4) Z At —1) (pw.).
i1 =1

14



2.6. Calkowa nieréwno$¢ typu Jensena

2.6 Calkowa nier6wno$¢ typu Jensena

Dla potrzeb niniejszego paragrafu wprowadzamy przestrzen probabilistyczng ([a,b], £, ),
gdzie [a,b] jest przedzialem zawartym w R, £ to o—algebra zbioréw mierzalnych w sensie
Lebesgue’a, p = A jest unormowang miarg Lebesgue’a w [a,b] ( p([a,b]) = 1).
Standardowo przez A oznaczamy miare Lebesgue’a.

Twierdzenie 14. Niech X : 1 x Q — R bedzie silnie wypuklym procesem stochastycz-

nym 2z modutem C(-). Dodatkowo niech ¢ : [a,b] — I bedzie funkcjg catkowalng z
. b <

kwadratem wzgledem miary |, oraz m = fa e(t)du. Wowczas

b b

2

X(m,-) <J X(tp(t),-)du—C(-)J ((t) —m)"du  (p.w.).
a a

Dowdd. Poniewaz proces stochastyczny X jest silnie wypukly, wiec z Twierdzenia 8 w

dowolnym punkcie wewnetrznym t, przedziatu I istnieje podparcie postaci

(11) X(@(t),) = C()@(t) = to)* + A()(@(t) — to) + X(to, ) (p-w.),

. . . . . L, ., o« . b
gdzie A : QO — R jest zmienng losowa. Z twierdzenia o wartosci §redniej m = fa e(t)du €
[. Zapisujac nieréwno$¢ (11) dla punktu m otrzymujemy

X(o(t)y) = C)(@(t) —m)* + A()(@(t) —m) +X(m,-) (p.w.).

Calkujac stronami powyzszg nieré6wnos§¢ wzgledem miary p dostajemy

b b

(o(t) — m)du + X(m, -)j dp =

a

b
> C(-)J ((t) — m)*du + A(-)J

a

b b b

du} + X(m, -)J du =

a

cp(t)du—mj

a

b
= C0) | (olt) = mdi+ AL [m— mia(labl) | + X(m, Ju(lab) - (pw.).

b
j X(o(t),)dp > C(-)J (@(t) — mPdu+ X(m, ) (p.w.).

a

Co koniczy dowdd. O
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2.7. Nieréwno$¢ typu Hermite’a-Hadamarda

2.7 Nier6wno$¢ typu Hermite’a-Hadamarda

Powszechnie znany jest fakt, ze wypukte funkcje okreslone na odcinku I C R spelniajg
nieré6wno$¢ Hermite'a-Hadamarda i odwrotnie, je§li funkcja ciggla spelnia nieréwnoscé
Hermite’a-Hadamarda, to jest ona wypukla. Wiecej informacji na ten temat mozna zna-
lez¢ w [11] lub [17]. W tym paragrafie udowodnimy analogiczny rezultat dla proceséw
stochastycznych i calki §redniokwadratowe;j.

W pracy [20] Nikodem wykazal, ze kazdy wypukly proces stochastyczny jest cia-
gty (wedlug prawdopodobiefistwa). Analogiczny rezultat nie zachodzi niestety dla wy-
puklosci i cigglodci Sredniokwadratowej. Rozwazmy na przyklad proces stochastyczny
X :Ix Q — R zdefiniowany nastepujaco X(t,-) = A(-)e' (p.w.), gdzie A : Q — R
jest niecatkowalng z kwadratem zmienng losowa. Proces oczywiscie jest wypukly, ale nie
jest ciagly $redniokwadratowo. Dlatego ilekro¢ bedziemy potrzebowaé ciggtosci rednio-
kwadratowej, na przyklad w celu zapewnienia sobie istnienia catki §redniokwadratowej,
bedziemy jg zakltadac.

Twierdzenie 15. Niech X : I x Q — R bedzie wypuklym, ciggtym sredniokwadratowo
na przedziale 1 procesem stochastycznym. Wtedy dla dowolnych u,v € I mamy

%

(12) x(u;",) < vluJ X(t,)dt < 200 ;X(V") (p.w.)

u

Dowdd. Proces X jest wypukly wiec na mocy Lematu 7 jest on podpierany w dowolnym
punkcie t, € intl. Bierzemy podparcie w ty = *5¥. Woéwczas

X(t, ) >A(.)<t_u+v> +X<u+v

2 2 ) (pow.)

Z Lematu 2 otrzymamy

w u 2 2
A() u+v u-+v
=Sl ) - A v —w X (P v - =
=X ui_v,>(v—u) (p.w.).

Ostatecznie

x(* ; L)< ! - J:X(t,-)dt (pw.).

To koriczy dowdd lewej nieréwnosci w wyrazeniu (12).
Jezeli teraz wezmiemy t = Au + (1 — A)v, to wowczas A = =%, Z wypuktosci procesu X
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2.7. Nieréwno$¢ typu Hermite’a-Hadamarda

bedzie
xuﬂs;t_vxuh)+(r—t_”)xhw):
u—v u—v
_ X(uy) :i((v,-) (t—v) + X(v,) =
_ X(LL,) - X(Vv')t + X(v,-)(u—v) - X(LL,')V + X(V)')V —
u—v u—v
_ X(V)’) _ X(uv')t + X(Va')u_ X(LL,')V ( W)
n v—u U—v p-w-)-

Stosujac jak poprzednio Lemma 2 otrzymujemy

JVX(t,-)dt < J [X(V»-\)) - i<t(u,-)t N X(v).)t:if(u)_)v .

u

X(")') _X(u)) 1 X(v,-)u—X(u,-)v

- v—u z(vz_uZ)_ vV—u (V—U):
:%mw)w—m+xmAW—uD=
Mw»;ﬂwﬂw_u)(pwy
Ostatecznie : va(t Tt < X(vy-) + X(u,) (o)

| xtear < : w.).

O

Zanim udowodnimy twierdzenie odwrotne chcieliby$my wspomnie¢ o dwoch prostych
obserwacjach. Pierwsza z nich jest konsekwencja nieréwnosci Schwarza, a druga wynika
natychmiast z definicji wypuklosci.

Obserwacja 16. Jezeli proces stochastyczny X : 1 x O — R jest ciggly Sredniokwa-
dratowo na przedziale 1, wowczas funkcja @ : I — R postact ¢(t) = E[X(t)] (wartosé
oczekiwana procesu X) jest ciggta.

Obserwacja 17. Jezeli proces stochastyczny X : I x Q — R jest wypukty (wklesty),
wowczas funkcja @ : 1 — R postact @(t) = E[X(t)] jest rowniez wypukta (wklesta).

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne do Twierdzenia 15.

Twierdzenie 18. Zatézmy, ze proces stochastyczny X : 1 x 3 — R jest ciggly Sred-
niokwadratowo na przedziale 1 1 spetnia lewq lub prawg nierownos$é w wyrazeniu
(12). Wtedy X jest wypukty.
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2.7. Nieréwno$¢ typu Hermite’a-Hadamarda

Dowdd. Udowodnimy najpierw twierdzenie w przypadku, gdy zachodzi lewa strona nie-
réwnosci (12).

Dla dowodu nie wprost zal6zmy, ze proces stochastyczny X nie jest wypukty. Wéwczas
istniejg x,y € [, x <y, A¢ € (0,1) oraz A C Q miary dodatniej P(A) > 0, takie, ze

(13) X(Aox + (1 =Ao)y,w) > AoX(x,w) + (T = Ao)X(y,w)
dla wszystkich w € A. Definiujemy proces

S ) X(tw) gdy we A
X(tw) = { 0 gdy w ¢ A.

Rozwazmy funkcje ¢ : I — R, @(t) = E[i(t)].

Z Obserwacji 16 ¢ jest ciggta. Na mocy (13) ¢ nie jest wypuk!a na przedziale 1. Stosujac
rezultat Palesa [22, Twierdzenie 2|, stwierdzajacy, ze jesli funkcja polciagta z gory nie
jest wypukla, to jest ona $ciSle wklesta w pewnym punkcie, wnioskujemy, ze istnieje
punkt p € [ taki, ze ¢ jet Scisle wklesta w p. W konsekwencji istnieje dodatnia 0 i stata
c spelniajace

(14) e(t) < @(p)+clt—p)

dla wszystkich t € (p — 0,p + 8) \ {p} (zobacz [22, Twierdzenie 1, Uwaga 1]).
Wezmy [u,v] C (p —0,p + d) takie, ze p = *5%. Wowczas zgodnie z twierdzeniem Pélesa

otrzymamy Wty Wy
o <c(t="7) vo(%5)

dla wszystkich t € (p — §,p + 6) \ {p}. Calkujac obydwie strony powyzszego wyrazenia
bedziemy mieli

J:(P(t)dt<CJ:[t—u;rv}dtJr(p(?)(v—u) o (M) v,

Ostatecznie |

v—u

[otar< (252,

Zastepujac powtornie ¢(t) przez E[X(t)] otrzymujemy

(15) vluJVE[f((t)]dKE[%(“Z")]

Latwo wida¢, ze jesli X spelnia nieréwno§¢ Hermite’a-Hadamarda, to X spelnia jag takze.
Zapisujac dla X i [u,v] lewg nieréwno$¢ wyrazenia (12) mamy

(6 E[R()] < e[ Read.

v—u LJ,
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2.7. Nieréwno$¢ typu Hermite’a-Hadamarda

Z (15) i (16) otrzymujemy

(17) 1 JVEDN((t)]dt< E[X(*7)] 1 EU X(t)at].

v—u), 2 v—u L),

N

Zmieniajac kolejno$¢ catkowania w (17) i stosujac twierdzenie Fubiniego otrzymujemy
pozadang sprzecznosc.

Zalézmy teraz, ze zachodzi prawa strona nieréwnodci Hermite’a-Hadamarda.
Jak poprzednio, dla dowodu nie wprost zaktadamy, ze proces stochastyczny X nie jest
wypukly. Woéwczas istnieja x,y € I, x <y, Ao € (0,1) i A C Q miary dodatniej P(A) > 0,
takie, ze

(18) X(Aox 4 (1 = Ao)y,w) > AX(x,w) + (1 = Ao) X(y,w)

dla wszystkich w € A. Definiujemy proces )z(t,w) i funkcje @ (t) podobnie jak w pierwszej
czeSci dowodu. Z cigglosci i nieréwnosdci (18) zapisanej dla ¢ otrzymamy, ze istnieje
przedzial [u,v] C I, taki, ze

(19) eAu+ (T—=AW) >Ap(u) + (T—A)e(v)

dla wszystkich A € (0,1). Bierzemy ustalone t € [u,v]. Wtedy t = Au+ (1 — A)v, gdzie
A = =L, Mozemy teraz napisa¢
ewWv—eu @) —e)

o(t) > — 1.
vV—Uu vV—Uu

Calkujac powyzsza nier6wnos¢ otrzymamy

Jvcp(t)dt > Jlp(w) + e[y —u).

u

Ostatecznie

viuL e(t)dt > M.

Zastepujac powtdrnie ¢(t) przez E[X(t)] mozemy napisaé

1 JVEDN((t)]dt - E[X(u)] +E[X(v)].
v—1u 2

u

(20)

Poniewaz proces X spelnia nieréwnos§¢ Hermite’a-Hadamarda, wiec X spelnia ja takze.
Zapisujac prawa nieré6wno$¢ wyrazenia (12) dla X i [u,v] otrzymamy

: E[Jvi(t)dt] . E[X(w)] ;E[X(v)]_

u

(21)

vV—Uu
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2.7. Nieréwno$¢ typu Hermite’a-Hadamarda

Z (20) i (21) otrzymujemy

1 r N E&mﬂ+E&WH<vluqF~ |-

(22) — EX(t)]dt < 2 X(t)dt

u u

Zmieniajac kolejno$¢ catkowania w (22) i stosujac twierdzenie Fubiniego otrzymamy
pozadang sprzecznosc. ]

Teraz udowodnimy nieréwno$¢ typu Hermite’a-Hadamarda dla silnie wypuktych pro-
cesdw stochastycznych.

Twierdzenie 19. Niech X: 1 x QO — R bedzie procesem stochastycznym silnie wypu-
ktym z modutem C(-) 7 ciggtym Sredniokwadratowo na przedziale 1. Wdéwczas dla
dowolnych u,v € I mamy

(v—u)?
12
1

u-+v

(23) x( . ,)+co)

(u—v)?

<
6

v X('LL,) +X(V>')
[ xae< 2

Dowdd. Zgodnie z zalozeniem proces X jest silnie wypukly z modutem C(-), wiec z
Lematu 6 proces Y(t,-) = X(t,-) — C(-)t* jest wypukly. Z nieréwnosci (12) mamy
1 v Y(u,) + Y(v,-
Y<u+",-> < J Vit ) dt < S EY) oy
2 v—u 2

u

vl - C() (p.w.).

Podstawiajac Y(t,-) = X(t,-) — C(-)t* do powyzszego wyrazenia, dostajemy

M) () L - e

< 3 (p.w.),
czyli
u+v u+v\? T T 5
)= Cf- < . — . <
X(=5) =0 (= )\v_uLxm)m v_uLCUtﬁ\
2 2
Na mocy lematu 3 otrzymamy
u+v U+ vy 2 | 1T v—u
)= Cf. < . —Cf. <
X(*55 ) —e0(*) < 5= ] Xtd—co)

<
|
e
— W
/




2.7. Nieréwno$¢ typu Hermite’a-Hadamarda

1 v

Dodajac stronami do powyzszej nieré6wnosci sktadnik C(-)—"5
obliczenia, otrzymujemy nieré6wnosé (23). ]

1 wykonujac proste

Pozostato jeszcze do udowodnienia twierdzenie odwrotne do Twierdzenia 19.

Twierdzenie 20. Niech proces stochastyczny X : I x QO — R bedzie ciggly Srednio-
kwadratowo na przedziale 1 1 zaldzmy, ze speinia lewqg lub prawg nierownos$é w
wyrazeniu (23). Wtedy X jest silnie wypukty z modutem C(-).

Dowdd. Zaktadamy, ze proces X spelnia lewa strone nieré6wnosci (23). Definiujemy proces
Y:IxQ — R taki, ze Y(t,-) = X(t,-) — C(-)t?, gdzie C : Q — R jest zmienng losowa
wystepujacg w nieréwnosci (23). Podstawiajac do lewej strony nieréwnosci (23) X(t,:) =
Y(t,-) + C(-)t? otrzymamy

o) V() e () e o
< 1 JV<Y(t,-)+C(-)t2)dt (p.w.).

v—uJ,

2

Wykonujac proste obliczenia w (24), oraz stosujac Lemat 3 i podstawowe wtasnosci catki
§redniokwadratowej (Lemat 4) otrzymamy

u+v 4u? + duv + 4v?
(25) Y(=5+-) + CO—F5——<
3

<! JY(t,-)dtJrC(-)—] -
v—1u v—u 3

(p.w.).

u

Odejmujac w nieréwnosci (25) stronami sktadnik C(-) otrzymujemy

Y(u;”’,-) < vluEY(t,-)dt (p.w.).

u?+uvHv?
3

Proces stochastyczny Y spelnia lewg strone nieréwnos§¢ Hermite’a-Hadamarda, zatem z
Twierdzenia 18 jest procesem wypuklym. Na mocy Lematu 6 proces X jest silnie wypukty
z modutem C(-).

Niech teraz proces X speinia prawg strone nieréwnosci (23). Jak poprzednio definiu-
jemy proces Y: I x Q — R taki, ze Y(t,-) = X(t,-) — C(-)t?, gdzie C : Q — R jest zmienna
losowa wystepujaca w nieré6wnosci (23). Podstawiajac do prawej strony nieréwnosci (23)
X(t,) = Y(t,-) + C(-)t? otrzymujemy

(26) — JV(Y(t,-HC(-)tZ) dt <

v—u,
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2.8. Nieréwnos¢ typu Fejera

Podobnie jak wcze$niej wykonujac proste obliczenia w (26), oraz stosujac Lemat 3 i
podstawowe wtasno$ci catki §redniokwadratowej (Lemat 4) otrzymamy

1 v 1 3 .3
@0 o | Yider el S <
v—uJ, v—u 3

Y(u,-) + Y(v,) 2u? 4 2uv + 22

< 2 + C(+) z (p.w.).

Odejmujac w nieréwnosci (27) stronami sktadnik C (-)M otrzymujemy

L Vi) £ V)

Y(tv') dt <
v—u), 2
Proces stochastyczny Y spelnia prawg strone nieréwno§¢ Hermite’a-Hadamarda, zatem z
Twierdzenia 18 jest procesem wypuklym. Na mocy Lematu 6 proces X jest silnie wypuktly

z modutem C(-). H

2.8 Nier6wno$¢ typu Fejera

Udowodnimy teraz nieré6wno§¢ Fejera dla wypuktych proceséw stochastycznych.

Lemat 21. Niech X : [a,b] x Q — R bedzie wypukiym, ciggtym Sredniokwadratowo
w [a,b] procesem stochastycznym. Niech G : [a,b] x Q — R, bedzie catkowalnym
Sredniokwadratowo procesem stochastycznym takim, ze G(a+b—t,") = G(t,) (p.w.)
dla dowolnego t € [a,b], oraz

b
j G(t,)dt=J() (p.w.),

gdzie | : O — R jest jednostkowqg zmienng losowq. Zachodzi wéwczas ponizsza
nierownosé

(28) x40 ) <Jb Xlay) £ X(by)

2 ) aX(t)')G(t)')dt < 2 (p’ll/)

Dowdd. Wykazemy najpierw lewa nieréwno$¢ w wyrazeniu (28). Poniewaz X jest proce-

. . . . . . _ b
sem wypuklym, wiec z Lematu 7 istnieje podparcie procesu X w punkcie s = %

X(t,) =2 AL)(t—s) + X(s,)  (p-w.).
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2.8. Nieréwnos¢ typu Fejera

Z Lematu 5, podstawowych wlasnosci catki §redniokwadratowej (Lemat 4) i zalozed o
procesie G otrzymujemy

a

AT+ Xiss) - A(-)s}(-):X(s,-)zx(“jb,-) (o).

Dla dowodu prawej nieréwno$ci w wyrazeniu (28) przedstawiamy t € [a,b] w postaci
kombinacji wypuktej t = Ea + ﬁb. Woéwczas korzystajac z wypuktosci procesu sto-
chastycznego X, podstawowych wlasnosci catki §redniokwadratowej (Lemat 4) i Lematu
5 otrzymamy

b b . .
J X(t,)G(t,-)dt :J X(S_ Za+ l: _ib,-)G(t,-)dt <

< Jb [b — X (a,) + 1= “X(b,)] Gt )t =

sLb—a b—a
b bX(Cl,) - aX(b)) X(b>) - X(a) )
:L[ b—a T v a t]G(t’)dt:
bX(a)')_aX(b)') ° X(b)) X(Cl,') ° _
Sl J Gt )a+ =2 J £G(t,)dt =
_ bX(a,’) —aX(b,) X(b,) —X(a,,)a+b
B b—a + b—a 2
bX(a,-) —aX(b,) +bX(b,) —aX(a,)
N 2(b—a) N
- 2(b— a) - 2 p-W.)-
O

Jako ostatnie twierdzenie w tym rozdziale zostanie zaprezentowana nieréwnos¢ Fejera
dla silnie wypuktych proceséw stochastycznych.

Twierdzenie 22. Niech X : [a,b] x QO — R bedzie sinie wypuktym z modutem C(-),
ciggtym S$redniokwadratowo w [a,b] procesem stochastycznym. Niech G : [a,b] x
Q — R, bedzie catkowalnym Sredniokwadratowo procesem stochastycznym takim,
ze G(a+b—t,)=G(t,) (p.w.)dla dowolnego t € [a,b], oraz

b
J G(t,)dt=]() (p.w.),
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2.8. Nieréwnos¢ typu Fejera

gdzie | : O — R jest jednostkowqg zmienng losowq. Zachodzi wéwczas ponizsza

nierownos$é
b b
(29) X(*32 )+ c() U e6(ta— (410 ]< J X(t,)G(t,)dt <
) ) 2 W2 b
< X(a,-) ';X(b) ) —c) [a ;—b _J tzG(t,')dt] (plU)

Uwaga 23. Z nierdwnosct Fejera dla wypuktych procesow stochastycznych (28) dla
procesu t*](-) mamy

b2 b 2 bZ
(a; > <J 2G(t,)dt < - er (p.w.).

Z powyzszego wynika, ze sktadnik:

b 2 2 2 b
J tZG(t,-)dt—<aJ2rb> i 2 ;Lb —J t2G(t,-)dt

a

w nierdwnosci (29) sq nieujemne. Oznacza to, zZe nierédwnosé (29) jest silniejsza niz
nierowno$é (28). Zauwazmy rowniez, ze nieréwnosé (29) jest uogdlnieniem nierdw-
nosci Hermite’a-Hadamarda (23) dla silnie wypuktych proceséw stochastycznych.
Jesli podstawimy G(t,) = bl—a (1), gdzie ] : Q — R jest jednostkowq zmienng losowg,

do (29) to otrzymujemy (23).

Dowdd. Aby udowodni¢ lewg strone nieréwnosci (29) kladziemy s = %ib 1 bierzemy

proces H(t,-) = C(-)(t —s)? + A(-)(t — s) + X(s,-) podpierajacy X w punkcie s (zobacz
Twierdzenie 8). Wowczas

b b
j X(t,)G(t,)dt > J H(t,)G(t,)dt =

a a
b

b
:C(-)J tzG(t,-)dt—lr(—2C(-)s+A(-))J tG(t,)dt+
b

+ (C(-)SZ—A(-)5+X(S,-))J G(t,)dt (p.w.).

a

Z Lematu 5, podstawowych wlasnosci catki §redniokwadratowej (Lemat 4) i zalozed o
procesie G otrzymujemy

jb X(t,)G(t,)dt > C(-)j £6(t,)dt — C()s? + X(s,) =

_ x(a;b,-) +Cl) Ub £2G(t,)dt — (a;bﬂ (p.w.).
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2.8. Nieréwnos¢ typu Fejera

Dla dowodu prawej strony nieréwno$ci (29) przedstawiamy t € [a,b] w postaci kom-
binacji wypuklej t = f)’_;;a + ﬁb. Wéwczas korzystajac z silnej wypuktosci procesu
stochastycznego X, podstawowych wtasnosci catki §redniokwadratowej (Lemat 4) i Le-
matu b otrzymamy

Jj X(t,-)G(t,)dt = E XG;:ZQ i ;:ib’) G(t,)dt <
< E) [S:EX(a,.) + Ei Zx(b,.) — () (b (—bxi(z); a) b a)z} Gt )dt —
_ J" [bX(a,g - ZX(b,-) n X(b,-g - i(a,')t—C(.)((a—kb)t—ab—tz)} G(t,)dt (p.w.).
Ostatecznie
Jb X(t,)G(t,)dt < bX(a,-t)) - zx(b,-) N X(b,-t)) = Z((a,.) a JZF b
~C() (a;b)z —ab— Jb £G(t,)at] =
X(a,) erX(b,-) _ ) [angz _r tzG(t,.)dt} (pw.).

]

Dowéd Twierdzenia 22 mozna tez przeprowadzi¢ stosujac nier6wnos¢ Fejera dla pro-
cesow wypuktych (Lemat 21) oraz twierdzenie o reprezentacji dla proceséw silnie wypu-
ktych (Lemat 6).

25



Procesy stochastyczne silnie wypukte w
sensie Jensena

Gléwnym tematem niniejszego rozdziatu jest przeniesienie pewnych dobrze znanych kla-
sycznych wtasno$ci funkcji wypuktlych na silnie wypuktle procesy stochastyczne. Na przy-
ktad otrzymamy odpowiednik nieréwno$ci Jensena, twierdzenia Kuhna i twierdzenia ty-
pu Bernsteina-Doetscha. W przypadku deterministycznym wigkszo$¢ z prezentowanych
rezultatéw redukuje sie do wtasnosdci silnie wypuktych funkcji opisanych miedzy innymi
w [1] i [14]. Zauwazmy jeszcze, ze odpowiedniki tych twierdzen dla wypuktych proceséw
stochastycznych mozna znalezé na przyktad w [6, 20, 27].

3.1 Nierownos$é¢ Jensena

W tym paragrafie zaprezentujemy dwie wersje klasycznej nieréwnosci Jensena. Pierwsza
dla silnie J-wypuklych proceséw stochastycznych, a nastepnie pokazemy, ze silnie J-
wypukle procesy sa g-wypuktle, gdzie q € Q N [0,1]. Analogiczne rezultaty dla silnie
J-wypuktych funkcji mozna znalezé w [1].

Przypomnijmy, ze X : I x Q — R jest silnie J-wypuktym z modutem C(-) procesem
stochastycznym (silnie wypukiym w sensie Jensena), gdy dla dowolnych u,v € 1
zachodzi nieréwno$c¢

R

Podobnie, jak w przypadku proceséw silnie wypuktych, tak i w przypadku proceséw silnie
J-wypuktych, mozna pokazaé¢ nastepujacy lemat o charakteryzacji, ktory jest analogonem
Lematu 6. Dow6d jest podobny jak w przypadku Lematu 6, wiec go pomijamy.

Lemat 24. Proces stochastyczny X : Ix Q — R jest silnie J-wypukty z modutem C(-)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy proces stochastyczny Y : 1 x Q — R zdefintowany w sposob
Y(t, ) = X(t,) — C(-)t? jest J—wypukty.
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3.1. Nieré6wnoéé¢ Jensena

Zacytujemy teraz lemat, kt6ry zostal udowodniony w pracy [20], a jest przeniesieniem
na grunt proceséw stochastycznych witasnosci funkcji J-wypuktlych. Oryginalny lemat dla
funkcji mozna znalez¢ np. w [11].

Lemat 25. Niech 1 bedzie przedziatem otwartym. Jezeli X : I x QO — R jest J-
wypuklym procesem stochastycznym, to dla dowolnego n € N 1 dowolnych t;,...,t, € 1
mamy

1) X(ZY )<Y Xity) ()
i=1 i=1

Dla silnie J-wypuktych proceséw stochastycznych korzystajac z Lematu 24 oraz za-
cytowanego powyzej Lematu 25 mozna wykazaé nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 26. Niech | bedzie przedziatem otwartym. Jezeli X : Ix(Q — R jest silnie
J—wypuktym z modutem C(-) procesem stochastycznym, to dla dowolnego n € N 1
dowolnych t;,...,t,, € I mamy

2) X(%i“’ ) < %ix(t“) - %i(t - —i W) ()

i=

Dowdd. Ustalamy n € N i ty,...,t, € 1. Poniewaz proces X jest silnie J-wypukly z
modutem C(-), wiec z Lematu 24 istnieje proces Y : I x Q — R J-wypuktly, taki, ze
X(t,) = Y(t,)) + C(-)t* (p.w.). Proces Y spelnia zatem nieré6wno$¢ (1), czyli

1 « 1 «

Podstawiajac do powyzszej nieréwnosci Y(t,-) = X(t,-) — C(-)t* (p.w.) otrzymamy

(LY ) —co(Eye) < LY xi—cog}] e,
i=1 i i=1

Zatem

x(%zu, ) - C(-)(%iuy < %ixm,-) _ %iﬁ (p.w.).

Cezyli

X(TlL iti, ) < TlLiX(ti, ) —C() [%itf ~ <TlL itiﬂ (p.w.).
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3.1. Nieré6wnoéé¢ Jensena

Aby skrécic 1 uprosci¢ zapis bedziemy przeksztatca¢ samo wyrazenie A. Jezeli dodatkowo
wprowadzamy oznaczenie s := 1 > t;, to wowczas

A= rY o (EY ) LY (6 =LY (s () -

i=1 i=1 i=1 i=1
n

_ %Z (1= ) 26— 5)s + ()] = (5) =

i=1
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Ostatecznie zatem

X(% itb ) < Tlli X(ti, ) — % i(ti — Tll iti>2 (p-w.).
i=1

i=1 i=1 i=1

Udowodnimy teraz drugie ze wspomnianych twierdzei.

Twierdzenie 27. Niech 1 bedzie przedziatem otwartym. Jezeli X : I x QO — R jest
silnmie J-wypuktym z modutem C(-) procesem stochastycznym, to

X(i qiti, ) < i qiX(ti,) — C() i qi(ti — i qiti)z (p.w.),
i=1 i=1 i=1 i=1

dla dowolnych ty,...,t, € I oraz qi,...,qn € QN (0,1), takich, ze 1+ -+ qn=1.

Dowdd. Bierzemy ti,...,t, € liq; = 11‘—1‘, vy On = '{—: € QN(0,1) takie, ze q1+---+qn = 1.

Bez straty ogélno§ci mozemy przyjaé, ze ; = --- =1, = 1. Wtedy k1 +---+k, = L.
Kladziemy ujp = - =up, = 4, upyy = --- = Uy, = t2, oo, Unp = -+ = Upy,, = tn.
Wtedy

n ki.

e 1
dat=13 3 w
i=1

i=1 j=1
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3.2. Twierdzenie typu Kuhna

Z Twierdzenia 26 otrzymamy

,_.
Il
-
-
Il
-
-
Il
-

]

Bezpo$rednio z udowodnionego powyzszego Twierdzenia 27 wynika nastepujacy przy-
padek szczegblny.

Whiosek 28. Niech | bedzie przedziatem otwartym. Jezelt X : 1 x O — R jest silnie
J—wypuktym z modutem C(-) procesem stochastycznym, to

X(qu+ (1= q)v,-) < qX(uy) + (1= @)X(v,) = C()q(1 — q)(u—v)*  (p.w.),

dla dowolnych u,v € 1 oraz q € QN (0,1).

3.2 Twierdzenie typu Kuhna

Klasyczny rezultat Kuhna [12] moéwi, ze je§li funkcja f : I — R speinia dla pewnego
ustalonego A € (0,1) i dla wszystkich x,y € I nieréwnosc¢

fF(Ax+ (1= A)y) <Af(x) + (1= N)f(y),

co oznacza, ze f jest funkcjg A—wypuktla, to f jest takze J-wypukla, czyli

f<x+y) < f(x) + f(y) xy el

2 2 ’

Przypomnijmy, ze proces nazywamy silnie A-wypuktym, gdy nieréwnosé
(3) X(?xu—i— (1— 7\)\),-) <AX(uy) + (1T =A)X(v,:) = COA(T =A)(u—v)* (p.w.).

zachodzi dla dowolnych u,v € I i pewnej ustalonej liczby A € [0,1]. W szczegdlnym
przypadku, gdy nier6wnos¢ (3) jest zakladana dla wszystkich u,v € T oraz A = %, moéwimy
ze proces stochastyczny X jest silnie wypukly w sensie Jensena.

Skowroniski udowodnit w [27], ze A—wypuktly proces stochastyczny jest réwniez
J—wypukly. W tym paragrafie udowodnimy odpowiednik tego twierdzenia dla silnie
A-wypuklych proceséw stochastycznych.
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3.3. Twierdzenie typu Bernsteina-Doetscha

Twierdzenie 29. Niech A € (0,1) bedzie ustalong liczbg 1 X : 1 x QO — R bedzie silnie
A—wypuktym z modutem C(-) procesem stochastycznym. Wdowczas X jest silnie
J—wypukty z modutem C(-).

Dowdd. Ustalamy u,v € Ii kladziemy t = “*. Rozwazamy punkty a = Au+ (1 —A)t
oraz b = At + (1 — A)v. Mozna tatwo pokazac, ze t = (1 —A)a + Ab. Stosujac trzykrotnie
definicje silnej A-wypuklosci (nieréwnos¢ (3)) otrzymujemy

X(t,") < (1=N)X(a,") +AX(b,") = C()A(1 = A)(a —b)* <
< (T=A) [AX(w,) + (T =A)X(t,) — COAT =N (u— )]+
+AAX(t,) + (1 =A)X(vy:) = C(OAT = A)(t —Vv)*] = C(-)A(1 —=A)(a—b)* =
= AT =) [X(u,) 4+ X(v,))] + [(1T = A+ A*]X(t,)—
—COAIT=AN[T=N(u—t) +A(t—=v)*+ (a—Db)*] (p.w.).
Z powyzsze] nierdéwnosci po uproszczeniu mamy

(4)  2X(t,) < X(u,) + X(vy) = COI[(T =N (u—t) + At —v)?+ (a—b)*] (p.w.).

Za pomocy elementarnych obliczenn mozna pokazaé, ze poniewaz

u—v
u—t=t—v=a—-b= 2

, to

(u—v)?
>

(T=Au—t) +At—Vv)+(a—b) =

Z powyzszego nieré6wnosé (4) mozna zapisa¢ w postaci

X(50) < R - S vy )

3.3 Twierdzenie typu Bernsteina-Doetscha

Jest powszechnie znanym fakt, ze funkcja J-wypukia f : I — R jest wypukla przy
pewnych zalozeniach regularnosciowych, takich jak na przyktad lokalna ograniczono$é z
goéry w jakim§ punkcie (Twierdzenie Bernsteina-Doetscha) albo mierzalno$¢ (Twierdzenie
Sierpiniskiego), albo pod innymi zalozeniami tego typu. (zobacz [11]).

Nikodem zaprezentowal w [20] warunki gwarantujace wypukto§¢ J-wypuktych proce-
sow stochastycznych. Rozwazymy teraz podobny problem dla silnie wypuktych proceséw
stochastycznych. Rozpoczniemy od dowodu nastepujacego twierdzenia.
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3.3. Twierdzenie typu Bernsteina-Doetscha

Twierdzenie 30. Niech 1 bedzie przedziatem otwartym. Jezeli X : 1 x QO — R jest
ciggtym 1 sinie J—wypuktym z modutem C(-) procesem stochastycznym, to X jest
silnie wypukty z tym samym modutem.

Dowdd. Wezmy dowolne ustalone (rzeczywiste) A € [0,1]. Z gestosci istnieje ciag liczb
wymiernych q, € Q N [0,1] zbiezny do A. Dla ustalonych u,v € I oraz dowolnego n € N
z Wniosku 28 prawdziwa jest ponizsza nieré6wnosé

X(qnu+ (1 - qn)v) ) < an(u,') + (] - qn)X(V)') - C()qn“ - qn)(u_v)z (pW)

Przechodzac do granicy (wediug prawdopodobieristwa P) w powyzszej nieréwnosci i ko-
rzystajac z faktu, ze miara P jest skoficzona otrzymamy

XA+ (1=2A)v,-) < AX () + (1= A)X(vy) = COMT =N (w—v)*  (p.w.).

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 31. Jezel: proces stochastyczny X : I x Q — R jest silnie J—wypukty z
modutem C(-) ¢ P-ograniczony z géry na przedziale (a,b) C I, to jest on ciggly 1@
silnie wypukly z modutem C(-) na przedziale 1.

Dowdd. Poniewaz X jest silnie J-wypuktly, wiec X jest takze J-wypukly. Proces X jest
P-ograniczony z gbéry na przedziale (a,b), zatem jest on ciggly na mocy twierdzenia
Nikodema [20, Twierdzenie 4]. Wypuklo§¢ wynika natomiast wprost z Twierdzenia 30.

O

Twierdzenie 32. Zatozmy, ze | jest przedziatem otwartym. Silnie J-wypukly proces
stochastyczny X : [ x Q — R z modutem C(-) jest ciggty wtedy @ tylko witedy, gdy jest
on sinie wypukty z modutem C(-).

Dowdd. Warunek konieczny wynika natychmiast z Twierdzenia 30. Aby natomiast po-
kaza¢ warunek wystarczajacy zauwazamy, ze jeSli X jest silnie wypukty, to X jest rowniez
wypukly. Z twierdzenia Nikodema ([20, Twierdzenie 5]) otrzymujemy jego ciagtosé. [

Z Twierdzen 29 i 32 wynika ponizszy wniosek.

Whniosek 33. Jezeli proces X : 1 x Q — R jest ciggly 1 sinie A—wypukty z modutem
C(-), to jest on silnie wypukty z modutem C(-).
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3.4. Twierdzenie typu Sierpifiskiego

3.4 Twierdzenie typu Sierpinskiego

Zanim udowodnimy odpowiednik twierdzenia Sierpiriskiego wprowadzimy nastepujace
oznaczenia. Niech £ oznacza o-algebre mierzalnych w sensie Lebesgue’a podzbioréw R,
m — miare Lebesgue’a na £, £ x A produktowg o—algebre w R x QQ, u = m x P — miare
produktowa na £ x A, B — uzupelnienie £ x A wzgledem miary u, i i uzupeinienie p.
Proces stochastyczny X : I x QO — R jest nazywany mierzalnym, gdy jest mierzalnym
odwzorowaniem wzgledem o—algebry B. Wiecej informacji na ten temat mozna znalezé
w [16].

Twierdzenie 34. Niech 1 bedzie przedziatem otwartym. Jezelr silnie J-wypukly z
modutem C(-) proces stochastyczny X : 1 x QO — R jest mierzalny, to jest on ciggty ¢
silnie wypukty z tym samym modutem.

Dowdd. Jezeli proces X jest silnie J-wypukly, to oczywiscie jest on réwniez J-wypukly.
Z J-wypuktlodci i mierzalnodci procesu X na mocy Wniosku z Twierdzenia 8 z pracy [20]
otrzymamy jego ciaglos¢. Silna wypuklos¢ jest natomiast bezposrednig konsekwencjg
Twierdzenia 30. O

32



4

Procesy stochastyczne silnie wypukte w
sensie Wrighta

W tym rozdziale udowodnimy pewne wtasnosci proceséw silnie wypuktych w sensie Wri-
ghta. W szczegodlnosci, podamy charakteryzacje silnie wypuktych w sensie Wrighta pro-
cesOw stochastycznych, ktéra jest odpowiednikiem dobrze znanej charakteryzacji Ng'ego
[18] dla funkcji wypuktych w sensie Wrighta. Ponadto zostanie udowodnione twierdze-
nie o silnie wypuklym w sensie Jensena procesie majoryzowanym przez silnie wklesty
w sensie Jensena proces stochastyczny. Jest to stochastyczna wersja twierdzen o (silnej)
wypuklosci w sensie Jensena z ograniczeniem, ktore jest (silnie) wkleste w sensie Jensena
udowodnionych w [19] , [21], [5] i [15].

4.1 Procesy silnie wypukle w sensie Wrighta

W [27] Skowronski udowodnit, ze proces stochastyczny X : I x Q — R zdefiniowany
na otwartym odcinku I jest wypukly w sensie Wrighta wtedy i tylko wtedy, gdy mo-
ze on zostal przedstawiony w postaci X = Xj + A, gdzie X; jest wypuklym procesem
stochastycznym, natomiast A jest procesem addytywnym. Jest to stochastyczna wersja
twierdzenia Ng’ego [18] charakteryzujacego funkcje wypukle w sensie Wrighta. W tym
paragrafie podamy odpowiednik tego twierdzenia dla silnie wypuklych w sensie Wrighta
procesdw stochastycznych.

Przypomnijmy, ze proces stochastyczny X : I x QO — R jest silnie wypukty w sensie
Wrighta (stlnie W-wypukty) z modutem C(-), gdy nier6wnosé

X(Au+ (1=2A)v,) + X((1 = A)u+Av,) <
< X(uy) + X(v,:) =2CAT = A) (u—v)*  (p.w.)

zachodzi dla kazdego A € [0,1] oraz dowolnych u,v € I.
Rozpocznijmy nastepujacym lematem.
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4.1. Procesy silnie wypukle w sensie Wrighta

Lemat 35. Niech | bedzie przedziatem otwartym. Jezeli proces stochastyczny
X:IxQ — R jest wypukty 1 sinie J-wypukly z modutem C(-), to jest on silnie
wypukly z tym samym modutem.

Dowdd. Poniewaz X jest wypukty, to z twierdzenia Nikodema ([20, Twierdzenie 5]) otrzy-
mamy, ze X jest cigglty. Z Twierdzenia 32 wnioskujemy, ze X jest silnie wypukly z mo-
dutem C(-). H

Twierdzenie 36. Niech 1 bedzie przedziatem otwartym. Proces X : I x O — R jest
silnie wypukty w sensie Wrighta z modutem C(-) wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje
proces stochastyczny X; : I x Q — R silnie wypukty z modutem C(-) 1 addytywny
proces stochastyczny A : R x Q — R takie, ze

(1) X)) =X (u,) + Alyy)  (pw.), uwel

Dowdd. Zalézmy, ze X jest silnie wypukly w sensie Wrighta z modutem C(-). Wéwczas
X jest réwniez wypukly w sensie Wrighta. Z twierdzenia Skowroriskiego (zobacz [27])
moze zosta¢ przedstawiony w nastepujacy sposodb

X(w,) =X (uy) +A(yy) (pw.), uwel,

gdzie X; : I x QO — R jest wypuklym procesem, natomiast A : R x QO — R jest proce-
sem addytywnym. Poniewaz X jest silnie wypuklym w sensie Wrighta z modutem C(-)
procesem stochastycznym, to proste obliczenia pokazuja, ze proces X — A jest réwniez
silnie wypukly w sensie Wrighta z modutem C(-). W konsekwencji proces X — A jest
silnie wypukty w sensie Jensena. Z lematu 35 proces X;(u,) = X(u,") — A(w,") (p.w.)
jest silnie wypukty z modutem C(-), co dowodzi, ze X posiada reprezentacje (1). Dowod
w druga strone jest oczywisty. O]

Na mocy Lematu 6, Twierdzenie 36 moze zosta¢ zapisane w nastepujacy sposéb.

Whiosek 37. Niech 1 bedzie przedziatem otwartym. Proces X:1 x (O — R jest silnie
wypukty w sensie Wrighta z modutem C(-) wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje wypukty
proces stochastyczny X, : I x Q — R 2 addytywny proces stochastyczny A :RxQ — R
takie, ze

(2) X(w,) = Xz(u,) + C(Ouwr +A(u,)  (pw.), ucl

Dowdd. Na mocy Twierdzenia 36 proces stochastyczny silnie wypukty w sensie Wrighta
z modulem C(-) posiada reprezentacje (1). Z Lematu 6 kazdy silnie wypukly z modutem
C(-) proces stochastyczny X; da sie przedstawi¢ w postaci

(3) X1 (u>) = XZ(ua') + C()uz (pW) uc I)
gdzie X;: I x Q — R jest wypuklym procesem stochastycznym. Wykorzystujac (1) oraz
(3) otrzymamy (2). Dowdéd w drugg strone jest oczywisty, wiec go pomijamy. O
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4.2. Procesy silnie J-wypuktle ograniczane przez procesy silnie J-wkleste

Uwaga 38. Analogiczng charakteryzacje funkcji silnie wypuktych w sensie Wrighta
z modutem c otrzymali N. Merentes, K. Nikodem oraz S. Rwas w [15].

4.2 Procesy silnie J-wypukle ograniczane przez
procesy silnie J—wklesle

Je§li J-wypukla funkcja f jest ograniczona z goéry przez J—wklestg funkcje g, to woéwczas
f jest W—wypuktla 1 g jest W—wklesta. Co wiece] mozna znalezé wypuklg funkcje f,
wklestg funkcje g; i funkcje addytywna a takie, ze f = f; + a oraz g = g1 + a (zobacz
[19], [21] oraz [5]). W roku 1995 Skowronski udowodnit analogiczne twierdzenie dla J-
wypuktych i J-wklestych proceséw stochastycznych. (zobacz [26]). W tym paragrafie
zaprezentujemy odpowiednik tego twierdzenia dla silnie J-wypuktlych i silnie J—wklestych
proceséw stochastycznych. Przypomnijmy, ze proces stochastyczny X : I x O — R jest
silnie wklesty (silnie J-wklesty) z modutem C(-), jezeli —X jest silnie wypuktly (silnie
J-wypukty) z modutem C(-).

Twierdzenie 39. Niech | bedzie przedziatem otwartym. Zatozmy, ze X: 1 x Q — R
jest silnie J—wypukty z modutem C(-), Y:Ix Q — R jest silnie J-wklesty z modutem
C(:) oraz X(u,") < Y(u,) (p.w.) dla wszystkich u € 1. Istnieje wéwczas addytywny
poces stochastyczny A : R x Q — R, ciggly proces stochastyczny X; : I x Q — R
silnie wypukty z modutem C(-) oraz ciggty proces stochastyczny Y : Ix Q — R silnze
wklesty z modutem C(-) takie, ze

(4  Xuw)=X(u,)+A) (pw) 1 Yu)=Y(u)+Ay) (pw),
dla wszystkich u € 1.

Dowdd. Poniewaz X jest silnie J-wypukly z modulem C(-) oraz Y jest silnie J-wklesty
z modulem C(-), wiec X jest J-wypukly i Y jest J-wklesty. Z twierdzenia Skowronskiego
(zobacz [26]) istnieja ponizsze reprezentacje dla X i Y. Czyli

X)) =X (u,) + Alw,) (pw.) oraz Y(u,)=Y(u,)+A(w,) (pw.)

dla u € I, gdzie X; : [ x Q — R jest wypuklym procesem stochastycznym, Y; : I X
Q — R jest wklestym procesem stochastycznym, A : R x Q — R jest addytywnym
procesem stochastycznym. Z addytywnosci procesu A otrzymujemy, ze proces X;(u,-) =
X, )—A(w,) (p.w.) jest silnie J-wypuktly z modutem C(-) i proces Y;(u,-) = Y(u,-)—
A(w,) (p.w.) jest silnie J-wklesty z modutem C(-). Ostatecznie na mocy Lematu 35
Xj jest silnie wypukly z modutem C(-) oraz Y; jest silnie wklesty z modutem C(-). To
dowodzi, ze X i Y posiadaja reprezentacje (4). Ciaglos¢ X; i Y; wynika natomiast z
twierdzenia Nikodema (zobacz [20]). O
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4.2. Procesy silnie J-wypuktle ograniczane przez procesy silnie J-wkleste

Uwaga 40. W przypadku deterministycznym powyzsze twierdzenie redukuje sie do
rezultatu otrzymanego w [15] dla silnie J-wypuktych funkcji ograniczanych przez
silnie J—wkleste funkcye.

Podobnie jak poprzednio z Twierdzenia 39 i Lematu 6, otrzymujemy ponizszy wnio-
sek.

Whiosek 41. Niech 1 bedzie przedziatem otwartym. Zakiadamy, ze X : IxQ — R jest
silnie J—wypukty z modutem C(-), Y:Ix Q — R jest silnie J-wklesty z modutem C(-)
1 X(uy) < Y(uy) (pw.) dla wszystkich u € 1. Istnieje wowczas addytywny proces
stochastyczny A : R x Q — R, ciggty © wypukly proces X, : I x QO — R oraz ciggly 1
wklesty proces stochastyczny Y, : 1 x QO — R takie, ze

X(u) = Xo(uy) + CLw + Alw,)  (p.w.),

dla wszystkich u € 1.

Dowoéd jest podobny do dowodu Wniosku 37, wiec go pomijamy.
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