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Zbior wszystkich liczb naturalnych bedziemy oznaczali.;. Przy czym,
stosujemy konwencje (von Neumanna) n = {0,1,..., n —1}. Zbior
wszystkich skoriczonych ciggéw o wyrazach z X (zakladamy, ze zbiér
X ma co najmniej dwa elementy), bedziemy oznaczali SeqxmPrzyjmu-
jemy, ze cigg pusty nalezy do Seqx, czyli O G Segx- Gdy X = uw
to bedziemy stosowali skrot Seq = Seqw Elementy Seqx bedziemy
nazywali wierzchotkami (nodes). Symbolem X W bedziemy oznaczali
zbidér wszystkich nieskoriczonych ciagéw o wyrazach z X: miedzy in-
nymi, zbidér wszystkich nieskonczonych ciggéw liczb naturalnych to w73,
zas rodzine wszystkich nieskoriczonych ciggéw zero-jedynkowych to 2".
Rodzine wszystkich nieskoriczonych podzbioréw .; bedziemy oznaczali

Gdy A jest podzbiorem liczb naturalnych, to jego elementy mozna
ustawi¢ w cigg rosnacy (ao>ai) *me) taki, ze an < an+l dla wszelkich
n Go;. Przyjmujemy konwencje, ze an oznacza (n + 1)-szg w kolejnosci
liczbe nalezacg do A. Bedziemy pisali A C* B, o ile réznica A \ B jest
zbiorem skoniczonym oraz méwili, ze zbidr A jest prawie zawarty w B.
Symbolem A* bedziemy oznaczali rodzine wszystkich nieskonczonych
podzbioréw u prawie zawartych w A, tj.

A* = {B G[w]" : B C* A}.

Jesli przekréj dwoch zbioréw jest skonczony, to méwimy, ze zbiory te sg
prawie rozigczne. Pozostate, nie zdefiniowane w tej rozprawie pojecia
oraz symbole uzywany zgodnie z ksigzka [6].

Rozprawe zaczynamy od przypomnienia twierdzenia Kulpy-
Szymanskiego oraz omdwienia jego mozliwych zastosowan do szaco-
wania addytywnosci niektérych ideatow tak, jak to sie nam udato w
twierdzeniu 67. Metody ktére zamierzaliSmy rozpracowac - dla potrzeb
tej rozprawy nazywamy je technikami macierzy bazowe - sa dobrze opi-
sane jedynie w zakresie separatywnych czesciowych porzadkéw. Z sepa-
ratywng modyfikacjg czesciowego porzadku zetkneliSmy sie przy okazji
wyktadéw profesora B. Balcara. Okazato sie, ze takie modyfikacje sg
znane, ale niezbyt klarownie opisywane. W rozdziatach 3 -5 podaje-
my jej petny opis. Rozdzialy 5-7 poswiecone sg pojeciom zwigzanym
z technikami macierzy bazowej. Sadzimy, ze pojecia te zostaty wyod-
rebnione dopiero w tej rozprawie. Nazwy macierz rozrywajaca, gesta
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lub bazowa to nasze oryginalne propozycje. To samo dotyczy rozdrab-
nialnosci, drzewa bazowego, a takze systemu drzew. W rozdziale 8 -
a takze w podrozdziale 3.3, przypominamy ustalenia poczynione przez
M. Machure w jego rozprawie doktorskiej, dotyczacej czesSciowych po-
rzadkéw postaci (C (X), C°). Okazuje sie, ze rezultaty z artykutow [53]
oraz [54] nie maja swoich odpowiednikow w zakresie forcingu Silve-
ra, tj. w zastosowaniu do segmentow, patrz podrozdziat 9.1. Rozdziaty
9-12 zawieraja opisy ,kontrprzyktadow", ktére objasniajg trudnosci
w zastosowaniu technik macierzy bazowych do szacowania inwarian-
téw kardynalnych. Mimo tego, zamiesciliSmy je, bo sadzimy, iz sg one
inspiracja do stawiania i rozwigzywania ciekawych probleméw kombi-
natorycznych. Do tej rozprawy dotgczyliSmy oryginalny tekst artykutu
[27]. W konicowej fazie redagowania tej rozprawy dowiedzieliSmy sie, ze
artykut jest cytowany w monografii L. J. Halbeisena. Umozliwito nam
to zrezygnowanie z powtarzania fragmentow tego artykutu, bo mogli-
Smy skorzysta¢ z odsytaczy.



2.1. Twierdzenie Stépanka-Vopé6nki. Prascy matematycy P.
Stepanek oraz P. Vopenka w artykule [51] udowodnili nastepujgce
twierdzenie.

Twierdzenie (patrz [51] oraz [55]). Przestrzen metryczna, w kté-
rej niepuste zbiory otwarte sg nieosrodkowe, jest sumg rosngcego ciggu
dtugosci s zbioréw nigdziegestych. O

Oryginalna metoda dowodu tego twierdzenia, co zauwazyt E. Engeler
w oméwieniu [12], jest wzorowana na metodach i srodkach wypracowa-
nych przez P. Vopenke w teorii modeli. Algorytm rozumowania lezacego
u podstaw tego twierdzenia przedstawili W. Kulpa i A. Szymanski w
artykule [32].

2.2. Twierdzenie Kulpy-Szymanskiego. Nastepujace twierdzenie
to bedziemy nazywali twierdzeniem Kulpy-Szymanskiego:
Twierdzenie (patrz [32], poréwnaj [2]). Niech (3 bedzie liczbg kardy-
nalng nieprzeliczalng oraz regularng. Jesli w przestrzeni topologicznej
istnieje ir-baza, ktdra jest sumg mniej niz /3rodzin ztozonych z parami
roztgcznych podzbioréw otwartych oraz dowolny niepusty zbidr otwar-
ty zawiera co najmniej (3 parami roztacznych podzbioréw otwartych, to
przestrzen tajest suma rosnacego ciggu zbioréw nigdziegestych diugosci

0.

Powtorzymy jego uzasadnienie za artykutem [2], ktoéry wyjasni zna-
czenia wyzej uzytych poje¢ w kontekscie przestrzeni topologicznych,
w ktérych istniejg rodziny Ha ztozone z parami rozlgcznych zbiorow
otwartych takie, ze rodzina 0 = \J{Ha : a G A} tworzy #-baze, gdzie
A < (3 oraz Ajest nieprzeliczalng liczbg kardynalng. Zatozenia te beda
istotne w lematach 1 oraz 3. Nie bedziemy ich przywolywac¢ ponownie.

Lemat 1. Jesli dowolnemu niepustemu zbiorowi G E O mozna przy-
porzadkowacé rodzine {G™ Cc G : /i < /3 zlozong z parami roztgcznych
zbiorow otwartych, to istnieje nierosnacy ciag zbioréw otwartych i ge-
stych {Vy :7 < /3 o pustym przekroju.

Dowdd. Musimy okresli¢ zbiory otwarte i geste V1 tak, aby

<3 =0o0raz7<a=VaC W.



Ktadziemy

V1= 13{G> :7< /i< Boraz G 6 0}.
Zbiory sg otwarte oraz tworza nierosngcy cigg dtugosci /3 Sa one
geste, bo G1+\ C V1 dla dowolnego zbioru G nalezacego do #-bazy O.

Przypusémy, ze i 6 f]{® :7 < /7 Wtedy dla dowolnego a < A
istnieje co najwyzej jedna liczba porzadkowa ax < (3 taka, ze

X eGaxcG e Ha.

ZatozyliSmy, ze (3 jest regularng liczbg porzadkowa, a wiec zbidér liczb
porzadkowych {ax : a < A} jest ograniczony w (3. Jesli 7 < (3 ogranicza
ten zbidr, to x nie nalezy do V7. Otrzymalismy sprzecznosc. O

Dopetnienia zbiorow W sa nigdziegeste, ich suma daje catg prze-
strzenn. Tworza one cigg niemalejgcy dtugosci /3 Taki cigg tatwo po-
wiekszy¢ do rosngcego ciggu zbioréw nigdziegestych, korzystajgc z na-
stepujgcego lematu.

Lemat 2. Niech X bedzie przestrzeniag topologiczng taka, ze dowolny
niepusty zbidr otwarty zawiera dwa roztgczne podzbiory otwarte. Jesli
{Va : o < /3 jest rodzing parami roztgcznych zbioréw otwartych oraz
xa E Va, to zbidr {xa :«</?} jest nigdziegesty w X.

Dowdd. Gdy U jest niepustym zbiorem otwartym przecinajgcym
VA, to xa moze naleze¢ do co najwyzej jednego zbioru GM o ile G £ 0
oraz G C U fi Va. Jesli x e G™, to zbidér otwarty G™+i jest zawarty w
U NVaoraz {xa:a < /3 fi Gp+l =0. O

Ciag zbiorow otwartych i gestych W postulowany w lemacie 1 oraz
zbidr nigdziegesty {xa :a < (3} pozwala zdefiniowac¢ zbiory

Vi \{Z/i:7 < fi <P}
Ich dopetnienia tworzg rosnacy cigg zbiorow nigdziegestych, dajacy w
sumie catg przestrzen.

2.3. Zastosowania twierdzenia Kulpy-Szymanskiego. Nietry-
wialne zastosowanie twierdzenia Kulpy-Szymanskiego zaprezentowano
w artykule B. Balcara, J. Pelanta oraz P. Simona [2]. Przy zatozeniu
h < c (tj. wysokos¢ drzewa bazowego jest mniejsza niz continuum)
zastosowano je do wykazania, ze
/1= add(nwd(u*)) < cov(nwd(u>*)) < h+,
8



gdzie nwd(u>*) to ideat podzbiordw nigdziegestych w przestrzeni wszyst-
kich ultrafiltrow nad liczbami naturalnymi. W artykule [2], patrz 3.5
Main Theorem (1), wprost pokazano h < cov(nwd(u>*)) < h+, z dowo-
dem ktéry z doktadnoscig do praw De Morgana zostat umieszczony w
tej rozprawie jako dowdd lematu 1.

Réwnos¢ h ~ add(nwd(u>*)) wynika bezposrednio z faktéw dowo-
dzonych w [3]. Analogiczna idea zostata zastosowana w pracy [29], a
takze w rozprawie doktorskiej R Kalemby [28]. Analogia dotyczyta tzw.
"trimmed trees", zas konkluzja jest ujawniona w Theorem 6.6 oraz Co-
rollary 6.7 z artykutu [29]. W kolejnym lemacie komentujemy jedynie
sens owej analogii, tj. zaprezentujemy mozliwie najogélniejsze omowie-
nie idei dowodu réwnosci h = add(nwd(X)), gdzie X jest przestrzenia
topologiczna.

Niech A bedzie najmniejszg liczbg kardynalng taka, ze rodzina

0 = U{tfQ:a € A}

tworzy Tr-baze przestrzeni X. Zatézmy, ze rodziny Ha skladajg sie ze
zbioréw otwartych parami roztgcznych oraz, ze dowolny zbiér otwarty
nalezacy do O zawiera wiecej niz A parami roztgcznych podzbioréw
otwartych.

Lemat 3. Jesli dla dowolnej liczby porzadkowej fi < A istnieje maksy-
malna rodzina parami roztgcznych zbioréw otwartych wpisana w kazde
{Ga :a < /i}, gdzie Ga sa maksymalnymi rodzinami parami roztacz-
nych zbioréw otwartych, to addytywnos¢ ideatu zbioréw nigdziegestych
wynosi A.

Dowodd. Jesdli V G Ha, to ustalamy punkt xy G V. Zbiory

A* = {xv mV G Ha}

sg nigdziegeste. ZatozyliSmy, ze rodzina O = U{#a : a £ A} jest #-
bazg, a wiec suma U{Ai :a < A} jest gesta, a wiec nie jest zbiorem
nigdziegestym.

Ustalmy 4, < A oraz zatézmy, ze zbiory Ba sa nigdziegeste dla wszel-
kich a < fi. Z kolekcji wszystkich zbioréw otwartych i roztacznych z Ba
wybieramy maksymalna rodzine Ga ztozona ze zbioréw parami rozigcz-
nych. Jesli Gmjest maksymalng rodzing parami roztgcznych zbioréw

otwartych wpisang w kazde Ga, to suma (JG” jest zbiorem otwartym
9



gestym oraz roztgcznym z
U{Ba:a < /Z.

Innymi stowy, addytywnos$¢ ideatu zbiordw nigdziegestych jest nie-
mniejsza niz A O

2.4. Oczekiwane rezultaty. Lematy 1 oraz 3 precyzujg istotne fak-
ty dotyczace tzw. drzewa bazowego w rozumieniu artykutéw [2] oraz
[3]. W tej rozprawie chcemy ich uzy¢ w charakterze narzedzi do bada-
nia ideatdw. Ich zamierzone zastosowania to wypetnianie nastepujacego
schematu. Przypusémy, ze dany jest ideat (q) oraz topologia na zbiorze
U(g) = X. Jesli spetnione sg zatozenie lematéw 1 oraz 3 oraz (q) jest
ideatem zbiorow nigdziegestych, to

add(nwd(q)) < cov(nwd(q)) < add(nwd(q))+.

Nie wszystkie idealy, ktore zamierzaliSmy bada¢ w petni podpadaja
pod ten schemat. Wtedy bedziemy traktowali je jako kontrprzyktady.

Naszym poczatkowym zatozeniem byta hipoteza, ze powyzsze nie-
rownosci dotycza drzew Sacksa, Lavera badz Millera, w szczegolno-
sci ideatéw (s°), (1°) albo (m°®). Jesli c = 12, to takie nieréwnosci sg
spetnione. Nie umiemy tego zweryfikowac, korzystajgc jedynie z ak-
sjomatéw ZFC. Dodatkowo, gdyby udato sie pokazaé, ze ideaty (s°),
(1°) lub (m°) sg wyznaczone przez macierze bazowe - innymi stowy,
systemy drzew, dla ktérych zachodzi odpowiednia modyfikacja twier-
dzenia o drzewie bazowym - to dostalibysmy hipotezy niesprzeczne z
ZFC, ktére wskazywaty na izomorficznos¢ pewnych ideatow. Jest tak
w przypadku ideatu podzbioréow nigdzie Ramsey’a (r°), patrz [46]. W
pracy [27], wspllnej z P. Kalembag oraz Sz. Plewikiem, udowodnilismy,
ze jesli wi = cov(y®), to ideat (v°) ma typ ( c, ,c). Stad wnioskuje-
my, ze izomorfizm ideatéw (r°) oraz (v°) jest niesprzeczny z ZFC, bo
hipoteza ¢ = Wi pocigga izomorfizm tych ideatéw. Przypuszczamy, ze
podobnie moze by¢ z ideatami (s°), (1°) lub (m°).

Przy zatozeniu t > U\ w czesciowym porzadku ([u;]*,C*) dowolny
tancuch malejacy diugosci ws jest ograniczony z dotu, tak samo jest
dla ilorazu tego czesciowego porzadku. Zas w czesciowym porzadku

({(A,D)* : (A,D) jest segmentem}, C)
10



istniejg nieograniczone taricuchy malejace, co wynika z istnienia luk
Hausdorffa. Wtedy oba czesciowe porzadki sa nieizomorficzne: doktad-
niej moéwigc, nieizomorficzny sg ich porzadki ilorazowe. Jednakze nie
wiemy, czy réwniez stowarzyszone z nimi ideaty (r°) oraz (u°) musza
by¢ nieizomorficzne.



3. O SEPARATYWNOSCI

3.1. Drzewa bazowe, a separatywnos$¢. Przyktady twierdzenia o
drzewie bazowym to "Base Matrix Lemma" z artykutu [2, str. 14],
"Base tree" z artykutu [3, str. 350] oraz ich uogélnienia w zakresie al-
gebr Boole’a [3, str. 339 - 341], a takze uogodlnienia dla tzw. "notion
of forcing" [49, str. 68]. Przyktady te dotycza czeSciowych porzadkow
majacych wlasnosc¢ separatywnosci. Ten rozdziat dostarcza narzedzi po-
zwalajacych na modyfikacje czesciowych porzadkéw do separatywnych
czesciowych porzadkoéw, ktére bedziemy nazywali modyfikacjami sepa-
ratywnymi. W konsekwencji udowodnimy wersje twierdzenia o drzewie
bazowym dla czesciowych porzadkoéw, ktére niekoniecznie majg wia-
snos¢ separatywnosci. W oryginalnych dowodach uogélnien twierdzenia
o drzewie bazowym separatywnos¢ potrzebna jest do uzasadnienia te-
go, ze antytaricuchy tworzgce macierze bazowe sg uporzadkowane przez
wpisywanie. Gdy czesciowy porzadek nie ma whasnosci separatywnosci,
to takich uporzadkowan antylanéuchéw - tworzacych macierze rozry-
wajgce - moze nie byc.

Czesciowy porzadek na zbiorze Q jest relacjg przechodnia, ktérg zwy-
kle bedziemy oznaczali symbolem <. Relacja czesciowego porzadku jest
zawarta w produkcie Q x Q. Innymi stowy, czeSciowy porzadek to rela-
cja spetniajgca nastepujacy warunek: Jeslip< qorazq<y, top <.
Bedziemy takze zakladali - cho¢ nie zawsze bedzie to konieczne, ze re-
lacja czeSciowego porzadku jest zwrotna, tj. x < x dla wszelkichis Q .

Czasami bedziemy podkreslali zatozenie zwrotnosci, aby uwypuklic¢
jego role w omawianych faktach. Dla przyktadu zrobimy to, by unikngé
trudnosci - pojawiajacych sie w trakcie badania separatywnych mody-
fikacji - zwigzanych z sytuacjg gdy i(p) = 0. Zwrotno$¢ daje p G i(p),
tj. uzytecznag wlasnosc¢ separatywnej modyfikacji, o ktérej bedzie mowa
pozZnie;j.

Elementy p, g £ Q bedziemy nazywali nieporéwnywalnymi, co sym-
bolicznie zapisujemy p+q, gdy nie istnieje i 6 Q takie, ze x < p oraz
x < g W Q sgelementy nieporéwnywalne wtedy i tylko wtedy, gdy nie
jest to czesciowy porzadek skierowany

Bedziemy moéwili, ze dwa elementy q,p € Q sa zgodne, gdy istnieje
ie Q taki, zZe x < poraz x < @ innymi stowy, p nie jest zgodne z q
wtedy i tylko wtedy, gdy nieprawda jest p.Lg. W naturalnej konwencji



elementy poréwnywalne, to elementy zgodne. Zas$ elementy niezgodne
sg okreslane jako elementy nieporéwnywalne. W literaturze bywa takze
stosowane inne nazewnictwo: Elementy p oraz g sg okre$lane jako nie-
poréwnywalne, gdy nieprawda jest p < g oraz q < p. W tej rozprawie
bedziemy moéwili elementy nieporéwnywalne lub elementy zgodne.

W anglojezycznej literaturze uzywane sag pojecia: comparable, incom-
parable, compatible oraz incompatible; patrz [25]. Uzywamy terminéw:
zgodne w znaczeniu compatible; nieporéwnywalne w znaczeniu incom-
patible. Do tego domysinie dodajemy, ze poréwnywalne znaczy com-
parable. Z kolei polskojezycznego odpowiednika terminu incomparable
nie uzywamy, chociaz sformutowanie "Elements x and y are incompa-
rable" moéwi, ze ani X < y, ani y < X nie nie jest spetnione wzgledem
relacji <.

W literaturze (dla przyktadu [6, str. 350] lub [33, str. 88]) separa-
tywnos¢ (tj. separative) bywa definiowana tak:

Gdy dla wszelkich q,y £ Q takich, ze nie zachodzi q < y istnieje
x < g ktore jest nieporéwnywalne z y, to czesciowy porzadek w (Q, <)
jest separatywny.

Kontrapozycjag separatywnosci jest nastepujacy warunek:
Jesli g,y GQ oraz nie istnieje x < ¢ taki, ze yl.x, toy < q.
Zwréémy uwage, ze zawsze zachodzi implikacja:

Fakt 4. Jeslip < q orazylLq, toy Lp. O

Topologia z relacja inkluzji niekoniecznie jest separatywnym czescio-
wym porzadkiem, lecz rodzina wszystkich zbioréw regularnie otwartych
tak. Dla przyktadu, rozwazmy liczby rzeczywiste, sume przedziatow
(0,1)U (1,2) oraz przedziat (0,2). Wtedy przedziat (0,2) nie jest zawar-
ty w sumie (0,1) U (1,2). Jednoczesnie, nie istnieje niepusty przedziat
otwarty zawarty w (0,2) oraz roztaczny z (0,1) U (1,2). Czyli warunek
separatywnosci nie jest spetniony. Dla zbioréw regularnie otwartych ten
argument nie ma zastosowania, gdyz suma (O, l)u(l, 2) nie jest zbiorem
regularnie otwartym.

3.2. Przyktady separatywnych czesciowych porzgdkoéw. Zbior
czesciowo uporzadkowany ([w]", C) nic jest separatywny, ale ([*]“,e*)
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to separatywny czesciowy porzadek. Inaczej jest w przypadku segmen-
tow, ktére badaliSmy w artykule [27, str. 219]. Segment to zbidr postaci

(A,B) = {X e [u]":ACX C B},
gdzie A C B oraz B\ A 6 [UA

Lemat 5. Rodzina wszystkich niepustych segmentéw z relacjg inkluzji
jest separatyumym czesciowym porzadkiem.

Dowo6d. Rozwazmy segmenty (A,B) oraz (C,D). Zatézmy, ze X £
(A, B) \(C,D). Jesli istnieje t EC \ X, to

o” (A,B\{t}) C (A,B) oraz {A,B\{i}) n(C,D) = o.
Jesli istnieje t € X \ D, to

o~ {AuU{i}, B) C (A, B) oraz (AU {i}, B) fi (C,D) = o.

Obie powyzsze implikacje uzasadniajg separatywnosc. O

Kolejny lemat jest tego samego typu, patrz [28, str. 15]. Z segmenta-
mi postaci (™4, B) stowarzyszone sag tzw. *—segmenty, pojecie to wpro-
wadzilismy w artykule [27, str. 220],

(A,B)* = {Xe [w]":A C*X C*B}.

Tutaj zachowujemy oryginalne oznaczenie, ktérego nie nalezy myli¢ z
zasada uzywania symbolu * w odniesieniu do podzbioréw liczb natu-
ralnych.

Lemat 6. Rodzina wszystkich niepustych *-segmentow z relacja inkluzji
jest separatywnym czesciowym porzadkiem.

Dowod. Zatézmy, ze 0 ™~ (A,B) \ (C,D)*. Jesli X € (A,B) oraz
istnieje F e [C\ X]U tj. nie zachodzi C C* X, to

X E(A,B\F) C (A, B) ora2 (A,B\F) O(C,D)* = o.
Stad mamy (A, B \F)* C (A, B)* oraz {A, B\F)*D (C,D)* = o.
Jesli X £ (A, B) oraz istnieje E E [X \ D], to bierzemy F & [E]"

takie, ze réznica E \ F jest nieskoriczona. Nastepnie sprawdzamy, ze
o~ (AUFB) C (A B) oraz (AUF,B)n (C,D)* = 0. O
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3.3. Przyktady z rozpraw J. Hirschorna oraz M. Machury.
Omawiane ponizej przyktady sg badane w pracach [21], [22], [39] oraz
[40]. Jesli X jest przestrzenig topologiczng lub na X jest okreslona mia-
ra, to C(X), K(X) oraz L(X) oznaczajg (kolejno) rodzine wszystkich
funkcji cigglych, funkcji o wkasnosci Baire’a lub funkcji mierzalnych o
wartosciach w liczbach niewymiernych. Gdy liczby niewymierne repre-
zentujemy jako zbiér [uAlLz topologia naturalng, to ktadac

f 9, oile f{x) C* g{x) dla prawie wszystkich x G X,

okreslamy czesciowy porzadek, ktéry mozemy zaciesni¢ do C(X), K (X)
lub L(X). Przy czym, dla (K(X), C°) prawie wszystkie znaczy za wy-
jatkiem zbioru | kategorii. Dla (L (X), C°) za wyjatkiem zbioru miary
zero. Zas dla (C(X), C°) prawie wszystkie znaczy wszystkie. Te przy-
ktady ilustrujg ogélny schemat, w ktérym termin prawie wszytskie zna-
czy za wyjatkiem zbioru nalezacego do z goéry zadanego ideatu. To pro-
wadzi do badania czesciowych porzgdkéw na rodzinie wszystkich funk-
cji ciagtych o wartosciach w liczbach niewymiernych, ktére wymagajg
znajomosci kombinatorycznych wiasciwosci ideatéw. Ponizej przykia-
dowo opisujemy problemy i trudnosci zwigzane z takimi badaniami.

Jesli X jest przestrzeniag spojna, to dowolna ciggta funkcja /7 : X —»
[UAU musi by¢ stata, awiec (C {X), C°) oraz ([G]“, C*) sgizomorficznymi
separatywnymi czesciowymi porzgdkami. Aktualnie, nie znamy petnej
listy zatozen jakie spetnia¢é musi przestrzen X , by czesSciowy porzadek
(C(X), C°) byt separatywny.

Zauwazmy, ze jesli / oraz g sg funkcjami typu X i~ [u;]", to wzor
Hg(x) = f(x) \d(x) daje funkcje o wartosciach w zbiorze Cantora 2",
O ile zbiory utozsamiamy z ich funkcjami charakterystycznymi. Funk-
cja Hf jest ztozeniem funkcji x i (f(x), g(x)) oraz funkcji ciagtej
(14, B) —=A \ B, ktérg oznaczmy literg F. Mamy F : 2Wx 2W—2".
Gdy 7T 1(i) jest zbiorem podbazowym w 2“, to

()] = fvr-1(l) x tt-~0), oilei
[" Ul \(2" x 2N\ (tt-HI) x ™ (0), oilez

1;
0.

Funkcja F jest wiec ciagta, bo - jak pokazalisSmy - przeciwobraz dowol-
nego zbioru podbazowego jest otwarty. Jednakze, dla wielu punktéw
1 G2 x 2 wartosci F(x) nie musza naleze¢ do [u;]".

Niekiedy H & C(X). Wtedy formalnie zachodzi warunek Ce /.
O kazdym p C° g mozemy stwierdzi¢, iz pJ-H”, ale H? nic jest dobrym
15



kandydatem dla sprawdzenia separatywnosci w takim przypadku. Wta-
sciwy kandydat musiatby byc¢ okreslony inaczej poza zbiorem

{xeX :f(x)\g{x) € ]}



4. O SEPARATYWNYCH MODYFIKACJACH

4.1. Relacja wyznaczajgca separatywnag modyfikacje. Jesli
(Q, <) jest zbiorem czesciowo uporzadkowany oraz p G Q, to niech
i(p) bedzie zbiorem wszystkich q G Q takich, ze jesli r < g to elementy
r oraz p sg zgodne: innymi stowy

i(p) = {9 GQ : nie istnieje y < q takie, ze y_Lp}.

Funkcja i elementom z Q przyporzgdkowuje podzbiory Q. Natychmiast
z definicji dostajemy:

Jesli x Gi(p) oraz g < X, to g G z(p);

Gdy vy ¢ i(p), to istnieje ¥< vy takie, ze e-Lp;

Gdy i-Lp, to x ¢ i(p) oraz p £ i(x)\

Gdy czesciowy porzadek (Q, <) jest skierowany, to i(p) = Q dla
dowolnego p G Q.

Fakt 7. Jesli relacja < jest zwrotna, to p Gi(p) dla wszelkich p G Q.

Dowdd. JeSHy < p oraz - wobec zwrotnosci y < y, to nie prawda jest
y_Lp. To pociaga p G z(p). O

Fakt 8. Jeslip < ¢, to i(p) C i(q).

Dowdd. Gdy x ¢ i(q), to istnieje y < x takie, ze ytq. Gdyby jedno-
czeSnie x G i{p), to istniatby z < y < x takie, ze z < p < . Istnienie
takiego z przeczy yLg. O

Powyzszy fakt jest takze wystowiony w ksigzce [25] jako lemat 14.11
(i) oraz zaopatrzony numerem (14.5).

Fakt 9. Jesli relacja < jest zwrotna, to ptgq wtedy i tylko wtedy, gdy
i(p) fii(q) = O.

Dowdd. Zatézmy, ze 1 G i(p) ni(g) oraz ustalmy y < X. Istnieje
wiec r < y < x takie, ze r < p. Skoro takze x G i{q), to istnieje
2 N r <y< x takie, ze z < g. Mamy wiec z < r < p, co to przeczy
p+q.

Zatozmy, ze nie zachodzi p.Lq. Istnieje wiec x < p taki, ze 1 <
g. Wobec faktéw 7 oraz 8 dostajemy x G i(x) C i(p) ni(q), czyli
i(p) fii(q) ™O. O
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Wniosek 10. Jesli relacja < jest zwrotna oraz i(x) C i(p), to niepraw-
da jest, iz xxp.

Dowdéd. Teza wynika z poprzedniego faktu, boi Gi(x) ni(p). O

Fakt 11. Jesli relacja < jest zwrotna, to x G i(p) wtedy i tylko wtedy,
gdy i(x) Ci(p).

Dowdd. Jesli y £ i(p), to ustalamy q < y takie, ze gl.p. Gdyby
jedoczes$nie y G z(x), to znajdziemy t < ¢ < y taicie, ze t < x. Skoro
gJ-P pociaga tl.p, to t < x daje x £i(p).

Implikacja przeciwna wynika z faktu 7, bo x G i(x) C i(p). O

Fakt 12. Jesli relacja czesciowego porzadku < jest separatywna oraz
zwrotna, to x < y wtedy i tylko wtedy, gdy i(x) C i(y).

Dowdd. Wobec faktu 8 pozostato pokaza¢ i(x) C i(y) => x < .
Gdy nie zachodzi x < y, to wobec separatywnosci istnieje p < x takie,
ze pl.y. Z faktu 9 mamy i(p) fi i(y) = 0, zas ze zwrotnosci oraz faktu
8 dostajemy p G i(p) C i(x); sprzecznosc. O

Uzasadnihdmy dostatecznie wiele faktéw, by precyzyjnie okresli¢
czym jest separatywna modyfikacja. Mianowicie,

jesli i(p) C z(g), to bedziemy pisali p g

Jesli relacja < jest zwrotna, to dwa elementy sg nieporéwnywalne w
sensie relacji < wtedy i tylko wtedy, gdy sg nieporéwnywalne w sensie
relacji <*: innymi stowy,

Lemat 13. Jesli relacja czesciowego porzadku < jest zwrotna, to
+=U
Dowdd. Wobec faktu 9 wystarczy pokazac, ze wtedy i tylko
wtedy, gdy i{p) n i(gq) = O.

Gdy y G i(p) fi i{q), to - wobec faktu 7, nieprawdg jest P-Ug.
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Przypusc¢my, ze nieprawda jest p-Ue. Wtedy istnieje y E takie, ze
*(y) ™ *(p) Hi(q). Na podstawie faktu 7, dostajemy y E i(p) fi i(q):
innymi stowy, nieprawda jest i(p) fi (q) ™ O. O

Czesciowy porzadek (Q, <*) bedziemy nazywali separatywna modyfi-
kacjg zbioru czesciowo uporzagdkowanego (Q, <). Relacje nieporéwny-
walnosci w sensie bedziemy oznaczali _U. W ksiazce T. Jecha [25]
separatywna modyfikacja jest okreslana terminem separative guotient.
Zarysowane sg tam takze zreby ogoélnej teorii separatywnych mody-
fikacji. Dla przykitadu, separatywna modyfikacja jest jednoznaczna z
doktadnoscig do izomorfizmu, patrz zadanie 14.9. Takze udowodniono
tam kolejne twierdzenie w odniesieniu do zwrotnej relacji czesciowego
porzadku.

Twierdzenie 14. Elementy sg zgodne wzgledem relacji < wtedy i tylko
wtedy, gdy sg one zgodne wzgledem relacji O

Pojecie izomorfizmu czesciowych porzadkéw oméwimy pozniej. Wy-
maga ono doktadnego wyréznienia klas abstrakcji relacji: p rownowazne
g wtedy i tylko wtedy, gdy p < q oraz q < p. Wtedy zaproponujemy
doktadniejsze rozroznienie miedzy separatywna modyfikacja, a separa-
tywnym ilorazem, czyli odpowiednikiem "separative guotient".

Twierdzenie 15. Relacja _L jednoznacznie wyznacza separatywng mo-
dyfikacje czesciowego porzadku (Q, <), i odwrotnie.

Dowod. Kiadziemy p e, o ile yxq implikuje y+p dla wszelkich
y E Q. Wobec lematu 13 wystarczy pokazac, ze relacje <_I oraz sa
tozsame.

Zaldézmy i(p) C i(q) oraz przypusémy, ze nie zachodzi p <j_ g Wtedy
istnieje y E Q taki, ze yxq oraz y jest zgodny z p. Wobec faktu 9,
dostajemy i(p) n i(y) / Ooraz i(q) fii(y) = 0. Dostajemy sprzecznosc¢,
ktora uzasadnia implikaciep g=p <j_ g

Przypusémy, zey E i(p)\i(g) oraz p <j_ g. Skoro y ¢ i(q), to istnieje
x < y takie, ze x Lg. Skoro jednak y E i(p), to nieprawda jest x£p.
Czyli nieprawdg jest takze p <j_ g O

Twierdzenie 16. Jesli (Q, <) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym
oraz relacja < jest zwrotna, to zbi6ér czesciowo uporzadkowany (Q, <i)

jest separatywny.



Dowdd. Ustalmyy, q £ Q takie, ze nie zachodzi y g. Istnieje wiec
z £i(y)\i(q). Skoro z ¢ i(q), to istnieje x < z takie, ze i(x)nz(g) = O.
Czyli xL g na podstawie lematu 13. Ale z £ i(y) oraz x < z, awiec z
faktéow 8 oraz 11 dostajemy x y. To konczy dowdd separatywnosci
relacji <*. O

4.2. Inne wiasciwosci separatywnej modyfikacji. ldentycznosc
spetnia warunki definicji "completely embedding” w rozumieniu ksigzki
K. Kunena [33, str. 218], co zapisujemy

(Q><) Cc(Q, <i).

Relacja Cc oznacza spetnianie nastepujacych warunkow:

*P<9=>*p) Q«?), tj.p< q=>p<i<
* pLg4si(p) Ni(q) = G;
e VOB3p\Wy < y takie, ze x g.

Pierwszy warunek zostat uzasadniony faktem 8. Drugi warunek to in-
ne sformutowanie stwierdzenia 13, o ile relacja < jest zwrotna. Trzeci
warunek sprawdzamy, ktadac p = q. Jesli y < p, to i{y) C i(p) na
podstawie faktu 8. Wobec faktu 11, jeslii Gi(]/), to i y. Dostali-
Smy wiec sam w sobie ciekawy fakt. Jesli (Q, <) jest zbiorem czesciowo
uporzadkowanym oraz relacja < jest zwrotna, to (Q, <) Cc (Q, <2.

4.3. lloraz czesciowego porzadku. W dowolnym zbiorze czesciowo
uporzadkowanym (Q, <) mozna rozwaza¢ nastepujaca relacje:

p = q wtedy i tylko wtedy, gdy p < qoraz g < p.

Jesh relacja < jest zwrotna, to relacja = zawiera relacje réwnosci. Klase
abstrakcji elementu p £ Q bedziemy oznaczali [p], za$ rodzine wszyst-
kich klas abstrakcji [} Bedziemy pisali [p] < [g] gdy p < g. Relacja <
miedzy klasami réwnowaznosci nie zalezy od wyboru reprezentantéw,
a wiec jest czesSciowym porzadkiem na [Q]. Ten czeSciowy porzadek be-
dziemy oznaczali ([Q], <) oraz nazywali ilorazem (Q, <). Nadmienmy,
ze czesciowy porzadek ([Q], <) jest odpowiednikiem terminu separative
guotient z ksigzki [25].

Nietrudno sprawdzié, ze klasa abstrakcji ustalonego elementu wzgle-

dem relacji < jest zawarta w klasie abstrakcji tego samego elementu
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wzgledem relacji <*. To natychmiast daje

([Qli <) cc(Q,<).
W wielu rozwazanych tutaj przypadkach nie bedziemy rozrozniali se-
paratywnej modyfikacji od ilorazu tej modyfikacji, w szczeg6lnosci, gdy
bedzie miato jedynie formalny charakter.

4.4. O gestosciach. Omowmy jeszcze przykiad ktdry wskazuje na to,
ze gestosci czesciowego porzadku oraz jego separatywnej modyfikacji
moga miec€ inne charakterystyki kardynalne. Niech 0 = {Ha :a < h}
bedzie macierza bazowa - og6lng definicje macierzy bazowej podamy
pozniej, tutaj wystarczy przyjgac, ze mowa o "base matrix" z artykutu
[2, str. 13] - dla ([lj]w, C*) taka, ze jesli a < f3< h, to dowolny element
nalezacy do Ha zawiera continuum wiele elementéw z H$. Dodatkowo
zat6zmy, ze dowolne dwa elementy z (JO sg prawie roztgczne albo jeden
z nich jest prawie zawarty w drugim.

Stwierdzenie 17. Czesciowy porzadek (U O, C*) jest separatywny oraz
izomorficzny z czesciowym porzadkiem ({j4* : A G UO}i M)-

Dowdd. Niech A, B G U©® beda takie, ze nieprawda jest A C* B.
Jesli zbiory A oraz B sa prawie roztaczne, to sg one nieporéwnywalne
w sensie relacji C*. Gdy z kolei B C* A G Haoraz B G Hp, to a < 3
Do Hg nalezy continuum wiele zbioréw z Hp prawie zawartych w A
oraz innych niz B. Kazdy z nich jest nieporéwnywalny z B. To konczy
dowdd separatywnosci.

Funkcja A =A* po obcieciu do U®© jest bijekcjg, ktéra zachowuje
porzadek: innymi stowy, jest szukanym izomorfizmem. O

Jesli (Q, <) jest separatywnym czesciowym porzadkiem oraz pod-
zbior P C Q jest gesty, to (P, <) jest takze separatywnym czesciowym
porzadkiem. CzesSciowy porzadek (Jw]", Ct) jest separatywny. Zbior
U0 C [g]wjest gesty, a wiec mamy kolejny argument uzasadniajgcy
separatywnos¢ (U ©i C*)-

Przedstawmy U O w postaci dwéch roztgcznych zbioréow gestych w
sensie inkluzji. Mozna to zrobi¢ poprzez indukcje pozaskonczonag:

e Ustawiamy wszystkie elementy U© w cigg {Va:a < c};
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* Najpierw wybieramy prawie roztgczne zbiory Aqgoraz B$ prawie
zawarte

e Na kroku a-tym wybieramy prawie roztaczne zbiory Aa oraz
Ba tak, aby Aa,Ba C* Va oraz

{Aa,Ba}e(Je\N{r:"<a}lu{B 3:/?< a};

e Niech X = {Ap :3< clorazY = U® \X;
e Dostajemy podziat U© na dwa zbiory geste.

Niech D Z bedzie kostkg Cantora o ciezarze 2C patrz [13, str. 114].
Ustalmy injekcje /7 : Y —» D2\ ktérej obraz jest gesty w DA Jest
to mozliwe, wobec twierdzenia Hewitta-Marczewskiego-Pondiczery’ego,
[13, str. 110]. Rozwazmy rodzine K ztozong ze zbioréw postaci

v*(si,s2...,sn)=V'n(X u/Z-~-'(0) np-~0) n... np-"0))),

gdzie Si,S2,- -,sn G 2Coraz V G U@- Jest to rodzina mocy 2Cza-
mknieta na niepuste przekroje skoriczone.

Twierdzenie 18. Czesciowy porzadek (IC, C) nie jest separatywny. llo-
raz jego separatywnej modyfikacji jest izomorficzny z czesciowym po-
rzadkiem (ue.e*). Dowolny zbiér gesty w K jest mocy 2C

Dowdd. Ustalmy zbior V G U © oraz wsp6trzedne Si, s2,..., sn G 2C
Sprawdzamy, ze z(V#(si, s2, mm, s ,)) sklada sie z 2Celementéw postaci
U*(ti,t2,...,tk), gdzie U G U©®, wspbtrzedne h,t2,...,tk G 2Csg
dowolne oraz U* C V*. Rzeczywiscie, ustalmy W G UO© takie, ze
W*(ki,k2,..., km) C U*(tut2...,tk. Wtedy W* C VnV % a stad

dostajemy, ze W *(h,k2, *j, *2, ®®e, *k SU S2,..., sn) jest pod-
zbiorem

U*(tut2,..., tk N y#(s], s2, **, sn).
Innymi stowy nie zachodzi U*(tu zfc)J-"# (si, s2,..., sn)e Od-
wzorowanie i(V#(si, s2,..., sn)) i V* jest postulowanym izomorfi-
zmem.

Jesli zbior G C K jest gesty, to wszystkie wspotrzedne s* G 2Csg
uwzgledniane w definicjach elementéw V #(si, s2,..., sn) G G, a wiec
G musi by¢ mocy 2C O

4.5. Antytancuchy. Maksymalng rodzine W C Q, ztozong z elemen-
téw parami nieporéwnywalnych bedziemy nazywali antylaricuchem. Je-

sli relacja czesciowego porzadku jest zwrotna, to (patrz fakt 9) rodzina
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W C Q jest antylancuchem, o ile jest maksymalna oraz dla dowolnych
p,q £ W, gdzie g™ p, zachodzi i(p) ni(q) = 0. Wobec Pewnika Wybo-
ru, kazda rodzina ztozona z elementéw nieporéwnywalnych jest zawarta
w antylaricuchu. W literaturze, dla przyktadu [33, str. 53], tancucha-
mi bywajg nazywane rodziny elementéw nieporéwnywalnych - nie jest
na nie naktadany warunek maksymalnosci. W ksigzce [6, str. 89] nazwe
antytancuch zarezerwowano dla innych rodzajéw rodzin. Kolejny lemat
jest analogiczny (podobny) do lematu 3.3 [33, str. 63].

Twierdzenie 19. Porzadek w zbiorze czesciowo uporzadkowanym
(Q, <) jest separatywny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego antytan-
cucha A oraz dowolnego y £ Q takiego, ze y jest zgodny z dokiadnie
jednym gq £ A zachodzi y < q.

Dowodd. Zatézmy, ze porzadek < jest separatywny. Ustalmy anty-
tancuch A oraz y £ A. Niech g £ Q bedzie nieporéwnywalne z kazdym
elementem z A \ {y}. Gdyby q nie bylo mniejsze niz y, to istniatoby
X < q takie, ze xty. Skoro A jest antytaricuchem, to x musi by¢ zgod-
ne z jakims$ elementem z £ A \ {y}- Czyli z jest zgodne z g, co daje
sprzecznosc.

Zatdzmy, ze porzadek < nie jest separatywny. Ustalmy q,y £ Q ta-
kie, ze nie zachodzi q < y oraz dowolne x < qjest zgodne z y. Niech A
bedzie antylancuchem takim, ze y £ A. Wtedy g byloby nieporéwny-
walne z dowolnym z £ A innym niz vy. O

4.6. Topologia, a separatywna modyfikacja. Separatywng mody-
fikacje mozna takze definiowa¢ w oparciu o twierdzenie 15. Inna moz-
liwos¢ to skorzystanie z wiasciwosci zbioréw regularnie otwartych, co
mozna zrobi¢ jak nastepuje.

Zbiér czesciowo uporzadkowany (Q, <) mozna utozsamia¢ z prze-
strzenig topologiczna. Mianowicie, Q mozemy wyposazy¢ w najstabsza
topologie dla ktérej wszystkie przedziaty

{a£Q:qg<p} = («,p]
sg otwarte. Przy czym, rodzina wszystkich przedziatéw (<—,p] jest bazg
tej topologii. W drugg strone, gdy Q jest przestrzenig topologiczng, to
ktadziemy p < g wtedy i tylko wtedy, gdy p nalezy do kazdego otwar-
tego otoczenia g. Zatem topologia wraz z relacjg inkluzji wyznacza w

naturalny sposéb czesciowy porzadek.
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Twierdzenie 20. Niech (Q, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzgadkowa-
ny. Jesli Q wyposazymy w topologie generowang przez rodzine wszyst-
kich przedziatéw, to

{a cQ :i(q) Ci(p)} = Intd((«-,p]),
dla dowolnego p G Q.

Dowdéd. Przypusémy, ze i(q) C i{p). Wtedy q G i(p), na podstawie
faktu 7. To, wobec definicji i(p), daje («<— Z]n(<—,p] ™ 0, dla wszelkich
y < q. Dostajemy (<-,e] C cl((<-,p]).

Jesli g G Intcl((<—,p]), to («<—g] C cl((<—p]). Skad wnioskujemy, ze
(<27l N (<—p] O, dla wszelkich z < g. To, wobec definicji i(p), daje
g G i{p). Wobec faktu 11, dostajemy i(q) C i(p). O

Innymi stowy, w powyzszym stwierdzeniu ustalono, ze zbior

{?GQ: i(q) Ci(p)}
jest wnetrzem domkniecia przedzialu (<—p\. Przy czym, zakladamy
tam, ze czesciowy porzadek jest relacjg zwrotna.

4.7. Aksjomatyczne ujecie relacji _L Jak zauwazyliSmy w twier-
dzeniu 15 relacja _L w petni charakteryzuje separatywny czesciowy po-
rzadek. Gdy xty, to elementy x oraz y nazywaliSmy nieporéwnywal-
nymi: innymi stowy, nieporéwnywalnos¢ definiowaliSmy w terminach
relacji czesciowego porzadku <, ktdérego wiasnosci byty ustalone aksjo-
matycznie. Mozliwym jest odwrdcenie tej kolejnosci. Za punkt wyjscia
proponujemy nastepujaca aksjomatyzacje.

Jesli £ jest relacjg na zbiorze Q, to symbolem _L(g) oznaczamy
wszystkie punkty nalezgce do Q bedace z q w relacji J. Gdy istnie-
je punkt y G Q taki, ze _L(p) U J_(g) C _L(y), to bedziemy mowili, ze q
oraz p sg ograniczone wzgledem relacji _L przez punkt y, lub w skrocie
g oraz p sg ograniczone. W przeciwnym przypadku punkty q oraz p sg
nieograniczone.

Pare (Q, _L) bedziemy nazywali prostopadtoscia, jesli _L jest relacja
na Q taka, ze p G _L(g) wtedy i tylko wtedy, gdy punkty q oraz p sg
nieograniczone wzgledem relacji _L: innymi stowy, p ¢ *(<j) wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje punkt y G Q taki, ze

I(p)Ul(q) C1(y),
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tj. q oraz p sa ograniczone wzgledem relacji L przez punkt y G Q.
W skraocie, relacje L takze bedziemy nazywali prostopadioscia. Relacja
prostopadtosci jest przeciwzwrotna - bo zawsze p ¢ _L(p), oraz syme-
tryczna -bo p GI(g) implikuje g G -L(p).

Jesli para (Q, =) jest prostopadtoscig, to mozemy okresli¢ nastepu-
jace relacje:

* Q<P, gdy -L(p) C 1 (9);
e p _L< g, gdy p oraz g sg nieporownywalne wzgledem relacji <C,

czyli nie istnieje y GQ taki, ze y <Cp oraz y </\q.

Nadmiernimy, ze nieporownywalnosé¢ wzgledem relacji <C jest tym sa-
mym, co nieograniczonos¢ w sensie relacji _L

Twierdzenie 21. Jesli para (Q, JL) jest prostopadtoscig, to relacja <C
jest separatywnym czesciowym porzadkiem takim, ze relacje L oraz
sg tozsame.

Dowadd. Przechodnios¢ oraz zwrotnos¢ relacji wynika bezposred-
nio ze zwrotnosci oraz przechodniosci relacji odwrotnej do inkluzji.

Aby uzasadni¢ separatywnos¢ <C przypusémy, ze nie zachodzi
Wtedy istnieje y 6 -L(g) \ -L(p). Skoro y ¢. J (p), to dobieramy z G Q
tak, aby L(p) U-L(y) C _L(z), a wiec takze z <C p. Punkty z oraz q sg
nieporéwnywalne wzgledem relacji <C. Gdyby istniato z' z takie, ze
z' g to dostalibysmy L(y) U _L(g) C -L(z'), ale to przeczy y G I(g).

Punkty p oraz q sg nieograniczone wzgledem relacji J_(innymi stowy,
sg w relacji _L) gdy nie istnieje y G Q takie, ze -L(y) 2 -L(p) U _L(g):
innymi stowy, nie istnieje y G Q takie, ze -L(p) C _L(y) oraz _L(g) C
_L(y). Ale to znaczy, ze nie istnieje y G Q takie, ze y <Cp oraz y <C (f
Wtedy punkty p oraz g sg nieporéwnywalne wzgledem relacji <C, a wiec
saw relacji _L«. To uzasadnia L= £<. O

Twierdzenie 22. Jesli (Q, <) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym
oraz relacja < jest zwrotna, to relacje <C oraz sg identyczne.

Dowédd. Przypusémy, ze p < ¢ oraz nic zachodzi p g: innymi
stowy, J (g) ¢ -L(p) oraz istnieje y G i(p) takie, ze y i(q). Wtedy, z
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powodu zatozenia y ¢ i(q), istnieje z < y takie, ze z+q. Skoro y Gi(p)
oraz z <y, toz¢-L(p). Czyli zG _L(g) \-L(p), co przeczy p<g.

Przypusémy, ze p g oraz nie zachodzi p -C g: innymi stowy i(p) C
i(gq) oraz istnieje takie, zey ¢ _L(p). Wtedy, z powodu zatozenia
y ¢ -L(p), istnieje z < y takie, ze z < p. Skoro y*q oraz z < vy, to
zJ g. Czyli z ¢ i(q). To daje sprzecznos¢ z p g, bo z < p implikuje
z Gi(p). O

4.8. Podziekowania. Z pojeciem separatywnej modyfikacji zetkne-
tam sie w trakcie wykltaddw profesora Bohuslava Balcara w grudniu
2008 roku w Katowicach. Z poézniejszej korespondencji internetowej
dowiedziatam sie, ze jest to pojecie znane i uzywane, ale nie jest szcze-
gotowo opisane w literaturze. Profesorom B. Balcarowi i T. Pazakowi
dziekuje za wskazéwki, ktore wykorzystatam w tym rozdziale. Miedzy
innymi te, ktére pozwolity na formalne rozréznienie separatywnej mo-
dyfikacji od ilorazu czesciowego porzadku wzgledem relacji <j. A takze
i to, ze prostopadtos¢ zawiera wszelka niezbedng informacje potrzebng
i uzywanag w teorii forcingu.



5. Macierze rozrywajace

5.1. Uwagi ogdlne o technice macierzy rozrywajacej. B. Balcar,
J. Pelant oraz P. Simon w pracach [2] oraz [3] wprowadzili technike tzw.
shattering matrix do badania inwariantéw kardynalnych przestrzeni to-
pologicznych, a takze zbioréw czesciowo uporzadkowanych oraz algebr
Boole'a. Stowniki objasniajg znaczenie stowa shattering przymiotnika-
mi druzgocacy, wstrzasajacy, itd. W tej rozprawie wprowadzimy nazwe
macierz rozrywajgca. W pracach [2], [3], [27] oraz [29], itd. technika
macierzy rozrywajacych byta stosowana zwykle przy zatozeniu, ze rela-
cja czesciowego porzadku to inkluzja zbioréw regularnie otwartych lub
porzadek w algebrze Boole'a. Zreby ogoélnej teorii tej techniki zapre-
zentowano w pracy M. Repicky [49, 0.1 Theorem], a takze w rozprawie
doktorskiej M. Machury. Separatywno$¢ zaktadano tam niejawnie lub
rozwazane przykiady byty separatywne. Z naszego rozeznania wynika,
ze drobiazgowa analiza zatozern dotyczgcych separatywnosci wypeinia
luke istniejaca w literaturze.

5.2. Liczba kardynalna k(Q). Niech (Q, <) bedzie zbiorem czescio-
wo uporzagdkowanym. Jesli G oraz H sa antytancuchami, to bedziemy
pisali G < H gdy dla dowolnego p G G istnieje g G H takie, ze p < q.
Relacja < to tzw. wpisywanie.

Ustalmy antytancuchy G oraz H. Rozwazmy zbior
D(G, H) = {x 6 Q : 3geG3heH(x < g oraz x < h)}.

Stwierdzenie 23. Zbiér D(G,H) jest gesty.

Dowdd. Gdy y G Q, to istnieje g G G zgodne z y. Czyli istnieje
x € Q takie, ze x < g oraz x < y. Istnieje takze h G H zgodne z x.
Czyli istnieje p G Q takie, ze p < x oraz p < h. Dostajemy p < y oraz
peD(G,H). O

Stwierdzenie 24. Wpisywanie antytancuchoéw jest relacjg skierowana.

Dowdéd. Ustalmy antytaricuchy G oraz H oraz maksymalng rodzi-
ne K C D(G,H) ztozong z elementéw parami nieporéwnywalnych. Z
gestosci D(G, H) natychmiast wynika, ze K jest antylaricuchem wpi-
sanym w G oraz H. O
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Bedziemy pisali G -<| H gdy dla dowolnego p G G istnieje q G H
takie, ze i(p) C z(g).

Stwierdzenie 25. Jesli relacja czesciowego porzadku < jest zwrotna
oraz separatywna, to

<=<; oraz -<="z.

Dowdd. Réwnosci sg natychmiastowg konsekwencja faktu 12. O

Wobec faktu 8, relacja zawiera relacje <. Niekoniecznie zachodzi
zawieranie odwrotne. Przyktadem niech bedzie rodzina otwartych pod-
zbioréw prostej uporzadkowana inkluzjga. Jednoelementowe antytancu-
chy {(—o0, 2)U(2, +00)} oraz {(—o0, 1)U(1, +00)} sa nieporéwnywalne
wzgledem inkluzji, lecz poréwnywalne wzgledem jej separatywnej mo-
dyfikacji.

Kolekcje antytaricuchéw B = {Ha : a < A} bedziemy nazywali ma-
cierzg rozrywajgca gdy dla dowolnego p G € istnieje a < A taka, ze
p jest zgodny z co najmniej dwoma elementami z Ha. Jezeli macierz
rozrywajaca istnieje, to najmniejszg liczbe kardynalng réwnoliczng z
macierzg rozrywajgca bedziemy oznaczali k((Q, <)), lub krécej /¢c(Q).

Nie kazdemu zbiorowi czesciowo uporzadkowanemu Q mozna przy-
porzadkowac liczbe kardynalng k(Q). Dla przyktadu, gdy Q jest liniowo
uporzadkowany, to wszelkie antytancuchy sa jednoelementowe. Liczba
kardynalna k(Q) ma sens jedynie wtedy, gdy dla dowolnego q G Q
istniejg dwa elementy zgodne z g, lecz nieporéwnywalne miedzy soba.

Lemat 26. Niech P C Q bedzie podzbiorem gestym w zbiorze czesciowo
uporzadkowanym Q. Jesli {Ha : a < A} jest macierzg rozrywajaca dla
Q, to istnieje takze macierz rozrywajaca B mocy A taka, ze UB C P.

Dowdd. Dla kazdego Ha dobieramy antytaricuch G,, C P taki, ze
Ga < Ha. Rodzina {Ga : a < A} to macierz rozrywajaca, ktdrej po-
trzebujemy. O

Jesli X jest przestrzenig metryczng, to k(X) = k(Q) = w, o ile
topologie oznaczymy <3 zas relacje inkluzji <. Rzeczywiscie, gdy Hn
jest maksymalng rodzing kul roztgcznych o $rednicach mniejszych niz

to rodzina {Hn : n < u;} jest matryca rozrywajaca.
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Dla kostek Cantora Dm - oznaczania jak w [13, str. 116], gdzie m
jest nieskoriczong liczbg kardynalng - zachodzi K(Dm) = uj. Rodzina
{'Hn : n < u} jest matrycg rozrywajaca dla Dm, o ile kazde Hn to
maksymalna rodzina rozigcznych zbiorow bazowych postaci flssm Ws,
gdzie Ws 7~ D dla skoriczonej ilosci indeksow s £ m, ale w wiekszej
liczbie niz n.

5.3. Macierze rozrywajacej mocy nieprzeliczalnej. W pracy [Z]
pokazano, ze dla niektérych porzadkow (waznych, czesto omawianych)
moc macierzy rozrywajgcej moze byc¢ nieprzeliczalna. Dotyczyto to nie-
rownosci i < k(([cj]w, C*)) = h. Najistotniejszym narzedziem dowodu
tej nieréwnosci jest tzw. Base Matrix Lemma [2, str. 14]. Ta technika
zostata uogoélniona na algebry Boole’aw [3, Theorem 1.13], a takze po-
wtdrzone pod nazwg Base Tree [3, Theorem 3.4]. Okazuje sie, ze bez-
posrednie stosowanie takich uogolnien jest kiopotliwe, poréwnaj [27]
lub [29]. Dlatego powtarzamy najistotniejsze kroki tej techniki, zwra-
cajac uwage na separatywnos¢ oraz zwrotnos$¢ rozwazanego czesciowego
porzadku.

Rozwazmy nastepujgcag wlasnos¢ zbiorow czesciowo uporzadkowa-
nych, w ktérych sg macierze rozrywajace:

«((Q, <)) = *"({<?6Q :?2<P3}, <)),

dla wszelkich p € Q. Jest ona niewatpliwie spetniona w czesciowych
porzadkach (Q, <) takich, ze w dowolnym zbiorze postaci

{ge®:q<p}
jest zawarty gesty podzbidér izomorficzny z Q. Tak jest w przypadku
(M W Q*)- Whasnos¢ ta bedziemy nazywali k-jednorodnoscig. Dodajmy
jeszcze i to, ze zbidr czesciowo uporzadkowany

({(AB)* :ACBorazB\Ae [w]"}, C)
jest K-jednorodny.

Twierdzenie 27. Jesli zbiér czesciowo uporzadkowany (Q, <) jest k-
jednorodny oraz relacja < jest zwrotna, to istnieje macierz rozrywajgca
mocy k dobrze uporzadkowana przez -<l.

Dowdd. Niech {G Q:a < /tf bedzie macierzg rozrywajaca. Kladzie-
my HO = Ggq. Zalézmy, ze dla A < k okreslona jest rodzina antylan-
cuchéow {Ha : a < A} dobrze uporzadkowana przez relacje -<l. Niech

Qa Q Q skiada sie z takich ? 6 Q, ktore sa zgodne z doktadnie jednym
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elementem Ha dla dowolnego a < A, a takze z doktadnie jednym ele-
mentem nalezacym do G\. Wobec K-jednorodnosci, zbior Q> jest gesty
w Q. Rzeczywiscie, gdy y £ Q, to niech

YRAC{g6Q:?< [/AnD(Ha,GXx)

bedzie antytaricuchem relatywnie wzgledem {g £ Q : q < y}. Wobec
«:-jednorodnosci macierz :a < A} nie jest rozrywajgca wzgledem
{qE®: g < y}, awiec istnieje p < y takie, ze p £ Qa-

Niech H\ C bedzie antytancuchem. AA/obec twierdzen 66 oraz 19,
rodzina antytancuchéw {Ha : a < k} jest dobrze uporzadkowana przez
—<*, a takze jest macierzg rozrywajgca, bo stale H\ G\. O

Relacja -<Jpojawia sie naturalnie w dowodzie powyzszego twierdze-
nia. Motywuje ona potrzebe badania wtasciwosci separatywnych mody-
fikacji czesciowych porzadkéw. Gdy rozwazamy separatywny czesciowy
porzadek, to w powyzszym twierdzeniu, na podstawie stwierdzenia 25,
relacje mozna zastgpi¢ wpisywaniem antylancuchéw, czyli relacjg

W jezyku opartym o relacje prostopadtosci - czyli po ustaleniu pro-
stopadtosci (Q, _L), macierz rozrywajaca mozna okresli¢ jak nastepuje.
Niech B = {Ha:a < A} bedzie kolekcjg ztozong z maksymalnych zbio-
réw spojnych w sensie relacji £: Spéjnosé¢ wzgledem relacji znaczy, ze
dowolne dwa elementy sg w relacji. Wtedy macierz B jest rozrywajaca,
gdy nie istnieje q E Qtakie, ze g ¢ _L(p) dla doktadnie jednego p £ Ha
oraz wszystkich a < A. Za$ dobre uporzadkowanie w sensie relacji <l
to wpisywanie wzgledem relacji -C.

5.4. Rozdrabnialnos$¢. Rozwazana w tym podrozdziale wtasnosc jest
réwnowazna istnieniu macierzy rozrywajacej.

Lemat 28. Jesli relacja < jest zwrotna, to nastepujace warunki sg
réwnowazne:

(1) Dla dowolnego p E Q istniejg dwa nieporownywalne elementy
g,r £ Q takie, ze i{q) C i(p) orazi(r) Ci(p);

(2) Dla dowolnego p £ Q istniejg dwa nieporéwnywalne elementy
g,r £ Q takie, zeq< p orazr < p.

Dowdd. Implikacja (2) => (1) natychmiast wynika z faktu 8.
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Ustalmy elementy q,p oraz r takie, ze g-Lr, i(q) C z(p) oraz i(r) C
i(p). Skoro q £ i(q) C z(p), to istnieje q < ¢ takie, ze g < p. Analo-
gicznie znajdujemy r < r takie, ze r < p. Ale g_Lr pociaga q _Lr, co
daje (1) == (2). O

O czesciowym porzadku, ktory spetnia wilasnosci w powyzszym
stwierdzeniu bedziemy mowili, ze jest rozdrabnialny. Jesli czesciowy
porzadek (Q, <)) jest K-jednorodny, to jest rozdrabnialny. Co wiecej:

Twierdzenie 29. Czesciowy porzadek jest rozdrabnialny wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje macierz rozrywajaca.

Dowdd. Ustalmy g £ Q oraz macierz rozrywajaca 0. Istnieje wiec
w 0 antylancuch do ktérego nalezg dwa elementy p oraz y zgodne z
g- Wobec tej zgodnosci, istniejg elementy p* < q oraz y* < ¢ takie, ze
p* < p oraz y* < y. Ale p oraz y sa r6znymi elementami antytaricucha,
czyli p-Ly, a wiec takze p*ly*.

Dla kazdego q £ Q ustalamy dwa nieporéwnywalne elementy p oraz
y takie, ze p < qoraz y < . Rodzina antylaricuchéw {Hq:q £ Q} jest
macierzg rozrywajaca, o ile p oraz y zawsze nalezg do Hq. O

Wniosek 30. Jesli czesciowy porzadek (Q, <) jest rozdrabnialny, to
liczba kardynalna k(Q) jest nieskonczona.

Dowdd. Niech rodzina antytancuchow {Ha : a < k(Q)} bedzie
macierzg rozrywajacg. Ustalamy pO £ HO. Gdy pO £ Hi, to kiadziemy
Po = Pi- W przeciwnym przypadku znajdujemy o\ £ H\ zgodne z p0,
a nastepnie dobieramy pi < po takie, ze pi < g\. To postepowanie
mozemy powtarza¢ skonczenie wiele razy. W n-tym kolejnym kroku
dobieramy pn < pn-i takie, ze pn_i < gn £ Hn. Dla dowolnego n £ uj,
rodzina {Hk ®mk < n} nie jest macierzg rozrywajgca: pn nie moze
by¢ zgodne z dwoma nieporéwnywalnymi elementami nalezacymi do
U{Hk:k < n}. O

Whniosek 31. Jesli k(Q) = lj, to istnieje macierz rozrywajgca dobrze
uporzadkowana przez wpisywanie antytaricuchowv.

Dowdd. Jesli {Hn : n £ u} jest macierza rozrywajaca, to kia-

dziemy HO = GO oraz Gn+\ niech bedzie antylancuchem zawartym
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w D(HnNn+i,Gn). Macierz {Gn : n G c¢j} jest rozrywajgca oraz dobrze
uporzadkowana przez wpisywanie antytaricuchoéw. O

W jezyku topologii, rozdrabnialnos¢ ttumaczy sie na nastepujaca
wlasnosé: Dowolny niepusty zbidr otwarty zawiera dwa roztgczne zbiory
otwarte. Gdy przestrzenn Hausdorffa nie zawiera punktéw izolowanych,
to spetnia ta wlasnos¢. Dla takich przestrzeni mozliwym jest wprowa-
dzenie inwariantu kardynalnego, ktory odpowiadatby minimalnej mocy
macierzy rozrywajgcej. Aktualnie, wiasnosci takiego inwariantu nie sg
zbyt dobrze poznane. W przypadku ([dj]“,C *) minimalna moc macie-
rzy rozrywajacej h ttumaczy sie na addytywnos¢ ideatu (r°) ztozonego
ze zbioréw nigdziegestych w topologii Ellentucka, patrz [48]. Analogicz-
ny rezultat pokazaliSmy dla ideatu (i>°), patrz dodatek lub [27, Corol-
lary 3.2].



6.1. Warianty cr-ograniczonosci. Przedyskutujemy mozliwe zatoze-
nia dotyczace ograniczonosci z dotu ciggu elementéw zbioru czescio-
wo uporzadkowanego. Jesli (Q, <) jest zbiorem czeSciowo uporzadko-
wanym, to umiemy takze okresli¢ relacje <*. Czyli mozemy rozwazac
ograniczono$¢ wzgledem relacji < badz relacji Mozliwe sag takze
dwa kolejne warianty:

e Separatywna a-ograniczonosé: Jesli stale pn+i Pn, to istnieje
g £ Q takie, ze g < pn dla kazdego n E u>

e Staba a-ograniczonos¢'. Jesli stale pn+i < Pm to istnieje q E Q
takie, ze q pn dla kazdego n £ u.

Skoro relacja < jest zawarta w relacji to natychmiast dostajemy
nastepujace implikacje.

e Separatywna cr-ograniczonos¢ implikuje cr-ograniczonosg;

e Separatywna cr-ograniczonos¢ implikuje stabg cr-ograniczonosc;

e Separatywna cr-ograniczonos¢ implikuje cr-ograniczonos¢ wzgle-
dem relacji <*;

e cr-ograniczonos¢ implikuje stabg cr-ograniczonosg;

e cr-ograniczonos¢ wzgledem relacji implikuje stabg o-
ograniczonosg¢.

Gdy czesciowy porzadek < jest separatywny oraz zwrotny, to wszyst-
kie cztery warianty a-ograniczonosci sa réwnowazne warunkowi: Je-
sli stale pn+l < pn, to istnieje q E Q takie, ze g < pn dla kazdego
n E w3 czyli cr-ograniczonosci. Bez separatywnosci warunek stabej a-
ograniczonosci jest najogdlniejszy. Sformutowalismy go, by doktadniej
sprecyzowac zatozenia w nastepujgcym twierdzeniu. Tam, a takze w
pozostatych faktach, nie bedziemy dopisywali zwrotnosci do zatozen,
bo badamy jedynie zwrotne relacje czesciowego porzadku.

Twierdzenie 32. Jesli czesciowy porzadek (Q, <) jest rozdrabnialny
oraz stabo a-ograniczony, to liczba kardynalna k(Q) jest nieprzeliczal-
na.

Dowdd. Przypusémy, ze {Hn : n < co} jest macierzg rozrywajaca
dobrze uporzadkowang przez wpisywanie antytancuchéw, patrz wnio-

sek 31. Wybieramy cigg o wyrazach pn £ Hn tak, aby zawsze pn+i < pn-
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Jesli stale p <, pn - wobec stabej <r-ograniczonosci takie p istnieje - to
p nie moze by¢ zgodne z dwoma nieporéwnywalnymi elementami na-
lezacymi do U{Hn : n £ u;}. Sprawdzamy to korzystajac z implikacji:
Jesli i(p) C i[q) oraz gt.y, to nieprawda jest i(p) C i(y). O

W czesciowym porzadku ([O)]*,C*) dowolny taricuch malejacy diu-
gosci X < t jest ograniczony z dotu. Hipoteza t > Ij\ jest zgodna
z aksjomatami ZFC. Czyli zgodna z ZFC jest takze hipoteza, ze w
(M “)Q*) kazdy tarncuch malejgcy dtugosci e jest ograniczony z dotu.
Takiej mozliwosci nie dopuszcza czesciowy porzadek

({(A,B)* : (A,B) jest segmentem}, C).

W tym porzadku zawsze istniejg nieograniczone tancuchy dtugosci (Ji.
Takim tarnicuchem jest rodzina

{(Aa,Ba) :a < wi},

gdzie zbiory Aa oraz Ba tworzg tzw. luke Hausdorffa. Luka Haudorffa
to dwa ciggi {Aa :a < uji) C [cjlworaz {Ba:a < o>i} C [u;]w takie, ze:

e Jedlia < (3 to AaC* Ap C* Bp Ct Ba\
< Nie istnieje C takie, ze Aa c* C C* Ba dla wszelkich a < b\

Jak zauwazyt M. Scheepers [57, str. 13], po raz pierwszy takie ciagi
skonstruowat F. Hausdorff w artykule [?].

6.2. c-rozdrabnialnos$¢. Mozliwe sg takze nastepujgce wzmocnienia
rozdrabnialnosci:

e c-rozdrabnialnos¢: Dla dowolnego p £ Q istnieje rodzinaW C Q
mocy cztozona z elementéw parami nieporéwnywalnych takich,
zejeslig£E£ W, to q< p;

e Separatywna c-rozdrabnialnos¢: Dla dowolnego p £ Q istnieje
rodzina W C Q mocy c ztozona z elementéw parami nieporéw-
nywalnych takich, ze jesli g £ W, to i(g) C i(p).

W powyzszych definicjach liczbe kardynalng c mozna zastgpic jaka-
kolwiek inng liczbg. Dla przyktadu, w twierdzeniu Kulpy-Szymanskiego
zatozona jest /3-rozdrabniatnos¢, gdzie li moze by¢ liczba kardynalng

regularng oraz nieprzeliczalng. Nic zawsze jest to potrzebne.
34



Stwierdzenie 33. Separatywna c-rozdrabnialnos¢ jest réwnowazna c-
rozdrabnialnosci, a takze c-rozdrabnialnosci wzgledem separatywnej mo-
dyfikacji.

Dowdd. Dowod natychmiast wynika z faktow 7, 8 oraz twierdzenia
14. Mozna go takze wyprowadzi¢ bezposrednio z implikacji: Jesli i(p) o
i(g) = 0,y <poraz x< q, to yLx. O



7.1. Definicja macierzy gestej. Kolekcje antyfancuchow
B={Ha:a< A}

taka, ze suma UB jest gesta w (Q, <) bedziemy nazywali macierza
gesta. GestosC jest rozumiana w sensie porzadkowym: innymi stowy,
dla dowolnego q E Q istnieje p G (JB takie, ze p < g. W jezyku
opartym o relacje prostopadiosci, gestos¢ moze by¢ rozumiana jako
gestos¢ wzgledem relacji <C, a wiec jako gestos¢ wzgledem separatywnej
modyfikacji.

Jesli Q C Q jest podzbiorem gestym, to istnieje macierz gesta mo-
cy nie wiekszej niz X\ztozona z antytancuchéw zawartych w Q. Czy-
li dowolnemu czesSciowemu porzadkowi mozna przyporzadkowac liczbe
kardynalng réwng najmniejszej mocy macierzy gestej. Suma macierzy
gestej oraz macierzy rozrywajacej jest macierzg gesta i rozrywajaca, ale
jej moc moze by¢ wieksza niz k(Q). W czesciowym porzadku ([g]*“, C*)
macierz gesta jest rozrywajgca. Co wiecej, istniejg tam macierze geste
mocy Kk ((Mw, C*)).

7.2. O drzewie bazowym, czyli o technice macierzy bazowej.
Niech B = {Ha : a < A} bedzie macierzg gestg oraz rozrywajgca. Za-
t6zmy dodatkowo, ze nie istnieje macierz rozrywajgca mocy mniejszej
niz A Gdy antytancuchy Ha sa dobrze uporzadkowane przez wpisywa-
nie, to macierz B bedziemy nazywali bazowa, poréwnaj [14, str. 97].
Macierz bazowg {Ha :a < A} taka, ze:

Jesli 3< a < Aoraz p G Hg, to zbiér {q G Ha : q < p} jest mocy ¢

bedziemy nazywali drzewem bazowym czesSciowego porzadku <. Na-
stepujgce postepowanie poprawiania macierzy rozrywajacej jest odpo-
wiednikiem rozumowan dotyczacych relacji C* oraz jej separatywnych
uogolnien, [2 Lemma 2.11], [14, str. 95-98], [49, 0.1 Theorem] lub [27,
Theorem 4.2].

Ustalmy zwrotny czesciowy porzadek (Q, <) mocy c. Zat6zmy dodat-
kowo, ze jest on /c—-jednorodny, separatywny oraz a—-ograniczony. Niech

{Ga:a < k(Q)}
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bedzie macierzg rozrywajgca dobrze uporzadkowang przez relacje wpi-
sywania antyfancuchéw. Macierz taka istnieje wobec twierdzenia 27,
bo zakfadamy separatywnos¢. Kladziemy HO = Go- Zalézmy, ze dla
A < k okreslona jest rodzina antytancuchoéw {Ha : a < A} dobrze upo-
rzadkowana przez relacje wpisywania antytancuchow. Niech F\ bedzie
antytancuchem wpisanym w G\ oraz w dowolny antylancuch z rodziny
{HO : fi < A}. To, ze antyftancuch F\istnieje, mozna uzasadni¢ nastepu-
jaco. Macierz B\ = {Hp :/3< A} U{Ga} jest mocy mniejszej niz /c(Q),
a wiec nie jest rozrywajaca. Rodzina wszystkich elementéw z Q, ktére
sa poréwnywalne z dokfadnie jednym elementem kazdego antylancu-
cha nalezagcego B\ jest gesta. Gdy F\jest antylancuchem ziozonym z
elementéw takiej rodziny, to —wobec separatywnosci -jest on wpisany
w kazdy antylancuch z B\

Niech UNC Q bedzie rodzing wszystkich q £ Q, ktoére sg zgodne z
continuum wielu elementami z F\ Skoro |Q] < c to, takze N\ < c
Istnieje wiec funkcja roznowartosciowa f : UN—Q taka, ze f(p) < p
oraz f(p) < q dla jakiegos q £ Fx. Niech H\ bedzie antytancuchem
wpisanym z F\ oraz zawierajgcym zbiér wartosci funkcji /, tj. fJUN\].
Macierz {Ha :a < k(Q)} jest gesta oraz dobrze uporzadkowana przez
wpisywanie antytancuchoéw. Sprawdzamy to istotnie wykorzystujgc a—
ograniczono$¢ oraz rozdrabnialno$¢. Nadmienmy jednak, ze uzasadnie-
nie gestosci wymaga triku, ktory dokiadniej opisujemy ponizej, nie-
znacznie modyfikujac "claim" z dowodu Base Matrix Lemma, [2 str.
14].

Ustalmy p £ Q. Indukcyjnie definiujemy cigg liczb porzadkowych
fi < £2 < .mtaki, ze

« Jesli/ £ 2n, to istnieje element pj £ G™n zgodny z p;
» Jeslif,g £ 2noraz f ~ g, to pf = pfi;
« Jesli/ G2", g£ 2morazf = g\n, to pg< p/.

Liczba porzadkowa * = sup{En : n £ &} jest mniejsza niz k, a wiec
Z cr-ograniczonosci wynika, ze c elementow z G" jest zgodne z p. W
konsekwencji p G i/e, a takze /(p) G He oraz /(p) < p. Analogicznie
znajdujemy liczbe porzadkows /z < k taka, ze c-wiele elementow z
jest ponizej p.

Podsumowujgc powyzszg analize dostajemy twierdzenie 34, ktérego
uzasadnienie w catosci przynalezy do autorow artykutéw [2] oraz [3]. Z
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analizy tej natychmiast wynika c-rozdrabnialnos¢. Nadmienmy takze,
ze istnienie antylancucha F\ wynika z separatywnosci. Tam korzysta-
my z nastepujacej wiasnosci: Gdy F jest antylanicuchem oraz p Lg dla
wszelkich g £ F\ {y}, top < y. Zalozenie, ze dowolny antytancuch ma
takie wlasnosci jest rownowazne separatywnosci.

Twierdzenie 34. Jesli separatywny zwrotny czesciowy porzadek jest
mocy continuum, K-jednorodny oraz a-ograniczony, to istnieje drzewo
bazowe.

Dowdd. Niech (Q, <) bedzie czesciowym porzadkiem, o ktérym mo-
wa w zalozeniach. Pozostalo pokaza¢ jak okreslong powyzej macierz
bazowa {Hp : B< k(Q)} poprawi¢ do drzewa bazowego.

Kfadziemy HO= DO. Gdy A < k(Q) oraz antytancuchy {D 3:(3< A}
sg okreslone, to niech EN\ bedzie antytancuchem wpisanym w H\ oraz
w antytancuchy Da, dla a < X. Wtedy D\ niech bedzie antytanicuchem
wpisanym w E\takim, ze dowolne g £ E\jest zastgpione maksymalng
rodzing mocy c ztozong z elementéw mniejszych niz g oraz parami nie-
poréwnywalnych. Macierz {Da :a < k(Q)} jest drzewem bazowym. 1

Nasz wkiad w twierdzenie 34 polega na podkresleniu znaczenia se-
paratywnosci. W literaturze dotyczacej teorii forcingu zatozenie sepa-
ratywnosci bywa pomijane, gdyz wszelkie omawiane tam konsekwencje
zalezg od relacji J . innymi slowy, od separatywnej modyfikaciji.

7.3. Brak separatywnosci, a gesto$¢. Gdy nie zalozymy separa-
tywnosci, to mozliwe sg nastepujace rezultaty, w ktérych mozna ostabic
takze zalozenie a—ograniczonosci.

Wniosek 35. Jesli zwrotny czeSciowy porzadek < jest mocy continu-
um, K-jednorodny oraz a-ograniczony wzgledem to istnieje drzewo
bazowe wzgledem <j.

Dowdd. Moc oraz /t-jednorodnos¢ sg zachowywane przez separa—
tywng modyfikacje, a wiec wniosek jest natychmiastowg konsekwencjg
twierdzenia 34, polegajgca na zastosowaniu tego twierdzenia do sepa-
ratywnej modyfikaciji. O
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Kolejny wniosek rozni sie od powyzszego wariantami ograniczonosci
oraz gestosci. Dowolny zbior gesty wzgledem relacji < jest takze gesty
wzgledem jej separatywnej modyfikacji, odwrotnie niekoniecznie.

Wniosek 36. Jesli zwrotny czesciowy porzadek jest mocy c, k-
jednorodny oraz separatywnie a—-ograniczony, to istnieje macierz gesta
dobrze uporzadkowana przez wpisywanie wzgledem separatywnej mody-
fikaciji.

Dowdd. Jako, ze K-jednorodnos¢ zaktada rozdrabnialnosci, a wiec
zaklada takze istnienie macierzy rozrywajgcej, patrz twierdzenie 29.
Gdyby macierz rozrywajaca byta przeliczalna, to zgodnie z wnioskiem
31 istniataby przeliczalna macierz rozrywajgca uporzadkowana przez
wpisywania antytancuchéw. Czyli ze stabej er-ograniczonosci - patrz
twierdzenie 32 dostajemy, ze macierz rozrywajgca musi by¢ nieprzeli-
czalna.

Jesli w schemacie definiowania antylancuchéw H\ -tj. w schemacie
poprawiania macierzy rozrywajacej {Gp : j3 < k(Q)} opisanym przed
twierdzeniem 34 - bedziemy postulowali, by H\ 4 F\ -4 G\ oraz
A\ < Hp dla 3 < A to dostaniemy macierz jakiej potrzebujemy. O

W powyzszym dowodzie nie korzystaliSmy z separatywnosci. Jednak-
ze zatozenie co do mocy czesciowego porzadku jest istotne. Przykiad,
o ktérym mowa w twierdzeniu 18, spetnia pozostatle zatozenia wniosku
36. Tam nie ma macierzy gestej, ktory bytaby dobrze uporzadkowana
przez wpisywanie wzgledem separatywnej modyfikaciji.



W artykule H. Judah, A. W. Miller oraz S. Shelah [26], w dowodzie
"Lemma 3.2" okreslono nastepujacy czesciowy porzadek:

Let Q = {((4s:sEu<n) : As E Mw} and for A,B E Q define
A Q* B ifffor all s E oj<iw AS\ Bs is finite.

Kombinatoryczne wiasnosci czesciowego porzadku (Q, C*) ulatwity
przeprowadzanie dowodow niektérych nieréwnosci miedzy niezmienni-
kami kardynalnymi zwigzanymi z forcingiem Lavera. Elementy Q to
ciggi, ktorych wyrazy sg nieskonczonymi podzbiorami u, ponumerowa-
ne skonczonymi ciggami liczb naturalnych. Ciggi sa w relacji C*, gdy
odpowiadajgce wyrazy sg prawie zawarte jeden w drugim. Dodatkowo:

e Zbidr Q jest mocy continuum, tj. |Q] = ¢

e Czesciowy porzadek (Q,C*) jest separatywny [Istotnie, jesli
A ,B e Q oraz nie zachodzi A C* B, to istnieje s E u=<w ta-
kie, ze zbiér Cs = As \Bs jest nieskonczony. Zamieniajagc w
ciggu A wyraz As na Cs dostajemy cigg A! E Q taki, ze A'+B
oraz Al C* A\

e Element fl = (0,s= lu:s E [dlkw) jest najwiekszy w Q\

« Jesli A E Q, to czesSciowy porzadek

({BEQ:BSC Asdla s € w<w}, C*)

jest izomorficzny z (Q, Ct), a wiec (Q, Ct) jest K-jednorodny;
* (Q, Q*) jest cr-ograniczony oraz c-rozdrabnialny.

Dla czesciowego porzadku (Q, C*), podobnie jak w [2 2.11], istnieje
macierz bazowa B = {Ha :a < he}. Zachodzi przy tym,

t~ he ~ h

Nieréwnos¢ t < he uzasadniamy nie wprost. Mianowicie, gdyby ko-
lekcja {Ha : a < he < t} byla macierzg bazowsa, to wybieramy ciag
elementéow Aa E Ha taki, ze 72 < a pocigga A0 C* Aa. Niech Bse [wW*
bedzie zbiorem prawie zawartym w kazdym A%. Nastepnie sprawdza-
my, ze nie istnieje a < he takie, ze B = {Bs:s E M <w} jest wieksze
od pewnego elementu Ha. Nieréwnos¢ he < h uzasadniamy nastepu-
jgco. Jesli {Ga :a < h} jest macierzg gesta dla czesciowego porzadku
(M~ Q%> to budujemy macierz gestg dla (Q, C*) tak, aby dla dowol-

nego A E Ha wszelkich As nalezaty do Ga. Dodajmy, ze z artykutéw
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[53] oraz [4] wynika, iz hipoteza Hg < h jest zgodna z aksjomatami
ZFC, porownaj [39, str. 8]

Powyzej nie korzystaliSmy z zatozenia s G M <w, czyli zbiér indeksow
[lF<) moze by¢ zastgpione dowolnym innym zbiorem. Jak to zauwazyt
M. Machura [39], wtedy bedziemy mieli do czynienia z czeSciowymi
porzadkami (C(X), C°), gdzie X jest przestrzenig dyskretng. Gdyby
IX] > Aoraz cA > ¢, to dostalibySmy czesciowy porzadek mocy wiek-
szej niz ¢, a wiec powyzszymi metodami nie umielibysmy zdefiniowaé
macierzy bazowej. Mielibysmy jednak wtedy u-ograniczonos$¢ oraz k-
jednorodnos¢. Nie znamy jednak odpowiedzi na pytanie: Czy istnieje
macierz gesta i rozrywajgca dla (C(X), C°), o ile X jest przestrzenig
dyskretng, |X] = Aoraz cA> ¢?

Znalezlismy tylko jedno miejsce w literaturze [49, 0.1. Theorem] gdzie
z ogolnych zatozen o czesciowym porzadku wynika istnienie macierzy
bazowej. To twierdzenie Repickiego stosuje sie do czesciowego porzadku
(C(X), C°), gdy X jest przestrzenig dyskretng, u) < |X] < c oraz
P4 = c \yszczegolnosci przy zatozeniu aksjomatu Martina, patrz [33,
str. 51 -65], |X] moze by¢ dowolng nieprzeliczalna liczbg kardynalng
mniejszg niz c. Wtedy dostajemy takze istnienie drzewa bazowego.



Dotychczasowa cze$¢ tej rozprawy polegata na uogoélnianiu wiasno-
Sci kombinatorycznych ([a]" C*). W pracy [Z7] zauwazyliSmy, ze cze-
sciowy porzadek ({(>1,B)* : (A,B) jest segmentem}, C) mozna ba-
da¢ podobnymi technikami. Okazato sie, ze umozliwia to uzyskiwanie
analogicznych rezultatow, ktére prezentujemy w dodatku, a takze we
fragmentach umieszczonych w roznych czesciach tej rozprawy. Naszym
kolejnym zamiarem jest dalsze rozwijanie tak wypracowanych technik
w zakresie innych czesciowych porzadkéw wykorzystywanych w teorii
forcingu. W szczegélnosci w zakresie czesciowych porzadkéw okreslo-
nych na rodzinach domknietych podzbioréw liczb niewymiernych. Do-
mkniete podzbiory liczb rzeczywistych mozna réwnowaznie opisywac
jako drzewa. Takze na elementy [u]" oraz segmenty mozna patrzec jak
na drzewa. Ponizej prezentujemy niezbedne pojecia dotyczace teorii
drzew, pozwalajace zwiezle zarysowac ich kombinatoryczne wiasnosci,
a takze dotyczace ich techniki.

Podzbior T C Segx zamkniety na obciecia do poczatkowych frag-
mentéw, tzn. ciggdw skonczonych, oraz taki, ze kazdy jego element ma
przedtuzenia w T roznigce sie wartosciami dla cho¢ jednego wyrazu be-
dziemy nazywali drzewem. Definicje drzewa - powszechnie stosowang
w literaturze -zacie$niamy do tzw. drzew doskonatych.

Bardziej formalnie, T C Seqgx jest drzewem, o ile dla dowolnego
ciggu
t= (2(0),i(), -~ - t(n)) = {(0,t(0)), (1, t(1)),..., (N, t(n))j G T
obciecie t do n takze nalezy do T, czyli
(t(o),t(h,..., t(n-1))GT;

Dla dowolnego t = {(0, t(0)), (1, £(1)),..., (n,t(n))} G T istniejg dwa
rozne wierzchotki s,v G T takie, ze t(i) = s(i) = v(i), dla0O< i < n,
oraz s(n +Kk)) = v(n +k), dla jakiego$ k > 0. Przyjmujemy konwencje
(zwyczajowe oznaczanie ciggow)

{(0,4(0)), (1,t()),..., (n,i(n))} = (t(0), t(1),..., t(n)).

Gdy t G Segx oraz k G X, to symbolem t~k bedziemy oznaczali
sume t U {(Jt], k)}, czyli konkatenacje ciggéw t oraz {(0, k)}. W szcze-
golnodci, gdy t = (¢(0), £(1)),..., t(n)) oraz k Gu, to t—k oznacza cigg
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{(0, ¢(0)), (1, (1)), *==, (n,t(n)), (n + 1, k)}. Symbol [i] oznacza liczbe
wyrazow ciggu t, czyli moc zbioru t.

Gdy t £ Seqx oraz n < Ji], to symbolem iJn bedziemy oznaczali
obciecie t do n, czyli ciag (i(0),i(l),..., t(n = 1)).

Wierzchotek t G Seqx jest przedtuzeniem wierzchotka s, o ile s(i)) =
t(i) dla0< i < |g]. Przy czym, t jest bezposrednim przedtuzeniem s, o
ile s~k = t dla jakiegos k £ X.

Wierzcholek t £ T bedziemy nazywali punktem rozgatezienia gdy
ma on w T dwa bezposrednie przediuzenia. Gdy wierzchotek t jest
bezposrednim przedtuzeniem wierzchotka s, to punkt t(]Js]) bedziemy
nazywali nastepnikiem s.

Rzad wierzcholka t £ T to liczba jego bezposrednich przediuzen
nalezacych do T.

Wierzcho#ek t £T bedziemy nazywali pniem drzewa T, gdy dowolny
inny wierzcho®ek g £ T jest znim zgodny, czyli suma tU( to cigg nale-
Zzacy do SeqX,orazw T saco najmniej dwa bezpoSrednie przeddu=enia
t. Przyjelisny konwencje, 2z 0 £ Se(qX, a wiec ka=zde drzewo ma pien.
Gdyby w drzewie by#y co najmniej dwa wierzchodki jednoelementowe,

to pniem takiego drzewa jest zbior pusty.

Ciagg nieskonczony / G X" bedziemy nazywali gatezig drzewa T,
o ile ™ G T dla wszelkich n £ uj. Zbiér wszystkich galezi drzewa
T bedziemy oznaczali symbolem [T] oraz nazywali korpusem. Korpus
to nazwa wprowadzona w tej rozprawie: innymi stowy, korpus drzewa
T C Seqgx to zbior

[M={/6X“:/,GTdlan£o}C Xu.

Topologia naturalna (produktowa) na X Wjest generowana przez ro-
dzine zbioréw postaci [S§]= {/ GXU:sC /}, gdzie s £ Segx- Rodzina
generujaca topologie naturalng jest zamknie ta na skonczone przekroje
(Gdy sUt £ Segx, to [s]fiill] = [sUt]) lub [sSJfi[il= 0, o ilesuma
sU1i nie jest ciagiem), a wiec jest bazga. Korpus dowolnego drzewa jest
podzbiorem domknie tym iw sobie gestymw X U»

Lemat 37. Drzewo T ma korpus nigdziegesty, wtedy i tylko wtedy gdy

[/13 \ pT] 0 dla wszelkich f £ [T] oraz n £ oj.
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Dowodd. Gdy [T] jest zbiorem nigdziegestym, to [T] nie zawiera Zad-
nego niepustego zbioru otwartego (bazowego). Czyli [s]\ [T] ~ 0 dla
wszelkich S G Seqx,w tym takZze dla wszystkich [/]J, gdzie / 6 X W (a
wiec takze dla /7 G [T])-

Ustalmy zbidr bazowy [s]. JesSli s & T, to [s]fi [T] =0. JesSLi S£ T,
to ustalamy / G [T] oraz m G U takie, 2ze f\m = s. Wobec zaloz=en
[/Im] \ 7 0, a wiec istnieje t 6 Seqx takie, Zes = f\mC toraz t ¢. T.
Czyli [T]n i1 = 0 oraz [f C [s], [

9.1. Segmenty, *-segmenty. W dodatku, czyli w pracy [27], bada-
my drzewa reprezentowane przez segmenty oraz *-segmenty. Segment
(A,B) to zbior postaci {X G [u]' : A C X C B}, gdzie A C B
oraz B \A G [a]" Wszystkie funkcje charakterystyczne zbioréw nale-
zgcych do segmentu (A, B) tworzg korpus drzewa w 2“: innymi stowy,
zbior utozsamiamy z okreslajaca go funkcja charakterystyczna, tj. zbior
Y G Y utozsamiamy z funkcjg / G 2* takg, ze / -1({1}) = Y. Ro-
dzina wszystkich takich drzew uporzadkowana przez inkluzje to tzw.
"Silver forcing", poréwnaj [35, Definition 1.1], Wobec lematu 37 kor-
pus drzewa reprezentowanego przez segment (A, B) jest zbiorem nig-
dziegestym. Rzeczywiscie, topologia naturalna na [gjwjest generowana
(odpowiedniki zbioréw [s]) przez zbiory

X, XU @ \suprr)} = {Y 6 ww :XCY C XU (1j\supa:)},

gdzie x jest niepustym zbiorem skonczonym. Jesli Y ¢ (A, B) oraz
m G oj, to zbior (Y fim, (Y fim) u (u \m)) (odpowiednik /Jm) nie jest
zawarty w (A,B): Dla dowolnego a ¢ AN\m, zachodzi Y \a ¢. (A, B)
oraz YN\a 6 (Y fim, (Y fim)u @i\m)).

Z segmentami postaci (A, B) stowarzyszone sg tzw. *—segmenty, czy-
li zbiory postaci (A,B)* = {X G [uw : A C* X C* B}. Rodzina
wszystkich *—segmentéw uporzadkowana przez inkluzje jest czescio-
wym porzadkiem, ktéry postuzyt w [27] do badania inwariantéw kardy-
nalnych zwigzanych z ideatem (v°). Wobec [27, Fact 2.2], dowolny ma-
lejacy cigg *—segmentdw jest ograniczony. Dowolne dwa *—segmenty
(A, B)* oraz (C, D)* takie, ze rownoliczne sg zbiory uj\B, uj\D, a takze
A, C sg izomorficzne oraz homeomorficzne w topologii dziedziczonej z
topologii naturalnej. Stosowny izomorfizm, bedacy jednoczesnie home-
omorfizmem, ustala dowolna bijekcja « na .;, ktéra przeprowadza zbiér
A na C, zbiér B NA na D \C oraz zbiér i>\B na .; \C. Zachodzi

takze, patrz [28, str. 15], wersja faktu 51.
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Lemat 38. Dowolny *—segment zawiera contimuum wiele parami roz-
facznych *—segmentow.

Dowadd. Ustalmy *—segment (A, B)* oraz rodzine C mocy continu-
um, ztozona z parami prawie rozigcznych podzbioréw zbioru B\A. Dla
kazdego D 6 C ustalmy zbior nieskoriczony D~ c D taki, ze réznica
D \D~ takze jest nieskoriczona. Woéwczas rodzina

{(AuD~,AuDy :D £ C}

jest taka, jakiej potrzebujemy.

Rzeczywiscie, jesli D ,E E C, to przekroj
(Al) D~,AUDyY n(Au E~,Au E**

jest pusty. Gdyby jaki$ zbiér X nalezal do takiego przekroju, to A U
D~UE~ C* X oraz X C* AU (D fi E) C* A; co jest niemozliwe, gdyz
zbiér D~ U E~ jest nieskonczony. O

Powyzsze wlasnosci *—segmentéw umozliwiajg badanie wiasciwoSci
forcingu Silvera metodami analogicznymi jak forcingu Mathiasa, patrz

[48] oraz [46]. Analogicznie do tego jak w [26], [53] lub [54] mozemy
bada¢ relacje

{(i4B)*:a<A}<{(CID);:a<A}t

gdzie (AB)*a C (C,D)*a dla wszystkich a < A Gdy A jest liczba
kardynalng taka, ze cA = c, to dostajemy czesciowy porzadek mocy
¢, ktory jest rozdrabnialny, a-ograniczony oraz K-jednorodny. Wtedy
mozna stosowac twierdzenie 34. Jednakze o drzewach bazowych tale
otrzymanych wiemy niewiele wiecej niz to, co wynika z twierdzenia 60.

9.2. Drzewa, a (u;,u) Iluki. To, ze dowolny malejacy ciag
*—segmentow jest ograniczony (patrz [27, Fact 2.2]) jest rownowazne z
twierdzeniem J. Hadamarda o nie istnieniu (oo, uj) luk. Jak podaje M.
Scheepers [57] nie istnienie takich luk zostato po raz pierwszy odnoto-
wane przez P. du Bois-Reymond (1873) oraz wyczerpujgco udowodnio-
ne przez J. Hadamarda (1894). Wobec tego, ze zawsze istnieja (}i,
luki (tzw. luki Hausdorffa. patrz [3 Twierdzenie 9.10] lub [57, Theorem
10]) istniejg pozaskonczone ciggi malejace *—segmentow diugosci u\
ktére sg nieograniczone, tzn. o pustym przekroju.
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Dla drzew, odpowiednik twierdzenia o nie istnieniu (u,uS luk, nie-
koniecznie jest prawdziwy. Mianowicie, jesli T C Segx jest drzewem,
to niech [TJ* bedzie zbiorem wszystkich ciggéw nieskonczonych z Xu
rozniacych sie od jakiejs gatezi z [T] skoriczong liczbg wyrazéw. Jesli
/,0 G Xu, to piszemy f =* g gdy ciggi te r6znig sie skofnczong liczbg
wyrazow.

Lemat 39. Istnieje drzewo T C Seqgx takie, ze dowolne dwie galezie z
korpusu [T] r6znig sie nieskoriczong iloscig wyrazow.

Dowdd. Jesli zbidr X jest nieskonczony, to stosownym drzewem jest
dowolne drzewo takie, ze jego wierzchotki nie majg wspolnych nastep-
nikow. Gdy zbiér X jest skonczony, to postulowane drzewo definiujemy
indukcyjnie. Ustalamy wierzcholek So G Segx, kladziemy |0]= kOoraz
So = {50} (przyjmujemy, ze sO bedzie pniem definiowanego drzewa).
Kolejne liczby naturalne kn oraz zbiory wierzchotkéw Sn ¢ Seqgx defi-
niujemy indukcyjnie z zachowaniem warunkow:

ko< ki < ... < kn;

« Dowolny wierzchotek / G 5n_i ma doktadnie dwa przedtuzenia
g,h E Sn,

» Ciggi nalezagce do Sn sg przediuzeniami wierzchotkédw z Sn_i
(jest ich doktadnie 2") oraz wszystkie sg diugosci kn;

e Dla dowolnych dwoch réznych f,g G Sn istnieje liczba m taka,

ze f(rn) ~ g(m) oraz kn_i <m < kn.

Potem kiadziemy

pn = FI{U{[S]:s ¢ Sn} :n G u}.
Jesli f,g E [TJoraz f N g to, takze /jt "~ g\ dla jakiego$s n G qj.
Wtedy istniejg liczby m* (dla i € u) takie, ze f(m,i) ~ g(mi) oraz
fm+i i < m, < knH. To wystarczy, by teza byta spetniona. O

Whniosek 40. W dowolnym drzewie jest zawarte drzewo, ktérego do-
wolne dwie gatezie rdznig sie nieskonczong iloscig wyrazow.

Dowod. Dowdd jest analogiczny jak dowdd powyzszego lematu, w
ktorym skorzystaliSmy jedynie z tego, ze Segx jest drzewem. O

Twierdzenie 41. Istnieje malejacy cigg drzew Fo,Fi,... zawartych w
Seqx taki, ze przekroj
ntw :»E»]|
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Dowdd. Rozwazmy drzewo T C Segx takie, ze dowolne dwie galezie
z [1] réznig sie nieskoniczong iloscig wyrazow, a wiec takie jak w po-
przednim lemacie. Jesli / 6 [T], to definiujemy cigg drzew Fn c Segx
wzorami [F,] = [/]J D [T]. Kazde drzewo Fn jest zawarte w drzewie
T oraz ma korzen zawierajagcy ™. Cigg tych drzew jest malejacy z
wzgledu na inkluzje, a wiec takze cigg korpuséw [Fn]* jest malejacy.
Zachodzi

HM* :nGu,}={p6X":5=*/}.

Rzeczywiscie, jesli g G [FoJ*oraz g 7™ /, to istnieje h G [Fo] spetniajgce
/ ™ h =* g. Ustalmy m G u takie, ze h(m) = f(m). Gdy g ¢ [FmH]t,
to znajdziemy q G [FH] spehliajgce q =* g. W rezutacie dostajemy
sprzecznos¢, bo /1,5 ¢ T oraz h(m) » q(m) = f(m), czyli h £* g
sprzeczno$¢ z g =* g =* h. O

Przekrdj, o ktébrym mowa w powyzszym lemacie nie zawiera korpusu
zadnego drzewa. Innymi stowy, dla drzew niekoniecznie zachodzi odpo-
wiednik twierdzenia J. Hadamarda o nie istnieniu (a;,uj) luk.

10. Systemy drzew

Przekroj malejgcego ciggu drzew moze by¢ skonczony, czyli inkluzja
miedzy drzewami dopuszcza nieograniczone malejgce ciggi drzew. Zas
brak odpowiednikéw twierdzen J. Hadamarda o nie istnieniu ;. uj
luk lub P. du Bois-Reymonda o nie istnieniu ;j, 1) granic skutkuje
nieograniczonoscia relacji inkluzji w zakresie korpuséw [T]*, gdy [T]
to warunki niektorych ustalonych forcingdw. Jednym ze sposobéw na
unikniecie braku ograniczonosci jest tzw. system drzew.

Pierwowzor systemu drzew (wedtug naszych obserwacji) pojawia sie
po raz pierwszy jako narzedzie badania tzw. "Laver tree forcing" w
dowodzie "Theorem 3.1" zamieszczonego w artykule H. Judah, A.
W. Miller oraz S. Shelah [26]. Tuz po wypowiedzi tezy tego twierdzenia
napisano tam:

Given A = (AsG [u]":s G ®d) and s G ujw define ps(A) = p EL
to be the unique Laver tree such that the root ofp is s and for every

t N s with t E p we have that split(p, t) = At.
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Mowimy, ze zbior Q C Segx jest gesty, gdy dla dowolnego wierzchot-
ka s G Segx istniejg t G G oraz n G ; takie, ze s = t™\. Dla przykiadu,
gdy A e [g]" to zbiér {t G Segx : WG A} jest gesty. Rozwazmy ciag

{At ".te Seqx} = A,
ktérego wyrazy to niepuste podzbiory X. Jesli zbior
{t G Segx : 1< A}
jest gesty, to rodzine A bedziemy nazywali bazg systemu drzew.

Gdy ustalimy baze systemu drzew A, to dowolnemu wierzchotkowi
S G Segx przyporzadkowujemy drzewo PS(A) o pniu zawierajgcym s
oraz takie, ze jeSli s C t G PSA) oraz |s] < n G o;, to wszystkie
bezposrednie nastepniki wierzchotka ™ maja ostatnie wyrazy z At[n:

innymi stowy, jesli s C t G PS(A), to t(n) G (oile H < n).

Whniosek 42. Jesli zbior {t G Segx : At » X} jest gesty, to dowolne
drzewo postaci PS(A) ma korpus nigdziegesty.

Dowdd. Wniosek natychmiast wynika z lematu 37. O
Potézmy
P(A) = JH{[PS(A)] : s G Segx }.
Zbior P(A) bedziemy nazywali korpusem bazy systemu drzew A.

Wniosek 43. Jesli zbior {s G Segx : As X} jest gesty, to korpus
systemu drzew A (tj. zbiér P(A) C Xw) jest zbiorem | kategorii typu
Fa.

Dowdd. Wniosek wynika z lematu 37, badZ wniosku 42. O

Przykitad 44. Jesli A = {yls : s G Seq} jest bazg systemu drzew
taka, ze zbiory Sg parami rozigczne, to nie istnieje drzewo T C Seq
spetniajgce [T]* C P(A).

Dowaod. Jesli f,g G P(A) oraz f ~ g, to /(n) ~ g(n) dla prawie
wszystkich n G ;. Dla dowolnego drzewa T C Seq w korpusie [T}*
zawsze sg ciggi rdéznigce sie jedynie skonczong liczbg wyrazow. O

Twierdzenie 45. Jesli T C Segx jest drzewem, to istnieje baza sys-
temu drzew A = {As:s G Seqx} taka, ze P(A) C [T]*
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Dowdd. Ustalmy numeracje wierzchotkéw w SeqxmiZbiory As okre-
slamy indukcyjne wzgledem tej numeracji. Jesli s G T, to

Aa={tGX :s~tGT}.

Zatézmy, ze zbiory As sg zdefiniowane dla wierzchotkéow s nalezacych
dodrzew T = TO, Ti, T2,..., Tj_i. Niech t G Seqgx bedzie wierzchotkiem
Z najmniejszym numerem, w ustalonej wyzej numeracji wierzchotkéw z
Segx, dla ktorego zbidr At nie zostat jeszcze okreslony. Ustalamy n G 1j
takie, ze At\nie jest okreslone oraz AtN\ 1 jest okreslone. Kladziemy
AtX= {<(£)}, dlan < k < X\Niech Ti bedzie drzewem powstatym z T
poprzez zamiane na t poczgtkowych fragmentéw wierzchotkéw z T, o ile
fragmenty te sg dlugosci [t]. Jeslit C s G Ti, to s ¢. TOUT1UT2U .. .UTj i
kladziemy

As= {qGX :s qGTj}

Niniejszym, indukcyjnie zdefiniowalismy baze systemu drzew, ktorg
oznaczamy A. Definicja bazy A jest poprawna, bo na i-tym kroku okre-
Slamy zbiory As dla wierzchotkéw s, ktére nie nalezg do drzew To, Ti,
T2,..., T2 ! oraz dla dowolnego s G Segx zbiér As zostat okreSlony.

Gdy / GP(A), to istnieje s G takie, ze / G Ps(A). Niech i be-
dzie wierzchotkiem ktéry wykorzystywaliSmy przy definiowaniu drzewa
Tj, gdzie i jest indeksem takim, ze

SGTINXTqUTi UT2U ... UTi_j.

Wtedy t C f. Rzeczywiscie, gdy t C s, to g]jt] = t. Zas gdy s C t,
to AtX = {i(fc)}, dla | < k < [i|. Takze, istnieje g G [T] takie, ze
g(n) = f(n) dla wszelkich n > |i]. Stad dostajemy P(A) C [T]* O

Kolejne twierdzenie ma dowdd analogiczny, ale wymaga on uzycia
indukcji pozaskonczonej (po przeliczalnych liczbach porzadkowych).

Twierdzenie 46. Jesli T C Seqgx jest drzewem, to istnieje baza sys-
temu drzew A = {A, :s G Seqx} taka, ze P(A) = [T]~

Dowdd. JesSlisGT, to As= {t GX :s~t GT}. Zalozmy, ze zbiory
As sg zdefiniowane dla wierzchotkdéw s nalezagcych do drzew T = Tq,
Ti, T2,..., Ta. Niech t G Segx bedzie wierzchotkiem dla ktérego zbior
At nie zostat jeszcze okreslony, lecz zbior At]  jest okreslony badz

il = 1 Niech Ta bedzie drzewem powstatym z T poprzez zamiane na
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t poczatkowych fragmentéw wierzchotkéw z T, o ile te fragmenty sg
dtugosci [t]. Jesli t ¢ s G Ta, to kladziemy

As= {qc X :s qG T\

Tak prowadzona indukcja musi sie skohczy¢ po przeliczalnych ilo-
Sciach krokéw. Definiuje ona baze systemu drzew, ktérg oznaczamy A.
Analogicznie jak w poprzednim dowodzie sprawdzamy, ze P(A) C [T]~

Gdy / G [T]* to znajdujemy g G [T] oraz n G urtakie, ze f(k) = g(k)
dlak > n. JeSlis= /1, to/ G PSA). Rzeczywiscie, niech £ bedzie
wierzchotkiem ktory wykorzystywaliSmy przy definiowaniu drzewa Ta,
gdzie a jest najmniejszg liczbg porzadkows taka, ze s G Ta. Tak wiec
t C s, awiec g(k) e ANk dla k > |s]. Stad mamy / G A(A), czyli
[T C P(A). ™

11. MB-reprezentacja

Niech Q bedzie rodzing zbioréw. Rozwazmy ciato podzbiorow (J Q
okreslone nastepujgco:

Zbior Y C UQ nalezy do (Q) gdy dla dowolnego P G Q istnieje
T G Q takie, zeT C PC\Y lubT C P\Y.

Ciato to bedziemy oznaczali (Q).

Oznaczmy przez (q°) ideat ztozony wylacznie ze zbioréw takich, ze
dla dowolnego P G Q istnieje T G Q takie, ze TC P oraz TfiY = 0.

Rodzina Q bywa nazjrwana MB-reprezentacjg dla ciata (Q) lub ide-
atu (e°). Akronim to skrét nazwisk matematykéw E. Marczewskiego
oraz C. Burstina, szczegoty teorii MB-reprezentacji s omoéwione w [4],
a takze w innych pracach autoréw tego artykutu.

Zmodyfikujemy nieznacznie definicje MB-reprezentacji. Zatézmy, ze
Q jest rodzing drzew lub systeméw drzew taka, ze

X“ = {H{[T]:T e Q).

Niech < bedzie czeSciowym porzadkiem okreslonym na Q. Dla przykia-
du, < moze by¢ wzmocnieniem inkluzji miedzy korpusami, o ktérym
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byta mowa wczesniegj. Jesli Y C X“,to Y G (q°) gdy dla dowolnego
P G Q istnieje T < P takie, ze [TjnF = 0. Tak samo jak dla MB-
reprezentacji sprawdzamy, ze rodzina (g°) jest ideatem. Analogicznie,
rodzine Q bedziemy nazywali MB-reprezentacjg ideatu (q°).

Jesli V G [0]", to mozemy zdefiniowaé baze systemu
V={V.:se Seq2}
nastepujgco:

A f{0},  gdy H ¢ V;
\{0,1}, gdy H G V.

Gdy utozsamimy dowolny podzbiér zbioru u>z jego funkcja charaktery-
styczng, to korpus P (V) utozsamimy z rodzing wszystkich podzbiorow
prawie zawartych w V. Wtedy ideat (g°) utozsamimy takze z ideatem
(r°) podzbioréw nigdziegestych w topologii Ellentucka [u;]": innymi slo-
wy, zbioréw nigdzie Ramsey’a; patrz [48].

Jesli W = (A,B), to mozemy zdefiniowac baze systemu
W={Ws:se Seqz}

nastepujgco:

{0}, gdy sl ¢. B\
Ws= {1}, gdy [sl G Al
{0,1}, gdy 5] G . B\A.

Podobnie jak poprzednio korpus P(W) utozsamiamy z (A, B)*, a wiec
wszystkie takie korpusy to MB-reprezentacja ideatu (v°). Wynika z
twierdzenia 62.

Powyzej opisane MB-reprezentacje dla ideatow (r°) oraz (v°) rela-
tywnie wzgledem inkluzji dajg <r-ograniczone czesciowe porzadki. To
pozwala opisywa¢ wlasnosci tych ideatdow, patrz [48] oraz [27], korzy-
stajgc z technik konstruowania drzew bazowych. Przypuszczamy, ze
analogiczne mozliwosci powstang dla ideatéw (/°), (m®) lub (s°), o ile
drzewa Lavera, Millera bagdZ Sacksa bedziemy umieli zastgpi¢ stosow-

nymi systemami drzew. Takg probe podejmujemy w kolejnym rozdziale.
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Rozwazmy baze A = (As:sE Seq), gdzie wszystkie zbiory As C Ij
sg nieskonczone. Wtedy dla dowolnego s E Seq zbidr wierzchotkéw
ps(A) to drzewo Lavera, czyli drzewo zawarte w Seq takie, ze dowol-
ny wierzchotek zawierajacy pien ma nieskonczenie wiele bezposrednich
nastepnikow, patrz [25, str. 554]. Jesli dodatkowo zbiory As sg parami
rozlgczne, to rodzine A bedziemy nazywac systemem drzew Lavera. To
zalozenie nie zmiejszy ogoélnosci naszych rozwazan, co wynika z naste-
pujacego lematu oraz wniosku:

Lemat 47. Dla dowolnego ciggu {Un} nieskonczonych podzbioréw u;
istnieje cigg {14} zbioréw nieskonczonych parami rozigcznych taki, ze
W CUKk dla wszelkich k 6 u;.

Dowod. Lemat wynika z ogélnych wiasnosci rodzin ADR, por. [3
str. 357]. Mozna go takze poprowadzic tale:

Przenumerujmy wyrazy ciaggu {Un} w cigg {Wn} tak, aby kazdy
wyraz Un wystepowat w ciggu {Wn} nieskoriczenie wiele razy. Niech
X0 E Wqgoraz xn 6 Wn\{i0,£1i,..., xn {\. Nastepnie kladziemy

VK= {xm:Wm= UK},

gdzie rownos¢ Wm = Uk rozumiemy jako réwnos¢ wyrazéw ciagéw. [

Whniosek 48. Jesli A = (As:s E Seq) jest systemem nieskonczonych
podzbioréw .;, to istnieje system drzew Lavera B = (Bs:s E Seq) taki,
ze Bs C As dla wszelkich s E Seq: innymi slowy, zbiory Bs sg parami
rozigczne orazF(B) C P("4). O

Niech (L, C) bedzie rodzing wszystkich drzew Lavera zawartych w
uiw uporzadkowanych relacjg inkluzji (drzewo Lavera utozsamiamy z
jego korpusem). Wtedy (/°) oznacza ideat dla ktérego (L, C) jest MB-
reprezentacjg, porownaj [16], B] lub [58].

W artykule [16] napisano: By a fusion argument one easily shows
that (I°) ...; W tym komentarzu chodzito o to, aby unikng¢ spisywania
dowodu tego, ze (I°) to <r-ideat. W pracy [8] to, ze (1°) jest cr-ideatem
zostato przyjete jako fakt oczywisty (nalezacy do tzw. folkloru mate-
matycznego). Zamieszczony ponizej dowdd nie korzysta bezposrednio
z fuzji, tj. z "fusion argument”.



Za artykutem [16], okreslamy czeSciowe uporzgdkowanie miedzy sys-
temami drzew (Lavera). Mianowicie, piszemy B <C* A, gdy Bs C As
za wyjatkiem skonczenie wielu s £ Seq. Ten czesciowy porzadek nie
jest separatywny. Rzeczywiscie, skoro kazde i(A) zawiera wszystkie B
takie, ze zbiory As oraz Bsréznig sie tylko podzbiorami skohczonymi,
to dowolne B £ i(A) takie, ze Bs \NAs * 0, dla nieskoriczenie wielu
s £ Seq, jest Swiadkiem braku separatywnosci.

Jesli sL oznacza rodzine wszystkich systeméw drzew Lavera, to re-
lacja <C* obcieta do sL daje zbior czeSciowo uporzadkowany (sL, -C*).
Niech

kb = {P(A) :A £ sL}

oraz niech <C bedzie relacjg czesciowego porzadku okreslong nastepu-
jaco P(B) P(A), oile B <C*A.

Lemat 49. Ideat (I°) jest zawarty w ideale, dla ktérego zbior czesciowo
uporzadkowany (fcL, -C) jest MB-reprezentacja.

Dowo6d. Ustalmy zbiér Y £ (I°) oraz system drzew LaveraA = {A; :
s £ Seq}. Indukcyjnie (wzgledem przeliczalnych hczb porzadkowych)
zdefiniujemy system drzew LaveraB = {Bs:s £ Seq} taki, ze Bs C As,
dla wszelkich s £ Seq, oraz

PENY =Q

Niech T(0) C P®(A) bedzie drzewem Lavera takim, ze [T(0)]ny = O.
Jeslit £ T(0) oraz t ma nieskoniczenie wiele bezposrednich nastepnikdw
w drzewie T(0), to kladziemy Bt = {n £ .; :t—~n £ T(0)}. Niech B°
bedzie bazg systemu drzew ztozona z wszystkich dotychczas okreslo-
nych nieskonczonych zbioréw Bt jako zbiorow bezposrednich nastep-
nikéw wierzchotka t oraz pustych zbioréw bezposrednich nastepnikéw
dla pozostatych wierzchotkéw. Bezposrednio z definicji sprawdzamy, ze
P(B°) fiY —[T(O)] fi Y —O0, a takze Bs C As, dla wszelkich s £ Seq.

Zatézmy, ze bazy systemow drzew B3 dla 3 < a, zostaly okreSlone
tak, ze:

-P(P)nY =Q

« Jesli7 < 3oraz B7 7" B't, to BJ = 0;



e Jesli Bt =0, to Bt = B? C At jest zbiorem nieskoriczonym.

Przypusémy, ze istnieje wierzcholek t £ Seq taki, ze dla nieskoncze-
nie wielu n & uj zbiér Bt-n zostat w dotychczasowych krokach induk-
cyjnych okres$lony jako zbior nieskorniczony, lecz w tych bazach zbior
bezposrednich nastepnikéw wierzchotka t jest pusty. Wtedy kiadziemy

Bt={ney:3(/3<a) Oo™ 6 B9 }C At,

zas Bq niech skiada sie ze wszelkich nieskonczonych Bs dotychczas okre-
Slonych oraz zbioréw pustych indeksowanych pozostatymi wierzchotka-
mi. Z definicji korpus [Pt(B*“)] jest sumag korpuséw drzew [Pt-n(BM],
gdzie nieskoriczone zbiory Bt—n zostaly okreslone na kroku (3, a wiec
jest rozigczny z Y. Stad wnioskujemy, ze baza BQ spetnia zalozenia
indukcyjne.

Gdy pozostaly jedynie wierzcholki t € Seq takie, ze dotychczas nie
okresdlono nieskoniczonego zbioru Bt, ustalamy drzewo Lavera Ts takie,
ze

* [E]IC [Ps(A)];

« Jedlis C t e Ts, to Btjako zbiér nieskoriczony dotychczas nie
zostat okreslony;

e [TInY =0.

Nastepnie kladziemy
Bt={n€w:sCtorazt—n 6 Ts} C At,

zas Bq niech skiada sie ze wszelkich nieskoriczonych B s dotychczas okre-
Slonych oraz zbioréw pustych indeksowanych pozostatymi wierzchotka-
mi. Z definicji dowolny korpus [Pt(B")] jest rozigczny z Y, a wiec baza
Ba spetnia zalozenia indukcyjne.

Na kazdym kroku dodajemy jakie$ nieskonczone Bt, a wiec mozli-
wos¢ kontynuowania indukcji zanika po przeliczalnej ilosci krokéw. Po
zaniku mozliwos¢ kontynuowania indukcji wszystkie Bt muszg byc¢ nie-
skonczone, a wiec idukcyjnie zostanie okreslony system drzew Lavera
B = {BsC As:s £ Seq} taki, ze P(B)Hy = Ooraz P(B) <CP(A). To
wystarcza dla zakonczenia dowodu. O



Wniosek 50. Zbiér czesciowo uporzadkowany (kh,<c)) jest MB-
reprezentacjg dla ideatu (1°).

Dowdd. Oznaczmy (sl°) ideat ktérego MB-reprezentacjgjest (/dL, <C
)). Wobec lematu 49 pozostalo pokazac, iz (sl°) C (7°). Rozwazmy
zbiér Y G (sl°) oraz drzewo Lavera T o pniu s. Niech A bedzie bazg
systemu drzew Lavera takg, ze [Ps(A)j = [T]. Jesli 1 « A jest bazg
sytemu drzew Lavera takg, ze P(B) PNY = 0, to [PS(B)] C [I'] oraz
[Ps(B)]ny = 0. Co dowodzi Y e (1°). O



Nasze zamierzenia zastosowania technik macierzy bazowych oraz
twierdzenia Kulpy-Szymarnskiego sg zrealizowane fragmentarycznie.
Ograniczenia wynikajg z braku stosownych lematéw kombinatorycz-
nych. Nie jesteSmy nawet pewni tego, czy takowe lematy sg mozliwe.
W jezyku systemow drzew umiemy opisac ideaty (r°) oraz (v°), patrz
rozdzial o MB-reprezentacji. Jednakze juz dla ideatu (I1°) proponowany
czesciowy porzadek miedzy systemami drzew Lavera okazat sie nie by¢
separatywny. Sadzimy, ze to samo bedzie dotyczy¢ ideatbw (m°) oraz
(s®), o ile stosowne systemy drzew nie zostang adekwatnie dobrane.
Nadal jednak sadzimy, ze techniki macierzy bazowych pozwolg wyka-
za¢, ze hipoteza continuum implikuje istnienie izomorfizméw miedzy
ideatami (r°), (v0), (Z°), (m°) oraz (s°). Na pewno wiemy, ze tak jest
dla (r°) oraz (u®), bo w pracy przytoczonej w dodatku pokazalismy, ze
wtedy te dwa ideaty maja typ idelu (c, c, ¢).



W tym dodatku zamieszczamy kopie artykutu Piotra Kalemby, Szy-
mona Plewika oraz Anny Wojciechowskiej [27] w wersji przestanej do
druku. Ta kopia jest nieznacznie zmodyfikowana tak, aby zachowac
jednolitos¢ rozprawy. Artykut ten jest cytowany na stronie 221 ksigzki
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14.1. Abstract. . The cr-idcal (f°) is associatcd with the Silvcr forcing,
see B] Also, it constitutes the family of all completely doughnut nuli
sets, see [19]. We introduce segment topologies to state some resem-
blances of (v°) to the family of Ramsey nuli sets. To describe add(v°)
we adopt a proof of Base Matrix Lemma. Consistent results are stated,
too. Halbeisen’s conjecture cov(v°®) = add(v°®) is confirmed under the
hypothesis t = min{cf(c), r}. The hypothesis cov(v°) = uiji implies that
(W0) has the ideat type o).

14.2. Introduction. Our discussion focuses around the family [g]*
of all infinite subsets of natural numbers. We are interested in some
structures on ;] which correspond to the inclusion C and to the
partial order C*. Recall that, A C* X means that the set A \X is
finite. We assume that the readers are familiar with some properties of
the partial order (]w]“, C*). For instance, gaps of type uj, uj*) and w-
limits do not exist, see F. Hausdorff [18] or compare F. Rothberger [50].
We refer to books [13] and [31] for the mathematics used in this note. In
particular, one can find basie facts about completely Ramsey sets and
its applications to the descriptive set theory in [31] p. 129 - 136. Let
us add, that E. Ellentuck (1974) was not the first one who considered
properties of the topology which is called by his name. Non normality of
this topology was established by V. M. lvanowa (1955) and J. Keesling
(1970), compare [13] p. 162 -163. We refer the readers to papers [3],
Bl [23], [37], [38] and [44] for other applications of completely Ramsey
sets, not discussed in [31].

Let W be a family of sets such that UW ¢. W. Recall that,
add(W) = mind”l :T CW and UT ¢ W}
is called the additimty number of W. But
cov(W) = minfI*?: T CW and UT = UW}

is called the covering number of W. Thus, add(v°®) and add(v) denote
the additivity number of the ideat (v°) and of the cr-field (v), respec-
tively. But cov(v®) denotes the covering the ideat (v0). For definitions
of the tower number t and the reaping number r we refer to [?7]. One
can find there a thorough discussion of consistent properties of t and
r, too.

J. Brendle B] considered a few tree-like forcings with cr-ideals asso-
ciated to them. The concept of these ideals is modeled on s°-sets of

Marczewski [39] and Morgan’s category base [42], One of these ideals
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is the ideat (v°). It is associated with the Silver forcing. The ideat (v°)

is examined in papers [9], [19] and [3], too. L. Halbeisen [19] found

some analogy with completely Ramsey sets and introduced so called

completely doughnut sets, i.e. ?>sets in our terminology. He introduced

a pseudo topology -and called it the doughnut topology - such that
X is a v-set iff X has the Baire property with respect to the dough-
nut topology. Using the method of B. Aniszczyk [I] and K. Schilling

[57] we introduce segments topologies, each one corresponds to v-sets
similarly as Halbeisen’s pseudo topology. To describe add(v) we adopt
a proof of Base Matrix Lemma, compare R] and [3]. The height k(v)

of a base v—-matrix eguals to add(v) = add(v®). With a base v-matrix
it is associated the increasing family of u°-sets with the union outside
the ideat (v°). We can not confirm (in ZFC) that this union is [
Therefore, we get a few consistent results. For example, cov(v®) = y\
implies that (v°) has the ideat type (c, u>i, c). The conjecture of Halbe-
isen cov(v®) = add(v®) is confirmed under t = min{cf(c), r}.

On the other hand, each maximal chain contained in a base u-matrix
gives a (k(v), tc(v)*)-gap or a «;(v)-limit. If cov(v®) = add(v®), then
one can improve any base v-matrix such that each maximal chain,
contained in a new one, gives a (k(v), /i(t;)*)-gap, only. But, whenever
cov(v®) / add(v°®), then there exist /t(w)-limits. Thus our’s research
continue Hausdorff [18] and Rothberger [50], too.

14.3. Segments and *-segments. In this section we consider seg-
ments and *-segments. The facts guoted here immediately arise from
well known ones. A set

(A B) = {X e[u]* :AC X C B}

is called a segment, whenever A C B C r»and B\ A 6 [ag]‘. By the
definition any segment has the cardinality continuum. If (A, B) and
(C,D) are segments, then the intersection

(A,B)n(C,D) = (AuC,BnD

is finite or is a segment. It is a segment. whenever AUC ¢ BDD and
B DD \NAN\JC G [*Y wiThus, the family of all segments is not closed
under finite intersections.

Fakt 51. Any segment contains continuum many disjoint segments.

Dowdd. Let {A, B) be a segment. Consider a family 7Z of almost

disjoint subsets of B \A of the cardinality continuum. Dividc cach set
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C e IZ into two infinite subsets Dc and C \Dc- The family
{(AU Dc,AUC) :CeH}

is a desired one. (|

For any set S C [d]" we put
S*={Y  : X C-Y C*X and X e S}.

Thus, S* is a countable union of copies of S, i.e. the union of sets
{(X\N) U(y\X) : X 6 S}, wherey C o runs over finite subsets. If
(A, B) is a segment, then the set

{X:AC*XC* B} = (A,B)*
is called *-segment.

Fakt 52. If {(An,Bn) : n 6 .;3 is a sequence of segments decreasing
with respect to the inclusion, then there exists a segment (C,D) such
that (C,D) C (An,Bn)* for eachn € ;.

Dowdd. Let {(An,Bn) : n 6 u} be a decreasing seguence of seg-
ments. We have

AOC Ai e A2C ... CB2e Bxe Baq.

Choose a set C € [Ww such that An C* C C* Bn for each n G o;.
Additionally, we can assume that sets C\An and Bn \C are infinite,
since there are no w-limits and (o0;, w*)-gaps. Then, choose a set D €

such that D\.C is infinite and C C D C* Bn for eachn €.;. O

Occasionally segments show up in the descriptive set theory. For
example, the work of G. Moran and D. Strauss [41] implies that any
subset of [a]‘ having the property of Baire and of second category con-
tains a segment. In other words, it has the doughnut property. One can
prove this adopting the proof of Proposition 2.2 in [11], also. The work
[41] implies that any subsets of Ej]* with positive Lebesgue measure
contains a segment, compare [47] and [35].

14.4. Segment topologies. C. Di Prisco and J. Henie [11] introdu-
ced so called doughnut property. Namely, a subset S C [u)w has the
doughnut property, whenever S contains a segment or is disjoint with
a segment. Afterwards, Halbeisen [19] generalized this property, con-
sidering so called completely doughnut sets and completely doughnut

nuli sets. We feel that the use of "doughnut" is not appropriate. We
60



swap it onto notations similar to that, which wcre used in B] or [35]
A subset S C Wjwis called a v-set, if for each segment (j4, B) there
exists a segment (C, D) C [A, B) such that

(C,D) CS ot (C,Dtfis = 0.

If always holds (C, D) fi S = O, then S is called a v°-set. Any subset of
a i>°-set is a f-set and a v°-set, too. Also, the complement of a v-set is
a v-set. According to facts 1.3, 1.5 and 1.6 in Halbeisen [19], the family
of all u-sets is a er-field and we denote this field (u). The family of all
u°-sets is a tr-ideal and we denote this ideat (i>°). One can find many
interesting results about (°) in papers [B], [Q and [35].

We amplify the method of Aniszczyk [1] and Schilling [57] to intro-
duce some topologies, which correspond to (u). These topologies have
the same features as the pseudo topology, which was considered by
Halbeisen [19]. Fix a transfinite seguence {Ca : a < c} consisting of all
segments. Put Vg = Cgq. For every ordinal number a < c, let Ma be the
union of all intersections C/l fi Cp2fi... D such that

ICan (% n...nCONN\s @

where /% < aand 1< i < n. Put Va = Ca\Ma. The topology generated
by all (just defined) sets Va is called a segment topology. There are many
segment topologies, sifice any one depends on an ordering {Ca :a < c}.
We get NV ¢, for any a < c. Also, each Va contains a segment.
Therefore, if S c and |5 < ¢ then S is nowhere dense with
respect to any segment topology. Moreover, we have.

Lemat 53. Any family {Fa : a < c¢} is a n-base and subbase for the
segment topology (which it generates).

Dowdd. The family {14 : a < c} is a subbase by the definition.
Thus, the family of all intersections MAlfi Vj2fi ... n Vn constitutes a
base. If a base set * fi 1% fi... fi is non-empty, then it has the form
of a segment minus a set of the cardinality less than the continuum,
exactly

GpinClon...n N(MA u u... uM™M).

By Fact 51, it contains some segment Ca. Hence vOInvP2n...n vP
contains some Va C Ca. |

Immediately, one obtains that any two segment topologies determi-

nc the same family of nowhere dense sets. As a matter of fact, evcry
61



element of the base contains a segment and vice versa. Conseguently,
the nowhere dense sets with respect to any segment topology are the
w—-sets. The next lemma amplifies the fact that there are no (w,w*)-
gaps. It corresponds to the result of Moran and Strauss [41], compare
Proposition 2.2 in [11]. We need the following abbreviation

(A,B)n= (AtB\({Otlt...,n}\A)).

Lemat 54. Let So, S\.... be a seguence of nowhere dense subsets. For
any segment (A, B) there exists a segment {E,F) C (A, B) such that
Snfi (E,F) = Ofor eachn E u.

Dowdd. Assume that the seguence So, Si,... is increasing. We shall
define points eg, e\...., en and sets

ACAOCAiIiC...CAaCBnC... CBi CBOC B,

where Bn \¥n is infinite, {eo, ei,..., en} C Bn \An and
en = min(Bn \(An U {e0,ei,... ,e,,_i});
and such that (AnUX, Bn)ean Sn = O, for each x C {e0,ei,..., en}

and any n < @

We proceed inductively with respect to n. Let e0 = min(B \A).
Choose a segment {j4q, Bq) C (A, B)” \SQ Then, choose sets A0 D

and BO Q B° U {eo} such that e0 E B0 \NAO and the segment
(AqU {e0}, BO)e is disjoint with So. We get

((A) U {e0},Bo)™ U (A0,BO)™) n So = 0.
Assume that sets An and Bn are defined. Let
en = min(Bn \(An U {e0,ex, ..., en_i})).

Enumerate all subsets of {eo e\...,en} into a seguence
Xi,i2, mmx2n+H. Choose a segment

(4,=K) Q {AnUxu Bn)en\Sn.

If a segment "£-1, has been already defined, then choose sets
A, D A*-land B,, C BA_1U{e0,eu ..., en}such that {e0,ei,..., en] C
B%N\A* and the segment (At* U Xk, B”j s disjoint with Sn. Let Bn+1
be the last B% and AnH be the last A By the definition, we get
{ek Xk < u} C Bn\A, and

u{(Nuit,”™) :0< K 2 nHI}n5n=0Q



for any n < ;. Finally, the segment
(E,F) = w{An:n £ u},ufj4, :nE£ w}u{en:n £ w}

is disjoint with each S« Indeed, suppose C £ (E,F) fi Sk. Let
X = C fi {e0,ej,..., €5} Then C £ (AkU x, BK)ek But this contra-
dicts (AkU x, BK)&n Sk= 0- !

Whniosek 55. For any segment topology, the intersection of countable
many open and dense sets contains an open and dense subset. O

Whniosek 56. The ideat (v°) coincides with the family of all sets of the
first category with respect to any segment topology. O

Recall that, a subset Y of a topological space X has the property of
Baire whenever Y = [G\F) U H, where G isopen and F, H are of the
first category. If X = . is eguipped with a segment topology, then
Y C X has the Baire property (i.e. the property of Baire with respect
to this segment topology) whenever Y = G U H, where G is open and
H is a u®-set.

Twierdzenie 57. The a-field (v) coincides with the family of all sets
which have the Baire property with respect to a segment topology.

Dowdd. Fix a segment topology and a v-set X. Let U = U{V" :
Vo C and W = U{V" : W fi X = 0}. The union UUW is open and
dense. Thus X = Uu F, where F ¢ [Ij]* \ (U U W) is nowhere dense.

We shall show that any open set is a w-set. Suppose a set X is
open. Take an arbitrary segment ("4, B) and choose a subbase set Va C
{A, B). There exists \p C Va such that Vp C X or W C Int([u;]* \X).
Each segment (C,D) CVp witnesses that X is a v-set. O

Every classical analytic set belongs to (u). This is a counterpart of
Mathias-Silver theorem -compare (21.9) or (29.8) in [3L] —which arises
from Halbeisen’s paper [19]. In fact, one could conclude it similarly like
in the paper by Pawlikowski [45]. This was noted by Brendle, Halbeisen
and Léwe in [9). We obtain the counterpart directly, using Theorem 56
and theorems (29.11), (29.13) in [31].

14.5. Base i>—-matrix. We shall adopt a proof of Base Matrbc Lemma

-sec B. Balcar J. Pelant and P. Simon, compare [2] and [3]. There are
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known some generalizations of this theorem for some partial orders,
e.g. compare [40]. For completeness, we prove our’s version directly. If
(A,B) and (C, D) are segments, then the intersection (A, B)* fi (C, D)*
is countable or has the cardinality continuum. In the second case the
intersection is a *-segment.

Whenever (A,B)* fi (C,D)* is countable, then (A,B)* and (C,D)*
are called *-disjoint.

Lemat 58. If S is a v°-set, then for any segment (A, B) there exists
a segment (C,D) C (A, B) such that (C, D)* fi S* = 0.

Dowdd. By the definition, S* is a countable union of elements of
(u°), hence S* G (v°). Thus, any segment (C, D) C (A, B) disjoint with
S* is a desired one. |

A family V of *-segments is a v—partition, whenever any two distinct
members of V are *-disjoint and V is maximal with respect to the
inclusion. A collection of ?;—-paxtitions is called v-matrix. A ~-partition
V refines a v-partition Q (briefly V < Q), if for each (A,B)* € V
there exists (C,D)* € Q such that (A, B)* C (C,D)*. A i;-matrix H is
called shattering, if for each *~segment (A, B)* there exists V G Ti and
(Ai, Bi)*,(A2,B2y e V such that (Ai, Bi)* D (A, B)* and (A2,B2* n
(A,B)* are different "~segments. Denote by k(v) the least cardinality
of a shattering v-matrix.

Lemat 59. If a v—-matrix Ti is of the cardinality less than k(v), then
there exists a v-partition V which refines any v-partition Q G Ti.

Dowdd. Fix a segment (A,B). Let H(A,B) = {V(A,B) : V G
Ti} be the relative u-matrix such that each V(A, B) consists of all *-
segments (C,D)* D (A,B)*, where (C,D)* G V. Any segment (C,D)
is isomorphic to [D \C]*wand [w]hence Ti(A, B) is not shattering
relative to (A, B)*. Choose a segment (C, D) C (A, B) such that there
exists (E,F)* e V with (C,D)* C (E,F)* for every V G Ti. Any v
partition V consisting of above defined *-segments (C, D )* is a desired
one. !

Let h be the height of the base matrix . See R]Jand [3] for rudimentary
properties of the Cardinal number h.

Twierdzenie 60. uii < k(v) < h and k(v) iS aregular Cardinal number.
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Dowdd. Suppose h < Kk(v). Take a base matrbc {Tia : a < h} such
as in 211 Base Matrbc Lemma in [2]. Let Va be a w-partition such
that for any {A B)* G Va there exists V G Tia with B NA C* V. The
f-matrix [Va :a < h} contradicts Lemma 59.

Consider a shattering ?>matrbc Ti = {Va : a < k(u)}. By Lemma
59, we can assume that a < @ implies —<Va. Any cofinal family of
AN—partitions from Ti constitutes a shattering v-matrix. Hence k (v) has
to be regular. It is uncountable by Fact 52. O

Twierdzenie 61. There exists a v-matrix Ti = {Pa : a < /c(")}
which is well ordered by the inverse of  Moreover, for each *-segment
(A,B)* there is (C,D)* G UTi such that (C,D)* C (A,B)*.

Dowdd. Build a shattering v—-matrix Ti = {Pa :a < k(u)} such that
a < (3 implies < Va. Let Jc(Va) be the family of all *-segments
(A, B) * for which there are continuum many elements of Va not *-
disjoint with (A,B)*. Let F : Jc(Va) —Va be a one-to-one function
such that F(G) fi G is a *-segment, for every G G Jc(Va). Choose a
AN—partition

Qd {F(G)nG:GelcgPa)}

Having these, one can improve Ti to obtain Vat+r\=<Q and Vat+\=<Va.
One obtains that, if (A,B)* G Jc(Va), then there is (C,D)* G Va+
with (C,D)* C (A,B)\

For each *-segment {4, B)* there exists a < k(v) such that (A, B)* G
Jc{Pa)* Indeed. fix a "~segment (A,B)*. Let and B*0 be two dif-
ferent *-segments belonging to Vao such that DPaQ = (A, B)* fi
and Do = (A,B)* A B\g are *-segments. Thus, DIO ¢ (A,B)* for

*0 G {0,1}. Inductively, let BI°*—*"-1° and BI**1-"-ii be two different *-

segments belonging to VQnsuchthat £) £ » * | = (A,

and “—il= (A,B)*fiB"i"1' ii are *~segments. We get
Dion-.inc c (A,B)*.

Put 3 = sup{o;n : n G u;}. By the construction and Fact 52, we get
(A,B)* G Jc(VjsH). Therefore, for each *-~segment (A,B)* there exists
a < k(v) and (C,D)* G Va such that (C,D)* C (A, B)* O

Let {Va :a < k(i>)} be au-matrix as in the Theorem 61. In general,
any two members of the union U{Va md < k(u)} are *-disjoint or one

is included in the other. One could rcmove a set Mc of cardinality less
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than c from each *-segment C £ U{Va :a < k(u)} such that any two
members of the family

Q = {C\ Mc :C £ U{Va :a < k(u)}}

are disjoint or one is included in the other. Any Q as above is called
a base v—matrix. Thus, k(v) is the height of a base i;-matrix. The next
theorem yields analogy to nowhere Ramsey sets, compare [46] p. 665.

Twierdzenie 62. The ideat (u°) coincides with the family of all no-
where dense subsets with respect to the topology generated by a base
v-matrix.

Dowdd. Let S C \Avbe a v-set and Q a base u-matrix. Any
set W £ Q is a *~segment minus a set of cardinality less than c. By
Fact 51 and Lemma 58, there is a *-segment (A,B)* C W such that
(A,B)*fi5 = 0, for each W £ Q. By Theorem 61 there exists a *-
segment V € U{Va :a < k(w)} such that V C (A, B)*. Sets V \My €
Q witnesses that S is nowhere dense.

Let S be a nowhere dense set. Take a segment (A, B). Choose a *-
segment W G U{73Q : or < k(u)} such that W C (A,B)* Then choose
V e Q such that V CW\S. Any segment (C, D) CV witnesses that
S is a v°- set. |

In ZFC, Hausdorff [18] proved that there exists a (wi, cjj)—gap. This
suggests that the height of a base v-matrix could be ui. We do not
know:

Is it consistent that cji »~ k(v)7

Without loss of generality, one can add to the definition of a base
i;—-matrix that < Va means that for each (C, D)* £ there exi-
sts (A,B)* £ Va such that (C,D) ¢ (A,B) and sets C \NA, B \D
are infinite. This yields that each maximal chain contained in a such
base u-matrix produces a (k(v), K(u)*)-gap or a «;(w)-limit. We need
add(v°) = cov(v°®) to obtain a base mu-matrix such that each maximal
chain contained in it produces a [k(v). k(v)*)-gap, only. So, we consider
additivity and covering numbers of the ideat (v°).

14.6. Additivity and covering numbers. Foreseeing a counterpart
of Plewik’s result that the additivity number of completely Ramsey

sets eguals to the covcring number of Ramsey nuli sets - compare [3]
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p. 352 - 353 - Halbeiscn set the following guestion at the end of [19]:
Does

add(v°®) = cov(v°)?
The answer is obvious under the Continuum Hypothesis. We add ano-
ther consistent hypotheses which confirm this eauality.

Lemat 63. IfV is av-partition, then the complement of the union UV
is a v°—set.

Dowod. Take a segment (A,B). Since V is maximal, there exists
(C,D)* £ V such that (AUC, B fi D)* is a *-~segment contained in
uv. L]

Lemat 64. If S C Ww is a v°-set, then there exists a v-partition V
such that UV fi 5 = 0.

Dowdd. If S is a v°-set, then S* is a u°-set, too. Thus, for any
segment (A, B) there exists a segment (C,D) C (A,B) such that
(C,D)* fi S* =0. Any u-partition V consisting of a such (C,D)* is
a desired one. |

Twierdzenie 65. k(v) = add(v®).

Dowdd. Consider a family T of i>°-sets such that 1 < k(v). Using
Lemma 64, fix a u-partition Vw such that Uvw HW = 0 for each
W £ T.LetV be au-partition refining any Vw, which exists by Lemma
59. The v°-set [g}* \UV contains UT.

Take a base t;-matrix Q = {C \Mc mC £ U{Va : a < k("M)}}.
Without loss of generality one can assume that for every C £ Va the
difference C \UVa+ is not empty. Then, no segment is disjoint with
the union of all sets [WI* \UVa. In other words, this union is not a
u°-set. Therefore, k(v) > add(v®). (|

There are er-fields with additivity strictly less than additivity of its
natural cr-ideal. For example, consider a collection T of pairwise
disjoint sets, each of the cardinality u2-Let S be the cr-field generated
by T and all subsets of of cardinality at most Y\ Then add(S) = qji
and add({X £ S : |X] < 62}) = u2-This is not a case for the field (v).

Twierdzenie 66. add(v°) = add(v).
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Dowdd. Take a family W witnesses add(v) and fix a segment topo-
logy. Each set W G W is a v set, hence has the form W = VW U Hw
where Vv is open and Hw is a v’-set. The union U{Hw =W G W}
witnesses add(v°).

To prove the opposite ineguality, take a set B C \Avwhich is dense
and co-dense in a segment topology. One can construct B analogously
to the classical construction of a Bernstein set. Let Q = {C\Mc ®wC G
U{PQ : a < k(-u)}} be a base v-matrix . Then, the union of all sets
[&] \UVQ is not a v°-set. If also, it is not a u-set, then it witnesses
k(v) > add(v®). But if this union is a v-set, then sets B\UVa constitute
the family which witnesses k(v) > add(v®). O

Brendle observed that cov(v®) < r, see Lemma 3 in [8] at page 21.
Therefore, we get the following.

Twierdzenie 67. ui < k(v) = add(v®) = add(v) < cov(v®) <
min{cf(c),r}.

Dowdd. Suppose [W]" = U{MQ:a < c/(c)}, where always PQ]< c
So, cov(v°) < c/(c), since each Aa is a i;°-set. Theorems 60, 65, 66 and
Brendle’s observation imply the rest inegualities. O

Immediately, we infer the following: If k(v) = min{cf(c), r}, then
k(v) —add(v) = cov(v®) = add(v®).

But, if k(v) < t, then there are no K-limits, see [50], and for any base
v-matrix Q = {C \Mc ®mC G U{Pa : a < k(v)}} the intersection
D{wPa :a < k(v)} is empty. This yields add(v) = cov(v°®). Therefore,
t = min{cf(c),r} implies add(v) = cov(v®), too.

14.7. Ideal type of (i;0). The notion of an ideat type (A,t, 7) was
introduced in [46], where it was obtained some consistent isomorphisms,
applying the ideat type (c, h, ¢) to families of Ramsey nuli sets. Recall
the notion of ideat types at two steps. To present it in a organized
manner we enumerate conditions which are used in the definition.

Firstly, we adapt Base Matrix Lemma [3]. Suppose X is a proper
ideat on UT. A collection of families H = {Va :a < k(T)} is called a
base I-matrix whenever:

(1) Each family Va consists of pairwisc disjoint subsets of Ul;
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(2) If 3< a, then Va refines WG\

(3) Always UJ \UVa belongs to X;

(4) 1 is the ideat of nowhere dense sets with respect to the topology
generated by UTi.

Secondly, we prepare the notions for applications with Ramsey nuli
sets and u°-sets. The ideat X has the ideat type (A, k(J), 7) whenever
there exists a base J-matrix Ti = {Va :a < k(T)} such that:

(5) Each Va has the cardinality A;

(6) If3 < d and X EVp, then X)\ L)Va has the cardinality 7 ;

(M If@<aandY £ Vg, then Y contains A many members of Va;

(8) There are no short maximal chains in UTi, i.e. if C C uTi is a
maximal chain, then C fi Va is nonempty for each a < k(X);

(9) The intersection C\\\M : a < k(T)} is empty.

To describe the ideat type of (v°) we have to assume that cov(v®) =
U\ We do not know:

Is it consistent that uii 7 cov(v0)?
If usi = min{cf(c),r}, then Theorem 67 yields u;i = cov(v°).

Twierdzenie 68. Ifuli = cov(v®), then (v°) has the ideat type (c, I+, c).

Dowdd. Let H = {Va : « < w | be a base u-matrix. Since Y\ =
cov(v®) one can inductively change Ti such that

fi{L)Va:a < k(v) = Wj} = o.

If one considers families Va for limit ordinals, the one obtains a base
v-matrix which witnesses that (t>°) has the ideat type (c, a4, c). |

Thus, by [46] Theorem 2, if h = g\.= cov(v°), then the ideat (u°)
is isomorphic with the ideat of all Ramsey nuli sets. This isomorphism
clarify resemblances between definitions of completely Ramsey sets and
u-sets. However, the c-field (v) and the crfield of all completely Ramsey
sets are different. Some Ramsey nuli sets can be no v-sets, e.g. any
intersection of a segment with a set which is dense and co-dense in
a segment topology. Conversely, some v°-sets can be no completely
Ramsey sets. Indeed, if Ti is a base matrix, see [2], then (U7"* is not
a completely Ramsey set and one can check that (uH)t is a v°-sct,
compare Brendle B}
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