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PRACE NAUKOWE UNIWERSYTETU SLASKIEGO W KATOWICACH NR 30

PRACE MATEMATYCZNE Ill, 1973

JAN CHABROWSKI

SUR UN SYSTEME NON LINEAIRE DTNEGALITES AUX
DERIVEES PARTIELLES DU TYPE PARABOLIQUE

Dans la note présente nous considérons les inégalités non linéaires
du type parabolique dans des domaines non bornés et dans une classe
de fonctions satisfaisant a une condition de la croissance a linfini. Comme
une conséquence nous obtenons des théorémes sur l'unicité des solutions
des problémes aux limites pour un systéme d’équations non linéaires du
type parabolique.

1. Introduisons d’abord des définitions et des notations (voir [2]).
Soit Ent+l I'’espace-temps a n+ 1dimensions de points (t, X) = (t, Xj xn).
Soit B un ensemble ouvert et non borné de l'espace En des variables
spatiales (x1;..., x,) et posons

D = (—o00,+00)XB, Dtu= (—o0,tadXB, r = (—o00,+ 00)X3 B et
- 0= (-00,t0X3B U (* = to)XB,
ou 3 B désigne la frontiere de B.

DEFINITION 1. La fonction F1(t, x, Z, Q, R), ou Z = (zu ..., zm),
Q= (Qumee Qn), R = (ru,r12 r nn), définie pour (t,x)e D ((t, x) e Dt#),
Z, Q, R arbitraires, est dite elliptique par rapport a une suite de fonctions
U(t, x) = {ui(t,x)} (§ = 1 , m) de classe Cldans D (DtO) lorsque pour
toute suite de nombres r)k, r}k (j, k ~ 1 . ri), ou rik = rk), rjik — rk}, telle
que la forme quadratique

(k. rjij) kj kk

j, k—+
est non positive, on a I'inégalité

Fi (t, x, U (t, x), u*x (t, X), R) < Fi (t, x, U (t, x), u*x (t, X), R),

uix ~ (uixt, emm, uixn)‘
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DEFINITION 2. Nous disons que la suite de fonctions F1(t, x, Z, Q, R>
satisfait a la condition W, lorsque I'indice i étant fixé arbitrairement les
relations

impliquent I'inégalité
Fi(t,x, Z, Q,R) < F1(t, x, Z, Q, R).

DEFINITION 3. Nous disons que la fonction F* (t, x, Z, Q, R) satisfait
a la condition L lorsqu’elle vérifie I'inégalité
n

[F* (t,x, Z, Q, R)—Fi (t,x, Z, Q, R)] sgn (z*—z') < LXA (r)» Irik—rijk B

jk=1

+ L0 t 1 1+ L > & ] TS 1

ds
-L[fv

our2= 'y~xt2+ 2, L1 L2 L3 et Li sont des constantes positive et de
i=1

plus Lt et Lt satisfont & I’'inégalité
(1) (m—1)L3<L 4

(Nous admettons que sgn 0 — 1). La fonction A (s) intervenant dans cette
condition est définie pour s~ 1, de classe Cl et satisfait aux conditions

(@ A(s)> O pour s~ 1, (b) f , = QO
\\ A-(s)

s
() 1 A(rj< M,r (7==, d) y-ZA(r) < Msf P
\VA (s)9 ' dr " \'sjA (s)
ou Ml et M2 sont des constantes positives.

d
, .REMARQUE. Vu que r > | 2, on peut admettre que { S oA 1.
\A (s)

DEFINITION 4. Une fonction f {t, x) est dite de classe E~dans |I’ensem-
ble D (Dto) lorsqu’il existe des constantes -positives M et a telles que

f(t,x) M exp rods 13-
Im > \ +a
pour (t,x)eD ((t, x)e D to) et
(2) 4a2n2Ljn+a (2n2LjM1+ 2n2Li M2+ 2Lj n2+
2LIMXxN+2 L2n+!e)e+(ni—1)L3—L 4" O,



ou Lj, L2 L3 L4 et M2 sont les constantes introduites dans la
définition 3. Analogiquement, une fonction f(t, x) satisfaisant a I'inégalité

2
rds
f (t, X) M exp n +a |t ]
J . VA (s)
i
et vérifiant (2) appartient a la classe EA.
Posons
Ea = 2%CIE*
2. Les définitions du paragraphe 1 étant adoptées, pous pouvons énoncer

le théoréme suivant

THEOREME 1. Supposons que

1° Les fonctions Fi(t,x,Z,Q,R) (i= 1,..., m) sont définies pour
(t, x) e D ((t, x) e Dto) et Z, Q, R arbitraires et satisfont aux conditions
W et L.

2° Les fonctions ul (t, x), vl(t,x) (i= 1,...,m) sont continues dans
la fermeture de D (Dtg), de classe C1l dans D (Dtu) et possédent des
dérivées partielles du second ordre par rapport aux variables (xu ..., xn)

continues dans D (Dtg) et de plus ule E“, vle EI .

3° Pour chanque indice i la fonction Ft (t, x, Z, Q, R) est elliptique par
rapport a la suite {uJ(t, x)} (j = 1, ,m).
4° Les inégalités différentielles

u) (t, x) < FL(t, x, U (t, &), uf (t, xX), upx(t, X)).
W(t, X) > FLt, x V (t, x), Vk(t, X), v[xx(t, X))
(i 1, ..., m) sont remplies dans tout point (t, x) e D [{t, X) e Dto).
u' (t,x) ™ vl x) (i=1,...,m)
pour (t,x)6 T ((t, x) e rto).
Dans toutes ces hypothéses, les inégalités
(3) Cul(t, x) M vl x) (i= 4 ...,m)

ont lieu dans D (Dto).

Démonstration, La démonstration est strictement analogue
a celle du théoreme 1 dans [1], Nous introduisons une fonction auxiliaire
des variables (t, x) et du paramethe cp de la forme suivante
?
r ds

) cosh ajt,
Ji VMs)

H (t, x) = exp

ou aj satisfait a lI'inégalité (2) et de plus > a
Posons



) FH)- LxA(n)n [HxX \+LZVA (r) ] +
- VAjs)
L)= 1=1

+ [(m -1)L3-L 4 / VA ()

En appliquant les propriétés de la fonction A (s) (définition 3) on peut
vérifier par un calcul simple que la fonction H (t, x) satisfait a I'inégalité

r

d
F(H)< H (t x) S {4 ajn2Lj+cq (2n2Lj M2+ 2Lj n2+

/mVA(s)

+ 2n2j A3+ 2LIM4n+2L2n+1) + (m—1) L3—L 4.
Puisque og satisfait a I'inégalité (2), donc nous avons
(5) F (H) 0 pour (t,x) e D.
Introduisons encore les fonctions
(6) ud= UIH vl= uH.
Les inégalités (3) sont équivalentes aux inégalités
(7) U’ ™ ud pour (t, x) eD.

Il suffit donc de démontrer (7). En vertu de l'inégalité cq> a, ae> Oon
peut faire correspondre un nombre R > 0 tel que pour (t, x) € D—KR on ait

(8) u4(t, x) —vi(@t, x) ~ e (i= 1,..., m),
ou Kr —{(t, x); xR+ 2~ RZ.

Nous montrerons que l'inégalité (8) est remplie dans D. Dans le cas
contraire il existerait u nindex j et un point (t*, x*) s KRfl D tel que

max T
E<iui (t*, x*) — vi (t*, x*) = max u4(t, x) — u4(t, x).
i

D’apres I'inégalité (8) et I'hypothese 5°, (t*, x*) est un point intérieur
de I'ensemble KRfl D, donc

(9) U\ (t*, x*) — vj (t*, x*) = 0O; u:!k(t*, X*) — \ka(t*, x*) =0

(fc= 1, .., n),

n

LI:I

pour tout vecteur (Al;..., Xn).
Posons encore

u[ (5, X*) — v{ T(t*, X*)



Qu= j[Ui (t5 x*) H (t*, x*) 4 (1%, x*) HXI (t* x*)J "

=1,
Qu —[yj (tYja*) H (t*) X*) + U*(t*, Xx*) HX, (t* r*)\ ~
\ i ' 1= 1,
Ru=].0i x(t*, x*) H (t*, x*) + O (t*, x*) Hx (t*, x*) +
| ; z A
FoUx (5, x*) HX (T X%) + G (%, x*) Hx X (% X5,
fc i fc Jfc, I = 1,

R° = |Jdk (t*, x*) H (t*, x*) + ul (t*, x*) Hx (t*, x*) +
Il Vz *1 *

n
+ vt o(tr, x*) HX; (t*, x*) + u7(t*, x*) Hx (t*, x*)1
A 1k Jfc, 1 = 1,

Ruu= Iv’' (% x*) H (t%x*) + 0’ (t5, x*)H (t*, x*) +
[ xkxi Xi Xk

B> (t5, x*) H  (t%, X*) + Qi (t*, X*) H (t*, x*)}r
k z XIXk ji.fc = 1,
wo (t%, % <)= (iu (B x 2 (1= 1, ..., N), tod (¥, X*)= max (U1l (ts, x+), p 1) t*, x)).
D’'aprés I'hypothése 4° nous avons
(10) [uj (t*. x*)—u \(t*, x*)] H (t*, x*) + [Gi (t*, X*)—Vvi (t*, x*)] Ht (t*, x*)
[FI (t*, x*, U (t*, x*) H (t* x*), QU,RU —F1 (t *, x*, U (t*, Xx*) H (t*, x*),
Qu + [yj () x* u (t° x*) h (t%, x¥), Q* fl«)-
—Fj (t*, x*, W (t*, x*) H (t*,x*), Qu, Rru)] + [F7 (t*, x*, W (t*, x*),
qu, Rvu)—Fj y*' x*ty (t* x*) H (t*,x*), Q«, R«)].

Selon 3° la premiére différence du second membre de cette inégalité
est non positive, et en vertud el’hypothése 1° (la condition W) la deuxiéme
différence est aussi non positive. D’autre part nous avons
(11) Jwi(t*, x*)—vl (t*, x*) |= wl(t*, x*) —vl (t*, x*) »

max (0, GL¢t*, x*)—vl(t*, x*)) < af (tx, X*)—v~(t*, x*).
pour i = 1,..., m, donc en vertu de la condition L et de l'inégalité (11)
nous pouvons écrire I'inégalité (10) sous la forme
[af*, x*)-v{ (t*, x*)] H (t*, x*) < F (H) < 0,
ce qui est impossible.
3. Considérons le systéme d’équations

(12) u\= Fi(t,x,U, uk,ukz (=1..., m)



et une solution {u~t~x)} (i= 1,..., m) du (12) définie dans I'ensem-
ble D (Dt).

DEFINITION 5. La solution {«*(!, a:))} (i= 1,..., m) sera dite solu-
tion parabolique réguliere du systéeme (12) lorsque chaque fonction Flest
elliptique par rapport a la suite {ul(t, x)} (i= 1,..., m) et les fonctions

ud(t, x) sont continues dans la ferpieture de D (Dto), de classe C1 dans
D (Dt ) et possédent des dérivées partielles du second ordre par rapport
aux variables (xIt ..., xn) continues dans D (DtJ.

Le théoreme suivant est une conséquence immeédiate du théoréme 1

THEOREME 2 Dans les hypothéses 1° et 3° du théoréme 1 le pro-
bléeme aux limites

ud(t,x) = pi(t,x) (i=1,..., m)

pour (t,x) e T (rt), ou les fonctions (p, sont données d’avance sur T (TtO,
rélatif au systeme (12), admet dans D (Dto) au plus une solution para-
bolique réguliere de classe EA.
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JAN CHABROWSKI

O PEWNYM UKLADZIE NIEROWNOSCI NIELINIOWYCH ROZNICZKOWYCH
O PCCHOBNYCH CZASTKOWYCH TYPU PARABOLICZNEGO

Streszczenie

Rozwaza sie ukiad nieréwnosci rézniczkowych typu parabolicznego (w sensie
J. Sznrskiego) postaci

(t, x,U ,u X, u Xl),



v\> F*(t, X, V, VX, V'XX) = m)

w obszarach nieograniczonych postaci (—o00, + 00) X B lub (— o0, tg X B (B CEn).
Jako wniosek otrzymuje si¢ twierdzenie o jednoznaczno$ci rozwigzania pierwszeg
problemu brzegowego dla uktadu postaci

u) = FI(t,x,U,uk,urx) z—1 ,, m).

Oddano do Redakcji 21. 5. 1970 r.



