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RESUMEN: Este articulo propone un modelo de valoracion de derivados sobre seguros basados en indices de pérdidas.
Para ello, se considera que la cuantia total de la catastrofe, estd formada por la suma de dos variables aleatorias; la
cuantia declarada de siniestros y la cuantia de siniestros pendiente de declarar. La hip6tesis central del modelo se basa en
suponer un decrecimiento temporal de esta Ultima cuantia, proporcional a una funcién exponencial, denominada tasa de
declaracion de siniestros asintética. La dindmica de este decrecimiento se representa a través de un movimiento
browniano geométrico y la cuantia declarada de siniestros, numerador de la ratio de pérdidas que se quiere determinar, se
obtiene por diferencia entre la cuantia de siniestros pendiente de declarar y la cuantia total de la catastrofe. Finalmente,
se comprueba la validez del modelo propuesto estimando sus pardmetros y contrastando la bondad del ajuste realizado
sobre una muestra de seis inundaciones ocurridas en diferentes localidades espafiolas propensas a sufrir este tipo de
eventos.

Palabras claves: derivados sobre seguros, cuantia de siniestros pendiente de declarar, cuantia declarada de siniestros,
tasa de declaracién de siniestros asintética, indice de pérdidas por catastrofes, movimiento Browniano geométrico.

ABSTRACT: This paper proposes a valutaion model for insurance-linked derivatives written on a catastrophic loss
index. To this aim, we consider that the total amount of the thus covered catastrophe results from the sum of two random
variables, the reported claims amount and the reported-but-not-yet-reported claims amount. The central hypothesis of our
model assumes a temporary decrease of the latter, proportional to an exponential function that we call asymptotic
reporting claims rate. We represent the dynamics of this decrease through a geometric Brownian motion, wheras the
reported claims amount, numerator of the loss ratio intended to be determined, is obtained by the difference between the
incurred-but-not-yet-reported claims amount and the catastrophe’s total amount. Finally, we test the validity of the model
by estimating its parameters and contrasting the goodness-of-fit with a sample of six floods in different Spanish cities
prone to suffer this type of events.

Keywords: Insurance-linked derivatives, incurred-but-not-yet-reported loss amount, reported loss amount, asymptotic
claim reporting rate, catastrophic loss index, geometric Brownian motion.
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1. Introduccion

En los Ultimos afios, se ha producido un aumento espectacular de los dafios asegurados como
consecuencia de dos factores: por una parte los cambios climaticos y geoldgicos que han incrementado
considerablemente la frecuencia y severidad de las catastrofes naturales, y por otra, la concentracion y el
crecimiento de la poblacién, y por tanto de valores materiales asegurados, en zonas urbanas propensas, 0
potencialmente propensas, a sufrir este tipo de desastres. En Europa, por ejemplo, las pérdidas derivadas
de la ocurrencia de tempestades e inundaciones han alcanzado mas de 26.000 millones de euros desde
mediados de la década de 1990 y las proyecciones realizadas por los expertos indican un aumento de
estos riesgos hasta maximos histéricos de 40.000 millones de euros para los proximos afios. Derivado de
ello, el mercado asegurador mundial se ha visto mas expuesto a pérdidas por catastrofes que pueden
comprometer la solvencia y la estabilidad de las compafiias que operan en él, si no son capaces de obtener
la financiacion y diversificacion necesarias para asegurar su viabilidad futura y la proteccién de sus
asegurados. Reducir la concentracién de las pélizas aseguradas en aquellos ramos mas vulnerables a estos
eventos catastréficos y aumentar la contratacion de reaseguro para cubrir una mayor proporcion de las
pérdidas potenciales, han sido las soluciones tradicionalmente utilizadas para cubrir este incremento en la
siniestralidad catastrofica. Pero las graves crisis vividas, por ejemplo, tras del huracdn Andrew en 1992,
los atentados terroristas del 11-S de 2001 o los huracanes Katrina, Rita y Wilma de 2005, hicieron
desaparecer muchas entidades aseguradoras e incrementaron sustancialmente las primas de seguros en los
ramos mas afectados por este tipo de sucesos, poniendo en entredicho la viabilidad de tales soluciones.

De hecho, ningun asegurador pudo ofrecer una respuesta de cobertura adecuada con los mecanismos
tradicionales. Por ello, nuevos grupos de gestores de riesgos, como bancos, grandes empresas e inversores
institucionales, desarrollaron y perfeccionaron instrumentos alternativos de transferencia y financiacion
de este tipo de riesgos basados en los mercados de capital, y elaboraron métodos fiables de cuantificacion
para evaluarlos, considerando ademas su constante evolucion. Conocidos con el nombre de titulizacion
(securitization), estos nuevos productos incrementan la capacidad de suscripcion, ofertando mayores
coberturas alli donde las tradicionales se han revelado insuficientes o nulas, mediante la creacién y
emision de derivados financieros basados en seguros (Insurance-Linked Securities, en adelante ILS),
como bonos, opciones y swaps. Son productos disefiados para satisfacer las necesidades concretas de
transferencia de riesgos de quienes los demandan por lo que suelen estar creados a la medida de cada
patrocinador, si bien es cierto que hay una tendencia generalizada a la estandarizacion cuando las
caracteristicas de los mismos lo permiten. De esta forma, las aseguradoras pueden trasladar parte de su
riesgo a los inversores quienes toman posiciones en la ocurrencia y el coste de las catastrofes.

Los primeros derivados sobre seguros basados en indices de pérdidas, aparecidos en diciembre de
1992, fueron los contratos CAT: CAT-futures y opciones CAT. Su subyacente era una ratio de
siniestralidad que relacionaba las pérdidas totales por catastrofes declaradas en un determinado periodo
con el volumen estimado de primas destinadas a cubrir este tipo de pérdidas. Posteriormente, en
septiembre de 1995, aparecieron las opciones PCS, cuyo subyacente expresaba las declaraciones de
siniestros de naturaleza catastréfica en puntos del indice de referencia.

Otra forma de titulizacion, mas difundida y desarrollada que la anterior, es la emision de Bonos sobre
Catéstrofes (o Cat bonds). Se trata de productos financieros cuyos flujos, cupones y principal, estan
condicionados a la ocurrencia de un determinado suceso de naturaleza catastrofica al que se conoce como
trigger o desencadenante. A cambio de su incertidumbre en los flujos de caja, los inversores, reciben unas
rentabilidades muy superiores a las de otros bonos con similar rating de crédito, al tiempo que reducen el
riesgo en sus carteras mediante la diversificacion. La estructura de los bonos catastréficos depende de
cémo se configure la cobertura del riesgo y, por tanto, la indemnizacidn que recibe la compafiia cedente
que patrocina el bono. Sin embargo, existe una clara preferencia de los inversores por desencadenantes de
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indice de pérdidas por su mayor simplicidad interpretativa, y también porque reducen el riesgo moral (los
aseguradores podrian no esforzarse en la mitigacién y el control de las pérdidas hasta el valor nominal del
bono). De modo similar, este tipo de desencadenantes hace innecesaria para las aseguradoras la
revelaciéon de detalles de su cartera de negocios a partes externas. El inconveniente fundamental, sin
embargo, deriva del empleo de indices pobremente desarrollados, no fielmente representativos de las
pérdidas de la industria, y generadores de riesgo de base.

Como consecuencia del uso cada vez mayor de estos derivados sobre seguros basados en indices de
pérdidas, resulta especialmente importante analizar, tanto desde un punto de vista teérico como préactico,
la valoracion y/o tarificacion de estos instrumentos financiero-actuariales a lo largo de un horizonte
temporal determinado. En el campo actuarial, el precio de un contrato de seguros se obtiene a partir de las
hipotesis de la Teoria Clasica del Riesgo, que suponen variables aleatorias cuantias individuales de los
siniestros independientes con idéntica distribucion de probabilidad, y aplicando el principio mutual a
partir del cual los riesgos se distribuyen entre toda la masa asegurada, de forma que en promedio los
errores se compensan y la esperanza matematica de la siniestralidad total, o prima pura, es suficiente para
llevar a cabo la cobertura. Sin embargo, este procedimiento de determinacion del precio del seguro es
incongruente con la valoracion realizada en los mercados financieros, en los que, la cuantificacion de los
activos derivados se obtiene, en ausencia de oportunidades de arbitraje, mediante la réplica de carteras
formadas por activos simples cuyos resultados son iguales, en todo momento del periodo de negociacion,
al del activo derivado objeto de valoracion. La valoraciéon de los ILS en este contexto requiere la
definicién de un modelo que permita calcular la evolucidn temporal de la cuantia total de las pérdidas, y
por tanto de la ratio de siniestralidad subyacente de este tipo de contratos.

Muchos estudios académicos han abordado esta cuestién de tarificar este tipo de instrumentos de
transferencia alternativa del riesgo a lo largo de un periodo determinado.

Cummins y Geman (1995) y Geman y Yor, (1997), bajo la hipbtesis de ausencia de oportunidades de
arbitraje, desarrollan modelos de valoracidn de opciones y futuros sobre riesgos catastréficos basados en
dos hipdtesis: por una parte, utilizan procesos geométricos de Wiener, para describir la declaracién
instantanea de los siniestros y por otra, procesos de Poisson, que incorporan al modelo la posibilidad de
ocurrencia de grandes catéstrofes. Aase (1999 y 2001), utilizando la metodologia financiera del precio de
equilibrio, modela la dindmica del indice de pérdidas a través de un proceso de Poisson compuesto con
saltos aleatorios para valorar futuros y opciones sobre futuros sobre catéstrofes (CAT futures y CAT
options), como caso particular del modelo desarrollado por Embrechts y Meister (1997), que representa el
comportamiento del subyacente mediante una mixtura de procesos de Poisson compuestos y una
frecuencia de siniestralidad aleatoria. Loubergé, Kellezi y Gilli (1999) aplican el modelo de valoracién de
opciones sobre catéstrofes desarrollado por Cummins y Geman (1995) en un entorno de no arbitraje, para
calcular el precio de un bono cup6n cero sobre catéstrofes cuyo desencadenante es un indice de pérdidas
de la industria aseguradora. Cox y Pedersen (2000) proponen un método de célculo del precio de un Cat
bond en mercados incompletos a partir de la definicion de una determinada estructura temporal de los
tipos de interés y de una estructura de probabilidades de ocurrencia del riesgo catastréfico. Baryshnikov,
Mayo y Taylor (2001), bajo la hipétesis de negociacion continua, proponen una solucién neutral al riesgo
para el precio del Cat bond, utilizando un doble proceso de Poisson compuesto para representar las
diferentes caracteristicas de la dindmica de las catéastrofes. Burnecki y Kukla (2003) modifican y aplican
los resultados obtenidos por Baryshnikov, Mayo y Taylor (2001) para calcular, en ausencia de
oportunidades de arbitraje, precios de Cat bonds cup6n cero y con cupones y obtener una férmula de
tarificacion de estos instrumentos basada en un doble proceso de Poisson compuesto. Muermann (2003)
utiliza la modelacion del indice de pérdidas desarrolla por Aase (1999) para realizar una valoracion,
consistente en términos actuariales, de los activos derivados catastréficos negociados en el Chicago
Board of Trade. Posteriormente, Burnecki (2005) valora Cat bonds utilizando procesos de Poisson no
homogéneos con distribucion de pérdidas truncada por la izquierda. Lee y Yu (2002) desarrollan un
modelo contingente de reclamaciones en la valoracion de los bonos catastroficos que incorpora tipos de
interés estocasticos y un proceso de pérdidas asi como otros factores practicos tales como el azar moral, el
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riesgo de base y el riesgo de crédito. Alegre, Pérez-Fructuoso y Devolder (2003) desarrollan un modelo
aleatorio en tiempo discreto que modela el comportamiento del indice de pérdidas subyacente de los
futuros y opciones sobre riesgos catastroficos negociados en el CBOT. Los autores definen la cuantia
total de una catéastrofe como la suma de dos variables aleatorias, la cuantia declarada de siniestros y la
cuantia de siniestros pendiente de declaracion, limitando la posibilidad de ocurrencia de catastrofes a una
por periodo. Lee y Yu (2007) elaboran un entorno contingente de reclamaciones para valorar un contrato
de reaseguro y examinar como el uso de Cat bonds, permite incrementar el valor de dicho contrato y
reducir su riesgo de crédito. Egami y Young (2008) calculan el precio de indiferencia de un Cat bond
estructurado utilizando como utilidad esperada una funcién de utilidad exponencial. Pérez-Fructuoso
(2008) realiza una extension al campo continuo del modelo discreto aleatorio de Alegre, Pérez-Fructuoso
y Devolder (2003) para modelar los Cat bonds. Para ello supone que la dindamica de la cuantia de
siniestros pendiente de declarar sigue un movimiento geométrico browniano representativo de un
decrecimiento temporal de esta variable a razén de una funcién real de variable real, denominada tasa de
declaracidn de siniestros. Para el caso de una tasa de declaracion de siniestros constante (tasa instantanea
de declaracién de siniestros) Pérez-Fructuoso (2009) extiende el modelo al célculo de un indice de
pérdidas que permite la valoracién de cualquier instrumento derivado vinculado a seguros (ILS). Biagini,
Bregman y Meyer-Brandis (2008) valoran opciones sobre riesgos catastrdficos y describen el indice
mediante un proceso de Poisson compuesto no homogéneo para el periodo de pérdidas y utilizan un
proceso de Levy exponencial no homogéneo para reestimar dicho indice durante el periodo de desarrollo
y hasta el vencimiento. Unger (2010) propone una formulacién y estrategia de discretizaciéon para
modelizar Cat bonds, utilizando una aproximacién numérica para resolver la ecuacion en derivadas
parciales que modeliza su comportamiento. Nowak y Romaniuk (2013) aplican modelos de ETTI (tipos
de interés spot libres de riesgo), bajo la hip6tesis de que la ocurrencia de la catastrofe es independiente del
comportamiento de los mercados financieros, para valorar bonos sobre catastrofes. Zong-Gang y Chao-
Qun (2013), con el fin de tarificar el mismo tipo de instrumentos, consideran un entorno de tipos de
interés estocasticos, para describir las pérdidas catastréficas a través de un proceso de Poisson compuesto
no homogéneo. Finalmente, Lai, Parcollet y Lamond (2014) desarrollan un modelo para obtener una
expresién semicerrada del precio de un Cat bond, a partir de un proceso de difusion con saltos que
representa las catastrofes, de un proceso estocéstico tridimensional para representar el tipo de cambio y
los tipos de interés nacionales y extranjeros, y del coste de cobertura del riesgo de tipo de cambio.

En este articulo, también se considera un movimiento geométrico browniano para modelar el
comportamiento del indice de pérdidas desencadenante de los ILS y se realiza la hip6tesis de ausencia de
oportunidades de arbitraje como en Cummins y Geman (1995), Geman y Yor (1997) o Loubergé, Kellezi
y Gilli (1999) para llevar a cabo su tarificacion. Sin embargo, a diferencia de modelos precedentes, se
considera que la siniestralidad instantdnea decrece proporcionalmente a la cuantia de siniestros pendiente
de declarar en cada momento. Ademas, observando el comportamiento real de siniestralidad tras la
ocurrencia de la catastrofe, parece manifestarse una intensidad en el ritmo de las declaraciones muy
elevada durante los primeros dias tras el evento, que va desacelerandose con el paso del tiempo, hasta
alcanzar un valor constante que se mantiene hasta finalizar el proceso de declaracién. Por tanto, en este
articulo se propone una tasa de declaracion de siniestros definida como una funcién exponencial con el
objetivo de desarrollar una modelizacion mas ajustada del indice de pérdidas por catéstrofes
desencadenantes de los ILS.

Mas especificamente, el articulo estd estructurado de la siguiente forma. En la seccién 2, tras la
definicion de las hipotesis basicas sobre las que se modela la ocurrencia de las catastrofes y la declaracion
de los siniestros, se presenta las soluciones de las variables cuantia declarada de siniestros y cuantia de
siniestros pendientes de declarar cuando la tasa de declaracion de siniestros se define de forma
exponencial. La Seccion 3 se dedica al célculo del indice de pérdidas por catastrofes, a partir de los
resultados obtenidos en la Seccidn anterior. En la Seccion 4 se presentan dos ejemplos de valoracion, uno
de un Cat bond cupdn cero y otro de un call spread de opciones sobre riesgos catastréficos. En la Seccion
5 se realiza una validacion del modelo propuesto a través de la estimacion de sus parametros, el analisis
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de los errores y un contraste de Kolmogorov-Smirnov para muestras independientes. Finalmente, la
Seccion 6 presenta las principales conclusiones alcanzadas.

2. Dinamica del proceso de declaracion de siniestros. Hipotesis y calculo de las variables
fundamentales

Hacemos que K, sea la variable aleatoria cuantia total de la catéstrofe ocurrida en el momento 7 € [0,T]
y la definimos como la suma de dos variables aleatorias, ambas referidas al momento de valoracién t,

K, =S.(t)+R.(t) (1)

donde S,(t) representa la cuantia declarada de los siniestros y R_(t) la cuantia de los siniestros
pendiente de declarar.

Como hipétesis de partida, se considera que al principio, inmediatamente después de la ocurrencia de
la catastrofe, se declara una gran cantidad de siniestros, es decir, la intensidad de declaracién es elevada, y
a medida que pasa el tiempo el ritmo de las declaraciones asociadas a dicha catastrofe disminuye hasta
anularse cuando no queda ningun siniestro pendiente de declarar.

Esta siniestralidad instantdnea se representa mediante una ecuacion diferencial cierta que describe un
crecimiento de la cuantia de siniestros declarada proporcional a la variable cuantia de siniestros pendiente
de declarar,

dS, (t)=c. (OR, (D)t )
siendo a,(t) una funcion real de variable real denominada tasa de declaracion de siniestros.
Diferenciando la ecuacion (1), tenemos,
ds, (t)=—dRr, (t)dt 3)
y substituyendo en la ecuacién (2), dS,(t) por el resultado obtenido en (3), resulta la ecuacién diferencial
cierta que describe la evolucion de la cuantia de siniestros pendiente de declarar, R, (t):

dR, (t)=—e, (R (t)t @

A partir de la evidencia empirica es posible constatar que el ritmo de las declaraciones es mayor en
los primeros dias después de haber ocurrido la catastrofe, lo que provoca, en esos momentos, una mayor
disminucion de la cuantia de siniestros pendientes de declarar y, consecuentemente, un mayor crecimiento
de la cuantia de siniestros declarada. Por ello, se define una tasa de declaracién de siniestros asintdtica,
cuya expresion es,

(t)=a,f—e V) (5)

que supone un crecimiento exponencial de las declaraciones de siniestros de forma que a medida que pasa
el tiempo el ritmo de las declaraciones se reduce proporcionalmente al parametro ., denominado tiempo

medio de declaracion de los siniestros, hasta alcanzar, en el limite, el valor de la tasa constante «,.

o

De esta forma, la ecuacién diferencial cierta que describe el comportamiento de la cuantia de
siniestros pendiente de declarar queda definida como sigue:

0R, (t)=—{a, [1- e )R, (t)t 6)

De la resolucion de esta ecuacion diferencial ordinaria obtenemos:

dr, (t) _ _(ar (1_ X ) "

R.(t)
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8 0 =i 2o oo "

con las siguientes condiciones de contorno:

e Si t=0, entonces R,(0)=K,. En el momento en el que se produce la catéstrofe, todos los
siniestros y, por tanto, la cuantia total de la catéstrofe, esta pendiente de declarar.

e Si t—oo, entonces R, (t):O. Transcurrido un periodo de tiempo lo suficientemente amplio,
todos los dafios habran sido declarados y no quedara ningdn siniestro pendiente de declarar.
Entonces, haciendo el cambio de variable t—z=s en la integral de la ecuacién (7), y teniendo en

cuenta las condiciones de contorno que acabamos de definir, la cuantia de siniestros pendiente de declara
en t para la catastrofe considerada resulta:

add e B (t-7)
R.(t)=K.e e’ ¢ ) @)

Para reflejar el comportamiento irregular de las declaraciones de siniestros en el tiempo, introducimos
un proceso de Wiener (movimiento Browniano) en la ecuacion (6) (Ikeda et al., 1989).

Definicion 1. W, es un proceso de Wiener si satisface:

(1) W, } escontinuoy W, =0.
(2) Para un t dado, W, ~ N(0,t).
(3) Para sy t dados, Wy, —W, ~ N(0,t).

Definicion 2. Hacemos que X, sea un proceso estocastico. X, es llamado proceso Gaussiano si
X, = N(zt), At)). Entonces W, es un proceso Gaussiano.

La irregularidad en el proceso de declaracion de siniestros depende de la cuantia de siniestros
pendiente de declarar, esto es, mientras hay muchos siniestros pendientes de declarar, la irregularidad de
las declaraciones es elevada, sin embargo ésta decrece cuando la cuantia de siniestros pendiente de
declarar también lo hace. Para reflejar este comportamiento, afiadimos en la ecuacion (6) un proceso de
Wiener con intensidad o, R, (t), lo cual se conoce con el nombre de movimiento Browniano geométrico,

dando lugar a la siguiente ecuacion diferencial estocastica,
0R, (t)= (o, (1 — e PR, (Dt + o, R, (t)W, ©)

donde el término (a, (1—6,\""3t )) representa la tendencia del proceso, o, es un valor constante que
simboliza la volatilidad en el ritmo de las declaraciones y W, es un proceso de Wiener estandar asociado
a la catéstrofe ocurrida en el momento z.

Para resolver la ecuacion (9) necesitamos aplicar el célculo de Itd, para lo cual definimos en primer
lugar lo que se conoce como proceso de Itd (Arnold, 1974).

Definicion 3. Hacemos que Z, es un proceso aleatorio gobernado por la siguiente ecuacion:

t t
Z, =2, +J.asds+.[bsdws (10)
0 0

Entonces, Z, es un proceso de It si:
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t t
(1) I|as|ds<oo y I(bS)ZdWS <o
0 0

(2) W, es un proceso de Wiener.
t

(3) La integral IbSdWs puede expresarse como sigue:
0

Para cada n>0, tomamos la siguiente particion del intervalo [0,t], 7z, ={0=t, <t <...<t, <t}

donde t; —t;_; :l. Entonces, la integral es:
n

t
[, = tim 30w, -w )
0 7n
(4) La siguiente ecuacion diferencial estocastica es una forma equivalente de la ecuacion (10):
dz, = a,dt+b,dw, (11)

2
Corolario 1. lim M =1
dt—>0 dt

A partir de esta definicion, suponemos que Z, es un proceso de 1td de la forma dada en la ecuacion
(11) y que f(x) es una funcion dos veces diferenciable. Entonces, construimos un polinomio de Taylor
de la funcion f(Z,) y detenemos su desarrollo en o(dt),

f''(Z
ot (2,)- rz 0z Pz
(2,

~—

= £'(Z, \a,dt +b,dW, )+ (a,dt +b,dW, )* +---

= £'(z, \a,dt +b,dw, )+ (2, (af (dt)? +b2(dw, )* +a,b, dtdw, )+ .

= £'(Z, \a,dt +b,dW, )+ f”(Zt)(bf(dwt )2)+o(dt)

:(f-(zt Ja, + fngzt)btszt + £'(Z, o dW, (12)

A continuacion aplicamos el resultado obtenido en (12), con f(Zt):In Z,, al proceso de I1t6 de
nuestro modelo, de forma que, Z, =R_(t), a, =-a, (1_e*ﬂ,t )RT t)y b =o,R.(t):

d(InRT(t)):[%(t)(—a,(l—eﬂ,t )R,(t))_z(Tl(t))zgg(R,(t))Z}dt+%®G,R,(t)dwt

2
= —[a, + O-—ZT]dt +ae Pt + o, dW, (13)

Integrando de 0 a t ambos lados de la ecuacion (13),

Jt.d(ln R, (1) = —j(a, +U—2’2]dt + arj.eﬁft dt +<r,j‘dWt

T

InR, ()] =In

Rf(t)——.t[ a +O—’2 dt+a j‘e‘ﬂftdt+ Jt‘dW 14
RT(T)_ ) T 2 rr Urr t ( )
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y haciendo el cambio de variable t—z =S5 en las integrales de la ecuacion (14), se obtiene:

t-7 2 t-r t=r
In Rr(t) =— J‘ ((ZT +G—2TJdS +a, J.eiﬂfsds t+o; J.dWS
0 0

O

= —{ar + %TZJ(t —7)+ %(1— e /s )+ o W,_, (15)

T

Entonces, considerando las condiciones de contorno definidas anteriormente y aplicando la funcién
exponencial a la expresidn (15), la cuantia de siniestros pendiente de declarar resulta:

—(a,-*—g—’zJ(t—rﬁo'TWH ﬂ(l,e*ﬁr(‘*f))

_ 2 B

R, (t)=K.e el (16)
Finalmente, substituyendo (16) en la ecuacion (1), que establece la relacion entre las variables RT(t) y

S,(t), la cuantia declarada de siniestros hasta t, S_(t), se obtiene facilmente como diferencia entre la

cuantia total de la catéstrofe y la cuantia de siniestros pendiente de declarar,

lo2f
[a +;](tf)+arwtr ﬂ(l—e’ﬁf(tfr))
s.()= K f1-¢ . "

sin necesidad de definir una ecuacion diferencial estocastica para describir su dinamica.

Dado que la distribucion de la cuantia de siniestros pendiente de declarar en t, R,(t), depende de la
distribucion de probabilidad de la cuantia de la catastrofe, K_, si consideramos que dicha cuantia es un
valor constante, la variable R,(t) seguird una distribucion lognormal, siendo su distribuciéon normal
asociada:

N(In K, —(ar +%T2J(t —z’)+% (1_e*ﬁ,(t7r)) o, t_TJ (18)

T

La funcion R, (t) expresa la cuantia de los siniestros pendiente de declaracién a lo largo de tiempo y

como ya hemos indicado, parece l6gico pensar que, una vez ocurrida la catastrofe, y especialmente en el
momento de su ocurrencia, esta cuantia serd muy elevada e ird disminuyendo con el tiempo a medida que
se vayan declarando los siniestros asociados a la misma. Este comportamiento decreciente de la cuantia
de siniestros pendiente de declarar queda perfectamente reflejado en el modelo aleatorio con tasa de
declaracion de siniestros constante desarrollado por Pérez-Fructuoso (2009), en el cual, la variable R, (t)

es, en promedio, la funcién R, (t) obtenida en el modelo cierto en el que o, =0, esto es:
E(R,(t)=Ke ) (19)

Como es obvio, la representacion gréfica de E(R,(t)), considerando un valor constante para la
variable cuantia total de la catastrofe K,, es la funcion de distribucion complementaria de una
distribucion exponencial de parametro «, .

La definicion de este nuevo modelo con la tasa de declaracion de siniestros asintética, modifica la

expresion de la cuantia de siniestros pendientes de declarar del modelo con tasa de declaracion de
&(l,e—ﬂr(t—r))

siniestros constante, al multiplicarla por la funcion exponencial el , lo que hace necesario el
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estudio matematico de la funcion R, (t) en el nuevo modelo en cuanto al analisis del crecimiento y la
curvatura de la misma, para determinar si su comportamiento se ajusta a la realidad que se pretende
plasmar. Los resultados alcanzados con el estudio de la primera, segunda y tercera derivadas de la funcién
R, (t) permiten concluir que dicha funcién cumple los requisitos de crecimiento y forma para representar

la variable cuantia de siniestros pendiente de declaracién. (La demostracién se encuentra desarrollada en
el Anexo 1 del presente trabajo).

3. Determinacion del indice de pérdidas por catastrofes

Un indice de pérdidas por catastrofes se define como el cociente entre la cuantia total de pérdidas
asociadas a una o varias catastrofes ocurridas a lo largo de un determinado periodo de tiempo, conocido
como periodo de riesgo, [0, T], y un valor constante cuya definicién depende del tipo de indice utilizado.
En el caso de los Cat bonds, los indices utilizados como desencadenantes del pago de las indemnizaciones
se basan en la cuantia acumulada de las pérdidas hasta el vencimiento asociada a una Unica catastrofe. Por
tanto,

0 sio. =0
ry_ Sr(T')_ ' ‘
LI(T )_52' cte - ST(T) Siér =1

cte

(20)

siendo LI(T’) el valor del indice de pérdidas al vencimiento y &, una variable de Bernoulli (o variable
indicador) cuyo valor es 0, si no se produce la catastrofe cubierta en el bono en un momento 7 e [O,T], 0
1 en otro caso.

Entonces, substituyendo en (20), S,(T’) por su expresion dada en la ecuacion (17), el valor de dicho
indice al vencimiento resulta:

612 ! ar - -7
LI (T') =0 ST (T') — i K. |1- ei(aﬁTj(T 7T)+arWTl_reZ(l_e pelr )) (21)
Tocte  cte

Definimos la variable aleatoria condicionada L1"(T’)=LI(T")/ F, que representa la cuantia total de

las pérdidas asociadas a la catastrofe que incorpora la informacion disponible sobre las declaraciones de
siniestros realizadas hasta el momento t e[z, T'] dada por la filtracién F, .

Para obtener LI"(T’)=LI(T’)/ F,, calculamos en primer lugar la cuantia total de declaraciones de
pérdidas en cualquier momento te[r, T’], LI(t), que es el condicionante de LI(T") (es decir LI(t)= F,)
resultando:

2
_ 0{1_+G—T (t—T)"'O'err 21 (4 _n-B(t-7)
LI(t)=05, Scrt((:) :%KT 1-e ( ZJ t eﬁ’(l : ) (22)

Determinada LI(t), se incorpora en la variable LI(T’) dando lugar al siguiente valor del indice
condicionado para cualquier expresién funcional de la tasa de declaracion de siniestros:
L(t)+
(é‘r/Ft)

AV o N I AT a .
LI (Tr): = +(KT/FI 1_e—[a,+7)x(T t)+o'f><WT 7tezx(1_eﬁz(T ‘)) o (0‘1‘*' 2 j(t T)*'O'rxwt—reﬁx(l—eﬁf(‘ ))

(23)
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Calculado de esta forma, el indice de pérdidas permite determinar el precio del derivado sobre catastrofes
en un momento t de su periodo de negociacion aplicando la teoria general de valoracion de opciones.

4. Ejemplos de valoracion de derivados sobre catastrofes

4.1. Valoracién de un Cat bond cup6n cero

Siguiendo a Loubergé et al., 1999 y a Pérez-Fructuoso, 2008, consideramos un bono cupo6n cero con
valor nominal N, emitido en t=0 y con vencimiento t=T'. El resultado del bono al vencimiento depende
de la relacion que se produzca en ese momento entre el valor del indice de pérdidas definido en la seccién
(), LI(T"), y un valor C desencadenante especificado en el contrato. De esta forma, si LI(T')<C el

resultado del bono es N, y si LI(T’)>C el resultado del bono es N — [LI*(T’)—CJ.
Entonces, denotando por B(T") el valor del bono al vencimiento, se derivan tres posibles escenarios:

- Si LI(T’)S C, las pérdidas catastroficas recogidas en el indice no superan el valor desencadenante
especificado en la emision. Por tanto, B(T ')= N v los inversores recuperan el principal completo en
el momento del vencimiento.

- SiCc< LI(T')< C+ N los inversores pierden parte del principal que se destina a cubrir el exceso de

pérdidas recogidas en el indice por encima del desencadenante y por tanto
B(T')=N —[LI(T")-C]>0.

- Finalmente, si LI(T')2C+N los inversores pierden el principal completo y el valor del bono al
vencimiento es obviamente nulo (B(T’)=0).

Estas expresiones llevan facilmente a escribir el valor del bono al vencimiento como,
B(T")= N —max(0, LI(T")— C)+max(0, LI(T") - (C + N)) (24)

el perfil de beneficios generados por la compra de un call Spread inversa (es decir, la combinacién de una
posicion larga en bonos cup6n cero libre de riesgo, una posicion corta en una opcién de compra sobre
catastrofes con precio de ejercicio C , y una posicién larga en una opcion de compra sobre catastrofes con
precio de ejercicio N+C).

Entonces, bajo una aproximacién neutral al riesgo, y suponiendo un tipo de interés r constante a lo
largo del intervalo [O,T'], el precio del bono en cualquier momento t puede obtenerse facilmente como

una martingala (es decir, como el valor actual del precio del bono al vencimiento bajo la medida de
probabilidad neutral al riesgo Q):

B =e " VEQ[B(T)| ] (25)
siendo F; la informacion disponible sobre declaraciones de siniestros en t.
Bajo estas hipotesis, la ecuacion (22) puede escribirse como:
B(t)=Ne ™) — e TUE Imax{0, L1 (T") - C) - max(0, LI"(T")— (C + N)) (26)

cuya solucion explicita se obtiene facilmente aplicando el modelo de valoracion de opciones de Black-
Scholes,

B(t)=N xe ™ x - N(d |- L17(T)x [N(d, ) - N(d; )+ c xe ™V x|N(d,)-N(d; )] @7)

con,
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0.1 e

dy = , 0, =d; —o, x~J Tt
y,
* L} 2
InLCI (L)+(r+02f]x(T'—t)
. + . .
dl: ,d2=dl—GT><‘\/Tl—t

o, X T'—t

4.2. Valoracién de una opcion call spread sobre catastrofes

El valor al vencimiento de una opcién call spread sobre catastrofes viene dado por la siguiente expresion,
CS(T') = min{max{LI(T")- X;0}Y — X} (28)

donde X es el valor del indice de pérdidas de ejercicio de la posicion larga e Y es el indice de pérdidas de
ejercicio de la posicién corta, con X<V.

Sea (Q, Ft,P) un espacio de probabilidad que representa la incertidumbre del mercado en el que se
negocian las opciones sobre catastrofes, provisto de una filtracién (Ft )tZO que se interpreta
financieramente como la informacion disponible en el momento t.

El mercado se supone perfecto y se asume la hipétesis de ausencia de oportunidades de arbitraje; esto
supone que existe una medida de probabilidad neutral al riesgo Q , equivalente a P, bajo la cual, el precio
de cualquier activo es la esperanza matematica actualizada de su valor al vencimiento.

Finalmente, se considera que las opciones son activos realizables, esto es, existe un nimero suficiente

de activos negociables en relacion al nimero de fuentes de riesgo que legitima la existencia de un Unico
precio de arbitraje.

Bajo estas hipotesis, el precio de la opcién en t viene dado por la siguiente expresion,
cst)=e " VE, CS(T) R} (29)

donde CS(T')| F. es el valor de la opcion al vencimiento que incorpora la informacion disponible sobre
las declaraciones de siniestros en [O,t]c [O,T'] asociadas a la catéstrofe ocurrida en el momento z y

—r(T'-t)

e es el factor de actualizacion al tanto de interés r libre de riesgo.

Entonces, el valor de la opcion call spread en T’ que incorpora, a través de la filtracion F, la
informacion disponible sobre las declaraciones de siniestros hasta t, CS(T')| F, de la catéstrofe ocurrida
en 7, se obtiene, substituyendo en la expresion (28) la variable LI(T') por la variable aleatoria
condicionada LI*(T"), como sigue,

CS(T")| F, = min{max{L1 *(T")- X;0}Y — X} (30)

donde LI*(T")=L(t)+LI'(T") siendo L(t) un valor cierto que considera las pérdidas declaradas hasta t y
valoradas en ese momento y LI'(T') es un valor aleatorio que considera las declaraciones de siniestros
que se producen desde t y hasta T°.

Operando en la ecuacidn (30) resulta:
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CS(T")| F, = min{max{L(t)+ LI'(T")- X;0}Y - X } =
=min{L(t)- X + max{LI'(T'} X —L{t);Y - X} =
= L(t)—- X +min{max{LI"(T"} X -~ L@E)}Y - L)} (31)
En el momento del vencimiento de la opcidn call spread pueden darse las siguientes situaciones:
-Si LI*(T)< X, L(t)+LI'(T')< X obien LI'(T*)< X —L(t), entonces:
max{LI'(T"); X = L(t)} = X - L{(t)
Substituyendo este resultado en la ecuacion (31), resulta,
CS(T')| F, = L(t)— X +min{X —L(t)Y — L(t)}

y como el precio de ejercicio de la posicion larga es menor que el precio de ejercicio de la posicién
corta, X<Y, tenemos,

min{X — L(t)Y — L(t)} = X — L(t)
resultando que CS(T")| F, =0.
-Si LI*(T")> X, L(t)+LI'(T)> X obien LI'(T*)> X —L(t), entonces:
max{LI'(T"); X — L(t)} = LI'(T")
Substituyendo este resultado en la ecuacion (31), y operando, resulta:
CS(T)| F, = L(t)— X +min{LI'(T")}Y - L(t)} =
=min{L(t)+LI'(T)- X;Y - X} (32)
- Si LI *(T')<Y , entonces a partir de la expresion (32) tenemos:
CS(T')| R, = L(t)+LI'(T")-X (33)
-Si LI*(T')>Y , entonces a partir de la expresion (32) resulta:
CS(T)|F =Y - X (34)

En general, el valor de liquidacion de una opcién call spread sobre catastrofes, que incorpora la
historia sobre las declaraciones de siniestros hasta t, es:

0 siLl'(T)< X —L(t)
CS(T)|F =qL@E)+LI'(T)=X siLI'(T)> X -L({t)yLI'(T)<Y (35)
Y - X siLl'(T)> X —L{t)yLI'(T")>Y

El precio de la opcién call spread en t, lo obtenemos como la esperanza matematica actualizada de la
expresioén (35):

cs(t)=e " VEL {CS(T)IF | =
0 siLl'(T') < X —L(t)

—e ML) - X + Eo fLI'(M)} siLl(M)> X —L{t)yLI'(T)<Y (36)
V- X siLI'(T)> X - L(t) )
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5. Estimacion de los parametros del modelo y validacion

En esta seccion desarrollamos un método para estimar la tasa de declaracidn de siniestros constante,
la volatilidad incorporada mediante el proceso de Wiener y el parametro g del modelo asintético. Para
ello, disponemos de datos, obtenidos a través del Departamento Técnico y de Reaseguro del Consorcio de
Compensacion de Seguros, sobre el porcentaje de siniestros pendiente de declarar acumulado
semanalmente asociado a seis inundaciones ocurridas en distintas regiones de Espafia propensas a la
ocurrencia de este tipo de eventos: Alcira (01/10/1991), San Sebastian (23/06/1992), Barcelona
(14/09/1999), Zaragoza (20/10/2000), Valencia (20/10/2000) y Murcia (20/10/2000).

Tabla 1. Cuantia de siniestros pendiente de declarar (expresada en %)

Semana Alcira San Sebastian Barcelona Zaragoza Valencia Murcia
0 100 100 100 100 100 100
1 84,94 88,08 90,68 60,11 97,54 88,46
2 53,65 36,04 68,38 56,91 80,18 75,55
3 34,96 23,67 50,68 38,3 60,15 48,7
4 24,05 16,68 41,42 29,79 43,16 31,13
5 18,86 12,29 31,58 23,4 31,96 21,41
6 13,36 9,94 25,43 19,15 27,55 15,78
7 10,53 8,72 19,56 18,09 19,54 11,27
8 8,04 7,76 16,68 15,43 15,29 8,71
9 6,94 6,8 13,28 15,43 14,76 8,24
10 5,23 5,78 10,54 10,64 14,7 6,57
11 4,08 5,18 8,15 6,91 11,06 5,36
12 3,71 4,33 6,8 3,72 8,46 4
13 3,56 3,45 6,13 3,72 6,98 3,38
14 2,6 2,69 3,41 2,66 6,21 2,6
15 1,75 181 3,41 2,66 5,17 2,8
16 1,3 1,59 2,61 1,6 4,22 2,29
17 0,77 1,39 1,81 1,6 3,5 2,25
18 0,29 1,16 1,26 1,6 2,72 2,14
19 0,0 0,96 0,56 0,0 2,26 1,67
20 0,76 0,0 1,88 1,28
21 0,45 1,69 1,09
22 0,28 1,61 0,93
23 0,2 0,9 0,66
24 0,17 0,54 0,66
25 0,11 0,36 0,62
26 0,06 0,19 0,16
27 0,0 0,0 0,0

La ecuacion fundamental del modelo asintético propuesto viene dada por la expresion (16), de forma
que In R,(t) sigue el proceso Gaussiano definido en (18). Entonces, considerando las propiedades de la

distribucion normal asi como las caracteristicas de los datos disponibles, es posible obtener una expresién
mas apropiada para calcular los estimadores de los parametros «, y o, a partir de la cuantia de siniestros

pendiente de declarar en ty en t-1, operando como sigue:

- Oi )% (e B (t-7)
Rr(t) Kre [a,+ 2 ](t r)+ﬁ’ (1 e )’Fo—,WI,, _ a,+%’2—%(eﬂ’ 71)97/@ fo W,

= =e i (37)
RT (t - 1) —{ar +%’Zj(tfrfl)+&(lfefﬁ’ Of{fl))—ka,W[,,,l
K,e &

T

R.(t)

Esto implica que (t l) se distribuye lognormalmente, con parametros de tendencia y dispersion
(t-

de la distribuciéon normal asociada,
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In Rf(t)

~N| - Grzﬂ_/i’r*ﬂ,-Z
R,(t—l) N( {ar+7+ﬂ (1 e )e J,o—,] (38)

T

de forma que:

R A AR
X(t)=—In RG] N[[a,+ 5 +ﬁf(1 e )e ;07 (39)

Para estimar la varianza, af, utilizamos la cuasi-varianza, S?, estimador insesgado de la primera,
cuya forma explicita representamos por la siguiente expresion:

s2- 1 X(t)-X (40)
n-1 t_1< )

Por otra parte, para estimar la media de X(t) no podemos utilizar el método de maximo verosimilitud
porque dicha media no es un valor constante. X(t) es un proceso Gaussiano y su media es la funcion
dependiente del tiempo (time-depending function):

2
E(X (t)l t)= a,+ 0-27 +%(1_eﬁr %—ﬁf(t—r) 1)

T

La estimacion de los pardmetros «, y S, se va a realizar aplicando la metodologia de minimos
cuadrados ordinarios, esto es, los estimadores seran aquellos valores de «, y A, que minimizan la

diferencia entre la media y todas las observaciones disponibles.
Entonces, el objetivo sera minimizar la funcién f(e,,f3,,0,) definida como sigue:

N 2
min f(ar,ﬂr,af): min {X(t)—(ar-l-%fqu%(l_eﬁr)eﬂ,tﬂ (42)

(@.f,.0.) (0. )4 .

Teniendo en cuenta que el parametro o2 ha sido estimado a partir la cuasi-varianza, substituimos o’
por S en la ecuacion de forma que la funcion a minimizar resulta:

2
- o n _3_2 B Q1 A8 LBt
(f,lgr:)f(a"ﬂ’)_ g.ﬁr:)t_lﬁx(t) ZJ (a,+ﬂr(l e ); H (43)

A continuacion, para simplificar los calculos que se desarrollaran posteriormente, definimos la

., 1 _ . .
funcion z, =1+ —(1— e? )a Aty calculamos su primera derivada:

T

RN S N W ST S (V) R

P P B: B
=_e;; (ﬂir(l—eﬂf )+eﬁf +t(l—e'8f )J (44)

Con esta notacion, la funcién a minimizar es:

n SZ SZ 2
min f(a,,B,)= min Hx(t)—7j—2[x(t)—7]arzt+afzt2} (45)

(e @ B

Derivamos respecto a cada uno de los parametros,
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% - Zn‘[— 2{x(t)—s7zjzt + 2%25}

v t=1
Ala,, . ?
(2;7,31) :;{_ z{x(t)_%Jarzt'-i-ZathZt } (46)

e igualamos a cero cada una de las funciones resultantes para obtener el minimo en cada caso:

sl § o £l b o
(,,ﬂ, OQZH

JaT + a3(1+ﬁir(1—eﬁr )g—ﬁrtﬂ...

{_ e’ [ﬂi(l_ e oo wtfL—e” )ﬂ ~0 (47)

ﬂT T

Para resolver estas dos ecuaciones no lineales utilizamos la rutina fsolve del programa Matlab. Esta
rutina encuentra la solucion (a:,ﬁ:) para el sistema de ecuaciones anterior, utilizando un metodo
numeérico que se inicia con una semilla ((aT )O (B, )O) que nosotros introducimos en el programa.

Para definir esta semilla tenemos en cuenta (a:) que debe ser positivo y con un valor relativamente

cercano al obtenido en el modelo original, de forma que 01< «, <0,8. Por otro lado, (,B;) también debe
ser positivo y no muy elevado porque en otro caso la funcién dada por la ecuacién (5) seria un valor
constante. Por tanto, 0,1< f, <5. Considerando estos dos factores, definimos el domino de nuestra
semilla como:

(e )o (8, ) )< (02:08)x (0:5)

Para garantizar que los valores obtenidos minimizan la funcion f(a,,ﬂ,) independientemente de la

semilla seleccionada, introduciremos en la rutina de Matlab diferentes semillas (pertenecientes al
dominio).

Los resultados de la estimacion de los pardmetros y el proceso Gaussiano seguido por X(t) en cada
una de las series de datos se muestran en las Tablas 2 y 3 a continuacion:

Tabla 2: Estimadores para el modelo asintético

Zona (dr )MCO (ﬁr )MCO 63
Alcira 0,3113665692 2,4706387578 0,0422098269
San Sebastian 0,2714320247 3,5470277486 0,28533003
Barcelona 0,2691828454 1,2703570356 0,0311010319
Zaragoza 0,2080182736 oo™ 0,0434054683
Valencia 0,238730593 1,0160837493 0,0257693877
Murcia 0,2191557622 1,5431850993 0,0687540979

* La inundacién ocurrida en Zaragoza presenta unas caracteristicas diferentes al resto de inundaciones
analizadas. El proceso de declaracion de siniestros se vio alterado por la ocurrencia, inmediatamente
después de la catastrofe original, de otras inundaciones de menor intensidad.

Esta circunstancias condiciond los datos disponibles dando lugar a mayores errores en las
estimaciones realizadas sobre los datos reales. Por esta razén no ha sido posible encontrar el valor del
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pardmetro cuando 4, de forma que al calcular (d, ),co ¥ (ﬁ,)MCO para diferentes semillas, obtenemos

A

siempre el mismo valor de (aT)MCO (las diferencias tienen un orden de 10*) para diferentes valores de

(ﬁ,)MCO (ﬁ, e(70,400)). Esto significa que el parametro g, no influye en los resultados, y por tanto

asumimos que «, (t)=a, .

Tabla 3. Proceso Gaussiano seguido por RT (t) en el modelo asintético

Z0na

Proceso

Alcira

San Sebastian
Barcelona

N ((t :0,0422098269) con (1) = 0,332471483 —1,364869806 exp(—2,470638759t )

Zaragoza

Valencia
Murcia

N(0,229721008;0,043405468)
N(z(t)0,025769388) con x(t)=0,251615287 —0,41406841exp(—1,016083812t )
N(«(t ;0,068754098) con 1(t)=0,253532811 — 0,522540881exp(— 1543185099t )

N(«(t);0,035160532) con x(t)=0,289012291— 2,579617108 exp(—3,547027848t )
N(1(t)0,031101032) con x(t)=0,284733359 —0,542902574 exp(—1,270357621t )

Para analizar los valores derivados de la estimacidn, calculamos las predicciones del porcentaje de
siniestros pendientes de declarar en el modelo propuesto a partir de la media de su distribucion,

ER. (t)=K.e

B

[*ar (t,r),ﬁ(l,e—ﬁf (t—r))j

(48)

y representamos graficamente los datos estimados y los datos reales para compararlos (ver Tabla 4 y

Figura 1 a continuacion).

Tabla 4. Cuantia de siniestros pendiente de declarar estimada con el modelo asintético (expresada en %)

zona Alcira San Sebastian Barcelona Zaragoza Valencia Murcia

0 100 100 100 100 100 100

1 82,20180146  82,1097932  88,97870205 81,21921949 91,49976859 89,80863036
2 60,79838805 62,72539648  70,95177017 65,96561615 76,08643443 73,87602922
3 44,5682225 47,8177101  54,86243769 53,57675857 61,11660214 59,64033895
4 32,64606158  36,45088827  42,05667248 43,51462513 48,4806299  47,95514893
5 23,91159636  27,78604328  32,16187772 35,3422389 38,28308412 38,52638367
6 17,51394592  21,18094234  24,57831946 28,70469058 30,18090658 30,94580044
7 12,82800852  16,14595908  18,77932426 23,31372565 23,77931954 24,85582606
8 9,395815029  12,3078563  14,34777088 18,93522601 18,73152282 19,96416038
9 6,881920887  9,382120067  10,96181234 15,37904277 14,75410631 16,03515354
10 5,040630848  7,151869083  8,374877361 12,4907385 11,62091917 12,87938215
11 3,691986549  5,451777532  6,398438998 10,14488032 9,153003274 10,34467619
12 2,704178324  4,155819676  4,888430744 8,239592615 7,209168054 8,308808794
13 1,980662797  3,167927723  3,734778578 6,692132811 5,678140052 6,673606986
14 1,450727226  2,414870432  2,85338412 5,435298036 4,472257907 5,360218447
15 1,062578389  1,840824575  2,179995603 4,414506642 3,522471635 4,305309236
16 0,778280583  1,403236824  1,665524381 3,585427839 2,774394029 3,458009744
17 0,570047983  1,069669327  1,27246654 2,912056506 2,185187803 2,777461672
18 0,417528985 0,815395127 0,972168953 2,365149566 1,721113023 2,230847773
19 0,305817157 0,621565186  0,742740531 1,920956017 1,355595169 1,791809348
20 0,473811122  0,567456403 1,067703419 1,439175178
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21 0,361180105 0,840952091 1,155940611
22 0,275322935 0,662356611 0,928447569
23 0,209875121 0,521689981 0,745725932
24 0,159985097 0,410897139 0,598964533
25 0,121954575 0,3236337  0,481086277
26 0,092964399 0,254902655 0,386406862
27 0,070865562 0,200768225 0,310360678
4 N N
D Dat
\ Rg;(l):s \ R:a(IJess
Est. MA Est. MA
e —— e Bt T — N
o /NS J
Alcira San Sebastian
4 N O N
Datos Datos
Reales Reales
Est. MA Est. MA
k_ﬁ.
o o %
Barcelona Zaragoza
4 N 7 N
Dat
Datos \ Resles
Est. MA Est. MA
\\——————- L Rt S .,
Valencia Murcia

Figura 1. Datos reales y Datos estimados con el modelo asintético.

Seguidamente calculamos la raiz cuadrada del error cuadratico medio para cada inundacién, a partir

de la siguiente expresién,

RECM = JECM = \/Z(ér(t)— R, (1))

n

(49)

donde R,(t) es el valor observado e Fir(t) es el valor estimado y cuyos resultados aparecen en la Tabla 5

a continuacion:
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Tabla 5. RECM modelo asintético.

zona RECM
Alcira 3,843048919
San Sebastian 8,9718583
Barcelona 1,738995354
Zaragoza 8,229290452
Valencia 2,648784428
Murcia 7,221859512

El valor reducido de este indicador hace pensar que las predicciones realizadas con el modelo
asintdtico son bastante fiables. Para confirmarlo se determinan el indice de Theil,

Jz(ﬁ,a)—R,(t)Y

n

IT = - (50)
JZ(R,@)Z [Xrwp
n n
y la proporcién de sesgo,
— N2
(RT (t)_ Rr (t))
Proporcién de Sesgo = (51)

para cada una de las series, cuyos resultados vienen recogidos en las Tablas 6 y 7 siguientes:

Tabla 6. indice de Theil.

zona indice
Alcira 0,071510838
San Sebastian 0,203414131
Barcelona 0,027435877
Zaragoza 0,14658209
Valencia 0,044089191
Murcia 0,13046931

Tabla 7. Proporcion de sesgo.

zona Proporcion
Alcira 0,170250078
San Sebastian 0,18937281
Barcelona 0,100777592
Zaragoza 0,517067186
Valencia 0,006335501
Murcia 0,36667459

Los valores tanto del indice de Theil como de la proporcion de sesgo, en todos los casos, estan muy
cercanos a cero, lo que permite concluir que las predicciones realizadas con el modelo asint6tico son
fiables.

Finalmente, para verificar la bondad del modelo presentado se realiza un contraste de Kolmogorov-
Smirnov para dos muestras independientes. Los resultados del contraste se muestran en la Tabla 8 a
continuacion:



Tarificacion de bonos sobre catastrofes con desencadenantes de indices de pérdidas. 99

Tabla 8. p-valores del contraste Kolmogorov-Smirnov.

zona p-valor
Alcira 1
San Sebastian 1
Barcelona 0,938
Zaragoza 0,938
Valencia 0,819
Murcia 0,938

Los p-valores obtenidos para todas las series de datos analizadas permiten concluir que las dos

R.(t)

muestras provienen de la misma distribuciéon y por tanto que las variables Inm siguen la
(t-
distribucion normal definida por el modelo asint6tico, esto es:
0'2 a
N| - a,+—f+—f(1—e'3f)e‘ﬁr o (52)
2 B

En conclusién, el modelo asintético presentado ajusta fielmente la realidad catastrofica que queremos
representar.

6. Conclusiones

Este articulo desarrolla un proceso de célculo del precio de los derivados sobre seguros basados en
indices de pérdidas de la industria aseguradora como los Cat bonds o las opciones sobre riesgos
catastréficos. EI modelo continuo propuesto permite calcular facilmente el indice de pérdidas
desencadenante de este tipo de derivados. A diferencia de muchos de los modelos precedentes (ver por
ejemplo, Cummins y Geman, 1995 o Geman y Yor, 1997), que asumen un crecimiento temporal de la
cuantia declarada de siniestros y representan dicha evolucién a través de un movimiento geométrico
browniano, la hipotesis central del modelo aqui presentado es la definicion de la dinamica de las
declaraciones siniestrales basada en un crecimiento proporcional a la cuantia de siniestros pendiente de
declarar. Esta cuantia es la variable fundamental en el proceso de formalizacién del modelo, cuya
dinamica decreciente es la que modelamos a través de un proceso geométrico de Wiener. Una vez
determinada esta variable, el total de declaraciones de siniestros se obtiene facilmente como diferencia
entre la cuantia total de la catastrofe y la cuantia de siniestros pendiente de declaracion, eliminando de esa
forma la necesidad de definir una ecuacién diferencial estocastica para describir su dinamica. El indice de
pérdidas catastroficas resulta de multiplicar la cuantia declarada de siniestros por una variable aleatoria
dicotomica que indica si se ha producido o no la catéstrofe.

La obtencién de estas variables se ha realizado para una tasa de declaracién de siniestros asintética
con el objetivo de realizar una representacion lo mas ajustada a la realidad de la evolucién real de las
declaraciones de siniestros en el tiempo.

En cuanto a la estimacion de los parametros del modelo se ha realizado aplicando una metodologia de
minimos cuadros ordinarios para obtener la tasa constante de declaracion y el tiempo medio de
declaracién de siniestros. La estimacion de la volatilidad incorporada por el proceso de Wiener se ha
llevado a cabo a través de la cuasi-varianza. El contraste de los resultados obtenidos con el ajuste
realizado a través del célculo de la raiz cuadrada del error cuadratico medio, el indice de Theil y la
proporcion de sesgo concluye que el modelo aleatorio propuesto describe de forma adecuada la realidad
que pretendemos representar. Finalmente, el contraste de Kolmogorov-Smirnov permite concluir que los
datos reales de los que partimos provienen de la distribucion normal seguida por el logaritmo de la
cuantia de siniestros pendiente de declarar definida mediante un movimiento Browniano geométrico con
tasa de declaracion de siniestros asintotica.
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Anexo A : Analisis de las propiedades deseables de la funcion R, (t) para el modelo asintdtico

Primera derivada de la funcién R_(t): estudio del crecimiento de R, (t)
A partir de la expresion de la cuantia de los siniestros pendiente de declarar,

—a, (- )+ & (1-ePe (=0))
R.(t)=K,e P

definimos una nueva funcién ¢(t), tal que:

-a, (t—r)—*—& 1-e /e (t-7)
olt)= R()_, ﬂ,( )

(o(t) es una funcién exponencial y, por tanto, siempre toma valores estrictamente positivos y
0< (l—e’ﬂf(”))< 1.

Para determinar el crecimiento (decrecimiento) de la funcién go(t), calculamos la primera derivada de
la misma respecto a t y estudiamos su signo:

-a, (t—r)+ﬁ(l—e’ﬁf ("’))

LU P {(_ e ) )} _plt)ea e )<

T

Entonces, como ¢/(t)<0, Vt, la funcién ¢(t) tiene un comportamiento decreciente para cualquier
valor de t y por tanto, la funcién R, (t) es también decreciente para cualquier valor de t.

Segunda derivada de la funcién R, (t): estudio de la curvatura de R_(t)

Para estudiar la curvatura de la funcién j(t) calculamos, previamente, los posibles puntos de

inflexion de dicha funcién.

La segunda derivada de la funcion j (t) es:

2 7a,(tfr)+& 1_eFr (t=7)
¢H<t)= 7 (/;(t) =le ﬁr( € ) [aTe_ﬂT(t_r)(ZaT +ﬂr)+(_ar )(]-_'_e—Zﬁr(t—T))]:

— O, 2a, + 5,)~ (@, Pl1-e 20

Haciendo ¢"(t)=0, obtenemos,

e’ (FT)(ZaT + . )-a.e (=) _ a, =0

y realizando el cambio de variable, e (™) =

polinomio de grado dos,

X, la ecuacién anterior puede expresarse como un

—a,x* +(2a, +/5’T)x—a, =0

cuyas raices son:
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2 2
y =14 Le /ﬂ(ﬂj vy =1+ B /&{&]
20, \a, |2« 20, o, \2a,

Dado que (t —z)e [0,40[, entonces x = e Ao ¢ [O,l] lo que lleva a rechazar la solucion positiva de
la raiz porque da lugar a valores de x que no pertenecen a su dominio.

Entonces, deshaciendo el cambio de variable en la solucién del punto obtenida,

2
oAl gy Pe L(ﬁj

2a, a, \2a,

y aplicando logaritmos neperianos a ambos lados de la igualdad,

2
—,Br(t—r)z In l+ﬁ— &+[£J

20, a, |\ 2a,

obtenemos un posible punto de inflexién de la funcién ¢ft):

i 20, a, \2a,

2
' mtor e 14 L &{ﬁ}
B

Para comprobar la existencia del punto de inflexion en la funcion, debemos verificar si la tercera
derivada se anula en el punto en que se anula la segunda derivada, esto es en t*.

La segunda derivada de ¢(t) puede escribirse, alternativamente, como sigue,

o' =-a.B.e ") -a -+
expresion a partir de la cual calculamos la tercera derivada, resultando:
0" ®) =, (8, e o) 20, p.e g0 -a, e iy
Sustituyendo el punto t* en la expresion de la tercera derivada, el término —a,(l—e’ﬂf(t’f))(p”(t*) se
anula y considerando que (p’(t*) puede expresarse en funcién de (p(t*), el valor de la tercera derivada es,
(p'”('[*)z a, ﬂ,efﬂ 2 (tfr)(p(t *)[ﬂ, + ZaT(l— e/ (tfr))] =0
ya que por hipotesis «, >0, 8, >0y 0< (1—e’ﬁf(t’f))<1.

Por tanto, podemos asegurar que,

es un punto de inflexién de ¢ft).

A continuacion analizamos el signo de la segunda derivada a la derecha y a la izquierda de dicho
punto.

La funcion segunda derivada de (p(t) estd formada por el producto de una funcién exponencial que
toma siempre valores estrictamente positivos y una funcién de segundo grado, —0ch2 +(2a, +,B,)x—af

donde x =e A7) cuyo dominio es el intervalo cerrado [0,1], que va a determinar el signo de la segunda
derivada.



Tarificacion de bonos sobre catastrofes con desencadenantes de indices de pérdidas. 103

La representacion grafica de una funcion polinémica de grado 2 con el coeficiente de la variable de
mayor grado negativo es una parabola invertida, con la siguiente forma,

Y

fla) = —az2? + (20, + B)r — oy

Lo

donde, en este caso, ¥ =1+

2
(ﬁJ son los puntos de

20,

corte de la funcion con el eje de la x. De estos dos puntos s6lo x; pertenece al dominio de la funcion
polindmica y nos da el punto de inflexion de la funcion ¢(t). Por tanto, analizando gréaficamente la
funcion f(x)=—a,x? +(2a, + B, )x—a, observamos que para valores O<x<x, toma valores
negativos. El signo de la segunda derivada de (p(t) sera, por tanto, negativo. La funcién go(t), y también
R, (t) a la izquierda del punto de inflexion es concava hacia el origen. Para valores entre x; <x <1 la
funcion polinémica toma valores positivos, por lo que el signo de la segunda derivada de (o(t) es positivo.
La funcién ¢(t), y también R_(t), a la derecha del punto de inflexi6n es convexa.



