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1

1 Einleitung

Der hohe Lebensstandard in rohsto�armen Industriel�andern wie der Bundesrepublik
Deutschland beruht zu einem wesentlichen Teil auf der Wertsch�opfung bei Produktion
und Handel hochwertiger Investitionsg�uter. In der Palette weltweit vertriebener Pro-
dukte stellen der Maschinenbau und dort speziell die thermischen Str�omungsmaschinen
f�ur Antrieb und Energieerzeugung ein wichtiges Segment.

Unter den Turbomaschinen steht in j�ungster Zeit die Gasturbine zunehmend im Mit-
telpunkt des Interesses. Ihr Einsatz in neu konzipierten Gas- und Dampf-Kombikraft-
werken r�uckt bei der Erzeugung elektrischer Energie mit konventioneller Proze�f�uhrung
unerreichte Wirkungsgrade von mehr als 60% in den Bereich technischer Realit�at (Je�s
(1994), Becker et al. (1995)). Damit erschlie�t sich hinsichtlich Ressourcen- und Um-
weltschonung ein enormes Potential. Auch auf dem Gebiet der Luftfahrtantriebe, das
die Gasturbine von den gr�o�ten Einheiten bis zur Klasse der Regional- und Gesch�afts-
ugzeuge dominiert, ist ein eindeutiger Trend zu verbrauchs- und schadsto�armen Ty-
pen bei gleichzeitiger Steigerung der Schubleistung je Triebwerk zu beobachten.

Auf dem internationalen Markt steht die einheimische Industrie in Konkurrenz mit
Anbietern aus aller Welt. Die entscheidenden Argumente im Wettbewerb um Marktan-
teile sind dabei Verkaufspreis und technischer Vorsprung gegen�uber den Mitbewerbern.
Der Erfolg am Markt kann demnach sowohl durch Reduzierung der Produktions- und
Entwicklungskosten als auch durch eine Verk�urzung der Entwicklungszeiten gesteigert
werden. Gute Chancen, diesen Ansatz zu realisieren, bieten sich in der Komponen-
tenentwicklung durch einen verst�arkten Einsatz moderner numerischer Werkzeuge im
Konzeptions- und Optimierungsproze� (Kokoschinski (1995), Deitz (1996)).

Die Entwurfsphase f�ur str�omungsbeaufschlagte Komponenten neuer station�arer Gas-
turbinen und Flugtriebwerke l�auft �ublicherweise in zahlreichen, iterativ wiederholten
Schritten ab. Gest�utzt auf Erfahrungen mit Vorg�angermodellen, die in Datenbanken
gesammelt sind, und die Ergebnisse aus Rechnungen mit einfachen numerischen Verfah-
ren wird ein Vorentwurf erstellt. Das Betriebsverhalten der neu konzipierten Bauteile
mu� dann an instrumentierten Modellen im Str�omungskanal �uberpr�uft werden. Die
Ergebnisse aus diesen Messungen liefern Anhaltspunkte f�ur die nachfolgende Optimie-
rung mittels hochgenauer numerischer Berechnungsmethoden. Versuchs- und Optimie-
rungsschritte wechseln einander ab, bis eine verbesserte Version der Komponente alle
Zielvorgaben sicher erf�ullt.

Im beschriebenen, mehrfach durchlaufenen Zyklus stellen die Modellversuche den zeit-
und kostenintensivsten Anteil. Um die Anzahl der erforderlichen Iterationen und damit
den �nanziellen Aufwand zu senken, mu� es gelingen, den pro Zyklus erzielten Fort-
schritt zu erh�ohen. Diese Forderung richtet sich im wesentlichen an die numerischen
Auslegungsverfahren. Sie sollten Wechselwirkungen zwischen Bauteil und Str�omungs-
feld auch nach Variation grundlegender Parameter zuverl�assig vorherbestimmen und so
aufwendige Experimente ersetzen.

Numerische Werkzeuge zur aerothermischen Auslegung von Gasturbinenkomponenten
werden am Institut f�ur Thermische Str�omungsmaschinen (ITS) der Universit�at Karls-
ruhe seit mehr als 15 Jahren entwickelt und mit Erfolg eingesetzt. Dabei wurden
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hinsichtlich der Beschreibung realer Ph�anomene, der Diskretisierungsgenauigkeit und
der E�zienz der L�osungsverfahren international beachtete Erfolge erzielt (Scheurlen et
al. (1990), Noll und Wittig (1991), Noll (1992), Benz und Wittig (1992), Wittig et
al. (1993), Kurreck und Wittig (1994), Giebert et al. (1995)). Triebfeder dieser Ent-
wicklungsarbeiten sind nicht zuletzt die wechselseitigen Impulse aus der Forschung auf
experimentellem, theoretischem und numerischem Gebiet.

Am ITS konzipierte Verfahren zur numerischen Str�omungsberechnung arbeiten nach
der Methode der Finiten-Volumen auf blockstrukturierten kartesischen und konturan-
gepa�ten Rechengittern. Die Untersuchung konkreter Probleme anhand dieser Werk-
zeuge gliedert sich in drei Phasen. Zun�achst wird im Rahmen des sogenannten Prepro-
zessing ein Rechennetz f�ur die betrachtete Str�omungskon�guration generiert. Nach der
r�aumlichen Diskretisierung liefert der eigentliche Berechnungsschritt, der diskretisierte
Gleichungen zur Beschreibung der Vorg�ange im Fluid nutzt, die Werte der gesuchten
Str�omungsgr�o�en an allen St�utzstellen im Gitter. Diese L�osung wird im abschlie�enden
Postprozessing ausgewertet.

Bereits im ebenen Fall erfordert das Erstellen optimal problemangepa�ter strukturierter
Gitter aus vierkantigen Elementen in erheblichem Ma� Zeit und Erfahrung. Schwie-
rigkeiten bereitet vor allem die Tatsache, da� derartige Netze durch Entzerren in ein-
fache Rechtecke mit ebensolchen Grundelementen �uberf�uhrbar sein m�ussen. Unstruk-
turierte Gitter geben diese strenge Topologie auf und erlauben damit eine deutlich
exiblere r�aumliche Diskretisierung. In konsequenter Weiterentwicklung vorhandener
Ans�atze wird in dieser Arbeit das Potential unstrukturierter Gitter aus Dreiecksele-
menten grundlegend untersucht. Schwerpunkte sind dabei im folgenden die auf un-
strukturierten Netzen besonders kritischen Fragen der Diskretisierungsgenauigkeit, der
Rechenzeit, der numerischen Stabilit�at und der gezielten Gitteradaption sowie die kri-
tische Validierung und praktische Erprobung der hier entwickelten neuen Berechnungs-
methode.
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2 Anforderungen und Zielsetzung

Entwurf und Realisierung eines neuen Verfahrens zur numerischen Berechnung von
Str�omungen sollten sich sinnvollerweise an klaren Entwicklungszielen orientieren. Um
diese Zielvorgaben festzulegen, m�ussen zun�achst die wesentlichen Anforderungen an
die Methode de�niert und m�oglicherweise vorhandene Restriktionen erkannt werden.
Eine wichtige Rolle beim Erstellen des Forderungskataloges spielt das f�ur den fertigen
Str�omungsl�oser vorgesehene Anwendungsgebiet. Das hier zu entwickelnde L�osungsver-
fahren soll es erlauben Str�omungskon�gurationen, wie sie typischerweise in Turboma-
schinen auftreten, numerisch zu berechnen und gleichzeitig deutliche Vorteile gegen�uber
bereits vorhandenen Methoden aufweisen.

2.1 Geometrische Flexibilit�at

Grundlage jeder numerischen Berechnung komplexer Str�omungen ist die Diskretisierung
des interessierenden Str�omungsgebietes mit einem Rechengitter. F�ur str�omungsmaschi-
nentypische Kon�gurationen, beispielsweise �lmgek�uhlte Brennkammern und Turbi-
nenschaufeln, ist das Generieren geeigneter Netze aus vierkantigen bzw. sechs�achigen
Grundelementen, wie sie heute noch �uberwiegend verwendet werden, eine anspruchs-
volle und zeitaufwendige Aufgabe. Als Alternative im zweidimensionalen Fall, der
als Ausgangspunkt der Programmentwicklung nachfolgend betrachtet wird, bieten sich
Dreieckselemente an. Da Fl�achen beliebiger Form trianguliert werden k�onnen, besteht
die M�oglichkeit, den Proze� der Gittererzeugung weitestgehend zu automatisieren.

2.2 Hohe Genauigkeit

Entscheidend f�ur den Gebrauchswert numerischer Simulationsverfahren ist die Verl�a�lich-
keit ihrer Vorhersagen, d.h. die erzielte Rechengenauigkeit. Einen nicht unbedeutenden
Einu� hat hier bereits die Form der Rechenelemente im Gitter. Vierecke sind in diesem
Punkt den Dreieckselementen eindeutig �uberlegen. Sie lassen sich angepa�t an lokale
Str�omungsverh�altnisse, etwa in Wandgrenzschichten, oftmals so orientieren, da� ihre
Kanten paarweise nahezu senkrecht bzw. parallel angestr�omt werden. Auf diese Weise
kann eine `Streuung' der einie�enden Information, wie sie bei Dreiecken zwangsl�au�g
auftritt, weitgehend vermieden werden. Des weiteren tauschen dreieckige Elemente nur
mit drei Nachbarelementen auf direktem Wege Informationen aus. Daraus resultiert
eine vergleichsweise schwache r�aumliche Koppelung im Rechennetz.

Dem Koppelungsproblem l�a�t sich begegnen, indem man vielkantige Rechenelemente
auf einem dualen Gitter formuliert, das sich in eindeutiger Weise aus der Triangulation
des Str�omungsgebietes ergibt (Okabe (1992)). Aber auch die neuen Elemente k�onnen
nur in Sonderf�allen str�omungsgerecht angeordnet werden. Daher besteht immer noch
das Risiko, da� infolge der beschriebenen Informationsstreuung und -aufweitung die Ge-
nauigkeit berechneter L�osungen leidet. Um diese Gefahr zu bannen, m�ussen besondere
Interpolationstechniken entwickelt werden, die eine hochgenaue Rekonstruktion des In-
formationsusses zwischen Rechenelementen, unabh�angig von deren Form, erlauben.
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2.3 Akzeptable Rechenzeit

Ein weiterer wichtiger Punkt beim Einsatz numerischer Methoden in der Praxis sind
die ben�otigten Rechenzeiten. Hier sollte aus praktischen �Uberlegungen die L�osung
ebener Str�omungsprobleme mit bis zu 10 000 Rechenelementen auf einem durchschnitt-
lich schnellen Arbeitsplatzrechner nicht wesentlich mehr als eine Stunde Prozessorzeit
beanspruchen. Andernfalls werden bei deutlicher �Uberschreitung dieser Zeitspanne Ar-
beitsablauf und Systemnutzung weitgehend vom Rechenaufwand diktiert.

Grundvoraussetzung f�ur eine schnelle numerische Berechnung von Str�omungen sind
leistungsf�ahige Algorithmen und deren Umsetzung in ein e�zientes Programm. Auf
rechenzeitintensive Verzweigungen nach gesta�elten logischen Abfragen sowie mehrfach
geschachtelte Schleifen, wie sie in Such- und Sortiermodulen auftreten, sollte dabei
m�oglichst verzichtet werden. Auf der Grundlage der r�aumlichen Diskretisierung und
ihrer Erfordernisse ist deshalb eine angepa�te Datenstruktur zu entwickeln, die mit
einem Minimum an zeitaufwendigen Operationen auskommt.

Bei der numerischen Behandlung von Str�omungsproblemen m�ussen f�ur die Mehrzahl der
interessierenden Str�omungsgr�o�en immer wieder gro�e lineare Gleichungssysteme (LGS)
mit hoher Genauigkeit gel�ost werden. Die dazu eingesetzten Verfahren beanspruchen
einen Gro�teil des insgesamt erforderlichen Zeit- und Speicheraufwandes. Mit einfachen
aber wenig robusten L�osungsalgorithmen k�onnen bestimmte Probleme oft erst nach
langwieriger Variation von Steuerparametern in mehreren Versuchen bew�altigt werden.
Die Anzahl der w�ahrend eines vollst�andigen Rechenganges notwendigen Durchl�aufe al-
ler LGS ist ebenfalls vom gew�ahlten L�oser abh�angig. Die zur Zeit leistungsf�ahigsten
L�osungsverfahren arbeiten implizit und iterativ. Je nach Charakter des gestellten Pro-
blems treten jedoch auch hier betr�achtliche E�zienzschwankungen auf. Aus diesem
Grund ist zur Auswahl einer optimalen L�oserstrategie ein Leistungsvergleich aktueller
Algorithmen anhand repr�asentativer Testsysteme angebracht.

Ein gro�es Potential bez�uglich der Einsparung von Rechenzeit erschlie�en Techniken,
die Stabilit�at und Robustheit einer numerischen Methode insgesamt erh�ohen und so den
reibungslosen Ablauf der Berechnung auch f�ur kritische Str�omungsprobleme sicherstel-
len. In der Familie von L�osungsalgorithmen, zu denen das hier vorgestellte numerische
Verfahren geh�ort, treten insbesondere bei der Druck- und Turbulenzberechnung im-
mer wieder Schwierigkeiten auf. Es ist also dringend notwendig, die Ursache dieser
Unregelm�a�igkeiten aufzudecken und zu beseitigen.

2.4 Gezielte Gitteranpassung

Ein vielfach verkanntes Problem bei der Bewertung numerisch ermittelter L�osungen
von Str�omungsproblemen ist der Einu� der gew�ahlten r�aumlichen Diskretisierung.
Im einfachsten Fall treten beispielsweise Wirbel, die bei der Gittergenerierung nicht
ber�ucksichtigt wurden, in deutlich zu grob diskretisierten Netzbereichen auf oder wer-
den, obwohl in der Realit�at vorhanden, v�ollig unterdr�uckt. In derartigen Situationen ist
eine nachtr�agliche Anpassung des Rechengitters geboten, die jedoch aus Zeitgr�unden
keine vollst�andige Neuberechnung des Str�omungsfeldes erfordern darf. F�ur eine au-
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tomatische Netzadaption m�ussen Kriterien zur Verf�ugung gestellt werden, die ein si-
cheres Erkennen kritischer Str�omungsbereiche erlauben. Der zus�atzliche Nutzen einer
nachtr�aglichen Gitterverfeinerung liegt darin, da� die Gitterunabh�angigkeit erhaltener
L�osungen anhand mehrfacher Optimierung der r�aumlichen Diskretisierung sehr einfach
zu �uberpr�ufen ist.

2.5 Kritische Validierung

Vor dem praktischen Einsatz eines neu entwickelten numerischen Verfahrens m�ussen
unbeabsichtigt eingeschleuste Fehler beseitigt und Betriebserfahrung gewonnen werden.
Dazu eignen sich hinreichend komplexe Str�omungen in geometrisch einfachen Kon�gu-
rationen. Bei der Auswahl entsprechender Testf�alle und der Reihenfolge ihrer Bearbei-
tung sollte eine weitgehende Separierung m�oglicher Fehlerquellen angestrebt werden.
Nach erfolgter Validierung ist das Einhalten der anfangs gesetzten Entwicklungsziele
an praxistypischen Problemen kritisch zu �uberpr�ufen.
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3 Numerische Verfahren

zur Str�omungsberechnung

Numerische Methoden zur Simulation komplexer Str�omungsvorg�ange werden heute an
Universit�aten und Forschungseinrichtungen, in der Industrie und nicht zuletzt von kom-
merziellen Anbietern entwickelt und eingesetzt. Entsprechend den unterschiedlichen
Problemstellungen und Entwicklungszielen der einzelnen Anwender gibt es mittler-
weile eine schwer �uberschaubare Anzahl verschiedener numerischer Berechnungsver-
fahren (Ferziger und Peri�c (1996)). Um trotz dieser Vielfalt eine gewisse �Ubersicht
zu bewahren, ist es hilfreich die vorhandenen Methoden nach bestimmten Kriterien zu
ordnen.

3.1 Kriterien zur Einordnung numerischer Verfahren

Ein wichtiger Ordnungspunkt zur Systematisierung numerischer Verfahren ist das phy-
sikalische Modell, das zur Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes herangezogen wird.
Um Str�omungsprobleme aus der Praxis zu behandeln, sind sowohl Euler- als auch
Navier-Stokes-Verfahren im Einsatz. Die reibungsfreie Euler-Formulierung wird bei-
spielsweise im Bereich der Trag�ugelaerodynamik h�au�g angewandt, da der Einu� der
Viskosit�at hier oftmals vernachl�assigt werden kann, ohne da� sich signi�kante Auswir-
kungen auf die Genauigkeit der numerischen L�osung ergeben (Jameson und Mavriplis
(1985), Hammond und Barth (1992), Hwang und Yang (1993)). F�ur niedrige und mitt-
lere Str�omungsgeschwindigkeiten bzw. Machzahlen, insbesondere bei Durchstr�omungs-
problemen, m�ussen Reibungsterme in der Regel ber�ucksichtigt werden. Hier sind also
die Navier-Stokes-Gleichungen zu l�osen. Aufgrund ihres eingeschr�ankten G�ultigkeits-
bereiches werden Euler-Verfahren mit steigender Rechnerleistung zunehmend durch
Navier-Stokes-Simulationen ersetzt.

Die f�ur eine Beschreibung der Str�omungsvorg�ange gew�ahlten physikalischen Modelle
f�uhren auf gekoppelte, nichtlineare, partielle Di�erentialgleichungssysteme, so da� nach
heutigem Kenntnisstand im allgemeinen keine geschlossenen analytischen L�osungen an-
gegeben werden k�onnen. Das interessierende Str�omungsgebiet wird deshalb diskreti-
siert, d.h. mit einem Rechennetz oder -gitter �uberzogen. Die Schnittpunkte der Gitter-
linien dienen dann als Rechenknoten und sind St�utzstellen einer numerischen L�osung
der Gleichungen. F�ur diese r�aumliche Diskretisierung werden sowohl strukturierte als
auch unstrukturierte Netze verwendet.

Wesentliches Merkmal strukturierter Gitter ist eine strenge Ordnung der Rechenknoten
bzw. der sie umgebenden Gitterelemente. Mit Ausnahme von Sonderf�allen, wie etwa
dem Einsatz von Mehrgebietstechniken, besitzt hier ein Gitterknoten im zweidimen-
sionalen Netz genau vier, im r�aumlichen Fall sechs Nachbarknoten. Die zugeh�origen
Gitterelemente sind Vierecke bzw. Sechs�achner. Damit liegt eine immer gleiche, sehr
�ubersichtliche Netztopologie vor. Sie erlaubt eine e�ziente Organisation aller Rechenda-
ten bei vergleichsweise unkomplizierter Datenstruktur. Zum Beispiel k�onnen Adressen
von Nachbarknoten rechnerisch schnell ermittelt werden, so da� ein Speichern der je-
weils vier bzw. sechs Nachbarknotenindizes nicht erforderlich ist. Diese Vorteile werden
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mit eingeschr�ankter r�aumlicher Flexibilit�at erkauft. F�ur Str�omungsgebiete mit kompli-
zierter geometrischer Form lassen sich nur unter hohem Aufwand geeignete strukturierte
Netze generieren.

Unstrukturierte Gitter nutzen den Umstand, da� beliebig geformte Str�omungsgebiete
im zweidimensionalen Fall aus Dreiecken, bei r�aumlichen Problemen aus Tetraedern auf-
gebaut werden k�onnen. Die Anzahl der Nachbarknoten ist hier nicht mehr festgelegt,
im Mittel sind jedoch sechs bzw. zw�olf Nachbarn vorhanden. Die genannten Zahlen-
werte lassen sich leicht aus den Verh�altnissen bei r�aumlich dichtester Kugelpackung von
Metallatomen ableiten (Domke (1993)). Aufgrund der im Unterschied zu strukturierten
Netzen nunmehr lockeren bzw. unstrukturierten Anordnung der St�utzstellen ist eine
einfache Berechnung der Indizes benachbarter Knoten nicht mehr m�oglich. Um unter
diesen Bedingungen die Rechendaten e�zient zu verwalten, mu� im allgemeinen eine
vergleichsweise komplizierte Datenstruktur mit indirekter Adressierung der Gitterele-
mente eingef�uhrt werden. Demgegen�uber erlaubt die hohe Flexibilit�at der Netze, auch
geometrisch komplexe Formen problemlos zu diskretisieren.

Um Di�erentialgleichungen auf einem Rechennetz in algebraische Gleichungen zu �uber-
f�uhren, sind verschiedene Diskretisierungstechniken in Gebrauch. Anhand der jeweils
verwendeten Diskretisierung unterscheidet man numerische Methoden, die auf der Basis
von Finiten-Elementen (FE), Finiten-Di�erenzen (FD), Finiten-Volumen (FV) und von
Spektralverfahren arbeiten.

Bei der FE-Methode sind einzelne Gruppen von Gitterknoten zu Elementen zusammen-
gefa�t, auf denen f�ur die gesuchten L�osungsvariablen ein funktionaler Zusammenhang
vorgegeben wird. Mit Hilfe dieser Ansatzfunktionen werden Knotenwerte berechnet,
die alle zugrundeliegenden Di�erentialgleichungen erf�ullen. Rechenzeit, Speicherbedarf
und Genauigkeit einer numerischen L�osung sind in hohem Ma� von den gew�ahlten
Ansatzfunktionen bestimmt (Chung (1983)).

Wie die FE-Verfahren k�onnen Spektralverfahren als ein Sonderfall der Methode der ge-
wichteten Residuen betrachtet werden. Als Ansatzfunktionen werden beliebig oft di�e-
renzierbare Funktionen verwendet, die im gesamten Rechengebiet gelten. Die Rechenge-
nauigkeit der Spektralverfahren �ubertri�t bei vergleichbarer r�aumlicher Diskretisierung
die mit FE-, FD- und FV-Methoden erzielten Werte typischerweise ummehrere Gr�o�en-
ordnungen. Dabei spielt jedoch eine korrekte Formulierung der Randbedingungen eine
tragende Rolle. Da die mathematisch konsistente Behandlung der Gebietsr�ander nicht
in beliebigen F�allen m�oglich ist, sind Spektralverfahren f�ur Str�omungsprobleme nur
beschr�ankt einsetzbar (Canuto et al. (1988)).

F�ur eine Diskretisierung nach der FD-Methode werden die partiellen Ableitungen in
den Termen der betrachteten Di�erentialgleichungen durch Taylor-Reihen approximiert.
Mit der Ordnung der Glieder, die bei der Reihenentwicklung ber�ucksichtigt werden,
nimmt die Genauigkeit der numerischen Rechnung zu. Gleichzeitig steigt die Anzahl
der Knotenwerte, die zur Darstellung der einzelnen Terme ben�otigt werden, so da� sich
auch der numerische Aufwand erh�oht (Smith (1985)).

Beim FV-Verfahren wird jedem Knoten des Rechennetzes ein Bilanzelement zugeord-
net. In diesen Kontrollvolumina werden die zu l�osenden Di�erentialgleichungen unter
Anwendung des Gau�schen Satzes integriert und mit Hilfe der benachbarten Knoten-
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werte diskretisiert. Es ergeben sich einfach und �ubersichlich aufgebaute algebraische
Gleichungen, die zudem konservativ sind, d.h. deren L�osung die Bilanzen der berechne-
ten Transportvariablen im gesamten Rechengebiet erf�ullt. Die Diskretisierungsgenauig-
keit der FV-Methode l�a�t sich mit verh�altnism�a�ig einfachen Mitteln deutlich steigern.
Dazu werden zum Beispiel die konvektiven Fl�usse zwischen den Bilanzelementen mit
m�oglichst exakten Ans�atzen interpoliert (Noll (1992)).

Bei der numerischen Berechnung der Geschwindigkeiten in einer Str�omung treten, ne-
ben den Komponenten des Geschwindigkeitsvektors, unter anderem der Druck sowie
bei kompressiblen Fluiden zus�atzlich die Dichte als gesuchte Gr�o�en auf. Zur Berech-
nung dieser Variablen stehen Kontinuit�ats- und Impulsgleichung zur Verf�ugung. F�ur
kompressible Medien sind Druck und Dichte �uber ein Sto�gesetz, beispielsweise die Zu-
standsgleichung idealer Gase, miteinander verkn�upft. Damit bietet sich die M�oglichkeit,
f�ur einen dieser beiden Skalare eine Transportgleichung zu l�osen, um die noch fehlende
zweite Unbekannte dann auf einfache Weise mit Hilfe des Sto�gesetzes zu bestimmen.
Abh�angig von der zuerst berechneten Gr�o�e wird zwischen druck- und dichtebasierten
Verfahren unterschieden.

Bei kompressibler Str�omung werden vorwiegend dichtebasierte Algorithmen verwendet,
da hier mit der Kontinuit�atsbeziehung bereits die geeignete Basis f�ur eine Transportglei-
chung vorhanden ist. UmMedien konstanter Dichte zu behandeln, wird eine Koppelung
zwischen Kontinuit�atsgleichung und Druckfeld hergeleitet. Hier ist es m�oglich, entwe-
der die Massenerhaltung selbst in geringf�ugig modi�zierter Form zu nutzen oder eine
spezielle Druckgleichung einzusetzen (Breuer (1994)). F�ur inkompressible Str�omungs-
probleme kommen druck- und dichtebasierte Verfahren in etwa gleichem Umfang zur
Anwendung. Mit besonderen druckbasierten Verfahren besteht die M�oglichkeit, sowohl
inkompressible als auch kompressible Str�omungen sehr e�zient zu bearbeiten.

Ein weiteres wichtiges Kriterium bei der Klassi�zierung numerischer Verfahren zur
Str�omungsberechnung ist das Vorgehen bei der L�osung der gekoppelten Di�erentialglei-
chungen. Dabei k�onnen die Gleichungen mehrerer zu berechnender Transportgr�o�en je-
weils linearisiert und dann zu einem einzigen gro�en Gleichungssystem geordnet werden.
Diese Variante wird als blockimplizites Verfahren bezeichnet, da sich bei der L�osung
des Systems �Anderungen einer Variablen sofort auf alle �ubrigen Str�omungsgr�o�en aus-
wirken. Blockimplizite Prozeduren ben�otigen, sofern ein ausreichend robuster Glei-
chungsl�oser zur Verf�ugung steht, relativ wenige iterative Rechenschritte bis zur L�osung
eines Problems, die verwendeten Algorithmen sind jedoch �au�erst zeit- und speicherin-
tensiv (Kurreck und Wittig (1994)).

Als Alternative zur blockimpliziten L�osungsstrategie bietet sich das blockiterative Vor-
gehen an. Dabei werden in einer �au�eren Schleife nacheinander die linearisierten Glei-
chungssysteme f�ur jeweils eine Transportvariable gel�ost. Da Koppelungen zwischen den
Gleichungsbl�ocken dabei zun�achst vernachl�assigt werden, sind bis zum Erreichen einer
L�osung im allgemeinen deutlich mehr Iterationsschritte erforderlich, als bei der block-
impliziten Variante. Die auftretenden kompakten linearen Gleichungssysteme (LGS)
erfordern andererseits sehr viel weniger Speicherplatz und stellen niedrigere Anforderun-
gen an die verwendeten L�osungsalgorithmen. Damit ergibt sich bei ann�ahernd gleicher
Rechenzeit f�ur die blockiterative Methode der Vorteil geringerer Komplexit�at.

Wie bereits die Koppelungen der verschiedenen Gleichungsbl�ocke, k�onnen beim L�osen
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der LGS die Koppelungen zwischen den Gleichungen f�ur die einzelnen Bilanzelementen
implizit oder explizit behandelt werden. Explizite L�osungsalgorithmen berechnen neue
Werte der gesuchten Transportvariablen am Gitterknoten, indem jeweils die Werte an
allen benachbarten Knoten als konstant angenommen werden. Auf diese Weise bleibt
zwar der numerische Aufwand aber auch der L�osungsfortschritt bei einem einzelnen
Durchgang durch das Rechengebiet gering.

Implizite L�osungsalgorithmen ber�ucksichtigen stets alle Koppelungen zwischen den Glei-
chungen und gelangen so sehr schnell zu einer entsprechenden L�osung des Systems. Der
Preis daf�ur ist ein deutlich komplizierterer Rechengang, der jedoch in Anbetracht der
m�oglichen Zeitersparnis in Kauf genommen werden sollte.

Das neu entwickelte, in dieser Arbeit vorgestellte numerische Berechnungsverfahren
verwendet zur Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes ebener Str�omungen die Navier-
Stokes-Gleichungen. Um komplexe Geometrien, wie sie bei der Untersuchung der
Str�omungsverh�altnisse an Komponenten thermischer Str�omungsmaschinen in der Regel
vorliegen, problemlos zu bew�altigen, erfolgt die r�aumliche Diskretisierung auf der Basis
unstrukturierter Gitter aus Dreieckselementen. Zur Diskretisierung der Transportglei-
chungen wird die Methode der Finiten-Volumen angewendet. Sie erlaubt es, ausgehend
von physikalischen Modellen auf sehr direktem und anschaulichem Weg Bestimmungs-
gleichungen f�ur die gesuchten Gr�o�en herzuleiten. Die angestrebte hohe Rechengenauig-
keit, deren Realisierung mit unstrukturierten Netzen h�au�g scheitert, wird dabei durch
Kombination einer Vielzahl �uberwiegend neuer Techniken erreicht. Zu nennen sind hier
insbesondere eine spezielle Formulierung der Kontrollvolumina, ein eigens konzipierter
Ansatz f�ur die Beschreibung des konvektiven Transportes sowie fehlersensitive Kriterien
zur Optimierung der Rechengitter.

Komponenten in thermischen Str�omungsmaschinen sind Str�omungsbedingungen in ei-
nem weiten Geschwindigkeitsbereich ausgesetzt. F�ur die Koppelung zwischen Druck-
und Geschwindigkeitsfeld kommt daher ein druckbasierter Korrekturalgorithmus zum
Einsatz. Auf einer inkompressiblen Formulierung basierend ist er dank spezieller Er-
weiterungen bis hinein in den transsonischen Bereich sicher anzuwenden. Eine erstmals
angewandte, von der Entwicklung der numerischen L�osung bestimmte Relaxationsstra-
tegie f�ur das Druckfeld sichert robuste und schnelle Konvergenz.

Die Berechnung aller gesuchten Transportgr�o�en erfolgt blockiterativ. Auf diese Weise
k�onnen sowohl der ben�otigte Arbeitspeicher als auch die Anforderungen an den ver-
wendeten Gleichungsl�oser begrenzt werden. Ferner ist es m�oglich, den Rechengang
beim Bearbeiten der einzelnen Gleichungen weitgehend zu standardisieren. Dadurch
l�a�t sich der Algorithmus sehr leicht um zus�atzliche Transportgleichungen erweitern.
Die resultierenden LGS werden implizit gel�ost. Dabei kommt ein moderner iterativer
Algorithmus zum Einsatz, der dank einer angepa�ten Pr�akonditionierung hohe Kon-
vergenzraten erzielt und die auf unstrukturierten Gittern wichtigen Stabilit�atsreserven
bietet. Schwierigkeiten die trotz dieser Ma�nahmen bei der Behandlung des Turbulenz-
modells vereinzelt auftraten, konnten nach eingehender Analyse der Ursachen mit einer
ebenso einfachen wie eleganten Methode �uberwunden werden.
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3.2 Druckkorrektur bei Finite-Volumen-Verfahren

auf strukturierten Gittern

Ein spezielles Druckkorrekturverfahren, die sogenannte `Semi-Implicit Method for Pres-
sure-Linked Equations' (SIMPLE), wurde zur Berechnung von Transportvorg�angen in
parabolischen und elliptischen Str�omungen entwickelt (Caretto et al. (1972), Patankar
und Spalding (1972)). F�ur die Simulation zweidimensionaler, elliptischer Str�omungspro-
bleme stellt Patankar (1980) ein numerisches Verfahren vor, bei dem die Navier-Stokes-
Gleichungen in Verbindung mit einer speziellen Druckkorrekturgleichung gem�a� dem
SIMPLE-Algorithmus blockiterativ gel�ost werden. Die r�aumliche Diskretisierung erfolgt
auf strukturierten, kartesischen Rechennetzen nach der Methode der Finiten-Volumen.
Um eine Entkoppelung der numerisch berechneten Str�omungsgr�o�en zu unterbinden,
werden Druck- und Geschwindigkeitsvariablen auf versetzten Gittern bearbeitet. Ein
linienimpliziter Tridiagonalmatrix-Algorithmus (TDMA) l�ost dabei die auftretenden
LGS.

Auf der Basis eines L�osungsansatzes f�ur ebene, elliptische Str�omungen (Pun und Spal-
ding (1977)) erstellte Elbahar (1982) ein Berechnungsverfahren, das eine numerische
Untersuchung dreidimensionaler, brennkammertypischer Mischungsvorg�ange erlaubt.
Zur Bestimmung von Druck und Geschwindigkeit wird der SIMPLE-Algorithmus ver-
wendet. Die Diskretisierung der Transportgleichungen erfolgt wiederum auf versetzten
kartesischen Gittern nach dem FV-Prinzip. Als Gleichungsl�oser dient ebenfalls der se-
miimplizite TDMA. Noll (1986 und 1987) erweitert diesen Ansatz auf mehrphasige,
reagierende Str�omungen, so da� Str�omungsvorg�ange in der Prim�arzone von Brennkam-
mern analysiert werden k�onnen.

Im Rahmen dieser Untersuchung wurde deutlich, da� E�zienz und Genauigkeit ei-
nes numerischen Verfahrens ganz wesentlich von der Leistungsf�ahigkeit des eingesetz-
ten Gleichungsl�osers und der sorgf�altigen Diskretisierung der konvektiven Austausch-
terme abh�angig sind. Entscheidende Fortschritte konnten hier durch die Einf�uhrung
des impliziten, iterativen Conjugate-Gradient-L�osers (ILU-CG) mit Pr�akonditionie-
rung anhand unvollst�andiger Dreieckszerlegung (ILU) der Koe�zientenmatrix und der
hochgenauen `Monotonized-Linear-Upwind'-Interpolation (MLU) erzielt werden (Noll
(1991 und 1992)). Die Verwendung einer speziellen Geschwindigkeitsinterpolation (Rhie
(1981), Hsu (1981), Rhie und Chow (1983)) erlaubt zudem den Verzicht auf die bis dahin
zwingend notwendige versetzte Variablenanordnung. Die Druckberechnung erfolgt jetzt
alternativ mit einer konsistenteren SIMPLE-Variante, dem SIMPLEC-Algorithmus (Van
Doormaal und Raithby (1984)). Dadurch ergeben sich zum Teil erhebliche Vorteile im
Bezug auf Konvergenz und Rechenzeit.

In einem weiteren Entwicklungsschritt haben Kurreck und Wittig (1994) das beste-
hende, als `Elliptic Package on Shear-Flows' (EPOS) eingef�uhrte Programmpaket, an
moderne Rechnerarchitekturen angepa�t. Dabei wurden mit jeweils optimierten Pro-
grammversionen umfangreiche Studien an Vektor- und Parallelrechnern durchgef�uhrt
(Kurreck (1995)).

F�ur die r�aumliche Diskretisierung komplex geformter Str�omungsgebiete, wie sie in ther-
mischen Turbomaschinen in der Regel anzutre�en sind, eignen sich kartesische Gitter
nur bedingt. Stets m�ussen hier schr�age und gekr�ummte Berandungen des Rechenbe-
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reiches mit Hilfe von Stufen angen�ahert werden. Dabei sind sowohl aufwendig de�-
nierte, unstetige Gebietsgrenzen als auch ein erheblicher Speicher�uberhang infolge aus-
geblendeter Gitterelemente zu tolerieren. Um solchen Schwierigkeiten zu begegnen,
hat Bauer (1989) auf Grundlage der Arbeiten von Elbahar (1982) und Noll (1986) ein
FV-Verfahren erstellt, das ebene und rotationssymmetrische Str�omungen auf struktu-
rierten, konturangepa�ten Netzen numerisch simuliert. Berechnungen f�ur verschiedene
Di�usor-, Brennkammer- und Schaufelkon�gurationen demonstrieren eindrucksvoll das
Potential dieses Ansatzes.

Eine weitere Steigerung der r�aumlichen Flexibilit�at gelingt Benz und Wittig (1992)
durch Erweiterung des Verfahrens auf allgemeine dreidimensionale Str�omungen und
Einf�uhrung der Mehrgebietstechnik. Ferner wird der Druckkorrekturalgorithmus mo-
di�ziert, so da� Kompressibilit�atsein�usse ber�ucksichtigt und Berechnungen bis in den
hohen �Uberschallbereich m�oglich sind (Benz (1994)). Ebenso werden der implizite ILU-
CG-L�oser und die MLU-Diskretisierung der konvektiven Terme implementiert.

Ein vergleichbares Verfahren stellen Demird�zi�c et al. (1993) f�ur zweidimensionale Str�o-
mungen vor. Zur Interpolation des konvektiven Austausches wird hier eine �Uberlage-
rung aus 10% Upwind- und 90% Zentraldi�erenzen-Anteil verwendet.

3.3 Finite-Volumen-Verfahren auf unstrukturierten Gittern

F�ur Str�omungsgebiete komplexer Gestalt ist die Erstellung geeigneter strukturierter Re-
chennetze, trotz krummliniger Koordinaten und Mehrgebietstechnik, verh�altnism�a�ig
m�uhsam und zeitintensiv. Da eine nachtr�agliche Gitterverfeinerung wegen ihres hohen
zus�atzlichen Aufwandes meist nicht vorgesehen ist, mu� bereits bei der Erstellung der
Gitter der Charakter der erwarteten L�osung ber�ucksichtigt werden. Dieser ist jedoch,
wie das gesamte Str�omungsfeld, im allgemeinen a priori nicht bekannt. So wird h�au�g
schon die Netzgenerierung selbst zum iterativen Proze�. Das ist beispielsweise der Fall,
wenn vom Benutzer unerwartet eine Str�omungsabl�osung in einem Gitterbereich mit
sehr grober r�aumlicher Diskretisierung auftritt.

Mit unstrukturierten Netzen gibt es derartige Schwierigkeiten nicht. Eine nachtr�agliche,
an Besonderheiten der berechneten L�osung orientierte Modi�kation der lokalen Netz-
dichte kann, aufgrund der bereits vorhandenen geeigneten Datenstruktur, in der Regel
einfacher realisiert werden, als im strukturierten Fall. Um den Vorteil der r�aumlichen
Flexibilit�at f�ur die numerische Str�omungssimulation auf der Basis von Finiten-Volumen
zu nutzen, wurden zahlreiche unterschiedliche Verfahren vorgeschlagen.

Baliga und Patankar (1983) stellen eine sogenannte Kontrollvolumen-Finite-Element-
Methode vor, mit der f�ur ebene inkompressible Str�omungen die Navier-Stokes-Gleichun-
gen gem�a� dem SIMPLER-Algorithmus (Patankar (1981)) blockiterativ gel�ost werden.
Nach dem Vorbild der FE-Netze sind die verwendeten Rechengitter aus Dreiecken aufge-
baut. Diese Makroelemente bestehen ihrerseits aus vier dreieckigen Subelementen, mit
deren Hilfe die eigentlichen polygonalen Kontrollvolumina formuliert werden. Spezielle
Interpolationsfunktionen beschreiben den Verlauf der L�osung auf den Subelementen.

Ein Finite-Volumen-Verfahren von Jameson und Mavriplis (1985) simuliert ebene, kom-
pressible Str�omungen mit Hilfe der Euler-Gleichungen auf Netzen aus dreieckigen Bilan-
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zelementen. Der Algorithmus arbeitet nach einem expliziten Runge-Kutta-Zeitschritt-
verfahren. Da alle Str�omungsgr�o�en mit Hilfe des Zentraldi�erenzen-Ansatzes inter-
poliert werden, mu� k�unstliche Di�usion die numerische Stabilit�at des Algorithmus
sichern. Zur Konvergenzbeschleunigung ist ein Mehrgitter-Schema (Multigrid) vorgese-
hen. In einer nachfolgenden Ver�o�entlichung (Jameson und Mavriplis (1987)) k�onnen
die Transportvariablen sowohl auf den Dreiecken als auch auf polygonalen Elementen,
die sich durch Zusammenfassen mehrerer Dreiecke ergeben, bilanziert werden.

Von Dawes (1991) stammt eine numerische Berechnungsmethode, die dreidimensionale,
kompressible Str�omungen auf der Basis der Navier-Stokes-Gleichungen und eines k; �-
Turbulenzmodells auswertet. Die eingesetzten, adaptierbaren Rechennetze sind aus
Tetraedern aufgebaut, die auch als Bilanzelemente dienen. Die L�osung der diskretisier-
ten Gleichungen erfolgt in einem Runge-Kutta-Zeitschrittverfahren. Um numerischer
Instabilit�at vorzubeugen, wird k�unstlich Di�usion eingef�uhrt. Als Kriterien f�ur die au-
tomatische Gitteradaption dienen Absolutwerte der Gradienten von statischem Druck,
Machzahl und Entropie.

Taniguchi et al. (1991) beschreiben ein SIMPLE-Druckkorrekturverfahren, in dem zwei-
dimensionale, inkompressible Str�omungen anhand der Navier-Stokes-Gleichungen und
eines k; �-Turbulenzmodells simuliert werden. Unstrukturierte Netzbereiche aus Drei-
eckselementen sind dabei in strukturierte Rechengitter eingebettet. Der L�osungsalgo-
rithmus arbeitet blockiterativ, wobei die einzelnen Gleichungssysteme mit der punkt-
iterativen SOR-Methode berechnet werden. Eine weiterf�uhrende Arbeit (Taniguchi
und Oshima(1995)) behandelt Implementierung und Einsatz des SMART-Algorithmus
(Gaskell und Lau (1988)) zur stabilen und genauen Interpolation der konvektiven Terme.

Kallinderis und Baron (1992) verwenden zur Beschreibung ebener, kompressibler Str�o-
mungen abh�angig vom Reibungseinu� sowohl Navier-Stokes- als auch Euler-Gleichun-
gen. Der Einu� der Turbulenz wird durch einen algebraischen Ansatz ber�ucksichtigt.
Die eingesetzten adaptiven Rechennetze bestehen aus viereckigen Bilanzelementen. Als
L�osungsalgorithmus wird ein Lax-Wendro�-Zeitschrittverfahren herangezogen (Kallin-
deris und Baron (1989)).

Ein von Hammond und Barth (1992) vorgeschlagenes Verfahren bew�altigt ebene, kom-
pressible Str�omungsprobleme mit Hilfe der Euler-Gleichungen. Die Str�omungsgr�o�en
werden auf dualen, polygonalen Kontrollvolumina bilanziert, die sich auf eindeutige
Weise aus einer Triangulation des Rechengebietes ergeben. Die Arbeit weist nach,
da� derartige Bilanzelemente gegen�uber den einfachen Dreiecken deutliche Vorteile
bez�uglich Diskretisierungsgenauigkeit und numerischem Aufwand bieten. Die L�osung
der resultierenden Gleichungssysteme erfolgt mit unterschiedlichen Zeitschrittverfahren.

Hwang und Yang (1993) ziehen zur Str�omungsberechnung bei kompressiblen, zweidi-
mensionalen Problemen die Euler-Gleichungen heran. Die Bilanzierung der Transport-
variablen �ndet dabei auf adaptiven Netzen aus drei- und viereckigen Kontrollelementen
statt. Die Bearbeitung der Gleichungen erfolgt in einem Zeitschrittverfahren.

Eine Methode, die Gehle et al. (1993) zur Analyse kompressibler, zweidimensiona-
ler Str�omungsf�alle entwickelt haben, basiert auf der Auswertung der Navier-Stokes-
Gleichungen und der Triangulation des Rechengebietes. Die adaptiven Rechennetze
sind aus dualen, polygonalen Elementen aufgebaut. Die Integration der Transportglei-
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chungen wird in einem Runge-Kutta-Zeitschrittverfahren vorgenommen. Das Verfahren
ist durch k�unstliche Di�usion stabilisiert, ein Turbulenzmodell ist nicht vorgesehen.

F�ur die numerische Berechnung kompressibler, dreidmensionaler Str�omungen verwen-
den Parthasarathy und Kallinderis (1994) die Euler-Gleichungen. Zur Bilanzierung
wird das L�osungsgebiet mit Tetraedern diskretisiert, auf denen dann duale polyedri-
sche Elemente als Kontrollvolumina formuliert sind. Die Berechnung der gesuchten
Str�omungsgr�o�en erfolgt in einem Lax-Wendro�-Zeitschrittverfahren. Um numerische
Stabilit�at zu gew�ahrleisten, wird k�unstliche Di�usion eingesetzt. Zur Konvergenzbe-
schleunigung sind adaptive Gitterverfeinerung und ein Multigrid-Schema verf�ugbar.

Irmisch (1995) berechnet kompressible, ebene Str�omungen unter Verwendung der Navier-
Stokes-Gleichungen und adaptiver Gitter aus Dreieckselementen. Bilanzelemente sind
duale Polygone, die sich aus der Triangulation ergeben. Um den Turbulenzeinu� zu
ber�ucksichtigen, wird das Standard-k; �-Turbulenzmodell eingesetzt. Die L�osung der
Gleichungssysteme bis zu einem station�aren Endzustand erfolgt in einem Runge-Kutta-
Zeitschrittverfahren. Zur Stabilisierung des Verfahrens wird k�unstliche Di�usion her-
angezogen.

Ein weiteres Druckkorrekturverfahren auf SIMPLE-Basis, das mit Hilfe der Navier-
Stokes-Gleichungen zweidimensionale, inkompressible, laminare Str�omungen analysiert,
stellen Thomadakis und Leschziner (1995) vor. Grundlage der r�aumlichen Diskretisie-
rung ist ein aus Dreiecken bestehendes Gitter, in dem die Auswertung der Impuls-
gleichungen auf dualen, polygonalen Elementen, der Druckkorrekturgleichung auf den
Dreiecken selbst erfolgt. Der Algorithmus arbeitet blockiterativ mit station�aren Glei-
chungen, die auftretenden linearen Gleichungssysteme werden mit einem Gauss-Seidel-
Verfahren gel�ost.

Die genannten numerischen Berechnungsverfahren nutzen zur Beschreibung von Str�o-
mungsfeldern sowohl die Euler- als auch die allgemeineren Navier-Stokes-Gleichungen.
Im zweiten Fall erfolgt bei einigen vorgestellten Methoden eine Ber�ucksichtigung von
Turbulenzein�ussen entweder algebraisch oder mit Hilfe von Transportgleichungen. Vie-
le Verfahren beschr�anken sich auf laminare Str�omungsprobleme. Die r�aumliche Dis-
kretisierung kann nur teilweise durch adaptive Gitterverfeinerung modi�ziert werden.
Die hierbei eingesetzten Adaptionskriterien werden nicht n�aher erl�autert oder bleiben
g�anzlich unerw�ahnt. Darstellungen des Zusammenhangs zwischen Netzadaption und
Rechengenauigkeit fehlen.

Die verwendeten L�osungsalgorithmen arbeiten sowohl druckbasiert nach Art des
SIMPLE-Druckkorrekturverfahrens als auch dichtebasiert mit Variationen der Konti-
nuit�atsbeziehung als Transportgleichung. Dabei kommen dichtebasierte Methoden f�ur
kompressible Str�omungsf�alle, druckbasierte Algorithmen bei inkompressiblen Proble-
men zum Einsatz. Die Anwendung eines einheitlichen numerischen Verfahrens, das �uber
einen breiten Machzahlbereich sowohl kompressibles als auch inkompressibles Verhal-
ten von Fluiden zuverl�assig beschreibt, wird nicht demonstriert. Damit bleibt unklar,
inwieweit turbomaschinentypische Kon�gurationen, die ein breites Geschwindigkeits-
spektrum aufweisen, mit diesen Algorithmen sicher zu behandeln sind.

Alle angef�uhrten dichtebasierten Berechnungsmethoden greifen auf Zeitschrittverfah-
ren zur�uck, um instation�ar formulierte Erhaltungsgleichungen bis zu einer station�aren
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L�osung zu iterieren. In Verbindung mit expliziten Gleichungsl�osern, die hierzu �uber-
wiegend verwendet werden, l�a�t sich dabei ein gewisser maximaler Zeitschritt nicht
�uberschreiten. Dadurch ist gleichzeitig die Konvergenzgeschwindigkeit des gesamten
L�osungsverfahrens limitiert. Ohne einen Mehrgitterbeschleuniger, wie er bei wenigen
Methoden eingesetzt wird, ergibt sich f�ur praxisnahe Anwendungen sehr schnell eine
hohe Anzahl an Rechenschritten, die mit �ublichen Arbeitsplatzrechnern nicht mehr in
akzeptabler Zeit bew�altigt werden kann.
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4 Str�omungsgr�o�en

und Bestimmungsgleichungen

4.1 Grundgleichungen

Die ebene Str�omung eines einphasigen, kompressiblen Mediums l�a�t sich mit Hilfe von
f�unf abh�angigen Variablen r�aumlich und zeitlich eindeutig beschreiben. Diese Variablen
sind der Geschwindigkeitsvektor ~w mit den beiden Komponenten u und v, der Druck p,
die Dichte � und die Temperatur T , die f�ur alle r�aumlichen und zeitlichen Koordinaten
x, y und t im Str�omungsfeld bekannt sein m�ussen. Die jeweiligen Werte dieser Gr�o�en
sind durch vier Erhaltungsgleichungen und ein Sto�gesetz bestimmt. Dabei handelt es
sich um die Kontinuit�atsgleichung bzw. Massenerhaltung
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die f�ur Impulserhaltung in x- und y-Richtung zust�andig sind, den Energiesatz, hier in
der Formulierung f�ur die statische Enthalpie h
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mit
h = cpT (4.5)

und die Zustandsgleichung f�ur ein ideales Gas
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Die Schub- und Normalspannungen �ij ergeben sich f�ur Newtonsche Medien gem�a� dem
Stokesschen Schubspannungsansatz zu

�ij = �l

 
@ui

@xj
+
@uj

@xi
� 2

3

@uk

@xk
�ij

!
. (4.7)

Bei der Herleitung dieses Ausdrucks wurde die Volumenviskosit�at durch �2

3
�l ersetzt,

um als Summe der viskosen Normalspannungen �ii Null zu erhalten. Diese Annahme
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ist notwendig, damit der Druck p in den Navier-Stokes-Gleichungen dem thermodyna-
mischen Druck entspricht (Cebeci und Bradshaw (1984)).

Beschleunigungen durch Volumenkr�afte, wie beispielsweise die Schwerkraft, sind in den
Impulsgleichungen in den Termen fi zusammengefa�t. In der Enthalpiegleichung �nden
lokale Energiequellen und -senken im Ausdruck qh Ber�ucksichtigung.

Damit stehen zur Berechnung der f�unf unbekannten Str�omungsgr�o�en eine entspre-
chende Anzahl unabh�angiger Gleichungen zur Verf�ugung. Nach Vorgabe geeigneter
Anfangs- und Randbedingungen ist das zugeh�orige Str�omungsfeld auf diese Weise ein-
deutig beschrieben.

4.2 Bestimmung des Druckfeldes

Bei der numerischen Berechnung der gesuchten Str�omungsgr�o�en spielt der Druck eine
besondere Rolle. F�ur kompressible Fluide, d.h. Gase bei Machzahlen �uber 0.3, sind
Druck p und Dichte � �uber eine Zustandsgleichung gekoppelt. Die lokale Dichte wie-
derum ergibt sich aus der Kontinuit�atsgleichung. Bei inkompressiblen Fluiden sind
Druck und Dichte voneinander unabh�angig. Die Kontinuit�atsgleichung liefert somit
keine direkten Informationen �uber das vorliegende Druckfeld. Um derartige Str�omun-
gen dennoch numerisch zu behandeln, sind zahlreiche unterschiedliche Vorgehensweisen
entwickelt worden.

Aus Impulserhaltung und Kontinuit�at lassen sich sowohl im ebenen als auch im dreidi-
mensionalen Fall Wirbeltransportgleichungen herleiten. Sie enthalten nicht den Druck
p und den Geschwindigkeitsvektor ~w, sondern die Wirbelst�arke ! und eine Stromfunk-
tion 	 bzw. ein Vektorpotential ~A als Unbekannte (Breuer (1994)). F�ur diese Varia-
blen werden eigene Erhaltungsgleichungen aufgestellt und gel�ost (Ghia et al. (1982)).
Daneben sind Varianten gebr�auchlich, in denen die Geschwindigkeitskomponenten als
Transportgr�o�en neben der Wirbelst�arke erhalten bleiben (Guevremont et al. (1990)).
W�ahrend so bei zweidimensionalen Str�omungen mindestens zwei Transportgleichungen
gel�ost werden m�ussen, sind es in drei Dimensionen bereits sechs. Zus�atzlich proble-
matisch an diesem Vorgehen ist das Formulieren sinnvoller Randbedingungen f�ur die
Wirbelst�arke.

Ebenfalls durch eine spezielle Umformung von Impulserhaltung und Kontinuit�at ergibt
sich eine Poisson-Gleichung zur direkten Bestimmung des Druckes (Harlow und Welch
(1965), Ghia et al. (1979)). Schwierigkeiten treten auch hier auf, da zur Berechnung
einzelner Gleichungsterme mehrfache Ableitungen des Druckes sowohl im Feld als auch
am Rand des Rechengebietes ben�otigt werden.

Eine weitere M�oglichkeit, das Druck-Dichte-Problem bei niedrigen Machzahlen zu be-
w�altigen, bietet das Einf�uhren einer k�unstlichen Kompressibilit�at. Dazu wird �uber
eine Kompressibilit�atskonstante ein proportionaler Zusammenhang zwischen Druck und
Dichte angenommen. Eine Zeitableitung dieses Ausdrucks liefert als zus�atzliches Glied
in der Kontinuit�atsgleichung auch f�ur inkompressible Fluide die gew�unschte Koppelung
mit dem Druck (Chorin (1967)). Die modi�zierte Massenerhaltung mu� nun instation�ar
in einer nicht physikalischen Zeitebene bearbeitet werden. Mit Erreichen des station�aren
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Endzustandes strebt der eingef�uhrte Zusatzterm gegen Null, so da� die Manipulation
der Gleichung die L�osung des Str�omungsproblems nicht beeinu�t.

Die sogenannte Penalty-Methode verwendet ein der k�unstlichen Kompressibilit�at ver-
wandtes Konzept. Dabei ist die Kontinuit�atsgleichung Bestandteil einer Penalty-Funk-
tion, welche die Druckterme in den Impulsgleichungen ersetzt (Simoneau (1994)). Die
problemgerechte Diskretisierung der Penalty-Formulierung stellt hohe Anforderungen
bez�uglich Datenstruktur, Speicherbedarf und Robustheit der Gleichungsl�oser.

Eine grundlegend andere Idee verfolgen die Druckkorrekturverfahren. Hier wird der
Druck als Parameter interpretiert, der in den Impulsgleichungen f�ur die Massener-
haltung sorgt. Die erste und am weitesten verbreitete Druckkorrekturmethode, der
SIMPLE-Algorithmus, geht auf Caretto et al. (1972) sowie auf Patankar und Spal-
ding (1972) zur�uck. Druck und Geschwindigkeiten werden in einem blockiterativen
Proze� solange korrigiert, bis die berechnete L�osung Massen- und Impulserhaltung glei-
cherma�en erf�ullt. Dazu dienen auf Basis der Impulsgleichungen formulierte algebrai-
sche N�aherungen f�ur die Geschwindigkeit an den Grenz�achen der Bilanzelemente, in
die Druckwerte von den beiden benachbarten Gitterknoten eingehen. Die Bestimmungs-
gleichung f�ur die Druckkorrekturen ergibt sich durch Einsetzen dieser Ausdr�ucke in die
Kontinuit�atsbeziehung (Patankar (1980)).

Um eine Weiterentwicklung des SIMPLE-Algorithmus handelt es sich beim SIMPLEC-
Verfahren. Durch einen konsistenteren Ansatz f�ur die Fl�achengeschwindigkeiten wird
das Konvergenzverhalten der iterativen Prozedur nochmals verbessert (Van Doormaal
und Raithby (1984)). Weitere Modi�kationen erlauben es, auch kompressible trans-
und hypersonische Str�omungen bei hoher numerischer E�zienz mit SIMPLE- und
SIMPLEC-Verfahren zu berechnen (Karki und Patankar (1989), Demird�zi�c et al. (1993)).

Ebenfalls auf der Grundidee des SIMPLE-Algorithmus basiert die SIMPLER-Methode.
Hier ist neben der eigentlichen Druckkorrekturgleichung ein weiteres Gleichungssystem
f�ur den Druck selbst zu l�osen (Patankar (1981)).

Ein mehrstu�ger Korrekturalgorithmus zur Aktualisierung von Druck- und Geschwin-
digkeitsvariablen wird beim PISO-Verfahren (Pressure-Implicit with Splitting of Ope-
rators) durchlaufen. In diesem Fall dient eine aus Massen- und Impulserhaltung abge-
leitete Poisson-Gleichung zur Berechnung des Druckfeldes (Issa (1985)).

Ein wesentlicher Vorzug der Druckkorrekturverfahren gegen�uber anderen Methoden der
Druckberechnung liegt in der Tatsache, da� sie sowohl f�ur inkompressible als auch f�ur
kompressible Str�omungsprobleme ohne weiteres anwendbar sind. Einen entsprechenden
Vergleich mit einem dichtebasierten Verfahren haben Michelassi et al. (1995) vorgenom-
men. Numerische Untersuchungen belegen, da� bei Nutzung der Korrekturmethode
durch den Einsatz von Mehrschrittalgorithmen wie PISO und SIMPLER, trotz deutlich
h�oherem numerischen Aufwand, in der Regel keinerlei Vorteile gegen�uber den einfache-
ren Varianten SIMPLE oder SIMPLEC erzielt werden (Van Doormaal und Raithby
(1984), McGuirk und Palma (1993)).

Aufgrund ihrer universellen Anwendbarkeit, gutm�utiger Konvergenzeigenschaften und
physikalischer Anschaulichkeit kommen f�ur die Druckbestimmung beim hier vorgestell-
ten numerischen Verfahren wahlweise SIMPLE- oder SIMPLEC-Algorithmus zum Ein-
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satz. Auf diese Weise wird der weite Machzahlbereich, den Str�omungen in Turboma-
schinen einnehmen, mit einer einheitlichen Methode sicher abgedeckt.

4.3 Bestimmung des Turbulenzeinusses

In ihrer instation�aren Form liefern Kontinuit�ats-, Navier-Stokes- und Enthalpieglei-
chung bei ad�aquater numerischer Behandlung sowohl f�ur laminare als auch f�ur tur-
bulente Str�omungsprobleme die physikalisch korrekte L�osung. Voraussetzung dazu ist
jedoch eine r�aumliche Diskretisierung, die auch die kleinsten, dissipativenWirbel im tur-
bulenten Str�omungsfeld erfa�t. Die Ausdehnung dieser Turbulenzelemente wird durch
die Kolmogoro�-L�ange lk beschrieben (Tennekes und Lumley (1994)).

lk �
1

Re
3

4

(4.8)

Demzufolge w�achst im dreidimensionalen Fall die Anzahl der Gitterknoten mit Re
9

4 , die
Anzahl der arithmetischen Operationen mitRe

10

4 bisRe
11

4 . Damit ist klar, da� Speicher-
und Rechenzeitbedarf, den eine solche direkte numerische Simulation (DNS) f�ur tech-
nisch relevante Kon�gurationen bereits bei mittleren Reynoldszahlen erfordert, die
Kapazit�at verf�ugbarer Rechner sehr schnell �ubersteigt (Rotta (1991), Breuer(1996)).
F�ur die numerische Berechnung der Str�omung an einer Turbinenschaufel mit typischen
Reynoldszahlen zwischen 105 und 106 mu� bei Einsatz einer CRAY Y-MP ein Zeitauf-
wand in der Gr�o�enordnung von mehreren 1000 Jahren veranschlagt werden.

Die sogenannte Large Eddy Simulation (LES) reduziert den numerischen Aufwand,
indem sie die kleinsten Wirbel nicht r�aumlich au�ost, sondern deren Wirkung mit Hilfe
von Feinstrukturmodellen erfa�t. Numerischer Aufwand und Datenaufkommen sind
auch bei dieser Simulationsvariante betr�achtlich, zumal quasistation�are Probleme hier
ebenfalls zeitaufgel�ost behandelt werden m�ussen (Rogallo und Moin (1984), Breuer
(1996)).

Um den Simulationsaufwand in Grenzen zu halten, werden heute in Wissenschaft und
Industrie f�ur die Berechnung turbulenter Str�omungen in der Regel die Reynoldsgemit-
telten Navier-Stokes-Gleichungen verwendet. Dazu wird in den Impulsgleichungen eine
Zerlegung der entsprechenden Transportgr�o�en in einen Mittelwert � und einen tur-
bulenten Schwankungsterm �0 vorgenommen. Eine nachfolgende Zeitmittelung f�uhrt
auf die genannten Reynoldsschen Gleichungen, die hier f�ur ebene, station�are Str�omung
angegeben sind.
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Korrelationen die turbulente Schwankungen der Dichte enthalten, k�onnen f�ur Ingeni-
eursbelange vernachl�assigt werden (Cebeci und Bradshaw (1984)). Im Unterschied zu
den Navier-Stokes-Gleichungen treten hier, in Form zeitlich gemittelter Korrelationen,
zun�achst unbekannte Reynolds-Spannungen��u0iu0j auf. Sie m�ussen abermals berechnet
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werden. Diese Schlie�ungsproblematik l�a�t sich auf unterschiedliche Weise bew�altigen
(Rotta (1991)).

In sogenannten Reynolds-Stress-Modellen (RSM) wird im dreidimensionalen Fall f�ur die
sechs unterschiedlichen Komponenten des symmetrischen Reynoldsschen Spannungsten-
sors jeweils eine Gleichung gel�ost. Dazu werden au�erdem Werte der Dissipation � der
turbulenten kinetischen Energie k ben�otigt, so da� insgesamt sieben neue Transport-
gleichungen zu bearbeiten sind. Leider treten jetzt Tripelkorrelationen der turbulenten
Schwankungsgr�o�en �0 auf, die wiederum modelliert werden m�ussen. Trotz erheblichem
Mehraufwand unterscheiden sich mit Reynolds-Stress-Ansatz erzielte Resultate oftmals
nicht grundlegend von Ergebnissen, die sehr viel einfachere Zweigleichungsmodelle lie-
fern (Lien und Leschziner (1994), Lai (1995)).

Ein h�au�g verwendetes und bew�ahrtes Zweigleichungsmodell ist das Standard-k; �-
Turbulenzmodell nach Launder und Spalding (1974), das sich das Wirbelviskosit�ats-
prinzip zunutze macht. Es setzt hohe Reynoldszahlen, ein ausgewogenes Verh�altnis von
Produktion und Dissipation der Turbulenzenergie und eine isotrope Wirbelviskosit�at
voraus (Rodi (1978)).

BeimWirbelviskosit�atsprinzip wird mit Hilfe der turbulenten kinetischen Energie k und
deren Dissipation � eine Wirbelviskosit�at �t berechnet, die zus�atzlich zur molekularen
Viskosit�at �l auftritt. Die Wirkung der turbulenten Schwankungen �0 ist damit in einem
erh�ohten di�usiven Austausch ber�ucksichtigt, der sich aus der gestiegenen e�ektiven
Viskosit�at � ergibt.
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Die notwendigen Werte von k und � lassen sich beim Standard-k; �-Turbulenzmodell
mit zwei Transportgleichungen berechnen.
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Um die gesuchten Reynoldsspannungen zu ermitteln, wird die Boussinesq-Hypothese
herangezogen. Sie beschreibt diese Terme nach dem Vorbild der viskosen Spannungen
�ij mit Hilfe der Wirbelviskosit�at �t (Jischa (1982), Noll (1992)).
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Konstanten c� c1 c2 �k ��
Werte 0:09 1:44 1:92 1:0 1:3

Tab. 4.1: Konstanten des Standard-k; �-Turbulenzmodells

Damit die Summe der Normalspannungen ��u0iu0i bei turbulenter Str�omung der doppel-
ten turbulenten kinetischen Energie k entspricht, m�ussen die Terme �2

3
�k�ij eingef�uhrt

werden (Noll (1992)). Andernfalls stimmt der in den Reynoldsschen Gleichungen ver-
wendete Druck p nicht mehr mit dem thermodynamischen Druck �uberein.

Die beiden Di�erentialgleichungen f�ur k und � sind f�ur den inkompressiblen Fall herge-
leitet, werden jedoch bei kompressibler Str�omung in gleicher Form verwendet (Marvin
(1983)). Die Zahlenwerte der freien Parameter c�, c1, c2, �k und �� �nden sich in Ta-
belle 4.1. Sie resultieren aus einer Computeroptimierung f�ur Str�omungsprobleme mit
ebener Mischungsschicht (Rodi (1978)).

In unmittelbarer N�ahe fester W�ande verlieren die angef�uhrten Transportgleichungen
ihre G�ultigkeit. Diesen Bereich der Wandturbulenz �uberbr�uckt eine logarithmische
Wandfunktion.

Das Standard-k; �-Modell hat sich in wissenschaftlicher und industrieller Anwendung
als robust und leistungsf�ahig erwiesen. Es kommt deshalb im Rahmen des vorgestellten
numerischen Berechnungsverfahrens zum Einsatz.

Auf der Grundlage des Standard-k; �-Modells wurden von zahlreichen Autoren verschie-
dene interessante Varianten vorgestellt, die insbesondere die wandnahe Turbulenz mit
sogenannten `Low-Reynolds'-Erweiterungen detaillierter beschreiben (Sieger (1993)).
Ziel dieser Entwicklungen ist es, Anwendungsbereich und Vorhersagegenauigkeit der
k; �-Methode zu vergr�o�ern. Derart erweiterte Ans�atze pr�asentieren unter anderem
Thangam und Speziale (1992) sowie Yakhot et al. (1992). Einen Gegen�uberstellung
der Resultate unterschiedlicher Zweigleichungsmodelle haben Haroutunian und Engel-
man (1993) f�ur verschiedene Testf�alle vorgenommen. Keine der untersuchten Varianten
liefert hierbei signi�kant bessere Ergebnisse als das Standard-k; �-Verfahren.

Algebraischen Spannungsmodelle (ASM) beschreiten einen Mittelweg zwischen Reynolds-
Stress- und Zweigleichungsmodellierung. Mit Hilfe spezieller Transportgleichungen sind
zun�achst Werte f�ur k und � zu bestimmen. Auf dieser Basis k�onnen die gesuchten
Reynoldsspannungen �uber entsprechende algebraische Beziehungen berechnet werden.
Im direkten Vergleich mit der k; �-Methode erzielen die algebraischen Spannungsmodelle
trotz h�oherem Rechenaufwand keine wesentlichen Verbesserungen (Ye (1993)).

Einfache Eingleichungsmodelle l�osen in der Mehrzahl eine Transportgleichung f�ur die
turbulente kinetische Energie k. Ein charakteristisches L�angenma� der Turbulenz er-
gibt sich hier aus einer algebraischen Gleichung (Sieger (1993)). Sogenannte Null-
gleichungsmodelle operieren ausschlie�lich mit algebraischen Beziehungen (Mavriplis
(1990)). Zur Bestimmung der Wirbelviskosit�at �t wird hier beispielsweise der Prandtl-
sche Mischungswegansatz herangezogen. Die genannten sehr einfachen Modelle bean-
spruchen nur geringen numerischen Aufwand. Abnehmende Komplexit�at der Ans�atze
ist dabei jedoch in der Regel mit einem Verlust an Allgemeing�ultigkeit verbunden.
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5 Numerische Methoden

auf unstrukturierten Gittern

5.1 R�aumliche Diskretisierung

Ein wesentlicher Vorteil unstrukturierter Rechennetze liegt in der Tatsache, da� sich
ebene Rechengebiete jeglicher Form l�uckenlos und gleichm�a�ig mit Dreiecken ausf�ullen
lassen. Damit k�onnen selbst geometrisch komplizierte Kon�gurationen, wie sie in
Turbomaschinen nicht selten auftreten, problemlos diskretisiert werden. Es scheint
zun�achst naheliegend, auch die Auswertung der Transportgleichungen auf den Dreiecken
selbst vorzunehmen. Ein solches Vorgehen w�urde jedoch zwei entscheidende Nachteile
mit sich bringen. Dreieckige Bilanzelemente tauschen lediglich mit jeweils drei unmittel-
baren Nachbarn entlang ihrer Grenz�achen auf direktem Weg Informationen �uber den
Str�omungszustand aus. Die r�aumliche Koppelung im Gitter ist also extrem schwach.
Zus�atzlich treten bei der Formulierung von Randbedingungen Schwierigkeiten auf, so-
bald nicht eine vollst�andige Kante, sondern nur der Eckpunkt eines Dreiecks auf dem
Rand des Rechengitters liegt.

Aus den genannten Gr�unden verwendet das in der vorliegenden Arbeit entwickelte nu-
merische Verfahren ein duales Gitter zur Bilanzierung. Die Bilanzelemente ergeben
sich in eindeutiger Weise aus der Triangulation des Str�omungsgebietes. Dazu werden
im Gebietsinneren die Schwerpunkte benachbarter Dreiecke miteinander verbunden. Es
entstehen konvexe Polygone die, wie Abbildung 5.1 deutlich macht, den K�ornern in ei-
nem Metallschli� �ahneln (Okabe et al. (1992)). St�utzstellen der numerischen L�osung
sind die Gitterknoten im Zentrum dieser Kontrollr�aume, also die Schnittpunkte der
Dreiecksseiten.

Bilanzvolumina an Gebietsr�andern sind gem�a� Abbildung 5.1 geringf�ugig anders de-
�niert. Hier werden Knoten, die sich unmittelbar auf der Grenzlinie be�nden, nach
�Uberspringen einer Schicht von Randdreiecken direkt mit den Schwerpunkten weiter
innen liegender Dreiecke verbunden. Auf diese Weise ist jeder Gitterzelle an einem
Rand des diskretisierten Gebietes mindestens ein Abschnitt des Randes zugeordnet.

Knoten auf Gebietsr�andern nehmen an der numerischen Berechnung nicht teil. Sie
dienen lediglich als Speicherstellen zur Darstellung einer vorliegenden L�osung. Rand-
bedingungen werden, analog zum Informationstransport im Inneren des Netzes, durch

Gebietsinneres Gebietsrand

Bilanzelement

Dreieckskante

Gitterknoten

Dreiecksschwerpunkt

Kontrollfläche

Abb. 5.1: Polygonale Bilanzelemente im unstrukturierten Gitter
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konvektive und di�usive Fl�usse �uber Kontroll�achen ber�ucksichtigt. Ein solches Vorge-
hen erlaubt zahlreiche Vereinfachungen in den verwendeten Algorithmen. Beispielsweise
k�onnen Wandreibungsterme und zyklische Verkn�upfungen implizit behandelt werden.

Voraussetzung f�ur die numerische Analyse von Str�omungsproblemen ist die vollst�andige
r�aumliche Diskretisierung der zu untersuchenden Kon�guration. Die hier eingesetzte
Methode st�utzt sich wie vorgestellt auf eine Triangulation des Str�omungsgebietes. Um
die entsprechenden Dreiecksgitter zu erzeugen, wurde ausschlie�lich das Preprozessing-
Modul des kommerziellen Finite-Element-Programmpaketes PATRAN genutzt. Der
Proze� der Gittergenerierung gliedert sich dabei in vier Schritte. Zuerst werden mit
Hilfspunkten und verbindenden Linienz�ugen die Grenzen des betrachteten Bereiches
aufgespannt. Anhand dieser Hilfslinien erfolgt dann eine Aufteilung des Rechengebietes
in mehrere Teil�achen. Anschlie�end werden die Kanten der Fl�achen mit Gitterknoten
belegt. Die eigentliche Vernetzung aller Hilfs�achen �ndet im letzten Schritt statt.

Nach dieser knappen Zusammenfassung soll das praktische Vorgehen im Zuge der Git-
tererzeugung an einem konkreten Beispiel erl�autert werden. Bei der daf�ur ausgew�ahlten
Kon�guration handelt es sich um die Buchstabengruppe `ITS' in einem rechteckigen
Areal. Eine schematische Darstellung der Anordnung einschlie�lich der verwendeten
Hilfselemente gibt Abbildung 5.2.

Die Grenzen des Rechengebietes sind durch die schon angesprochenen Hilfspunkte (1-
26) abgesteckt. Die Punkte (1-4) markieren in mathematisch positivem Umlaufsinn die
�au�eren, die Punkte (5-26) in gegenl�au�ger Abfolge die inneren Gebietsr�ander. Die ver-
einbarte Ordnung der St�utzstellen erzwingt beim sp�ateren Vernetzen eine fortlaufende
Numerierung der Randknoten mit in mathematisch positiver bzw. negativer Richtung
ansteigenden Indizes. Diese Eigenschaft setzt das numerische Verfahren beim Einlesen
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Abb. 5.2: Schema zur Gittergenerierung f�ur die Buchstabengruppe `ITS'
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des Gitters voraus. Eine zweite Schar von Hilfspunkten mit Kennummern (27-30) und
(31-54) wird ben�otigt, um der besonderen Topologie der Bilanzelemente an den Git-
tergrenzen Rechnung zu tragen (vgl. Abbildung 5.1). Ihr Abstand zum �au�eren Rand
richtet sich nach besonderen Regeln, die im folgenden noch n�aher ausgef�uhrt werden.
Die beiden letzten Punkte (55) und (56) dienen als Mittelpunkte bei der Vereinbarung
von Kreissegmenten.

Nach dem Festlegen s�amtlicher St�utzstellen de�nieren die Hilfslinien (1-26) die endg�ulti-
gen Konturen des Rechengebietes, die Linienz�uge (27-54) die Lage der randn�achsten
Gitterknoten. Mittels dieser Linien werden Hilfs�achen (1-27) angelegt. Auf den
Fl�achen (1-26) entstehen im weiteren Verlauf die bereits genannten Randdreiecke, w�ah-
rend Fl�ache (27) die Basis f�ur das innere Dreiecksgitter bildet.

Vor der abschlie�enden Vernetzung ist es notwendig, die Kanten (1-54) der Hilfs�achen
mit Knoten zu belegen. Entlang der �au�eren Grenzlinien (1-26) des Str�omungsgebietes
mu� die gew�ahlte Knotenverteilung sowohl die geometrische Gestalt des Randes als
auch das erwartete Str�omungsgeschehen hinreichend genau au�osen. Die Knotenbele-
gung auf den inneren Hilfslinien (27-54) ergibt sich direkt �uber die Au�enverteilung.
Wie Abbildung 5.1 zeigt, be�ndet sich gegen�uber jedem Randsegment zwischen zwei
Au�enknoten ein zugeordneter Knoten auf der inneren Grenzlinie. Der Abstand die-
ses Knotens vom zugeh�origen Randsegment sollte etwa das 0:3-fache der Segmentl�ange
betragen, wobei ein Verh�altnis zwischen 0:1 und 0:5 toleriert wird. Die genannten
Werte gew�ahrleisten erfahrungsgem�a� eine g�unstige Form der Bilanzelemente an Ge-
bietsr�andern. F�ur die Berechnung turbulenter Str�omungen sollte gleichzeitig entlang
fester W�ande ein dimensionsloser Wandabstand in einem bestimmten Wertebereich ge-
halten werden. Der dazu erforderliche geometrische Wandabstand l�a�t sich sehr einfach
aus Str�omungsdaten absch�atzen (vgl. Kapitel 6.3.3).

Die Gittergenerierung schlie�t mit der Vernetzung der einzelnen Teil�achen. Das Er-
scheinungsbild des Rechennetzes auf der Innen�ache (27) wird durch die Knotenver-
teilung an deren R�andern und die zus�atzliche Angabe einer mittleren Kantenl�ange der
Dreiecke beeinu�t. Auf den �au�eren Teil�achen (1-26), die gem�a� Abbildung 5.1 nur
eine Schicht von Randdreiecken enthalten, spielt allein die Belegung der Grenzlinien
eine Rolle.

Gitterausschnitt (5235 Knoten) Rechnungsausschnitt

50.0 m/s

Abb. 5.3: Gitterauschnitt und Geschwindigkeitsfeld um die Buchstabengruppe `ITS'
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Von entscheidender Bedeutung f�ur den Erfolg der nachgeschalteten numerischen Be-
rechnung ist neben den geometrischen Eigenschaften des Gitters die Numerierung der
Knoten im Netz. Vereinfacht ausgedr�uckt sollten r�aumlich benachbarte Rechenknoten
vergleichbare Indizes aufweisen. PATRAN stellt zu diesem Zweck verschiedene Indizie-
rungsalgorithmen bereit. Sehr gute Resultate wurden ohne Ausnahme auch mit einer
eigenen Numerierungsstrategie erzielt (vgl. Kapitel 5.5). F�ur das angef�uhrte Beispiel
gibt Abbildung 5.3 einen Ausschnitt des fertigen Dreiecksgitters und ein darauf bei
turbulenter Str�omung berechnetes Geschwindigkeitsfeld wieder.

Die gew�ahlte r�aumliche Diskretisierung beeinu�t in hohem Ma� die Diskretisierung
der Transportgleichungen und damit den gesamten Aufbau des numerischen Verfah-
rens. Abbildung 5.4 verdeutlicht diese Tatsache anhand der Gegen�uberstellung eines
strukturierten und eines unstrukturierten Gitters mit jeweils neun geordnet numerierten
Bilanzelementen sowie der Besetzung der zugeh�origen Koe�zientenmatrizen.

Im strukturierten Netz hat jeder Knoten im Inneren des ebenen Rechengebietes genau
vier direkte Nachbarn, die �ublicherweise mit Nord (N), S�ud (S), Ost (E) und West (W)
bezeichnet werden. Ihre Adressen lassen sich ausgehend vom Zentralknoten P auf
einfache Weise berechnen. Nachbarschaftsverh�altnisse und Informationsaustausch sind
damit f�ur alle Bilanzelemente einheitlich geregelt. Die Koe�zientenmatrizen der Glei-
chungssysteme, die sich nach Diskretisierung und Linearisierung der Transportgleichun-
gen ergeben, weisen deshalb eine geordnete Bandenstruktur auf.

Im unstrukturierten Gitter sind weder die Anzahl noch die Adressen der Nachbarn ei-
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Abb. 5.4: R�aumliche Diskretisierung und Besetzung der Koe�zientenmatrix
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nes Kontrollvolumens festgelegt. Beide Informationen m�ussen also gespeichert werden.
Trotz der hier noch geordneten Numerierung der wenigen Elemente, die im allgemeinen
Fall nicht realisierbar ist, zeigt die Koe�zientenmatrix der linearisierten Bestimmungs-
gleichungen bereits eine regellose, unstrukturierte Besetzung. Aus diesem Grund ist es
erforderlich, f�ur eine genaue Diskretisierung, e�ziente Verwaltung und schnelle Berech-
nung der Transportgleichungen neue Methoden zu entwickeln und anzuwenden.

5.2 Diskretisierung der allgemeinen Transportgleichung

Die Erhaltungsgleichungen f�ur Masse, Impuls, Energie und beliebige andere skalare
Transportgr�o�en � k�onnen als spezielle Varianten einer allgemeinen Transportgleichung
betrachtet werden. Ihre Form ist hier f�ur den station�aren, ebenen Fall angegeben.

@(�u�)

@x
+
@(�v�)

@y
=

@

@x

 
�
@�

@x

!
+

@

@y

 
�
@�

@y

!
+ s� (5.1)

Dabei steht der geschwindigkeitsabh�angige konvektive Transport von � mit dem dif-
fusiven Austausch, der vom Austauschkoe�zienten � und den Gradienten der Trans-
portgr�o�e kontrolliert wird, sowie dem Quellterm s� im Gleichgewicht. Der Quellterm
fa�t s�amtliche Ein�usse, die neben Konvektion und Di�usion wirksam sind zusammen.

Bei der Methode der Finiten Volumen werden die Erhaltungsgleichungen im Zuge ihrer
Diskretisierung auf jedem Bilanzelement im Rechengitter integriert. Zu diesem Zweck
kommt der Gau�sche Integralsatz zur Anwendung, der eine Umwandlung von Volumen-
in Fl�achenintegrale erlaubt (Bronstein (1985)).

Z
V

@�

@xj
dV =

Z
A
�dAxj =

Z
A
�(~n; ~xj)dA (5.2)

Der hier eingef�uhrte Vektor ~n ist der nach au�en gerichtete Normaleneinheitsvektor
des di�erentiellen Ober�achenelementes dA, ~xj bezeichnet den Einheitsvektor in xj-
Richtung des Koordinatensystems. Damit ergibt sich die allgemeine Transportgleichung
in integraler Form. Z

A
��(~w;~n)dA =

Z
A
�
@�

@n
dA+ S� (5.3)

Diese Gleichung mu� auf polygonalen Bilanzelementen mit jeweils m Kontroll�achen
Ai diskretisiert werden.

mX
i=1

f�i�i(~w;~n)iAig =
mX
i=1

(
�i

 
@�

@n

!
i

Ai

)
+ S� (5.4)

Die Fl�achenwerte �i der betrachteten Transportgr�o�e und ihre Richtungsableitungen�
@�

@n

�
i
werden mit Hilfe der im Kontrollvolumen P und den Nachbarelementen I vor-

liegenden Werte �P und �I;i ausgedr�uckt. Auf diese Weise lassen sich konvektive und
di�usive Terme linearisieren und zu Produkten aus Transportkoe�zienten ai und Trans-
portvariablen � zusammenfassen. Der Quellterm S� wird ebenfalls linearisiert und an-
teilig dem Zentralkoe�zienten aP bzw. der rechten Seite b der so erhaltenen allgemeinen
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Di�erenzengleichung zugewiesen.

aP�P =
mX
i=1

ai�I;i + b (5.5)

aP =
mX
i=1

ai � SP (5.6)

b = SC + SHOS (5.7)

S� = SC + SP�P (5.8)

Bei dieser Umformung sind vier Grundregeln der Diskretisierung zu beachten, die f�ur
eine physikalisch korrekte Beschreibung sorgen (Patankar (1980)). Konkret handelt es
sich zun�achst um die Konsistenz der Fl�usse, die besagt, da� konvektive und di�usive
Transportterme �uber Kontroll�achen jeweils f�ur beide angrenzenden Gitterzellen gleich
formuliert werden m�ussen. Des weiteren sollen die Transportkoe�zienten ai stets po-
sitive Werte aufweisen. Diese Forderung stellt eine physikalisch sinnvolle Koppelung
zwischen Zentralwert �P und Nachbarwerten �I;i der Transportgr�o�e sicher. Der Zen-
tralkoe�zient aP der Diskretisierungsgleichung ergibt sich aus einer Summation aller
Nachbarkoe�zienten ai, von deren Ergebnis der proportionale Anteil SP des linearisier-
ten Quellterms S� abgezogen wird. Der Wert von SP ist dabei grunds�atzlich negativ.
Zur rechten Seite b der Diskretisierungsgleichung tr�agt neben dem konstanten positi-
ven Anteil SC des Quellterms S� ein Ausdruck SHOS bei, der aus einer besonderen
Behandlung der Konvektionsterme bei h�oherwertiger Diskretisierung resultiert.

5.2.1 Konvektionsterme

Auf der Grundlage der bereits beschriebenen r�aumlichen Diskretisierung berechnet das
numerische Verfahren Werte der Transportgr�o�e � an den Gitterknoten im Zentrum der
Bilanzelemente. Um die konvektiven Terme �i�i(~w;~n)iAi der Transportgleichungen zu
formulieren, werden jedoch Werte �i direkt auf den Kontroll�achen i ben�otigt. Diese
Fl�achenwerte lassen sich mit Hilfe vorhandener Knotenwerte interpolieren. An eine
derartige Interpolation m�ussen drei Forderungen gestellt werden:

� Mathematische Genauigkeit; basierend auf verf�ugbaren Knotenwerten ist �i so
genau wie m�oglich zu bestimmen. Die Ordnung des zu erwartenden Diskretisie-
rungsfehlers legt der Abbruchterm in einer Taylor-Entwicklung f�ur �i fest.

� Numerische Stabilit�at; sie wird in der Regel mit stets positiven Werten der Trans-
portkoe�zienten ai, d.h. physikalisch sinnvoller Koppelung benachbarter Knoten-
werte gleichgesetzt.

� Physikalische Beschr�anktheit; ebenfalls im Sinne physikalischer Plausibilit�at d�ur-
fen interpolierte Fl�achenwerte �i die in den beiden unmittelbar angrenzenden
Gitterzellen berechneten Werte der Transportvariablen weder �uber- noch unter-
schreiten.
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Abb. 5.5: Upwind- und CD-Interpolation

Der bekannteste Interpolationsansatz, der zur Approximierung der konvektiven Terme
eingesetzt wird, ist das Upwind-Schema (UPW). Hier nimmt der gesuchte Fl�achenwert
�i, wie Abbildung 5.5 zeigt, den am stromauf gelegenen Knoten P berechneten Wert
�P an.

�UPWi =

(
�P ; (~w;~n) > 0
�I;down; (~w;~n) < 0

(5.9)

aUPWi;konv = max [0;� (� �A � (~w;~n))
i
] (5.10)

�i = �P +O1 (5.11)

Der Upwind-Ansatz gew�ahrleistet positive Werte des konvektiven Anteils aUPWi;konv der
Transportkoe�zienten ai und sichert so die numerische Stabilit�at des Rechenverfahrens.
Leider ist die Upwind-Interpolation nur von erster Ordnung genau. Dieser Diskretisie-
rungsfehler tritt insbesondere bei Schr�aganstr�omung von Bilanzelementen massiv in
Erscheinung. Er erreicht dann die Gr�o�enordnung der di�usiven Terme und wird des-
halb h�au�g als numerische Di�usion bezeichnet.

Von zweiter Ordnung mathematisch genau ist der Zentraldi�erenzen-Ansatz (CD). Hier
handelt es sich, gem�a� der Darstellung in Abbildung 5.5, um eine lineare Interpolation
des Fl�achenwertes �i aus stromauf und stromab berechneten Knotenwerten �P und
�I;down.

�CDi =
�down � �P +�P � �I;down

�P +�down

(5.12)

aCDi;konv = � (� �A � (~w;~n))i �
�P

�P +�down

(5.13)

�i = �P +
�I;down � �P

�P +�down

��P +O2 (5.14)



28 Numerische Methoden auf unstrukturierten Gittern

Negative konvektive Transportterme aCDi;konv, die bei der CD-Interpolation zwangsl�au�g
auftreten, st�oren nachhaltig die Stabilit�at des numerischen Verfahrens, sobald ihr Betrag
den des di�usiven Austauschterms ai;diff �ubersteigt.

Eine M�oglichkeit, negative Werte der Transportkoe�zienten ai bei CD-Ansatz und allen
anderen Diskretisierungsverfahren h�oherer Ordnung (HOS) zu vermeiden, bietet die so-
genannte `deferred correction' (Khosla und Rubin (1974), Demird�zi�c (1993)). Hier sind
die Transportkoe�zienten ai der Diskretisierungsgleichung aus Di�usions- und Upwind-
diskretisierten Konvektionstermen ai;diff und aUPWi;konv zusammengesetzt. Die h�oherwer-
tige Diskretisierung erg�anzt als zus�atzlicher konstanter Quellterm SHOS die rechte Seite
der Gleichung. Der entsprechende Ausdruck ist mit Produkten der Di�erenzen zwischen
konvektiven Transportkoe�zienten ai;konv aus HOS- und UPW-Diskretisierung sowie
zwischen aktuell vorliegenden Werten der Variablen � an den Knoten P und I gebildet.
Diese Produkte werden �uber alle m Kontroll�achen einer Gitterzelle summiert.

ai = ai;diff + aUPWi;konv (5.15)

aP�P =
mX
i=1

ai�I;i + SC + SHOS (5.16)

SHOS =
mX
i=1

n
(aUPWi;konv � aHOS

i;konv) � (�P � �I;i)
o

(5.17)

Die im Hinblick auf numerische Stabilit�at des Verfahrens gestellten Bedingungen sind
somit formal erf�ullt. Wird jedoch beispielsweise der CD-Ansatz auf diese Weise explizit
diskretisiert, treten mit dem vorgestellten Berechnungsverfahren auf unstrukturierten
Netzen immer noch erhebliche Konvergenzschwierigkeiten auf, so da� sich der Einsatz
in praxisrelevanten F�allen verbietet. Um ein numerisch einwandfreies Verhalten zu
garantieren, m�ussen die verwendeten Interpolationsans�atze einer weiteren Bedingung
gen�ugen. Diese zus�atzliche Restriktion ist mit den bereits angesprochenen Regeln f�ur
numerische Stabilit�at und physikalische Beschr�anktheit eng verwandt. Danach sind
Fl�achenwerte �i so zu bestimmen, da� die Erhaltungsgleichung der entsprechenden
Transportgr�o�e in jedem Kontrollvolumen stets erf�ullbar ist. F�ur Gitterzellen, in denen
st�andig gegen diese Forderung versto�en wird, berechnet das numerische Verfahren, im
Bestreben die dort fehlerhafte Bilanz auszugleichen, unrealistische Werte der Variablen
�. Da es sich dabei unter bestimmten Umst�anden um einen selbstverst�arkenden Vor-
gang handelt, bei dem diese Werte monoton steigen oder fallen, ist oftmals schnelle
Divergenz des Rechengangs die Folge.

Eine M�oglichkeit, vorhandene Diskretisierungsmethoden hinsichtlich mathematischer
Genauigkeit, numerischer Stabilit�at und physikalischer Beschr�anktheit zu beurteilen
bzw. geeignete Ans�atze neu zu entwickeln, bietet das von Gaskell und Lau (1988) vor-
geschlagene `Convection Boundedness Criterion' (CBC). Der f�ur �i zul�assige, numerisch
stabile Wertebereich wird durch einen dimensionslosen Stabilit�atsparameter �̂ eindeutig
festgelegt. Man betrachtet dazu nochmals die in Abbildung 5.5 skizzierte, eindimen-
sionale Str�omungskon�guration. F�ur die durchstr�omte Fl�ache i ergibt sich �̂P aus den
Werte der Transportvariablen � am Knoten P , am n�achsten stromauf gelegenen Knoten
I; up und am Knoten I; down.

�̂P =
�P � �I;up

�I;down � �I;up
(5.18)
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Abb. 5.6: Upwind- und CD-Ansatz im CBC-Stabilit�atsdiagramm

Dieses Vorgehen reduziert die Anzahl der Einu�gr�o�en, die beim Bestimmen von �i
beachtet werden m�ussen, von drei Knotenwerten �I;up, �P und �I;down auf nur noch

einen dimensionslosen Parameter �̂P . Im zugeh�origen Stabilit�atsdiagramm, das in Ab-
bildung 5.6 zu �nden ist, lassen sich mit Hilfe von �̂P erlaubte Werte f�ur �̂i einfach
ablesen. Damit ist gleichzeitig �i eindeutig festgelegt. Die mit Upwind- und CD-
Verfahren interpolierten Fl�achenwerte �̂i erscheinen in der gew�ahlten dimensionslosen
Darstellung als Geraden.

�̂UPWi = �̂P (5.19)

�̂CDi =
1

2
�̂P +

1

2
(5.20)

F�ur �̂P kleiner 0:0 oder gr�o�er 1:0 stellt allein der Upwind-Ansatz numerisch stabile
Fl�achenwerte �i sicher. Innerhalb des genannten Intervals �o�net sich in Form eines Drei-
ecks ein Stabilit�atsbereich, in dem sich auch die CD-Interpolation numerisch einwandfrei
verh�alt. In diesem Gebiet passieren Diskretisierungsschemata, die eine mathematische
Genauigkeit von mindestens zweiter Ordnung erreichen, den Punkt (0:5; 0:75). Von
entscheidender Bedeutung ist au�erdem die Tatsache, da� derartige Interpolationsver-
fahren durch einfache �Uberlagerung von Upwind- und CD-Anteilen konstruiert werden
k�onnen.

Auf unstrukturierten Gittern bleibt das Problem, den Wert �I;up der betrachteten

Transportgr�o�e, der zur Berechnung von �̂P in jedem Fall ben�otigt wird, ohne zeit- und
rechenintensiven Such- und Interpolationsaufwand auf unkomplizierte Weise zu bestim-
men. Die L�osung dieser Aufgabe liegt in einer hinreichend genauen N�aherung f�ur �I;up.
Diese liefert eine Taylor-Entwicklung bis zum Glied erster Ordnung am Knoten P .

�I;up = �P �
 
@�

@n

!
P

� (�P +�down) +O2 (5.21)
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@�

@n
= (grad�; ~n) (5.22)

Die zur Berechnung der Richtungsableitung @�

@n
notwendigen partiellen Ableitungen @�

@xj

ergeben sich �uber den Gau�schen Satz aus den aktuellen Fl�achenwerten �i um die jeweils
betrachtete Gitterzelle sowie dem Zellvolumen V , das im zweidimensionalen Fall den
Betrag der Bilanzelement�ache hat.

@�

@xj
=

1

V

Z
A
�(~n; ~xj)dA =

1

V

mX
i=1

f�i(~ni; ~xj)Aig (5.23)

Diese Art der Approximation von �I;up erweist sich in der Praxis als �au�erst vorteil-
haft. Aufgrund der verwendeten Richtungsableitung reagiert die berechnete N�aherung
sensibler auf �Anderungen der konvektiven Fl�usse am Bilanzelement, als der reale Kno-
tenwert. Auf diese Weise werden numerisch kritische Situationen fr�uhzeitig detektiert
und entsch�arft. Zudem stammt die Information, die zur Bewertung der lokalen Situa-
tion herangezogen wird, unmittelbar vom betrachteten Kontrollvolumen selbst. Damit
wird eine exakte r�aumliche Au�osung des Str�omungsgeschehens gef�ordert.

Die tragende Rolle der Richtungsableitung bei der Interpolation von �I;up �ndet im
Namen des im Rahmen dieser Arbeit entwickelten, speziell f�ur unstrukturierte Gitter
geeigneten Diskretisierungsansatzes ihren Niederschlag: DISC als Akronym f�ur `De-
rivative based Interpolation Scheme for Convection'. Die Bestimmung der gesuchten
Fl�achenwerte �i mit DISC erfolgt, wie in Abbildung 5.7 gezeigt, auf der Basis einer di-
mensionslosen Darstellung der Str�omungssituation im CBC-Diagramm. Au�erhalb des
Stabilit�atsdreiecks nutzt der DISC-Ansatz die konventionelle Upwind-Interpolation. Im
numerisch stabilen Bereich verbindet eine Parabel die Punkte (0:0; 0:0) und (0:5; 0:75).

�̂DISCi = �̂P (2� �̂P ) , 0:0 � �̂P < 0:5 (5.24)

Zwischen der ausgezeichneten Position (0:5; 0:75) und der rechten Grenze des Stabi-
lit�atsgebietes verwendet DISC das CD-Schema. Damit bleibt ein sicherer Abstand zu
den Stabilit�atsgrenzen gewahrt, wobei der Einu� des stromab gelegenen Knotenwertes
�I;down auf �i 50% nicht �uberschreitet. Der beschriebene Verlauf von �̂i ist durch lineare
�Uberlagerung von Upwind- und CD-Methode anhand eines Superpositionsparameters
�(�̂P ) festgelegt.

�i = � � �CDi + (1� �) � �UPWi (5.25)

ai;konv = � � aCDi;konv + (1� �) � aUPWi;konv (5.26)

�DISC(�̂P ) =

8>>>><
>>>>:

0:0 ; �̂P < 0:0

2 �̂P ; 0 � �̂P < 0:5

1:0 ; 0:5 � �̂P � 1:0

0:0 ; �̂P > 1:0

(5.27)

Die auf den ersten Blick komplex anmutende Fallunterscheidung f�ur �DISC(�̂P ) kann
in Standard-FORTRAN mit Hilfe mathematischer Grundfunktionen geschlossen darge-
stellt werden.

�DISC(�̂P ) = min[1:0; 2:0 � dimfmod(�̂P ; 1:0); abs(int(�̂P ))g] (5.28)



Diskretisierung der allgemeinen Transportgleichung 31

φi

φP

0.5

0.75

1.0

0.0 0.5

numer. stabil

numer. instabil

Abb. 5.7: DISC-, QUICK- und MLU-Ansatz im CBC-Stabilit�atsdiagramm

Bei formaler Betrachtung ist der DISC-Ansatz von zweiter Ordnung mathematisch ge-
nau. Die Konstruktion von Diskretisierungsschemata mit formaler Genauigkeit von
dritter Ordnung ist unter Verwendung des CBC-Diagramms ebenfalls g�anzlich unpro-
blematisch. In der praktischen Anwendung jedoch verbessern derartige Ans�atze die
Rechengenauigkeit nicht wesentlich (Gaskell und Lau (1988)).

Neben der DISC-Interpolation sind im CBC-Diagramm in Abbildung 5.7 zwei weitere
Diskretisierungsverfahren aufgef�uhrt. Es handelt sich dabei um das `Quadratic Up-
stream Interpolation for Convective Kinematics'-Schema (QUICK) (Leonard (1979))
und das `Monotonized Linear Upwind'-Schema (MLU) (Noll (1992)).

Der QUICK-Ansatz ist formal von dritter Ordnung genau, die zugeh�orige Funktion f�ur
�̂i liegt jedoch �uber weite Strecken au�erhalb der Grenzen numerischer Stabilit�at.

�̂
QUICK
i =

3

4
�̂P +

3

8
(5.29)

Der �Uberlagerungsparameter �(�̂P ), der zur Konstruktion der QUICK-Interpolation
aus Upwind- und CD-Anteilen verwendet wird, kommt ohne Fallunterscheidungen aus.

�QUICK(�̂P ) =
3� 2�̂P

4� 4�̂P
(5.30)

Das MLU-Schema erreicht wie der DISC-Ansatz eine mathematische Genauigkeit zwei-
ter Ordnung. Der dimensionslose Fl�achenwert �̂i verl�a�t das Stabilit�atsgebiet nicht,
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verl�auft aber bei �̂P -Werten zwischen 0:75 und 1:0 an dessen Grenze.

�̂MLU
i =

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

�̂P ; �̂P < 0

2 �̂P ; 0 � �̂P � 0:25

�̂P +
1

4
; 0:25 < �̂P < 0:75

1:0 ; 0:75 � �̂P � 1:0

�̂P ; �̂P > 1:0

(5.31)

Passend zu den einzelnen Abschnitten der Funktion �̂i kann der Parameter �(�̂P ),
der den CD-Anteil der MLU-Interpolation festlegt, anhand von Fallunterscheidungen
bestimmt werden.

�MLU(�̂P ) =

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

0:0 ; �̂P < 0

2�̂P

1� �̂P
; 0 � �̂P � 0:25

1

2� 2�̂P
; 0:25 < �̂P < 0:75

2:0 ; 0:5 � �̂P � 1:0

0:0 ; �̂P > 1:0

(5.32)

Genauigkeit und numerisches Verhalten, das Upwind-, CD-, DISC-, QUICK- und MLU-
Ansatz auf unstrukturierten Gittern zeigen, wurden mit einem einfachen, weitverbreite-
ten Test analysiert. Dabei wird ein Rechennetz einer di�usionsfreien Parallelstr�omung
ausgesetzt, die einen streng konservativen passiven Skalar �� mit stufenf�ormiger Wer-
tebelegung am Eintritt ins Rechengebiet transportiert (Noll (1993)).

Das verwendete quadratische Testgitter mit 146 St�utzstellen ist einschlie�lich Randbe-
dingungen und Eintrittsbelegung in Abbildung 5.8 vorgestellt. Da nur Konvektions-
terme wirksam sind, erlauben Ver�anderungen, die das ��-Pro�l bis zum Austrittsrand
erf�ahrt, R�uckschl�usse auf die Eigenschaften der Diskretisierungsmethode. Es interessie-
ren besonders die Emp�ndlichkeit gegen�uber numerischer Di�usion infolge Schr�agan-
str�omung von Bilanzelementen und die physikalische Beschr�anktheit der ��-L�osung am
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Abb. 5.8: Testgitter und Randbedingungen



Diskretisierung der allgemeinen Transportgleichung 33

Abb. 5.9: Eintrittsbelegung und berechnete Austrittspro�le von ��

Austritt. Auf ein Anstellen des Netzes kann hier verzichtet werden, da in unstrukturier-
ten Gittern im allgemeinen keine Vorzugsrichtung existiert, so da� alle Bilanzelemente
schr�ag angestr�omt werden.

Eintrittsbelegung und die mit den verschiedenen Interpolationsverfahren berechneten
Austrittspro�le von �� sind in Abbildung 5.9 vergleichend aufgenommen. Bei allen f�unf
Methoden wird der am Eintritt aufgepr�agte unstetige �Ubergang der ��-Werte von 0 auf
1 infolge numerischer Di�usion durch Fehlanstr�omung von Gitterzellen im Rechengebiet
am Austritt als stetiger Anstieg wiedergegeben. Der Upwind-Ansatz liefert die Kurve
geringster Steigung und hat folglich die st�arkste Genauigkeitseinbu�e erlitten. Die
physikalische Beschr�anktheit dagegen bleibt gewahrt, was gem�a� der Darstellung im
CBC-Diagramm zu erwarten war. Im Unterschied dazu zeigen CD- und QUICK-Werte
zwar sehr steile Anstiege am �Ubergang, verlassen jedoch jeweils beiderseits der Stufe
den physikalisch sinnvollen Wertebereich. DISC- und MLU-Ansatz f�uhren beide zu
relativ steil ansteigenden Pro�len, ohne da� ein �Uberschwingen der L�osung auftritt.
Dabei weist die MLU-Interpolation eine geringf�ugig h�ohere Genauigkeit auf.

In der Praxis ist die Upwind-Interpolation f�ur konvektionsdominierte Str�omungsgr�o�en,
wie beispielsweise bei turbomaschinentypischen Anwendungen die Geschwindigkeits-
komponenten, auf unstrukturierten Gittern unbrauchbar. Numerische Di�usion ver-
ursacht hier in Verbindung mit polygonalen Gitterzellen untolerierbar hohe Diskre-
tisierungsfehler, die selbst extreme Netzverdichtung nicht mehr kompensieren kann.
Heftige Oszillationen schlie�en die CD-Methode vom weiteren Einsatz aus. MLU- und
QUICK-Verfahren sind ebenfalls mit Konvergenzproblemen behaftet, die sich auf starke
Ann�aherung an die Stabilit�atsgrenze bzw. deren �Uberschreiten sowie m�oglicherweise
die Bestimmung von �I;up mittels Taylor-Entwicklung zur�uckf�uhren lassen. Damit ver-
bleibt als Methode der Wahl auf unstrukturierten Rechennetzen die neuentwickelte
DISC-Interpolation, die hohe Genauigkeit durchweg mit numerischer Stabilit�at und
gutm�utigem Konvergenzverhalten verbindet (vgl. Kapitel 7 und 8).
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5.2.2 Di�usionsterme

Um die Di�usionsterme �i
�
@�

@n

�
i
Ai zu diskretisieren, m�ussen die Richtungsableitungen

@�

@n
an den Kontroll�achen i der Bilanzelemente formuliert werden. Dies geschieht jeweils

mittels der an beiden Nachbarknoten der Fl�ache vorliegenden Werten �P und �I der
Transportvariablen und dem Abstand �PI dieser Knoten.

@�

@n
=
�I � �P

�n
=

(�I � �P ) � cos'
�PI

(5.33)

Dabei ist zu beachten, da� die Normale ~n der Kontroll�ache Ai gegen�uber der Strecke
PI im allgemeinen um einen Winkel ' verkippt ist. Wie in Abbildung 5.10 skizziert,
ergibt sich der gesuchte Abstand �n in Normalenrichtung, indem �PI durch den Kosi-
nus dieses Winkels dividiert wird. Das f�uhrt auf einen stets positiven, zweiter Ordnung
genau diskretisierten di�usiven Anteil ai;diff des Transportkoe�zienten ai.

ai;diff =
��Aicos'

�PI

(5.34)

Die hier f�ur ai;diff gew�ahlte Diskretisierung basiert auf einer lokal eindimensionalen
Betrachtung des di�usiven Austausches �uber die Kontroll�ache Ai. Sie setzt voraus,
da� Di�usion zwischen den Knoten P und I nur �uber den Fl�achenanteil Aicos' senk-
recht zur Strecke PI statt�ndet.

Im Falle turbulenter Str�omungen wird eine Aufspaltung des Austauschkoe�zienten ��
in einen laminaren Anteil ��;l und einen turbulenten Anteil ��;t vorgenommen. Im
turbulenten Term ist mit Hilfe des Wirbelviskosit�atsprinzips ein zus�atzlicher Austausch
infolge der turbulenten Schwankungsbewegung ber�ucksichtigt. F�ur beliebige Trans-
portgr�o�en � ergeben sich Werte von �� mittels entsprechender dimensionsloser Kenn-
zahlen Cl und Ct aus molekularer bzw. laminarer Viskosit�at �l und Wirbelviskosit�at

PI∆

P I
Ai

n
ϕ

∆n

Abb. 5.10: Geometrische Verh�altnisse an einer Kontroll�ache
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�t, die den di�usiven Impulstransport regeln.

�� = ��;l + ��;t =
�l

Cl

+
�t

Ct

(5.35)

Im Falle des W�armetransportes entsprechen die genannten Konstanten den Prandtl-
Zahlen Prl und Prt.

5.2.3 Quellterme

Zur Diskretisierung der Quellterme S� wird eine Aufspaltung in einen konstanten Anteil
SC sowie einen proportionalen, linear von der Transportgr�o�e � abh�angenden Beitrag
SP vorgenommen.

S� = SC + SP�P , SP � 0 (5.36)

Die Di�erenzengleichungen f�ur alle Bilanzelemente eines Rechengitters ergeben ein li-
neares Gleichungssystem mit Koe�zientenmatrix A und rechter Seite ~b. Der proportio-
nale Quellterm SP , dessen Wert stets kleiner oder gleich Null ist, liefert einen zus�atz-
lichen, positiven Beitrag zum Zentralkoe�zienten aP und damit zur Hauptdiagonalen
der Koe�zientenmatrix. Auf diese Weise verst�arkt SP die Diagonaldominanz dieser
Matrix, die so numerisch g�unstigere Eigenschaften annimmt. Der konstante Ausdruck
SC bildet zusammen mit einem Term SHOS, der bei einer h�oherwertigen Diskretisie-
rung des konvektiven Austausches auftritt, die rechte Seite ~b des Gleichungssystems
(vgl. Kapitel 5.2 und 5.2.1).

5.2.4 Randbedingungen

Bei der numerischen Untersuchung von Str�omungsproblemen werden reale Kon�guratio-
nen auf ein Rechengitter endlicher Ausdehnung abgebildet. Die Grenzen des Rechenge-
bietes sind in diesem Gitter durch unterschiedliche Typen von Berandungen vorgegeben.
Im einfachsten Fall, beispielsweise in einer Kanalstr�omung, sind das Str�omungseintritt,
feste W�ande und Austritt. Speziell bei Kanalstr�omungen kann das Rechengebiet und
damit der numerische Aufwand durch Ausnutzen von Symmetrieeigenschaften reduziert
werden. Dazu wird entlang der Kanalmittellinie eine Symmetrierandbedingung gesetzt.

Str�omungen mit r�aumlich periodischer Struktur, etwa das Durchie�en eines Schau-
felgitters, lassen sich �okonomisch bearbeiten, indem zyklische Randbedingungen ver-
wendet werden. Dazu sind lediglich die periodischen Elemente, beim betrachteten Git-
ter nur eine einzige Schaufel, zu diskretisieren und die entsprechenden Berandungen
zyklisch zu verkn�upfen. Praktisch bedeutet dies, da� Fluidelemente, die das Rechen-
gebiet durch einen zyklischen Rand verlassen, gleichzeitig an der durch Verkn�upfung
zugeordneten Gebietsgrenze wieder eintreten.

Konkrete Werte der Transportgr�o�en an Gebietsr�andern werden gr�o�tenteils explizit
durch Randbedingungen vorgegeben, die sich an den realen physikalischen Gegebenhei-
ten orientieren. Die Vorgabe bestimmter Randwerte stellt unter anderem die Eindeu-
tigkeit einer numerischen Berechnungsaufgabe sicher.

Grunds�atzlich wird bei Str�omungsproblemen zwischen vonNeumann- und Dirichlet-
Randbedingungen unterschieden. Bei letzterer werden bekannte Werte von � gesetzt,
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so zum Beispiel der Wert Null f�ur die Geschwindigkeiten an festen W�anden unter
der Voraussetzung reibungsbehafteter Str�omung (`Haftbedingung'). Die vonNeumann-
Randbedingung legt die �Anderung @�

@n
von Str�omungsgr�o�en senkrecht zum Rand fest,

etwa eine beschleunigungsfreie Str�omung an Austrittsr�andern.

Um den besonderen physikalischen und numerischen Verh�altnissen an den Gebietsr�an-
dern Rechnung zu tragen, m�ussen f�ur die Randzellen eines Rechennetzes oftmals die
Diskretisierungsgleichungen selbst modi�ziert werden. So erzwingt an Austrittsr�andern
das L�oschen der Transportkoe�zienten ai, d.h. des di�usiven und konvektiven Austau-
sches, das dort angestrebte parabolische Verhalten der Str�omung.

Die Existenz unterschiedlicher Berandungstypen im Rechengebiet erfordert w�ahrend
der numerischen Behandlung eines Problems den Wechsel zwischen verschiedenen Be-
arbeitungsalgorithmen. Um diese Fallunterscheidungen e�zient zu bew�altigen, ist ganz
besonders auf unstrukturierten Gittern eine sorgf�altig abgestimmte Organisation phy-
sikalischer, geometrischer und logischer Daten Grundvoraussetzung.

5.3 Datenstruktur

Beim hier vorgestellten Finite-Volumen-Verfahren auf unstrukturierten Netzen werden
die ben�otigten Rechendaten mit wenigen Ausnahmen entweder den Gitterknoten oder
den Kontroll�achen zugeordnet. W�ahrend beispielsweise die Werte der berechneten
Str�omungsgr�o�en an den Knoten abgelegt sind, werden die konvektiven und di�usiven
Fl�usse an den Durchtritts�achen zwischen den Gitterzellen gespeichert. Dieses Vorge-
hen l�a�t es zu, an den �au�eren Grenz�achen des Rechengebietes Wandreibungsterme
und zyklische Verkn�upfungen implizit zu bearbeiten.

Sowohl Gitterknoten als auch Kontroll�achen sind fortlaufend eindimensional indiziert.
Der Zugri� auf physikalische, geometrische und logische Daten an diesen Elementen er-
folgt �uber den entsprechenden Elementindex. Innerhalb der beiden Datengruppen wer-
den, je nach Lage der Elemente im Gitterinneren, in unmittelbarer Nachbarschaft einer
Berandung oder direkt auf einem Rand, acht verschiedene Knoten- bzw. Fl�achentypen
unterschieden. Dabei handelt es sich um Feldelemente im Gebietsinneren, Randele-
mente an einem Gebietsrand sowie zyklische, zyklisch zugeordnete, Wand-, Symmetrie-,
Eintritts- und Austrittselemente auf den gleichlautend deklarierten Grenzen des Re-
chengebietes.

Abbildung 5.11 liefert am Beispiel der Feldknoten eine schematische Darstellung von
Hierarchie und Organisation der Daten im Rechenverfahren. Gem�a� der vorgestellten
Typisierung geordnet, sind alle Elementindizes in geschlossener Folge in Knoten- bzw.
Fl�achenadresslisten einsortiert. Zwei Typlisten mit je zweimal acht Eintr�agen weisen
auf die erste und letzte Position eines Elementtyps in den beiden Adresslisten. Der
Zugri� auf die Elemente des gew�ahlten Typs erfolgt in einer Schleife, die zwischen die-
sen Positionen s�amtliche Eintr�age der Adressliste abschreitet. Auf diese Weise k�onnen
die verschiedenen Elementtypen in jeweils speziell abgestimmten Programmsequenzen
einheitlich bearbeitet werden. Dadurch sind nur wenige logische Abfragen erforderlich,
so da� sich kurze Bearbeitungszeiten ergeben.
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Knotentypliste
( Typ, Anfang : Ende)

Knotenadressliste
( Position)

Knotendatenfeld
( Index, Größe)

Geometrie und
Strömung am
Bilanzelement

Feldknoten, Anfangsposition

Feldknoten, Endposition

1. Feldknotenindex

2. Feldknotenindex

letzter Feldknotenindex

- Knotentyp

- Nachbarknotenindex I

- Nachbarflächenindex Ai

- Strömungsgrößen φ
- Koeffizienten und Quellterme

I1

I2I3

I4

I5 I6

A1

A2A3

A4

A5 A6

P

Abb. 5.11: Datenstruktur am Beispiel des Feldknotentyps

Die relativ lose Ordnung der Gitterzellen in unstrukturierten Netzen macht es unm�og-
lich, die direkten Nachbarn eines Bilanzelementes direkt �uber dessen Index zu bestim-
men. Aus diesem Grund ist es notwendig, f�ur alle Kontrollvolumen die Indizes ihrer
Nachbarknoten bzw. Nachbarelemente zu speichern. Mit jedem dieser Nachbarn ist
eine gemeinsame Kontroll�ache vorhanden, deren Adresse ebenfalls am Knoten abge-
legt wird. Die Fl�achen ihrerseits verf�ugen �uber die Indizes der dort aneinandertre�enden
Gitterzellen. F�ur den Speicherbedarf, den diese indirekte Adressierung der Nachbar-
knoten erfordert, ist durch die maximal auftretende Anzahl an Nachbarn, die in der
Regel weniger als zehn betr�agt, eine obere Grenze festgelegt.

Der Vorteil der realisierten Element- und Indexverwaltung liegt in ihrer hohen Flexibi-
lit�at. Sie macht es m�oglich, vorhandene Rechennetze durch Einf�ugen oder L�oschen von
Gitterelementen auf unkomplizierte Weise zu modi�zieren. Dadurch ist eine wesentliche
Voraussetzung f�ur die nachtr�agliche Anpassung der r�aumlichen Diskretisierung an das
jeweils bearbeitete Str�omungsproblem gescha�en. Die Organisation der Daten erlaubt
es ferner, alle ben�otigten Randbedingungen einfach, direkt und rechenzeitoptimal zu
formulieren. So werden beispielsweise zyklische Verkn�upfungen im Rechengebiet im-
plizit behandelt. Au�erdem k�onnen gro�e lineare Gleichungssysteme, wie sie aus der
Diskretisierung der Transportgleichungen typischerweise resultieren, mit leistungsf�ahi-
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gen iterativen Algorithmen implizit gel�ost werden, da die notwendigen Matrix-Vektor-
Operationen e�zient kodierbar sind. Die implementierte Datenstruktur leistet damit
einen wichtigen Beitrag zur Rechenzeit�okonomie der gesamten numerischen Methode.

5.4 L�osung linearer Gleichungssysteme

Die Grundgleichungen, die gemeinsam mit den Randbedingungen die L�osung eines
Str�omungsproblemes festlegen, sind nichtlinear und gekoppelt. Sie werden im Zuge der
Diskretisierung auf einem Rechennetz linearisiert. Um Nichtlinearit�aten und Koppelun-
gen der Gleichungen zu ber�ucksichtigen, m�ussen die einzelnen linearen Gleichungssy-
steme (LGS) in einer �au�eren Schleife nacheinander durchlaufen und berechnet werden.
Diese Blockiteration ist f�ur station�are Probleme solange fortzusetzen, bis die Transport-
variablen �, die Transportkoe�zienten ai und die rechten Seiten b der Diskretisierungs-
gleichungen konstante Werte annehmen, und das Berechnungsergebnis sich somit nicht
mehr �andert. Zur Stabilisierung der gesamten Prozedur wird der L�osungsfortschritt je
�au�erer Iteration im allgemeinen durch Relaxieren ged�ampft.

Der Algorithmus, der zur L�osung der gro�en LGS eingesetzt wird, ist das Herz jeden
CFD-Codes. Er bestimmt zu einem gro�en Teil �uber den erforderlichen numerischen
Aufwand sowie �uber den Charakter der w�ahrend des iterativen Prozesses berechneten
Zwischenl�osungen von ~�. Die spezi�schen Eigenarten dieser L�osungen beeinussen ent-
scheidend die Robustheit und die Konvergenzeigenschaften des gesamten numerischen
Verfahrens.

Gesucht ist also eine m�oglichst schnelle, stabile und einfache Methode zur Berechnung
der L�osung eines LGS folgender Form:

A � ~� = ~b . (5.37)

Eine naheliegende L�osungsstrategie f�uhrt �uber die inverse Koe�zientenmatrix A�1.

~� = A�1 �~b (5.38)

Direkte implizite L�osungsverfahren, wie etwa die Gau�-Elimination, verfolgen diesen
Ansatz. Dabei ergibt sich, trotz schwach besetzter Koe�zientenmatrix A, im allge-
meinen eine vollbesetzte invertierte Matrix A�1, deren Eintr�age auch gespeichert wer-
den m�ussen. F�ur ein System mit m Gleichungen bzw. Unbekannten f�uhrt das auf
m2 Matrixelemente, was selbst die Speicherkapazit�at gro�er Rechner schnell �uberfor-
dert. Da zudem der Rechenaufwand proportional m3 w�achst, sind ab einer gewissen
Problemgr�o�e nur noch iterative Algorithmen �okonomisch einsetzbar (Gottwald et al.
(1995)).

Einfache punktiterative Methoden vom Jakobi Typ durchlaufen mehrfach alle Zeilen
eines Gleichungssystems. Im n-ten Durchlauf ergibt sich ein neuer Wert �ni am betrach-
teten Knoten i aus den Werten �n�1j des vorangegangenen Durchgangs an s�amtlichen
Nachbarknoten j. Der Basisalgorithmus arbeitet mit einem internen D�ampfungspara-
meter � von 1:0, also ohne innere D�ampfung.

�ni = (1� �)�n�1i � �

ai;i
f
X
j

ai;j�
n�1
j � big (5.39)
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Modi�kationen dieser Grundidee, etwa ein sofortiges Aktualisieren des L�osungsvektors ~�
beimGau�-Seidel-Verfahren oder zus�atzlich eine �Uberlagerung alter und neuer L�osungs-
werte mit Hilfe des internen D�ampfungsfaktors � (0:0 < � � 2:0) beim SOR-Verfahren,
verbessern das Konvergenzverhalten des Algorithmus w�ahrend dem Berechnen der ein-
zelnen Gleichungssysteme. Zur Stabilisierung der gesamten Blockiteration wird in der
�au�eren Schleife eine zweite externe D�ampfung der Ergebnisse vorgenommen.

Aufgrund der punktweisen, expliziten Vorgehensweise von Gau�-Seidel- und SOR-Ver-
fahren ist nur ein verh�altnism�a�ig schleppender L�osungsfortschritt zu erwarten, zumal
ein optimaler Wert f�ur den internen D�ampfungsparameter � nicht auf einfache Weise
ermittelt werden kann. Die Anzahl der insgesamt notwendigen Operationen w�achst mit
m2 bei der Gau�-Seidel- und m

3

2 bei der SOR-Methode. Um den L�osungsvektor ~� mit
guter Genauigkeit zu berechnen, sind daher f�ur gro�e Systeme in der Regel sehr viele
Durchl�aufe bzw. innere Iterationen des Gleichungsl�osers erforderlich (Sonneveld et al.
(1985), Hackbusch (1993), Gottwald et al. (1995)).

Implizite iterative L�osungsverfahren, die nach dem Prinzip der konjugierten Gradienten
(CG) oder konjugierten Residuen (CR) vorgehen, sind frei von internen Optimierungs-

parametern. Sie bestimmen, jeweils �uber die Zwischenl�osung ~� n�1 der vorangegangenen
inneren Iteration, Residuenvektoren ~r n, mit deren Hilfe konjugierte Vektoren erzeugt
und zur gesuchten L�osung des LGS �uberlagert werden. Rein formal wird so eine quadra-
tische Funktion F (~� n) minimiert, deren kleinster Wert mit dem exakten L�osungsvektor
~� erreicht ist. Der Residuenvektor ~r n entspricht in jedem Schritt n dem negativen Gra-
dienten von F (~� n) und gibt die Richtung des steilsten Abstiegs zum Minimum vor.

~r n = ~b� A � ~� n�1 (5.40)

CG- und CR-Methoden k�onnen auch als direkte L�osungsverfahren betrachtet werden,
denn um die exakte L�osung ~� eines LGS mit m Unbekannten darzustellen, sind theore-
tisch m unabh�angige Vektoren notwendig. Ein derart hoher Rechenaufwand ist in den
meisten praktischen F�allen nicht zweckm�a�ig, da oft schon nach wenigen inneren Ite-
rationen eine gen�ugend genaue N�aherung ~� n der L�osung vorliegt (Elman (1982)). Die
erreichte Genauigkeit wird dabei anhand einer Norm des Residuenvektors ~r n, die auf
eine geeignete Gr�o�e K bezogen ist, beurteilt. Sinnvolle Bezugsgr�o�en K sind beispiels-
weise mittlere Eintrittswerte der entsprechenden Variablen �. Im allgemeinen wird ein
L�osungsvektor ~� n akzeptiert, sobald das normierte Residuum ein Referenzresiduum
Resref von 5 � 10�3 unterschreitet.

k~r nk1
K

� 5 � 10�3 = Resref (5.41)

F�ur die behandelten Probleme f�uhrt das blockiterative Vorgehen vor allem zu Beginn
des Rechengangs auf sehr hohe Residuen. Um unn�otigen Aufwand zu vermeiden, wird
deshalb zus�atzlich eine Reduzierung der Eingangsresiduennorm k~r 0k1 um mehr als zwei
Gr�o�enordnungen �uberpr�uft.

k~r nk1
k~r 0k1

� 10�2 (5.42)

Problematisch an diesem Vorgehen ist die Tatsache, da� nicht das Residuum ~r n, son-
dern vielmehr der Fehlervektor ~e n die Rechengenauigkeit anzeigt. Dieser ist mit dem
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Residuenvektor �uber die unbekannte Inverse A�1 der Koe�zientenmatrix verkn�upft.

~e n = ~�� ~� n = A�1 � ~r n (5.43)

Bei schlechter Kondition von A, d.h. hohem Verh�altnis von maximalem zu minima-
lem Eigenwert der Matrix, kann deshalb trotz niedrigem Residuum ein gro�er Fehler
vorliegen. In kritischen F�allen mu� deshalb beobachtet werden, wie stark ~� n auf eine
Verringerung des Referenzresiduums reagiert.

Bei Einsatz von CG- und CR-Verfahren in ihrer Grundversion steigt die Anzahl der
f�ur eine hinreichend genaue Darstellung ~� n der exakten L�osung ~� ben�otigten Basisvek-
toren mit der Gr�o�e des LGS, also der Anzahl m der Unbekannten. Konkret nimmt
der erforderliche numerische Aufwand proportional m

3

2 zu. Erweiterte Algorithmen
nutzen deshalb N�aherungen M�1 der inversen Koe�zientenmatrix A�1 zur Pr�akondi-
tionierung. Dadurch verringert sich die Zahl der L�oseriterationen deutlich und wird
nahezu unabh�angig von der Gr�o�e des bearbeiteten Systems. Der L�osungsaufwand
w�achst dann lediglich noch mit m

5

4 (Elman (1982), Sonneveld et al. (1985)).

Die Matrix A l�a�t sich auf einfache Weise invertieren, wenn sie vorher in untere und
obere Dreiecksmatrizen L (`lower') und U (`upper') zerlegt wurde.

A = L � U (5.44)

A�1 = U�1 � L�1 (5.45)

Eine solche Dreiecks- oder LU-Zerlegung ist analytisch vorgegeben.

si;j = ai;j �
min(i;j)�1X

k=1

li;k � uk;j , i = 1,m , j = 1,m (5.46)

j � i : li;j = si;j

j � i : ui;j =
si;j

li;i

Die so de�nierte vollst�andige Zerlegung ist zeit- und speicherintensiv, da hier, trotz
schwachbesetzter Koe�zientenmatrix A, in der Regel vollbesetzte Dreiecksmatrizen ge-
neriert werden. Um den numerischen Aufwand zu reduzieren, wird deshalb mit Appro-
ximationen M und M�1 gearbeitet.

M � A (5.47)

M = L � U (5.48)

M�1 = U�1 � L�1 (5.49)

Derartige unvollst�andige Dreiecks- oder `incomplete' LU-Zerlegungen (ILU) ergeben
sich zum Beispiel, indem f�ur die Matrix M die Besetzungsstruktur der Originalmatrix
A gewahrt wird (Elman (1982)).

ai;j = 0:0 ; si;j = 0:0 (5.50)

Weitere g�angige Vereinfachungen bestehen im Vernachl�assigen innerer Produkte li;k �uk;j
bei vorhandenen Eintr�agen si;j. Eine sehr einfache Form der ILU-Zerlegung ergibt sich
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bei Wegfall aller dieser Produkte (Meijerink und VanderVorst (1981)). Sie wird im
folgenden als reduzierte Zerlegung (rILU) bezeichnet.

ai;j 6= 0:0 ; j � i : li;j = ai;j

j � i : ui;j =
ai;j

ai;i

(5.51)

Speziell auf unstrukturierten Gittern bietet die rILU-Zerlegung enorme Vorteile, da sie
den Rechenaufwand beim Ermitteln von M vom Numerierungsschema des Rechengit-
ters entkoppelt. Praktische Erfahrungen zeigen, da� gute Konvergenz erreicht wird,
solange A und damit M ann�ahernd symmetrisch besetzt sind. Symmetrische Beset-
zung bedeutet, da� f�ur jede Matrixzeile die Anzahl der Eintr�age ai;j links und rechts
der Hauptdiagonalen bzw. in L- und U -Matrix �ubereinstimmen.

Die Verwendung einer ILU-Zerlegung in einem Verfahren zur iterativen L�osung von
LGS wird h�au�g als ILU-Pr�akonditionierung bezeichnet. Ein weiteres Mittel, um die
Kondition der Systeme zu verbessern und so den numerischen Aufwand zu senken, ist
die diagonale Pr�akonditionierung, die auch als Normalisierung bzw. Skalierung be-
zeichnet wird. Dabei werden Matrixeintr�age ai;j und rechte Seite bi der Gleichungen
beispielsweise mit dem Betrag des Hauptdiagonalelementes ai;i oder der Summe aller
Koe�zientenbetr�age der jeweiligen Zeile normiert (Sch�onauer (1987)). In Verbindung
mit den untersuchten CG- und CR-Algorithmen ist diese Normierung nur von Nutzen,
solange auf eine zus�atzliche ILU-Zerlegung verzichtet wird. Die Kombination beider
Strategien hat teilweise fatale Folgen.

Die bereits angesprochene externe D�ampfung des berechneten L�osungsvektors ~� n mit-
tels Relaxation wird auch bei impliziten Verfahren praktiziert. Sie kann schon w�ahrend
der Aufstellung der Gleichungssysteme ber�ucksichtigt werden. Dazu m�ussen der ge-
w�unschte Relaxationsfaktor � und die vor einer Neuberechnung des LGS vorliegenden
`alten' L�osungswerte �0 verf�ugbar sein.

1

�
� aP�nP �

X
i

ai�
n
I;i = b+

1� �

�
� aP�0P (5.52)

F�ur Werte von � unter 1:0 vergr�o�ern sich die Zentralkoe�zienten aP der einzelnen
Gleichungen, so da� die Diagonaldominanz der Matrix A zunimmt und ihre Kondition
g�unstiger wird. Diese besondere Technik der Relaxation kann deshalb gleichfalls als
eine Art Pr�akonditionierung betrachtet werden (Noll (1992)).

Die Konvergenzbeschleunigung beim L�osen einzelner LGS ist lediglich ein Nebene�ekt
der Relaxation der diskretisierten Transportgleichungen. Die eigentliche Motivation
des Relaxierens liegt in der Verbesserung des Stabilit�ats- und Konvergenzverhaltens
der gesamten blockiterativen Prozedur. Diese Wirkung resultiert aus der D�ampfung
der f�ur einzelne Systeme neuberechneten L�osungen ~� n. Sie verhindert eine Entkop-
pelung von Transportkoe�zienten ai(�) und Transportvariablen �, die bei zu starkem
L�osungsfortschritt infolge der Nichtlinearit�at der zugrundeliegenden Gleichungen sehr
leicht auftreten kann.

Bei Verwendung von Transportgleichungen in ihrer station�aren Form entspricht das Re-
laxieren der Einf�uhrung eines zus�atzlichen instation�aren Terms. Die Gr�o�e der Pseu-
dozeitschritte ergibt sich individuell f�ur jede Gitterzelle und wird durch den gew�ahlten
Relaxationsfaktor �(�) beeinu�t (VanDoormaal (1984)).
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LGS M -Matrix ILU-CG CGS BiCGSTAB GCR(1) QMR QMRCGSTAB

- 48 26 18 37 26 21
u(n = 5) ILU 7 2 1 6 - 2

rILU 7 2 2 9 - 2
- 315 31 15 39 33 17

u(n = 200) ILU 5 2 2 6 - 2
rILU 6 2 2 8 - 2
- 125 198 94 125 205 101

p0(n = 5) ILU 13 8 8 23 - 9
rILU 20 12 12 33 - 14
- 36 30 26 36 27 32

p0(n = 200) ILU 8 5 5 18 - 6
rILU 12 8 8 27 - 10

Tab. 5.1: Iterationsaufwand f�ur verschiedene Testprobleme und L�oser

Als implizite, iterative Gleichungsl�oser wurden ein Standard-CG-Verfahren (ILU-CG)
(Noll und Wittig (1991)) sowie `Conjugate Gradient Squared'- (CGS) (Sonneveld und
Wesseling (1985)), `Bi-Conjugate Gradient Stabilized'- (BiCGSTAB) (Van derVorst
(1992)), `Generalized Conjugate Residual (1)'- (GCR(1)) (Elman (1982)), `Quasi Mi-
nimal Residual'- (QMR) (Freund und Nachtigal (1994)) und `Quasi Minimal Residual
Conjugate Gradient Stabilized'-Algorithmus (QMRCGSTAB) (Chan et al. (1994)) in
Kombination mit ILU- und rILU-Zerlegung erprobt. Dazu fand eine Bewertung von
Rechenaufwand und Konvergenzverhalten der unterschiedlichen L�osungsmethoden an-
hand von vier Testgleichungen statt. Hierbei wurden lineare Gleichungssysteme f�ur
die Geschwindigkeitskomponente u mit unsymmetrischer Koe�zientenmatrix und die
Druckkorrektur p0 mit symmetrischer Matrix verwendet. Diese Systeme stammten aus
der Diskretisierung von Impulserhaltung und Druckkorrekturgleichung f�ur eine lami-
nare Spaltstr�omung (vgl. Kapitel 6.1 und 6.2). Sie wurden jeweils nach 5 und 200
Blockiterationen aus der numerischen L�osungsprozedur, die in diesem Fall einen direk-
ten Gleichungsl�oser nutzte, ausgekoppelt. Zur r�aumlichen Diskretisierung diente ein
unstrukturiertes Gitter mit ca. 1000 Bilanzelementen. Abbruchkriterium bei der Be-
rechnung der Gleichungen war das Unterschreiten eines Referenzresiduums Resref von
10�5. Tabelle 5.1 fa�t die Ergebnisse der numerischen Tests in Form der jeweils bis zum
Erreichen der Abbruchbedingung ben�otigten L�oseriterationen zusammen.

Im Rahmen der Erprobung zeigte sich, da� die L�osung der symmetrischen Druckkor-
rekturgleichung p0 vor allem zu Beginn des blockiterativen Prozesses erheblich gr�o�ere
Schwierigkeiten bereitet, als die Impulsgleichung u mit unsymmetrischer Koe�zien-
tenmatrix. Die Verwendung von ILU- oder rILU-Zerlegung reduziert die Anzahl der
ben�otigten L�oseriterationen in allen F�allen. Dabei sinkt der numerische Aufwand f�ur
CG-L�oser und unsymmetrische Matrizen etwas st�arker, als bei symmetrischen Proble-
men und CR-Methodik. Auf eine Vereinfachung der Zerlegung reagieren CG-Verfahren
weniger emp�ndlich, als die �uberpr�uften CR-Algorithmen.

Unter den vergleichsweise einfach aufgebauten ILU-CG, CGS- und GCR(1)-L�osern wies
der CGS-Algorithmus das g�unstigste Iterationsverhalten auf. Er wurde deshalb im
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neuen numerischen Berechnungsverfahren implementiert. Bei der blockiterativen Be-
handlung vollst�andiger Str�omungsprobleme waren jedoch teilweise starke Schwankun-
gen der Residuen verbunden mit einer hohen Anzahl an notwendigen Blockiterationen
zu beobachten. Van derVorst (1992), Nachtigal et al. (1992) und Freund (1993) be-
richten ebenfalls von einem ungleichm�a�igen Konvergenzverlauf der CGS-Methode. Zur
Beseitigung solcher unerw�unschter Oszillationen schl�agt Sch�onauer (1987) eine spezielle

nachtr�agliche Gl�attung von Residuum ~rn und L�osungsvektor ~�n vor. F�ur das vorge-
stellte numerische Verfahren war diese Ma�nahme in einigen F�allen erfolgreich, w�ahrend
sie bei anderen Str�omungsproblemen wirkungslos blieb oder sogar den L�osungsfort-
schritt hemmte.

Ein gegen�uber dem CGS-Verfahren sehr viel vorteilhafterer L�osungs- und Residuen-
verlauf mit deutlich reduzierter Anzahl an L�oser- und Blockiterationen ergab sich mit
dem BiCGSTAB-Algorithmus. Der Preis daf�ur ist ein h�oherer numerischer Aufwand
pro innerer Iteration, der jedoch im Hinblick auf Stabilit�at und Funktionssicherheit des
Gesamtverfahrens in Kauf genommen wurde. Gl�ucklicherweise wird diese Mehrarbeit
im L�oser bei den meisten Problemen durch die rasche Konvergenz der �au�eren Iteration
mehr als ausgeglichen.

Das relativ komplexe QMR-Verfahren schied aufgrund nur durchschnittlicher Leistun-
gen bereits w�ahrend der Vortests aus. Nach einem direkten Vergleich mit der Bi-
CGSTAB-Methode geben auch Lin et al. (1995) letzterer den Vorzug. Ein vorbild-
liches Konvergenzverhalten sowohl bei Einzelproblemen wie auch als Bestandteil der
vollst�andigen blockiterative Prozedur wies dagegen der QMRCGSTAB-Algorithmus
auf. Selbst diese Methode wird jedoch vom BiCGSTAB-Verfahren noch geringf�ugig
�ubertro�en.

Aufgrund der positiven praktischen Erfahrungen hat der BiCGSTAB-Algorithmus den
zun�achst verwendeten CGS-L�oser ersetzt. Die dabei gew�ahlte Implementierung ist im
folgenden wiedergegeben.

� Initialisierung

~r 0 = ~b� A � ~� 0

~p 0 = 0

~v 0 = 0

�0 = (~r 0; ~r 0)

� = ! = 1:0 , � = 0:0

� Iterationsschleife bis zum Erreichen des Abbruchkriteriums

~p n = ~r n�1 + �(~p n�1 � !~v n�1)

L�ose LU � ~y = ~p n ! ~y

~v n = A � ~y
� =

�n�1

(~r 0; ~v n)

~� n� 1

2 = ~� n�1 + �~y
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~s = ~r n�1 � �~v n

L�ose LU � ~z = ~s! L�1~s , ~z

~t = A � ~z
L�ose L � ~x = ~t! L�1~t

! =
(L�1~t ; L�1~s)

(L�1~t ; L�1~t)

~� n = ~� n� 1

2 + ! ~z

~r n = ~s� !~t

� Iterationsschleife verlassen falls k~r nk1
K

� Resref oder
k~r nk1
k~r 0k1

� 10�2

�n = �! (~r 0;~t )

� =
� �n

! �n�1

Die Berechnung der skalaren Gr�o�e �n erfolgt gem�a� einer von VanderVorst (1992)
vorgeschlagenen Alternative zum Grundalgorithmus, die in zahlreichen Anwendungen
einen noch glatteren Residuenverlauf erzielte. Eine ebenfalls erprobte Vereinfachung
des Ausdruckes f�ur !, bei der die Vektoren L�1~s und L�1~t durch ~s und ~t ersetzt wer-
den, setzt die Leistungsf�ahigkeit der Methode stark herab. F�ur einige der behandelten
Str�omungsprobleme sind daraufhin kaum noch Unterschiede zum CGS-L�oser feststell-
bar.

Die ben�otigte Matrix M resultiert aus der zuvor beschriebenen, sehr einfachen und
unaufwendigen rILU-Zerlegung der Koe�zientenmatrix A, wobei D, L0 und U 0 die
Hauptdiagonale, die strikte untere und die strikte obere Dreiecksmatrix von A bezeich-
nen.

M = L � U = (D + L0) �D�1 � (D + U 0) (5.53)

Diese Form der Pr�akonditionierung wird von Meijerink und VanderVorst (1981) f�ur un-
strukturierte Gitter empfohlen, ist jedoch auch bei strukturierten Netzen gebr�auchlich
(Papadrakakis und Bitoulas (1993)).

Nach Abschlu� einer sorgf�altigen Auswahl und Bewertung steht mit dem BiCGSTAB-
Verfahren ein ungew�ohnlich robuster und e�zienter Algorithmus zur impliziten L�osung
linearer Gleichungssysteme zur Verf�ugung. Einen entscheidenden Anteil an der Lei-
stungsf�ahigkeit der Methode hat die speziell auf unstrukturierte Netze angepa�te rILU-
Pr�akonditionierung. Anspruchsvolle Kon�gurationen aus der Praxis der Turbomaschi-
nen bew�altigt der vorgeschlagene Gleichungsl�oser in akzeptabler Zeit und ohne Konver-
genzprobleme (vgl. Kapitel 8).

5.5 Adaption der Rechengitter

Wesentliche Motivation f�ur den Einsatz unstrukturierter Gitter ist neben ihrer F�ahig-
keit, beliebig geformte Str�omungsgebiete zu vernetzen, die M�oglichkeit bestehende Re-
chennetze nachtr�aglich zu modi�zieren. Dieser Vorteil wird hier in einem eigenst�andi-
gen Netzmanipulationsprogramm, das auf Geometrie- und L�osungsdaten der jeweils
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betrachteten Kon�guration zur�uckgreift, wahrgenommen. Damit k�onnen Rechenkno-
ten hinzugef�ugt, gel�oscht oder neu positioniert werden. Zahlreiche Optionen erlauben
es dem Benutzer, die r�aumliche Diskretisierung manuell oder automatisch gezielt an ein
berechnetes Str�omungsfeld anzupassen. Auf diese Weise wird eine hohe Speicher- und
Rechenzeit�okonomie erreicht.

Gitteradaption kommt zum Einsatz, um lokal hohe Diskretisierungsfehler, wie sie bei-
spielsweise bei grobem Netz in Rezirkulationsgebieten und entlang von Verdichtungs-
st�o�en auftreten, zu reduzieren. In Bereichen mit unn�otig enger Diskretisierung lassen
sich �ubersch�ussige St�utzstellen fehlergesteuert entfernen. Ein weiterer Anwendungsfall
ist die globale, gleichm�a�ige Verfeinerung oder Vergr�oberung von Rechengittern.

Um bei Gittern mit stark inhomogener Verteilung der St�utzstellen eine konstante Kno-
tendichte zu erzielen, wird das Volumen bzw. im zweidimensionalen Fall die Fl�ache A
der Bilanzelemente betrachtet. Das Einf�ugen oder L�oschen von Gitterzellen erfolgt in
der Umgebung der gr�o�ten bzw. der kleinsten Elemente im Netz.

Zur Lokalisierung von Diskretisierungsfehlern im Vorfeld einer Netzadaption werden
dimensionslose Gradienten der Str�omungsgr�o�en �, die sich anhand der numerisch be-
rechneten L�osung ermitteln lassen, analysiert. F�ur eine gezielten Verfeinerung in Grenz-
schichten und Str�omungswirbeln hat sich ein dimensionsloser Geschwindigkeitsgradient
P (u; v) bew�ahrt.

P (u; v) =

"�����@u@x
�����+

�����@u@y
�����+

�����@v@x
�����+

�����@v@y
�����
#
�
p
A

j~wj (5.54)

Werte von P (u; v) ergeben sich f�ur alle Bilanzelemente im Gitterinneren aus den par-
tiellen Ableitungen der Geschwindigkeit, dem Elementvolumen bzw. der -�ache A und
dem Geschwindigkeitsvektor ~w. Werden die Produkte @�

@xi

p
A als Glieder erster Ord-

nung einer Taylor-Reihe betrachtet, so liefert P eine Absch�atzung des lokalen relativen
Diskretisierungsfehlers.

Als Indikator f�ur Gitterbereiche mit starken Variationen im Druckfeld dient ein dimen-
sionsloser Druckgradient P (p).

P (p) =

"�����@p@x
�����+

�����@p@y
�����
#
�

p
A

�

2
j~wj2 + p

(5.55)

P (p) wird aus den Ortsableitungen des Druckes, der Bilanzelement�ache A und dem
lokalen Totaldruck berechnet. Wie die Anwendung zeigt, grenzt P (p) im Unterschied
zu P (u; v) Gebiete hoher Druck�anderung nur relativ unscharf von unkritischen Git-
terbereichen ab. Um beispielsweise Verdichtungsst�o�e zu lokalisieren, ist das Produkt
P (u; v) � P (p) beider Parameter besser geeignet.

Eine Netzverfeinerung in der Umgebung derjenigen Gitterzellen, die maximale Werte
von A bzw. P aufweisen, wird automatisch vorgenommen, nachdem der Anwender das
Adaptionsgebiet eingegrenzt und eine H�ochstzahl zu �uberpr�ufender Zellen spezi�ziert
hat. Entsprechend �ndet eine Vergr�oberung in der N�ahe minimaler Parameterwerte
statt. Neben der automatischen Adaption stehen zahlreiche Optionen f�ur rein manuelle
Netzmodi�kationen zur Verf�ugung.
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Abb. 5.12: Einf�ugen neuer Gitterknoten

Die r�aumliche Diskretisierung auf der Basis einer Triangulation des Str�omungsgebietes
erlaubt in Verbindung mit der schon beschriebenen Datenstruktur ein schnelles und
direktes Vorgehen beim Einf�ugen und L�oschen von St�utzstellen. Wie Abbildung 5.12
zeigt, wird bei Gitterverfeinerung der neue Knoten P als Schwerpunkt des vorhandenen
Dreiecks ABC eingef�uhrt. Dadurch sind alle Nachbarn von P eindeutig bestimmt und
Zugri�e auf erforderliche Daten einfach. Im n�achsten Schritt ersetzen neue Verbindun-
gen PD, PE und PF die bestehenden Dreieckskanten AB, BC und CA, sofern dann
weniger stark verzerrte Dreiecke entstehen. Im Anschlu� daran werden die Nachbar-
schaftsverh�altnisse aktualisiert und das Gitter gegl�attet.

Um ein Rechennetz lokal zu vergr�obern, wird gem�a� Abbildung 5.13, wie bei der Ver-
feinerung, zun�achst ein neuer Knoten P eingef�ugt. Anschlie�end werden die drei Nach-
barknoten A, B und C gel�oscht und deren Verbindungen mit den St�utzstellen D bis
M durch Verkn�upfungen mit P ersetzt. Es folgt eine �Uberpr�ufung der neuen Kanten
PD bis PM , die teilweise zum Ersatz durch geometrisch g�unstigere Verbindungen wie
etwa ME und FH f�uhrt. Das Aktualisieren der Adresslisten und Gl�atten des Gitters
beenden den Vergr�oberungsschritt.

Nach einer Netzmodi�kation wird an den neuen Knoten eine Interpolation der ben�otig-
ten Str�omungsgr�o�en mit Hilfe der f�ur das Ausgangsgitter berechneten L�osung vor-
genommen. Die Kontroll�achen zwischen den einzelnen Bilanzelementen m�ussen voll-
st�andig neu angelegt werden. W�ahrend ihre Belegung entlang der Gebietsgrenzen vom
alten Netz �ubernommen wird, sind die Fl�achenwerte f�ur u, v, p, � und � im Gitter-
inneren ebenfalls neu zu bestimmen. Die gesuchten Variablen k�onnen dabei entweder
unter Verwendung von Upwind-, CD- oder DISC-Ansatz aus Knotenwerten berechnet
oder aber, sofern die beiden Nachbarknoten einer Fl�ache bereits im urspr�unglichen Netz
verkn�upft waren, von dieser alten Fl�ache kopiert werden. Die Erfahrung zeigt, da� alte
Fl�achenwerte nur dann genutzt werden sollten, wenn lokal begrenzt eine geringe An-
zahl von St�utzstellen neu eingef�ugt wurde. Andernfalls traten bei Wiederaufnahme der
Rechnung auf dem neuen Gitter in zahlreichen F�allen Konvergenzprobleme auf. Nach
gr�o�eren Eingri�en in die r�aumliche Diskretisierung ist es deshalb ratsam, s�amtliche
Fl�achenwerte im Gitterinneren neu zu berechnen. F�ur Druck p, Dichte � und Visko-
sit�at � wird dazu die CD-Interpolation verwendet. Die Geschwindigkeitskomponenten
u und v sind sinnvollerweise mit genau dem Diskretisierungsansatz zu ermitteln, der
auch beim Fortf�uhren der Rechnung eingesetzt werden soll. Dabei mu� die Berech-
nung von DISC-Werten iterativ ablaufen, da die ben�otigten Richtungsableitungen der
Geschwindigkeit wiederum �uber die Fl�achenwerte selbst bestimmt werden.
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Abb. 5.13: L�oschen vorhandener Gitterknoten

Die Indizierung neuer Gitterelemente erfolgt zun�achst, ausgehend von den h�ochsten be-
reits vorhandenen Elementindizes, in der Reihenfolge ihres Auftretens. Auf diese Weise
erhalten neue Nachbarknoten einer alten Gitterzelle stets h�ohere Adressen als diese.
In den zugeh�origen Zeilen der LGS sind Austauschkoe�zienten ai;j mit neuen Bilan-
zelementen demzufolge stets rechts der Hauptdiagonalen ai;i angeordnet. Umgekehrt
be�nden sich in den Diskretisierungsgleichungen der hinzugekommenen Kontrollvolu-
men alle Transportterme links des Zentralkoe�zienten. Bei der ILU-Zerlegung der
Koe�zientenmatrix im Gleichungsl�oser gelangen in den entsprechenden Matrixzeilen
mit Ausnahme der Hauptdiagonalelemente alle Eintr�age in die obere bzw. die untere
Dreiecksmatrix. Diese Asymmetrie wirkt sich �au�erst nachteilig auf die Konvergenzei-
genschaften des numerischen Verfahrens aus. Um eine ann�ahernd symmetrische Beset-
zung der Matrix zu gew�ahrleisten, ist im adaptierten Gitter eine Neunumerierung der
Knoten erforderlich. Beim neuentwickelten Rechenverfahren erfolgt diese Numerierung
mit Hilfe eines Bezugspunktes weit au�erhalb des eigentlichen Rechengebietes. Alle
Bilanzelemente im Gitterinneren erhalten neue Adressen entsprechend ihrem Abstand
zu diesem Bezugspunkt. Diese sehr einfache und �uberschaubare Numerierungsstrategie
hat sich als e�zient und konvergenzf�ordernd erwiesen. Die so gewonnene Indizierung
der Gitterknoten ist in vielen F�allen mit dem Ergebnis einer Cuthill-McKee-Sortierung
identisch (Du� und Meurant (1989)).

Nach Gittermodi�kation, Rekonstruktion von Knoten- und Fl�achenwerten sowie Neu-
numerierung aller Feld- und Randelemente kann die Berechnung der Str�omungsgr�o�en
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Abb. 5.14: P (u; v) auf Basisgitter und entsprechend adaptiertes Netz

mit optimierter r�aumlicher Diskretisierung fortgesetzt werden. Dabei wird in der Re-
gel eine sehr viel raschere Konvergenz der Rechnung erzielt, als dies bei einem Neu-
start des numerischen Verfahrens auf einem vergleichbaren Rechennetz der Fall w�are.
Die Begr�undung daf�ur liegt in der guten Qualit�at der Startl�osung, die f�ur die gesuch-
ten Str�omungsgr�o�en zur Verf�ugung steht. Auch bei mehrfacher Wiederholung der
Adaptions- und Berechnungssequenz traten keinerlei numerische Probleme auf. Viel-
mehr konnte die Konvergenzrate stetig gesteigert werden, sofern sich die Gesamtkno-
tenzahl pro Adaptionsschritt nicht mehr als verdoppelte.

Die Auswirkungen, die eine adaptive Gitterverfeinerung anhand des dimensionslosen
Geschwindigkeitsgradienten P (u; v) auf die erzielte Rechengenauigkeit hat, werden nach-
folgend demonstriert. Dazu wurde nochmals das Testgitter herangezogen, das bereits
zur Analyse der verschiedenen Ans�atze f�ur die Interpolation konvektiver Transportterme
diente (vgl. Abbildung 5.8). Am Eintritt ins Rechengebiet war die dimensionslose Ge-
schwindigkeit u� so vorgegeben, da� sie bei einer y�-Koordinate von 0:5 sprunghaft von
0:0 auf 1:0 wechselte. Der Informationstransport erfolgte ausschlie�lich mittels Kon-
vektion. Die entsprechenden Austauschterme wurden �uber den DISC-Ansatz interpo-
liert. Abbildung 5.14 zeigt den so berechneten Gradienten P (u; v) auf dem Basisgitter.
Die h�ochsten Werte von P (u; v) und die demnach gr�o�ten Diskretisierungsfehler f�ur u�

treten, wie zu erwarten, entlang der Geraden y� = 0:5 auf. Eine automatische, fehl-
ergesteuerte Modi�kation des Netzes, deren Resultat sich ebenfalls in Abbildung 5.14
�ndet, f�uhrt folgerichtig in diesem kritischen Bereich zu einer Verdichtung der r�aumli-
chen Diskretisierung.

F�ur das Ausgangsgitter und das modi�zierte Netz mit jetzt 220 St�utzstellen stellt Ab-
bildung 5.15 die Eintrittsbelegung und das jeweils berechnete Austrittspro�l von u�

einander gegen�uber. Bis zum Ende des Rechengebietes hat numerische Di�usion auf
dem groben Gitter den anfangs aufgepr�agten Sprung in eine Kurve mit endlicher Stei-
gung verwandelt. Die gezielte Adaption ist in der Lage, diese `numerischen Verluste'
zu reduzieren, so da� die Feingitterl�osung einen steileren Pro�lverlauf und damit eine
h�ohere Genauigkeit aufweist.
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Abb. 5.15: Eintrittsbelegung und berechnete Austrittspro�le von u� bei Verfeinerung

Als Testfall f�ur die Folgen, die eine str�omungsangepa�te Netzvergr�oberung im Hinblick
auf die G�ute der numerischen L�osung nach sich zieht, wurde, wie schon bei der Ver-
feinerung, das Konvektionsproblem mit stufenf�ormiger Geschwindigkeitsbelegung am
Eintritt ausgew�ahlt.

Das jetzt verwendete Basisgitter ist zusammen mit dem vergr�oberten Netz in Abbil-
dung 5.16 dargestellt und besitzt 798 Knoten. Beim L�oschen von St�utzstellen bleibt ein
Bereich entlang der Geraden y� = 0:5, in dem die gr�o�ten Werte von P (u; v) vorliegen,
unver�andert. Das so modi�zierte Gitter weist noch 690 Knoten auf.

Eintritts- und Austrittspro�le von u� sind f�ur die Netzvergr�oberung in Abbildung 5.17
dokumentiert. Trotz einer Lockerung der r�aumlichen Diskretisierung um mehr als 100
Rechenknoten verst�arkt sich die numerische Di�usion auf dem ausged�unnten Gitter
nicht. Der numerische Aufwand l�a�t sich demnach durch fehlergesteuerte Adaption
deutlich senken, ohne dabei Genauigkeitseinbu�en in Kauf nehmen zu m�ussen.
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Abb. 5.16: Basisgitter und adaptiertes Netz mit reduzierter Knotenzahl
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Abb. 5.17: Eintrittsbelegung und berechnete Austrittspro�le von u� bei Vergr�oberung

Mit Hilfe der vorgestellten Techniken zur Modi�kation der r�aumlichen Diskretisierung
kann die Verteilung der Rechenknoten im Gitter auch nachtr�aglich gezielt auf den Cha-
rakter einer berechneten Str�omung abgestimmt werden. Die Nutzung dieses Potentials
unstrukturierter Netze ist insbesondere f�ur die Arbeit an Problemstellungen im Turbo-
maschinenbereich von Bedeutung, da hier im Vorfeld einer Rechnung das Str�omungsver-
halten oftmals nur unpr�azise einsch�atzbar ist. Im genannten Anwendungsbereich sind
Geschwindigkeitsverteilung und Druckfeld in den meisten F�allen die bestimmenden Ein-
u�gr�o�en. Um hier Diskretisierungsfehler mit Hilfe der Netzanpassung automatisch zu
minimieren, wurden zwei Adaptionsparameter auf der Basis dimensionsloser Gradienten
dieser Variablen vorgestellt. Die Wirksamkeit des Ansatzes, sowohl bei der Erh�ohung
der Rechengenauigkeit als auch der Reduzierung des numerischen Aufwandes, konnte
bereits anhand einfacher Tests demonstriert werden. Sie tritt jedoch im Rahmen der
Validierung der gesamten Methode noch deutlicher zutage (vgl. Kapitel 7). F�ur das
Einf�ugen zus�atzlicher und das L�oschen vorhandener St�utzstellen wurden e�ziente Wege
aufgezeigt, die sich an der Organisation der Daten orientieren und auf gro�r�aumige
Au�osung der Gitterstruktur verzichten. Eine unkomplizierte Strategie zur Neunume-
rierung der Bilanzelement sichert in Verbindung mit der interpolierten Basisl�osung als
Startbelegung die rasche Konvergenz weiterf�uhrender Rechnungen.
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6 Diskretisierung der Bestimmungsgleichungen

Das im Rahmen dieser Arbeit neu entwickelte numerische Verfahren, das ebene inkom-
pressible und kompressible Str�omungen nach der Methode der Finiten Volumen auf un-
strukturierten, adaptiven Netzen berechnet, arbeitet blockiterativ. Dazu werden zwei
Gleichungen f�ur die Impulserhaltung, eine Druckkorrekturgleichung und, je nach Cha-
rakter des betrachteten Problems, Transportgleichungen f�ur die turbulente kinetische
Energie, deren Dissipation und die Enthalpie wie unabh�angige Bl�ocke in einer �au�eren
Schleife nacheinander gel�ost. Da es sich bei den eingesetzten Gleichungen um die diskre-
tisierte und linearisierte Form eines Systems aus nichtlinearen und gekoppelten Di�e-
rentialgleichungen handelt, mu� die Berechnung der gesuchten Transportvariablen � in
dieser Schleife solange erfolgen, bis ein konstanter Endzustand erreicht ist. Konvergenz-
kriterium der Blockiteration ist die normierte maximale �Anderung der Str�omungsgr�o�en
� zwischen aufeinanderfolgenden Durchg�angen. Zur Normierung dienen, wie bereits im
Gleichungsl�oser, geeignete integrale Bezugsgr�o�en K. F�ur die Geschwindigkeits�ande-
rung zum Beispiel ist das die mittlere Eintrittsgeschwindigkeit ins Rechengebiet. Dabei
mu�, um die D�ampfung der numerischen L�osungen zu kompensieren, die Relaxation
�(�) der Variablen ber�ucksichtigt werden. Als Referenzresiduum Resref wird in der
Regel wie im Gleichungsl�oser selbst ein Wert von 5 � 10�3 gew�ahlt.

k~� n � ~� n�1k1
K �(�)

=
max(j�ni � �n�1i j)

K �(�)
� Resref , i = 1;m , � = u; v; p0; k; �; h (6.1)

Im Fall der Druckkorrektur ist der L�osungsvektor p0 n�1 der vorangegangenen �au�eren
Iteration auf Null zu setzen. Diskretisierung und numerische Behandlung der einzelnen
Transportgleichungen f�ur u, v, p0, k, � und h sind in den folgenden Kapiteln detailliert
beschrieben.

6.1 Impulsgleichungen

Die Geschwindigkeiten im Str�omungsgebiet werden mit Hilfe der Reynoldsschen Glei-
chungen berechnet, die aus einer Zeitmittelung der Navier-Stokes-Gleichungen resultie-
ren. Der Gradientenansatz nach Boussinesq bzw. das Wirbelviskosit�atsprinzip erlauben
es, die f�ur turbulente Str�omungen auftretenden Reynoldsspannungen zu modellieren.
Dies geschieht mit Hilfe einer e�ektiven Viskosit�at �. Sie setzt sich aus molekularer
Viskosit�at �l und Wirbelviskosit�at �t zusammen (vgl. Kapitel 4.3).

Nach Substitution der Reynoldsschen Spannungsterme werden die di�erentiellen Glei-
chungen gem�a� dem Gau�schen Integralsatz auf s�amtlichen Bilanzelementen integriert
und diskretisiert. Damit ergibt sich jeweils eine Bestimmungsgleichung f�ur die gesuch-
ten Geschwindigkeitskomponenten. Als Beispiel ist hier die Diskretisierungsgleichung
f�ur die Geschwindigkeit u in x-Richtung vorgestellt.
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Die weitergehende Behandlung der Fl�achengeschwindigkeiten ui und Richtungsablei-
tungen
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in Konvektions- und Di�usionsterm wurde bereits ausf�uhrlich dargestellt

(vgl. Kapitel 5.2.1 und 5.2.2). Der ebenfalls im Konvektionsterm auftretende Geschwin-
digkeitsvektor ~w ist das Ergebnis einer Interpolation der Fl�achengeschwindigkeiten, die
im Zuge der Druckkorrektur vorgenommen wird (vgl. Kapitel 6.2). Somit sind alle
Ausdr�ucke, die einen Beitrag zu den Koe�zienten ai der allgemeinen Diskretisierungs-
gleichung liefern, vollst�andig behandelt. Die verbleibenden, mit Gro�buchstaben A bis
E bezeichneten Terme werden als Beitr�age zum konstanten Teil Sc des Quellterms S�
der rechten Seite b dieser Gleichung zugeordnet.

Bei laminarer Str�omung und konstanter Dichte tragen lediglich die Druckkr�afte in A

und, soweit vorhanden, Volumenkr�afte in E, wie beispielsweise die Schwerkraft, zum
Quellterm bei. Im turbulenten Fall oder mit Dichte�anderung ist ein weiterer viskoser
Term B zu ber�ucksichtigen.

Zur Berechnung des Ausdruckes B sind die partiellen Ableitungen der Geschwindig-
keitskomponenten u und v an den Kontroll�achen Ai der Bilanzelemente erforderlich.
Sie werden durch lineare Interpolation der Werte an den entsprechenden Nachbarknoten
ermittelt. Die Knotenwerte wiederum ergeben sich nach Diskretisierung und Umfor-
mung aus dem Gau�schen Satzes (vgl. Gleichung (5.23)).

Die Ausdr�ucke C und D wurden eingef�uhrt um sicherzustellen, da� der Druck p in den
Impulsgleichungen exakt dem thermodynamischen Druck entspricht. Der viskose Term
C verschwindet bei Fluiden mit konstanter Dichte, der Turbulenzterm D entf�allt, sofern
laminare Str�omungsprobleme behandelt werden. Beide Ausdr�ucke werden im allgemei-
nen vernachl�assigt, da sie die Stabilit�at numerischer Verfahren stark beeintr�achtigen,
und nur einen sehr geringen Beitrag zum Druck liefern.
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Entlang der Grenzen des Rechengebietes m�ussen nach physikalischen �Uberlegungen
Randwerte vorgegeben werden. Ferner sind, um die Stabilit�at des Rechenverfahrens zu
sichern, an Gebietsr�andern unter bestimmten Umst�anden Modi�kationen der diskreti-
sierten Gleichungen erforderlich.

F�ur die Geschwindigkeiten wein am Eintritt in das Rechengebiet gilt eine Dirichlet-
Randbedingung. Dabei werden Betrag und Richtung entweder unmittelbar vorgegeben
oder, sofern der Totaldruck ptot festgelegt ist, der Geschwindigkeitsbetrag wein aus sta-
tischem Druck p und Enthalpie h berechnet. Vorausgesetzt wird hier ein ideales Gas
mit isentroper Zustands�anderung.

wein =

vuuut2 � h
8<
:
 
ptot

p

!��1
�

� 1

9=
; (6.3)

An festen W�anden liegt f�ur das Fluid eine Haftbedingung vor, d.h. Str�omungsgeschwin-
digkeit und Wandgeschwindigkeit stimmen gem�a� einer Dirichlet-Randbedingung �ube-
rein. Sowohl bei laminarer als auch bei turbulenter Str�omung sind Wandreibungsterme
�uber die di�usiven Anteile ai;diff der Transportkoe�zienten ai implizit ber�ucksichtigt.

Eine vonNeumann-Randbedingung mit @�

@n
= 0 kommt f�ur die Geschwindigkeit an Aus-

trittsr�andern zur Anwendung. Um hier stromauf gerichtete Ein�usse weitgehend zu
unterdr�ucken, werden konvektive und di�usive Transportterme ai an den entsprechen-
den Kontroll�achen gel�oscht.

Entlang von Symmetrier�andern gilt f�ur die wandparallele Geschwindigkeitskomponente
ebenfalls die vonNeumann-Randbedingung @�

@n
= 0. Der senkrechte Anteil der Ge-

schwindigkeit ergibt sich aus einer Dirichlet-Randbedingung zu Null.

Betrag und Richtung der Geschwindigkeit an zyklisch verkn�upften Rand�achen resul-
tieren, wie im Inneren des Rechengitters, aus einer Interpolation, die im Rahmen der
Druckkorrektur durchgef�uhrt wird (vgl. Kapitel 6.2). Da zyklische R�ander beim vorge-
stellten Verfahren implizit behandelt werden, sind konvektive und di�usive Fl�usse �uber
diese Grenzen direkt in der Koe�zientenmatrix und nicht wie allgemein �ublich auf der
rechten Seite der Diskretisierungsgleichung erfa�t.

Der Grad der D�ampfung beider Transportgleichungen f�ur die Geschwindigkeit, mit dem
jeweils die h�ochsten Konvergenzraten erzielt werden, ist vom eingesetzten Druckkorrek-
turverfahrens abh�angig. Beim SIMPLE-Algorithmus haben sich Relaxationsfaktoren
�(u; v) von 0:9, bei SIMPLEC von 0:8 bestens bew�ahrt.

6.2 Druckkorrekturgleichung

SIMPLE- und SIMPLEC-Algorithmus zur Druckkorrektur basieren gleicherma�en auf
einer Zerlegung der Geschwindigkeitskomponenten und des Druckes in aktuell vorlie-
gende Werte �� und erforderliche Korrekturen �0 (Patankar (1980), Van Doormaal und
Raithby (1984)).

� = �� + �0 (6.4)

Zur e�zienten Berechnung kompressibler Str�omungen wird au�erdem eine Aufspaltung
der Dichte vorgenommen (Karki und Patankar (1989), Demird�zi�c et al. (1993)).
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Aus den Impulsgleichungen k�onnen mittels der angesprochenen Zerlegung von Druck
und Geschwindigkeit Approximationen f�ur korrigierte Geschwindigkeitskomponenten
ui und vi an den Kontroll�achen Ai der Bilanzelemente hergeleitet werden. In diesen
algebraischen Ausdr�ucken treten unter anderem die aktuellen Geschwindigkeiten u�i und
v�i sowie die gesuchten Druckkorrekturwerte p0I f�ur die jeweils benachbarten Gitterzellen
auf. Durch Einsetzen dieser Beziehungen in die Massenbilanz jeder Zelle ergeben sich
Bestimmungsgleichungen f�ur die Druckkorrekturen p0I .

Das SIMPLE-Konzept wurde urspr�unglich f�ur Rechennetze mit versetzter Anordnung
von Druck- und Geschwindigkeitsvariablen entwickelt. Bei nichtversetzten Gittern
m�ussen die Fl�achengeschwindigkeiten u�i und v�i mittels einer speziellen Interpolation
berechnet werden. Durch eine einfache CD-Annahme f�ur die Geschwindigkeiten an
den Kontroll�achen i w�urde die Koppelung mit dem Druck am Rechenknoten P einer
Gitterzelle verloren gehen. Eine m�ogliche Folge w�aren schachbrettartige Oszillationen
von Druck- und Geschwindigkeitsfeld. Die stattdessen verwendete Interpolationsvor-
schrift ist ebenfalls auf der Grundlage der Impulsgleichungen erstellt und bezieht von
dort Zentralkoe�zienten aP (u; v) und Druckterme f�ur die Nachbarknoten P und I der
betrachteten Kontroll�achen Ai (Rhie (1981), Hsu (1981), Rhie und Chow (1983), Ma-
jundar et al. (1987)). Sie wird hier am Beispiel der Geschwindigkeitskomponente u�i
f�ur unstrukturierte Gitter vorgestellt.

u�i = �
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Die Gleichung (6.5) kann als eine Impulsbilanz auf einem um ein halbes Kontrollvolumen
versetzten Gitter betrachtet werden. Dabei sind die Druckkr�afte aus den Impulsglei-
chungen in den Kontrollvolumen P und I subtrahiert und durch eine lokal wirksame
Druckdi�erenz ersetzt. Damit entsteht eine Beziehung zwischen der interpolierten Ge-
schwindigkeit u�i und den Druckwerten pP;i und pI;i an den Nachbarknoten jeder Kon-
troll�ache i. In der Massenbilanz f�ur eine eindimensionale Str�omung tritt bei einer
solchen Interpolation von u�i ein Zusatzglied proportional der vierten Ableitung des
Druckes auf. Der Beitrag dieses Druckterms ist im Verh�altnis zu den Geschwindig-
keitstermen gering, eine Entkoppelung von Druck und Geschwindigkeit wird so jedoch
wirksam vermieden (ASC (1994)).

Auch bei der versetzten Bilanz wirkt die lokale Druckkraft in x-Richtung, wie die ur-
spr�unglichen Druckterme in den Impulsgleichungen, auf eine projizierte Fl�ache (~ni; ~x)Ai;n

der Bilanzelemente, die senkrecht zur x-Koordinate orientiert ist. Diese Fl�ache hat f�ur
idealisierte sechseckige Gitterzellen die Gr�o�e 2:0(~ni; ~x)Ai. Der Wert der Konstanten
Ci, die das Verh�altnis von projizierter Fl�ache Ai;n zu tats�achlicher Fl�ache Ai angibt,
betr�agt in diesem Fall 2:0. Die geometrischen Verh�altnisse an der Kontakt�ache zweier
beliebiger Kontrollvolumina sind in Abbildung 6.1 dargestellt. Da die Form der Bi-
lanzelemente im allgemeinen variiert, mu� Ci f�ur alle Kontroll�achen i mit Hilfe einer
linearen Interpolation aus den Projektions�achen AP;n und AI;n der Nachbarelemente
bestimmt werden.
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Abb. 6.1: Projizierte Fl�ache Ai;n zwischen zwei Bilanzelementen
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Nach Interpolation der vorl�au�gen Fl�achengeschwindigkeiten u�i und v�i �ndet der ei-
gentliche Druckkorrekturschritt statt. Die diskretisierte Bestimmungsgleichung f�ur die
gesuchten Druckkorrekturen p0 ist hier in einer allgemeinen Form aufgef�uhrt, die SIMPLE-
und SIMPLEC-Variante beeinhaltet.
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ai = �(p)�(�) � cPAi
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�aP;P (u; v) + � aP;I(u; v)
(6.8)
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1� �(u; v)
: SIMPLEC

F�ur Str�omungen mit variabler Dichte � f�uhrt deren Aufspaltung gem�a� Gleichung (6.4)
zu einem Transportterm mit konvektivem Charakter. Dieser erste Term von ai be-
schreibt die Massenstrom�anderung infolge der Dichte�anderung �0i, die ein ideales Gas
durch die Druckkorrektur p0i bei konstanter Temperatur an einer Kontroll�ache Ai

erf�ahrt. Der Ausdruck wird mit den Relaxationsparametern �(p) und �(�) multipliziert,
um die sp�ater vorgenommene D�ampfung der L�osungen f�ur Druck und Dichte zu ber�uck-
sichtigten. Gleichzeitig dient der Relaxationsfaktor �(�) zum Ausblenden des Terms
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bei Str�omungen mit konstanter Dichte. Die hier vorgeschlagene Upwind-Diskretisierung
erspart das Berechnen von Fl�achenwerten der Enthalpie h und wirkt sich positiv auf
den numerischen Aufwand bei der L�osung des resultierenden LGS aus.

Im zweiten, quasidi�usiven Ausdruck bestimmt ein konstanter Vorfaktor D, dessen
Wert durch die Relaxation �(u; v) der Geschwindigkeiten vorgegeben ist, ob die Druck-
korrektur nach dem SIMPLE- oder dem SIMPLEC-Verfahren erfolgt. Der Quellterm
bzw. die rechte Seite b der Diskretisierungsgleichungen (6.7) stellt eine Massenbilanz
auf den einzelnen Kontrollvolumen dar. Bei Konvergenz der numerischen Rechnung ist
diese Bilanz in jeder Gitterzelle erf�ullt, so da� die Korrekturen p0 gegen Null streben.

F�ur die Druckkorrekturgleichung sind keinerlei Randwertvorgaben erforderlich. An
s�amtlichen Grenzen des Rechengebietes mit Ausnahme der zyklischen R�ander werden
die Transportkoe�zienten ai zu Null gesetzt. Entlang von Austrittsr�andern wird zus�atz-
lich der Massenquellterm gel�oscht, da dort die Einhaltung der Massenbilanz nicht nur
vom Druck, sondern auch von den Austrittsrandbedingungen f�ur Geschwindigkeit und
Dichte abh�angt.

Bei Str�omungen ohne Dichtevariation sind f�ur Impuls- und Massenbilanz nicht Abso-
lutwerte des Druckes, sondern vielmehr die Druckunterschiede im Str�omungsgebiet von
Bedeutung. Dieser Sachverhalt �au�ert sich mathematisch in linearer Abh�angigkeit der
diskretisierten Gleichungen f�ur die Druckkorrektur. Es ergibt sich ein LGS mit sin-
gul�arer Koe�zientenmatrix. Um auch hier mit iterativen Gleichungsl�osern arbeiten zu
k�onnen, wird das System mit einem Faktor �(p0) von 0:98 relaxiert. Diese Relaxation
wirkt sich, da alle L�osungswerte f�ur p0 nach der Aktualisierung des Druckes gel�oscht
werden, nur auf die Hauptdiagonalelemente aP der Koe�zientenmatrix aus. Das f�uhrt
auf ein geringf�ugig ver�andertes, linear unabh�angiges Gleichungssytem, dessen L�osung p0

dem betragsm�a�ig kleinsten L�osungsvektor des Originalsystems nahezu entspricht. Ein
solches Vorgehen ist gerechtfertigt, da es sich bei der Druckkorrekturgleichung lediglich
um eine Approximation handelt, und die berechneten Korrekturwerte p0 im Falle der
Konvergenz beliebig klein werden.

Mit Hilfe der erhaltenen Druckkorrekturen p0 werden Korrekturwerte u0i und v0i f�ur die
Geschwindigkeiten auf den Kontroll�achen berechnet. Die entsprechende Korrektur-
vorschrift, die bereits zur Herleitung der Druckkorrekturgleichung verwendet wurde, ist
nachfolgend in SIMPLE- und SIMPLEC-Form f�ur die x-Komponente des Geschwindig-
keitsvektors angegeben.

u0i = D � (p0P;i � p0I;i)(~ni; ~x) �Ai

�aP;P (u; v) + � aP;I(u; v)
(6.9)

Die so korrigierten Fl�achengeschwindigkeiten ui und vi erf�ullen bei Str�omungen kon-
stanter Dichte die Kontinuit�atsgleichung.

Abschlie�end wird der Druck in jedem Bilanzelement I aktualisiert. F�ur die Kon-
troll�achen ergibt er sich durch lineare Interpolation der Werte an den beiden benach-
barten Knoten. Das absolute Druckniveau ist durch den Referenzdruck pIref , der an
einem bestimmten Gitterknoten Iref spezi�ziert werden mu�, festgelegt.

pnI = pn�1I + �(p) � (p0I � p0Iref ) (6.10)
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Je nach eingesetzter Variante der Druckkorrektur werden f�ur die Druckrelaxation �(p)
unterschiedliche Werte verwendet. Der SIMPLE-Algorithmus liefert generell zu hohe
Korrekturen p0. Mit Relaxationsfaktoren �(p) um 0:15, die eine �Uberkorrektur un-
terbinden, wurden hier die besten Konvergenzraten erzielt. Bei �ublichen Werten der
Geschwindigkeitsrelaxation �(u; v) f�uhrt das SIMPLEC-Verfahren auf deutlich gr�o�ere
Koe�zienten ai und damit, da die Massenquellterme unver�andert bleiben, auf kleinere
Korrekturwerte p0. Hier wird die Druckrelaxation deshalb mit einem h�oheren Relaxa-
tionsfaktor von 0:99 vorgenommen. Bei Konvergenzschwierigkeiten in wenigen F�allen
leistete ein auf 0:7 verminderter Wert gute Dienste.

Im Rahmen der in dieser Arbeit vorgestellten numerischen Berechnungen kam aus-
schlie�lich die SIMPLEC-Methode zum Einsatz. Sie wies in zahlreichen Tests ein �uber-
legenes Konvergenzverhalten auf, ohne da� die Standardwerte der Relaxationsfaktoren
f�ur die verschiedenen Transportgleichungen variiert werden mu�ten. W�ahrend der An-
wendungen �el jedoch auf, da� zu Beginn des Iterationsprozesses im Austrittsbereich
des Rechengebietes extrem niedrige Druckwerte berechnet wurden. Aus dem dann
sehr hohen Druckgef�alle zwischen Ein- und Austrittsrand ergaben sich entsprechende
�Ubergeschwindigkeiten, so da� in der Folge gro�r�aumige Oszillationen in Druck- und
Geschwindigkeitsfeld auftraten. Im weiteren Verlauf der Blockiteration bestimmte die
D�ampfung dieser St�orungen ganz wesentlich die Konvergenz des Verfahrens (vgl. Ka-
pitel 7.4).

Die Ursache f�ur den beobachteten Druckausschlag liegt in der Anfangsbelegung des
Rechennetzes und dem Informationstransport im Str�omungsgebiet zu Iterationsbeginn.
Unmittelbar nach dem Start der Rechnung wird bereits im gesamten Feld eine Druckkor-
rektur vorgenommen, obwohl der Eintrittsmassenstrom, je nach gew�ahlter r�aumlicher
Diskretisierung, erst nach mehreren �au�eren Iterationen den Austrittsrand erreicht. Die
dort bis zu diesem Zeitpunkt berechneten Druckwerte entbehren, buchst�ablich mangels
Masse, einer soliden physikalischen Grundlage. Um diese Fehlerquelle zu drosseln bietet
es sich an, die Korrektur des Druckfeldes mit einem manipulierten Relaxationsfaktor
�(p) k�unstlich zu begrenzen, bis die Str�omungsinformation am Austritt des Rechenge-
bietes angelangt ist. Dazu wird in jeder �au�eren Iteration n ein aktueller Relaxations-
paramter �(p)n in Abh�angigkeit der an Ein- und Austritt vorliegenden Massenstr�ome
mein und maus bestimmt.

�(p)n = min
�
�(p);max

�
�(p)n�1;

maus

mein

+ 0:01
��

(6.11)

Ohne Anfangsbelegung f�ur die Str�omungsgeschwindigkeit steigt �(p)n, ausgehend von
einemMinimalwert von 0:01, der den Aufbau eines treibenden Druckgef�alles sicherstellt,
bis zur vorgesehenen Relaxation �(p) monoton an. Auf Rechnungen, die bereits mit
einer Geschwindigkeitsbelegung starten, �ubt die beschriebene Vorgehensweise keinen
Einu� aus, sofern der Wert des Quotienten maus

mein
�uber �(p) liegt.

Die vorgestellte Relaxationsstrategie f�ur den Druck hat sich im praktischen Einsatz
sehr gut bew�ahrt. Hohe Anfangsauslenkungen im Druckfeld traten nach Einf�uhrung
der neuen Methode nicht mehr auf. Damit ergab sich ein deutlicher Gewinn an numeri-
scher Stabilit�at und eine erh�ohte Konvergenzrate, so da� die Gesamtrechenzeit erheblich
reduziert werden konnte.
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Als Randbedingung f�ur den Druck wird amEintritt ins Rechengebiet eine vonNeumann-
Bedingung gesetzt. Dabei m�ussen die Druckwerte mit Hilfe der im randn�achsten Bilan-
zelement bestimmten Richtungsableitung @p

@n
linear auf die Eintritts�achen extrapoliert

werden. Eine derartige Extrapolation wird auch f�ur die Austrittsr�ander angewendet.

An festen W�anden und Symmetriegrenzen gilt eine vonNeumann-Randbedingung mit
@�

@n
= 0. Entlang zyklischer R�ander wird der Druck, wie vorher bereits die Fl�achenge-

schwindigkeiten, im Zuge der Druckkorrektur ermittelt.

Im Falle laminarer, inkompressibler, isothermer Str�omung ist die �au�ere Iterations-
schleife des numerischen Berechnungsverfahrens nach Auswertung der Druckkorrektur-
gleichung abgeschlossen.

6.3 Turbulenzgleichungen

Zur Simulation turbulenter Str�omungen wird im vorgestellten numerischen Verfahren
das Standard-k; �-Turbulenzmodell nach Launder und Spalding (1974) mit logarithmi-
scher Wandfunktion eingesetzt.

6.3.1 Turbulente kinetische Energie

Eine exakte Transportgleichung f�ur die turbulente kinetische Energie k l�a�t sich auf
der Basis der Navier-Stokes-Gleichungen herleiten (Jischa (1982)). In dieser Gleichung
treten Korrelationen der Schwankungsgeschwindigkeiten u0i und ihrer Gradienten auf,
die unter der Voraussetzung hoher Reynoldszahlen, n�aherungsweisem Gleichgewicht von
Produktion und Dissipation der Turbulenzenergie sowie isotroper Wirbelviskosit�at �t
modelliert werden. Aus der so erhaltenen Di�erentialgleichung (vgl. Kapitel 4.3) ergibt
sich nach Integration auf den Kontrollvolumen und anschlie�ender Diskretisierung eine
Bestimmungsgleichung f�ur k.
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Diese Formulierung kann f�ur Str�omungen mit und ohne Dichte�anderungen gleicher-
ma�en verwendet werden, da Zusatzterme, die bei variabler Dichte auftreten, sich nicht
signi�kant auf die berechnete L�osung auswirken (Marvin (1983)).

Das weitere Vorgehen bei der Bestimmung der Konvektions- und Di�usionsterme wurde
schon ausf�uhrlich diskutiert (vgl. Kapitel 5.2.1 und 5.2.2). Die rechten Seite b der
allgemeinen Diskretisierungsgleichung bildet der Produktionsterm A als konstanter Be-
standteil SC des Quellterms S�. Der Dissipationsterm B wird durch die lokale Tur-
bulenzenergie kP dividiert und liefert als variabler Quellterm SP einen Beitrag zur
Hauptdiagonalen aP der Koe�zientenmatrix des resultierenden LGS.
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Sofern keine Informationen aus Messungen vorliegen, werden k-Werte an Eintritts�achen
des Rechengitters mit Hilfe des Turbulenzgrades Tu �uber eine Dirichlet-Randbedingung
vorgegeben.

k =
3

2
� (Tuj~wj)2 (6.13)

Dabei wird angenommen, das die Schwankungsgeschwindigkeiten in allen drei Raum-
richtungen dem Betrag nach gleich sind. Abweichend davon setzen Tennekes und Lum-
ley (1994) in bestimmten F�allen die Schwankungen in Hauptstr�omungsrichtung doppelt
so hoch an wie senkrecht dazu. In der Praxis liegt Tu gew�ohnlich zwischen 1 und 20%.

Entlang fester W�ande sind Werte k = 0 ebenfalls durch eine Dirichlet-Randbedingung
festgelegt. Hier werden zus�atzlich konstanter Quellterm SC und proportionaler Quell-
term SP in der Transportgleichung modi�ziert.

SC = �Wand �
 
@(~w;~t )

@n

!2

P

� V (6.14)

SP = �c� �
2kPV

�Wand

(6.15)

Mit Hilfe des Tangenteneinheitsvektors ~t der Wand�ache und des Vektorproduktes
(~w;~t ) ergibt sich im Quellterm SC jeweils die wandparallele Geschwindigkeit. Die
Bestimmung der e�ektiven Viskosit�at �Wand an festen W�anden erfolgt anhand des lo-
garithmischen Wandgesetzes, das sp�ater noch eingehend diskutiert wird (vgl. Kapi-
tel 6.3.3).

Die vonNeumann-Randbedingung @�

@n
= 0 wird auf Austritts�achen angewendet. Zur

Unterdr�uckung des stromauf gerichteten Informationsusses dient hier in bew�ahrter
Weise das L�oschen der Transportkoe�zienten ai.

Fl�achenwerte an Symmetrier�andern sind ebenfalls durch die vonNeumann-Randbedin-
gung @�

@n
= 0 festgelegt. Zyklische R�ander werden, wie Kontroll�achen innerhalb des

Rechengebietes, implizit bearbeitet.

Zur Relaxation der Turbulenzenergie-Gleichung wird durchgehend ein Relaxationsfak-
tor �(k) von 0:5 verwendet.

6.3.2 Dissipation der turbulenten kinetischen Energie

Zweite Gleichung des eingesetzten Standard-k; �-Turbulenzmodells ist die Transport-
gleichung f�ur die Dissipation � der turbulenten kinetischen Energie (vgl. Kapitel 4.3). �
ist ein lokales Ma� f�ur die Umwandlung von Energie der turbulenten Schwankungsbewe-
gung in W�arme, die sich in den kleinsten Turbulenzwirbeln vollzieht. Aus der exakten
Di�erentialgleichung resultiert nach Einf�uhrung zahlreicher Modellierungsans�atze, In-
tegration und abschlie�ender Diskretisierung eine Bestimmungsgleichung f�ur �.
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Abermals gilt die vorgestellte Form streng nur f�ur Str�omungsf�alle ohne Dichtevariation,
kommt aber bei kompressibler und nichtisothermer Str�omung in unver�anderter Form
zur Anwendung.

Wie f�ur die Turbulenzenergie k sind auch f�ur deren Dissipation � nur positive Werte
physikalisch sinnvoll. Die Praxis zeigt jedoch, da� besonders bei Einsatz der DISC-
Interpolation zur Diskretisierung der konvektiven Terme der Gleichung w�ahrend des
Iterationsprozesses negative �-Werte auftreten k�onnen. Diese f�uhren oftmals unmittel-
bar zur Divergenz der numerischen Rechnung. Um das Problem zu bew�altigen, wird
der zus�atzliche Quellterm SHOS, der sich bei h�oherwertiger Diskretisierung der Kon-
vektion ergibt (vgl. Kapitel 5.2.1), nach besonderen Regeln behandelt (Noll (1992)).
Mit positivem Wert bleibt er als konstanter Quellterm neben SC auf der rechten Seite b
der allgemeinen Diskretisierungsgleichung, bei negativem Vorzeichen wechselt er, durch
die lokale Gr�o�e �0P dividiert, als proportionaler Quellterm in die Hauptdiagonale der
Koe�zientenmatrix. 

aP +
max[0;�SHOS]

�0P

!
� �P �

mX
i=1

fai �I;ig = SC +max[0; SHOS] (6.17)

Von den eigentlichen Quelltermen der Dissipationsgleichung verbleibt der Ausdruck A

als konstanter Anteil SC auf der rechten Seite b der Gleichungen des LGS. Term B

wird, gleichfalls durch �0P dividiert, als proportionaler Quellterm SP den Hauptdiago-
naleintr�agen aP der Koe�zientenmatrix zugeordnet.

Werte f�ur die Dissipation � k�onnen experimentell nur �au�erst schwierig und auf indi-
rekte Weise bestimmt werden. Entsprechend kompliziert gestaltet sich die numerisch
notwendige Vorgabe von physikalisch sinnvollen Randwerten, speziell am Eintritt ins
Rechengebiet. Hier wird � mittels Dirichlet-Randbedingung gesetzt. Dazu dient eine
charakteristische L�ange l�, die der Gr�o�e der energietragenden Wirbel im Str�omungsfeld
entspricht. Mit den Annahmen des Turbulenzmodells kann � an den Eintritts�achen
aus der L�ange l� und der turbulenten kinetischen Energie k ermittelt werden.

� = c� �
k

3

2

l�
(6.18)

F�ur gittergenerierte Turbulenz l�a�t sich die charakteristische L�ange l� mittels Kor-
relationen berechnen (Baines und Peterson (1950), Roach (1987)). Liegen keinerlei
verwertbare Informationen �uber das Turbulenzgitter vor, wird l� proportional einer
charakteristischen Abmessung Lchar des Str�omungsgebietes gesetzt.

l� � 0:03� 0:04 � Lchar (6.19)

Somit steht f�ur � in jedem Fall eine realistische Eintrittsbelegung zur Verf�ugung.

In unmittelbarer N�ahe fester W�ande verliert die �-Gleichung ihre G�ultigkeit. F�ur alle
wandn�achsten Gitterknoten P sind die zugeh�origen Gleichungszeilen im LGS zu l�oschen.
Zahlenwerte von �P ergeben sich an diesen St�utzstellen �uber eine algebraische Beziehung
aus Turbulenzenergie kP und Wandabstand yP (Pun und Spalding (1977)).

�P = c�
3

4 � k
3

2

P

KyP
(6.20)



Turbulenzgleichungen 61

Der verwendete Zahlenwert f�ur die vonK�arman-Konstante K betr�agt 0:4.

An Austritts�achen werden in schon bekannter Manier die vonNeumann-Randbedingung
@�

@n
= 0 angewendet und die vorhandenen Transportkoe�zienten ai gel�oscht.

F�ur Symmetrier�andern kommt ebenfalls die vonNeumann-Randbedingung @�

@n
= 0 zum

Einsatz. Zyklische R�ander werden implizit behandelt.

Die Transportgleichung f�ur � wird, wie die Gleichung der turbulenten kinetischen Ener-
gie k, mit einem Faktor �(�) von 0:5 relaxiert.

Bei der numerischen Behandlung turbulenter Str�omungsprobleme mit dem vorgestell-
ten Berechnungsverfahren legt die Transportgleichung f�ur � in vielen F�allen ein sehr viel
problematischeres Verhalten an den Tag, als jede der �ubrigen Bestimmungsgleichungen.
Bereits angesprochen wurde das Auftreten negativer �-Werte, die teilweise infolge des
sehr gro�en Wertebereiches im Str�omungsgebiet berechnet werden und meist zu sofor-
tiger Divergenz des iterativen Prozesses f�uhren. Ebenfalls unerfreulich ist ein v�olliger
Stillstand im Konvergenzverlauf des gesamten Verfahrens, der in einigen F�allen zu be-
obachten war, sobald zur Interpolation der konvektiven Terme der �-Gleichung der
DISC-Ansatz gew�ahlt wurde. Die Wurzel dieses Ph�anomens, das sich keineswegs auf
das hier vorgestellte Verfahren beschr�ankt, liegt augenscheinlich im zyklischen Durch-
laufen nahezu identischer Folgen von �-Werten.

Das kritische Verhalten der Dissipationsgleichung l�a�t sich auf deren besonderen Auf-
bau zur�uckf�uhren. So sind die Ausdr�ucke A und B linear bzw. quadratisch von � selbst
abh�angig, wobei der lineare Term A auf der rechten Seite b der diskretisierten Gleichung
verbleibt. Damit ist eine iterativ berechnete L�osung f�ur �, selbst bei Konstanz aller �ubri-
gen Transportvariablen, nur eingeschr�ankt aktuell, da sich mit ihr die zugrundegelegten
Quellterme massiv �andern. Bei den Gleichungen der �ubrigen Transportgr�o�en besteht
ein derart direkter Zusammenhang zwischen L�osungswerten und Quelltermen lediglich
f�ur den Ausdruck SHOS.

Die besondere Nichtlinearit�at der Bestimmungsgleichung f�ur � mu� bei Str�omungs-
problemen, die sich einer numerischen L�osung hartn�ackig widersetzen, durch spezielle
Ma�nahmen ber�ucksichtigt werden. Konkret wurde in solchen Situationen, nach der
gewohnten Berechnung neuer �-Werte, der gesamte Vorgang einschlie�lich Neubestim-
mung von Koe�zienten, Quelltermen und Randbedingungen noch einmal wiederholt.
Erst nach diesem zweiten Berechnungsschritt erfolgte die Fortsetzung der �au�eren Itera-
tion. Das doppelte L�osen der �-Gleichung tr�agt dem besonderen Charakter der Quell-
terme Rechnung und vermeidet extreme Schwankungen der in aufeinanderfolgenden
Blockiterationen ermittelten L�osungswerte. F�ur die kleine Anzahl von F�allen, in denen
die �ubliche Vorgehensweise versagte, f�uhrte die vorgeschlagene Strategie ausnahmslos
zur Stabilisierung und Konvergenz des iterativen L�osungsprozesses. Dabei kam ein ge-
gen�uber dem Standardwert ver�anderter Relaxationsfaktor �(�) von 0:7 zur Anwendung.

6.3.3 E�ektive dynamische Viskosit�at

In laminaren Str�omungen stimmt die e�ektive Viskosit�at � mit der dynamischen Vis-
kosit�at �l des Fluides �uberein. Diese ist ein Sto�wert, der wie die Dichte des Mediums
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von Druck und Temperatur abh�angt. Bei den in dieser Arbeit behandelten Str�omungs-
problemen konnte �l als konstant betrachtet werden.

Im Rahmen der Simulation turbulenter Str�omungen mit Hilfe des Standard-k; �-Modells
wird zus�atzlich zur molekularen Viskosit�at �l eine Wirbelviskosit�at �t eingef�uhrt. Die
neue Gr�o�e �t erlaubt es, die Wirkung der turbulenten Schwankungen in einer Str�omung
f�ur die verschiedenen Transportgleichungen auf einfache Weise in Form zus�atzlicher
viskoser Terme zu ber�ucksichtigen (vgl. Kapitel 4.3 und 5.2.2).

Sowohl am Eintritt als auch im Inneren des Rechengebietes wird die Wirbelviskosit�at �t
aus Rand- bzw. Knotenwerten der turbulenten kinetischen Energie k, deren Dissipation
� und der Dichte � ermittelt.

�t = c� � �
k2

�
(6.21)

Fl�achenwerte f�ur �t, die zur numerischen Berechnung ebenfalls ben�otigt werden, ergeben
sich durch lineare Interpolation aus den Knotenwerten.

In der N�ahe fester W�ande verliert die vorgestellte Beziehung ihre G�ultigkeit. Die
Wandgrenzschicht wird deshalb durch ein logarithmisches Wandgesetz �uberbr�uckt, das
zun�achst einen Zusammenhang zwischen dimensionslosem Wandabstand y+ und einer
dimensionslosen Str�omungsgeschwindigkeit herstellt (Zierep (1982)). Auf dieser Basis
l�a�t sich auch f�ur die e�ektive Viskosit�at �, die den di�usiven Austausch zwischen
Wand und wandn�achstem Gitterknoten P kontrolliert, eine Berechnungsvorschrift ab-
leiten (Pun und Spalding (1977)).
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Die vonK�arman-Konstante K wurde bereits eingef�uhrt, die Konstante E besitzt einen
festen Zahlenwerte von 9:0. Der dimensionslose Wandabstand y+ ist eine Funktion
der Dichte �, des Wandabstandes yP , der turbulenten kinetischen Energie kP und der
molekularen dynamischen Viskosit�at �l.

Liegt am wandn�achsten Knoten P f�ur den dimensionslosen Wandabstand y+ ein Wert
gr�o�er als 11:5 vor, kann das entsprechende Bilanzelement dem vollturbulenten Bereich
der Str�omung zugeordnet werden. Die e�ektive Viskosit�at � an der Wand ist dann
durch eine logarithmische Wandfunktion gegeben. F�ur y+ kleiner oder gleich 11:5 f�allt
das Kontrollvolumen der laminaren Unterschicht zu, so da� an der Wand die molekulare
Viskosit�at �l als E�ektivwert gesetzt wird.

Um die G�ultigkeitsgrenzen der Wandfunktion sicher einzuhalten, sollte der Wandab-
stand yP im Rechennetz so gew�ahlt werden, da� y+ im Intervall zwischen 30 und
300 liegt (Huang und Bradshaw (1995), Jovic und Driver (1995)). Dazu leistet bei
der Gittergenerierung eine Absch�atzung gute Dienste, die auf der Annahme eine 1

7
-

Potenzgesetzes f�ur die Geschwindigkeit in Abh�angigkeit von yP basiert (Zierep (1982)).
In diese Beziehung gehen neben der Geschwindigkeit u1 der Kernstr�omung und deren
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Abstand � zur Wand die angestrebten y+-Werte sowie die molekulare Viskosit�at �l
und die Dichte � des Fluides ein.

yP �
2
4(2:5 lny+ + 5:5)�

1

7 y+�l

� u1
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(6.23)

Damit ein Versagen des Turbulenzmodells in Wandn�ahe ausgeschlossen werden kann, ist
es notwendig, die tats�achlich erreichten y+-Werte anhand des berechneten Str�omungs-
feldes nachtr�aglich zu �uberpr�ufen.

Die vorgestellte Implementierung des logarithmischen Wandgesetzes erlaubt es, Wand-
reibungsterme auch bei turbulenter Str�omung implizit zu ber�ucksichtigen. Sie liefert
gleichzeitig eine Dirichlet-Randbedingung f�ur die e�ektive dynamische Viskosit�at �

an festen W�anden. F�ur Austritts- und Symmetrier�ander �ndet die vonNeumann-
Randbedingung @�

@n
= 0 Anwendung. Zyklische R�ander werden wie Kontroll�achen

innerhalb des Rechennetzes behandelt.

Bei der numerischen Berechnung turbulenter Str�omungsprobleme treten in der Praxis
zu Beginn der blockiterativen Prozedur regelm�a�ig sehr rasche �Anderungen der Turbu-
lenzgr�o�en im Feld auf. Diese wirken sich, sofern keine geeigneten Schutzma�nahmen
getro�en werden, auf die Wirbelviskosit�at �t und damit �uber den di�usiven Austausch-
term ai;diff unmittelbar auf die Transportkoe�zienten aus. Um negative Auswirkun-
gen auf das numerische Verhalten aller Transportgleichungen zu vermeiden, wird die
e�ektive Viskosit�at �, in der die Turbulenze�ekte ber�ucksichtigt sind, mit einem D�amp-
fungsfaktor �(�) von 0:1 relaxiert.

F�ur turbulente, isotherme Str�omungen konstanter Dichte ist die �au�ere Iterations-
schleife des Berechnungsalgorithmus nach Aktualisierung der Viskosit�atswerte beendet.

6.4 Enthalpiegleichung

Bei der Berechnung nichtisothermer Str�omungen ist mit der Temperatur im Rechenge-
biet eine weitere Unbekannte zu bestimmen. Zu diesem Zweck wird im hier beschrie-
benen numerischen Verfahren die statische Enthalpie h als Transportgr�o�e herangezo-
gen. Sie ist mit der gesuchten Temperatur T �uber die spezi�sche W�armekapazit�at cp
verkn�upft (vgl. Gleichung (4.5)).

Sofern es sich um ein adiabates Problem handelt, bleibt der Totalenthalpiestrom Htot

�uber die Grenzen des Rechengebietes erhalten.

Htot = meinhtot = mein(h +
1

2
j~wj2) = const. (6.24)

Mittels dieser Beziehung kann anhand der lokalen Geschwindigkeit die Enthalpie und
damit die Temperatur des Mediums in allen Gitterzellen n�aherungsweise ermittelt wer-
den. Vernachl�assigt ist dabei die Tatsache, da� die spezi�sche Totalenthalpie htot im
Inneren des diskretisierten Gebietes durchaus variieren kann, da der Bilanzraum das
gesamte Netz umfa�t.
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Bei exakter Betrachtung oder Problemen mit W�arme�ubergang mu� f�ur die statische
Enthalpie eine eigenen Transportgleichung gel�ost werden. Als Grundlage hierf�ur dient
eine Di�erentialgleichung, die eine Erhaltung der Enthalpie in Medien variabler Dichte
bei turbulenter Str�omung beschreibt (Cebeci und Bradshaw (1984)). Dabei werden, wie
bereits im Fall der Impulsgleichungen, Korrelationen mit turbulenten Dichteschwankun-
gen vernachl�assigt. Die Auswirkungen der Turbulenz sind mittels Wirbelviskosit�ats-
prinzip bzw. Boussinesq-Hypothese ber�ucksichtigt (vgl. Kapitel 4.3). Nach Integration
und Diskretisierung auf dem Kontrollvolumen folgt die gesuchte Bestimmungsgleichung
f�ur h.
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Konvektions- und Di�usionsterm werden auf bekannte Art diskretisiert. Die Austausch-
koe�zienten � im Di�usionsterm lassen sich mittels Prandtl-Zahlen Pr zu molekularer
Viskosit�at �l und Wirbelviskosit�at �t in Beziehung setzen (vgl. Kapitel 5.2.1 und
5.2.2). Bei der Prandtl-Zahl handelt es sich um eine dimensionslose Kennzahl, die das
Verh�altnis von kinematischer Viskosit�at �, also einer Art Impulsleitf�ahigkeit, zu Tem-
peraturleitf�ahigkeit a charakterisiert. Laminare und turbulente Prandtl-Zahl Prl und
Prt werden f�ur das Str�omungsmedium Luft nach Vorschl�agen von Sieger (1993) als
Konstanten angenommen.

Pr =
�

a
=
�l cp

�
(6.26)

Prl(Luft) � 0:69

Prt(Luft) � 0:86

Unter den Quelltermen, die die rechte Seite b der linearisierten Gleichung ausmachen,
beschreiben die Ausdr�ucke A1 und A2 die Arbeit der Druckkr�afte. Deren Beitrag
zur Enthalpie ist, ebenso wie die Arbeit der viskosen Kr�afte in Term B, f�ur kleine
Str�omungsgeschwindigkeiten gering. Der Enthalpiezuwachs durch Dissipation von Tur-
bulenzenergie ist im Ausdruck C erfa�t (Jischa (1982)).

Als Randbedingungen f�ur die Enthalpiegleichung werden vom Benutzer Temperatur-
belegungen vorgegeben, die das Programm mittels Gleichung (4.5) in die zugeh�origen
Enthalpiewerte umsetzt. Am Eintritt ins Rechengebiet wird die Enthalpie gem�a� einer
Dirichlet-Randbedingung gesetzt.

Feste W�ande k�onnen als isotherme oder adiabate Grenzen des Rechengebietes spezi�-
ziert werden. Bei isothermen Verh�altnisse sind konstante Wandwerte ebenfalls durch
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eine Dirichlet-Randbedingung bestimmt. Wandw�armestr�ome werden dann �uber die dif-
fusiven Anteile ai;diff der Transportkoe�zienten implizit erfa�t. Um diesen Austausch
korrekt zu beschreiben, mu� die Wirbelviskosit�at �t, die sich aus dem logarithmischen
Wandgesetz ergibt, mit einem Korrekturfaktor modi�ziert werden. Die resultierende
Wandfunktion ber�ucksichtigt den zus�atzlichen Widerstand, den die laminare Unter-
schicht dem Wandw�armestrom entgegensetzt (Jayatilleke (1969)).

� =

8><
>:

�t y
+

y+ + P �t
�l

, y+ > 11:5

�l , y+ � 11:5

(6.27)

P = 9:0
�
Prl

Prt
� 1

� �
Prl

Prt

�� 1

4

Zugrundegelegt ist auch hier das logarithmische Wandgesetz, allerdings um die soge-
nannte P -Funktion erweitert. Mit der nach Pun und Spalding (1977) implementierten
Korrelation und den f�ur laminare und turbulente Prandtl-Zahl eingesetzten Konstan-
ten nimmt P einen Wert von �1:88 an. Der hier eingeschlagene Weg zur Festlegung
des Wandw�armestroms nutzt die bereits bekannte Wirbelviskosit�at �t. Er vermeidet
somit den hohen Berechnungsaufwand, den ein erneutes Auswerten der logarithmischen
Wandfunktion erfordert.

Bei adiabaten W�anden kommt eine vonNeumann-Randbedingung mit @�

@n
= 0 zum

Einsatz, so da� die ben�otigten Werte vom wandn�achsten Knoten �ubernommen werden.
Die gleiche Randbedingung wird auch auf Austritts- und Symmetrieebenen angewendet.
Zus�atzlich �ndet an Austritten durch L�oschen der Transportkoe�zienten ai eine D�amp-
fung des ins Gebietsinnere gerichteten Informationsusses statt. Zyklisch verkn�upfte
R�ander werden auch hier implizit behandelt.

Die Relaxation der Enthalpiegleichung wird mit einem D�ampfungsfaktor �(h) von 0:5
vorgenommen.

6.5 Dichte

F�ur die numerische Berechnung von Str�omungen inkompressibler Fluide oder kompressi-
bler Medien bei m�a�iger Geschwindigkeit, d.h. einer Machzahl unterhalb von 0:3, kann
die Dichte als konstant betrachtet werden, sofern lediglich geringe Temperatur�ande-
rungen auftreten. Bei der Simulation kompressibler Fluide mit h�oherer Geschwindig-
keit sowie bei starker Variation der statischen Enthalpie ist es dagegen unerl�a�lich die
Dichte�anderungen, die sich aufgrund von Druck- und Temperaturvariation im Rechen-
gebiet ergeben, zu ber�ucksichtigen. Beim vorgestellten numerischen Verfahren werden
gasf�ormige Medien als perfekte Gase betrachtet, so da� sich �uber die Zustandsgleichung
die gesuchte Dichte � aus bekannten Werten von Druck p, Temperatur T und spezieller
Gaskonstante R leicht berechnen l�a�t.

� =
p

RT
=
p cp

Rh
(6.28)

Die Dichte mu� f�ur alle Bilanzelemente und Kontroll�achen im Rechennetz neu be-
stimmt werden, sobald sich der Druck p oder die Temperatur T bzw. die Enthalpie h
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ge�andert haben. Im Verlauf einer Blockiteration sind also maximal zwei Aktualisierun-
gen durchzuf�uhren. Wird auf eine dieser beiden Neuberechnungen verzichtet, nimmt
die Konvergenzgeschwindigkeit des Rechengangs merklich ab. Die Ursache daf�ur liegt
in den konvektiven Transporttermen, zu deren Berechnung dann nicht mehr aktuelle
Sto�werte herangezogen werden.

An Kontroll�achen im Innern des Rechengebietes resultiert die Dichte aus einer linearen
Interpolation der in den beiden Nachbarelementen vorliegenden Werte. F�ur Ein- und
Austritts�achen des Gitters ergibt sie sich, wie an den Rechenknoten selbst, gem�a� der
idealen Gasgleichung aus den vorliegenden Dr�ucken und Temperaturen. Die Dichte des
Mediums an festen W�anden und Symmetrier�andern wird w�ahrend des iterativen Be-
rechnungsvorgangs nicht ben�otigt, da �uber diese Begrenzungen hinweg kein konvektiver
Austausch statt�ndet. Um sp�ater jedoch auch hier eine numerische L�osung konsistent
darzustellen, wird eine vonNeumann Randbedingung mit @�

@n
= 0 gesetzt. F�ur zyklisch

verkn�upfte R�ander lassen sich Dichtewerte, wie im Inneren des Rechengebietes, durch
lineare Interpolation ermitteln.

�Ahnlich der e�ektiven dynamischen Viskosit�at � sind auch die Str�omungsgr�o�en, mit
deren Hilfe die Dichte � bestimmt wird, nach dem Start des blockiterativen Algorith-
mus starken Schwankungen unterworfen. Die damit verbundenen, oft sprunghaften
Dichte�anderungen m�ussen durch Relaxation ged�ampft werden, da sie andernfalls linear
in den konvektiven Anteil ai;konv der Transportkoe�zienten ai Eingang �nden und die
Stabilit�at des Gesamtverfahrens st�oren. Der entsprechende D�ampfungsfaktor �(�) kann
erfahrungsgem�a� zwischen 0:1 und 0:5 gew�ahlt werden, wobei mit relativ niedrigen
Werten zwar geringere Konvergenzraten, jedoch ein stabileres numerisches Verhalten
erreicht wird.

In den vorangegangenen Abschnitten wurde die Diskretisierung der Transportgleichun-
gen f�ur die Geschwindigkeiten u und v, die Druckkorrektur p0, die Turbulenzgr�o�en k

und � sowie f�ur die statische Enthalpie h auf ebenen unstrukturierten Gittern ausf�uhr-
lich dargestellt. Ebenfalls im Detail erl�autert wurde die Berechnung des Druckes p,
der e�ektiven dynamischen Viskosit�at � und der Dichte �. Besondere Aufmerksam-
keit galt dabei dem Aufbau der verschiedenen Gleichungsterme und deren Zuordnung
zu den Elementen der allgemeinen Diskretisierungsgleichung, der Implementierung von
m�oglichen Randbedingungen und der Auswahl geeigneter D�ampfungsfaktoren f�ur die
Relaxation.

Mit der Entscheidung f�ur SIMPLE- oder SIMPLEC-Druckkorrekturverfahren liegen die
optimalen Relaxationsparameter bei allen sechs Transportgleichungen und der dynami-
schen Viskosit�at fest. Eine Variation der genannten Werte hat sich bisher nicht als
sinnvoll erwiesen. Als Ma�nahme in den seltenen F�allen gest�orter Konvergenz ist eine
Erh�ohung der D�ampfung von Druck- und Dichtel�osung zu empfehlen.

Um Robustheit und Konvergenzrate der gesamten numerischen Methode weiter zu
verbessern, wurden zwei neue Techniken entwickelt und zum ersten Mal vorgestellt.
Eine automatische l�osungsgesteuerte Relaxationsstrategie f�ur den Druck stabilisiert Ge-
schwindigkeits- und Druckfeld speziell w�ahrend der ersten Blockiterationen zu Beginn
jeder Rechnung. Eine besondere Behandlung der Gleichung f�ur die Dissipation der
turbulenten kinetischen Energie vermeidet Stabilit�atsprobleme, die mit h�oherwertiger
Diskretisierung der konvektiven Transportterme vereinzelt auftreten.
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7 Validierung des numerischen Verfahrens

Um ein numerisches Berechnungsverfahren auf praxisrelevante Str�omungsprobleme sinn-
voll anzuwenden, mu� eine fehlerfreie Implementierung der genutzten physikalischen
Modelle und numerischen Algorithmen sichergestellt sein. Im Sinne einer m�oglichst
e�zienten Nutzung der entsprechenden Programme ist es au�erdem erforderlich, deren
numerisches Verhalten sowie eventuell vorhandene Einsatzbeschr�ankungen genau zu
kennen. F�ur das hier vorgestellte Verfahren war neben dem eigentlichen Berechnungs-
ablauf die zur Modi�kation der r�aumlichen Diskretisierung eingeschlagene Strategie
kritisch zu �uberpr�ufen.

Ein Schwerpunkt der anstehenden Validierung ist die Kontrolle der Diskretisierungsge-
nauigkeit, die einerseits durch unterschiedliche Interpolation der konvektiven Transport-
terme mit Upwind- und DISC-Ansatz, andererseits durch Adaption der verwendeten
Rechennetze beeinu�t wird. Genauigkeit und Konvergenzeigenschaften der neuen nu-
merischen Methode sollen schrittweise f�ur laminare, turbulente und kompressible nicht-
isotherme Anwendungsf�alle unter Beweis gestellt werden. Str�omungsprobleme aus der
Praxis der thermischen Turbomaschinen sind f�ur diesen Zweck nur bedingt geeignet, da
sie im allgemeinen eine sehr komplexe geometrische und physikalische Modellierung not-
wendig machen, so da� Fehlerquellen in einzelnen Programmodulen nur sehr schwierig
separiert werden k�onnen. Erschwerend kommt hinzu, da� f�ur derartige Kon�gurationen
nur selten umfassende Me�daten vorliegen.

Aus den genannten Gr�unden wurde die �Uberpr�ufung der numerischen Methode an-
hand bekannter, geometrisch vergleichsweise einfacher Testf�alle durchgef�uhrt. Die aus-
gew�ahlten Probleme weisen jedoch wesentliche praxisrelevante Str�omungsph�anomene
wie Abl�osungen und Verdichtungsst�o�e auf. In ansteigender Komplexit�at aufgelistet
handelt es sich bei diesen Testproblemen um eine laminare Stufenstr�omung, eine lami-
nare Hindernisstr�omung, eine laminare Zylinderumstr�omung, eine turbulente Stufen-
str�omung sowie eine transsonische Str�omung �uber ein Kreisbogenpro�l am Boden eines
Kanals.

7.1 Laminare Stufenstr�omung (Re = 389)

Als ersten Testfall f�ur das neue numerische Berechnungsverfahren wurde eine laminare
Str�omung �uber eine r�uckspringende Stufe herangezogen. Die zugrundeliegenden Mes-
sungen sowie zus�atzliche numerische Untersuchungen wurden von Armaly et al. (1983)
durchgef�uhrt.

Ein charakteristisches Merkmal von Stufenstr�omungen ist eine Str�omungsabl�osung un-
mittelbar hinter der Querschnittserweiterung, die trotz einfacher geometrischer Kon�-
guration f�ur ein komplexes Str�omungsfeld sorgt. Ein Vergleich gemessener und simu-
lierter Geschwindigkeitspro�le erlaubt deshalb eine zuverl�assige Bewertung der erziel-
ten Diskretisierungsgenauigkeit (Freitas (1995)). Abbildung 7.1 gibt die geometrischen
Verh�altnisse im Me�kanal in einem L�angsschnitt wieder. Die Experimente mit Luft als
Str�omungsmedium wurden in einem weiten Geschwindigkeits- bzw. Reynoldszahlbe-
reich durchgef�uhrt. Die Messung der Geschwindigkeitskomponenten erfolgte optisch
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AustrittEintritt h = 5.2

s = 4.9

500.0x

y

Abb. 7.1: Geometrie des Me�kanals mit r�uckspringender Stufe (Re = 389)

mittels eines Laser-Doppler-Anemometers (LDA). Dabei wurde festgestellt, da� im
Mittelschnitt des Kanals bis zu einer Reynoldszahl ReDh

von 400 zweidimensionale
Str�omungsverh�altnisse vorliegen. Als charakteristische L�ange �ndet der hydraulische
Durchmesser Dh des Kanals vor der Erweiterung, also dessen doppelte H�ohe h, Ein-
gang in die Reynoldszahl.

Eine numerische Simulation der Stufenstr�omung wurde bei einer Reynoldszahl ReDh

von 389 vorgenommen. Als Eintrittsbelegung f�ur die Geschwindigkeit im Zustr�omkanal
diente, basierend auf den Me�ergebnissen, das parabolische Pro�l einer ausgebildeten,
laminaren Spaltstr�omung. Geschwindigkeits- und Sto�daten, die im Rahmen der Rech-
nung ben�otigt wurden, sind in Tabelle 7.1 zusammengefa�t.

Bei der Gittergenerierung wurde in einem ersten Versuch auf eine Diskretisierung der
Einlaufstrecke verzichtet, so da� der Eintritt ins Rechengebiet unmittelbar oberhalb
der Stufenkante erfolgte. Die unbefriedigenden Resultate dieser Rechnung machten
deutlich, da� die Zulaufstr�omung am Ende des Eintrittskanals ganz wesentlich von den
Verh�altnissen stromab der Querschnittserweiterung beeinu�t wird. Demnach darf hier
keine parabolische Geschwindigkeitsverteilung mehr angenommen werden.

In ein verbessertes Rechennetz wurde ein 15:6mm bzw. drei Kanalh�ohen h messen-
der Abschnitt des Zulaufkanals einbezogen. Das Rechengebiet endet 120:25mm hinter
der Stufe und �ubersteigt damit die im Experiment beobachtete Abl�osel�ange von etwa
42:0mm um ein Mehrfaches. Eine R�uckwirkung der Austrittsrandbedingung auf die
abgel�oste Str�omung im vorderen Bereich des Kanals ist damit praktisch ausgeschlos-
sen. Ein Teil des beschriebenen Basisgitters mit insgesamt 3808 Gitterknoten ist in
Abbildung 7.2 dargestellt.

Um den Einu� der Diskretisierung der konvektiven Terme auf die Qualit�at der Ergeb-
nisse und das Konvergenzverhalten zu analysieren, wurden auf dem Basisgitter sowohl
das bekannte Upwind-Schema als auch die im Rahmen dieser Arbeit neu entwickelte
DISC-Interpolation eingesetzt. Die Auswirkungen einer verbesserten r�aumlichen Dis-
kretisierung wurden durch Berechnung der L�osung auf einem nachtr�aglich modi�zierten
Gitter mit 5062 Knoten �uberpr�uft, wobei f�ur die Konvektionsterme der DISC-Ansatz
zur Anwendung kam.

�uein [m/s] �l [Pa s] � [kg/m3]
ReDh

= 389 0:5626 18:2 � 10�6 1:21

Tab. 7.1: Geschwindigkeits- und Sto�daten (Re = 389)
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Abb. 7.5: Konvergenzverhalten der numerischen Berechnung (Re = 389)

halten auf. Nach einer kurzen Stagnationsphase zu Iterationsbeginn fallen die Residuen
steil und weitgehend monoton ab, wobei der DISC-Ansatz zun�achst leichte Vorteile f�ur
sich verbuchen kann. Das Abbruchkriterium Resref von 5 � 10�3 wird mit Upwind-
Interpolation nach 437, mit DISC-Schema nach 468 �au�eren Iterationen erreicht. Die
auf einem Sun Sparc 10-TGX4 Arbeitsplatzrechner aufgewendete Prozessorzeit betr�agt
in beiden F�allen etwa 16 Minuten. Nach Neustart der DISC-Rechnung auf dem modi-
�zierten Gitter wird eine h�ohere Konvergenzrate erzielt, so da� nach nur 250 weiteren
Blockiterationen erneut das Abbruchresiduum erreicht ist.

Die Bearbeitung dieses ersten Validierungsfalls hat gezeigt, da� durch den Einsatz des
neuen, zweiter Ordnung genauen DISC-Ansatzes die Rechengenauigkeit des vorgestell-
ten numerischen Verfahrens deutlich gesteigert wird. Dieser Zuwachs an mathema-
tischer Genauigkeit mu�, wie die Analyse des Konvergenzverhaltens beweist, im Un-
terschied zu vielen bekannten Diskretisierungsans�atzen h�oherer Ordnung, nicht durch
einen Verlust an numerischer Stabilit�at erkauft werden. Erfreulicherweise ist auch der
erforderliche Mehraufwand gering, was ein Vergleich der Rechenzeiten belegt. Eine
weitere Erh�ohung der Diskretisierungsgenauigkeit wird durch die nachtr�agliche Gitter-
verfeinerung erreicht, wobei sich das Konvergenzverhalten auf dem modi�zierten Netz
gegen�uber der Rechnung auf dem Basisgitter nochmals verbessert.

7.2 Laminare Hindernisstr�omung (Re = 145)

Die Basis f�ur den n�achsten numerischen Test war die laminare Str�omung �uber ein Hin-
dernis in einem Kanal. Die zugrundeliegenden Messungen und zus�atzliche numerische
Studien wurden von Carvalho et al. (1987) durchgef�uhrt und ver�o�entlicht. Das vor-
liegende Problem ist erheblich anspruchsvoller, als die vorher betrachtete laminare Stu-
fenstr�omung, da sich sowohl im Str�omungsschatten des Hindernisses am Kanalboden
als auch stromab in einiger Entfernung an der Kanaldecke gro�e Abl�osewirbel ausbil-
den. Position und Ausdehnung dieser Rezirkulationsgebiete sind ganz wesentlich vom
Str�omumgszustand stromauf der Versperrung bestimmt. Des weiteren stellt die abrupte
Verengung des Kanalquerschnittes, die schnelle �Anderungen der Str�omungsgr�o�en er-
zwingt, hohe Anforderungen an die Stabilit�at eines numerischen Verfahrens.
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Eintritt Austritt

50.0 215.0
1.0

H=10.0
y

s = 5.0

x

Abb. 7.6: Geometrie des Me�kanals mit Hindernis (Re = 145)

Abbildung 7.6 gibt die gew�ahlte experimentelle Kon�guration schematisch in einem
L�angsschnitt wieder. Zur Messung der Geschwindigkeit der im Kanal str�omenden Luft
wurde ein Laser-Doppler-Anemometer eingesetzt. Im Mittelschnitt des Versuchskanals
kann die Str�omung als eben betrachtet werden.

Die numerische Berechnung des Str�omungsproblems erfolgte bei einer Reynoldszahl Res
vom 145, wobei als charakteristische L�ange die H�ohe s des Hindernis diente. Als Ge-
schwindigkeitsbelegung am Kanaleintritt wurde der Messung folgend ein ausgebildetes
laminares Spaltstr�omungspro�l vorgegeben. Die zur Simulation verwendeten Werte f�ur
Geschwindigkeit und Sto�daten sind in Tabelle 7.2 aufgef�uhrt.

Die r�aumliche Diskretisierung des Me�kanals beginnt 49:0mm stromauf des Hindernis-
ses und endet 150:0mm hinter diesem. Damit wird die gemessene L�ange der R�uck-
str�omzone am Kanalboden von 53:0mm mehrfach �uberschritten. Einen Ausschnitt aus
dem Basisgitter mit 2413 Rechenpunkten zeigt Abbildung 7.7.

Im Rahmen der numerischen Simulation der Hindernisstr�omung wurde zur Diskreti-
sierung der Konvektionsterme ausschlie�lich das neue DISC-Verfahren herangezogen.
Der Einu� des Rechengitters auf den Diskretisierungsfehler wurde durch Neustart
der Rechnung auf zwei jeweils weiter verfeinerten Netzen mit 4318 und 5929 Knoten
�uberpr�uft. Abbruchkriterium f�ur den Iterationsproze� war jeweils ein Referenzresiduum
Resref von 5 � 10�3.
Ein Vergleich zwischen berechneten und gemessenen Pro�len der x-Komponente u der
Geschwindigkeit wurde an vier Positionen im Gitter vorgenommen. Diese be�nden sich
unmittelbar am Hindernis bei x

s
= 0:0, sowie 3:4, 8:0 und 12:0 Hindernish�ohen stromab

der Versperrung. Die entsprechenden experimentellen und numerischen Ergebnisse sind
in Abbildung 7.8 aufgef�uhrt.

Auf dem Basisgitter nimmt die Qualit�at der numerischen L�osung mit zunehmender Ent-
fernung vom Hindernis erkennbar ab. Verantwortlich daf�ur ist die zu grobe r�aumliche
Diskretisierung mit nur 10 St�utzstellen �uber der Kanalh�ohe und lediglich 5 Rechen-
knoten im engsten Querschnitt �uber dem Hindernis. Wie die Geschwindigkeitspro�le
bei x

s
von 8:0 und 12:0 belegen, ist das Rezirkulationsgebiet am Kanalboden mit nur

30:0mm L�ange viel zu kurz wiedergegeben. Die zweite im Experiment beobachtete

�uein [m/s] �l [Pa s] � [kg/m3]
Res = 145 0:4362 18:2 � 10�6 1:21

Tab. 7.2: Geschwindigkeits- und Sto�daten (Re = 145)
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Abb. 7.9: Modi�ziertes Gitter f�ur Kanal mit Hindernis (Re = 145)

in Abbildung 7.9 zu sehen. Dieses Gitter stellt zwischen unterer und oberer Kanalwand
mehr als 20 Rechenknoten bereit.

Bereits nach der ersten Modi�kation wird, wie Abbildung 7.8 deutlich macht, gute
�Ubereinstimmung zwischen numerischem und experimentellem Ergebnis erreicht. Als
L�ange der unteren Abl�oseblase hinter der Versperrung ergeben sich, wie im Versuch
53:0mm. Das zweite gro�e Rezirkulationsgebiet unter der Kanaldecke wird zwischen
45:5 und 65:5mm stromab des Hindernisses berechnet und ist damit kleiner als im
Experiment.

Die zweite Gittermodi�kation f�uhrt lediglich an der letzten Vergleichsstelle bei x

s
von

12:0 zu einer wesentlichen Verbesserung der numerischen L�osung. Entsprechend stimmt
die Ausdehnung der vorhergesagten zweiten Rezirkulation, die sich jetzt zwischen 44:5
und 73:5mm nach dem Hindernis be�ndet, besser mit der Messung �uberein. Aufgrund
der geringen Unterschiede zur L�osung nach der ersten Gitterverfeinerung, kann das
Ergebnis auf dem zweifach adaptierten Netz als weitgehend gitterunabh�angig betrachtet
werden.

Ein Indiz f�ur die hohe numerische Stabilit�at der DISC-Interpolation und des gesamten
Rechenverfahrens ist neben einem problemlosen Konvergenzverhalten das Erscheinungs-
bild des berechneten Druckfeldes. Es ergeben sich, wie anhand von Abbildung 7.10 er-
kennbar ist, selbst in unmittelbarer Umgebung der Kanalverengung keinerlei Hinweise
auf Druckoszillationen.

Die Resultate der numerischen Untersuchung der Hindernisstr�omung haben die posi-

⇒E
in

tr
itt

Rechnung modif. Gitter
p-pEin [MPa]

-0.08

-0.17

-0.26

-0.35

-0.44

-0.53

-0.62

-0.71

-0.8

Abb. 7.10: Berechnetes Druckfeld im Bereich der Versperrung (Re = 145)
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tiven Genauigkeits-, Stabilit�ats- und Konvergenzeigenschaften von DISC-Ansatz und
gesamter numerischer Methode f�ur ein schwieriges Str�omungsproblem nochmals unter
Beweis gestellt. Die r�aumliche Diskretisierung kann durch Gitteradaption mehrfach
verbessert werden, wobei der nachfolgende Neustart der Rechnung keinerlei Schwierig-
keiten bereitet. Damit l�a�t sich eine mangelnde Au�osung des Str�omungsgeschehens
beheben, ohne dazu auf eigens generierten Gittern das Problem vollst�andig neu zu
bearbeiten.

7.3 Laminare Zylinderumstr�omung (Re = 20)

Beim letzten laminaren Testfall handelt es sich um die station�are, zweidimensionale Um-
str�omung eines ebenen Kreiszylinders in einem Kanal. Anders als bei den zwei vorange-
gangenen Str�omungsf�allen handelt es sich bei dieser Kon�guration um ein Benchmark-
Problem, f�ur das auf rein numerischem Weg eine Referenzl�osung bestimmt wurde
(Sch�afer und Turek (1995)). Die f�ur Kanal und Zylinder vorgeschriebene, leicht asym-
metrische Geometrie ist in Abbildung 7.11 dargestellt.

Die vorliegende Anordnung kombiniert Um- und Durchstr�omungsproblem und stellt so
ebenfalls hohe Anforderungen an die Stabilit�at eines numerischen Verfahrens. Die Qua-
lit�at der berechneten L�osung kann sehr einfach anhand integraler Parameter �uberpr�uft
weren. Zu diesem Zweck waren im Rahmen des Benchmarking der Widerstandsbeiwert
cD, der Auftriebsbeiwert cL, die Abl�osel�ange La hinter dem Zylinder und die Druck-
di�erenz �p zwischen vorderem und hinterem Staupunkt des K�orpers zu berechnen.
Auftriebs- und Widerstandsbeiwert lassen sich durch numerische Integration entlang
der Zylinderober�ache ermitteln, wobei hier Anstr�omung in x-Richtung vorausgesetzt
wird.
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Die Geschwindigkeitsableitung @wt

@n
wird mit Hilfe der Geschwindigkeit ~wPi am wand-

n�achsten Gitterknoten Pi anhand des Vektorproduktes (~wPi ;~ti ) aus Geschwindigkeits-
und Tangenteneinheitsvektor sowie des Wandabstandes �nPi des Rechenknotens Pi
bestimmt.

Bei einer mit dem Zylinderdurchmesser als charakteristischer L�ange gebildeten Reynolds-
zahl ReD der Anstr�omung von 20 erfolgt eine Str�omungsabl�osung hinter dem Dicken-
maximum des Zylinders in jedem Fall station�ar. Als Randbedingung am Eintritt ins
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AustrittEintritt

x

y

150.0

160.0

150.0

D=100.0

2200.0

Abb. 7.11: Geometrie des Kanals mit Zylinder (Re = 20)

Rechengitter war ein ausgebildetes laminares Geschwindigkeitspro�l zu setzen. Alle
vorgegebenen Geschwindigkeits- und Sto�werte sind in Tabelle 7.3 zusammengestellt.

Das Rechengebiet beginnt 150 mm vor dem Zylinder und erstreckt sich �uber eine L�ange
von 2200 mm. Ein Teil des entsprechenden Basisgitters mit 8110 Knoten ist in Ab-
bildung 7.12 wiedergegeben. Zu erkennen ist eine Verdichtung des Netzes zum Kreis-
zylinder hin. Dessen Ober�ache ist in Winkelschritten von 1o diskretisiert, um die
Str�omungsgrenzschicht mit Stau- und Abl�osepunkten genau zu erfassen. Der Abstand
der wandn�achsten Knoten zur Zylinderober�ache betr�agt 0:26mm.

Im Rahmen der Benchmark-Rechnungen auf dem Basisgitter sowie auf zwei adaptier-
ten Netzen mit 9696 und 11570 St�utzstellen wurde zur Diskretisierung der konvektiven
Terme ausnahmslos die DISC-Interpolation angewendet. F�ur die automatische Gitter-
verfeinerung kam sowohl das Fl�achenkriterium als auch der fehlersensitive dimensions-
lose Geschwindigkeitsgradient P (u; v) zum Einsatz. Diese kombinierte Adaptionsstra-
tegie bot sich aufgrund der besonderen Eigenarten des vorliegenden Str�omungsproblems
an.

�uein [m/s] �l [Pa s] � [kg/m3]
ReD = 20 0:2 1:0 � 10�3 1:0

Tab. 7.3: Geschwindigkeits- und Sto�daten (Re = 20)
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Abb. 7.12: Basisgitter f�ur Kanal mit Zylinder (Re = 20)
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modif. Gitter (11570 Knoten) Rechnung modif. Gitter

0.1 m/s

Abb. 7.13: Modif. Netz und Geschwindigkeitsfeld im Zylindernachlauf (Re = 20)

Im freien Querschnitt zwischen Zylinderober�ache und Kanalw�anden pr�agen ausge-
dehnte laminare Wandgrenzschichten das Str�omungsgeschehen. Die Geschwindigkeits-
gradienten und der daraus abgeleitete Fehlerparameter P (u; v) variieren f�ur dieses Ge-
biet nur in einem schmalen Wertebereich. Hier ist deshalb, neben der fehlergest�utzten
Adaption des Netzes in der Umgebung des Zylinders, eine gleichm�a�ige �achenbasierte
Modi�kation angebracht. Im Nachlauf des Zylinders dagegen bestimmt ein Doppelwir-
bel das Str�omungsbild im Zentralbereich des nun relativ weiten Kanalquerschnittes. In
diesem Teil des Rechengebietes ist mehrfache, auschlie�lich fehlergesteuerte Adaption
m�oglich und auch sinnvoll.

Abbildung 7.13 zeigt einen Ausschnitt des feinsten Rechengitters stromab des Zylinders
und das dort berechnete Geschwindigkeitsfeld. Es ist deutlich zu erkennen, wie das
Fehlerkriterium Wandgrenzschicht, Abl�ose- und Staupunkte, Scherschichten im Dop-
pelwirbel sowie das Ende des Rezirkulationsgebietes erfa�t, so da� lokal verdichtete
Gitterbereiche entstehen.

Die iterative Berechnung der Str�omungsgr�o�en auf dem Basisgitter wie auch die bei-
den weiterf�uhrenden Rechnungen auf modi�zierten Netzen wurden beendet, sobald das
maximale Residuum der �au�eren Iteration einen Wert von 5 �10�4 unterschritten hatte.
Um die Sensitivit�at der berechneten integralen L�osungsparameter gegen�uber dem Ab-
bruchkriterium zu analysieren, wurden teilweise zus�atzliche Rechnungen mit einem re-
duzierten Referenzresiduum Resref von 1 � 10�4 durchgef�uhrt. Der gesamte L�osungs-
und Verfeinerungsproze� wurde beendet, nachdem ein konstanter Wert der Druckdif-
ferenz �p �uber den Zylinder erreicht worden war. Tabelle 7.4 gibt die Resultate der
verschiedenen Rechnungen zusammen mit der ebenfalls numerisch auf extrem feinen
Netzen bestimmten Referenzl�osung wieder. Zus�atzlich sind die jeweils verwendeten
Abbruchresiduen, die auf einer Sun Sparc 10-TGX4 ben�otigte Prozessorzeit tCPU sowie
in der letzten Zeile die prozentuale Abweichung zwischen den Mittelwerten der Refe-
renzl�osung und der Feingitterl�osung bei reduziertem Referenzresiduum aufgenommen.

Im Zuge der Gitterverfeinerung n�ahern sich die Resultate f�ur Auftriebsbeiwert cL und
Abl�osel�ange La immer mehr der numerischen Referenzl�osung, w�ahrend sich Wider-
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nGitter Resref � 104 cD [1] cL � 102 [1] La [mm] �p [Pa] tCPU [s]
8110 5:0 5:603 �0:31 81:5 0:1167 3437

1:0 5:608 �0:31 81:2 0:1169 -
9696 5:0 5:513 0:56 82:67 0:1154 1099
11570 5:0 5:507 1:32 83:04 0:1155 1796

1:0 5:506 1:13 83:04 0:1155 -
Referenz - 5:58 1:07 84:7 0:1174 -

- �0:01 �0:03 �0:5 �0:0002 -
rel. Fehler - 1:3% 5:6% 1:9% 1:6% -

Tab. 7.4: Resultate der Benchmark-Rechnungen (Re = 20)

standsbeiwert cD und Druckdi�erenz �pminimal verschlechtern. Eine Versch�arfung des
Abbruchkriteriums bleibt auf dem groben Ausgangsgitter nahezu folgenlos. Auf dem
feinsten Netz beeinu�t sie als einzigen der vier L�osungsparameter den Auftriebsbei-
wert cL signi�kant. Eine Ursache daf�ur ist der sehr geringe Absolutwert von cL, durch
den selbst dem Betrage nach kleine Korrekturen zu prozentual hohen Abweichungen
f�uhren. Verglichen mit der numerischen Referenzl�osung liegen die relativen Fehler der
Feingitterrechnung mit versch�arftem Abbruchkriterium bei Widerstand, Abl�osel�ange
und Druckdi�erenz unter 2%. Beim Auftrieb tritt eine Abweichung von 5:6% auf. Mit
leichten Abstrichen bez�uglich des Auftriebsbeiwertes l�a�t sich die erreichte Genauigkeit
unter Ber�ucksichtigung des ma�vollen numerischen Aufwandes als gut bewerten.

Durch das Nutzen der jeweils schon berechneten Grobgitterl�osung als Anfangsbelegung
beim Neustart ist die ben�otigte Prozessorzeit tCPU auf den modi�zierten Netzen deut-
lich k�urzer, als auf dem Basisgitter. Selbst nach der zweiten Adaption treten auf dem
in Wandn�ahe extrem verfeinerten Gitter keinerlei Konvergenzprobleme auf. Oszillatio-
nen der L�osungsvariablen werden ebenfalls nicht beobachtet. Als Beleg hierf�ur ist in
Abbildung 7.14 die im Bereich des Zylinders berechnete Druckverteilung wiedergegeben.

Damit sind, neben mathematischer Genauigkeit und gutm�utigem Konvergenzverhalten,
die numerische Stabilit�at und E�zienz der verwendeten Berechnungsmethode sowie
Funktionalit�at und Nutzen des Adaptionsalgorithmus auch f�ur ein Umstr�omungspro-
blem unter Beweis gestellt.
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0.032

0.019

0.006

-0.007
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Abb. 7.14: Berechnetes Druckfeld im Bereich des Zylinders (Re = 20)
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7.4 Turbulente Stufenstr�omung (Re = 39 000)

Nachdem das neu entwickelte numerische Berechnungsverfahren anhand anspruchsvoller
laminarer Testf�alle validiert worden war, erfolgte im n�achsten Schritt die Implementie-
rung und �Uberpr�ufung des Standard-k; �-Turbulenzmodells. Wiederum wurden zahl-
reiche numerische Untersuchungen an unterschiedlichen Kon�gurationen durchgef�uhrt.
Stellvertretend daf�ur sollen hier die Ergebnisse f�ur die turbulente Str�omung �uber eine
r�uckspringende Stufe (Eaton und Johnston (1980)) vorgestellt werden.

Abbildung 7.15 gibt in einem L�angsschnitt eine schematische Darstellung der Geometrie
des Me�kanals. Wie im laminaren Fall kommt es stromab der Querschnittserweiterung
des Kanals zu einer Str�omungsabl�osung, die in der geometrisch einfachen Anordnung f�ur
komplexe Str�omungsverh�altnisse verantwortlich ist. Der Versuchsaufbau ist wiederum
so gestaltet, da� in der Mittelebene des Kanals eine nahezu zweidimensionale Str�omung
vorliegt. Zur Messung von Geschwindigkeit und turbulenter Schwankungsbewegung
der Luftstr�omung wurden urspr�unglich Hitzdrahtsonden verwendet. Nachmessungen,
die unter Nutzung der Laser-Doppler Technik zu einem sp�ateren Zeitpunkt erfolgten,
best�atigen die Verl�a�lichkeit dieser Daten (Eaton et al. (1982)).

Die Berechnung der Stufenstr�omung wurde f�ur eine Reynoldszahl Res von 39 000 vor-
genommen. Bezugsl�ange der Kennzahl ist die Stufenh�ohe s. Am Eintritt ins Rechen-
gebiet wurden Geschwindigkeit und turbulente kinetische Energie bzw. Turbulenzgrad
Tu gem�a� der vorhandenen Me�daten belegt. Die Dissipation � der turbulenten kineti-
schen Energie konnte nach Vorgabe eines charakteristischen L�angenma�es l� berechnet
werden. Die Werte der f�ur die Rechnung genutzten Geschwindigkeits-, Sto�- und Tur-
bulenzgr�o�en sind in Tabelle 7.5 zusammengefa�t.

Die Diskretisierung des Str�omungsgebietes beginnt 40:64mm bzw. 0:8 Stufenh�ohen
stromauf der Stufe und endet 1204mm hinter dieser. Damit liegt der Austrittsrand in
sicherer Entfernung zum Ende der Abl�oseblase, die sich von der Querschnittserweiterung
an �uber 405mm in Str�omungsrichtung erstreckt. Auf dem Basisgitter stehen f�ur die
numerische Berechnung insgesamt 7535 St�utzstellen zur Verf�ugung.

Um die G�ultigkeit des logarithmischen Wandgesetzes zu gew�ahrleisten, wurde der Ab-
stand zwischen wandn�achstem Knoten und Kanalwand, der in Gleichung (6.23) an-

�uein [m/s] �Tuein [%] l�;ein [m] �l [Pa s] � [kg/m3]
Res = 39 000 11:65 2.4 0:003 18:2 � 10�6 1:21

Tab. 7.5: Geschwindigkeits-, Turbulenz- und Sto�daten (Re = 39 000)

Austritth = 76.2

s = 50.8

x

Eintritt

2336.8

y

Abb. 7.15: Geometrie des Me�kanals mit r�uckspringender Stufe (Re = 39 000)
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Abb. 7.18: Messung und Rechnung f�ur u auf dem Basisgitter (Re = 39 000)

Str�omungsverh�altnissen vorgenommen wird.

Im Rahmen der durchgef�uhrten Untersuchungen wurden sowohl die Werte der x-Kom-
ponente u der Geschwindigkeit als auch der turbulenten kinetischen Energie k, die aus
numerischer Simulation und Experiment vorlagen, miteinander verglichen. Diese Ge-
gen�uberstellung fand an f�unf Positionen bei x

s
von 1:0, 2:0, 4:0, 6:0 und 8:0 Stufenh�ohen

stromab der Querschnittserweiterung statt. Abbildung 7.18 und 7.19 liefern die ent-
sprechenden Darstellungen von Geschwindigkeit und Turbulenzenergie f�ur Rechnungen
auf dem Basisgitter mit DISC/Upwind- und DISC/DISC-Interpolation der konvektiven
Transportterme in Impulsgleichungen und Turbulenzmodell.

Die gemessenen Geschwindigkeitspro�le werden mit beiden Diskretisierungsmethoden
sehr genau erfa�t, wobei die DISC/Upwind-Diskretisierung im Bereich der Str�omungs-
abl�osung am Kanalboden, etwas bessere �Ubereinstimmung mit dem Experiment erzielt.
Dieser Unterschied macht sich in den berechneten Abl�osel�angen deutlich bemerkbar.
Hier ergeben sich mit 378mm bei der DISC/Upwind- und 308mm bei der DISC/DISC-
Methode Abweichungen von 6:6% bzw. 24% gegen�uber dem Me�wert von 405mm.

Die turbulente kinetische Energie k wird von beiden Simulationen, bei prinzipieller
�Ubereinstimmung der Pro�lform, zu niedrig berechnet. Bei der Beurteilung mu� aller-
dings ber�ucksichtigt werden, da� aus dem Experiment lediglich Werte f�ur die Korrela-
tion �u02i vorlagen, deren nicht unproblematische Umrechnung noch ausf�uhrlich erl�autert
wird. Im stufennahen Bereich des Str�omungsfeldes weist hier die DISC/DISC-Strategie
das genauere Ergebnis mit h�oheren k-Werten auf. Da diese Werte quadratisch in die
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Abb. 7.19: Messung und Rechnung f�ur k auf dem Basisgitter (Re = 39 000)

Berechnung der Wirbelviskosit�at �t eingehen, ist hinter der Stufe ein verst�arkter dif-
fusiver Austausch zwischen Hauptstr�omung und abgel�oster Str�omung die Folge. Aus
dieser Tatsache erkl�art sich das Schrumpfen des vorhergesagten Abl�osewirbels.

F�ur die beiden modi�zierten Rechennetze sind die Geschwindigkeits- und Turbulenzre-
sultate in den Abbildungen 7.20 und 7.21 wiedergegeben. Die berechneten Geschwin-
digkeitspro�le haben sich im Vergleich zur L�osung auf dem Ausgangsgitter nur wenig
ver�andert, wobei die Unterschiede zwischen den beiden Methoden noch geringer gewor-
den sind. Die L�ange des Rezirkulationsgebietes nimmt gegen�uber den Basisl�osungen
bei DISC/Upwind-Diskretisierung auf 348mm ab, bei DISC/DISC-Interpolation auf
318mm zu. Die Di�erenzen zur Abl�osel�ange von 405mm im Experiment betragen
demnach 14% und 21:5%.

Das Ergebnis f�ur die turbulente kinetische Energie hat sich bei DISC/Upwind-Rechnung
infolge der Gitteradaption deutlich verbessert und weist keine extremen Abweichungen
von der nur wenig ver�anderten DISC/DISC-L�osung mehr auf.

Mit Hilfe des hier durchgef�uhrten Vergleiches von experimentellem Ergebnis und nu-
merischen Resultaten bei unterschiedlicher Diskretisierung des konvektiven Transportes
lassen sich grundlegende Aussagen �uber den Zusammenhang zwischen verwendeter Dis-
kretisierung und erzielter Rechengenauigkeit tre�en. Mit DISC-Interpolation der Kon-
vektionsterme in den Impulsgleichungen werden, unabh�angig von der entsprechenden
Diskretisierung im Turbulenzmodell, nahezu deckungsgleiche Geschwindigkeitspro�le
ermittelt. Der Gebrauch des Standard-k; �-Turbulenzmodells f�uhrt auf eine zu geringe
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Abb. 7.20: Messung und Rechnung f�ur u auf dem modif. Netz (Re = 39 000)

Abl�osel�ange; eine Tatsache �uber die wechselnde Autoren immer wieder berichten (Dri-
ver und Seegmiller (1985), Thangam und Speziale (1992), Haroutunian und Engelman
(1993), Lien und Leschziner (1993), Lai (1995)). Eine formale Erh�ohung der Diskretisie-
rungsgenauigkeit reduziert das R�uckstr�omgebiet teilweise noch weiter. Der prinzipielle
Verlauf der Turbulenzenergie k wird in allen Rechnungen korrekt erfa�t, die berech-
neten Betr�age sind jedoch im Mittel um etwa ein Drittel zu gering. Die f�ur k erzielte
Genauigkeit nimmt mit dem Einsatz der DISC-Methode im Turbulenzmodell und durch
Netzadaption zu.

Eine m�ogliche Ursache der f�ur die Turbulenzenergie k beobachteten Abweichungen von
numerischen und experimentellen Ergebnissen stellt, neben den charakteristischen Ei-
genschaften des Turbulenzmodells, die Aufbereitung der Me�werte dar. Bei den zugrun-
deliegenden Versuchen wurde, wie bereits erw�ahnt, nicht k selbst, sondern die Korrela-
tion �u02i der Schwankungsgeschwindigkeiten in Hauptstr�omungsrichtung gemessen. Die
f�ur die Gegen�uberstellung ben�otigte turbulente kinetische Energie wurde daraus nach
der Annahme �u02i = �v02i = �w02

i berechnet. Bestimmte Autoren sch�atzen die Schwan-
kungen senkrecht zur Hauptstr�omungsrichtung gem�a� der Beziehung �u02i = 2 �v02i = 2 �w02

i

wesentlich geringer ein (vgl. Kapitel 6.3.1). Daraus w�urden um ein Drittel niedrigere
k-Werte und damit im Hinblick auf die Rechnungen deutlich reduzierte Abweichungen
folgen.

Neben einer m�oglichst hohen Rechengenauigkeit sind, bei turbulenten Str�omungsproble-
men noch mehr als im laminaren Fall, die Konvergenz- und Stabilit�atseigenschaften der
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Abb. 7.21: Messung und Rechnung f�ur k auf dem modif. Netz (Re = 39 000)

angewandten numerischen Berechnungsmethode ein wichtiger Gesichtspunkt zu deren
Beurteilung. Der Konvergenzverlauf bei unterschiedlichen Diskretisierungsvarianten ist
f�ur den vorliegenden Str�omungsfall in Form des Druckresiduums der �au�eren Iteration
abh�angig von der Anzahl der durchgef�uhrten Blockiterationen in Abbildung 7.22 auf-
getragen. Abbruchkriterium war auch hier das Unterschreiten eines Referenzresiduums
von 5 � 10�3.
Der erste Berechnungsversuch wurde auf dem Basisgitter mit DISC/Upwind-Interpola-
tion der Konvektionsterme und konstantem Relaxationsparameter �(p) f�ur das Druck-
feld unternommen. Nach anf�anglich sehr guter Konvergenz wird der Residuenverlauf
zunehmend wellig. Bei 172 Blockiterationen �uberschreiten einzelne Transportvariablen
den zul�assigen Wertebereich der Rechnerarithmetik und das Verfahren divergiert.

Eine Analyse der zugeh�origen Protokolldatei sowie weitere nachfolgende Test lokalisier-
ten als Ausl�oser der Divergenz die �-Gleichung. Die Eintrittsinformation erreicht nach
etwa 100 Blockiterationen den Austrittsrand des Rechengebietes, worauf sich das Spek-
trum der im Feld berechneten �-Werte extrem verbreitert. Der Wertebereich erstreckt
sich schlie�lich �uber mehr als drei Gr�o�enordnungen, so da� beim Einschwingen der
L�osung, aufgrund der expliziten Behandlung der Koppelungen zwischen den einzelnen
Gleichungssystemen, physikalisch unsinnige negative Zwischenwerte von � auftreten.
Diese treiben die gesamte Prozedur in den numerischen Zusammenbruch.

Eine M�oglichkeit, einen solchen Ablauf zu vermeiden, ergibt sich �uber eine Stabili-
sierung des Quelltermes P im Turbulenzmodell, wozu das vor�ubergehende Auftreten
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Abb. 7.22: Konvergenzverhalten der numerischen Berechnung (Re = 39 000)

extremer Geschwindigkeitsgradienten verhindert werden mu�. Zu diesem Zweck wurde
bei der D�ampfung der Druckvariablen der in Kapitel 6.2 erl�auterte, modi�zierte Re-
laxationsparameter �(p)n eingef�uhrt, der starke Schwankungen von Druck- und Ge-
schwindigkeitsl�osung zu Iterationsbeginn unterbindet. Der Residuenverlauf der neuen
DISC/Upwind-Rechnung weist zun�achst ein Plateau auf, das jedoch endet, sobald der
Wert der Relaxation �(p)n steigt. Das schon beschriebene Verhalten der Variablen �

sorgt dann zun�achst f�ur einen Anstieg der Residuen, bevor sich das Verfahren dank
der ge�anderten Relaxationsstrategie stabilisiert. Im Anschlu� f�allt der Fehlerindikator
relativ steil und monoton um nahezu f�unf Gr�o�enordnungen, bis nach 1021 Blockitera-
tionen das Abbruchkriterium erreicht ist. Ausgehend von dieser L�osung wird auf dem
adaptierten Rechennetz nach lediglich 290 weiteren Iterationen erneut das Referenzre-
siduum unterschritten.

Das Konvergenzverhalten mit DISC/DISC-Interpolation auf dem Basisgitter ist dem
vorher beobachteten Verlauf �ahnlich. Die Abbruchbedingung wird hier nach 943 Blocki-
terationen erf�ullt. Dabei ist zu beachten da�, um diesen stabilen, nach �Uberwinden eines
Maximums fast monotonen Abfall der Residuen zu erreichen, eine besondere Behand-
lung der Quellterme SHOS erforderlich war, die in Kapitel 5.2.1 beschrieben wurde.

Die Bearbeitung des vorliegenden Str�omungsproblems hat gezeigt, da� mit der beschrie-
benen Implementierung des Standard-k; �-Modells turbulente Str�omungen auf unstruk-
turierten Gittern schnell und numerisch stabil analysiert werden k�onnen. Die Genauig-
keit der berechneten L�osungen ist insgesamt gut, wird aber insbesondere f�ur die turbu-
lente kinetische Energie k durch die spezi�schen Eigenschaften des Turbulenzmodells
limitiert. Die Resultate der durchgef�uhrten Rechnungen decken sich im wesentlichen
mit ver�o�entlichten Ergebnissen von Simulationen auf strukturierten Gittern (Thangam
und Speziale (1992), Lai (1995)).

7.5 Transsonische Kanalstr�omung (Ma = 1:27)

Nach der erfolgreichen Validierung f�ur laminare und turbulente isotherme St�omun-
gen, sollte das vorgestellte Verfahren auch f�ur nichtisotherme, kompressible Str�omun-
gen �uberpr�uft werden. Dabei kommt neben der Transportgleichung f�ur die Enthalpie,
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AustrittEintritt

y
x

H=62.5

708.0

c=80.0

R=163.0

Abb. 7.23: Geometrie des Me�kanals mit Kreisbogenpro�l (Ma = 1:27)

die zur Temperatur- und Dichtebestimmung gel�ost werden mu�, die Erweiterung der
Druckkorrekturgleichung f�ur kompressible Medien zur Anwendung. Au�erdem ist am
Eintritt ins Rechengebiet anstelle des Geschwindigkeitsvektors ~w der Totaldruck ptot
und die Str�omungsrichtung � vorzugeben.

F�ur diesen Test wurde eine transsonische Str�omung �uber ein Kreisbogenpro�l am Boden
eines Kanals ausgew�ahlt. Den zugeh�origen experimentellen Hintergrund liefert eine
Arbeit von Liu und Squire (1988), wobei Wanddruckverteilungen aufgenommen sowie
�Olanstrichbilder und Interferogramme erstellt wurden. Die Me�ergebnisse sind in einem
AGARD-Berichtsband (Reshotko (1989)) ausf�uhrlich dokumentiert.

Die Abmessungen des verwendeten Versuchskanals k�onnen der Abbildung 7.23 entnom-
men werden, die einen L�angsschnitt der Anordnung wiedergibt. Das Kreisbogenpro�l
im Kanalboden, der mit einer Neigung von 0:3o abf�allt, hat einen Radius von 163mm.
Wie die �Olanstrichtechnik belegt, ist die Str�omung in der Mittelebene des Kanals in
guter N�aherung als zweidimensional zu betrachten.

Infolge der Kanalverengung, die sich durch das Kreisbogenpro�l ergibt, wird die Str�o-
mung �uber die Schallgeschwindigkeit hinaus beschleunigt, so da� stromab des engsten
Querschnitts ein Verdichtungssto� auftritt. Unmittelbar vor diesem Sto� erreicht die
isentrope Machzahl Ma, die anhand der am Kanalboden gemessenen Dr�ucke ermittelt
wurde, ihren Maximalwert von 1:27. Der Testfall erlaubt es somit, sowohl das Verhalten
des numerischen Verfahrens im �Uberschall als auch eine Sto�adaption des Rechennetzes
zu untersuchen.

Zur numerischen Bearbeitung des Problems wurden Totaldruck pt;ein, Str�omungswinkel
�ein relativ zur x-Achse und Temperatur Tein am Eintritt ins Str�omungsgebiet sowie der
Druck paus am Austritt entsprechend den Messungen vorgegeben. Die Druckvorgabe am
Austritt ist erforderlich, um das Str�omungsfeld stromab des Schalldurchgangs eindeutig

Tein [K] pt;ein [Pa] �ein [o] Tuein [%]
Map;max = 1:27 290:0 145 000 �0:15 2:0

l�;ein [m] paus [Pa] �l [Pa s] R [J/(kg K)] cp [J/(kg K)]
0:0025 96 000 16:5 � 10�6 287:0 1006:6

Tab. 7.6: Zustands-, Turbulenz- und Sto�daten (Ma = 1:27)
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Abb. 7.26: Dichteverteilung aus Experiment und Simulation (Ma = 1:27)

Das nach der abschlie�enden Modi�kation vorliegende Gitter besitzt 2854 Knoten. Es
ist in Abbildung 7.25 gezeigt. Eine erkennbare Netzadaption hat in der Umgebung des
berechneten Verdichtungssto�es �uber dem hinteren Drittel des Pro�ls sowie in der Zone
der sto�induzierten Str�omungsabl�osung in dessen Nachlauf stattgefunden.

Der Einu� der Adaption auf das Simulationsergebnis l�a�t sich anhand der Gegen�uber-
stellung von auf gr�obstem und feinstem Netz berechneten Isochoren in Abbildung 7.26
bewerten. In die Darstellung integriert sind die jeweils den Iso�achen zugeordneten
Werte der Dichte � in der Einheit kg=m3. Das w�ahrend der Versuche aufgenommene
Interferogramm erlaubt einen qualitativen Vergleich mit dem Experiment.
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Der optische Eindruck, den die simulierten Dichteverteilungen vermitteln, stimmt f�ur
beide Ergebnisse in wesentlichen Z�ugen mit dem Interferogramm �uberein. Die Sto�-
kr�ummung und auch die maximale Machzahl von 1:3 unmittelbar vor dem Sto�fu�, die
separat �uberpr�uft wurde, sind korrekt erfa�t. Der gesamte Sto� ist jedoch, verglichen
mit dem Versuch, in Richtung Pro�lende abgewandert. Dadurch sinkt die stromauf
berechnete Dichte des Fluids st�arker ab, als es in der Realit�at der Fall ist. Unterschiede
hinsichtlich der Iso�achenkr�ummung in Simulation und Experiment, die in der Wand-
grenzschicht auftreten, sind sehr wahrscheinlich auf den Seitenwandeinu� imMe�kanal
zur�uckzuf�uhren. Die fehlergesteuerte Adaption des Netzes verbessert die r�aumliche Dis-
kretisierung gezielt in Sto�n�ahe und sorgt f�ur eine verglichen mit der Grobgitterl�osung
deutlich sch�arfer begrenzte Rekompression. Am Kanalboden hinter dem Pro�l macht
sich auf dem adaptierten Rechennetz ein starkes Anwachsen der Grenzschicht bemerk-
bar. Ursache daf�ur ist eine sto�induzierte Str�omungsabl�osung, die bei der untersuchten
Kon�guration ab einer erreichten Machzahl von 1:3 auftritt und im Versuch ebenfalls
beobachtet wurde. Auf dem groben Basisgitter wird dieses Rezirkulationsgebiet nicht
erfa�t.

Eine quantitative Beurteilung der numerischen Resultate ist durch einen direkten Ver-
gleich der entlang oberer und unterer Kanalwand gemessenen und berechneten Druck-
pro�le m�oglich. Diese Gegen�uberstellung wird in Abbildung 7.27 vorgenommen. Bis
in unmittelbare N�ahe stromauf des Sto�es stimmen die in verschiedenen Stadien der
Adaption simulierten Druckverl�aufe sowohl untereinander als auch mit den Me�werten
�uberein. Die berechnete Rekompression tritt an Boden und Decke etwas sp�ater auf
als gemessen, wobei die Gitterverfeinerung die Position des Sto�fu�es verbessert. Eine
Stromaufwirkung der ver�anderten Sto�lage ist nicht erkennbar. Auf den groben Netzen
wird stromab des Sto�es der reale Druckverlauf am Kanalboden nicht korrekt wieder-
gegeben, da in den entsprechenden numerischen L�osungen die R�uckstr�omzone entweder
g�anzlich fehlt oder aber zu schwach ausgebildet ist. Mit fortschreitender Gitteroptimie-
rung konnte die gemessene Druckkurve zunehmend besser wiedergegeben werden.

Stabilit�ats- und Konvergenzeigenschaften des numerischen Verfahrens lassen sich f�ur
dieses nichtisotherme, transsonische Str�omungsproblem abermals anhand des Druck-
residuums in Abh�angigkeit der durchlaufenen �au�eren Iterrationen veranschaulichen.
Das entsprechende Diagramm f�ur die Berechnung auf dem Ausgangsnetz ist in Abbil-

Abb. 7.27: Messung und Rechnung auf verschiedenen Gittern (Ma = 1:27)



90 Validierung des numerischen Verfahrens

Abb. 7.28: Konvergenzverhalten der numerischen Berechnung (Ma = 1:27)

dung 7.28 zu �nden. Als Abbruchschranke war ein Referenzresiduum Resref von 5�10�3
vorgegeben.

Es zeigt sich das charakteristische Verhalten der Methode mit Anfangsreduktion des
Fehlers, kurzem Plateau, weiterer Reduktion, �Uberwinden eines lokalen Maximums und
anschlie�ender nahezu monotoner Konvergenz. Bemerkenswert ist der in diesem Fall im
Unterschied zur turbulenten Stufenstr�omung (vgl. Kapitel 7.4) �uber weite Strecken ex-
trem glatte Kurvenverlauf. Die Ursache daf�ur liegt sehr wahrscheinlich im bereichsweise
hyperbolischen Charakter der Str�omung. Das Abbruchkriterium wird nach einer Verrin-
gerung des Fehlers um mehr als 5 Gr�o�enordnungen bei 1308 Blockiterationen erreicht.
Die erzielte Konvergenzrate betr�agt, wie bei der turbulenten Stufenstr�omung, etwa 250
Iterationen pro Fehlerdekade. Bis zur Konvergenz der L�osung auf dem Basisgitter wa-
ren mit einem SUN Sparc 10-TGX4 Arbeitsplatzrechner 44:3 Minuten Prozessorzeit
notwendig.

Die gelungene Behandlung einer transsonischen Pro�l�uberstr�omung weist nach, da� die
vorliegende numerische Methode geeignet ist, auch sto�behaftete Str�omungsprobleme
bei kompressiblen Medien e�zient zu bearbeiten. Dabei wurde eine spezielle Erwei-
terung der Druckkorrekturgleichung erfolgreich eingesetzt. Das kombinierte Fehlerkri-
terium erlaubt anhand der berechneten L�osung eine Sto�adaption des Rechennetzes.
Auf dem entsprechend modi�zierten Gitter werden, wie Dichteverteilung und Wand-
druckverlauf belegen, die experimentellen Ph�anomene mit guter Genauigkeit numerisch
reproduziert. Ein Beispiel daf�ur ist die sto�induzierte Str�omungsabl�osung an der R�uck-
seite des Pro�ls. Hohe Konvergenzgeschwindigkeit und gute numerische Stabilit�at des
Verfahrens bleiben auch nach Aufnahme der Enthalpiegleichung in den L�osungsalgo-
rithmus erhalten.

Mit Abschlu� dieses letzten Validierungsproblems wurde die Eignung des neu entwickel-
ten Navier-Stokes-L�osers f�ur die Simulation turbulenter, nichtisothermer, kompressi-
bler Str�omungsf�alle best�atigt. Damit steht ein kritisch validiertes, leistungsstarkes
und einheitliches Verfahren zur numerischen Berechnung allgemeiner zweidimensionaler
Str�omungsprobleme auf adaptiven unstrukturierten Netzen bis in den transsonischen
Geschwindigkeitsbereich zur Verf�ugung.
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8 Behandlung praxisrelevanter Probleme

Nach umfassender und kritischer aber erfolgreicher Validierung anhand anspruchsvoller
Testf�alle, mu� sich das neue numerische Verfahren auch an praxisrelevanten Str�omungs-
problemen bew�ahren. Auf diese Weise soll das Erreichen des �ubergeordneten Entwick-
lungszieles, n�amlich eine geometrisch exible, genaue und e�ziente Berechnungsme-
thode zur Analyse von turbomaschinentypischen Kon�gurationen bereitzustellen, ab-
schlie�end dokumentiert werden.

Bei den zwei ausgew�ahlten Anwendungen, einem Leit- und einem Laufradgitter f�ur Ga-
sturbinen, liegt jeweils eine turbulente, nichtisotherme, komplex berandete Str�omung
eines kompressiblen Fluides vor, so da� die Leistungsf�ahigkeit der neuentwickelten Al-
gorithmen in vollem Umfang gefordert wird. Konkret handelt es sich zun�achst um das
Str�omungsfeld in einem hochbelasteten Turbinenleitgitter mit starker Umlenkung und
Beschleunigung sowie nachfolgend um die Durchstr�omung eines �lmgek�uhlten Turbi-
nenlaufgitters. Eine erhebliche Belastung des numerischen Verfahrens ergibt sich im
ersten Fall durch die extreme �Anderung der Str�omungsgr�o�en �uber eine vergleichsweise
kurze Lau�ange. Beim zweiten Problem sind sowohl der Schaufelkanal als auch die
K�uhlluftschlitze und das Plenum im Schaufelinneren diskretisiert. Die einzelnen Glei-
chungsbl�ocke werden hier implizit im gesamten Rechengebiet ausgewertet.

8.1 Hochbelastetes Leitgitter einer Gasturbine

In der einf�uhrenden Praxisanwendung des neuen numerischen Berechnungsverfahrens
wurde die Str�omung im Leitgitter der ersten Stufe einer Gasturbine simuliert. Die
aerodynamische und thermische Auslegung der konvektionsgek�uhlten Turbinenschau-
feln erfolgte in Zusammenarbeit mit Industriepartnern am Institut f�ur Thermische
Str�omungsmaschinen (ITS). Experimentelle Untersuchungen des aerothermischen Ver-
haltens wurden f�ur den Prototypen des Gitters in einem Hei�gaskanal ebenfalls am ITS
durchgef�uhrt (Schiele et al. (1994)). Bei diesen Messungen wurden die Dr�ucke am
Schaufelpro�l �uber Druckanbohrungen und entsprechende Aufnehmer, die Str�omungs-
geschwindigkeiten anhand der Laser-Doppler Technik erfa�t.

Die Formgebung der Schaufeln des Leitgitters, von dem ein Segment in Abbildung 8.1
dargestellt ist, wurde in einem iterativen Optimierungsproze� mit Hilfe eines Euler-
Codes und eines Grenzschichtrechenverfahrens auf numerischem Weg ermittelt. Als
Randbedingung dieser Optimierung waren f�ur gegebene Umlenkung und Arbeitsumsatz
die Druckverluste und der �ubertragene W�armestrom zu minimieren. Dazu mu�te durch
geeignete Gestaltung des Schaufelpro�ls der Druckgradient und damit der Geschwindig-
keitsverlauf entlang der Schaufelober�ache so eingestellt werden, da� sich eine m�oglichst
g�unstige Entwicklung der Str�omungsgrenzschicht ergab (Schiele et al. (1994)).

F�ur die aus der Auslegung resultierende Schaufelkontur mit einer Umlenkung von 75o

ist die Entwicklung der Geschwindigkeit entlang von Druck- und Saugseite in dimensi-
onsloser Form in Abbildung 8.2 angegeben. Auf der Saugseite wird die Str�omung �uber
einen weiten Bereich beschleunigt, so da� ein Geschwindigkeitsmaximum erst nach etwa
70% der auf die Sehnenl�ange c bezogenen Lau�ange erreicht ist. Entlang der Druckseite
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Abb. 8.1: Geometrie des hochbelasteten Leitgitters

�ndet bis zur Hinterkante eine Beschleunigung statt. Die gleichm�a�ig hohe Beschleu-
nigung der Str�omung, die f�ur den �uberwiegenden Teil der Lau�ange realisiert werden
konnte, vermeidet Abl�osungen. Gleichzeitig f�uhrt die hohe Geschwindigkeitsdi�erenz
zwischen Druck- und Saugseite zu maximalem Arbeitsumsatz.

Im beschriebene Schaufelgitter wurden Str�omungsfelder bei Reynoldszahlen Rec von

Abb. 8.2: Gemessener Geschwindigkeitsverlauf an der hochbelasteten Schaufel
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Abb. 8.3: Basisgitter f�ur hochbelastete Schaufel

87 000 und 224 000 berechnet. Geometrische Bezugsgr�o�e dieser Kennzahlen ist die Seh-
nenl�ange c der Schaufel von 62:62mm. Infolge der starken Beschleunigung der Str�omung
ist der Schaufelkanal bei niedrigeren Reynoldszahlen nahezu frei von Sekund�arstr�omun-
gen. Bei h�oherer Geschwindigkeit der Anstr�omung treten schwache dreidimensionale
E�ekte auf, die jedoch im Zuge der zweidimensionalen Diskretisierung in einem ebenen
Mittelschnitt des Kanals nicht ber�ucksichtigt werden.

Das zur r�aumlichen Diskretisierung der Kon�guration herangezogene Basisgitter mit
insgesamt 3839 St�utzstellen zeigt Abbildung 8.3. Diskretisiert ist die Umgebung ei-
ner einzelnen Schaufel mit einer Quererstreckung von 54:17mm entsprechend der Tei-
lung t des Schaufelgitters. Das Rechengebiet beginnt ca. eine Sehnenl�ange c stromauf
der Schaufelvorderkante. Mit zunehmender Umlenkung und Str�omungsgeschwindig-
keit nimmt der freie Querschnitt des Schaufelkanals stark ab. Um Schwierigkeiten, die
sich aus derart beengten Verh�altnissen mit spitzem Eckwinkel f�ur die Netztopologie
am Austritt ergeben, zu umgehen, wurde das Gitter im Nachlauf des Schaufelk�orpers
gegen�uber der Abstr�omrichtung um 30o nach oben geklappt. Der Einu� der Nach-
barschaufeln auf das Str�omungsfeld ist durch zyklische Verkn�upfung von unterem und
oberem Gitterrand ber�ucksichtigt. Der Abstand des wandn�achsten Gitterknotens zur
Schaufelober�ache betr�agt 0:15mm. Er ergab sich anhand einer Vorauslegung, die si-
cherstellen sollte, da� der G�ultigkeitsbereich des logarithmischen Wandgesetzes nicht
verlassen wird (vgl. Kapitel 6.3.3). Die Schaufelkontur wird durch 280 St�utzstellen
beschrieben.

Als Randbedingung f�ur die numerische Behandlung der Schaufelumstr�omung wurden
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auf der Grundlage der entsprechenden Me�werte Totaldruck pt;ein, Str�omungswinkel
�ein relativ zur x-Achse und Temperatur Tein am Eintritt ins Rechengebiet sowie der
Druck paus am Austrittsrand gesetzt. Turbulenzgrad Tuein und turbulentes L�angen-
ma� l�;ein der Anstr�omung ergaben sich ebenfalls aus den Messungen bzw. aus Korrela-
tionen f�ur die verwendeten Turbulenzgitter (Baines und Peterson (1950), Roach (1987)).
Die zus�atzlich ben�otigten Sto�werte wurden mit Hilfe der genannten Zustandsgr�o�en
bestimmt.

Bei beiden Anstr�omreynoldszahlen wurden Rechnungen auf dem Basisgitter und ei-
nem l�osungsadaptiv modi�zierten Netz durchgef�uhrt. Als Adaptionskriterium wurde
eine Absch�atzung der Diskretisierungsfehlers auf der Grundlage eines dimensionslo-
sen Geschwindigkeitsgradienten P (u; v) herangezogen. Zur Beschreibung des konvek-
tiven Transportes kam f�ur Impuls- und Enthalpiegleichungen die DISC-Interpolation,
beim Turbulenzmodell der Upwind-Ansatz zur Anwendung. Die Entscheidung zugun-
sten des Upwind-Verfahrens �el im Hinblick auf den erwarteten numerischen Aufwand,
nachdem im Zuge der Validierung mit DISC- und Upwind-Diskretisierung f�ur die Tur-
bulenzgr�o�en nach Gitteradaption gleichwertige Resultate erzielt worden waren (vgl.
Kapitel 6.3.2 und 7.4).

8.1.1 Niedrige Anstr�omgeschwindigkeit (Re = 87 000)

Alle Eingabedaten, die f�ur eine Simulation der Str�omung bei der niedrigen Reynoldszahl
Rec von 87 000 Verwendung fanden, sind in Tabelle 8.1 aufgef�uhrt. Die MachzahlMaein
der Anstr�omung betr�agt unter diesen Bedingungen 0:07.

Nach Erreichen des Konvergenzkriteriums Resref von 5�10�3 auf dem Basisgitter wurde
eine l�osungsadaptive Gitterverfeinerung vorgenommen, woraus ein lokal verfeinertes
Gitter mit 4174 Rechenknoten resultierte. Das modi�zierte Netz ist in Abbildung 8.4
dargestellt. Anhand eines Vergleiches mit dem Ausgangsgitter ist leicht zu erkennen,
da� eine Verfeinerung im wesentlichen an der Schaufelvorderkante und in geringerem
Umfang im Schaufelkanal sowie im Hinterkantenbereich stattgefunden hat.

Das Konvergenz- und Stabilit�atsverhalten des numerischen Algorithmus auf dem Basis-
gitter und nach Neustart auf dem l�osungsangepa�ten Rechennetz ist in Abbildung 8.5
wiedergegeben. Dazu ist die Entwicklung des Druckresiduums �uber der Anzahl der
durchgef�uhrten Blockiterationen aufgetragen. Nach einer Einschwingphase mit Durch-
laufen eines Fehlermaximums konvergiert die Rechnung auf dem Ausgangsgitter sehr
schnell. Die Konvergenzrate �ubersteigt teilweise 3 Fehlerdekaden je 500 Iterationen,
so da� nach 1212 �au�eren Iterationen das Referenzresiduum unterschritten wird. Der

Tein [K] pt;ein [Pa] �ein [o] Tuein [%]
Rec = 87 000 330:49 108 062 0:0 1:5

l�;ein [m] paus [Pa] �l [Pa s] R [J/(kg K)] cp [J/(kg K)]
0:0025 102 323 19:87 � 10�6 287:0 1008:3

Tab. 8.1: Zustands-, Turbulenz- und Sto�daten (Re = 87 000)
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Abb. 8.4: Modi�ziertes Gitter f�ur hochbelastete Schaufel (Re = 87 000)

Bedarf an Prozessorzeit betr�agt 93:3 Minuten auf einem SUN Sparc 10-TGX4 Arbeits-
platzrechner. Auf dem verfeinerten Gitter reduziert sich die Konvergenzgeschwindigkeit
innerhalb weniger Blockiterationen erheblich. Eine konvergente L�osung ist nach weite-
ren 151 Minuten bzw. 2046 �au�eren Iterationen erreicht. F�ur beide Rechnungen wird
ein sehr stabiles, nahezu monotones Konvergenzverhalten beobachtet.

Ein Vergleich zwischen Resultaten der numerischen Untersuchung und Me�ergebnissen
ist anhand des Druckverlaufes an der Schaufelober�ache vorgenommen. Wie Abbil-

Abb. 8.5: Konvergenzverhalten der numerischen Berechnung (Re = 87 000)
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Abb. 8.6: Messung und Rechnung auf Basisgitter und modif. Netz (Re = 87 000)

dung 8.6 belegt, erfa�t bereits die auf dem Basisgitter berechnete numerische L�osung
nahezu abweichungsfrei die experimentellen Druckdaten. Die Fortsetzung des Rechen-
ganges mit lokal verbesserter r�aumlicher Diskretisierung f�uhrt nicht zu erkennbaren
�Anderungen im Druckpro�l. Daraus l�a�t sich schlie�en, da� eine im wesentlichen git-
terunabh�angige L�osung vorliegt.

8.1.2 Hohe Anstr�omgeschwindigkeit (Re = 224 000)

Eine weitere numerische Analyse der Schaufelumstr�omung erfolgte bei einer Reynolds-
zahl Rec der Anstr�omung von 224 000, die der vorgesehenen Auslegung des Turbinen-
gitters entspricht. Die Eingabedaten der Simulation sind in Tabelle 8.2 gesammelt.
Stromauf des Schaufelgitters liegt eine Anstr�ommachzahl Maein von knapp 0:14 vor.

Nach Erreichen einer konvergenten L�osung auf dem Ausgangsgitter, d.h. nach Unter-
schreiten eines Referenzresiduums Resref von 5 � 10�3, wurde die Rechnung abermals
auf einem adaptierten Gitter mit jetzt 4169 St�utzstellen fortgesetzt. Abbildung 8.7
zeigt das modi�zierte Rechennetz. Wie schon bei geringer Anstr�omungsgeschwindig-
keit wurde die r�aumliche Diskretisierung an der Schaufelvorderkante und bereichsweise
im Schaufelkanal und an der Hinterkante verfeinert.

Der Konvergenzverlauf der Rechnungen auf beiden Gittern ist in Form des Druckre-
siduums �uber der Anzahl der �au�eren Iterationen in Abbildung 8.8 wiedergegeben.
Abermals wird auf dem Grundgitter eine hohe Konvergenzrate erzielt, wodurch die
Ausgangsl�osung nach 1285 Blockiterationen bzw. 100:5 Minuten Prozessorzeit vorliegt.
Die hohe Konvergenzgeschwindigkeit bleibt jetzt im Unterschied zum Fall mit niedriger
Reynoldszahl auch nach Wiederaufnahme des Rechengangs auf dem adaptierten Netz

Tein [K] pt;ein [Pa] �ein [o] Tuein [%]
Rec = 224 000 329:95 140 562 0:0 1:5

l�;ein [m] paus [Pa] �l [Pa s] R [J/(kg K)] cp [J/(kg K)]
0:0025 104 302 19:84 � 10�6 287:0 1008:7

Tab. 8.2: Zustands-, Turbulenz- und Sto�daten (Re = 224 000)
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Abb. 8.7: Modi�ziertes Gitter f�ur hochbelastete Schaufel (Re = 224 000)

erhalten. Das Referenzresiduum ist nach nur 48:6 Minuten und 641 Iterationen erneut
erreicht. Der Residuenverlauf ist gewohnt stabil und ann�ahernd monoton.

Die Ursache der Abweichungen von Iterationsaufwand und Rechenzeit auf den beiden
l�osungsangepa�ten Netzen liegt sehr wahrscheinlich in der ung�unstigen Form einzelner
Bilanzelemente. Besonders kritisch ist hier der Bereich der Str�omungsgrenzschicht un-
mittelbar an der Schaufel, wo die Gitteradaption �uberwiegend statt�ndet. Treten in
dieser Grenzschicht nach der Verfeinerung wenige stark verzerrte Kontrollvolumina auf,
verlangsamt sich die Konvergenz unter Umst�anden merklich.

Abb. 8.8: Konvergenzverhalten der numerischen Berechnung (Re = 224 000)
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Abb. 8.9: Messung und Rechnung auf Basisgitter und modif. Netz (Re = 224 000)

Um die numerischen Resultate quantitativ zu �uberpr�ufen, dient nochmals ein Vergleich
mit dem experimentell ermittelten Pro�ldruckverlauf. Diese Gegen�uberstellung ist in
Abbildung 8.9 vorgenommen. Wie im ersten Fall liefern beide Rechnungen nahezu
identische Druckkurven, die den gemessenen Druckwerten entsprechen.

Nach der problemlosen numerischen Simulation der Str�omung in einem hochbelaste-
ten Turbinenleitgitter steht die Eignung der vorgestellten neuen Berechnungsmethode
auf unstrukturierten Gittern f�ur praxisrelevante Str�omungsprobleme fest. Im behan-
delten Fall variieren die Werte der Transportvariablen im Str�omungsfeld, infolge einer
Beschleunigung des Fluids auf mehr als f�un�ache Anstr�omungsgeschwindigkeit, extrem
stark. Dennoch wird sowohl auf dem groben Grundgitter als auch nach einer automa-
tischen fehlergesteuerten Netzadaption jeweils rasche und stabile Konvergenz erzielt.
Die Genauigkeit der berechneten Ergebnisse gibt, wie der Vergleich mit den Druckmes-
sungen best�atigt, keinen Anla� zu Beanstandungen. Die vorgenommene Variation der
Anstr�ombedingungen macht deutlich, da� die vorgelegten qualitativ guten numerischen
L�osungen nicht das zuf�allige Produkt einer problemspezi�schen Anpassung bestimm-
ter Randbedingungen sind, sondern durch Diskretisierungstechnik und numerische Me-
thode reproduzierbar erbracht werden. Beim behandelten Str�omungsproblem dient die
l�osungsadaptive Gitterverfeinerung zum einen dazu, die Diskretisierungsgenauigkeit an
kritischen Stellen im Str�omungsfeld zu erh�ohen, zum anderen um die Gitterunabh�angig-
keit des berechneten Str�omungsfeldes auf einfache Weise zu �uberpr�ufen.

8.2 Filmgek�uhltes Laufgitter einer Gasturbine

In einem weiteren Anwendungsfall aus der Praxis kam das neue Finite-Volumen Ver-
fahren zur Berechnung der Str�omung in einem Turbinenlaufgitter mit �lmgek�uhlten
Schaufeln zum Einsatz.

Bei Gasturbinen dienen K�uhlluft�lme entlang der Ober�achen von Bauteilen dazu, den
Werksto� durch eine Schicht kalten Fluids vor der direkten Einwirkung der Hei�gase zu
sch�utzen und W�arme konvektiv abzuleiten. Turbinenschaufeln wird zu diesem Zweck
�uber einen internen Hohlraum, das sogenannte Plenum, Anzapuft aus dem Hochdruck-
teil des Verdichters zugef�uhrt und durch �O�nungen an der Schaufelober�ache ausge-
blasen. Dabei ist es wichtig, den Austrittsimpuls der K�uhlluftstrahlen so zu bemessen,
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Abb. 8.10: Geometrie des �lmgek�uhlten Turbinenlaufgitters

da� einerseits ein hinreichend starker Film gelegt wird, andererseits kein Abl�osen des
eingebrachten kalten Luftstroms auftritt. Die Interaktion zwischen K�uhlluft c und
Hauptstr�omung 1 und damit die E�ektivit�at der K�uhlung wird ganz wesentlich von
der Ausblaserate M bestimmt, die die Massenstromdichten �j~wj der beiden Teilstr�ome
ins Verh�altnis setzt (Bittlinger et al. (1994), Bittlinger (1995)).

M =
�cj~wcj
�1j~w1j

(8.1)

Die hier untersuchten Schaufelpro�le wurden f�ur den Rotor einer Hochdruckturbine
entwickelt. Messungen der Str�omungsgr�o�en in der gek�uhlten Kon�guration wurden bei
abgesenktem Druck an einem ma�stabsgetreuen Modell des Gitters unter Einhaltung
der Mach- und Reynolds-�Ahnlichkeit von Beeck (1992) durchgef�uhrt.

Die Geometrie des verwendeten Modells und die Anordnung der K�uhlluftschlitze an der
Schaufelvorderkante sind in Abbildung 8.10 gezeigt. Die Bestimmung der Str�omungsge-
schwindigkeit erfolgte mit Laser-2-Fokus- und F�unochsonden-Me�technik, f�ur Druck-
messungen wurden ebenfalls Sonden sowie Wandanbohrungen verwendet.

Das Str�omungsfeld im Schaufelgitter und speziell die Verh�altnisse in der Umgebung der
K�uhlluftschlitze an der Schaufelvorderkante wurden experimentell bei AusblaseratenM
von 0:47, 0:76 und 1:14 untersucht. Die Reynoldszahl Rec der Anstr�omung, gebildet
mit der Sehnenl�ange c des Pro�ls von 250mm, betrug jeweils etwa 370 000. Die Ver-
suchsbedingungen in diesen drei F�allen waren die Grundlage f�ur die hier vorgestellten
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Abb. 8.11: Gemessene Geschwindigkeitsverl�aufe an der �lmgek�uhlten Schaufel

numerischen Untersuchungen. Durch die Schlitzausblasung sind au�erhalb der Grenz-
schichten an oberer und unterer Seitenwand des Schaufelkanals in guter N�aherung ebene
Str�omungsverh�altnisse realisiert, so da� die numerische Simulation im Mittelschnitt des
Gitters zweidimensional erfolgen kann.

Die im Experiment an Saug- und Druckseite der Schaufel gemessenen Geschwindig-
keitsverl�aufe sind f�ur Ausblaseraten M von 0:47 und 1:14 in Abbildung 8.11 abh�angig
von der normierten Lau�ange s=c dimensionslos aufgetragen. Der Staupunkt an der
Vorderkante des Pro�ls ist gegen�uber der Auslegung minimal zur Saugseite hin ver-
schoben. Entlang dieser Seite f�uhrt austretende K�uhlluft zu einer lokalen Geschwindig-
keits�uberh�ohung, bevor die Str�omung bis zum Dickenmaximum gleichm�a�ig beschleu-
nigt wird. Danach �ndet in Richtung Hinterkante erst starke, dann m�a�ige Verz�ogerung
statt. Auf der Druckseite wird das Fluid vom zweiten eingeblasenen Luftstrahl zun�achst
gleichfalls beschleunigt, um sich kurz darauf wieder zu verlangsamen. Nach Passieren
des Geschwindigkeitsminimums durchl�auft die Str�omung bis zur Schaufelhinterkante
eine Zone gleichm�a�iger Beschleunigung. Mit steigender Ausblaserate M erh�oht sich
stromab der K�uhlluftschlitze das Geschwindigkeitsniveau, da der Strahlimpuls gewach-
sen und bei konstanten Querschnitten ein gr�o�erer Massenstrom zu bew�altigen ist.

Hinsichtlich der r�aumlichen Diskretisierung der Kon�guration haben Benz und Wittig
(1992) in einer wegweisenden Arbeit festgestellt, da� zu einer korrekten Erfassung des
Str�omungsfeldes die beiden K�uhlluftkan�ale Bestandteil des Rechengebietes sein m�ussen.
Die zugeh�origen numerischen Untersuchungen wurden auf konturangepa�ten, block-
strukturierten Netzen unter Anwendung der Mehrgebietstechnik vorgenommen.

Das unstrukturierte Basisgitter, von dem ausgehend die im folgenden vorgestellten Re-
sultate berechnet wurden, besitzt 5787 Gitterknoten und ist in Abbildung 8.12 dar-
gestellt. Da der Einu� benachbarter Schaufeln mittels zyklischer Randbedingungen
erfa�t wird, gen�ugt die Diskretisierung nur eines Schaufelkanals. Die Quererstreckung
des Rechengebietes entspricht der Teilung t des Turbinengitters von 178:5mm. Der Ein-
trittsrand liegt etwa eine Sehnenl�ange c stromauf der Schaufelvorderkante. Nach einer
Umlenkung von 104:7o endet das Rechengebiet wiederum eine Sehnenl�ange hinter der
Schaufel. Die geometrischen Verh�altnisse im Schaufelkanal erlauben es, im Nachlaufbe-
reich stromab der Pro�lhinterkante auf eine Faltung des Rechennetzes zu verzichten. Im
Unterschied zur Arbeit von Benz (1992) wurden hier nicht nur beide Ausblaseschlitze,
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Abb. 8.12: Basisgitter f�ur �lmgek�uhlte Schaufel

sondern auch das Plenum der Schaufel diskretisiert. Dadurch ergibt sich im Verlauf der
Rechnung der Str�omungszustand am Eintritt in diese Schlitze aus den Verh�altnissen
im Plenum selbst und mu� nicht �uber wenig gesicherte Randbedingungen gesondert
spezi�ziert werden.

Um den Abstand zwischen Schaufelober�ache und wandn�achstem Rechenpunkt ent-
sprechend dem Geltungsbereich des universellen Wandgesetzes zu bestimmen, wurde
eine Vorauslegung durchgef�uhrt (vgl. Kapitel 6.3.3). Die auf dieser Basis festgelegten
Wandabst�ande betragen im Plenum 1:0mm und in den K�uhlkan�alen 0:2mm. Entlang
der Schaufelvorderkante steigt dieser Wert, an den Ausblase�o�nungen beginnend, sehr
rasch von 0:2 auf 0:5mm an. Die Schaufelkontur wird durch insgesamt 623 St�utzstellen
beschrieben.

Anders als alle bisher behandelten Str�omungsprobleme weist das Rechengebiet f�ur das
gek�uhlte Turbinengitter neben dem Eintritt der Hauptstr�omung einen zweiten Ein-
trittsrand f�ur die K�uhlluft im Plenum der Schaufel auf. An beiden Eintritten werden
gem�a� der experimentellen Werte Totaldruck pt;ein, Str�omungswinkel �ein relativ zur
x-Achse, Temperatur Tein und Turbulenzgrad Tuein vorgeschrieben. Zus�atzlich wird
der Druck paus in einer Gitterzelle nahe der Austrittsebene festgelegt. Ein turbulen-
tes L�angenma� l�;ein am Hauptstr�omungseintritt l�a�t sich �uber Korrelationen aus den
Daten des verwendeten Turbulenzgitters gewinnen (Baines und Peterson (1950), Roach
(1987)). F�ur das Plenum wird ein L�angenma� l�;ein von 4% der Breite des Hohlraumes
angenommen. Alle notwendigen Sto�werte ergeben sich eindeutig aus den bekannten
Zustandsgr�o�en.
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Um die Konvergenz der numerischen Rechnung zu gew�ahrleisten, m�ussen im Schaufel-
plenum die aus der Di�erenz von statischem Druck und Totaldruck berechneten Ein-
trittsgeschwindigkeiten begrenzt werden. Da beim Neustart des numerischen Verfah-
rens noch keinerlei Informationen �uber den statischen Druck vorliegen, w�aren andern-
falls unrealistisch hohe Geschwindigkeitswerte die Folge. Ein oberes Limit f�ur diese
Geschwindigkeiten ist so zu w�ahlen, da� es einerseits die erwartete L�osung sicher �uber-
tri�t, andererseits jedoch ein Schalldurchgang in den K�uhlluftschlitzen ausgeschlossen
ist.

8.2.1 Niedrige Ausblaserate (M = 0:47)

Zur numerischen Untersuchung des Str�omungsfeldes bei einer relativ niedrigen Ausbla-
serate M von 0:47 wurden die in Tabelle 8.3 aufgelisteten Eingabedaten verwendet.
F�ur das Plenum im Inneren der Schaufel werden hier ebenfalls Eintrittswerte ben�otigt.
Die Machzahl Ma der Str�omung vor dem Schaufelgitter betr�agt 0:381.

Nachdem auf dem Ausgangsnetz eine konvergente L�osung berechnet worden war, wurde
wiederholt eine fehlergesteuerte Adaption der r�aumlichen Diskretisierung durchgef�uhrt.
Anschlie�end wurde die Rechnung mit der interpolierten Grobgitterl�osung als Startbe-
legung jeweils auf modi�zierten Netzen mit 6259 und 7327 Gitterknoten wiederaufge-
nommen. Eine Darstellung des feinsten Rechennetzes ist in Abbildung 8.13 zu �nden.
Gegen�uber dem Basisgitter ist eine Verdichtung der St�utzstellen an der Schaufelvor-
derkante im Bereich von Staupunkt und K�uhlluftschlitzen erkennbar. Die sehr starke
Verfeinerung stromab der druckseitigen Filmausblasung r�uhrt von einem in �Uberein-
stimmung mit den experimentellen Resultaten berechneten Rezirkulationsgebiet her.
Weiterhin fand, wenn auch in geringerem Ausma�, entlang der Wandgrenzschicht im
gesamten Schaufelkanal und im Nachlauf des Pro�ls eine Netzadaption statt.

F�ur die Rechnungen auf dem Basisgitter und den beiden adaptierten Netzen ist der
Verlauf des Druckresiduums abh�angig von der Anzahl der �au�eren Iterationen in Ab-
bildung 8.14 dargestellt. Nach dem Start des Verfahrens werden bis zum Erreichen des
Abbruchresiduums Resref von 5 � 10�3 724 Blockiterationen in 83:9 Minuten Prozes-
sorzeit durchlaufen. Im Anschlu� an die erste Gitteradaption sind f�ur eine konvergente
L�osung 255 Iterationen mit 28:5 Minuten Zeitbedarf erforderlich. Schlie�lich werden
nach der zweiten Adaption nochmals 349 �au�ere Iterationen und 48:2 Minuten Rechen-
zeit bis zur Konvergenz ben�otigt. Wie schon bei der ungek�uhlten Schaufel zeigt das

paus [Pa] �l [Pa s] R [J/(kg K)] cp [J/(kg K)]
M = 0:47 14 740 18:66 � 10�6 287:0 1004:0

Tein [K] pt;ein [Pa] �ein [o] Tuein [%] l�;ein [m]
Kanal 304:2 20 170 60:0 5:8 0:005

Tein [K] pt;ein [Pa] �ein [o] Tuein [%] l�;ein [m]
Plenum 310:9 20 540 241:0 5:8 0:0008

Tab. 8.3: Zustands-, Turbulenz- und Sto�daten (M = 0:47)
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Abb. 8.13: Modi�ziertes Gitter f�ur �lmgek�uhlte Schaufel (M = 0:47)

numerische Verfahren stabiles und ann�ahernd monotones Konvergenzverhalten, ohne
da� eine Anpassung der Relaxationsstrategie notwendig w�are. Die Konvergenzrate
erh�oht sich mit jedem Adaptionsschritt.

Beim Vergleich des numerischen Aufwandes f�ur hochbelastetes Leitgitter (vgl. Ka-
pitel 8.1) und �lmgek�uhltes Laufgitter f�allt auf, da� im Fall der gek�uhlten Schaufel
deutlich geringere Rechenzeiten mit nahezu halbierter Anzahl an Blockiterationen rea-
lisiert werden, obwohl jeweils etwa 50% mehr Gitterknoten zu bew�altigen sind. Der
physikalische Vorgang extremer Beschleunigung am ungek�uhlten Pro�l belastet den

Abb. 8.14: Konvergenzverhalten der numerischen Berechnung (M = 0:47)
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Abb. 8.15: Vorderkantenstr�omung aus Experiment und Simulation (M = 0:47)

L�osungsalgorithmus demnach wesentlich st�arker, als die geometrisch komplizierte Kop-
pelung der Rechengebiete bei der Filmk�uhlung.

Eine direkte Gegen�uberstellung von Resultaten aus Versuch und numerischer Berech-
nung wird zun�achst anhand des Geschwindigkeitsfeldes im Bereich der Schaufelvorder-
kante in unmittelbarer Umgebung der K�uhlluftaustritte vorgenommen. Dazu ist das Er-
gebnis der Geschwindigkeitsmessung sowohl vollst�andig als auch im Detail vergr�o�ert in
Form einer Vektordarstellung in Abbildung 8.15 gezeigt. Passend zur Detailvergr�o�erung
sind Ausschnitte aus grobem und feinstem Netz sowie die darauf berechneten Geschwin-
digkeiten dargestellt.

Die Messung macht deutlich, da� sich der Staupunkt nicht genau in der Mitte zwischen



Filmgekuhltes Laufgitter einer Gasturbine 105

den Ausla�schlitzen der K�uhlluft be�ndet, sondern leicht zur Saugseite hin verschoben
ist. Trotz niedriger Ausblaserate und geringer Eindringtiefe der Luftstrahlen kommt es
stromab des druckseitigen K�uhlluftstrahls bereits zu einer Str�omungsabl�osung. Diese
Information hat entscheidenden Einu� auf die endg�ultige Auslegung der Turbinen-
schaufel.

Geschwindigkeit und Richtung der Str�omung werden dank angepa�ter r�aumlicher Dis-
kretisierung an der Schaufelspitze, die mit unstrukturierten Netzen problemlos zu rea-
lisieren ist, bereits auf dem Basisgitter in guter �Ubereinstimmung mit den Versuchser-
gebnissen berechnet. Die Position des Staupunktes und der Abl�osewirbel sind ebenfalls
korrekt erfa�t, wobei die L�ange des simulierten R�uckstr�omgebietes gegen�uber dem Ex-
periment zur�uckbleibt.

Ein Blick auf Ausgangsgitter und doppelt modi�ziertes Netz f�uhrt nochmals vor Au-
gen, wo der verwendete Adaptionsparameter P (u; v) kritische Str�omungsverh�altnisse
bzw. hohe Diskretisierungsfehler detektiert. Entsprechend wurden an Ein- und Aus-
tritten der K�uhlkan�ale, in den Schlitzen selbst, vor dem Staupunkt und im Bereich
der Abl�osezone neue St�utzstellen eingef�ugt. Um die Anwendbarkeit der logarithmi-
schen Wandfunktion sicherzustellen, wurde auf eine Verringerung des Wandabstandes
verzichtet.

Details im Str�omungsverlauf wie Staupunkt und druckseitige Rezirkulation treten nach
zweimaliger Gitterverfeinerung deutlicher hervor, unterscheiden sich jedoch nicht we-
sentlich von der Grobgitterl�osung. Auch ein zweites Abl�osegebiet hinter der Ein-
str�omkante im saugseitigen Luftkanal ist bereits auf dem groben Netz zu erkennen.

Eine quantitative Bewertung der G�ute der numerischen L�osung wird anhand des Druck-
verlaufes entlang der Schaufelober�ache vorgenommen. Gemessene Druckwerte sowie
auf grobem und feinstem Rechengitter vorhergesagte Druckverl�aufe sind f�ur Druck- und
Saugseite der gek�uhlten Schaufel in Abbildung 8.16 wiedergegeben. Wie bereits die Ge-
schwindigkeitsfelder andeuteten, treten zwischen Me�- und Rechenwerten nur minimale
Abweichungen auf. So liegt der berechnete Staupunkt jeweils exakt auf der im Versuch
bestimmten Position. Auch der zugeh�orige Staudruck entspricht der Messung.

Auf der Druckseite der Schaufel folgt knapp hinter dem Staupunkt ein lokales Druck-
minimum, das von einer Beschleunigung durch den austretenden Luftstrahl herr�uhrt.

Abb. 8.16: Messung und Rechnung auf Basisgitter und modif. Netz (M = 0:47)
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Anschlie�end steigt der Druck bis zum Dickenmaximum der Schaufel an, um danach in
Richtung Hinterkante wieder abzusinken. Die auf beiden Netzen berechneten Druck-
pro�le entsprechen dabei sehr genau den Messungen und weisen auch untereinander
keine nennenswerten Di�erenzen auf.

An der Saugseite des Pro�ls wird infolge der K�uhlluftausblasung ebenfalls ein loka-
les Druckminimum beobachtet. Danach steigen die Me�werte kurz an, um sofort
anschlie�end bis zum Dickenmaximum zu fallen. Hinter diesem absoluten Minimum
nimmt der Druck bis zur Hinterkante stetig zu. Wie schon auf der Druckseite stimmen
die simulierten Pro�le sehr gut mit dem Resultat des Experimentes �uberein. Zwischen
Grob- und Feingitterl�osung treten im Bereich des Dickenmaximums leichte Unterschiede
zutage, wobei auf dem adaptierten Netz geringf�ugig bessere Ergebnisse erzielt werden.

8.2.2 Mittlere Ausblaserate (M = 0:76)

Eine weitere numerische Berechnung der Str�omung im �lmgek�uhlten Schaufelgitter
wurde mit gesteigerter Ausblaserate M von 0:76 durchgef�uhrt. Die zugeh�origen Ein-
gabewerte sind in Tabelle 8.4 gesammelt. Vor der Schaufelvorderkante erreicht die
Str�omung eine Machzahl Ma von 0:378.

Wie schon bei der niedrigen Ausblaserate wurde eine numerische L�osung zun�achst auf
dem Basisgitter ermittelt. Sie diente als Basis f�ur die weiterf�uhrenden Rechnungen auf
jeweils l�osungsadaptiv modi�zierten Netzen mit 7418 und 7860 Knoten. Das feinste
modi�zierte Gitter ist in Abbildung 8.17 dargestellt.

Die h�ohere Anzahl an Gitterknoten l�a�t bereits erkennen, da� im Vergleich zum Str�o-
mungsfall mit niedriger Ausblaserate, trotz identischer Adaptionsstrategie, eine st�arkere
Gitterverfeinerung vorgenommen wurde. Bis zum Dickenmaximum der Schaufel ist die
Ausdehnung der verdichteten Gitterbereiche in Richtung Kanalmittellinie gewachsen.
Auch im Vorder- und Hinterkantenbereich liegt jetzt eine feinere r�aumliche Diskretisie-
rung vor.

Das auf den drei Rechennetzen jeweils erzielte Konvergenz- und Stabilit�atsverhalten
kann dem Diagramm in Abbildung 8.18 entnommen werden. Aufgetragen ist die ma-
ximale normierte Druck�anderung im Rechenfeld �uber der Anzahl der durchgef�uhrten
Iterationen. F�ur die L�osung des Str�omungsproblems auf dem Ausgangsgitter wurden bis
zum Unterschreiten des Referenzresiduums Resref von 5�10�3 insgesamt 674 �au�ere Ite-

paus [Pa] �l [Pa s] R [J/(kg K)] cp [J/(kg K)]
M = 0:76 14 540 18:66 � 10�6 287:0 1004:0

Tein [K] pt;ein [Pa] �ein [o] Tuein [%] l�;ein [m]
Kanal 304:3 20 140 60:0 5:9 0:005

Tein [K] pt;ein [Pa] �ein [o] Tuein [%] l�;ein [m]
Plenum 307:8 21 340 241:0 5:9 0:0008

Tab. 8.4: Zustands-, Turbulenz- und Sto�daten (M = 0:76)
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Abb. 8.17: Modi�ziertes Gitter f�ur �lmgek�uhlte Schaufel (M = 0:76)

rationen in 79:5 Minuten Prozessorzeit durchgef�uhrt. Der numerische Aufwand auf dem
ersten adaptierten Netz betrug 370 Blockiterationen bei einer Rechenzeit von 52:5 Mi-
nuten. Nach nochmaliger Adaption wurden schlie�lich auf dem feinsten verwendeten
Gitter 274 Iterationen und 41:1 Minuten Rechenzeit ben�otigt.

Bei allen Rechnungen ist stabile und gleichm�a�ige Konvergenz zu beobachten, wobei
stets mit Standardwerten der Relaxationsfaktoren � gearbeitet wurde. Die Konvergenz-
rate steigt von etwa vier Dekaden Fehlerreduktion je 500 Iterationen beim Basisgitter
auf �uber f�unf Dekaden nach der zweiten Netzverfeinerung.

Abb. 8.18: Konvergenzverhalten der numerischen Berechnung (M = 0:76)
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Abb. 8.19: Vorderkantenstr�omung aus Experiment und Simulation (M = 0:76)

Das Str�omungsgeschehen in der Umgebung der Schaufelvorderkante, wie es zum einen
im Versuch, zum anderen durch numerische Simulation auf grobem Gitter und dich-
testem verf�ugbarem Netz bestimmt wurde, ist in Abbildung 8.19 wiedergegeben. Ne-
ben drei Detaildarstellungen des Geschwindigkeitsfeldes aus Experiment und Rechnung,
sind die gemessenen Geschwindigkeitsvektoren im gesamten vorderen Bereich der Schau-
fel sowie die zugeh�orige r�aumliche Diskretisierung abgebildet.

Das Betrachten der Me�ergebnisse im Detail zeigt, da� die K�uhlluftstrahlen durch ih-
ren gestiegenen Impuls weiter in die Hauptstr�omung eindringen, als bei der niedrigen
Ausblaserate von 0:47. Aus diesem Grund vergr�o�ert sich der Abl�osewirbel hinter der
druckseitigen Ausblasung erheblich, was in der Simulation schon auf dem Basisgit-
ter deutlich wird. Stromab des saugseitigen K�uhlluftaustritts besteht jetzt ebenfalls
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Abb. 8.20: Messung und Rechnung auf Basisgitter und modif. Netz (M = 0:76)

Abl�osegefahr. Konkret wird eine solche Abl�osung im vorliegenden Me�datensatz nicht
erfa�t, ist jedoch in der Originalarbeit erw�ahnt (Beeck (1992)). Sie deutet sich eben-
falls bereits in der Grobgitterl�osung an. Die Position des Staupunktes bleibt von der
Ausblaserate weitgehend unbeeinu�t und entspricht auf beiden gezeigten Netzen dem
Versuchsergebnis.

Wie bei der Simulationmit geringemK�uhlluftmassenstromwurden im Zuge der l�osungs-
adaptiven Verfeinerung Gitterbereiche in und um die K�uhlkan�ale, am Staupunkt und
in druck- und saugseitiger Abl�osezone verdichtet. Parallel zum druckseitigen Rezirku-
lationsgebiet dehnt sich der verfeinerte Gitterbereich relativ weit in Str�omungsrichtung
aus. Infolge der Netzmodi�kation wachsen die beiden berechneten k�uhlluftinduzier-
ten Str�omungsabl�osungen an. Auf der Druckseite entspricht auch die neu berechnete
Abl�osel�ange noch nicht ganz der gemessenen Ausdehnung.

Die Genauigkeit der auf dem Ausgangsnetz und nach zweimaliger Adaption numerisch
berechneten L�osungen wird quantitativ anhand einer Gegen�uberstellung von gemesse-
nem und berechnetem Druckverlauf an der Schaufelober�ache beurteilt. Das entspre-
chende Diagramm mit Me�- und Rechenwerten entlang von Druck- und Saugseite des
Schaufelpro�ls �ndet sich in Abbildung 8.20.

Staupunkt und Staudruck werden, wie bei niedriger Ausblaserate, in v�olliger �Uberein-
stimmung mit dem Experiment ermittelt. Entlang der Druckseite der Schaufel bestehen
zwischen Grob- und Feingitterl�osung allenfalls geringf�ugige Unterschiede. Die Me�werte
stehen mit dem berechneten Druckverlauf sehr gut in Einklang. Auch an der Saugseite
des Pro�ls geben die Rechnungen die gemessenen Dr�ucke genau wieder. In der Um-
gebung des Minimaldrucks und im Hinterkantenbereich kann die Feingittersimulation
leichte Vorteile verbuchen.

8.2.3 Hohe Ausblaserate (M = 1:14)

Die abschlie�ende dritte numerische Untersuchung der �lmgek�uhlten Turbinenschau-
fel wurde bei der h�ochsten experimentell realisierten Ausblaserate M von 1.14 vorge-
nommen. Die zu diesen Rechnungen verwendeten Eintritts- und Sto�daten enth�alt
Tabelle 8.5.
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paus [Pa] �l [Pa s] R [J/(kg K)] cp [J/(kg K)]
M = 1:14 14 100 18:66 � 10�6 287:0 1004:0

Tein [K] pt;ein [Pa] �ein [o] Tuein [%] l�;ein [m]
Kanal 304:2 20 170 60:0 5:8 0:005

Tein [K] pt;ein [Pa] �ein [o] Tuein [%] l�;ein [m]
Plenum 295:6 22 900 241:0 5:8 0:0008

Tab. 8.5: Zustands-, Turbulenz- und Sto�daten (M = 1:14)

Das Schaufelgitter wird mit einer MachzahlMa von 0:379 angestr�omt. Eine numerische
Simulation der Str�omung wurde abermals auf dem Basisgitter sowie auf anhand einer
Analyse des dimensionslosen Geschwindigkeitsgradienten P (u; v) adaptierten Netzen
mit 7607 und 8049 Knoten durchgef�uhrt. Abbildung 8.21 zeigt das Rechengitter nach
der zweiten Modi�kation in der Gesamtansicht und detailliert im vorderen Bereich der
Schaufel.

Mit der Ausblaserate haben die Knotenanzahl im feinsten Netz und damit die Fl�ache der
r�aumlich dichter diskretisierten Gitterbereiche nochmals zugenommen. Insbesondere
stromab der druckseitigen K�uhlluftausblasung ist die Grenze der adaptierten Zone noch
weiter in Richtung Kanalmitte vorger�uckt.
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Abb. 8.21: Modi�ziertes Gitter f�ur �lmgek�uhlte Schaufel (M = 1:14)
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Abb. 8.22: Konvergenzverhalten der numerischen Berechnung (M = 1:14)

Der Konvergenzverlauf f�ur die Rechnungen bei hoher Ausblaserate ist in Form der maxi-
malen normierten Druckkorrektur im Feld �uber den durchlaufenen �au�eren Iterationen
in Abbildung 8.22 wiedergegeben. Die erste numerische L�osung des Str�omungsproblems
auf dem gr�obsten Rechennetz nimmt bis zum Erreichen des Abbruchresiduums Resref
von 5 �10�3 f�ur 753 Blockiterationen 87:6 Minuten Prozessorzeit in Anspruch. Nach der
ersten Adaption wurden bis zur erneuten Konvergenz 422 weitere Iterationen in 63:3 Mi-
nuten durchlaufen. Schlie�lich ist die auf dem dichtesten Gitter nochmals gestartete
Rechnung nach 267 �au�eren Iterationen und 41:8 Minuten Rechenzeit beendet.

Die Fehlerreduktion auf den drei Gittern verl�auft, wie f�ur die zwei vorher untersuchten
niedrigeren AusblaseratenM , stabil und nahezu monoton. Mit jeder Gitterverfeinerung
steigt die Konvergenzrate und �uberschreitet auf dem feinsten Netz f�unf Dekaden pro
500 Blockiterationen.

In Abbildung 8.23 werden zun�achst gemessener und berechneter Str�omungsverlauf in
der N�ahe der Schaufelvorderkante einander gegen�ubergestellt. Gezeigt sind die im Ver-
such aufgenommenen Geschwindigkeitsvektoren und ein entsprechender Detailvergleich
mit numerischen Ergebnissen von Ausgangsgitter und feinstem Netz. Ebenfalls darge-
stellt ist jeweils der zugeh�orige Ausschnitt des Rechengitters.

Die nochmalige Steigerung des Impulses der K�uhlluft f�uhrt auf der Druckseite der
Schaufel stromab der Ausblase�o�nung zu einer weiteren Vergr�o�erung des Rezirkulati-
onsgebietes. Diese Kr�aftigung des Abl�osewirbels tritt bei der numerischen Berechnung
auf dem grobemGitter bereits deutlich zutage, was ein Vergleich mit dem Simulationser-
gebnis f�ur die mittlere Ausblaserate M von 0:76 belegt. Die Intensit�at der berechneten
saugseitigen Str�omungsabl�osung hat ebenfalls zugenommen. Beeck (1992) hat diese
Rezirkulation experimentell nachgewiesen, genaue Me�daten stehen jedoch nicht zur
Verf�ugung.

Die automatische Adaption der Rechennetze hat wie in den vorangegangenen F�allen
am Staupunkt, in den K�uhlluftkan�alen und im Bereich der beiden R�uckstr�omgebiete
zu einer Anpassung der r�aumlichen Diskretisierung gef�uhrt. W�ahrend die Staupunkt-
lage davon unbeeinu�t bleibt, nimmt die Ausdehnung der beiden Str�omungswirbel
zu. Der auf dem feinsten Gitter berechnete Str�omungsverlauf entspricht damit in allen
wesentlichen Punkten dem Ergebnis der Messung.
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Detail
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Abb. 8.23: Vorderkantenstr�omung aus Experiment und Simulation (M = 1:14)

Um die G�ute der numerischen L�osungen auch hier quantitativ zu �uberpr�ufen, wer-
den nochmals experimentell und numerisch ermittelte Druckverteilungen entlang von
Druck- und Saugseite der Schaufel verglichen. Dieser Vergleich ist in Abbildung 8.24
vorgenommen. Die auf dem Basisgitter und nach zweimaliger Adaption erhaltenen
Druckpro�le entsprechen in Form und Betrag sehr gut dem gemessenen Druckverlauf.
Wie bei den zwei vorher untersuchten Ausblaseraten M di�erieren Grob- und Fein-
gitterl�osung nur wenig. Die geringen Unterschiede machen sich haupts�achlich in der
Umgebung des saugseitigen Druckminimums bemerkbar.

Nach Auswertung der Simulationsergebnisse f�ur drei unterschiedliche Ausblaseraten M
von 0:47, 0:76 und 1:14 ist auch die numerische Untersuchung des zweiten Str�omungs-
falles aus der Praxis der Thermischen Turbomaschinen erfolgreich abgeschlossen. Die
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Abb. 8.24: Messung und Rechnung auf Basisgitter und modif. Netz (M = 1:14)

behandelte �lmgek�uhlte Turbinenschaufel stellt in mehrfacher Hinsicht hohe Anforde-
rungen an das neuentwickelte Brechnungsverfahren. Wie bei der ungek�uhlten Schaufel
liegt eine kompressible Str�omung mit lokal hohen Gradienten der Str�omungsgr�o�en vor.
Die Transportgleichungen der gesuchten Variablen in Schaufelkanal, K�uhlluftschlitze
und Plenum der Schaufel werden, ungeachtet der schwachen r�aumlichen Koppelung
dieser Gebiete, zusammen in jeweils einem linearen Gleichungssystem implizit gel�ost.
Trotz dieser potentiellen Probleme wurde im Rahmen der vorgenommenen Berechnun-
gen, unabh�angig von Ausblaserate und Grad der Gitterverfeinerung, rasche, stabile
und ann�ahernd monotone Konvergenz des L�osungsalgorithmus beobachtet. Im direk-
ten Vergleich mit Me�ergebnissen erwies sich ausnahmslos eine sehr gute Qualit�at der
numerischen L�osungen. Die Gitterunabh�angigkeit der Resultate konnte anhand mehr-
fach vorgenommener, l�osungsadaptiver Modi�kation der Netze nachgewiesen werden.
Damit steht fest, da� die vorgestellte Methode der numerischen Str�omungsberechnung
auf adaptiven, unstrukturierten Gittern auch f�ur die Durchf�uhrung von Parameter-
studien zu praxisrelevanten Fragestellungen unter anspruchsvollen physikalischen und
geometrischen Bedingungen hervorragend geeignet ist.
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9 Zusammenfassung

Leistung und E�zienz moderner Turbomaschinen sind in hohem Ma�e von komplexen
Wechselwirkungen zwischen Str�omungsmedium und funktionstragenden Komponenten
bestimmt. Bei der uiddynamischen Auslegung und Optimierung dieser Bauteile ver-
spricht ein verst�arkter Einsatz numerischer Werkzeuge betr�achtliche Kosten- und Zeit-
ersparnis. Um das Str�omungsverhalten in den �uberwiegend kompliziert geformten Geo-
metrien auf numerischemWege erfolgreich zu analysieren, mu� eine geeignete r�aumliche
Diskretisierung verwendet werden. Im Vergleich zu herk�ommlichen strukturierten Re-
chennetzen weisen unstrukturierte Gitter in dieser Hinsicht ein enormes Potential auf.
So lassen sich beliebige Str�omungsgebiete in einem einzigen Block verzerrungsfrei und
gleichm�a�ig vernetzen, wobei die M�oglichkeit einer weitgehenden Automatisierung be-
steht. Vorhandene Gitter k�onnen durch einfaches Hinzuf�ugen oder L�oschen von St�utz-
stellen vom Benutzer exibel an das simulierte Str�omungsgeschehen angepa�t werden.

Das im Rahmen der vorliegenden Arbeit am Institut f�ur Thermische Str�omungsmaschi-
nen (ITS) der Universit�at Karlsruhe entwickelte numerische Verfahren nutzt die Vorteile
unstrukturierter Netze f�ur die Berechnung ebener Str�omungen. Die Methode arbeitet
mit Finiten-Volumen nach einem erweiterten SIMPLE(C)-Druckkorrekturalgorithmus
und pro�tiert dadurch in erheblichem Umfang vom Erfahrungsschatz, der am ITS mit
strukturierter r�aumlicher Diskretisierung gesammelt wurde.

Die gesuchten Str�omungsgr�o�en werden auf einem dualen Gitter bilanziert, das im Un-
terschied zu Dreieckselementen eine enge Koppelung der Zust�ande in benachbarten
Kontrollvolumina sicherstellt und eine schn�orkellose Formulierung der Randbedingun-
gen erlaubt. Eine elementorientierte, hierarchische Organisation aller Daten minimiert
die Anzahl an logischen Abfragen und Programmverzweigungen, so da� die erforderliche
indirekte Adressierung der Gitterelemente weitgehend aufwandsneutral erfolgt.

Zu den spezi�schen Problemen unstrukturierter Netze z�ahlen hohe Diskretisierungsfeh-
ler, die durch Streuung der konvektiv transportierten Information in den polygonalen
Bilanzelementen auftreten k�onnen. Diese sogenannte `Numerische Di�usion' wird durch
eine eigens entwickelte Technik zur Interpolation der Konvektionsterme wirkungsvoll
unterdr�uckt. Der neue DISC-Ansatz (`Derivative based Interpolation Scheme for Con-
vection') basiert auf einem bekannten Stabilit�atskriterium und der Auswertung der
im Kontrollvolumen aktuellen partiellen Ableitungen der Str�omungsgr�o�en. Er vereint
hohe Genauigkeit mit numerischer Stabilit�at und geringem Rechenaufwand.

Die angestrebte enge Koppelung der Transportvariablen in benachbarten Bilanzvolu-
mina f�uhrt in Verbindung mit der nicht systematisierbaren Indexierung der Elemente zu
gro�en linearisierten Gleichungssystemen (LGS) mit regellos besetzter Koe�zientenma-
trix. Die Berechnung dieser Systeme stellt extreme Anforderungen an die eingesetzten
L�osungsverfahren, so da� tr�age Konvergenz, Instabilit�at der Blockiteration und un-
verh�altnism�a�ig hohe Rechenzeiten drohen. Ein optimal angepa�ter Gleichungsl�oser
wurde nach eingehenden Tests mehrerer impliziter, iterativer Conjugate-Gradient- und
Conjugate-Residual-Algorithmen sowie diverser Pr�akonditionierungstechniken erstellt
und abgestimmt. Die neue L�osung f�ur ein LGS mit mehreren tausend Unbekannten
liegt damit in der Regel nach �Uberlagerung von h�ochstens zwei Basisvektoren vor.
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Eine h�au�ge Ursache f�ur Stabilit�ats- und Konvergenzprobleme auf unstrukturierten wie
strukturierten Netzen sind starke Oszillationen im berechneten Druckfeld. Die Beseiti-
gung dieser Probleme gelingt mit Hilfe einer neuen massenstromgesteuerten Relaxati-
onsstrategie f�ur den Druck. Ebenfalls neu ist eine bei der Berechnung der Dissipation �
der turbulenten kinetischen Energie im Turbulenzmodell optional einsetzbare L�osungs-
technik, die sich deutlich stabilit�atsf�ordernd auswirkt.

Ein entscheidender Vorteil, den unstrukturierte Gitter gegen�uber strukturierten An-
s�atzen bieten, ist die einfache nachtr�agliche Modi�zierbarkeit der r�aumlichen Diskre-
tisierung. Um diese Flexibilit�at so pro�tabel wie m�oglich zu nutzen, wurden spezi-
elle fehlersensitive Adaptionskriterien hergeleitet. Diese Parameter ziehen dimensions-
lose Gradienten der Transportgr�o�en als Indikatoren f�ur Problemzonen im berechneten
Str�omungsfeld heran. Staupunkte, Wandgrenzschichten, Abl�osegebiete und Verdich-
tungsst�o�e werden auf diese Weise automatisch erkannt und durch Einf�ugen zus�atzli-
cher St�utzstellen im Detail aufgel�ost. Andererseits l�a�t sich der numerische Aufwand
durch L�oschen �ubersch�ussiger Knoten in Zonen geringer Dynamik der Str�omungsgr�o�en
erheblich verringern. Nach einer derartigen Modi�kation ist kein vollst�andiger Neustart
des Rechengangs erforderlich. Vielmehr dient die bereits bekannte Grobgitterl�osung als
Startbelegung f�ur das optimierte Netz. Dadurch reduziert sich in der Regel mit jedem
Adaptionsschritt die Anzahl der bis zur erneuten Konvergenz ben�otigten Blockiteratio-
nen bei gleichzeitig steigender Konvergenzrate.

Betriebsverhalten und Funktionssicherheit des fertigen Navier-Stokes-L�osers und der
nachgeschalteten str�omungsadaptiven Netzoptimierung wurden anhand laminarer, tur-
bulenter und transsonischer Testf�alle in einfachen Geometrien mit dennoch komplexem
Str�omungsgeschehen kritisch �uberpr�uft. Dabei konnten sehr gute Genauigkeit, schnelle
und stabile Konvergenz sowie hoher Gebrauchswert der automatischen Gitteradaption
eindrucksvoll dokumentiert werden.

Nach diesen ermutigenden Ergebnissen erfolgte abschlie�end der Schritt hin zu praxis-
relevanten Str�omungsproblemen. Im ersten Anwendungsfall wurde ein am ITS ausge-
legtes, hochbelastetes Turbinenleitgitter bei zwei unterschiedlichen Anstr�omgeschwin-
digkeiten simuliert. Das Fluid erf�ahrt dort auf einer Strecke von weniger als 50mm
eine Beschleunigung um mehr als das F�un�ache. Die zweite Praxisanwendung behan-
delt das �lmgek�uhlte Laufgitter einer Turbine f�ur drei verschiedene Ausblaseraten der
K�uhlluft. In diesem Fall umfa�t das Rechengebiet sowohl den Schaufelkanal, als auch
das Schaufelinnere und die beiden K�uhlluftschlitze, die inneres und �au�eres Str�omungs-
feld verbinden.

F�ur die gew�ahlten realit�atsnahen Anwendungen aus dem Bereich der thermischen Str�o-
mungsmaschinen belegen direkte Vergleiche zwischen Me�werten und Ergebnissen der
numerischen Berechnungen die Praxistauglichkeit des neuen Verfahrens. Bemerkens-
wert ist neben der erreichten Vorhersagegenauigkeit die in allen F�allen rasche und pro-
blemlose Konvergenz der Methode. Damit steht f�ur turbomaschinentypische Str�omungs-
kon�gurationen ein neuer leistungsf�ahiger und anwendungsfreundlicher numerischer
L�osungsalgorithmus zur Verf�ugung, der sich die r�aumliche Flexibilit�at adaptiver un-
strukturierter Gitter zunutze macht.
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