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Kurzfassung

Wir stellen hier eine vollig neue Methode zur dynamischen Simulation gelenkgekoppelter
Starrkorpersysteme vor. Bei der Methode werden Krdfte konsequent durch Impulse ersetzt.
Dadurch gelingt es, die Simulation sehr direkt und ohne das Lésen komplexer Systeme von
Differentialgleichungen durchzufiihren. Kern des Verfahrens ist ein neuer iterativer Algo-
rithmus zur Bestimmung der Impulse, die dafiir sorgen, dass die Gelenkbedingungen nicht
verletzt werden. Das Verfahren ist vergleichsweise einfach zu implementieren, es ist sehr
schnell und genau. Dies wird durch erste experimentell erhobene Daten und Genauigkeits-
abschdtzungen belegt. Mechanische Modelle miissen nur minimal vorverarbeitet werden,
um sie simulieren zu kénnen. Die impulsbasierte Methode ist aufSerdem sehr flexibel, wenn
neue Gelenktypen eingefiihrt werden sollen. Auch Stofs und Reibung sind in unkomplizierter
Weise integrierbar. Das Verfahren eignet sich besonders fiir die neue Generation von Vir-
tual Reality Systemen, in denen sich die VR-Welten mechanisch und kinematisch korrekt
verhalten sollen. Auch fiir die dynamische Simulation mechatronischer Systeme ist es sehr
geeignet, da selbst sehr komplexe Modelle wie z. B. 6-beinige Laufmaschinen auf einem PC
problemlos in Echtzeit simuliert werden konnen.

Abstract

We present a new method for the dynamic simulation of linked rigid body systems. Forces
are systematically substituted by impulses. In this way we suceed to perform the simulation
in a very direct way and without solving complex systems of differential equations. The
basic principle of the method is a new iterative procedure to calculate impulses which con-
serve joint constraints. The implementation of the method is comparably simple and it is
very fast and accurat. This is documented by a first presentation of experimental data and
accuracy estimates. In order to start the simulation, mechanical models need only minimal
preprocessing. The impulse-based method is also very flexible if new types of joints have to
be introduced. Collision and friction are implemented in a direct manner. The method is
especially well suited for the new generation of VR systems with correct dynamic and kine-
matic behaviour of VR-worlds. It is also well suited for the simulation of mechatronic
systems since the simulation of complex models like six-legged walking machines is possible

in real time on a PC.
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1. Einleitung

In der dynamischen Simulation von Mehrkorpersystemen kann man grob zwischen den
klassischen, auf Genauigkeit ausgerichteten Verfahren und den approximativen Methoden
unterscheiden. Die letzteren Verfahren sind grobe Annidherungen an die korrekten mechani-
schen Verhiltnisse und arbeiten z. B. mit Penalty-Methoden, um Gelenkbedingungen
einzuhalten. Sie sind in der Computergraphik und in der Computeranimation populér, weil
sie mit sehr geringem Aufwand implementiert werden konnen und dartiber hinaus schnell
sind. AuBBerdem liefern sie die gewiinschten natiirlich aussehenden Bewegungsablaufe.

Die klassischen, auf Genauigkeit ausgerichteten Verfahren stellen Systeme von Differenti-
algleichungen auf, die dann numerisch z. B. mit Runge-Kutta gelost werden. Dabei kann
man noch zwischen Verfahren mit verallgemeinerten bzw. reduzierten Koordinaten und
solchen mit natiirlichen (kartesischen) Koordinaten unterscheiden. Erstere versuchen, die
Zahl der Variablen auf die Zahl der Freiheitsgrade des gesamten mechanischen Systems zu
reduzieren, was zu genauen Integrationsergebnissen fiihrt, aber in manchen Fillen extrem
viel Vorverarbeitung und Handeingriff erfordern kann, z. B. bei vielen geschlossenen kine-
matischen Ketten. AuBBerdem konnen die einzelnen Gleichungen sehr umfangreich werden.

Demgegeniiber sind die Verfahren mit natiirlichen (kartesischen) Koordinaten, manchmal
auch maximale Koordinaten genannt, darauf angewiesen, zunichst unbekannte Gelenkkrifte
in die Differentialgleichungen einzubeziehen. Das gilt insbesondere fiir die weit verbreiteten
Verfahren mit Lagrange-Multiplikatoren. Da bei den Verfahren mit explizit in Erscheinung
tretenden Gelenkkriften in jedem Zeitschritt neben der Integration auch ein Gleichungssys-
tem zu l6sen ist, hingt die Simulationsgeschwindigkeit sehr davon ab, wie genau das
Gleichungssystem gelost wird. Mit iterativen Methoden kdnnen sehr schnell grobe Annéhe-
rungen erzielt werden.

Alle mit Differentialgleichungssystemen und ihren numerischen Ldsungen arbeitenden
dynamischen Simulationsverfahren haben ein Problem, wenn das mechanische Modell oft
umgebaut werden muss und wenn stindig Korperkontakte, Kollisionen und Reibungseffekte
mitverfolgt werden sollen: Anderungen im mechanischen System haben zur Folge, dass ein
neues Gleichungssystem aufzustellen ist. Das fiihrt z. B. zu der Konsequenz, dass eine 6-
beinige Laufmaschine formal durch 2° verschiedene Differential-Gleichungssysteme be-
schrieben werden muss: Fiir jede Bodenkontakt-Konfiguration der 6 Beine ein eigenes
System mit jeweils unterschiedlichen geschlossenen kinematischen Ketten. Weitere Schwie-
rigkeiten stellen sich bei komplexeren StoBvorgdngen gelenkgekoppelter Systeme und bei
Einbezug von Reibungseffekten ein.

Es ist also durchaus legitim, nach neuen Dynamik-Simulationsverfahren Ausschau zu hal-
ten, die das simulierte mechanische Modell wéhrend der Simulation problemlos umbauen
und an neue Gegebenheiten blitzschnell anpassen konnen.

In der Technischen Mechanik sind die klassischen Methoden etabliert und durch méchtige
Softwaresysteme (z. B. Adams, SDS, SD-Fast, Matlab-Simulink, Alaska, ODE usw.) unter-
stlitzt. Aus dieser Richtung besteht wohl weniger der Wunsch nach neuen Verfahren fiir die
dynamische Simulation. Ganz anders sieht das allerdings in der Computergraphik aus. Bis-
herige Virtual Reality Systeme sind vollig unfahig, komplexere Szenarien mechanisch
korrekt zu simulieren. Aus der Sicht vieler Anwendungen ist ein mechanisch korrektes
Verhalten der Gegenstinde und Mechanismen in den VR-Welten sehr erwiinscht. Wir for-
dern daher, dass zukiinftige VR-Systeme nicht nur die standardmiBigen Funktionalititen,
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sondern neue ,,Realitidten wie korrekte dynamische Simulationen und Manipulationen mit
Starrkorpern anbieten konnen. Insbesondere sind wir an der Integration mechatronischer
Systeme bis hin zu autonom agierenden Humanoiden Robotern interessiert. Unsere Anfor-
derungen sind z. B. in Finkenzeller et al [2003] und Bender et al [2003] dargelegt und
konnen durch ein Zitat aus der letztgenannten Arbeit umrissen werden:

., Bei der Simulation sind u. a. folgende Funktionalititen abzudecken:

- Komplexe, dynamische Simulation fiir starre Kérper, Umwelt, Roboterarme, Greifbewe-
gungen und Objektmanipulation durch Roboterhdnde, Kollisions- und Stofauflosung,

- Simulierte Sensorik und Aktuatorik, Servo-Antriebe,

- "Software in the Loop", d. h. die gesamte Software, die das Bewegungsverhalten und die
Intelligenz des Humanoiden Roboters ausmacht und steuert, muss mit der Simulation zeit-
synchron mitlaufen. *

Schwierig ist dabei nicht die VR-Technik, sondern die Mechanik-Simulation. Auch die
Sensorik-Simulation und das Thema ,,Software in the Loop* werfen bei komplexen me-
chatronischen Systemen Probleme auf, die wir in dieser Arbeit aber nicht diskutieren
werden. Die typischerweise auf der Losung von Differentialgleichungen beruhenden Ver-
fahren fiir die dynamische Simulation miissen in erheblichem Umfang erweitert werden,
wenn sie in der VR eingesetzt werden sollen. Dies war uns schon seit langerem bewusst und
wir haben nach einem eleganten Algorithmus fiir die dynamische Simulation gesucht, der
vor allem mit Blick auf die VR die Nachteile der klassischen Verfahren iiberwindet. Das in
dieser Arbeit vorgestellte Verfahren der impulsbasierten Dynamiksimulation ist das Ergeb-
nis dieser Suche.

2. Impulsbasierte dynamische Simulation von Massenpunktsystemen

Mit der von Schmitt et al [2000] entwickelten Massenpunkttechnik ist es moglich, Mehr-
korpersysteme mit offenen und geschlossenen kinematischen Ketten und mit
Antriebskréften wie servoangetriebenen Achsen zu simulieren. Die wichtigsten Eigenschaf-
ten dieses Verfahrens sind:

- Massenpunkte oder Punktmassen sind die atomaren Bausteine fiir Starrkorper.

- Einzelne Starrkérper werden durch eine Anzahl Massenpunkte modelliert, die definierte
Absténde voneinander beibehalten miissen.

- Krifte (bzw. Kraft-Impulse) greifen grundsétzlich nur an Massenpunkten an.

- Bei der Bewegungssimulation von der Zeit ¢ bis zur Zeit ¢ + & (ein Zeitschritt) werden
die Massenpunkte mit Newtons 2. Gesetz F'(t) =m- p(t) bewegt, zundchst ohne Beach-
tung der Abstandsbedingungen. Hier ist p(¢) die Beschleunigung des Massenpunktes mit
der Masse m und es gilt F'(t) =m-g (Schwerkraft). Wenn die Abstandsbedingungen zum

Zeitpunkt ¢ alle erfiillt sind, so sind sie bei dieser Vorgehensweise zum Zeitpunkt ¢ + /
mehr oder weniger verletzt. Es werden dann iterativ Impulse bestimmt, die zum Zeitpunkt ¢
angewandt werden, und zwar so, dass mit diesen neuen Bewegungszustinden die Bewe-
gungssimulation auch zum Zeitpunkt ¢ + /2 alle Abstandsbedingungen erfiillt.
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Das Verfahren ersetzt also die kontinuierlichen inneren Krifte, die dafiir sorgen, dass die
Massenpunkte in der Bewegung die vorgegebenen Abstandsbedingungen einhalten, durch
iterativ bestimmte Impulse.

Mit einem sehr einfachen Beispiel kann das Prinzip demonstriert werden. In Abb. 2.1 ist an
einem raumfesten Punkt py mit einem masselosen Seil der Linge 1 ein ruhender Massen-

punkt mit den zeitabhdngigen Ortskoordinaten p(¢) mit Masse m aufgehingt. Wir haben
also eine Abstandsbedingung ‘ p(t) — po‘ =1 und fiir p(t) die Differentialgleichung

m-g:m-ﬁ(t),also p'(t):g.

Ay
|

1- e p

L p)=(0,0,0) x
¥
y4

Abbildung 2.1: Der Massenpunkt p(t) ist mit einem masselosen Faden im Punkt Po aufgehdngt.

Der Schwerkraftvektor g = (O, —9.81,0) zeigt in Richtung der negativen y-Achse. Die
Anfangsbedingungen sollen sein p(0) = (0,0,0) und p (O) = (O, 0, 0).

Der Zeitschritt von ¢ =0 bis ¢ = & wird nun mit der Impulstechnik simuliert. Mit den Wer-
ten p,,, p y Jeweils der y-Koordinate haben wir:

Zeit ¢ Py (1) p y (1)
(1) Konsistenter Zustand: 0 0 0
(2) Look-Ahead: 0+h -05.-g- h? —g-h
(3) Korrekturimpuls: 0 +0.5-g-h
(4) Zustand 0 0 +0.5-g-h
(5) Vorwartsschritt 0+h 0 -05-g-h

(6) Geschw.-Korr. 0+h 0 0
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Kommentar: Bei (2) und (5) wird der Massenpunkt ohne Beachtung der Abstandsbedingung
bewegt, also hier mit dem Fallgesetz. Der Korrekturimpuls (3), zum Zeitpunkt t=0 ange-
wandt, verdndert nur die Geschwindigkeit, nicht die Lage des Massenpunktes. Nach dem
Schritt (5) liegt der Punkt wieder dort, wo er liegen muss, aber die Geschwindigkeit ist noch
von Null verschieden, kann aber durch einen zum Zeitpunkt 0+h angewandten Impuls kor-
rigiert werden. Impulse werden stets als paarweise entgegengerichtete Impulspaare

angewandt. In obigem Beispiel greifen die Impulspaare an den Punkten p(f) und p an.

Letzterer ist allerdings raumfixiert, kann sich also nicht bewegen und muss nicht weiter
beachtet werden.

In diesem sehr einfachen Beispiel fiihrt eine einzige Iteration zum Ziel, der Punkt p liegt

wieder bei den korrekten Koordinatenwerten und die Geschwindigkeitskorrektur, die zum
Zeitpunkt 0+h ebenfalls mit einem Impuls durchgefiihrt wird, ergibt den korrekten Bewe-

gungszustand p (h) = (O, 0, O) :

Der Erfolg des Verfahrens beruht darauf, dass die kontinuierlich wirkenden inneren Krifte
durch Impulskréfte ersetzt werden. Impulse dndern nur die Geschwindigkeit und dadurch in
der Zukunft auch den Ort des Massenpunktes. Da die Impulse grundséitzlich als entgegen
gesetzte Impulspaare angewandt und durch keine Abstéinde verdndert werden, denn die
Abstandsbedingungen bleiben erhalten, sind sie energetisch neutral, leisten also keine Ar-
beit. Von diesen inneren Korrekturimpulsen konnen auch keinerlei translatorische oder
rotatorische Effekte ausgehen. Die Diskussion weiterer technischer Details kann hier abge-
kiirzt werden, weil das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren, welches die Impulstechnik
auf gelenkgekoppelte Starrkorpersysteme erweitert, auf der gleichen grundsitzlichen Vor-
gehensweise beruht.

Das Massenpunktverfahren ist duferst einfach zu implementieren. Die mechanischen Mo-
delle bestehen in der Implementierung schlicht aus einer Liste von Massenpunkten

L=[... ( pi(t) pi(t),ml-),...} und einer Liste von  Abstandsbedingungen

G= [ l s Js d ] und das Simulationsprogramm ist sehr kurz und {ibersichtlich. Es
gibt bei dieser Vorgehensweise keine Trigheitstensoren, Drehvektoren usw.

Nachteilig ist jedoch, dass Starrkorper aus einer Anzahl von Massenpunkten bestehen miis-
sen, also ein Quader z. B. aus 8 Massenpunkten mit bis zu 7 x 8§ = 56 Abstandsbedingungen.
Ein kompletter Roboterarm (7 Freiheitsgrade) mit Servo-Achsen benoétigte 144 Massen-
punkte zu seiner Modellierung (Schelling [2002]).

Erhebliche Verbesserungen sind zu erwarten, wenn es gelingt, die impulsbasierte Gelenk-
korrektur auf Starrkorper zu iibertragen, denn der oben erwéhnte Roboterarm besteht dann
nur noch aus 7 Starrkérpern. Dadurch wird also der ganze Korrekturaufwand tiberfliissig,
der beim Massenpunktverfahren zu leisten ist, um die Massenpunkte einzelner Starrkorper
auf Sollabstand zu halten.

3. Die dynamische Simulation einzelner, nicht gelenkgekoppelter Starrkorper

Viele der in diesem Abschnitt angesprochenen Formeln und Beziehungen werden seit lan-
ger Zeit in den Lehrbiichern der Mechanik und der Technischen Mechanik ausfiihrlich
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behandelt. Um auch Aufenstehenden alle Details unserer Vorgehensweise offen zu legen,
scheint es zweckmaBig, auch allgemein Bekanntes zu rekapitulieren.

Wir betrachten zunichst einen Starrkdrper mit & fest im Raum liegenden Massenpunkten
p; = (xl-, Vis Zl-) jeweils mit den Massen m; (i=1..k). Die Gesamtmasse ist dann
k 1 £
m = ), m; und der Schwerpunkt §:=—> m; - p; .
i=1 m =1
Bezogen auf das absolut ruhende Weltkoordinatensystem (Inertialsystem) befindet sich der
Korper in Nulllage, wenn s = (0, 0, 0) . Aus den folgenden Bestandteilen wird dann der

Trégheitstensor J gebildet:
2 2 2 2 2 2
X :zmlxl ) Y :Zmlyl ) VA IZlel

2 2
Jll J12 J13 Y +Z XY X/
J = J21 J22 J23 = XY 22+X2 Y/
J31 Jzp J33 X7 YZ X% +7v?

Wenn der Korper nicht aus einzelnen Massenpunkten, sondern aus kontinuierlichen Masse-

verteilungen besteht, so werden die GroBen X 2,Y Z,Z Z,XY ,YZ , XZ mittels Integration

bestimmt. (Man kann mit relativ einfachen Uberlegungen nachweisen, dass fiir jeden Kor-
per mit kontinuierlicher Masseverteilung ein beziiglich J dquivalenter Korper mit 6
Massenpunkten existiert. In der Dynamik sind also Starrkdrper mit kontinuierlichen Masse-
verteilungen den aus diskreten Massenpunkten aufgebauten Starrkdrpern dquivalent.)

Der Korper, in unserem Fall die Massenpunkte, konnen so um den Nullpunkt gedreht wer-
den, dass alle Nebendiagonalelemente XY, XZ,YZ zu 0 werden. In diesem Fall, den wir
generell anstreben, fallen die x—, ¥ — und z —Achse des Weltkoordinatensystems mit den
Haupttragheitsachsen zusammen und wir haben also die Parameter:

) Schwerpunkt s =(0,0,0)

1 00
. Haupttrigheitsachsen-Matrix R={0 1 0 =(A1,A2,A3)
0 0 1
J 0 0
. Tragheitstensor J = 0 J, 0
0 0 J;

Von jetzt an wollen wir diese Lage des Korpers als Nulllage bezeichnen. Soll der Starrkor-
per in allgemeine Lage gebracht werden, so ist § zu verdndern und die
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Hauptachsenvektoren 4y, 45, A3 sind in die neue Orientierung zu drehen. J ist der Trag-
heitstensor in Nulllage und muss ebenfalls transformiert werden, wenn der Korper
gegeniiber der Nulllage gedreht wird: J=R-J-RT.

Die Spaltenvektoren A,..., A3 von R bilden auch nach beliebigen Transformationen im

Weltkoordinatensystem ein Orthonormalsystem. Gleichzeitig ist R eine Rotationsmatrix,
mit deren Hilfe Punkte des Korpers aus allgemeiner Lage in die korrespondierende Nulllage
und umgekehrt transformiert werden konnen, und zwar wie folgt:

Ein Punkt p in Nulllage wird zu p':=s+ R-p in allgemeiner Lage, wobei s der
Schwerpunkt des Kérpers (in Weltkoordinaten) ist, und p’ wird zuriicktransformiert in die
Nulllage mittels p = R ( p' - S). Da R orthonormal ist, gilt RV =RT, 50 dass also
das Invertieren solcher Matrizen einfach durch Transponieren realisiert werden kann.

Der Bewegungszustand eines Starrkorpers in allgemeiner Lage zum Zeitpunkt 7 ist gegeben
durch:

(1) s(t), s() (Schwerpunkt, Schwerpunktgeschwindigkeit)
2) R (t) (Haupttragheitsachsen-Matrix oder Rotationsmatrix)

(3) @(t) (Drehvektor)

Der Vektor @ (in Weltkoordinaten) zeigt in Richtung der Drehachse, die stets durch den
Schwerpunkt verlaufen soll. Seine Lénge |a)| ist die Rotationsgeschwindigkeit, wobei der
Winkel im Bogenmal3 (Radian) gemessen wird. Mit Hilfe von a)(t ) und § (t ) lassen sich

Geschwindigkeiten von Punkten des Starrkorpers bestimmen:
(3.1) pl-(t)zé(t)+a)(t)><(pl-(t)—s(t))

Da p; (t ) in Weltkoordinaten angegeben ist, muss mit p; (t ) —S (t ) erst ein Vektor relativ

zum Schwerpunkt berechnet werden, bevor dieser mit @ (t) multipliziert werden kann.

Starrkorperbewegungen auf ballistischen Bahnen

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um uns der ersten Simulationsaufgabe zuzu-
wenden. Wir wollen bestimmen, wie sich ein Starrkorper aus einem bestimmten
Bewegungszustand heraus im Raum bewegt, wenn auer der Schwerkraft g - m keine duf3e-

ren Krifte einwirken. Wir bezeichnen dies als Bewegung von Starrkorpern auf ballistischen
Bahnen.

Das Problem 16sen wir mit den Newton-Euler-Formeln: Die Bewegung eines Starrkorpers
auf ballistischen Bahnen ist zusammengesetzt aus der Bewegung des Schwerpunktes gemal

(3.2) F(t) =m-g=m S(t) (2. Gesetz von Newton)
und der davon vollig unabhingigen rotatorischen Bewegung, die durch

(3.3) J-o+(wx(J -))=0 (Euler)
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beschrieben wird. Allerdings wird (3.2) grundsétzlich in Weltkoordinaten, (3.3) jedoch im
korpereigenen Koordinatensystem — also quasi in Nulllage — gelost.

Die Losung von (3.2) ist trivial. Wenn wir einen Zeitschritt von £ =0 bis t = h (h= Zeit-
schrittweite) betrachten und vom Bewegungszustand zum Zeitpunkt 0 ausgehend den
Bewegungszustand zum Zeitpunkt / berechnen wollen, so ergeben sich die Formeln

§(1)=g, $(h)= s(0)+}f:g'(z)dt =5(0)+g-h,

(3.4) . 0
s(h) = s(0)+ [gtdt = 5(0)+0.5gh*
0

Die Losung von (3.3) ist in geschlossener Form nur in Spezialfiallen bekannt. Wir 16sen
diese Differentialgleichung durch Taylor-Entwicklung an der Stelle ¢ = 0:

Als erstes muss das 0)(0) , das wir im Bewegungszustand in Weltkoordinaten gespeichert

haben, in das korpereigene Koordinatensystem transformiert werden mit
®(0):=R" (0)-@(0).

Die in das korpereigene Koordinatensystem transformierten Groflen kennzeichnen wir im
Zweifelsfall durch Unterstreichen. Wir kennen @ (0) , jetzt im korpereigenen Koordinaten-

system, also auch
6(0)= 7" (2(0)x(/-@(0)))

und wegen cg(t) =—J! (Q(I)X(J . Q(z))) durch fortgesetztes Differenzieren nach ¢

auch

(0)=-7"((2(0)xJ - 2(0))+(2(0)xJ-@(0)))

usw. usf.

Mit der Notation @0 = a_)(O), wl = Q(O) ,2 = @(0) usw. erhalten wir durch fortge-

setztes Differenzieren die Ausdriicke
wl=-J71 (0% Jw0)
02 =-J " (olx Jo0+@0x Jol)
w3=-J"! (@02xJ 0+ 201 x Jol + 00x Jw2)
wd=—-J7 (03xJw0+3w2x Jol+3wlx Jo2+w0x Jw3)

Die Taylorentwicklung von Q)(t) an der Stelle ¢ = 0 ist also

Q(t)za)0+a)1-t+ia)2-t2 +la)3-t3 +ia)4-t4 +O(t5)
2! 3! 41
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Wir konnen also a)(t ) mit beliebig vorgebbarer Genauigkeit bestimmen, wenn wir den

oben bei @4 abgebrochenen Prozess fortsetzen, was problemlos moglich ist. Wir erhalten
also durch Einsetzen von ¢ = h :

Q(h)=w0+a)1-h+la)2-h2 +ia)3-h3 +la)4-h4+0(h5)
2! 3! 4!

Bei Schrittweiten von /# < (0.01 geniigt die Entwicklung bis zum Glied der Ordnung 3, weil
die restlichen Glieder bereits sehr klein sind und sich nach unseren Erfahrungen nur noch
minimal auf die Simulationsergebnisse auswirken.

Ein kleines offenes Problem ist noch zu diskutieren: Wie berechnen wir J -1 , wenn nicht
alle Elemente der Hauptdiagonale von J # 0 sind? Die Regel ist einfach: Wenn J; # 0, so

ist 1/J; das entsprechende Diagonal-Element von J st J; =0, so setzen wir

J l-_l = (. Diese Vorgehensweise fiihrt zumindest bei der Eulerschen Differentialgleichung
zu korrekten Losungen. Denn in Gleichung (3.3) bedeutet J; =0, dass die Koordinaten-

Komponente @; durch den Faktor J; -@; aus dem Differentialgleichungssystem ausge-
blendet wird, also auch vollstidndig entfallen kann.
Die oben mit Taylor-Entwicklung berechnete Grofle @ (h) wird bendtigt, wenn der Bewe-

gungszustand von ¢ =0 zu ¢ =h fortgeschaltet werden soll — allerdings darf dabei die
Riicktransformation in das Weltkoordinatensystem nicht vergessen werden. Riicktransfor-

miert wird mit a)(h) = R(O) : Q)(h)

Als néchstes miissen wir untersuchen, wie sich ein Vektor v im Weltkoordinatensystem
beim Ubergang von ¢ =0 nach ¢ =/ verindert, also von v(O) nach v(h). Auch hier
muss zundchst in das korpereigene Koordinatensystem transformiert werden:
1(0) =R’ (0) . V(O) . Es gilt nun X(O) = w0 XX(O) und generell X(t) = cg(t) xz(t),
also ergibt sich mit der Notation v0:=v (O), vl = 2(0), V2=V (O) usw. bei fortge-
setztem Differenzieren die Entwicklung

vl =w0xv0
v2 =wlxv0+w0xvl
V3=w2xv0+2-olxvl+w0xv2

vd =w3xv0+3-02xvl+3-wlxv2+w0xv3

usw. usf. Die @0, wl, ®2 usw. haben wir oben bereits berechnet. Auch hier konnen wir
nun mit der Taylor-Entwicklung die Lage von z(t ) zum Zeitpunkt ¢ =/, also v (h)

bestimmen:
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1 2 1 3
X(h)=v0+v1-h+—v2-h +—v3-h” 4.

2! 3!

Wenn @ beim Term @4 abgebrochen wird, so erhalten wir hier eine Entwicklung bis v5,
also einen Restfehler von O(h6 ).

Wir konnen nun drei Funktionen definieren:

(3.5) ]ntegrateO(k,z(t),h)::X(t—irh)

Weil wir spéter zwischen verschiedenen Korpern unterscheiden miissen, fithren wir gleich
hier den Index k des betreffenden Korpers ein. IntegrateQ bildet den Vektor X(t) im
korpereigenen Koordinatensystem des Korpers mit Index & ab in v (l‘ + h) , ebenfalls noch

im korpereigenen System. Die zweite Funktion leistet die gleiche Abbildung, aber fiir Vek-
toren im Weltsystem:

(3.6) Integratew(k,v(t),h):zv(t+h)

Mit der Rotationsmatrix R, (t) des Korpers & muss also gelten:
Integmtew(k,v(t),h) =Ry (t)-]ntegmteO(k,RkT (t)-v(t),h)

Wir konnen eine weitere sehr niitzliche Funktion LookAhead einfiihren, die Punkte p(l‘)

des Starrkorpers k in einem /1 -Zeitschritt (auf ballistischen Bahnen) vorwirts bewegt:
(3.7) LookAhead(k,p(t),h)::p(t+h)
Offensichtlich konnen wir sie wie folgt realisieren:

LookAhead(k,p(t), h) =5 (t + h) + Integmtew(k,p(t) — Sk (z‘),h)

Hierbei ist §; der Schwerpunkt von Korper &, der sich wie in den Formeln (3.4) mitbe-
wegt.

Wie man spéter sehen wird, dndert sich bei der iterativen Gelenkkorrektur das @y der betei-

ligten Korper standig, so dass es nur ganz selten moglich ist, auf die einmal berechneten
Werte @0 ,wl, @2 ..., zuriickzugreifen.

In der gelenkgekoppelten Simulation ist an jedem Starrkdrper mit Index k eine Menge von
Punkten py1, Pro, ... fixiert fir Gelenke und evtl. als Referenzpunkte fiir die graphische

Darstellung. Diese miissen bei der Simulation mitbewegt werden. Es gibt auch die andere
Vorgehensweise, diese Punkte in Nulllage zu speichern, dann sind sie unverdnderlich und
miissen in die Weltkoordinaten transformiert werden, wenn sie dort bendtigt werden. In
dieser Einfithrung in die impulsbasierte dynamische Simulation entscheiden wir uns fiir die
erste Moglichkeit, also die Mitfiihrung der Punkte in Weltlage. Wir konnten diese Punkte
ganz einfach mit der oben eingefiihrten Funktion
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pri(t+h)= LookAhead(k,pkl- (t),h)

vorwirts bewegen, was aber zu aufwindig wére. Es gibt namlich fiir jede beliebige Bewe-

gung eines Starrkorpers von Lage A nach Lage B stets eine 3 x 3-Rotationsmatrix M,

die kombiniert mit der verdnderten Schwerpunktlage eine einfache Umrechnung der Punkte
von Lage A nach Lage B gestattet:

P =5p+ M, (Ps—54)
Diese Matrix M, wollen wir nun bestimmen fiir den Ubergang vom Zeitpunkt £ = 0 zum
Zeitpunkt t =/ .
Dazu geniigt es, die drei Einheitsvektoren e} = (1, 0, 0), e = (0,1, 0) und

ey = (O, 0, 1) in Weltkoordinaten der Vorwértssimulation zu unterziehen geméaf
v, = Integratew(k,el,h)
vy, = Integratew(k, e, h)
v, = Integratew(k,e3,h)

Mit den VisVysV

. als Spaltenvektoren erhalten wir die gewiinschte Rotationsmatrix

(3.8) M, =(vx,vy,vz)

Denn ein beliebiger Vektor v = (a,b,c) in Weltkoordinaten kann dargestellt werden als
v(0)=a-e +b-ey +c-e;, folglich transformiert als v(4)=a-v, +b-v,+c-v, und
damit v(h) =M,,, °v(0) :

Die Rotationsmatrix M, kann nicht nur benutzt werden, um Punkte des Korpers & von
Lage A nach Lage B zu transformieren, sondern auch um R;, (O) auf die Zeit 4 umzurech-

nen. Dabei miissen nur die Spaltenvektoren von Rj (O), die ja die Nulllageachsen des

Korpers in Weltkoordinaten darstellen, transformiert werden:

(3.9) Ry (h)=M,, -R;(0)

Nun haben wir schlielich alles zusammen, um den Bewegungszustand eines Korpers mit
Index £, also s (0),Sk (O),a)k (0),Rk (O), auf die Zeit t = h vorwirts zu rechnen,
also auf s, (h),Sk (h),a)k (h),Rk (h) .

Wenn man M, so wie oben beschrieben berechnet, funktioniert das zwar einige Iterati-

onsschritte ganz gut, aber irgendwann entgleist die Rechnung, weil sich in R; kleine
Abweichungen von der Orthonormalitét einschleichen und diese verstirken sich explosions-
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artig, wenn sie einmal vorhanden sind. Abhilfe besteht darin, M ro¢ hachzubearbeiten und
strikt zu orthonormalisieren. Dafiir haben wir ein sehr elegantes Verfahren gefunden:

Iterationsschritt zur Orthonormalisierung

, V=, /‘vy , V.=V, /|vZ| (Normierung)

1) vi=v, /|vx

2) v, =0.5*(v)'c+v' xv'Z)

y
— ’ ’ ’
vy, .—0.5*(vy+vz><vx)
! / /
v, =O.5*(vz+vx><vy)

Einmalige, nur in seltenen Féllen zweimalige Iteration fiihrt zu einer (im Rahmen der Zah-
lengenauigkeit von ca. 13 Dezimalstellen) praktisch perfekten Orthonormalisierung. Man
kann beweisen, dass der Orthonormalisierungsfehler durch einen Iterationsschritt quadriert
wird, was bedeutet, dass z. B. bei einer Genauigkeit von 7 Dezimalstellen vor der Iteration
nach der Iteration etwa 14 Dezimalstellen genau sind. Ein weiterer Vorteil des obigen Ver-
fahrens besteht darin, dass es keine Bevorzugung einer Achse gibt.

Abschlieflend fiir diesen Abschnitt kann festgestellt werden, dass wir die Bewegung von
Starrkorpern auf ballistischen Bahnen mit beliebig hoher Genauigkeit simulieren konnen,
weil wir keine Integration mit festliegender Restfehlerordnung benutzen, sondern die Tay-
lor-Entwicklungen, wenn dies erforderlich sein sollte, dynamisch zu sehr hohen Ordnungen
fortsetzen konnten, was dann allerdings Rechenzeit kostet. Dynamisch bedeutet hier, dass
die Ordnung der Taylorpolynome als Parameter vorgebbar ist, ohne das Programm zu ver-
andern.

4. Kraft- und Impulseinwirkungen auf Starrkorper
Wenn in dem Zeitintervall von O bis / eine konstante Kraft F' auf einen Starrkorper ein-
wirkt, und zwar an einem Punkt p(t) =S (t) + v(t) , v(¢) Relativvektor zum

Schwerpunkt, so ergeben sich die Differentialgleichungen der Bewegung zu:

4.1) F+m-g:m-§(l‘)
4.2) j(t)-a')(t)—lr(a)(t)x(j(t)-a)(t))):v(t)xF:Drehmoment

Gleichung (4.2) ist jetzt in Weltkoordinaten gefasst, dabei muss J in Weltlage transformiert

werden, was mit J(¢) = R(¢)-J - R(t)T erfolgt. Wenn man beide Gleichungen iiber die Zeit

von O bis 4 integriert, & gegen O gehen ldsst und dabei F' durch F'/h ersetzt, wobei
F'/ h weiterhin die Dimension einer Kraft hat, so erhalten wir im einzelnen folgende Ter-
me:

h
lim f(F/h) dt=1 (I= Impuls)
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h

hli_)rr%)gm's'(t)dt:}}Em(&(h)—s'(O))zm-A&
h

lim [m-gdt =0

h—)OO

lim hjj(t)-a')(t) dt :j(O)-I}im (0(h)-@(0))=J(0)-Aw

h—0 —0
h -
li t)xJ(t)-w(t))dt=0
pim J(o (1)< J@)- (1)
h
lim [v(¢)x(F/h)dt=v(0)x1 (= Drehimpuls)
h—)OO

Bei der Bildung der Grenzwerte ist zu beachten, dass alle nicht nach der Zeit abgeleiteten
Grofen beschrinkt sind. Daher ergibt sich bei der dritten und fiinften Zeile das Ergebnis 0.

In Impulsform lauten die Gleichungen (4.1) und (4.2) also
(4.3) I=m-As
(4.4) J(0)-Aw =v(0)x

Der Impuls / wirkt in einem infinitesimal kurzen Zeitraum der Dauer & mit der Kraft
F'/ & auf den Kérper ein und verindert seinen Bewegungszustand gemifB

(4.5) As=L.1
m
(4.6) Aw=J(0)" (v(0)x1)

Dabei ist also (4.5) eine sprunghafte Verdnderung der Schwerpunktgeschwindigkeit gemal3
S (O) =S (0) + As und (4.6) eine ebensolche Veridnderung des Drehvektors

w(0):= a)(0)+j_1(0)(v(0)><]) :

v (0) ist der Vektor, durch den der Angriffspunkt p (O) =5 (O) + V(O) — alles in Weltko-

ordinaten — definiert ist. SchlieBlich konnen wir noch feststellen, wie sich durch den Impuls
I die Geschwindigkeit des Punktes p(0) verdndert. Vor der Impulseinwirkung haben wir

p(O) = S(O) + a)(O) X (V(O)) , und danach
4.7) pP(0)=5(0)+As +(w(0)+Aw)xv(0) =
=5(0)+ 1 I+ (0(0)+ j(O)_1 (V(O) X 1)) xv(0)
m

Bei unserer impulsbasierten Simulation werden wir bei der iterativen Korrektur von Ge-
lenkbedingungen ganze Salven von Korrekturimpulsen auf die einzelnen Starrkorper
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einwirken lassen. Die Zeit bleibt dabei stehen. Da die GroBen As und A@ offensichtlich
rein additiv auf den Bewegungszustand einwirken, ist es vollig gleichgiiltig, in welcher
Reihenfolge diese Impulswirkungen verbucht werden:

Additions-Subtraktions-Prinzip:

Solange die Zeit still steht, kann jede einmal stattgefundene Impulseinwirkung durch ent-
sprechende Gegenimpulse wieder riickgéngig gemacht werden.

Dieses Additions-Subtraktions-Prinzip wird z. B. bei der Simulation von Stof3- und Rei-
bungsvorgingen eine wesentliche Rolle spielen. Es ist letztendlich wohl auch dafiir
verantwortlich, dass unser spdter beschriebenes iteratives Korrekturverfahren so problemlos
funktioniert, denn welche Fehlerimpulse auch immer bei der Iteration auf einen Korper
einwirken, sie konnen spéter wieder riickgdngig gemacht werden.

Pi
D2 - '

. X’VZ

Abbildung 4.1: Geschwindigkeitskorrektur in einem Kontaktpunktpaar

Wir wollen nun das Problem der Geschwindigkeitskorrektur mit Impulsen 16sen, man ver-
gleiche Abb. 4.1. Zum Zeitpunkt # = 0 moge gelten

(a) S1 (0)+V1 (0):p1 (0):p2 (O):Sz (0)+V2 (O)
®  p1(0)= p2(0)
Zunichst sind also nur die Kontaktpunkte p; (0) und p, (0) der Korper 1 und 2 gleich,

nicht aber ihre Geschwindigkeiten p; (0) und p, (O) , und damit verschwindet auch nicht
ihre Relativgeschwindigkeit Ap = p, (O) - D1 (0)

Wir wollen nun durch Anwendung eines sich kompensierenden Impulspaares erreichen,
dass auch ihre Geschwindigkeiten iibereinstimmen, also p; (0) = D> (O) , und zwar ohne
dass sich Thre Lage dndert. Denn wenn sich z. B. an den Kontaktpunkten eine Gelenkver-
bindung zwischen den beiden Korpern befindet, so muss nicht nur der Ort der
zusammengehorenden Gelenkpunkte gleich sein, sondern auch ihre Geschwindigkeit. We-
gen der Formel (4.7) muss also fiir einen bisher noch unbekannten Impuls / gelten:
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$1+L-I+(a)1+j1_l(v1xl))xvl O
m

S‘2 +L-(—1)+(a)2 +j2_1(v2 X(—])))XVz
np

(4.8)

Wegen p; =S8; +w; X v; fir i =1,2 koénnen wir umformen:

11 5 -1 5 -1
—+— -1+ J 1 +J 1 =
49) (MI mz] 1 (Vl X )xvl 2 (v2 X )xv2
S'z + @y XVy —S.'l — ) XV :pz (O)_pl (O):Ap

Hier sind p, (O) und p, (O) noch die Werte vor Anwendung von [ .

Man beachte, dass in der Gleichung (4.8) der noch unbekannte Impuls / an Korper 1, also
im Punkt p; mit positivem und an Korper 2 im Punkt p, mit negativem Vorzeichen an-

greift. Solche in einem Punkt oder auf einer geraden Linie in Richtung des / angreifenden
Impulspaare nennen wir komplementdr. Sie haben genau wie bei komplementdren Kriften
auf das MKS weder einen global translatorischen noch einen global rotatorischen Einfluss.
Sie wirken also exakt so wie die an Gelenken auftretenden inneren Krifte. Daher verdndern
solche Impulspaare auch nicht die Gesamtenergie, was allerdings voraussetzt, dass die Ge-
lenkpunkte sich wihrend der Simulation nicht voneinander entfernen diirfen.

Bevor wir die Gleichung (4.9) weiter bearbeiten, filhren wir eine spezielle Matrix-
Schreibweise fiir Vektoren a = (al, a,, a3) ein:

0 —Cl3 612
a’ = as 0 -q
—612 Cll O

Es giltnun axb = a’-b , d. h. das Kreuzprodukt kann jetzt durch eine Matrix-mal-Vektor-
Operation ersetzt werden. Nun sind folgende Umformungen von (4.9) moglich:

(- (< D))y == x (7 (w 1)) =

—Vik‘(jl_l (vi" .[)):(_vi" .jl—l.vi“).]

1 . L . 1
Auch der Term — -/ kann mit £ als Einheitsmatrix in die Gestalt | — - FE |- 1 gebracht
m m

werden, so dass eine 3 x 3-Matrix als Faktor vor dem / auftritt. Also konnen wir eine Mat-
rix

M(i,vj,vk)::mL.E_p(_vZ gl .v”f)

i
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definieren, so dass die Gleichung (4.9) die folgende Gestalt erhilt:
(M (Lv,vy)+ M (2,v,v;))- 1 = Ap

Die Unbekannte / erhalten wir also als Losung eines linearen Gleichungssystems mit 3
Unbekannten. Solange die Zeit still steht, dndert sich

M ::M(I,VI,V1)+M(2,V2,V2)

nicht, da in ihr keine Bestandteile des Bewegungszustandes enthalten sind. Wir kénnen also

M bestimmen, Singularitdten wurden bei M nie beobachtet, und bestimmen fiir belie-
big vorgebbares Ap mit

I=M"Ap
Richtung und Stéirke des komplementiren Impulses, wenn an den beteiligten Kontaktpunk-
ten die Differenzgeschwindigkeit Ap = p, (0) - D (O) beseitigt werden soll. Mirtich

[1996] nennt die Matrix M Kollisionsmatrix und zeigt, dass solche Matrizen nichtsingulér,
symmetrisch und positiv definit sind.

Selbstverstandlich miissen wir mit

. ) 1
S1 =8 +—-1
m

1
= $y (=1
) S2+m2( )

o =y +J7 (%)
Wy =W, +j2_1(v2 x(=1))

den Bewegungszustand der beteiligten Korper aktualisieren, um die Geschwindigkeits-
anderung Wirklichkeit werden zu lassen.

Man erkennt bei diesen Uberlegungen einen groBen Vorteil der impulsbasierten Methode,
der sich spéter insbesondere auch bei Kollisionsauflosungen zeigen wird: Man kann die Zeit
still stehen lassen und dennoch den Bewegungszustand des MKS im gewiinschten Sinne
manipulieren. Es wird sich zeigen, dass damit insbesondere Stofe, Kollisionen und Rei-
bungsvorginge auf elegante Weise beherrschbar werden.

5. Dynamische Simulation von gelenkgekoppelten Starrkorpersystemen

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um unser neues Dynamik-
Simulationsverfahren genau beschreiben zu konnen. Doch zundchst benétigen wir eine
Spezifikation der statischen und dynamischen Parameter, die erforderlich sind, um ein ge-
lenkgekoppeltes Mehrkorpersystem (MKS) vollstandig zu beschreiben.
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Definition:

In einem Mehrkorpersystem (MKS) von n starren Korpern ist der Korper mit Index
ke {1,. ..,n} zum Zeitpunkt t definiert durch:

(1)
(2)
(3)
(4)
(3)

(6)

(7)

Man beachte, dass in der impulsbasierten Simulation Beschleunigungen nicht mehr explizit

seine Gesamtmasse my,
. 3
seinen Schwerpunkt Sj, (l‘ ) ER
die Geschwindigkeit des Schwerpunktes Sy, (t ) eR’

den Drehvektor @y, (t) € R3

seinen (konstanten) Trigheitstensor J;. € R3X3 (im kérpereigenen Koordinaten-

system und in Diagonalform)

seine Rotationsmatrix Rk (t ) IS R3X3 , die beschreibt, wo die Achsen des im

Korper fixierten (also kérpereigenen) Koordinatensystems im
Weltkoordinatensystem liegen. (Es sind die drei Spaltenvektoren von Ry, (t ) ).

eine Liste von Referenzpunkten pj (t), DPi2 (t), ... € R3, welche mit dem

Korper fix verbunden sind,

in Erscheinung treten, weil deren Rolle von den Impulsen ibernommen wird.

Bei Mehrkorpersystemen in der Schwerkraft miissen raumfeste Bodenkdrper oder raumfeste
Starrkorper vorgesehen werden. Fiir solche Korper sind natiirlich die bewegungsrelevanten
Daten irrelevant, weil sie grundsitzlich unbeweglich sind. Sie liefern in der Regel nur raum-

feste Referenzpunkte und Hindernisse wie Boden- oder Wandpolygone.

Zusitzlich muss nun spezifiziert werden, wie die einzelnen Korper durch Gelenke miteinan-
der verbunden sind. Fiir diese erste Beschreibung des Verfahrens beschrinken wir uns auf
Punkt-zu-Punkt-Gelenke (,,spherical joints* oder ,ball joints*) mit drei Freiheitsgraden.

Spéater werden wir weitere Gelenktypen diskutieren.

Definition:

Eine Verbindung des Typs ,, Punkt-zu-Punkt-Gelenk “ wird beschrieben durch ein 5-Tupel

G:(07k17i1>k29i2)

bestehend aus folgenden Bestandteilen:

0 = Typ-Nr. des Gelenks, 0 = Punkt-zu-Punkt-Gelenk
ky = Index Korper 1

I = Index des Referenzpunktes von Kérper 1
ky = Index Korper 2
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Iy = Index des Referenzpunktes von Korper 2
Durch ein solches Gelenk wird festgelegt, dass sich der Referenzpunkt Dy von Korper 1

stets am gleichen Ort befinden muss wie der Punkt Dki, von Korper 2.

Fiir die Simulation bedeutet dies, dass immer Pk (t)= Ph,i, (t) angestrebt werden muss,

d. h. die beteiligten Korper sind an diesen Referenzpunkten miteinander verkettet. Wir wer-
den spiter Erweiterungen der Gelenktypen diskutieren, daher wurde oben schon vorsorglich
die Typ-Nr. eingefiihrt, die dazu dienen wird, die unterschiedlichen Gelenktypen zu unter-
scheiden. Alle Gelenke eines MKS sind in einer linearen Liste

L= {GI’GZB“'}
vermerkt. Bei Komplettimplementierungen des Algorithmus wird die Liste L an ihrem
Ende stindig verdndert, weil es sich herausgestellt hat, dass Korperkontakt (ohne Gelenk)
und auf einer Unterlage reibende, rollende bzw. ruhende Kontaktstellen temporér als Gelenk
(mit bestimmten Eigenschaften) gehandhabt werden sollten, was die Struktur des Algorith-
mus sehr stark systematisiert.
Wir stellen nun den Basis-Algorithmus des Simulationsverfahrens vor. Wir benotigen aller-
dings noch folgenden wichtigen Begrift:
Definition:

Ein MKS befindet sich zu einem Zeitpunkt t in einem Dmax-konsistenten Zustand, wenn fiir
alle Gelenke (0, k.1, ko ,iz) e L gilt

‘Pklz; ()= Pr, (t)\ < Dmax,

wobei Dmax eine kleine positive Konstante ist (z. B. Dmax = 0.0001 oder Dmax = 1076 ).

Unser mit iterativer Korrektur von Gelenkbedingungen arbeitendes Verfahren kann die
Toleranzabstinde in Gelenken nur niherungsweise zu 0 machen. Der Abstandsparameter
Dmax spielt daher eine entscheidende Rolle, wenn es um Genauigkeit, Geschwindigkeit und
Energieerhaltung geht.

Wir beschreiben nun unseren Simulationsalgorithmus. Vorausgesetzt wird, dass sich das zu
simulierende MKS zum Zeitpunkt 7 in einem Dmax-konsistenten Zustand befindet und dass
h die vorgesehene Zeitschrittweite ist (P-Schritt = Programmschritt).

P-Schritt 1: Priifung der Gelenkbedingungen
Solange noch ein Gelenk G = (0, ky,iy,ky .15 ) € L gefunden werden kann mit:

Pij, (t+h):= Lookdhead (ky, py; (t).h),
Pk, (t+h)= LookAheaa’(kz,pkzl-2 (t),h) und

‘pkﬂ-1 (t+h)=pr (1+ h)‘ > Dmax

so korrigiere das Gelenk mit einem ,,P-Schritt 2*. Wird ein solches Gelenk nicht mehr ge-
funden, so terminiert der P-Schritt 1.
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P-Schritt 2: Gelenkkorrektur (fiir Gelenke Typ = 0)
delta = py; (t+h)=py; (t+h);
Ap = delta/ h;
v = prg (8) = s (1);
vy = pr (8) = s, (¢
+

);
M ::M(kl,vl,vl) M(kz,vz,vz);

I=M"" Ap;

Aktualisierung des Bewegungszustands:

1
i (¢):=$ I
51, (1)=55, (04 T

1

: . RS
Sk, (l‘).—Sk2 (f)+mk2 (—1);

oy (1)= oy (t)+J~,;11(v1 x1);

oy, ()= oy, ()+ j,;zl (v2 X (—1));
Wenn P-Schritt 1 abgeschlossen ist, also terminiert, so fiihre aus:

P-Schritt 3: Fortschalten der Zeit von t nach t+h :
Fiir jeden Korper k& wird ausgefiihrt: (Vorwirtsbewegung auf ballistischen Bahnen)

(1)  Aktualisierung des Drehvektors auf a)(t + h) (vgl. (3.9))

(2)  Berechnung von M, (vgl. (3.8))
(3)  Aktualisierung der korpereigenen Rotationsmatrix

R(t+h)=M,,; -R(t) (vgl (3.9)

(4)  Berechnung von § (t + h) und § (t + h) (vgl. (3.4))

(5) Vorwirtsbewegung von Referenzpunkten p durch
p(t+h)=s(t+h)+M,, (p(t)—s(t))

Damit ist der Grundalgorithmus vollstindig spezifiziert. Wenn man ihn implementiert, so
durchlduft man bei P-Schritt 1 mit einer einfachen Schleife alle Gelenke nacheinander und
wiederholend und priift, ob das jeweilige Gelenk den Dmax-Abstand nicht {iberschreitet.
Das Iterationsverfahren von P-Schritt 1 zusammen mit P-Schritt 2 16st offensichtlich ein
komplexes, nichtlineares Gleichungssystem. Es werden solche Impulse / gesucht, so dass
zum Zeitpunkt ¢+ 4 alle Gelenkbedingungen wieder erfiillt sind. Nach P-Schritt 3 haben
wir also wieder einen Dmax-konsistenten Systemzustand, jetzt fiir die Zeit ¢ + /1 . Das Spiel
kann von neuem beginnen.
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Was den beschriebenen Algorithmus von allen uns bekannten Verfahren auszeichnet, ist
erstens die konsequente Anwendung der Impulstechnik auch fiir Starrkorpersysteme mit
Gelenken und zweitens die LookAhead-Technik. Dabei werden die Gelenkbedingungen in
der Zukunft, also zur Zeit ¢ + A gepriift und es wird dann mit komplementiren Impulspaa-
ren, die zur Zeit ¢ angewandt werden, versucht, die Gelenkbedingungen zur Zeit ¢ + 4 alle
zu erfiillen. Wie wir das tun, i1st sehr anschaulich zu erkldren. Wir bestimmen mit
Ap =delta/ h diejenige Differenzgeschwindigkeit, die zum Zeitpunkt / zusitzlich zwi-

schen den Gelenkpunkten herrschen miisste, um bei linearen Verhiltnissen den Abstand der
Gelenkpunkte zum Zeitpunkt ¢+ /4 zu Null zu machen. Dies kann natiirlich nur eine Ap-
proximation sein, denn die Bewegung auf ballistischen Bahnen ist nicht linear und wenn ein
Gelenk korrigiert wird, werden andere an den beteiligten Korpern befindlichen Gelenke
wieder etwas gestort, d. h. die Abstandsbedingung weniger gut eingehalten. Daher kann
man berechtigterweise die Frage stellen, ob sich bei der Iteration iiberhaupt Konvergenz
einstellen kann.

Die Erfahrungen mit einer Vielzahl von praktisch durchgefiihrten Simulationen haben je-
doch eindrucksvoll bestitigt, dass dieses Verfahren stets problemlos funktioniert, wenn die
mechanischen Modelle keine Defekte aufweisen und die Zeitschrittweite /# nicht zu grof3
gewahlt ist.

Die Bahnkurve py; (t) eines Referenzpunktes von Korper k verlduft zwar stetig, hat aber

zu den Zeitpunkten, wo iterative Korrekturen stattfinden, also bei ¢ =0, /4,24 usw. Knicke
in der Kurve, also eine nichtstetige Ableitung. Das wird dadurch verursacht, dass die steti-
gen, an Gelenken einwirkenden inneren Krifte bei uns durch Impulse an den Haltepunkten
t=0,h,2h... substituiert werden. Wer allerdings stetige Losungskurven bendtigt, kann
sich die leicht durch Interpolation héheren Grades (z. B. 5 und mehr) beschaffen. Die Ablei-
tungen solcher Polynome liefern sowohl fiir die Geschwindigkeit als auch fiir die
Beschleunigung stetig differenzierbare Werte. Die restlichen Unstetigkeiten, die durch den
Ubergang von einem Interpolationspolynom zum nichsten entstehen, sind dann nur noch
sehr gering.

Wie bei jeder iterativen Vorgehensweise kann durch zu groBBe Schrittweiten 4 oder durch
kritische Situationen im Mechanik-Modell Divergenz eintreten. Die Iteration entgleist dann
und muss abgebrochen werden, weil sich frither oder spéter Zahleniiberlaufe ergeben. Wir
konnen bei unserem Verfahren sehr friih feststellen, ob sich derartige Probleme einstellen,

indem wir wihrend der Iteration fiir jedes Gelenk G ;€ L die Differenzen

dU(f] = ‘pklll (t+ h)_pkzlz (t+ h)‘ > Dmax

beobachten. Diese sollten monoton absinken. Wird auch nur ein Gelenk entdeckt, bei dem
sich diff vergroBert, so brechen wir die Iteration ab, halbieren die Zeit-Schrittweite mit
h:=h/2 und setzen mit dieser neuen Schrittweite die Iteration fort. In kritischen Situatio-
nen kann sich dieser Vorgang mehrmals wiederholen. Wenn dann spiter wieder gute
Konvergenz beobachtet wird, kann die Zeitschrittweite wieder vergroBBert werden. Diese
adaptive Schrittweitensteuerung funktioniert bei uns deshalb vollig problemlos, weil bei
stillstehender Zeit das Additions-Subtraktions-Prinzip (siche Abschnitt 4) fiir komplementa-
re Impulspaare gilt. Das bedeutet, dass wir beim Vorgang der Schrittweitendnderung
keinerlei Korrekturen am Bewegungszustand vornehmen miissen, weil der iterative Korrek-
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turalgorithmus so beschaffen ist, dass er vorher eingebrachte ,,Fehlimpulse* automatisch
wieder eliminiert. Dennoch empfiehlt es sich, vor der iterativen Gelenkkorrektur eine Kopie
des Bewegungszustands abzuspeichern, um ihn gegebenenfalls bei Schrittweitenveridnde-
rungen wieder als Startkonfiguration iibernehmen zu konnen.

6. Geschwindigkeitskorrektur

Wenn mit dem oben als P-Schritt 3 bezeichneten Fortschalten von Zeit ¢ zur Zeit ¢ + h der
neu erreichte Bewegungszustand gepriift wird, so erweist sich dieser als Dmax-konsistent.
Im Allgemeinen ist allerdings nicht gesichert, dass die Referenzpunkte an Gelenken die
gleichen Geschwindigkeiten aufweisen, wie es eigentlich sein miisste. Wie in Abschnitt 4
schon ausfiihrlich diskutiert wurde, konnen wir diese Geschwindigkeitsdifferenzen durch
Impulskorrekturen beseitigen:

P-Schritt 4: Iterative Geschwindigkeitskorrektur

(Unmittelbar nach Ausfiihren von P-Schritt 3 anzuwenden, falls gewiinscht.)
Solange noch ein Gelenk G = (0, ki, k9 ,0iy ) € L gefunden werden kann, fiir das gilt

‘pklil (2+h)= pr, (¢+ h)‘ > Vmax (Z.B. Vmax:=10" m/s),

so korrigiere die Differenzgeschwindigkeit wie folgt:
Ap = py (t+h)=py; (t+h)

Sodann verfahren wir wie bei P-Schritt 2:
v = pri (E+h)=sg (L+h);
V)= Pri, (r+ h)—sk2 (t+h);
M =M (ky,vi,v)+M (ky,vp,vy );
I=M"" Ap;

Als néchstes aktualisieren wir mit dem komplementaren Impulspaar /, -/ den Bewegungszu-
stand der beteiligten Korper. Allerdings werden hier alle GroBen zur Zeit ¢ + & betrachtet,
ohne Lookahead.

Sehr iiberraschend ist nun, dass die Geschwindigkeitskorrektur keinen Einfluss auf die Si-
mulation hat. Ob mit oder ohne, man erhilt stets — bei hinreichend kleinem Dmax — die
gleichen Bahnkurven bzw. Punktorte. Die Geschwindigkeitskorrektur scheint also nur eine
kosmetische Mallnahme zu sein, die aber deutlich Rechenzeit erfordert. Zunichst war uns
vollig unklar, wie dies liberhaupt moglich ist, bis wir uns an das Additions-Subtraktions-
Prinzip (sieche Abschnitt 4) erinnerten. Die Impulse aus der Geschwindigkeitskorrektur
werden also wieder ,,vergessen* bzw. eliminiert durch die reguldren Gelenkkorrekturimpul-
se.

Allerdings muss hier auch angemerkt werden, dass mit dem Verfahren der Geschwindig-
keitskorrektur dynamische Probleme behandelt werden konnen, die mit den klassischen
Dynamik-Verfahren nicht 16sbar sind. Will man z. B. in gelenkgekoppelten Mehrkorpersys-
temen StoBe und Kollisionen simulieren, so geht das nur mit dem Verfahren der
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Geschwindigkeitskorrektur. Néheres dazu wird in Abschnitt 11 ausgefithrt. Man vergleiche
auch Kap. 6 in Wittenburg [1977].

7. Bestimmungen von Korrekturimpulsen mit einem Gesamt-Gleichungssystem

In Abschnitt 4 konnten wir zeigen, dass die noch unbekannten Impulse wéhrend der Iterati-
on durch ein lineares Gleichungssystem (zundchst nur der Ordnung 3) berechnet werden
konnen. Wir nutzen dies in P-Schritt 2 und in P-Schritt 4 (Geschwindigkeitskorrektur).
Analysiert man das Problem der Berechnung der Korrekturimpulse genauer, so kann man

ein wesentlich groBeres Gesamt-Gleichungssystem formulieren. Fiir jedes Gelenk G j muss

ein Impuls / ;j bestimmt werden, so dass alle Geschwindigkeitsdifferenzen Ap ; abgebaut

werden. Das ergibt ein grof3es lineares Gleichungssystem der Struktur

My My - My, (4 Ap

Mai Mo oo o |l T A
7.1) TR 2 || P2

Mml Mm2 Mmm [m Apm

m ist die Zahl der Gelenke, also L ={G;,G>,...,G,,} . Die 3x3-Matrizen M;; in der
Hauptdiagonale kennen wir bereits, denn mit G; = (0, ky,iy,ky .15 ) gilt

M;; = M(klavklil Vi, )+M(k2="k2i2 > Vii, )

FEine Zeile

m
(7.2) 2 M-I =Ap;
i=1

des Gleichungssystems steht fiir ein Gelenk G i = (O,kl,il,kz,iz) und verkniipft alle /;,
die sowohl auf Korper k; als auch auf Korper k, einwirken. Dabei gilt: /; wirkt auf Kor-
per k ein, wenn k einer der Korper des Gelenks G; = (0, ky,iy, ko .1y ) ist. Wenn ein Korper

also z. B. nur zwei Gelenke hat, so wirken auch nur die zu den Gelenken gehdrenden Kor-
rekturimpulse auf den Korper ein. Das bedeutet, dass in der Regel nur wenige der M ji in

(7.2) von der 3x3-Nullmatrix verschieden sind, was zur Folge hat, dass die groBe Gesamt-
matrix M = (M l]) diinn besetzt i1st. Wir verzichten hier darauf, die Formel zur

Bestimmung der Gesamtmatrix M anzugeben, wollen aber iiber Erfahrungen mit diesem
groflen Gleichungssystem berichten.

Auch M ist wihrend einer Gelenkkorrekturphase konstant. Man kann also, um sdmtliche
I's auf einen Schlag zu bestimmen, das lineare Gleichungssystem (7.1) 16sen. Fiir die Ge-
schwindigkeitskorrektur ist dies vollig ausreichend. Fiir die Gelenkkorrektur jedoch nicht,
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weil das Korrekturverfahren wegen der LookAhead-Technik ein approximierender Prozess
ist. Daher muss das Gleichungssystem

M-(1;)=(4p;)
mehrmals gelost werden, jeweils mit neu bestimmter rechter Seite (Ap j), denn auf diese

Relativgeschwindigkeiten wirken tliber die Funktion Lookahead zusitzliche Storeinfliisse,
die im Gleichungssystem nicht einkalkuliert sind. Es handelt sich um rotatorische Einfliisse
und Nutationseffekte, die von der ballistischen Bewegung in nicht vorhersehbarer Weise auf
den Iterationsprozefl zur Bestimmung der Korrekturimpulse einwirken. Da das Gleichungs-
system bei komplexeren Mechanikmodellen also mehrmals gelost werden muss, bei still

stehender Zeit M aber konstant ist, kommt auch die Invertierung von M in Frage, um mit

N vl N
(1;)= 07" (8)
zu operieren und dadurch die Unbekannten / j schneller zu bestimmen.

SchlieBlich soll hier noch auf die Arbeit von Baraff [1996] hingewiesen werden, der zeigte,

dass diinn besetzte Matrizen dhnlich zu M spezielle sehr schnelle Losungsverfahren erlau-
ben. Er betrachtete das Problem, Lagrange-Multiplikatoren zu bestimmen. Auch beim
Einsatz iterativer Losungsverfahren wie z. B. GauB3-Seidel fiir das Gleichungssystem (7.1)
ergeben sich bei geeigneter Implementierung durch die diinne Besetzung erhebliche Be-
schleunigungen.

Wir haben das Gesamtmatrix-Verfahren in verschiedenen Varianten implementiert und
grobe Zeitmessungen durchgefiihrt. Bei einfacheren passiven Modellen wie dem Dreifach-
pendel und einer geschlossenen kinematische Ketten mit 8 Gliedern (Modell 8-Loop, siehe
Abschnitt 9.) wurden fiir einen Iterationsschritt nur 1 bis 3 Losungen von (7.1) bendtigt. Bei
komplexeren Modellen wie einer 6-beinige Laufmaschine brachte die Gleichungssystem-

Methode keinen Gewinn. M war bei diesem Modell sogar singuldr und musste iterativ (mit
GauB-Seidel) gelost werden.

Insgesamt konnten wir feststellen, dass die simple Iterationstechnik (P-Schritt 1 und 2) mit
dem Gleichungssystem-Verfahren voll konkurrenzfdhig und sehr viel einfacher zu imple-
mentieren ist. Sie ist auch erheblich flexibler, wenn unterschiedliche Gelenktypen zu
verarbeiten sind. Nach dem derzeitigen allerdings noch unsicheren Kenntnisstand darf man
also von den Methoden mit Gesamt-Gleichungssystem keine Wunderdinge erwarten.

8. Fehleranalyse und Verfahren hoherer Ordnung

Um eine Fehlerabschidtzung fiir die impulsbasierte Simulationsmethode zu gewinnen, wol-
len wir die Differentialgleichung

& B :%F(t)

fiir einen von der Kraft F(?) bewegten Punkt mit Masse m 16sen. F(?) sei bekannt und fiir
t 20 als Potenzreihe
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o0 .
F()=Y ait’ =ag+ayt + art* +azt> +...
i=0

gegeben. Wir 16sen nun zunichst (8.1) mit der impulsbasierten Methode fiir das Zeitinter-
vall ¢ €[0, h]. Fiir den anzuwendenden Impuls erhalten wir

h
a a
I(h)= [F(t)dt = agh+=Lh* + 221> + .
0 2 3
Ein fiir ein Zeitintervall ¢ €[0,/] berechneter Impuls ist ein Mittelwert, der zur Zeit

t =h/2, also in der Mitte des Zeitintervalls, angewandt werden muss, um zum Zeitpunkt h
eine gute Ndherung an die korrekte Losung von (8.1) zu erzielen. Also ergibt sich bei dieser
Vorgehensweise

i h
pay(h) = p(0) + hp(0) +=—I(h) =
(8.2) 1 2m
= p(0)+ hp(0)+ — (0 p2 g3 L D g4 ),
m 2 4 6

Wenn wir (8.1) direkt integrieren, so erhalten wir die exakte Losung
) 1
(8.3) p(h) = p(0)+ hp(0) + — (L n? + L 4 L2 5% 4 ).
m 2 6 12

Vergleicht man nun die Koeffizienten zu den Potenzen von 4, so stellt man fest, dass diese

a
bis h2 iibereinstimmen und dass sich erst bei h3 eine Differenz ergibt (?1 gegeniiber

a
)

Der Einschritt-Fehler ist also von der Ordnung O(hS) , der tliber eine feste Zeitspanne bei

variablem % auflaufende Gesamtfehler von der Ordnung O(hz). Diese Fehlerordnung

konnte bei zahllosen Testsimulationen mit den unterschiedlichsten Mechanik-Modellen
beobachtet werden.

Bei den Gelenkkorrekturen (vgl. P-Schritt 1 und 2) wenden wir die Korrekturimpulse
scheinbar zum falschen Zeitpunkt an, ndmlich am Anfang des /A-Intervalls. Das ist kein
Widerspruch zu der obigen Rechnung, denn die Korrekturimpulse werden unter der Pramis-
se berechnet, dass sie zum Zeitpunkt /=0 angewendet werden. Sie sind nicht das Ergebnis
einer Integration, sondern sollen zum Zeitpunkt /# die Gelenkbedingungen wiederherstellen.

Die obige Methode der Fehlerabschitzung kann genutzt werden, um impulsbasierte Iterati-
onsverfahren hoherer Ordnung zu gewinnen. Mit

pay(h) = P(0)+ hp(0)+ (02 A3 L G2,
m 2 4 6
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bezeichnen wir das oben bereits berechnete Integrationsergebnis fiir p(#) mit einer Impuls-
anwendung in der Mitte des A-Intervalles. Ein genaueres Ergebnis erzielt man, indem man

zuerst fiir das Teilintervall [0,h/2] einen Impuls /; berechnet, fiir das Teilintervall [h/2,h]
den Impuls /5 und diese nacheinander zu den Zeitpunkten h/4 (Zeitpunkt fiir /;) und 3h/4

(Zeitpunkt fiir /) auf den Massenpunkt einwirken lésst. Bei dieser zweischrittigen Metho-
de erhilt man

hl/2
L(hy= [ Fidt=20n+ S p? 4+ 2253 4
; 28 24
sowie
h
L= [ Fodi="0p+3%p2 79,3,
i 28 24
also
1 3h 7
py(h) = p(0)+hp(0)+ ;(jf () + Zl 2(h))

. 1 apg ,2 3611 3 5612 4
= p(0)+hp(0)+—(—=h" + h” + h+..).
p(0)+hp(0) m(2 v 28 )

Ein noch wesentlich genaueres Ergebnis fiir p(h) kann nun so berechnet werden:

p3()=(13)p (W) +(4/3) py (1)

_ p(0)+hp(0)+l(“—0h2 T A Ny K T0 )
m 2 6 12

Wie der Vergleich mit (8.3) bestitigt, liegt hier Ubereinstimmung mit der exakten Lésung

bis zu Termen der Ordnung h4 vor. Die oben benutzten Faktoren (-1/3) und (4/3) wurden
mit einem Gleichungssystem bestimmt. Wie sich dieses Ergebnis umsetzen ldsst, um die
Fehlerordnung der impulsbasierten Simulationsmethode deutlich zu erhohen, konnte noch
nicht geklart werden, denn diese Fehlerrechnung ist zunéchst als fiktiv zu betrachten. Sie
bezieht sich nur auf das simple Mechanikmodell des von Kréften bewegten Massenpunktes.

9. Ergebnisse von Testsimulationen

Wir wollen nun einige Simulationsergebnisse diskutieren. Als erstes betrachten wir die
Simulation eines 1-m-Pendels mit einem Ausschlag von 10 Grad gegen die Senkrechte,
siche Abb. 9.1.

Fiir das mathematische Pendel mit definierter Schwingweite ist die Schwingungszeit be-
kannt. Der physikalisch korrekter Wert ist 7(=2.00989262729860 Sek. und kann mit der

aus der theoretischen Physik bekannten Formel
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o-an g oo e 8)-(52 (5

berechnet werden, wobei R die Pendellinge und ¢ der Ausschlagwinkel ist. Simuliert wur-

de mit g=9.81 und Dmax=1 07,

Abbildung 9.1: Mathematisches 1-m-Pendel mit 10 Grad Ausschlag.

h T T-T,
0.04 2.0085445249 0.00134810239666
0.02 2.0095560286 0.00033659873943
0.01 2.0098089140 0.00008371325490
0.005 2.0098717016 0.00002092568899
0.0025 2.0098873957 0.00000523163119
0.00125 2.0098913212 0.00000130613721
0.000625 2.0098923000 0.00000032733840
0.0003125 2.0098925467 0.00000008061132
0.00015625 2.0098926095 0.00000001779746

Tabelle 9.1: Impulsbasierte Simulation des 1-m-Pendels. h = Zeitschrittweite, T = Schwingungs-
zeit des simulierten Pendels, T _TO =Abweichung vom physikalisch korrekten Wert. Die

Schwingungszeiten werden durch Interpolation der Zeit fiir Nulldurchgdnge des Pendels bestimmt.

Aus der Tabelle (9.1) kann folgendes abgelesen werden: Von Zeile zu Zeile wird die
Schrittweite /4 halbiert, die Schwingungszeit T vergroBert sich dadurch minimal. Der Feh-
ler T'—1y, also die Differenz zum physikalisch korrekten Wert, reduziert sich dabei jeweils
um den Faktor 1/4. Dies entspricht dem in Abschnitt 8 theoretisch ermittelten Fehlerverhal-

ten. Bei dem héufig als Standard-Schrittweite benutzten Wert von £=0.01 ist der Zeitfehler
fiir eine volle Schwingung also nur noch ca. 83 5.

Das in Abschnitt 8 entwickelte Verfahren hoherer Ordnung mit der Formel
p3(h)=(=1/3)p;(h)+(4/3)py(h) kann mit Hilfe der Tabelle iiberpriift werden:
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Nimmt man statt p;(4) die Schwingungszeit fiir h=0.01, fiir p,(4) diejenige fiir 0.005, so
ergibt sich 2.0098926307999996 = -(1/3)*2.0098089140+(4/3)*2.0098717016, und das ist erheb-
lich genauer als der Wert fiir p, (/). Die Differenz zum physikalisch korrekten Wert Tjy ist

nur noch 3.5-107° , wihrend diese bei der oben tabellierten kleinsten Schrittweite von 4 =

0.00015625 immerhin noch 1.7-107 betrigt. Dies deutet darauf hin, dass das in Abschnitt
8 gewonnene Verfahren hoherer Ordnung in der Tat einen erheblichen Genauigkeitsgewinn
verspricht. Ob sich diese pauschal hochgerechneten Ergebnisse auch bei der echten impuls-
basierten Simulation zweiter Ordnung einstellen werden, ist noch offen und bleibt
zukiinftigen Untersuchungen vorbehalten.

W o ® ® “0

P1 ) 24

P7

Abbildung 9.2:: Modell 8-Loop. Oben: Die miteinander verketteten Massenpunkte pj...Dg bilden

eine Kette, wobei p; und pg Aufhingepunkte sind. Formal handelt es sich um 8 gelenkver-

bundene Starrkérper bzw. Stangen. Unten: Wenn die Kette aus der waagerechten Ruhelage

freigegeben wird, bewegt sie sich stark chaotisch. Aufgezeichnet sind die Konfigurationen fiir die
Zeiten 0.2, 0.4,...2.0 Sek.
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Als néchstes diskutieren wir Simulationsergebnisse fiir das Modell 8-Loop. Es besteht aus 9
verketteten Massenpunkten, die an beiden Enden aufgehédngt sind, siche Abb. 9.2.

Zur Zeit 0 befinden sich alle Kettenglieder auf Hohe der Aufhidngepunkte in Ruhe, das
Modell wird dann durch die Schwerkraft bewegt. Kollisionen zwischen Massenpunkten
werden nicht beachtet. Es resultiert eine ziemlich chaotische Bewegung. Die Simulations-
zeit betrdgt 10 Sekunden. Wahrend dieser Zeit zidhlen wir die Zahl der Korrekturschritte pro
Zeitintervall 4 bzw. pro Sekunde und bilden Mittelwerte, die in den Tabellen 9.2 und 9.3
angegeben werden.

Dmax —>
h \L 0.001 0.0001 0.00001 0.000001 0.0000001 | 0.00000001
0.02 48.39 92.73 158.40 254.68 364.99 443.07
0.01 24.63 60.68 113.08 199.96 299.45 370.53
0.005 13.14 39.88 81.36 144 .80 223.30 336.23
0.0025 9.51 20.33 51.38 101.46 171.46 286.42
0.00125 9.01 10.93 28.47 68.49 126.56 215.85
0.000625 9.00 9.13 15.56 44,85 95.81 161.56
0.0003125 9.00 9.00 10.00 24 .86 59.24 112.94
0.00015625 9.00 9.00 9.03 13.19 36.72 76.30

Tabelle 9.2: Mittlere Zahl von Korrekturschritten, also P-Schritt 1, in einem h-Zeitintervall. Modell
8-Loop, Simulationszeit 10 Sek.

Man erkennt deutlich, dass bei gleich bleibender Zeitschrittweite h umso mehr Iterations-
schritte benotigt werden, je kleiner Dmax wird. Da das Modell 9 Gelenke hat, muss man die
Zahlen durch 9 dividieren, um die mittlere Zahl von Korrekturen fiir ein Gelenk zu erhalten.

Dmax —
h \L 0.001 0.0001 0.00001 0.000001 0.0000001 | 0.00000001
0.02 2419 4636 7919 12734 18249 22153
0.01 2462 6068 11307 19995 29944 37053
0.005 2627 7975 16271 28959 44659 67245
0.0025 3805 8132 20550 40582 68585 114566
0.00125 7209 8747 22777 54795 101249 172677
0.000625 14400 14601 24896 71761 153293 258496
0.0003125 | 28799 28802 32001 79539 189572 361410
0.00015625 | 57597 57597 57791 84443 235024 488322

Tabelle 9.3: Mittlere Zahl von Korrekturschritten, also P-Schritt 1, in einer Sekunde Simulations-

zeit. Modell 8-Loop, Simulationszeit 10 Sek.
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In der Tabelle 9.2 erkennt man unten links, dass hier vielfach mit der Minimalzahl von 9
Korrekturschritten simuliert wurde, was natiirlich darauf zuriickzufiihren ist, dass h sehr
klein und Dmax groB ist. In diesen Fillen wird also nur ein Korrekturschritt pro Gelenk
benotigt.

Aus der Tabelle 9.3 kann man ablesen, wie sich die Simulationsgeschwindigkeit abhidngig
von den wichtigen Parametern Dmax und h éndert. Dazu muss man wissen, dass auf einem
PC mit ca. 1.7 GHz pro Sekunde mehr als 670000 Korrekturschritte ausgefiihrt werden. Aus
der Tabelle liest man ab, dass bei h=0.01 und Dmax= 0.00001 pro Sekunde im Mittel 11307
Korrekturschritte erforderlich sind. Rein rechnerisch miisste die Simulation also ca. 60 mal
schneller als Realzeit ablaufen. Gemessen wurde 64-fache Realzeit.

Tabelle 9.4 priasentiert erfasste Daten zum Energiefading. Sie macht indirekt auch Aussagen
iber die Genauigkeit der Simulation. Ist das Energiefading deutlich, so ist auch ein entspre-
chender Fehler in den Simulationsdaten enthalten. Aus der Tabelle liest man ab, dass sich
nur bei groen Werten von Dmax und h deutliche Abweichungen von der Energiesumme 0
ergeben.

Dmax —>

h ¢ 0.001 0.0001 0.00001 0.000001 0.0000001 | 0.00000001
0.02 8.34888268 | 3.91859475 | 1.18293503 | 1.76430215 | 1.96143197 | 2.28035856
0.01 0.73559002 | 0.18926225 | 0.20830578 | 0.25642428 | 0.23072030 | 0.25728820
0.005 0.38693763 | 0.08356390 | 0.04945572 | 0.05274739 | 0.05417435 | 0.05432397
0.0025 0.71407485 | 0.05918295 | 0.01288742 | 0.01401945 | 0.01286931 | 0.01426934
0.00125 0.18258168 | 0.01396812 | 0.00373649 | 0.00337147 | 0.00339436 | 0.00314362
0.000625 0.06504896 | 0.02756842 | 0.00183589 | 0.00088356 | 0.00085766 | 0.00089008
0.0003125 | 0.01170068 | 0.00561310 | 0.00132198 | 0.00034599 | 0.00022715 | 0.00020310
0.00015625 | 0.00203239 | 0.00203239 | 0.00138729 | 0.00016536 | 0.00006400 | 0.00005337

Tabelle 9.4: Energiefading bei Modell 8-Loop wihrend der Simulationszeit von 10 Sek. Abgedruckt
Ekin +E pot |’

sind die jeweiligen Mittelwerte von also der Absolutbetrdge der kinetischen und

potentiellen Energie des simulierten Modells. Diese sollten im Idealfall gleich 0 sein, weil es sich
um ein passiv schwingendes Modell handelt.

Wir haben z. B. das obige Modell 8-Loop auch mit einem weit verbreiteten kommerziellen
System fiir die dynamische Simulation simuliert, bei #=0.01. Die dabei jeweils nach 1, 2,
3,... Sekunden Simulationszeit punktuell erfassten Energiefehler sind in Tabelle 9.5 wieder-
gegeben. Alle Zahlenwerte sind im m-kg-sek-System dimensioniert. Der Tabelle entnimmt
man, dass die impulsbasierte Methode, hier mit Dmax=0.00001 simuliert, die Energie we-
sentlich besser konserviert als die kommerzielle Methode auf der Basis von
Differentialgleichungen. Wir vermuten, dass das hochgradig chaotische Verhalten des Mo-
dells 8-Loop mit vielen pldtzlichen Kraftspriingen fiir diese Differenzen verantwortlich ist.
Moglicherweise wurde bei dem kommerziellen System nicht mit einer optimalen Parame-
tereinstellung bzw. mit einer ungeeigneten Integrationsmethode gearbeitet. Bei
Mechanikmodellen mit nicht so sprunghaften Anderungen der Beschleunigungen kann man
von den Verfahren mit Differentialgleichungen erheblich besseren Energieerhalt erwarten.
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Simulationszeit impulsbasiert kommerzielles
Sek. Dynamik-System
1.00 -0.03867 2.50409
2.00 -0.03359 3.05036
3.00 -0.02942 7.99727
4.00 -0.07474 7.67494
5.00 -0.01186 9.34529
6.00 -0.01703 6.92466
7.00 -0.11441 8.24925
8.00 0.00264 10.35616
9.00 -0.04581 8.52872
10.00 -0.05355 10.28015

Tabelle 9.5: Vergleich des Energiefehlers Ekin + FE pot zwischen der impulsbasierten und der

Simulation mit einem weit verbreiteten kommerziellen System. Die Simulation ist beziiglich der
Energieerhaltung perfekt, wenn der Energiefehler gleich 0 ist.

10. Erweiterung des Gelenktyp-Repertoires

Einer der grofSten Vorteile der impulsbasierten Methode ist es, dass man spezifische Ge-
lenkeigenschaften nicht in Differentialgleichungen oder algebraische Bedingungs-
gleichungen (,,constraints*) einbauen muss. Ein neu zu schaffender elementarer Gelenktyp
erfordert natiirlich zunichst ein Tupel-Format

G= (Typ, {Parameter}),

um solche Gelenke in die Gelenkliste L einfligen zu koénnen. ,,Typ“ ist eine neue, noch
nicht vergebene Typzahl. Dariiber hinaus muss der neue Gelenktyp bei P-Schritt 1 und P-
Schritt 2 durch ein entsprechendes Unterprogramm verarbeitet, also in das iterative, impuls-
basierte Korrekturverfahren eingebunden werden.

In einigen Fillen lassen sich neue Gelenktypen bausteinartig aus den bereits vorhandenen
Gelenktypen aufbauen. Das gilt z. B. fiir Drehachsen zwischen zwei Korpern, die offen-
sichtlich durch zwei Punkt-zu-Punkt-Verbindungen, also durch zwei Gelenke des Typs 0
realisiert werden konnen. Man konnte fiir Drehachsen auch einen eigenen Gelenktyp einfiih-
ren, also z. B.

G= (Tprrehachse>kl’ilai2>k2ai3ai4),
wobei 7j,i, zwei Achspunkte in Korper k; und i3,i4 die korrespondierenden Achspunkte

in Kérper k5 indizieren. Da ein solches Gelenk beziiglich der Rechenzeit nur kleine Verbes-

serungen gegeniiber der Losung mit zwei Punkt-zu-Punkt-Gelenken erlaubt, ist der Vorteil
nicht erheblich.
Viele Kombinationsmoglichkeiten erdffnet auch die einfache Schienenfiihrung eines Refe-

renzpunktes. Dabei werden im Korper &y zwei Punkte pyq, p1> als Endpunkte der Geraden

Schiene definiert. Diese Gerade darf vom Referenzpunkt p, des Korpers k5 nicht verlas-
sen werden, d. h. der Punkt des zweiten Korpers, den wir Gleitpunkt nennen wollen, darf
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sich frei auf der Schiene bewegen, hat aber an den Enden der Schiene jeweils einen An-
schlag, den er nicht iiberwinden kann.

Die Schienenfithrung wird wie folgt in das iterative Gelenk-Korrekturverfahren integriert:
Mit LookAhead wird die Lage der Schiene und des Gleitpunktes zur Zeit 4 bestimmt. Der
minimale Abstandsvektor delta des Gleitpunkts von der Schiene — Endanschlige evtl. inbe-
griffen — wird der weiteren Korrektur zugrunde gelegt, vgl. P-Schritt 2 fiir die weitere
Verarbeitung von delta. Angriffspunkt des korrigierenden Impulses / ist der Gleitpunkt zur
Zeit 0, und zwar fiir beide Korper, weil der Punkt hochstens den Abstand Dmax von der
Schiene hat. Die Schienenfiihrung ist ein elementarer Gelenktyp mit z. B. der Tupelkodie-

rung G=(1,k1,i1,i2,k2,i3) . Mit einer Schiene, aber zwei Gleitpunkten im zweiten

Korper erhalten wir ein Schiebe-Drehelement. Dies kann also durch zwei Schienenfiihrun-
gen mit jeweils identischer Schiene und verschiedenen Gleitpunkten im 2. Korper realisiert
werden. Mit einer weiteren parallelen Schienenfiihrung erhalten wir schlieBlich eine Schlit-
tenkonstruktion. Spatestens bei der Schlittenkonstuktion erscheint es ratsam zu sein, diese
nicht aus zwei Schienenfithrungen zusammenzusetzen, sondern einen eigenen Gelenktyp
einzufiihren, denn die Rechenzeiteinsparungen diirften deutlicher ausfallen.

Allgemein ist es moglich, Gleitpunkte auf Raumkurven und Raumflichen zu fixieren und
damit auch Schraubbewegungen usw. zu realisieren.

Ein weiteres wichtiges konstruktives Element ist die Federkraft mit oder ohne Ddimpfung.
Dieser Gelenktyp bendtigt als Parameter zwei Referenzpunkte: p; in Korper 1 und p, in
Korper 2. AuBerdem einen Abstand Dist dieser beiden Punkte, bei dem die Federkraft 0
ist, eine Federkonstante K f und evtl. eine Dampfungkonstante K ;, in Tupelkodierung

also z. B.

G =(#depﬂ:‘eder,kl,il,kz,iz,DiSf,Kf,Kd).

Sowohl die lineare Federkraft als auch die von der Relativgeschwindigkeit zwischen py

und p, abhidngende Dampfungskraft konnen nur als Impulse auf die beteiligten Korper
einwirken, weil uns in unserer Theorie kontinuierliche Kréfte nicht zur Verfiigung stehen.

Mit Ap(t) =Dy (t)—pl (t), Alp(t) = Ap(t)/‘Ap(t)‘ (letzteres ist der auf Lange 1
normierte Vektor Ap (t)) erhalten wir die zur Zeit ¢ wirkende Federkraft

K(t)=K-(|Ap (1) - Dist)-Ap(2).
Also sollte der zur Zeit ¢ = 0 anzuwendende Federimpuls mit

+h/2
(9.1) [= [ K(t)dt
~h/2

bestimmt werden. Fiir dieses Integral ist
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eine passable Niherung, die zu relativ genauen Simulationsergebnissen filihrt, Details dazu
spéter. Da alle in I eingehenden GroBen zum Zeitpunkt ¢ = 0 bereits feststehen und unver-
dnderlich sind, wird der Impuls / gleich am Anfang der iterativen Gelenkkorrekturen

angewandt, und zwar +/ auf den Punkt p; (0) von Korper 1 und —/ auf den Punkt
)2) (O) von Korper 2. Federkrifte mit oder ohne Dampfung sind also bei der oben vorge-

schlagenen approximativen Verarbeitung mit sehr wenig Rechenaufwand implementierbar,
so dass auch umfangreiche Mehrkorpersysteme mit vielen Feder-Elementen in Realzeit
simuliert werden konnen.

Selbstverstindlich konnte man das Impulsintegral (9.1) mit numerischen Methoden sehr
genau bestimmen, wobei aber die Werte von p; (h) und p, (h) wegen der iterativen
Gelenkkorrekturen noch nicht endgiiltig feststehen. Wollte man auch dieses Teilproblem
sehr korrekt 16sen, so miisste man auch den Federkraftimpuls in die iterative Korrektur
einbeziehen.

Da dies eine fiir das Iterationsverfahren auch aus theoretischer Sicht sehr wichtige Verfah-
renweise ist, soll sie genauer erldutert werden:

Man berechnet bei der iterativen Gelenkkorrektur bei stillstehender Zeit £ =0 jeweils auch
Federkraftimpulse ~ [;,/5,... . Bei der [Iteration werden die Werte

D; (h) = LookAhead (k~, D; (O),h) immer genauer, also auch die /; . Daher wird [}

1 1
voll auf die beteiligten Korper angewandt, sodann /5 — 1 usw., allgemein /; —/;_; . Am

Ende der Iteration wurde dabei also genau der Federkraftimpuls angewandt, der dem Ender-
gebnis der Iterationskorrektur entspricht und dieser Impuls ist voll in die Gelenkkorrekturen
eingegangen. Das entspricht also — abgesehen von der Diskretisierung durch die Impuls-
technik — genau dem Einbezug von Federkriften in Differentialgleichungssysteme.

Dieser relativ hohe Aufwand scheint in der Regel nicht notwendig zu sein. Um die mit der
Naherung (9.2) erzielbare Simulationsgenauigkeit zu priifen, haben wir ein einfaches Mas-

se-Feder-System simuliert, das genau der Differentialgleichung y(t) =— y(t) mit den
Anfangswerten y(O) =1, y(O) =0 entspricht. Losung ist die Funktion y(t) =cos (¢)

mit der Schwingungszeit T =27 . Abhingig von der Schrittweite / ergaben sich in der
Simulation die in Tabelle 10.1 aufgelisteten Ergebnisse.

Zeitschrittweite | %-Abweichung von | Mittelwert | y(t)— cos(t)|
h T'=2r
0.04 -0.0733752740 0.0003663015
0.02 -0.0183389285 0.0000917266
0.01 -0.0045842580 0.0000229515
0.005 -0.0011459594 0.0000057404
0.0025 -0.0002864587 0.0000014354
0.00125 -0.0000716143 0.0000003589
0.000625 -0.0000179040 0.0000000897

Tabelle 10.1: Impulsbasierte Simulation eines Masse-Feder-Systems mit der Bewegungsgleichung
j}(t) =—y(t)und der exakten Losung y(t) =cos () . Der Fehler in der Schwingungszeit T in % ist in der
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zweiten Spalte, die mittlere Abweichung der Simulation von der exakten Ldsung - gemittelt iiber einen
Zeitraum von 17.2 Sekunden - befindet sich in der dritten Spalte.

Wie wir in Abschnitt 9 gesehen haben, kann man erst ab einer Schrittweite von 42 =0.01
mit guten Simulationsergebnissen rechnen. Die oben dokumentierte Abweichung von
0.0045842580 % bei einer Gesamt-Zeit von 17.2 Sekunden mdchten wir als tiberraschend
genaues Ergebnis bezeichnen. Auch die absolute mittlere Abweichung von der exakten

Lésung von 0.0000229515 ist ebenfalls sehr gering. Lost man Y (t ) ==y (t ) mit der einfa-

chen Integrationsmethode von Euler, so ergibt sich bei T eine Abweichung von 0.03666314
% und eine mittleren Abweichung von 0.0291477436411. Zum Vergleich noch die Werte
fiir den Fall, dass man mit Runge-Kutta vierter Ordnung 16st: 0.00000078 % und Abwei-
chung von 0.0000000004590. Die sanften Anderungen der Beschleunigung bei dem
Schwingungsvorgang fiihren dazu, dass das Runge-Kutta-Verfahren sehr gute Ergebnisse
liefert.

Auch hier konnen wir die Genauigkeit der impulsbasierten Methode erheblich verbessern,
wenn wir zum Verfahren zweiter Ordnung iibergehen. Beziiglich der %-Abweichung wiirde
sich dann bei h = 0.01 ergeben:

0.0000001401 = (4/3.0)*(-0.0011459594)-(1/3.0)*(-0.0045842580),

also sogar ein leicht besserer Wert als fiir Runge-Kutta. Beim korrigierten Mittelwert ergébe
sich 0.00000000336 = (4/3.0)*(0.0000057404)-(1/3.0)*(0.0000229515). Ob sich diese
pauschal hochgerechneten Ergebnisse auch bei der echten impulsbasierten Simulation zwei-
ter Ordnung ergeben werden, konnte noch nicht festgestellt werden.

Soll die Federkraft zusatzlich gedampft werden, so haben wir als gegen die Bewegung ge-
richtete Ddmpfungskraft

K()=K, -d%‘Ap(t)‘-Al (1)

einzubeziehen, also mit der Naherung A p (0) fiir die relativ konstante GroBe Ay p (t)

+h/2 d
1<Kymp(0) ] Lap(o)a
-h/2

I~Ky-Ap(0)(|ap(h/2)|~|ap(-h/2))

Auch hier konnte man wie bei der Federkraft das Impulsintegral genau bestimmen, miisste
dann aber, weil mit dem Zeitparameter ¢ =+//2 ein Vorgriff auf noch nicht bekannte
GroBen erfolgt, in die iterative Korrektur einsteigen, was wir aus Aufwandsgriinden (Imp-
lementierungsaufwand und Rechenzeit) vorerst vermeiden wollen. Daher schieben wir das

Zeitfenster [—h/ 2,+h/ 2] , in dem integriert wird, etwas zuriick auf [—h,O] und erhalten

dann die Ndherung

1=K, (|ap(0)~|ap(~h)[)-A1p(0).
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Dieser Impuls ist nun einmalig anzuwenden auf p; (0) und —/ auf p, (0) . ,Einmalig®

bedeutet, dass dieser Gelenktyp (bei der hier gewéhlten approximativen Implementierung)
in der iterativen Gelenkkorrektur fiir jedes Zeitintervall nur einmal einzubeziehen ist.

Speziell in der Robotik und Mechatronik sind auch Antriebe erforderlich, also bei Achsen
Drehmomente und bei Schlittenfiihrungen translatorische Krafte. Drehmomente und transla-
torische Krifte miissen, wie oben beim Feder-Dampfungs-Element bereits demonstriert,
stets durch Integration zu Impulsen aufintegriert werden. Es reicht hier aus, wenn wir be-
schreiben, wie Achsen angetrieben werden.

Eine servoangetriebene Achse ist durch folgende Parameter gekennzeichnet:

Eine Drehachse mit zwei Punkt-zu-Punkt Gelenken zwischen Korper 1 und Korper 2,

abseits der Achse je einen Messpunkt P (t) , Pmy (t) in den beteiligten Korpern; bei der

Winkelstellung ¢;,; =0 sollten diese beiden Messpunkte zusammenfallen. (Referenzpunk-
te, Messpunkte und &hnliche an Kdorpern fixierten Punkte konnen sich beliebig auBerhalb
der eigentlichen Korpermasse befinden. Sie sind fest mit dem Korper verbunden und ma-
chen alle Korperbewegungen exakt mit, siche P-Schritt 3.)

Wichtige Parameter sind auch der bereits erwihnte Winkel @, (t) und evtl. @;, (t)

Als dullere Parameter kann man z. B. einfiihren:

(1) ©go11 (t) , also der Winkel, der durch Drehmomentwirkung eingestellt werden soll,

(2) Tmax, das durch die Servomotoren maximal zur Verfiigung stehende Drehmoment,

(3) Cg = Koeffizient fir geschwindigkeitsabhingige Bremsreibung, entweder konstant
oder als Parameter verdnderbar und dann als Bremse und Feststellbremse nutzbar.

Wie man diesen Ausfiihrungen entnimmt, kann man zwar simple Standardantriebe model-
lieren, genauere Nachbildungen in der Simulation erfordern jedoch viele Varianten.

AuBlerdem kommt jetzt auch massiv die Regelung und das dabei angewandte Verfahren ins
Spiel.

Wir wollen hier nur insofern ins Detail gehen, als wir zeigen wollen, wie ein Drehimpuls
auf die mit einer Achse verbundenen Korper einwirkt, siche Abb. 10.1.

Das Impulspaar /, -/ greift an den Punkten p; und p, an, die fiir die Drehung beide als

sowohl in Kdorper 1 als auch in Korper 2 liegend aufgefasst werden. Es handelt sich dabei
allerdings nur um temporér eingefiihrte Hilfspunkte.
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Korper 1

Drehachse
Abbildung 10.1: Der Drehimpuls I greift an der Drehachse an und wirkt auf Korper 1 ein, und zwar

im Punkt py mit I und im Punkt Pp mit —1 . Nicht eingezeichnet ist das genau entgegengesetzt
wirkende Drehimpulspaar, welches auf Korper 2 einwirkt.

Auf den Schwerpunkt sy hat das an Korper 1 angreifende Impulspaar keine Wirkung, weil
ithre vektorielle Summe gleich 0 ist. Der Drehimpuls ergibt sich zu

D:(pl —S1)><1+(p2 —Sl)x(—l):(pl —pz)xl
Wenn wir | P1— p2| =1 unterstellen, also Hebelarmldnge 0.5 bei 2 x wirkender Impuls-

kraft, so gilt |D| = |I | und D hat die Richtung der Drehachse. Das daraus resultierende
Ay ist also schlieBlich

A, =]1_1 - Achse, |I|

Hier ist Achse; der normierte Achsvektor mit dem beziiglich der Richtung von I korrekten
Vorzeichen. Analog gilt fiir den zweiten Korper

Aw, = jz_l - Achse, (—|I|)

denn die Drehimpulse miissen sich kompensieren.

Als Fazit konnen wir feststellen, dass das Ausiiben eines Drehmoments an einer Achse auf
entsprechend starke Drehimpulse zuriickgefiihrt wird, die sehr einfach berechnet werden
konnen und nur die Drehvektoren @ der beteiligten Korper verandern. Damit ist die Grund-
lage gelegt fiir die Konstruktion angetriebener Achsen.

Lineare Krafitwirkungen zwischen zwei Punkten pq, p,, die in den Korpern 1 und 2 fixiert

sind, miissen ebenfalls auf Impulseinwirkungen zuriickgefiihrt werden. Mit der beim Feder-
Dampfungselement benutzten Notation muss der Impuls durch Integration geméf

+h/2
I= [ Ap(t)-K(t)dt
~h/2
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ermittelt werden, wobei zu jedem Zeitpunkt A, p(t ) die Kraftrichtung und K (t ) ithre

skalare Stirke ist. Wenn K (t) bekannt ist, lassen sich wie bereits beim Feder-

Dampfungselement geschildert sehr genaue oder approximative Werte fiir / bestimmen. Der
Rest ist dann einfach: [ greiftan p; an, —/ an p,.

11. Kollision und Reibung in der impulsbasierten Simulation

Die Integration korrekter Verfahren fiir Kollision und Reibung in die dynamische Simulati-
on von MKS ist nicht einfach und erfordert normalerweise sehr komplexe Erweiterungen
des Grundalgorithmus. Wir wollen hier vor allem die grundsitzliche Vorgehensweise erldu-
tern, wie Kollision und Reibung in die impulsbasierte Simulation integriert werden konnen.
Vollstindige Implementierungen und Leistungstests konnten noch nicht durchgefiihrt wer-
den, so dass die hier vorgestellten Theorien als vorldufig zu betrachten sind. In unseren
existierenden Implementierungen verwenden wir derzeit nur die allgemein iiblichen, einfach
zu implementierenden approximativen Verfahren.

Das Thema Kollision und Reibung hat in den letzten Jahren verstirkt Beachtung gefunden,

weil die Probleme nicht so gut verstanden werden, dass von allseits befriedigenden Verfah-
ren vor allem auch fiir Implementierungen in VR-Systemen gesprochen werden konnte.
Einen schonen Uberblick iiber aktuelle Ansitze und Losungen gibt Stewart [2000]. Auch
das schon fast klassische Buch von Pfeiffer und Glocker [1996] ist hier zu nennen sowie die
in Richtung VR orientierten Entwicklungen von Sauer und Schomer [1998].

Fiir uns ist vor allem die Methode von Mirtich und Canny [1995] relevant, weil sie die Be-
deutung der impulsbasierten Vorgehensweise betonen. Sie bringen allerdings nur einzelne
Starrkorper zur Kollision und simulieren gelenkgekoppelte Systeme mit konventionellen
Methoden, wihrend wir in der Lage sind, Kollisionen von komplexen gelenkgekoppelten
MKS vollstindig impulsbasiert zu simulieren. Thr Ansatz, der vermutlich auf eine Arbeit
von Keller [1986] zuriickgeht, dient uns allerdings nicht direkt als Grundlage. Wir zeigen
hier vielmehr, wie man mit konsequenter Ausnutzung der Vorteile der impulsbasierten
Simulationsmethode auch Kollision und Reibung sehr befriedigend simulieren kann, wobei
speziell die bereits frither ausfiihrlich erlduterten Verfahren der iterativen Geschwindigkeits-
und Gelenkkorrektur eine Schliisselrolle spielen werden.

Wir halten uns konsequent an Poissons Stoflgesetz sowie an Coulombs Reibungsgesetz und
auBerdem an das Starrkdrper-Prinzip: Unsere Korper haben keine Elastizititen, StoBBverfor-
mungen und dhnliches, was verschiedentlich eingefiihrt wurde, um mit der Wirklichkeit
besser liberein zu stimmen. Aus Griinden der Systematik wollen wir also annehmen, dass
sich Starrkorper an den StoBstelle tiberhaupt nicht verformen.

Um nun Kollision und Coulombsche Reibung in unsere dynamische Simulation zu integrie-
ren, sind folgende Vorginge abzudecken:

- Kollision mit Abprall,

- Kollision mit Ubergang in gleitende oder stockende Reibung,

- Gleitreibung, rollende oder stockende Reibung an Beriihrungspunkten,

- Ablosung eines Beriihrungspunktes durch Auseinanderbewegung der beteiligten Korper.

Um diese Vorgédnge homogen und systematisch in das Verfahren der impulsbasierten Simu-
lation zu integrieren, fiihren wir folgende zusédtzliche Gelenktypen ein:
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a) StoBpunktepaar G = (#S ki, p1,ko, pz)

b) Beriihrungspunktepaar G = (#R, k., p1.kr, pz)

Diese Gelenktypen sind nicht permanent, sondern erscheinen nur temporér in der Gelenklis-
te L. StoBpunktepaare werden genau nur so lange in die Gelenkliste . aufgenommen, bis
das Kollisionsereignis abgearbeitet bzw. aufgelost wird, das zwischen den Punkten p; von

Korper kjund p, von Kérper k5 stattfindet, Beriihrungspunktepaare nur so lange, wie sich

die beteiligten Korper beriihren. Kollisionsereignisse werden wéhrend der Simulation von
der mitlaufenden Kollisionserkennung entdeckt. Ein Berlihrungspunktepaar ist zwischen je

zwei Punkten p; und p, verschiedener Korper eingerichtet, die sich beriihren. Ein solches

Gelenk hat zwei Aufgaben: Erstens muss sichergestellt werden, dass sich die beteiligten
Korper nicht durchdringen und zweitens miissen Coulombsche Reibungskrifte in die Simu-
lation eingebracht werden.

Beriihrungspunktepaare miissen auch in die Geschwindigkeitskorrektur einbezogen werden.
Das geschieht dadurch, dass die Geschwindigkeitsnormale (bezogen auf die Kontaktebene)
zu 0 gemacht wird, ohne die Tangentialgeschwindigkeit zu beachten. Reibung hat auf die
Geschwindigkeitskorrektur keinen Einfluss, weil die Zeit dabei still steht bzw. weil sich bei
der Geschwindigkeitskorrektur nichts bewegt.

» Time-Stepping “-Algorithmus

Mit dem Begriff des Time-Stepping bezeichnet man bei der kollisions- und reibungsbehaf-
teten dynamischen Simulation die Vorgehensweise, den jeweils nidchsten Zeitschritt an die
markanten Ereignisse wie Stol und Kontaktpunktablosung anzupassen. Stewart (2000)
diskutiert u. a. das Time-Stepping im Uberblick, die Dissertation von Tzitzouris (2001)
beschreibt eine konkrete Implementierung. Die beschriebenen Algorithmen sind aufleror-
dentlich komplex und kompliziert, sie sind vollig ungeeignet etwa fiir Implementierungen in
VR-Systemen. Denn neben dem Kollisionsproblem miissen auch hiufig sogenannte nichtli-
neare Komplementaritdtsprobleme geldst werden, um die mechanischen Bedingungen bei
Sto3 und Reibung einzuhalten. Bei unserem vollstindig impulsbasierten Ansatz entfallen
die Komplementarititsprobleme, weil wir die entsprechenden Probleme auf etwas andere
Weise 16sen, ndmlich mit dem sehr méchtigen Algorithmus der iterativen Gelenkkorrektur.

Unser Time-Stepping-Algorithmus 1auft wie folgt ab:

Wihrend der dynamischen Simulation mit der Standard-Zeitschrittweite /4 lduft die Kollisi-
onserkennung mit. Falls in einem LookAhead-Zeitfenster ¢y, — #; + & Kollisionsereignisse

erkannt werden und das zeitlich fritheste zum Zeitpunkt #y + /4 <t + h stattfindet, so wird

dieses Zeitfenster auf die Zeitschrittweite /4 verkiirzt. Wie bereits festgestellt wurde, sind
solche Verkiirzungen und auch Verlidngerungen von Zeitschrittfenstern bei uns problemlos
moglich. In diesem verkiirzten Zeitfenster finden nach Definition keine Kollisionen mehr
statt, wir erhalten also zum Zeitpunkt 7y + hl , dem ersten Kollisionszeitpunkt, einen konsi-

stenten Systemzustand, der durch Anwendung der routinemédBig durchgefiihrten
Gelenkkorrekturen und der anschlieBenden Zeitfortschaltung erreicht wird.

Im Inneren von Zeitschritten werden also entweder Kollisionen entdeckt, was zur Verkiir-
zung von Zeitschritten fiihrt, oder der Zeitschritt wird ohne Kollisionen durchgefiihrt. Dabei
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werden die aktuell in L befindlichen Gelenke abgearbeitet, also neben den Standard-
Gelenktypen auch die aktuell in L befindlichen Beriihrungspunktepaare. Am Ende der itera-
tiven Gelenkkorrekturen wird iiberpriift, ob sich unter den Berlihrungspunktepaaren welche
befinden, bei denen eine Punktablosung, also ein Voneinanderentfernen der beteiligten
Korper, erfolgt ist. Solche Gelenke werden in der Liste L geloscht.

Die Kollisionsauflosung erfolgt also bei dieser Vorgehensweise stets genau zu dem Zeit-
punkt, wo normalerweise die Geschwindigkeitskorrektur durchgefiihrt wird. Fiir sie muss

wie oben beschrieben temporir ein StoBpunktepaar G = (#S ki, P15k s p2) eingerichtet

und in die Gelenk-Liste L eingetragen werden. Sodann wird der Stof} abgearbeitet, Details
dazu werden weiter unten erldutert. Falls sich dabei herausstellt, dass sich die Kontaktpunk-

te p; und p, nach dem Sto nicht geniigend voneinander entfernen, wird das
StoBpunktepaar in der Liste L in ein Beriihrungspunktepaar G = (#R,kl, P1-ko, p2)

umgewandelt und verbleibt in L, wihrend es ansonsten aus L entfernt wird.

Stoflereignisse mit Reibung

Als erstes betrachten wir den StoBvorgang wie in Abb. 11.1 dargestellt. Zum Zeitpunkt #

/%p }ti _

Abbildung 11.1: Ein gelenkgekoppeltes System bestehend aus drei gelenkgekoppelten
Starrkorpern fdllt auf eine starre Bodenplatte.

moge der Punkt p von Korper 1 die Bodenplatte beriihren und damit ein StoBereignis ein-
leiten. Wie oben bereits beschrieben erkennen wir solche StoBereignisse wihrend der
dynamischen Simulation, indem wir im LookAhead-Zeitfenster #y — #y + /4 mit den in der
Literatur vielfach beschriebenen Methoden eine Kollisionserkennung durchfiihren und, falls
eine Kollision entdeckt wird, die Schrittweite h dann so verkiirzen, dass das MKS genau
zum Zeitpunkt # der ersten Kollision im Intervall [¢,f; + /#] zum Halten kommt, also in

einem Dmax-konsistenten Zustand. Dies ist also ein Zeitschrittverfahren, welches stets
genau an die Kollisionsereignisse angepasste #-Werte benutzt.



- 40 -
Das StoBereignis wird nun wie folgt abgehandelt: Wir flihren als erstes die in Abschnitt 6
beschriebene Geschwindigkeitskorrektur durch und bringen p voriibergehend zur Ruhe,
also p(#y) =0, weil der Boden (Kdorper 0) als unbeweglich betrachtet wird®. Alle bei p

angewandten Korrekturimpulse werden aufsummiert, dabei moge sich der Gesamtimpuls
Iy ergeben. Dies ist also genau derjenige Impuls, der Korper 1 an p beziiglich der Boden-

fliche zur Ruhe bringt, wir nennen ihn daher auch Bremsimpuls. Man beachte, dass
samtliche durch Gelenke mit Korper 1 direkt oder indirekt verbundenen Teilkorper des

MKS einen Einfluss auf /, ausiiben.

1 o wird nun in eine auf der Kontaktflache senkrecht, also in Normalenrichtung, stehende

Komponente /, und eine tangentiale Komponente /, zerlegt, siche auch Abb. 11.1:
(10.1) Iy=1,+1;.

Um so vorgehen zu konnen, muss eine Normalenrichtung berechenbar sein, was wir in
dieser einfithrenden Arbeit der Einfachheit halber stets voraussetzen wollen.

Poissons Stof3gesetzt besagt nun:

Wenn der normal zur Oberfliche wirkende Impuls bis zum Verschwinden der Relativge-
schwindigkeit in Normalenrichtung (bis zum Ende der Kompressionsphase) mit 1,

bezeichnet wird, so berechnet man den nach der Kompressionsphase auszuiibenden Absto-
fungsimpuls 1 reflex gemdfs

(10.2) Ligfiex = (=),

wobei e eine von Materialeigenschaften abhdngige Konstante 0 <e <1 ist.

Fiir den vollplastischen StoB ohne jeden Abprall gilt also e =1, was eine erhebliche Ener-
gieabsorption bewirken kann. Bei e=0 liegt ein vollelastischer StoB ohne jede
Energieabsorption vor. Damit ist also geklart, wie mit /,, zu verfahren ist.

Auch beim reinen Stofereignis miissen wir die Coulombsche Reibung berticksichtigen,
wenn korrekte Simulationsergebnisse erzielt werden sollen. Denn wenn wir die oben identi-

fizierte tangentiale Komponente /, wieder unveridndert mit negativem Vorzeichen auf p
einwirken lassen, um die Tangentialgeschwindigkeit wieder herzustellen, die unmittelbar
vor dem Stof} herrschte, so wire die Bodenflache glatt wie Eis. Wiirden wir nur / reflex
anwenden, ohne /[, weiter zu beachten, so hatten wir die Relativgeschwindigkeit von p

bezogen auf die Bodenfliche zum Verschwinden gebracht, was einem sehr stumpfen Boden
entsprechen wiirde.

Bei Coulombs Reibungsgesetz sind zwei Félle zu unterscheiden: gleitende (,,sliding*) und
stockende (,sticking®) Reibung. In Impulsform iibersetzt ergibt sich: Wenn /,, und /; so

wie oben definiert sind, so liegt stockende Reibung vor, wenn

* Wenn beide kollidierende Kérper beweglich sind, so wird die Relativgeschwindigkeit der Beriih-
rungspunkte zu Null gebracht.



-41 -
(10.3) 1| < p-|1,]

gilt. Hierbei 1st @ der bekannte von Materialeigenschaften abhingige Reibungskoeffizient.

In diesem Fall sind die Normalenkrifte so groB3, dass die Tangentialkrifte nicht mehr aus-
reichen, ein Gleiten zu bewirken. Das bedeutet, dass die Tangentialbewegung gestoppt

werden muss, d. h. /; wird nicht mehr in den Bewegungszustand eingerechnet. Interessan-

terweise interessiert also nur der Winkel, den der Gesamt-Bremsimpuls [ mit der
Tangentialebene bildet, nicht die absolute Stirke, um die Entscheidung zwischen stockender
bzw. gleitender Reibung zu fillen.

Wenn keine stockende Reibung vorliegt, so ist zusitzlich zu —/, die der Tangentialge-
schwindigkeit entgegen gesetzte Reibungskraft

(10.4) I, =—ul|l,|v,

einzubeziehen, hier gleich in Impulsform und mit dem Einheitsvektor in Richtung der Tan-
gentialgeschwindigkeit vi;, welche uns aber nur approximativ bekannt ist. Bedingt durch

Nutationseffekte und andere Einfliisse konnen wir nicht einfach —/; als Richtung von vy,
unterstellen, denn der durch die Reibung einwirkende Gegenimpuls /,. kann diese Richtung
verdndern. (Man beachte, dass der Index 1 bei vy, hier und im Folgenden bedeutet, dass der
Geschwindigkeitsvektor auf die Lédnge 1 normiert ist.)

Wir haben also die Gleichung (10.4) zu 16sen, um die noch unbekannte tangentiale Abprall-
richtung v}, zu bestimmen. Das Problem ist deshalb nicht trivial, weil v|; auf [, einwirkt
und dieses wieder auf vj; und diese Wechselwirkung durch das dynamische Verhalten des
gesamten MKS vermittelt wird.

Keller [1986] und spédter Mirtisch und Canny [1995] bewiltigen diese Schwierigkeit durch
das Losen einer speziellen Differentialgleichung. Dabei wird allerdings nur die Kollision
zwischen einzelnen, nicht gelenkgekoppelten Starrkdrpern behandelt.

Wir konnen bei konsequenter Anwendung der impulsbasierten Methode wie folgt vorgehen:
Wir wenden auf den Punkt p zundchst / reflex und —/; an. Die resultierende Tangential-

Richtung der Geschwindigkeit von p liefert eine erste Approximation fiir vi,, die wir mit
v bezeichnen. Wenn M gleich 0 1st, so sind wir fertig, die Bodenebene (Korper 0) ist

sehr glatt. Andernfalls wenden wir zusétzlich den aus v formal resultierenden Reibungs-

gegenimpuls an, also / ,El) = —,u‘[ n‘v(l). Das liefert ein genaueres v?) Damit berechnen
wir [ ;2) = —,u‘ln‘v(z), einen wieder genaueren Reibungsimpuls, und lassen den Impuls
1 ,Ez) -1 ,El) am Punkt p auf Korper 1 einwirken. Durch die Subtraktion von / ,El) 1st dieser
vollig eliminiert. Wir erhalten ein noch etwas genaueres v(3) usw. usf. Dieses iterative
16D _ 10

Verfahren sollte sehr schnell konvergieren, weil schnell sehr klein werden
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sollte. Letztendlich 16sen wir hier das Problem, ein der gleitenden Coulomb-Reibung ent-

sprechendes bremsendes / ﬁoo) zu finden, so dass
(10.5) 1) = — pa| 1, [V

und so, dass [ ﬁoo) und V(%) genau die gleiche Richtung haben. Wenn wir bei der Iteration

zur Bestimmung von [ ﬁoo) stets die Geschwindigkeitskorrektur im ganzen MKS mitlaufen

lassen, wobei allerdings die Kontaktstelle p nicht in die Geschwindigkeitskorrektur einbe-
zogen wird, so erfordert dies nur geringen Korrekturaufwand, weil sich dabei das System in
einem nahezu perfekt korrigierten Geschwindigkeitszustand befindet’. Im Ergebnis erhalten
wir also ein Verfahren zur Auflésung von Kollisionen mit Reibung, das gegeniiber Mirtich
und Canny [1995] eine wesentliche Verallgemeinerung darstellt, weil das gesamte gelenk-
gekoppelte MKS auf den StofBvorgang einwirkt.

Damit ist nun erldutert, wie ein StoBBereignis in der impulsbasierten dynamischen Simulation
verarbeitet wird. Wir berechnen nach der ersten Geschwindigkeitskorrektur die Impulse

Lyeflex und —1;, lassen sie einwirken, und bestimmen dann / ,EOO), wobel die Einwirkung

wihrend der Iteration erfolgt. Das MKS bewegt sich dabei nicht und wird wieder in einen
geschwindigkeitskorrigierten Zustand iiberfiihrt.

Das Verfahren ist insbesondere auch geeignet, mehrere gleichzeitige Stofereignisse zu
simulieren, da die Geschwindigkeitskorrekturen stets iiber das gesamte MKS ausgedehnt
werden miissen. Das bedeutet wiederum, dass man auch das grobere und damit ungenauere

Verfahren anwenden kann, alle in einem LookAhead-Zeitfenster #, — £ + h entdeckten

Kollisionen simultan zum Zeitpunkt ¢, + /2 aufzuldsen.

Reibung zwischen Kontaktpunkten

Wir wollen nun erldutern, wie ein Beriihrungspunktepaar G = (#R,kl ,P1-kr pz) in der

iterativen Gelenkkorrektur simuliert wird. Das Verfahren ist nicht mehr ganz so einfach wie
bei den bisher besprochenen Gelenkkorrekturen. Auch hier wollen wir ein einsichtiges Bei-
spiel diskutieren. Dazu legen wir einen Starrkorper auf die schiefe Ebene und nehmen an,

dass dieser an 2 Auflagepunkten p und p, aufliegt, wobei wir nur die beim Punkt p
anfallenden Korrekturaktivititen zum Zeitpunkt ¢ diskutieren, siche Abb. 11.2.

Im ersten Durchlauf der iterativen Gelenkkorrektur gehen wir wie folgt vor:

p(t+h)= LookAhead (1, p(t),h);

Wenn p(t+ h) auBerhalb des Korpers 0 zu liegen kommt, ist nichts zu tun, auch die Rei-
bungskrifte verschwinden. Liegt p(f + /&) jedoch im Inneren des Kérpers 0, so berechnen

3 Eine mogliche Komplikation, dass sich namlich der Geschwindigkeitsvektor von p bei der Ge-
schwindigkeitskorrektur in Richtung der Bodenplatte drehen kdnnte, wollen wir hier nur erwihnen,
aber nicht diskutieren.
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Korper 0

Abbildung 11.2: Gleitender bzw. ruhender Korper auf der schiefen Ebene
wir einen Korrekturimpuls, der das Eindringen verhindert:

Lot = Lotpunkt von p(f+ h) beziiglich der Oberfliche von Kérper 0;
delta:= Lot — p(t+ h);
Ap :=deltalh

1D = pmAp (siche P-Schritt 2 in Abschnitt 5)

Dieser erste Korrekturimpuls wirkt auf p(¢) ein und sorgt dafiir, dass p(¢ + /) nicht mehr

im Inneren des Korpers 0, sondern auf dessen Oberfliche zu liegen kommen sollte. Wir
merken uns

Lo

nsum *

und bestimmen den aktuellen, durch Coulomb-Reibung zur Verfligung stehenden Reibungs-
impuls

PO (1)

rmax — M |Insum | "Vt

Hierbei ist vl(tl ) der auf Linge 1 normierte Relativ-Geschwindigkeitsvektor von p(#) nach

()

Anwendung des Impulses [ ,Sl) - Hier und im Folgenden muss v;,” wie folgt berechnet wer-

i )
Vt( ) normiert werden.

den: vt(i) =(p(t+h)— p(t))/ h, sodann mit Vl(;) = vt(i) /
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In unserem Beispiel ist der Korper 0 als raumfest angenommen, so dass Relativgeschwin-
digkeit und Absolutgeschwindigkeit iibereinstimmen.

Nun wird schlieBlich auch der durch die Reibungskraft beigesteuerte Impuls [ Elr}mx auf

p(t) angewandt, allerdings nur so stark, dass p(f) nur abgebremst wird bis maximal zur
Relativgeschwindigkeit 0, also bis zum Ruhezustand. Den dabei angewandten Bremsimpuls

1 ,Ells)l =01 ﬁlgmx , wobei 0 < 8 <1 den anwendbaren Anteil von [ %ax skaliert, merken
wir uns fiir dieses Gelenk:
— 7D
]ralt '_ ]rist'

Bei den weiteren Korrekturdurchgéingen, z. B. beim i-ten Durchgang, wird so vorgegangen:

Bestimme analog wie oben [/ ,gi) , wende ihn auf p(¢)an und summiere auf:

Losum = Logum +1 ,gi), sodann wird die aktuelle Richtung des normierten Geschwindig-
keitsvektors vl(ti) bestimmt, dann [/ ;lglax = —,u-|[ nsum|'V1(¢i)’ der durch die Reibung

maximal zur Verfligung stehende Impuls entgegen der Bewegungsrichtung.

AnschlieBend wird bestimmt 1) = p-1 0) L., wobei 0< <1 wieder dafiir

rist rmax
sorgt, dass p durch einen zu groflen Reibungsimpuls hochstens zur Ruhe kommt, aber nicht
rickwirts bewegt wird. Hier entscheidet sich also, ob stockende oder gleitende Reibung

vorliegt. SchlieBlich wird / ﬁl’zt auf p angewandt und bis zum néchsten Korrekturdurchgang

durch dieses Gelenk mit /,,;, =1 ,Ellzt gespeichert.

Im Ergebnis wird im Rahmen der iterativen Korrektur durch dieses Vorgehen erreicht, dass
der Kontaktpunkt mit normal zur Oberflaiche wirkenden Gegenimpulsen daran gehindert
wird, in das Innere des Korpers 0 einzudringen. Die durch diese Impulse bewirkten Druck-

kriafte werden in /,,,, aufsummiert und direkt zur Bestimmung der jeweils maximal
verfiigbaren Reibungskraft benutzt. / ,gi) sollte fiir i = 2, 3, 4,... schnell kleine Werte an-

nehmen und die Richtung von [/ () sollte sich schnell stabilisieren. Die normale

rmax
Gelenkkorrektur enthélt also hier den iterativen Vorgang, durch den letztendlich erreicht
wird, dass der tatsdchlich angewandte Reibungsbremsimpuls genau entgegengesetzt der
Bewegungsrichtung wirkt, denn es gilt nach Abschluss der Gelenkkorrekturen, also im
eingeschwungenen Zustand des iterativen Verfahrens der Gelenkkorrekturen:

](OO) () .

nsum | V1t

1) =p. [ —_p.y.

rist r max

Bei der geschilderten Vorgehensweise werden alle Effekte simuliert, die man bei einem auf
der schiefen Ebene abrutschenden Korper beobachten kann: Uberginge zwischen stocken-
der und gleitender Reibung. AuBBerdem muss der Reibungskoeffizient £ nicht konstant

sein, wir konnen thn miihelos von der Gleitgeschwindigkeit abhidngig machen, indem stets
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J10)

rmax €ingesetzt wird, das der aktuellen Tangentialge-

ein solches  in die Formel fiir
schwindigkeit vt(i) entspricht.
Obwohl die korrekte Implementierung des tempordren Gelenktyps ,Beriihrungs-
punktepaar® oben nur grob skizziert wurde und eine Reihe von Feinheiten nicht angespro-
chen wurden, die in die Implementierung zusitzlich integriert werden miissen, wobei vor
allem gekriimmte Kontaktflichen und Rollkontakt zu nennen sind, sollte klar geworden
sein, dass Kollision und Reibung mit hoher Genauigkeit in das impulsbasierte Verfahren
integriert werden konnen.

12. Schlussanmerkungen

Das hier vorgestellte Simulationsverfahren ist noch sehr jung, denn es wurde erst ab Januar
2003 entwickelt, als Verallgemeinerung der in Abschnitt 2 kurz vorgestellten impulsbasier-
ten Simulation von Massenpunktsystemen. Obwohl eine umfassende Evaluation noch
aussteht, sind die bisher bekannten Fakten jedoch sehr ermutigend. Die hervorstechendsten
Eigenschaften sind die Einfachheit des Verfahrens sowie die hohe Simulationsgeschwindig-
keit, letztere wird vor allem fiir Anwendungen in der Virtual Reality gefordert. Auch die
natiirliche Art, in der Kollisionsauflosung und Coulombsche Reibung integrierbar sind, ist
ein grofer Vorteil, insbesondere auch fiir den Einsatz in VR-Systemen. Auf den ersten Blick
konnte man vermuten, dass das Ersetzen kontinuierlicher Krifte durch Impulse nur zu un-
genauen Simulationsergebnissen fiihren kann. Umso groBer war unsere Uberraschung, als
wir durch Vergleichstests mit kommerziellen Dynamik-Systemen feststellen konnten, dass
die impulsbasierte Simulation mit diesen voll konkurrenzfahig ist. SchlieBlich gelang es
iiber verhéltnismdBig einfache Fehlerabschitzungen (siehe Abschnitt 8), impulsbasierte
Verfahren hoherer Ordnung zu finden, die alle Restzweifel an evtl. mangelnder Genauigkeit
ausgerdumt haben.
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