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Zusammenfassung

Experimente von Koster zur Naturkonvektion in schmalen Hele-Shaw-Zellen wur-
den mit einem bestehenden Rechenprogramm nachvollzogen. Die Uberpriifung der
Genauigkeit des Programmes in Abhi#ngigkeit von numerischen Parametern und

physikalischen Annahmen fiihrte zu folgenden Ergebnissen:

Das Basismodell der Rechnungen, das einen konstanten Temperaturverlauf quer
zum Spalt voraussetzt und somit keinen Widrmeaustausch mit den Fenstern zu-
14Bt, ergibt eine Unterschitzung der experimentell ermittelten kritischen
Rayleighzahlen (Einsetzen von Konvektion, Einsetzen von Oszillation) um etwa
den Faktor 10 und eine Uberschidtzung der Periodendauern um den Faktor 5. Eine
zusdtzlich erstellte Variante des Programmes, die in erster Niherung einen
Warmeaustausch mit den Fenstern beriicksichtigt, liefert, im Gegensatz zum
Basismodell, eine Uberschidtzung der kritischen Rayleighzahlen und kleinere
dimensionslose Periodendauern als die Experimente. Mit diesen beiden Modell-
annahmen werden die experimentellen Ergebnisse von Koster eingegrenzt, Da das
modifizierte Wirmeilbergangsmodell den tatsichlichen Wdrmeaustausch mit den
Fenstern iiberschidtzt - es wird ein linearer Temperaturverlauf iiber die H&he
am Fensterrand und im Inneren ein parabolisches Temperaturprofil iiber die
Tiefe angenommen - darf man davon ausgehen, daR mit einem geeignet angepaRten
Wdrmeiibertragungskoeffizienten fiir den Warmeaustausch zwischen Fluid und Fen-
ster rechnerisch die experimentellen Ergebnisse von Koster auch quantitativ

nachvollzogen werden konnen.

Mit weiteren Rechnungen konnten Vorstellungen iiber Ursachen Ffiir das Instabil-
werden und Finsetzen instationdrer Strémungen, die auf einem Modell von Ho-
ward basieren, erhiirtet werden. Insgesamt bedarf jedoch dieser Fragenkreis

noch weiterer Untersuchungen.

Bei der Abschdtzung des Einflusses physikalischer Annahmen auf das verwendete
Rechenmodell ergibt sich, daR man die Trigheitsglieder in den Impulsgleichun-
gen vernachlissigen darf. Dagegen findet man, daR wegen der geringen Breilte
des Hele-Shaw-Spaltes die Newtonsche Reibung mit in Betracht gezogen werden
muB., Ein Reibungsmodell, das allein auf dem Reibungsverlustgesetz von Darcy
fiir Strémungen in pordsen Kérpern beruht, liefert eine von den Experimenten

stark abweichende Phdnomenologie. Beispielsweise findet man fiir eine solche




rein "pordse Reibung" keinen sprunghaften {Jbergang von stationdirer zu oszil-

lierender Konvektion.

Die Abhingigkeit der Rechenergebnisse von numerischen Parametern wie Feinheit
des Maschennetzes oder GrioBe der Zeitschrittweite, zeigt einerseits bei Ver-
feinerung der Aufldsung keine monotone Konvergenz in den Nusseltzahlen, ande-
rerseits bleiben die zu ein und derselben Rayleigh-Zahl gehdrigen verschiede-

nen Stromungsformen im wesentlichen erhalten.




Jnvestigation of Natural Convection in a Small Slot Using a Finite Difference

Method

Summary
Experimental results by Koster who studied natural convection processes in
slender Hele~-Shaw cells are simulated with an existing twodimensional natural

convection code. This investigation yields the following results:

The basic model of the calculations, which assumes a constant temperature
across the gap (smallesﬁ extent of the Hele-Shaw cell) and thus without heat
exchange with the Plexiglas windows, leads to an underestimation of the expe-
rimentally obtained critical Rayleigh numbers (onset of convection, onset of
oscillatory convection) by one order of magnitude and an overestimation of
the nondimensional period compared to the experimental findings. Another
version of the code, which permits heat exchange with the windows reveals an
overestimation of the critical Rayleigh numbers and smaller dimensionless
periods than the experiments. By these two different approaches a twoside
bounding the Koster's experiments are achieved. As the modified version over-
estimates the real heat transfer from and to the windows it may be concluded
that using a suitably adapted heat transfer coefficient for the thermal
coupling of the fluid and the windows numerical simulation would also repro-

duce quantitatively the results of Koster,

The reason for the break down of the steady flow solution and the onset of
transient flow was studied numerically by examining a model proposed by Ho-

ward. At this time no really satisfying answer to this question is available.

The validation of the influence of physical assumptions on the basic model
shows that the inertial terms of the momentum equations may be neglected.
Viscous friction has to be included in the model with regard to the small
width (extent in y-direction) of the Hele-Shaw cell. Assuming solely a Darcy-
like friction law yields results differing considerably from those obtained
with the inclusion of viscous friction. As an example, for '‘porous friction"

only, no abrupt transition from stationary to oscillatory convection is found.

No monotonic convergence of the numerical results is observed for decreased
mesh size and reduced time steps. With coarse and fine discretization and at

the same Rayleigh number nearly the same flow types are always obtained.
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l. Einleitung

Freie Konvektionsstrdmungen in horizontalen Fliissigkeitsschichten zdhlen zu
den klassischen Problemen der hydrodynamischen Stabilit#t, seit im Jahre 1900
das Phinomen der Zellularkonvektion von Bénard /1/ beschrieben wurde. Eine
erste theoretische Behéndlung wurde von Lord Rayleigh /23/ im Jahre 1916
durchgefiihrt. Dieses sogenannte Rayleigh~Bénard Problem beruht auf der WHrme-
libertragung durch eine horizontale, zihe und wirmeleitende Fliissigkeits-
schicht. Die klassischen Versuche von Bénard wurden an einer Fliissigkeits-
schicht mit fester Bodenfliche und freier Oberfliche durchgefiihrt, jedoch
umfaBt heute der Themenkreis der Bénard-Konvektion auch alle anderen Kombina-
tionen von fester und freier horizontaler Begrenzung. Erwdrmt man die Fliis-
sigkeitsschicht langsam iiber die Bodenfliche und hdlt die Oberfldche auf
konstanter Temperatur, so bleibt die Fliissigkeit zunidchst bei relativ gerin-
ger Temperaturdifferenz zwischen Ober- und Unterseite in Ruhe, d.h. die zuge-
fiibrte Wdrme wird allein durch Wirmeleitung zur Ober{liche transportiert.
Dieser Ruhezustand ist stabil, d.h. Stdrungen, die in Form von Temperatur-—
stérungen oder Strémungsvorgidngen an der Fliissigkeit angebracht und sich
selbst iiberlassen werden, klingen mit wachsender Zeit ab. Mit zunehmender
Erwdrmung erreicht man jedoch eine bestimmte Temperaturdifferenz bzw. einen
bestimmten Temperaturgradienten, bei dem in der Fliissigkeit eine Bewegung
einsetzt. Die Fliissigkeitsschicht ist dann instabil. Diese Bewegungen sind
ungeddmpft und es bildet sich bei gleichmdRiger Wirmezufuhr eine stationire
laminare Strémung von in sich geschlossenen Wirbeln aus, die man als Zellen
bezeichnet. Die Form der Zellen hingt dabei entscheidend von der Randbedin-
gung an den Horizontalflichen der Fliissigkeit ab. Bei einer freien Oberfléche
erkennt man beim Blick auf die Fliissigkeit eine Polygonstruktur, wobei Hexa-
gonalzellen bevorzugt sind. Bei einer festen Oberfliche bilden sich langge-
streckte walzenfdrmige Zellen aus. Der Beginn der Bewegung 14Rt sich auf sehr
einfache Weise aus einer Kridftegleichgewichtsbetrachtung in der Fliissigkeit
erfassen. Einerseits erzeugen Auftriebskrdfte, die auf der Dichteabnahme der
Fliissigkeit im bodennahen Bereich beruhen, Aufwirts—- bzw. Abwirtsstrdmungen,
zum anderen wird diese Bewegung durch die Viskositdt der Fliissigkeit und
durch den lokalen Temperaturausgleich durch Wirmeleitung gehemmt. Eine allge-
meine Konvektionshewegung kann sich durchsetzen, wenn die Auftriebskridfte die
Widerstandskrifte {iberwiegen, sonst kehrt sie in den Ruhezustand zuriick.
Beide Krifte lassen sich durch die folgenden, fiir die Konvektion relevanten

physikalischen und geometrischen GroRen beschreiben:




g = Erdbeschleunigung
Pp = Bezugsdichte, i.a. bei linearem Temperaturprofil das arithmetische Mit-

tel aus p, und p,, den Dichten an Ober- und Unterseite der Fliissig-

keitsschicht,
o = Wdrmeausdehnungskoeffizient,
\V = kinematische Viskositiit,
s = Schichtdicke,
AT = Temperaturdifferenz zwischen Ober- und Unterseite der Schicht,
kK = Temperaturleitzahl '

Die Auftriebskraft, bezogen auf die Volumeneinheit, ergibt sich zu

A= - P nB2AT. Dieser Bewegung entgegen wirkt infolge der Zdhigkeit ein
Stromungswiderstand W, der proportional dem Gradienten der Schubspannung,

P \)Bzw/az2 ist. Als sachgemiRe GrbRen, die ein MaR fiir auftretende Geschwin-
digkeiten bilden, erweisen sich die Verhdltnisse k/s oder V/s, wobei k/s cin
Mak fiir den auftrctenden Energietransport darstellt, v/s stellt ein MaB fiir
den Tmpulstransport dar. Gilt fiir das Verhdltnis V/<k, der Prandtl-Zahl, Pr>>
1, so ist die Geschwindigkeit proportional K /s und die Widerstandskraft er-
gibt sich zu va/SB. Fir die Bedingung A = W erhdlt man eine dimensionslose

Kennzahl

Ra = - guATS3/(\)K) ,

die Rayleigh-Zahl genannt wird. Thre GroRe bildet ein MaR fiir die Intensitiit
der freien Konvektion in ebenen Fliissigkeitsschichten, Der mit dem Beginn der

Konvektion verkniipfte Wert wird als kritische Rayleigh-Zahl Ra, bezeichnet.,

Da Zellularkonvektionsstrdmungen in der Natur und in der Technik eine groRe
Rolle spielen, sind seit ihrer Entdeckung eine Vielzahl von experimentellen
und theoretischen Untersuchungen vorgenommen worden., Bei vielen Untersuchun-
gen wurden dabei einfache Randbedingungen, wie unendliche horizontale Ausdeh—
nung der Fliissigkeit und unendlich groBe Widrmeleitfdhigkelt der horizontalen

Berandungen gestellt.

Obwohl diese Annahmen im Experiment nur ndherungsweise zu verwirklichen sind,
stimmen die Ergebnisse ausgezeichnet mit den theoretischen Uberlegungen {iber-
ein. Fir zwei feste horizontale Berandungen gibt Rayleigh nach seiner Theorie

der kleinen Stérungen einen Wert von Ra, = 1707 an. Jeffreys /13/, Low /17/




und Pellew und Southwell /20/ errechnen fiir feste Beraﬁdungen an der Ober-
und Unterseite einen Wert von Ra, = 1706, Diese Werte wurden z. B. von
Schmidt und Saunders /26/ (Rac = 1700) und Silveston /28/ (Rac = 1700 + 51)
experimentell sehr gut bestidtigt. Da die Rayleigh-Zahl eine dimensionslose
Kennzahl ist, behdlt sie aufgrund der Ahnlichkeitsgesetze fiir jede Fliissig-
keit ihre Giiltigkeit. In den Experimenten von Silveston wurde dies bei Ver-

wendung von Wasser, Heptan, Glycol und Silicondlen gezeigt.

Tm Bereich groRer Rayleigh-Zahlen (etwé zehnfach {iberkritisch) zeigen Experi-
ment (Krishnamurti /16/) und Theorie eine Umwandlung der zweidimensionalen
Zellkonfiguration in dreidimensionale Zelltypen, die bei weiterer Erhdhung
der Rayleigh-Zahl durch zeitabhingige, jedoch sich periodisch wiederholende
Stromungen ersetzt werden. Fiir noch h8here Rayleigh-Zahlen liegt turbulente
Stromung vor. All diese grundlegenden GesetzmidRigkeiten der Zellularkonvek-
tion lassen sich sinngemdRB iibertragen auf die Konvektionsstrémung in Beh#l-
tern, deren horizontale Ausdehnung in der gleichen GriBenordnung wie die Hohe
der Fliissigkeit liegt. Als neue Randbedingung wird zusdtzlich zu den Bedin-
gungen an den zwei horizontalen festen Widnden eine Begrenzung der Fliissig-
keitsschicht durch vertikale feste Winde verlangt. Der EinfluB von festen
vertikalen Widnden auf den Beginn der Konvektion in horizontalen Fliissigkeits-
schichten ist schon lange bekannt. Pellew und Southwell /20/ haben auf diesen
EinfluB hingewiesen und Zierep /33/ hat durch die vereinfachte Annahme von
"SLIP-FLOW" an den Rédndern die theoretischen Untersuchungen dieses Problems
begonnen, Davis /3/ hat fiir Behdlter mit rechteckiger Grundfldche erste aus-
fiihrliche theoretische Ergebnisse fiir den Beginn der Tnstabilitit geliefert.
Seine Ergebnisse beruhen auf der Annahme, daB alle Berandungen aus festem und
perfekt wdrmeleitendem Material bestehen, d.h. die durch Konvektion entste-
henden Geschwindigkeits— und Temperaturstérungen verschwinden dort. Dies be-
sagt, daR die lineare vertikale Temperaturverteilung im vorkonvektiven Zu-
stand auch nach dem Beginn der Instabilitdt erhalten bleibt. Er stellt dabei
fest, daR die Konvektionsstrémung in solchen Behdltern im stationfiren Zustand
zylinderfdrmige Walzen ausbildet, deren Achsen immer parallel zur kiirzeren
Rechteckseite verlaufen. Die kritische Rayleigh-Zahl ist bei sehr kleinen
Behidltern ein Vielfaches von Ra, fiir die unbegrenzte Fliissigkeitsschicht,
nidhert sich jedoch mit zunehmender Seitenlinge sehr rasch dem Wert von 1700,
wie Frick und Clever /5a/ gezeigt haben. Die Ergebnisse von Davis wurden in
weiteren Arbeiten von Segel /27/, Davies-Jones /4/ und von Catton /2/ ver-

vollstidndigt. Dabei wurde auch der Aspekt der nicht oder nur schlecht widrme-




leitenden Seitenwinde untersucht. Es wurde festgestellt, daR dies zu einer
Erniedrigung der kritischen Rayleigh-Zahlen fiihrt. Ausfiihrliche experimentel-

le Arbeiten liegen von Stork & Miiller /30/ vor.

Bei der Untersuchung der Konvektion in endlichen, rechteckigen Behdltern kann
man unterscheiden zwischen solchen, deren Ausdehnungen in alle drei Raumdi-
mensionen von derselben GroBenordnung sind, und anderen, bei denen eine der
horizonalen Ausdehnungen wesentlich kleiner ist als die beiden anderen Aus-
dehnungen. Diese Behdlter werden Hele-Shaw Zellen genannt, in Anlehnung an
Hele-Shaw /8/, der 1898 zwei planparallele Platten zur Visualisierung von
Stromlinien bei Strémungen um einfache Kd8rper benutzte. Die Strémung in Hele-
Shaw-Zellen ist dreidimensional, iiber die Spalttiefe d kann fiir die Geschwin-~-
digkeit in guter Niherung ein Poiseuille-Profil angenommen werden. Fiir den
Sonderfall, daR die zweite horizontale Ausdehnung kleiner als die Hdhe ist,
nennen wir die Anordnung einen Hele-Shaw-Spalt. Die beiden Geometrien sind in

Abb. 1 dargestellt.
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Abb. la: Hele-Shaw-Zelle (h< b) Abb. 1b: Hele-Shaw-Spalt (h> b)

Untersuchungen zur Konvektionsstrémung in Hele-Shaw-Zellen sind derzeit unter

zwel Gesichtspunkten von besonderem Interesse:

~ Der schmale, von unten beheizte Hele-Shaw Spalt stellt eine relativ einfa-
che und iibersichtliche Anordnung dar, an der sich Verinderungen der Stré-
mungsform uﬁtersuchen lassen. Man hofft, aus dem Studium der Abfolge ver-
schiedener Strémungsmuster auch Erkenntnisse iiber den {bergang zur Turbu-

lenz gewinnen zu konnen.




- Aufgrund einer formalen Analogie ist die Simulation von Strémungen in pord-
sen Stoffen durch eine Serie paralleler Hele-Shaw-Zellen mdglich (Kvern-
vold, Tyvand /6a/). Damit k&nnen anhand von Untersuchungen an Hele-Shaw-
Zellen eine Reihe von Transportvorgidngen simuliert werden, die z. B. bei
Ausbreitung von Schadstoffen in Grundwasserstrdmungen, Ausbeutung von 81-

lagerstidtten oder Nutzung geothermischer Energie von Bedeutung sind.

Bei Experimenten in Hele-Shaw Spalten konnten bigher eine Reihe verschiedener
stationdrer und instationirer Konvektionszustinde gefunden werden., Letztere
kénnen periodisch oszillierend oder von stochastischer Natur sein. Zu be-
stimmten Rayleigh-Zahlen kénnen zweil und mehr Strémungsformen vorliegen -
eine stationdre und eine bzw. mehrere oszillierende Formen. Bisher ist noch
nicht vollstidndig geklérf, welcher Mechanismus zur Instabilitdt der stationid-
ren Stromung fihrt. Horne und Caltagirone /9/ sowie Horne und 0'Sullivan /10,
11/ stiitzen sich auf eine von Howard /12/ begriindete Theorie. Danach ist die
Ursache der instationiren Stromungen eine Instabilitidt der thermischen Grenz-
schicht. Nach dem Modell von Howard klingt die Periodendauer T der durch
thermische Instabilit#t verursachten Oszillation in der Hele-Shaw-Zelle ty-
pisch proportional zu Ra~2 ab. Horne, Caltagirone und 0'Sullivan fanden aus
numerischen Berechnungen, die auf dem Darcy-Gesetz basieren, das Verhalten
Ra-3/2. Ihre Uberlegungen beruhen auf der modifizierten Vorstellung, daB sich
periodisch heiBe Fluidelemente ("hot-spots") aus der Grenzschicht an den
horizontalen Winden 18sen und in der Zirkulationsstrdmung der Zelle mitge-
fiihrt werden. Rabinovich /22/ neigt auch zu dieser Auffassung als Erklafung

fir den Charakter der Oszillationslewegung.

Neuere experimentelle Arbeiten liegen von Koster /14/, Koster und Miiller
/15/, Lyubimov, Putin und Chernatynskij /18/ sowie Putin und Tkacheva /21/
vor. Koster untersuchte von unten beheizte Hele-Shaw-Zellen unterschiedlicher
Geometrien und thermischer Randbedingungen. Als Arbeitsmedium wurde ein spe-
zielles Silicondl oder Wasser eingesetzt. Die Temperaturfelder in der Zelle
wurden mit einem Interferometer sichtbar gemacht. Koster fand heraus, daR
mehrere stationire Strémungsformen und daneben periodisch oszillierende
Stromungen bei ein und derselben Rayleigh-Zahl existieren kdnnen und daR fir
héhere Rayleigh-Zahlen Strdmungen mit stochastischem Charakter auftreten
kénnen. Putin und Tkacheva /21/ arbeiteten mit Zellen, deren Seitenwidnde aus

Plexiglas bestanden, und mit Wasser als Stromungsmedium. Sie machten die




Stromlinien mittels Aluminium~Flittern sichtbar. Fiir vergleichbare Geometrien

erhielten sie dhnliche Strémungsformen wie Koster.

Frick /5/ und Giinther /7/ haben Rechnungen durchgefiihrt, bei denen sie mit
verschiedenen numerischen Verfahren die Gleichungen der Thermofluidmechanik
lésten, welche die Strdmung im von unten beheizten Hele~-Shaw-Spalt beschrei-
ben. Diese Arbeiten folgten weitgehend den experimentellen Vorgaben von
Koster /14/. Der von Koster untersuchte Behdlter hat die Lidngenverhdltnisse
h:b:d = 3,5:1:0,16, Er besteht aus einem 3,2 mm starkem Kupferblechrahmen.
Der Behdlter mit, nach Definition, gut widrmeleitenden Randbedingungen, hat 12
mm dicke Glasscheiben als breite Seitenwidnde (Fenster). Gefiillt ist der Hele-
Shaw~Spalt mit Silicondl der Prandtl-Zahl Pr = 38,5. Die numerischen Ergeb-
nisse von Frick und von Giinther haben die experimentellen Beobachtungen be-
reits in wesentlichen Punkten nachvollziehen kdnnen , wobei u. a. die nume-
rische Simulation der kompleﬁen groBrdumigen Wirbelstrukturen in Abhdngigkeit
von der Intensitit der Beheizung der Schicht im Vordergrund stand. Es sind
jedoch noch einige Fragen offen geblieben, die nachfolgend formuliert sind
und die Gegenstand dieser Abhandlung sind. Es handelt sich dabei um folgende

Punkte:

1. Es ist die kritische Rayleigh-Zahl fiir den iJ/bergang von stationirer zu
instationdrer Stromung fiir den Fall adiabater seitlicher Spaltwédnde zu
bestimmen. Dabei ist durch eine Variation der Maschenweite des Differen-
zenverfahrens die Genauigkeit des Ergebnisses zu iiberpriifen.

2. Fiir verschiedene, wachsende {iberkritische Rayleigh-Zahlen sind alle mdg-
lichén instationiren Str8mungszustinde zu berechnen. Diese sind mit Hilfe
von Isothermen- und Stromlinienfeldern graphisch darzustellen und zu dis-
kutieren. Insbesondere soll die Entstehung lokaler Stromungswirbel in den
Temperaturgrenzschichten der beheizten bzw. gekiihlten Ridnder identifiziert
und ihre gegenseitige Wechselwirkung gekldrt werden.

3. Es ist zu untersuchen, in welcher Weise sich diese Ergebnisse dndern, wenn
im numerischen Verfahren die Navier-Stokes-Gleichungen fiir den Impuls-
transport in gesdttigten por6sen Materialien verwendet werden.

4, Es ist zu untersuchen, wie sich die Ergebnisse dndern, wenn adiabate

Spaltwidnde durch isotherme Winde ersetzt werden.




2. Problembeschreibung und L&sungsmethode

2.1 Grundgleichungen

2.1.1 Dreidimensionale Beschreibung

Das betrachtete Problem wird durch die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Im-

puls und Fnergie sowie die Rand- und Anfangsbedingungen vollstindig beschrie-

ben, Zur Vereinfachung werden folgende Annahmen getroffen:

- Das betrachtete Fluid sei ein inkompressibles Newton“sches Medium.

—- Die Boussinesq-Approximation gelte, d.h. alle Stoffwerte werden als kon-
stant betrachtet mit Ausnahme der Dichte im Auftriebsterm, hier wird eine

lineare Abhidgigkeit der Dichte p von der Temperatur angenommen.

TU+To
= - (T - = —L (2.1
PATY = oy (1= (T=T)), T, ===, )
mit einer mittleren Dichte Pm und einer mittleren Temperatur Tm, die in der
Mitte zwischen der oben vorgegebenen Temperatur T, und der unten vorgegebe-
nen Temperatur T, liegt, o ist der Wdmeausdehnungskoeffizient.

- Dissipation durch Reibung sowie Wirmestrahlung wird vernachlissigt.

Unter diesen Voraussetzungen lauten die Bilanzgleichungen wie folgt:

3
Impulsbilanz: %% + VeVv = yey2y - Vo + ag(T-Tm) ko (2.2a)
Energiebilanz: %% + VeVT = xV2T (2.2b)
Massenbilanz: W =0 (2.2¢)

Die bisher noch nicht definierten GroRBen haben folgende Bedeutung:

3 = (u,v,w) ist der Geschwindigkeitsvektor im zugrunde gelegten kartesi-
schen (x,y,z)-Koordinatensystem. Die Zuordnung der Geschwindigkeits-
komponenten zu den Koordinatenachsen ist in Abb. 2 dargestellt.

g = Gravitationskonsgtante

K = Temperaturleitzahl

\Y = kinematische Viskositidt

T = Temperatur

¢ = Druck pro mittlerer Dichte; in diese GroRe wurde der konstante Teil

der Gravitationskraft mitaufgenommen.
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Abb. 2: Geschwindigkeiten, Temperaturgradient und Erdschwere im

kartesischen Koordinatensystem

Der Laplace-Operator hat die Form:
o _ 972 32 92
v --é-}-{-z+—5;2~+-5—z—2- .
Die Abmessungen des Hele-Shaw-Spaltes werden durch die Ungleichungen

0¢xgb, 0Oy h, =d/h { z { d/2 beschrieben.

2.1.2 Vereinfachungen fiir die Spaltgeometrie

Wegen der geringen Spalttiefe der Hele-Shaw-Zelle (d/h << 1) kann die Bewe-
gung in z-Richtung vernachldssigt werden (w = 0). AuRerdem wird die z-Abhin-
gigkeit der Geschwindigkeitskomponenten u und v mit einem einfachen Ansatz
erfakBt und danach formal eliminiert. Dies geschieht durch die Annahme, daB
eine Poiseuille-Stromung zwischen den seitlichen Platten vorliegt. Deshalb
wird ein Produktansatz fiir u und v mit einer Parabelfunktion iiber die Spalt-

tiefe d in der folgenden Form gewidhlt:

U(X,YyZ,t) = U(x’y’t) £(z),
v(x,y,z,t) = V(X)Yyt) f(z); (2.38)
o,

w(x,y,z,t)
mit

£f(z) = a [l - (-%)2 zz]
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Abb, 3a: parabolisches Profil Abb. 3b: Geschwindigkeitskompo-

iiber die Spalttiefe nenten u und v in z-Richtung

Die in Abbildung 3a dargestellte Funktion f(z) ist so gewidhlt, daB sie an den

Stellen z = - d/2 und z = + d/2 null wird und das Integral
+d/2 ‘
i/a [ ' £(z) dz =1 '(2.3b)
-d/2

wird. Dies ergibt a = 3/2.

Mit dem Ansatz (2.3a) entfidllt die Impulsgleichung fiir die

Geschwindigkeitskomponente w. AuRerdem ergibt sich z. B.

32u . 32u , 3%u
Vu = a2 Y ayZ v 92 T v2[uGx,y,0)+£(2)] =

it

22y = 32U 2,
Gowz * gy B(2) + Ugz) =

1
Vi-U-f(z) - 12(3)2-U

2 2
2 _ 3%, 0
L axZ T ay? ”

mit der Abkiirzung V

Es tritt hier eine Aufspaltung des Reibungsterms u:Y2u in zwel Bestandteile
auf, wobei der erste die Reibung in x- und y-Richtung beinhaltgt, wihrend der
zweite Ausdruck Reibung in z-Richtung, verursacht durch das Haften der Fliis~
sigkeit an den Fenstern beschreibt. Man kann k = 1/12'd2 als Permeabilitit
auftassen, siehe z. B. Yih /32/, pp. 382-383. Nach einer spﬁter erfolgenden
Integration beziiglich z iiber die Spalttiefe verbleibt wegen (2.3b)




\)'f V2udz = ve V2.0 - —E-‘U .

Unter der zusdtzlichen Annahme einer konstanten Temperatur iiber die Spalt-
tiefe, d.h. T # T(z), 14Rt sich das Gleichungssystem wie folgt darstellen,

wobei wir wieder fiir die Geschwindigkeitskomponenten kleine Buchstaben ver-

wenden:
£ %E + £2(u %ﬁ + v %ﬁ = v-fViu - %-f'u - %% (2.4a)
£ %% + £2(u %% + v g% = v-fviv —.%-f°v - g% + ag(T-—Tm) (2.4b)
%% + £ (u %% + v %g) (2.4¢)
§§_+ %5 -0 . (2.4d)

Eine Mittelung durch Integration iiber die gesamte Spalttiefe und die Division
durch d eliminiert nun die z-Abhdungigkeit der Gleichungen. Es treten die

Integrale

+d/2

]
it

[ f(z)dz = 1 und
-d/2
+d/2

[ [£(2)]2dz = 1,2
~d/2 '

of—

Q] —

auf.

Damit erhalten die Tridgheitsterme in den Impulsgleichungen den konstanten
Vorfaktor 1,2. Dieser Wert unterscheidet sich nur sehr wenig vom Wert eins.
Deshaib wurde er im Rahmen der ansonsten zu erwartenden Approximationsfehler
in den Differenzengleichungen durch den Wert eins ersetzt. Die spiter be-
schriebenen Untersuchungen zeigen, daR die Triigheitsglieder bei dem hier
untersuchten physikalischen Problem vernachlidssigt werden kidnnen. Daher hat
diese etwa willkiirliche Anpassung an die Form der Beschreibung einer echt

zweldimensionale Strémung keinen EinfluR auf die erzielten Ergebnisse.

Unser Gleichungssystem lautet nun nach den bisherigen Annahmen und

Vereinfachungen:




,g% + u%% + v%% = vViu - g% - % ﬁ s (2.5a)
%% + u%% + v%% = vviv - %% - % v+ ga(T-T) , (2.5b)
% + “%2 + v%;_r’_ = «vir, (2.5c)
%§ . %g, - 0. (2.5d)

Durch die Tntegration sind mittlere Geschwindigkeiten iiber die gesamte Spalt-
tiefe - also auch an den Seitenw#dnden - eingefiihrt worden. Dies bewirkt, daR
neben den Newton“schen Reibungstermen.v-VfU und v~V§V, welche das Erfiil-

len der Haftbedingung an den schmalen festen Ridndern erlauben, zusdtzliche

Reibungsterme auftreten.

Es sind dies die Reibungsterme —-% U in (2.4a) und —E—V in (2.4b), die formal
gleich aussehen wie im Darcy~schen Gesetz fiir pordse Medien, mit einem Wert
von k = 1/12 d2c Aufgrund dieser formalen {jbereinstimmung kann eine Hele-
Shaw-Zelle, falls man die Newtonschen Reibungsglieder vernachliissigt, - was
in der vorliegenden Untersuchung nicht getan wird -, als portses Medium mit
der Permeabilitdt 1/12 d2 angesehen werden, und alle zweidimensionalen

VL6sungen der Strémung im pordsen Medium gelten auch fiir Hele-Shaw-Zellen.

Fiir den Druck fiihren entsprechende Uberlegungen zu der Aussage, daR er quer

iber den Spalt konstant bleibt,

Wdhlt man als Ldngeneinheit die Hohe h der Hele-Shaw-Zelle, als Einheit fiir
2,2

die Geschwindigkeiten k/h, als Einheit fiir die Zeit hz/K, und «k“/h” als

Einheit fiir ¢ , (T—To)/(Tu~To) als Finheit filr die Temperatur, so erhdlt man

das Gleichungssystem

2
du® % ou® # ou® ¥ Lo2.. % _ p../h * (2.6a)
¥ T W aF PV ¥ T T R Vprut - P Gn) w

# # 2
= = g 3 + ProVﬁov* - Pre (-llk—) V* + Pr'Ra'T*

CAMEPENR RS L A - (2.6b)
L™ axt ay




oT* oT* oT* *

ES = A Y 2-0e)
ut | av®

aF P ¥ T 0 (2.6d)

Die beiden dimensionslosen Kennzahlen Ra, Pr in diesen Gleichungen sind
definiert als ,
.'3.
Ra = 8h~-AT o, Y
veK K
Die Groke h2/k = 12 (h/2)? zeigt, daR das Verhdltnis B = h/d ebenfalls eine
dimensionslose, fiir das Problem typische GroRe ist. Daneben spielt noch das
Verhdltnis von Hohe zu Breite A = h/b eine Rolle, so daR das betrachtete
Problem insgesamt von den vier dimensionslosen KenngrtRen Ra, Pr, A = h/b und

B = I/d abhingt.

Flir die numecrische L&sung des Differentialgleichungssystems (2.5) ist eine
skalare Beziehung zur Berechnung des Druckes zweckmidRig. Durch eine partielle
Differentiation von Gl. (2.5a) nach x und von Gl. (2.5b) nach y fiithrt mit G1.

(2.5d) zu einer Poissongleichung fiir die GroRe ¢:

32¢ . 32 22u  _32(uv) 92y D 92D . 32D, v oT |
+ = - - - -— + - =D+go— . (2.7
axZ | ay? oxZ " Toxay 3y £tV Gzt ey T Dy - (27D
. ., ou 9v . "
D ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir o + 5;'. Diese GrdRe hat in den kon-~

tinulierlichen Gleichungen wegen (2.4c) immer den Wert Null. Tn den diskreti-
sierten Gleichungen ist diese Forderung nicht immer erfiillbar. Aus diesem

Grunde sind in (2.7) diese Terme mitaufgenommen worden.

Die Druckgleichung sowie die Bilanzgleichungen fiir Energie und Masse sind
zu losen. Dieses System partieller Differentialgleichungen mit den speziellen

Rand- und Anfangsbedingungen 16st das Program LEITH /7/.




2.2 Randbedingﬁngen

Zur vollstidndigen Bescﬁreibung des physikalischen Problems sind die Bedingun-
gen fiir Geschwindigkeit und Temperatur an den Begrenzungsflichen festzulegen.
Fiir die Geschwindigkeit muBR an festen Rindern die Haftbedingung erfiillt sein:
V=0 (2.8)
Dies ist fiir die groRkfldchigen Rdnder der Zelle durch die Form des Geschwin-

digkeitsansatzes (2.3) gewidhrleistet.

Fiir die Temperatur nimmt man gewShnlich die idealisierten Bedingungen adia-
bate, isotherme oder perfekt wirmeleitende Ridnder an. Tn der Anwendung liegen
die Verhdltnisse meist dazwischen. Die Tdealf#ille kdnnen im Experiment nur
anndhernd erreicht werden. In dieser Arbeit werden die schmalen Seitenwinde,
welche als Stege bezeichnet werden sollen, im allgemeinen als adiabat be-
trachtet, ebenso die groRflichigen, breiten Seitenwidnde, Tenster genannt, bis
auf eine Annahme, bei der sie als perfekt widrmeleitend angenommen werden. Die
obere und untere Berandung werden als isotherm vorausgesetzt, wobei der un-
tere Rand auf der hoheren Temperatur T, gehalten wird und der obere auf der

niedrigeren Temperatur Tye

Adiabater Rand bedeutet, daRB kein Wirmestrom durch ihn hindurch flieRt.

Mathematisch formuliert, heiBt das::
3T/om = 0 , (2.9)
n ist die Normalenrichtung zur Wand,

An perfekt wirmeleitenden Ridndern sind gewdhnlich die Temperaturen fixiert,
Fiir den am unteren Ende beheizten und am oberen Ende gekiihlten Spalt mit
ideal wirmeleitenden Seitenwidnden bedeutet dies, daB sich in den Seitenwinden
ein lineares Temperaturprofil einstellt. An den schmalen seitlichen Berandun-—
gen (Stegen) kann fiir die Gleichungen (2.4) eine beliebige Temperaturrandbe-
dingung vorgegeben werden, widhrend mit den Fenstern wegen der Annahme T #
T(z) in (2.4) kein Wirmeaustausch mSglich ist. Nachfolgend wird ein gegeniiber
(2.4) erweitertes Modell abgeleitet, bei dem die Temperatur eine parabolische
z-Abhdngigkeit hat, wobei die Temperatur auf dem Rand (Fenstern) festgehalten

ist. Es gilt dort also

T(x,y, + g,t) =T £. (2.10)

de
b - -
u * h (To Tu) - TB(Y)



Es liegt nun nahe, die Temperaturverteilung {iber den Spalt durch eine Kurve

zweiter Ordnung zu approximieren, d.h. die Temperatur in der Form
T(x,y,2z,t) = To(x,y,t) +z Ti(x,y,t) + z2T2(x,y,t) + O(z3)

darzustellen. Die Anpassung dieser Reihenentwicklung an die Randbedingung

ergibt die Beziehung

2
T(xy,2,8) = T + (22-5) T,0xy,t) + 0(z9) (2.11)

Anstelle der lokal maximalen Temperatur Tz(x,y,t) kann auch die iiber den

Spaltquerschnitt gemittelte Temperatur (Glieder der Ordnung ;3 vernachlissigt)

1 (2.12)

o d2
T(x,y,t) T4 T(X’,Yazyt)dz = TB(Y)_'E' Tz(x’y’t)

Nloa— Nl

eingefiihrt werden.,

Fihrt man nun T(x,y,z,t) in die dreidimensionalen Bilanzgleichungen fiir Tm-
puls und Energie ein, mittelt die Differentialgleichungen iiber den Spaltquer-
schnitt und ersetzt schlieRlich T,(x,y,t) durch T, so erh#lt man fiir den Fall

ideal leitender groRflidchiger Seitenwinde das System.

%+u%u+vé%u=vvzu—g—;%—{-u,

%Lt,"- u-é-a}—cv+v%v = vVEv-g%—%Vﬁga(f—To) s

g% + u§§f + v§§f = KV%E + %% K(TB"T) s | (2.13)
—g—;z-+-§—;' = 0,

Durch diese Vorgehensweise ist die thermische Wechselwirkung zwischen Fluid
und Seitenwédnden durch eine lineare Ankopplung mit einem Wdrmeilibertragungs-

koeffizienten (12/d2)K an das in der Seitenwand vorgegebene Temperaturprofil

erreicht.

Die mittlere Temperatur T ist nun an die entsprechenden thermischen Randbe-
dingungen der Spaltunter~ und Oberseite so wie der schmalen seitlichen Stege
anzupassen, Neben den Bedingungen an den Rindern des Konvektionsbereiches

miissen Anfangsbedingungen fiir alle u, v und T vorgegeben werden.
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2.3 Numerische Losung

2.3.1 Differenzenverfahren

Zur Losung aller Gleichungen wird ein Differenzenverfahren verwendet, d.h. die
Differentialquotienten werden durch Differenzenquotienten approximiert. Zu die-
sem Zweck wird iiber den betrachteten Bereich ein rechtwinkliges, dquidistan-—
tes Maschennetz mit M Stiitzpunkten in x-~Richtung und N Punkten in y-Richtung

(siche Abb. 4) gelegt. Dadurch sind die Maschenweiten Ax = (xR—xL)/M und
by = (y,-y,)/N festgelegt. ‘

y
N
YOJ
J
1.1
Yu Tevo qeee M
I
i |
X xR X

Abb. 4: Rechtwinkliges, dquidistantes Maschennetz

Als besonders geeignet erweist sich die Verwendung eines versetzten Maschen-
netzes ("staggered grid"), wobei diskrete Werte von Druck und Temperatur in
den Maschenmittelpunkten, die Geschwindigkeiten jeweils in den Mitten der
Maschenseiten angenommen werden, wie in Abbildung 5b dargestellt ist. Die
Ortliche Diskretisierung wird durch zwei Tndizes i und j festgelegt, diskrete
Zeitpunkte durch den oberen Index n. Die diskreten Zeitpunkte mit den oberen
Indizes n und n+l unterscheiden sich um die Zeitschrittweite A t. Mitten der

Maschenseiten werden durch Indizes i + 1/2 oder j + 1/2 gekennzeichnet.

Die einzelnen Differentialquotienten werden durch geeignete Differenzenquo-

tienten approximiert. Die Approximation der Gleichungen ist im Anhang zusam-

mengestellt.
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Abb. 5a: Koordinaten von Punkten Abb. 5b: Ortliche Diskretisierung

im staggered grid von T, p, u und v

2.3.2 Rechenprogramm LEITH

Zu den gegebenen GroBen u, v und T wird zu einem diskreten Zeitpunkt t in
allen Maschenpunkten der Druck zum Zeitpunkt t+At/2 durch die Lésung der
Druckgleichung bestimmt. Danach werden zundchst u und v und dann T fiir t + At
nach der Zwischenschrittmethode ("'fractional time-step") in drei Einzel-
schritten neu berechnet. Der erste Schritt berechnet den konvektiven Trans-
port in x-Richtung, der zweite den in y-Richtung und der dritte den viskosen
Anteil des Transportes (diffusiver Term) und sonstige noch vorhandene An-

teile,

Dic konvektiven Terme Qerden mit einem Ndherungsverfahren nach Leith /25/
berechnet. Zur L&sung der Druckgleichung wird der schnelle Ldser PWSCRT fiir
in Rechtecksgeometrien vorliegende Poissongleichungen /31/ benutzt. Zum An-
fangszeitpunkt t = O miissen u, v und T in allen Punkten vorgegeben sein. Die
Zeitschrittweite und die Anzahl der zu berechnenden Zeitschritte sind iiber

die Programmeingabe festgelegt.

2.3.3 Numerische Stabilitit

Da die Differentialquotienten durch Differenzenquotienten ersetzt werden,
treten Rundungs- und Abbruchfehler auf, die von Maschenpunkt zu Maschenpunkt
mit iibernommen werden. Soll die Ldsung der endlichen Differenzengleichungen
eine hinreichend genaue Ndherung der Ltsung der Differentialgleichungen erge-
ben, so miissen mehrere Bedingungen erfiillt sein. Zum einen muR die Diskreti-

sierung von Ort und Zeit geniigend fein sein (Konsistenz der numerischen




Approximation), zum anderen muB das angewandte Verfahren numerisch stabil
sein. Numerische Stabilitit liegt dann vor, wenn der Hdufungseffekt aller
Rundungsfehler fiir unendlich kleine Maschen- und Zeltschrittweiten vernach-
ldssigbar klein wird, d.h. die Differenz zwischen exakter Losung und Nidherung

gegen null konvergiert.

Im Programm LEITH ist die Stabilitdt der konvektiven Terme gesichert, wenn

fiir alle Punkte die Summe der Courantzahlen kleiner oder gleich eins ist:

cy + Cy < 1 mit
(2.14)
c, = |u] At/ax  und c, = |v| at/ay
Die StabilitHdtsbedingung fiir die diffusiven Terme lautet:
d* At/(ax2 + pz2) < 1/2, ‘ (2.15)

wobei die Diffusionskonstante d* in den Impulsgleichungen die kinematische
Zihigkeit und in der Energiegleichung die Temperaturleitzahl K darstellt.

AuRerdem miissen die Bedingungen fiir die Maschen~Reynolds-Zahl

und (2.106)

A
N

lu| ax/d¥ <

lv| ay/d* < 2 (2.17)

iA

erfiillt sein. Tm vorliegenden Anwendungsfall ist die Bedingung
2y 2 2.18
vAt/( x“+ y©) < 1/2 (2.18)
dominant. Sie bestimmt die Wahl von Maschen- und Zeitschrittweite.

2.3.4 Durchfiihrung der Rechenldufe

Wihrend eines Rechenlaufs werden die Maschen- und Zeitschrittweite, die
Geometrie, die physikalischen StoffgréBen o, v und k sowie die Randbe-
dingungen festgehalten. Variiert wird die Rayleigh-Zahl, was einer Verdn-

derung der Temperaturdifferenz zwischen Unter- und Oberseite entspricht.




Beim Start eines Rechenlaufs muB ein definierter Anfangszustand iiber die
Eingabe festgelegt sein. Der hier am hdufigsten gewdhlte Anfangszustand ist:
alle Geschwindigkeiten werden null gesetzt, ein lineares Temperaturprofil
liber die Hohe wird angenommen und eine punktfdrmige Temperaturstdrung wird,
z.B. im Punkt (5M/6, N/2) angebracht. Die Zeit Ffiir einen Rechenlauf ist fest
vorzugeben. Ist nach der gewiihlten Anzahl von Zeitschritten das System noch
nicht eingelaufen, d.h. ist noch kein stationidrer oder im zeltlichen Mittel
stationdrer Zustand erreicht, so wird ein neuer Lauf durchgefiihrt, als dessen
Anfangszustand der Endzustand des vorigen Laufes gew#dhlt wird. Dieser Vorgang
wird Restart genannt., Es erfolgen solange Restarts bei gleicher Rayleigh-
Zahl, bis sich ein angestrebter Str8mungszustand eingestellt hat. Der jewei-
lige stationiire bzw. im zeitlichen Mittel stationdren Zustand bei fester
Rayleigh-Zahl ist durch das Muster des Stromlinienfeldes (Anzahl und Form der
Wirbel), die Nusselt-Zahl und bei instationérer Konvektion zusidtzlich durch
die Periodendauer gekennzeichnet. Die Stromungsform eines stationdren oder im

zeitlichen Mittel stationdren Zustandes soll Mode genannt werden.

Mit diesem Fndzustand fiir eine Rayleigh-Zahl kann nun ein Restart bei einer
schwach ver#nderten Rayleigh-Zahl Ra + ARa erfolgen, was einer stetigen Tem-
peraturerhdhung nahekommt. Restarts bei dieser neuen Rayleigh-Zahl sind nun
wleder so hiufig zu wiederholen, bis das System erneut eingeschwungen ist.
Alle Aussagen in den nachfolgenden Abschnitten bezlehen sich auf eingeschwun-
gene Zustidnde. Einige Zustdnde bendtigen jedoch derart lange Rechenzeiten,
daR das Erreichen des eingeschwungenen Zustandes nicht immer abgewartet wer-
den kann. In diesem Fall wird der Rechenlauf abgebrochen, sobald am typischen
Verlauf der Nusselt-Zahlen iiber der Zeit erkannt werden kann, in welchen
Zustand das System hineinlduft. Da sich das System bei zeitabhingiger Rech-
nung der angestrebten L8sung in Form einer zeitlichen Schwingung nihert,
kénnen die fiir sie charakteristischen GrdRen Nusselt-Zahl und Periodendauer
durch Mittelung hdufig in guter Néherung bestimmt werden, selbst wenn lokal

die ZustandsgrdBen noch nicht den endgiiltigen Zustand erreicht haben.

Die tiberwiegende Zahl der Rechenliufe wurde mit 9 Maschen in x-Richtung, 33
Maschen in y-Richtung und einer Zeitschrittweise von At = l,5x10—4 s durchge-
fiihrt. Diese Parameterwerte dienten als Basis beim Vergleich mit Rechnungen,

bei denen Modellannahmen gedindert wurden.




2.3.5 Auswvertung der integralen GroRen

Jede KRonvektionsform hat eine fiir sie typische Wiarmeiibertragung. Sie wird
gewdhnlch durch die Musselt-Zahl charakterisiert. Die Nusselt-Zahl gibt die
Vermehrung des Wirmeiiberganges als Folge der Konvektion gegeniiber reiner
Wdarmeleitung an. Tm vorliegenden Fall wird der Gesamtwidrmestrom beil Konvek~
tion mit Hilfe cines Temperaturgradienten am Rande numerisch berechnet. Die-
ser wird, wie in Abh. 6 dargestellt, durch eine quadratische Approximation

der Temperatur iiber drei nichtiquidistante Stiitzpunkte flir jedes i berechnet:

N"iunten = (dT/dy)x=1%&x, y=0 / (AT/h)
Nuioben = dT/dy)y jupnx, y=n / (AT/M) . (2.19)
y
T~ T T
[
[
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Abb. 6: Bestimmung des Temperaturgradienten am Rande

Arithmetische Mittelung iiber jeweils alle Punkte eines Randes (i = 1, ..M)

liefert mittlere untere und obere Nusselt-Zahlen:

M
- i
NUynten = 1/M’Z]Nu unten °*
1=
M
_ i (2.20)
Nugpan = I/M ) Ny o

i=
Da sich bei den oszillierenden Strémungsformen die Nusselt-Zahl zeitlich
dndert, sich jedoch periodisch wiederholt, wird fiir Strémungen mit perodi-
schem Charakter eine zeitlich gemittelte Nusselt-7Zahl Nu angegeben. Zur exak-
ten Ermittlung von Nu wire eigentlich die Integration iiber eine Periode
erforderlich. Zur Darstellung der einzelnen Tendenzen soll jedoch hier die

grobe Niherung der arithmetischen Mittelung geniigen:




Nu = 1/2 (Nu‘max + Numin> . (2.21)

In diesem Zusammenhang wird die Periodendauver T zweckmdRBig wmit der Diffu-

sionszeit h2ﬁ< dimensionsios gemacht:

r*=g'}-r . (2.22)

Zur Charakterisierung der Stromungsformen werden die Geschwindigkeits- und
Temperaturfelder im Spalt zu festen Zeitpunkten grafisch dargestellt. Hierzu
werden die Stromiinien der Geschwindigkeiten bzw. die Hdhenlinien der Tempe-
ratur in gleichen, zeitlich aufeinanderfolgenden Abstidnden gezeichnet. Bei

den instationiren Stromungen gilt dies nur anndhernd.
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3. Ergebnisse, charakteristische Merkmale der Konvektionsstrdmungen

3.1 Adiabate Seitenwidnde

3.Ll Diskussion der verschiedenen StrOmungszustidnde (Moden)

Im folgenden sind noch einmal die GrdRen zusammengestellt, die in den be-
schriebenen Rechnungen fest gewdhlt sind. Die Prandlt-Zahl Pr hat einen fe-
sten Wert, Pr = 38.46, das Verhdltnis A Hohe zu Breite (A = h/b) hat den Wert
3,5, im Abschnitt 3.4 kommt der Wert A = 1,75 ausnahmsweise vor. Das Verhdlt-
nis b = h/d (Hohe zu Tiefe) liegt immer bei 23,3.

Fliir die Geschwindigkeit ist an allen Rdndern die Haftbedingung erfillt. Am
unteren Rand hat die Temperatur den Wert !, am oberen Rand den Wert 0. Die
schmalen séitlichen Berandungen (Stege) werden immer als adiabat vorausge-
setzt. Die groRfldchigen seitlichen Berandungen (Fenster) weden meist eben-
falls adiabat angenommen, in Abschnitt 3.2 wird vorausgesetzt, daR sie per-
fekt wdrmeleitend sind.

Der Ubergang von reiner Widrmeleitung zu Konvektion tritt bei Ra = l,OxlO6
auf. Erkennbar ist dies an der Abweichung der Isothermen vom waagerechten
Verlauf, Es stellt sich der stationdre Grundmode 1 ein. Er wird von einer
groBen Konvektionsrolle gebildet, die sich liber die gesamte Spaltgeometrie
erstreckt. Die Rolle kann nach links oder nach rechts orientiert sein (s.
Abb. 7), abhiingig von der Zirkulationsrichtung des Fluids. Welche Orientie-
rung sich einstellt, kann {iber die Anfangsbedingungen beeinfluBRt werden. Mode
! wird als inversionssymmetrisch bezeichnt, weil das Stromlinienfeld punkt-

symmetrisch zur Mitte des Spaltes ist.

Abb. 7a: Mode 1, stationidre Einfachrolle, Abb, 7b: Mode 1 mit umgekehrter
bei Ra=5,8x106. Geschwindigkeits— Orientierung

feld zu verschiedenen Zeiten.




e

Abb. 8: Mode 2, Diagonaloszillation bei Ra = 5,8x106.

Geschwindigkeitsfeld iliber etwa eine Periode.

Wird die Rayleigh-Zahl nun in kleinen Schritten ARa erhoht, so bleibt Mode 1
zundchst noch erhalten. Die Einfachrolle neigt sich jedoch immer mehr zu
einer Seite, bis sie bei Ra = 5,9x106 instabil wird. Es stellt sich sprungar-
tig Mode 2 ein, eine instationiire, jedoch sich zeitlich periodisch wiederho-
lende Strémung, die im weiteren als Diagonaloszillation bezeichnet werden
soll (Abb. 8). Sie ist charakterisiert durch eine groRe Diagonalrolle, die
nach je einer halben Periode nach links oder nach rechts geneigt ist. In den

Ecken befinden sich jeweils zwei kleinere Rollen.

Im vollstindig eingeschwungenen Zustand ist auch Mode 2 inversionssymme-
trisch. Zus#tzlich ist er im zeitlichen Mittel symmetrisch zur vertikalen
Mittelachse, d. h. das Stromlinienfeld nach einer halben Periode geht aus der
ersten Hidlfte durch Spiegelung an dieser Achse hervor. Bei weiterer Erhdhung
der Rayleigh-Zahl bleibt die Diagonaloszillation noch iiber einen groRen Be-
reich erhalten, wobeil die Periodendauer der Oszillation abnimmt. Das Verhal-

ten von Mode 2 bei welterer Erh8hung der Rayleigh-Zahl wurde nicht ermittelt.

It

7x10°,
5,9%x10°

Bei Erniedrigung der Rayleigh-Zahl, ausgehend von Mode 2 bei Ra

tritt ein Hysteresiseffekt auf, d. h. es stellt sich nun bei Ra
nicht wieder der stationdre Mode 1 ein. Mode 2 bleibt vielmehr bis zu einem
Wert der quleigh—Zahl Ra = 5,75x106 erhalten, bei dem dann - wiederum
sprungartig ~ eine andere Oszillationsform auftritt: Mode 3. Diese oszillie-

rende Stromung ist durch eine groRBe, unsymmetrische Rolle und eine kleinere,
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Abb. 9: Mode 3, Vertikaloszillation bei Ra = 5,8x10°,

Geschwindigkeitsfeld iiber etwa eine Periode.

die sich periodisch wechselnd in der linken oder rechten unteren Ecke befin-
det, pekennzeichnet (Abb. 9). Sie ist im zeitlichen Mittel symmetrisch zur

vertikalen Mittelachse und soll hier als Vertikaloszillation bezeichnet wer-
den. Bei erneuter Erhdhung der Rayleigh-Zahl bleibt dieser Mode erhalten; die

obere Grenze des stabilen Bereiches wurde nicht ermittelt.

Weitere FErniedrigung der Rayleigh-Zahl, nachdem sich Mode 3 eingestellt hatte,

Abb. 10: Mode 4, unsymmetrische Oszillation bei Ra = 5,8x106.

Geschwindigkeitsfeld iiber etwa eine Periode.
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fiihrt bei Ra = 5,1x106 sprungartig zu Mode 4. Es ist dies eine v6llig un-
symmetrische Oszillation, charakterisiert durch eine zelitweise auftretende
Rolle wie in Mode 3, die jedoch stets nach einer Seite orientiert ist.

(Abb.10).

Bei erneuter Erhdhung der Rayleigh-Zahl wird auch Mode 4 iiber einen nicht

ermittelten Bereich beibehalten.

Weitere Erniedrigung der Rayleigh-Zahl, ausgehend von Mode 4, fiilhrt bei Ra =
4,5x106 sprungartig zu Mode 5, charakterisiert durch zwei ilibereinanderliegen-
de Rollen, die periodisch wachsen und schrumpfen (Abb., 11). Wegen seiner

zeitlichen Symmetrie zur horizontalen Mittelachse soll Mode 5 als Horizontal-

oszillation bezeichnet werden.

@
=)

Abb. 11: Mode 5, Horilzontaloszillation bei Ra = 5,8X106.

Geschwindigkeitsfeld iiber etwa eine Periode.

Erneute Erhdhung der Rayleigh-Zahl behilt auch diesen Mode iiber einen nicht
ermittelten Bereich bei., Bei Erniedriung der Rayleigh-Zahl bleibt die
Horizontaloszillation bis zu Ra = 4,0x106 stabil, wo sich, wiederum
sprungartig, der stationdire Mode 1 einstellt. Damit ist der Ausgangszustand
der stationiren FEinfachrolle wieder erreicht, die Hystereseschleife also
geschlossen, Abb., 12 zeigt in einer Zusammenfassung nochmals schematisch die

Stabilitdtsbereiche der einzelnen Moden.

Im folgenden werden die unterschiedlichen L8sungstypen in gréBerer Aufldsung
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noch einmal vorgestellt. Abgebildet sind jeweils die Geschwindigkeits~ und
die Temperaturfelder. Bei transienten Strdmungen sind iibereinander darge-

stellte Stromlinien- und Isothermenfelder dem gleichen Zeitpunkt zugeordnet.

~ Ra 1076
Mode | 40 | 20 | 30 | 40 | &5 | 54 | 575 | 59 | 70

[l o : Pe— [l

|0 il 0
2 ARG S
3 RERO " [Ag
* | BppE | |Be
j gEEaE 7

Abb. 12: Schematische Darstellung der Stabilitdtsbereiche der verschiedenen

Losungstypen,
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Abb. 13: Mode 1. Geschwindigkeitsfelder (oben) und Temperaturfelder (unten)

fiir verschiedene Rayleigh-Zahlen,
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3.k2 Quantitative Merkmale der verschiedenen Moden

Jeder Mode besitzt eine fiir ihn typische Wdrmeiibertragung und damit einen
charakteristischen Verlauf der mittleren Nusselt-Zahlen bei Variation der
Rayleigh~Zahl. Das folgende Diagramm (Abb. 18) gibt fiir eine feste Rayleigh-

Zahl an, welche verschiedenen Zustinde langzeitig stabil sind.

& Mode
0 Mode
© Mode
o Mode
o Mode

vae

UV &~ W Ry -

HNORNCE
LERIEEE

—]

l L]
6 Ra.10°¢

Abb. 18: Verlauf der mittleren Nusselt-Zahlen iiber der Rayleigh-Zahl im
Grundversuch. Punkte sind numerische Ergebnisse, die Kurven sind

angepalit,

Wie aus Abb, 18 ersichtlich ist, zeigt Mode 1 die beste Wirmeiibertragung.
Dies ist einleuchtend, da die Zirkulation der stationfiren Einfachrolle {iber
die gesamte Breite der Zelle und in die volle Hohe bis weit an die horizonta-
len Berandungen heran wirksam ist, so daR viel Wirme aus den unteren Schich-
ten auf direktem Wege an den oberen Rand transportiert wird und umgekehrt
kalte Fliissigkeit bis weit nach unten gelangt. Da es sich um den stationiren
Fall handeit, dndert sich das Stromungsmuster - und somit die Bedingung fiir

den Wirmeaustausch - nicht. Die Nusselt-Zahlen aller oszillierenden Strémun-




gen liegen tiefer als bei Mode 1, da eine stidndige Umstrukturierung des
Stromungsmusters erfolgt und in Teilbereichen des Fluidkorpers die WHrmeiiber-

tragung 1n stdrkerem MaRe durch Wdmeleitung erfolgen muR.

Mode 4 hat zeitweise den Stromungscharakter von Mode 1 und ist daher zeit-—
weise dhnlich effektiv beziiglich der Wdrmeiibertragung wie der Grundmode 1., Er
hat die héchste mittlere Nusselt-Zahl der Oszillationen. Die nichstniedrigere
mittlere Nussel-Zahl besitzt Mode 5. Hier nehmen die Wirbel von der Breite
her immer den vollen Raum ein, es besteht jeweils immer nur eine Temperatur-
grenzschicht zwischen den beiden Wirbeln, in der die Wirmeilibertragung weitge-
hend nur durch Wirmeleitung erfolgt. Mode 2 fiihrt zu einer schlechteren Wir-
meiibertragung. Die groRe Rolle wird im Bereich der horizontalen beheizten
Rdnder immer durch zwei kleinere Wirbel eingeengt und weiterhin im Mittenbe-
reich der Zelle zu einem bestimmten Zeitpunkt eingeschniirt und zerteilt.
AuBerdem wird ein betrdchtlicher Teil der von den kleinen Rollen von der
horizontalen Berandung aufgenommenen bzw. abgegebenen Wirme rezirkuliert und
kann héchstens durch Wirmeleitung im Mittenbereich an das Fluid des groRen
Wirbels weitergegeben werden. Ahnliche Betrachtungen gelten auch fiir Mode 3,

der die niedrigsten mittleren Nusselt-Zahlen besitzt.

Diese Rangfolge im Betrag der mittleren Nusselt-Zahlen ist eng korreliert mit
der der maximalen Geschwindigkeitsbetrige der Moden. Integriert man diese
maximalen Geschwindigkeitsbetridge iiber jeweils eine Periode, so ergibt sich
bei konstanter Rayleigh-Zahl dieselbe Reihenfolge im Betrag, wie bei den
Nusselt-Zahlen. Dies wird aus Abb, 19 ersichtlich. ‘

Ein weiteres Charakteristikum der ozillierenden Strdmungen ist die Perioden-
dauer einer Schwingung. Nach einem Modell von Howard /9, 10, 12/'ist eine
typische Abhiingigkeit der Periodendauer von der Rayeigh-Zahl nach Beginn der
Oszillationen, welche nach der Vorstellung von Howard durch eine Instabilitit
der Temperaturgrenzschichten verursacht werden, durch die Beziehung

o
1

T ~ Ra®' mit n =z -2

fiir pordses Medium gegeben, Trdgt man die dimensionslose Periodendauer der
oszillierenden Moden des Grundversuchs iiber der Rayleigh-Zahl in einem dop-
pellogarithmischen T*—Ra—Diagramm auf (Abb. 20), so kdnnen Anfangssteigungen

zwischen -3 und -5 abgelesen werden. Ob die Ursache des Instabilwerdens der
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Abb. 19: Maximale Geschwindigkeitsbetrige der verschiedenen Moden iiber

Abb.

jeweils etwa eine Periode bei Ra = 5,8x106.
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stationdren Stromung in einer Instabilitidt der thermischen Grenzschicht
liegt, kann aufgrund dieses Ergebnisses nicht sicher geschlossen werden.
Aufgrund einfacher Dimensionsbetrachtungen und des Howard'schen Modell miikte

fiir den Hele~-Shaw Spalt die Beziehung Tt ~ Ra™2 gelten (vgl. Koster /14/).

3.2 Isotherme Seitenwinde

Koster fiihrte seine Experimente mit Glasscheiben durch, deren thermische
Ankopplung an das Fluid zwischen den beiden Idealfillen adiabater und perfekt
widrmeleitender Seitenwidnde liegt. Um diesen experimentellen Fall einzugren-
zen, soll nach dem adiabaten Fall nun ein anderer Extremfall, nimlich perfekt
wdrmeleitende breite Seitenwidnde (Fenster), untersucht werden, Die schmalen
Seitenwinde (Stege) sollen weiterhin adiabat und die Ober- und Unterseite des

Fluidvolumens isotherm sein.

Das in Abschnitt 2.2 zusammengestellte Gleichungssystem (2.13) wurde mit

einer Programmvariante geldst. Die wesentlichen Ergebnisse dieser Rechnungen

sind die folgenden:

- In einem Rayleigh-Zahlbereich, in dem bei adiabaten Seiten die vielfdltigen
Stromungsformen auftreten, liegt beil perfekt wirmeleitenden Fenstern noch
reine Wirmeleitung vor. Das Einsetzen der Konvektion liegt nun bei der

kritischen Rayleigh-Zahl Ra = 5,2x107.

= Der stationdre Mode 1 ist modifiziert (Abb. 21). Die parallel zur Spalththe
orientierte Einfachrolle des Grundversuches ist hier zu einer Seite ge-
neigt. Orientierung nach links oder nach rechts iét moglich (Abb. 22). Mit
steigender Rayleigh-Zahl nimmt die Neigung der Rolle zu, in den diagonal

gegeniiberliegenden Tcken bilden sich kleine Wirbel aus.




Abb. 21: Mode 1 bei perfekt wdrmeleitenden Fenstern fiir verschiedene

Rayleigh-Zahlen.

Abb. 22: Mode 1| mit umgekehrter Orientierung fiir verschiedene

Rayleigh-Zahlen.

- Mode 1 geht bei VergrdBerung der Rayleigh-Zahl bei Ra = 6,3x107 stetig in
Mode 2 {iber, der den Charakter Diagonaloszillation aufweist (Abbn. 23, 24).




Aufgrund der veridnderten thermischen Randbedingung ist jedoch das Tempera-
turprofil stark verdndert. Das Bereichsende der Diagonaloszillation konnte
bei der Wahl von 9 x 33 Maschen wegen zu geringer Aufldsung bei hiheren

Rayleigh-Zahlen nicht erfaRt werden. Abbildungen 23 und 24 zeigen fiir Ra =

6,4x107 und Ra = 6,8x107 die berechneten Strdmungen.
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- Die Modeﬁ 3, 4 und 5 des Grundversuches treten nicht wieder auf, auch nicht

in modifizierter Form.




- Die stationdre Doppelrolle, Mode 6, tritt bei groBen Spriingen in der Ray-

leigh-Zahl iiber einen weiten Bereich auf. Zwei Richtungsorientierungen sind

méglich (Abb. 25).

- Bei Ra = 5,65x107 geht Mode 6 sprunghaft (unstetig) in Mode 1 iiber.
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Abb. 25: Mode 6 (stationire Doppelrolle) bei verschiedene Rayleigh-Zahlen.

Abbildung 26 zeigt die Rayleigh-Zahl-abhiingigen Nusselt-Zahlen der nun auf-

tretenden Moden.

Mode 6 erweist sich als besonders stabil. Im Ubergangsbereich von Mode 1 zu
Mode 2 stellt sich Mode 6 auch fiir kleine Rayleigh-Zahlspriinge ein, so daR
die Moden 1 und 2 in diesem Bereich nur durch kleinste Variation der Ray-
leigh-Zahl (GrdRenordnung 104) erhalten werden kdnnen. Um dennoch einen
groBeren Rayleigh-Zahlbereich mit vertretbarem Aufwand iiberstreichen zu
kdnnen, wird das im folgenden beschriebene Verfahren angewandt. Mit einer
Programmvariante wird eine Zwangssymmetrisierung vorgenommen, die nur inver-
sionssymmetrische Losungen zul#Rt. Dadurch wird Mode 6 ausgeschlossen. Mit
dieser Variante kann nun ein grdRerer Rayleigh-Zahlsprung, ausgehend von Mode
l oder 2, vorgenommen werden, ohne sofort in Mode 6 zu springen. Mit der

Zwangssymmetrisierung wird bei der neuen Rayleigh-Zahl nun so lange weiterge-




rechnet, bis ein eingeschwungener Zustand von Mode 1 oder 2 erreicht ist. Nun
wird die Zwangssymmetrisierung wieder aufgehoben, die eingestellen, relativ

"schwach" stabilen Zustidnde bleiben erhalten.

2.2 - — -
@ reine Warmeleitung
8Mode 1 ()]
2.0
. OMode 2 @
Nu 18 ¢ Mode 6
1.6 -
1.4
1.2 -
1.0 T T T T T
5 6 7 Ra. 107 8

Abb. 26: Mittlere Nusselt-Zahl iiber der Rayleigh-Zahl.

Perfekt widrmeleitende Fenster.

Bei Mode 6 weichen auch im Falle perfekt widrmeleitender Fenster die oberen
und unteren Nusselt-Zahlen stark voneinander ab. Hier kann die Energieerhal-
tung dennoch gewihrleistet sein, da WdrmefluR {iber die Fenster nun zulissig

ist,

3.3 Zusammenfassung der Ergebnisse fiir adiabate und perfekt wirmeleitende

Seitenwidnde

Die zahlenmiRigen Resultate kdnnen wie folgt zusammengefaRt werden: Ein

Vergleich der Ergebnisse mit Experimenten (Tabelie 1) zeigt, daR die Ergeb-
nisse der idealen thermischen Randbedingungen, adiabat und perfekt wdrmelei-
tend, die experimentellen Ergebnisse eingrenzen. Die Ursache der scheinbaren
Diskrepanz zwischen Theorie und Experiment liegen also in der unterschiedli-
chen Beriicksichtigung der thermischen Wechselwirkung des Fluids mit den Fen-

stern,




Fiir den relativ kleinen untersuchten Bereich von Rayleigh-Zahlen, fiir den hier die

Diagonaloszillation untersucht wurde, ergab sich als typischer Exponent n in

der Relation 1 -~ Ra™ " fiir die dimensionslose Perlodendauer ™ ein Wert von 3.

Beginn der Beginn der Oszillation
Konvektion bei Erhthung von Ra

Rechnung, adiabate 1,0x109 - 5,9x10°

Stege und Fenster

Experiment, Stege und 2,78x107

Fenster aus Plexiglas

Experiment, Stege aus l,3x107 4,9x107

Kupfer, Fenster aus Glas

Rechnung, Stege adiabat und 5,2x107 6,31{107

Fenster perfekt widrme-

leitend

Tab. 1: Veigleich theoretisch und experimentell ermittelter kritischer
Rayleigh~Zahlen

Die Annahme adiabater Fenster und Stege unterschdtzt den EinfluR der Seiten.
Durch den WirmefluR liber die seitlichen Rinder wird die Strdmung geddmpft,

der Beginn der Konvektion zu hdheren Rayleigh-Zahlen hin verschoben.

Bei den dimensionslosen Periodendauern fiir beginnende Oszillation ist das
Ergebnis dhnlich. Auch hier werden die experimentell ermittelten Werte durch
die Rechnungen eingegrenzt. Wie aus Tabelle 2 ersichtlich, nimmt die Perio-

dendauer mit verbesserter Wirmeleitfidhigkeit der Winde ab. Diee hat Koster

/14/ experimentell bestdtigt.




dimensionslose

Periodendauer t*

Rechnung, adiabate 2,62x10_2

Stege und Fenster

Experiment, Stege aus 3,05)(10“3

Kupfer, Fenster aus Glas

Rechnung, Stege adiabat und ‘ 5,00)(10-'3

Fenster perfekt wirmeleitend

Tab., 2: Vergleich experimentell und theoretisch ermittelter dimensionsloser

Periodendauern fiir beginnende Oszillation

Wie diese Ergebnisse zeigen, iiberschidtzt die modellhafte Annahme perfekt
wdrmeleitender Fenster die thermische Wechselwirkung des Fluids mit der Be-
randung. Die Annahme adiabater Seiten hingegen ist eine starke Unterschidtzung
des thermischen Einflusses., Der Realzustand liegt dazwischen. Dies kénnte im
mathematischen Modell durch die Einfithrung eines Faktors vor dem WArmeiiber-

gangskoeffizienten beriicksichtigt werden.

3.4 Ursachen fiir das Einsetzen der instationdren Stromung

Es gibt mehrere Vorstellungen, die das Instabilwerden der stationdren

Stromung und das Auftreten von Oszillationen zu erkliiren versuchen. Das schon
zitierte Modell von Howard sieht die Ursache dafiir in einer Instabilitdt der
oberen und unteren Temperatur-Grenzschicht. Dem Modell von Howard liegen die

folgenden Vorstellungen zu Grunde:

Bei reiner Wirmeleitung liegt ein lineares Temperaturprofil iiber die Spalt-
hthe vor. Die einsetzende Konvektion verformt nun das lineare Temperatufpro—
fil zu einem S-Schlag-Profil mit steilen Gradienten in der Nihe der horizon-
talen Rinder und einem Plateauverhalten im Mittenbereich., Je stdrker die
Konvektion, desto steiler ist der Temperaturgradient in der Wandnihle und umso
mehr nimmt die Strdmung Grenzschichtcharakter an. In der Zirkulationsstrdmung
der Zelle werden heiRe Teilchen vom unteren Rand nach oben beférdert. Da im

Randbereich die Strémungsgeschwindigkeit gering ist, wird zur Aufrechterhal-
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tung dieses Zustandes durch Leitung aus dem Rand liber die Dicke der Grenz-
schicht WdArme zugefiihrt, Fiir die Temperatur-Grenzschicht an den horizontalen
Berandungen kann bei gegebenen Stoffdaten, Dicke der Grenzschicht und Tempe~
raturdifferenz die Frage der Stabilitdt gestellt werden. Es wird nun angenom-
men, daB die horizontale Temperaturgrenzschicht oberhalb einer mit der Grenz-
schichtdicke gebildeten kritischen Rayleighzahl mit dem Wert 103 nicht mehr
stabil sein kann. Diese Tnstabilitdt muR sich durch eine zeitliche Verdnde-
rung der Isothermen in Wandnihe bemerkbar machen. Eine charakteristische Zeit
kann nun berechnet werden, die notwendig ist, um das durch das Abstrdmen
heiRer Teilchen gestdrte Temperaturfeld wieder aufzubauen. Diese Zeit be-

stimmt moglicherweise die Periodendauer der Oszillationsbewegungen im Hele-

Shaw-Spalt.

Wenn diese Vorstellung iiber die Instabilitdt der thermischen Grenzschicht
richtig widre, so miiBte das instationidre AbflieRen heiBer Fluidteilchen aus
der Grenzschicht durch eine Welligkeit der Isothermen in der Grenzschicht
sichtbar sein. Koster konnte diese Welligkeiten in den Isothermen in einem
Plexiglasbehilter mit dem Geometrieverhiiltnis HBhe: Breite von 1,7 : 1,0
sichtbar machen. Deutlich waren periodisch wandernde Wellen sichtbar. Fiir
adiabate seitliche Beréndungen sollten nun unter Verwendung der vollstdndigen
Impulsgleichungen diese Welligkeiten der thermischen Grenzschicht auch im
numerischen Experiment gezeigt werden, und zwar fiir den Hele-Shaw-Spalt mit
dem H6hen~ zu Breitenverhi#ltnis 7:2., Untersucht wird die Diagonaloszillation
bei unterschiedichen Rayleigh-Zahlen mit einer sehr hohen 8rtlichen Diskreti-
sierung durch die Verwendung eines Maschennetzes mit 36 x 129 Maschen. Denn-
noch wurde eine Welligkeit der Isothermen nicht sichtbar. Es war jedoch eine
periodische Auf- und Abbewegung der Isothermen in der Niihe der Ecken zu be-
obachten. Dies deutet darauf hin, da bei dem schmalen Spalt der Effekt zu den

vertikalen seitlichen Rindern hin verschoben auftritt.

Ein Aufzeichnen der lokalen Temperatur— und Geschwindigkeitssignale in der
Ndhe der Eckpunkte macht eine zeitliche Korrelation der Temperaturschwankun-
gen sichtbar (Abb, 27a,b,c). Die Temperatursignale an allen vier Ecken sind
etwa gleich, d.h, sie enthalten dieselben Frequenzen, lediglich die H&hen der
Amplituden sind verschieden. Die Signale links unten und rechts oben, bzw.
rechts unten und links oben sind jeweils phasengleich, bedingt durch die

Inversionssymmetrie der Diagonaloszillation. Zwischen den Signalen unten und
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oben auf je einer Seite besteht eine Phasenverschiebung von einer halben

Periode.

Wenn der Grund fiir das Nichtauftreten der Temperaturwellen tatsdchlich eine
zu geringe horizontale Erstreckung des Spaltes widre, so miikte der Effekt bei
Verbreiterung der Zelle auftreten. Die Rechnungen wurden daher fiir eine Hele~-
Shaw-Zelle mit dem Hohen- zu Breitenverhiltnis 7:4, also der doppelten Breite
des urspriinglichen Spaltes wiederholt. Startwert war die auf die neue Geome-
trie umgerechnete Lésung der Diagonaloszillation aus dem Grundversuch. Wel-
ligkeiten in den Isothermen am oberen und unteren Rand sind nun deutlich
sichtbar (Abb, 28). Diese Phidnomene werden als eine Bestétigung der Vorstel-
lung aufgefaRt, daR die Ursache fiir den Beginn der Oszillation im Auftreten

einer Instabilitit der horizontalen thermischen Grenzschicht liegt.
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Abb. 27a: Lokale Temperatursignale iiber der Zeit in vier Eckpunkten.
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Abb. 27b: Lokale Geschwindigkeitssignale iiber der Zeit {n vier Eckpuunkten.
6 mit 18 x 65 Punkten.

Rechnung fiir Ra = 7,0x10

ESS 5

Abb. 27c: Zugehdriges Geschwindigkeits— und Temperaturfeld iiber eine Periode
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4, EinfluB der physikalischen Parameter

4.1 Tridgheitsterme in den Impulsgleichungen

Um herauszufinden, welche Terme des zu lidsenden Gleichungssystemes dominant
sind und welche vernachlidssigt werden kdnnen, werden verschiedene Rechnungen
durchgefiihrt. Dabei werden die Seitenwinde jeweils als adiabat‘angenommen.
Das Maschennetz 9 x 33 und die Standardzeitschrittwelite At werden verwendet.

Jeweils unterschiedliche Terme werden sodann in den einzelnen Liufen ver-

nachldssigt.

Im ersten Versuchslauf dieser Serie werden die Trigheitsterme in den Im-
pulsgleichungen gestrichen. NDas zu l8sende Gleichungssystem ohne die schon

zuvor formulierten Randbedingungen lautet in diesem Fall

%% - vVill— g%-— % u (4.1a)
_§§+ug§+vg_§= €v2 T (4.1c)
%4_2_; = 0. (4.1d)

Diese Gleichungen werden ebenfalls mit dem Rechenprogramm LEITH geldst. Zum
einen wird frither von einem Startwert aus durch langsame Variation der Ray-
leigh-Zahl hochgerechnet, zum anderen werden auch alte L&sungen der ur-
spriinglichen Rechnung unter EinschluR der Trdgheitsterme mit dieser Variante
neu gestartet und bis zum neuen eingeschwungenen Zustand weitergerechnet. Die
Ubergangs-Rayleigh~Zahlen Fiir die Spriinge zwischen den Moden wurden hier

nicht bestimmt. Folgende Ergebnisse konnten erarbeitet werden:

- Alle Konvektionsmoden kdnnen wiedergefunden werden. Es treten keine zu-

sdtzlichen Moden auf,
- Die Betridge der mittleren Nusselt-Zahlen weichen nur unwesentlich von denen

der urspriinglichen Situation fiir die einzelnen Moden ab. Abweichungen in

beide Richtungen treten auf (siehe Abb. 29).
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Abb. 29: Mittlere Nusselt-Zahl iiber der Rayleigh-Zahl. Vergleich der Grund-
rechnungen mit solchen mit Unterdriickung der Trigheitsterme in den

ITmpulsgleichungen,

Diese Ergebnisse zeigen, daB der EinfluR der Tridgheitsterme auf Strdmungsform
und WHrmeiibertragung unwesentlich ist. Das bedeutet, daR die Trigheitsglieder
in den Impulsgleichungen gestrichen werden kénnen, ohne den physikalischen

Sachverhalt der Ldsungen grundlegend zu veridndern. Diese Erkenntnis ist kei-
neswegs iiberraschend, da es iiblich ist, bei der numerischen Untersuchung von
Stromungen in pordsen Medien die Trédgheitsglieder in den Impulsgleichungen zu

vernachlissigen.

4.2 Newton“scher Reibungsterm

In den Impulsgleichungen wird der Reibungsterm, wie in Kapitel 2.1 be-

schrieben, in die Anteile "Newton“sche" und '"porsse" Reibung zerlegt. In
dieser Rechnung wird nun die Newton“sche Relbung null gesetzt, d.h. die An-
teile der Reibung der Fluidschichten untereinander beziiglich der Fldchen-
koordinaten x,y und an den Stegen wird vernachldssigt. Die neuen Gleichungen

lauten:
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Ju du Ju 93¢ v

3E+u3§+va—y=—'5§_'ﬁu’ (4.2a)
g%+u%+vg_§=-%-§v+ga(T-To), (4.2b)
%+u%+v%=wviT, (4.2¢)
g’%*%‘ 0. (4.2d)

Die Ergebnisse dieser Versuchsreihe:

=~ Nur die Moden 1 und 2 kdnnen wiedergefunden werden. Die nichtinversionssym-—

metrischen Moden 3,4 und 5 treten nicht wieder auf.

- Mode 1 bleibt bis zu hdheren Rayleigh-Zahlen erhalten als im Fall der
Rechnungen mit Berilcksichtigung der Newtén‘schen Reibungsterme. Der Beginn
der Oszillation bei langsamer Erhdhung der Rayleigh-Zahl liegt nun bei dem
héheren Wert Ra = 6,6x106 anstelle von Ra = 5,9x106 in der urspriinglichen

Rechnung.

- Mode | geht nicht sprungartig in Mode 2 iiber. Es findet vielmehr ein steti-
ger Ubergang zu Mode la, einer oszillierenden Einfachrolle, statt. Die
stationdre Einfachrolle beginnt bei Ra = 6,6x106 zu oszillieren, wobei
sich die Rolle an den breiten Seiten periodisch einschniirt. Dieser Sachver-
halt aus dem Geschwindigkeitsfeld ist in Abb. 30 ersichtlich. Das Bereichs-
ende von Mode la kann wegen der unzureichenden Aufl8sung fiir hohe Rayleigh-

Zahlen mit diesem Maschennetz nicht ermittelt werden.

- Mode 2 kann nur noch durch einen sehr groRen Sprung in der Rayleigh-Zahl
von Mode 1 aus oder durch Restart mit der Lésung des Modes 2 aus dem Grund-
versuch eingestellt werden. Die Grenzen des stabilen Existenzbereiches von

Mode 2 wurden nicht ermittelt,
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Abb. 31b: Mode 2 bei Ra = 7,Ox106 {iber etwa eine Periode.

s (NI
Reibung
Nu { ———~— mit

Abb., 32: Mittlere Nusselt-Zahl iiber der Rayleigh-Zahl. Vergleich zwischen den

Grundrechnungen und solchen bei Vernachldssigung der Newton™schen

Reibung.
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- Die mittleren Nusselt-Zahlen liegen wesentlich hdher als im Fall der ur-
spriinglichen Modellgleichungen (Abb. 32). Der Grund dafiir ist wahrschein-
lich das Fehlen der Haftbedingung an den Seitenstegen des SpaltgefiRes.
Dadurch werden hdhere Geschwindigkeiten erreicht, auRerdem kann dic
Stromung weiter in die Randzonen gelangen, wodurch ebenfalls der Widrmeaus-

tausch verbessert wird,

Diese Ergebnisse zeigen, daR der EinfluR der Newton>schen Reibung bei der
hier betrachteten schlanken Spaltgeometrie erheblich ist. Thre Unterdriickung

liefert stark verdnderte LOsungen.

4.3 Gleichungen nach dem Darcy-Gesetz

Unterdriickt man die Trdgheitsterme in den Impulsgleichungen und den Newton™~-
schen Reibungsanteil gleichzeitig, so erhdlt man die bekannten Darcy-

Gleichungen:

%%"’“%E“%“’ (4.3a)
T -pvrea-T) (4.3b)
gi +u %% + v %% = KVET s (4.3¢)
%*%‘y’- = 0. (4.3d)

Die mit diesen Gleichungen durchgefiihrten Rechnungen brachten folgende Ergeb-

nisse:

— Mode 1 und Mode 2 kénnen wiedergefunden werden, jedoch auch hier bei ho-

heren Rayleigh-Zahlen als im Grundversuch. Mode 2 ist richtungsorientiert

(siehe Abb. 33).

- Die Moden 3,4 und 5 treten nicht mehr auf.




- Der sprungartige Ubergang von Mode 1 zu Mode 2 wird auch hier durch den

kontinuierlichen Ubergang zur oszillierenden Einfachrolle abgelost. Mode la

ist dem aus Kapitel 4.2 #dhnlich (Abb. 34).

- Zusdtzlich tritt ein weiterer Mode auf, die stationiire Doppelrolle (Mode

6). Es handelt sich um zwei schlanke Rollen, die parallel der Lénge nach im
Spalt liegen (Abb. 35).

)

)
—

o D

i

SC

H

==

e

E= ees

P
/

Abb. 33: Mode 2 bei Ra = 6,0x106. Geschwindigkeitsfeld iiber Temperaturfeld.




Temperaturfeld.




Abb. 35: Mode 6 (stationfire Doppelrolle) flir verschiedene Rayleigh-Zahlen.

Zwei Richtungsorientierungen sind moglich.

Bei der stationiiren Doppelrolle weichen die Nusselt-Zahlen, die iiber den
unteren Rand gebildet werden, von denen iiber den oberen Rand bis zu Faktor 2
ab. Der Energieerhaltungssatz ist somit stark verletzt, da die Seiten adiabat
angenommen sind, liber sie also keine Wdrme zu—- oder abgefiihrt werden kann.
Die Ursache fiir diese Inkonsistenz liegt in dem Sachverhalt, daB das Dif-
ferenzverfahren nicht erhaltungstreu formuliert ist. Fiir diesen Mode ist

daher das Programm iiberfordert, dieser Effekt ist also numerischer und nicht

physikalischer Natur.

Der Existenzbereich der einzelnen Moden ist aus dem Nu-Ra-Diagramm (Abb. 36)

ersichtlich.

Wie nach den Einzelergebnissen bei einer Unterdriickung der Newton™schen Rei-
bung oder der Trdgheitsterme zu erwarten war, fiihrt die gleichzeitige Unter-
driickung beider Terme zu einer Verstdrkung der auftretenden Effekte. Die
vollstindigen Gleichungen (2.4) kdnnen bei der vorliegenden Geometrie nicht
durch die einfacheren Darcy-Gleichungen ersetzt werden, ohne die physikali-
schen Verhiltnisse grundlegend zu verdndern. Die modellhafte Beschreibung des
Experimentes von Koster unter Beriicksichtigung der Newton“schen Reibung er-
scheint dagegen realistisch, da dabei, wie im Experiment; eine Vielfalt von

Stromungsmustern auftritt.
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Abb. 36: Mittlere Nusselt-Zahl iiber der Rayleigh-Zahl. Vergleich der Versuche

mit Verwendung der vollstdndigen Gleichungen (Grundversuch) und der

Verwendung der Darcy-Gleichungen.

4.4 EinfluR schwach unsymmetrischer thermischer Randbedingungen

In seinen Experimenten hatte Koster gefunden, daR bei den Diagonaloszillatio-
nen in vielen Fidllen die etwa auf halber Hohe liegende Austauschzone nach
unten verschoben war. Dabei war es offen geblieben, ob diese Verschiebung
eine Folge nicht vollstidndig realisierbarer thermischer Randbedingungen oder
temperaturabhingiger Stoffwerte oder eine inhirente Eigenschaft der
gefundenen Strémungen sei. Um die erstgenannte Mdglichkeit zu iiberpriifen,
wurden Rechnungen analog zu den Untersuchungen in Abschnitt 3.2 durchgefiihre,
bei denen das an den Fenstern anliegende Temperaturprofil nicht linear,
sondern schwach parabolisch gewidhlt war bei ungeéinderten Werten der
Temperatur am unteren und oberen Rand. Die maximale Abweichung in halber Hohe
war so, daR man dort eine Temperatur von 0,48 ((T,+T }/2) hatte. Das Ergebnis
dieser Rechnungen kann folgendermaRen zusammengefaRt werden: Die Isothermen
werden nach ;nten hin stidrker ausgebeult, die sogenannte mittlere Austausch-
zone wird jedoch nur geringfiigig beeinfluBt, sie bleibt im zeitlichen Mittel
in halber H6he der untersuchten Zelle. Abb, 37 zeigt das Ergebnis einer ent-

sprechenden Rechnung fiir Ra = 6,4x107.
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Abb. 37: Diagonaloszillation mit gestdrtem linearen Temperaturprofil in den

Fenstern, Ra = 6,4x107.

5. FEinfluR der numerischen Parameter

5.1 EinfluR der Zeitschrittweite

Wie aus den diskretisierten Gleichungen in Kapitel 2.3 ersichtlich ist, sind
die Zeitschritte At und die Maschenweiten Ax und Ay numerische EinfluBgrolken.

Die Abhiingigkeit der Ergebnisse von diesen GroRBen mul untersucht werden.

Der EinfluR der gewdhlten Zeitschrittweite auf das Ergebnis ist von Be-
deutung, da fiir die Variation der Maschenweite zur Einhaltung der numerischen
Stabilitdtsbedingungen At zwangsldufig in geeigneter Weise mitvariiert wird,
sofern man bei groRen Maschenweiten nicht mit unndtig langen Rechenzeiten

arbeiten mdchte.

Die vollstidndigen Gleichungen (2.6) werden fiir den Fall adiabater Seitenwinde
mit einem Maschennetz von 9 x 33 Maschen geldst, wobei jedoch die Zeit-

schrittweite variiert wurde. Folgende Ergebnisse konnten erarbeitet werden:

- die ohne Variation der Zeitschrittweite gefundenen Strdomungsmuster bleiben
alle erhalten, d.h. sie kdnnen fiir variiertes At wiedergefunden werden.
- Verkleinerung der Zeitschrittweite fiihct zu hoheren Nusselt-Zahlen (siehe

Abb, 38).
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~ alle Ubergangs-Rayleigh-Zahlen werden zu kleineren Werten hin verschoben.
- es deutet sich in den Daten eine Konvergenz auf einen Grenzwert bei einer

Reduzierung der Zeitschrittweite an.

7
At/16 v AE/k
® = At/2
: /'\Af
6 _
> At/8 .
At=15-10"% s
| = Mode 1[])
oMode 2[(] S
L T T ] ] ] T T
b . 6 Ras 7

Abb. 38: Mittlere Nusselt-Zahl zweier Stromungsmuster iiber der Rayleigh-Zahl

fiir verschiedene Zeitschrittweiten. At entspricht dem in den Grund-

rechnungen,

5.2 EinfluR des Maschenweite

Will man den EinfluR der Maschenweite unabhiingig von dem der Zeitschrittweite
untersuchen, so sollte wegen der Stabilit#tsbedingungen das At des feinsten

Maschennetzes gewdhlt werden., Dies filhrt zu sehr hohen Rechenzeiten. Unter-

sucht wurde dieser EinfluR fiir die stationdire Einfachrolle (Mode 1) bei Ra
4,2x106. Die Verkleinerung der Maschenweite fiihrte zu niedrigeren Nusselt-
Zahlen (Abb. 39). Konvergenz scheint jedoch vorzuliegen, d. h. fiir sehr feine

Maschennetze streben die numerischen Daten filr die Nusselt-Zahl einem Grenz-

wert zu.
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Abb. 39: Mittlere Nusselt-Zahliiber der mittleren Maschenweite.

AT = (Ax + Ay)/2; Mode 1; Ra = 4,2x100,

5.3 Variation beider EinfluBgrdBen

Fiir das Maschennetz von 18x65 Maschen und der Zeitschrittweite At/4 wird ein
Versuchslauf wie fiir die Rechnungen in Kapitel 3.1 durchgefiihrt. Die Ergeb-

nisse sind:
- Sdmtliche Stromungsformen kdnnen wiedergefunden werden.

- Die Nusselt-Zahlen sind groRBer als bei der urspriinglichen Wahl der numeri-

schen Parameter (s. Abb. 40), jedoch niedriger als fiir den Fall mit 9x33
Maschen und A t/4.

Die kritische Rayleigh-Zahl fiir den Uibergang von Mode 1 zur Diagonaloszilla~
tion (Beginn der Oszillation) lag nun bei Ra = 5,3x106, also um 6x10° niedri-
ger als bei der ursgpriinglichen Rechnung. Von Mode 2 aus stellte sich sofort
die lNorizontaloszillation (Mode 5) ein und nicht Mode 3, da der Sprung in der
Rayleigh-Zahl sehr groR war. Beil kleinerer Variation der Rayleigh-Zahl
kénnten Mode 3 und Mode 4 auch auf diesem Wege erzeugt werden. Hier wurde
eine Interpolation der Ldsungen der Moden 3 und 4 aus den Grundrechnungen von
9x33 auf 18x65 Maschen vorgenommen und damit weitergerechnet. Die Moden blei-

ben erhalten. Der Ubergang von Mode 5 zum stationiiren Mode 1 zuriick erfolgte
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Abb, 40: Mittlere Nusselt-Zahl iiber der Rayleigh-Zahl. Vergleich des Grund-
versuchs (Abb, 18) mit dem Versuch mit 18x65 Maschen, At/4.

bei Ra = 3,7x106 gegeniiber Ra = 4,0x106 beim Grundversuch. Diese Schleife ist

in einem Nu-Ra-Diagramm in Abb. 41 dargestellt.

Wdhlt man nun die Maschen- und Zeitschrittweite so, daR jeweils der numeri-

sche Stabilitdtsparameter

At (5.1)

stab 1 =\).m

gleich groR ist, so zeigt die Kurve Nu nur iiber Am keinen monotonen Verlauf
mehr, wie in Abb. 42 zu erkennen ist, Dies war 2zu erwarten, da die separaten
Variationen der beiden EinfluBRgréBen zu gegenlidufigen Effekten fiihren. Eine
mogliche Erkldrung dafiir ist, dak der dominante Abbruchfehler des Differen~
zenverfahrens von der Ordnung Kﬁz/At ist. Dies hat zur Konsequenz, daR immer
weitere Verfeinerung von At und(Aﬁ nicht zwangsliufig zu immer besseren Er-
gebnissen fiihren miissen. Es ist vermutlich so, daR es ein optimales Wertepaar

(Am, At) gibt.
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Abb. 41: Mittlere Nusselt-Zahl iiber der

Versuch mit 18x65 Maschen.
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Abb. 42: Mittlere Nusselt-Zahl iiber mittlerer Maschenweite fiir
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6, Zusammenfassung

Experimente von Koster zur Naturkonvektion in schmalen Hele-Shaw-Zellen wur-
den mit einem bestehenden Rechenprogramm nachvollzogen. Die Uberpriifung der
Genauigkeit des Programmes in Abhingigkeit von numerischen Parametern und

physikalischen Annahmen fiihrte zu folgenden Ergebnissen:

Das Basismodell der Rechnungen, das einen konstanten Temperaturverlauf quer
zum Spalt voraussetzt und somit keinen Widrmeaustausch mit den Fenstern zu-
14Bt, ergibt eine Unterschdtzung der experimentell ermittelten kritischen
Rayleighzahlen (Einsetzen von Konvektion, Einsetzen von Oszillation) um etwa
den Faktor 10 und eine Uberschidtzung der ?eriodendauern um den Faktor 5. Eine
zusdtzlich erstellte Variante des Programmes, die in erster Niherung einen
Wirmeaustausch mit den Fenstern beriicksichtigt, liefert, im Gegensatz zum
Basismodell, eine Uberschitzung der kritischen Rayleighzahlen und kleinere
dimensionslose Periodendauern als die Experimente. Mit diesen beiden Modell-
annahmen werden die experimentellen Ergebnisse von Koster eingegrenzt. Da das
modifizierte Wirmeiibergangsmodell den tatsdchlichen Wdrmeaustausch mit den
Fenstern iberschitzt -~ es wird ein linearer Temperaturverlauf iiber die Hdohe
am Fensterrand und im Inneren ein parabolisches Temperaturprofil iliber die
Tiefe angenommen - darf man davon ausgehen, daR mit einem geeignet angepaBten
Wdrmeiibertragungskoeffizienten fiir den Wdrmeaustausch zwischen Fluid und Fen-
ster rechnerisch die experimentellen Ergebnisse von Koster auch quantitativ

nachvollzogen werden konnen.

Mit weiteren Rechnungen konnten Vorstellungen iiber Ursachen fiir das Instabil-
werden und Einsetzen instationdrer Strdmungen, die auf einem Modell von llo-
ward basieren, erhdrtet werden. Insgesamt bedarf jedoch dieser Fragenkreis

noch weiterer Untersuchungen.

Bei der Abschdtzung des Einflusses physikalischer Annahmen auf das verwendete
Rechenmodell ergibt sich, daR man die Trdgheitsglieder in den Impulsgleichun-
gen vernachlédssigen darf. Dagegen findet man, daB wegen der geringen Brelte
des Hele-Shaw-Spaltes die Newtonsche Reibung mit in Betracht gezogen werden
mull. Ein Reibungsmodell, das allein auf dem Reibungsverlustgesetz von Darcy
fiir Stromungen in pordsen Kdrpern beruht, liefert eine von den Experimenten

stark abweichende Phinomenologie. Beispielsweise findet man fiir eine solche




rein "por8se Reibung" keinen sprunghaften Ubergang von stationdirer zu oszil-

lierender Konvektion.

Die Abhdngigkeit der Rechenergebnisse von numerischen Parametern wie Feinheit
des Maschennetzes oder GroRBe der Zeitschrittweite, zeigt einerseits bei Ver-
feinerung der Aufldsung keine monotone Konvergenz in den Nusseltzahlen, ande-

‘rerseits bleiben die zu ein und derselben Rayleigh-Zahl gehérigen verschiede-

nen Stromungsformen im wesentlichen erhalten.




7. Anhang

7.1 Bezeichnungen

b Breite

h Hohe

d Tiefe

X, V,2 Koordinaten

XXy Yo Yy Koordinaten des Maschennetzes

M,N Anzabhl der Maschen in x- bzw. y-Richtung
Ax, Ay Maschenweite in x~ bzw. y-Richtung

Am arithmetisch gemittelte Maschenweite

: Normalenrichtung senkrecht zum Rand

v vektorielle Geschwindigkeit

u,v,w Geschwindigkeitskomponenten

u,v von z unabhidngige Geschwindigkeitskomponenten
P Druck

¢ Druck pro mittlere Dichte

T Temperatur

AT Temperaturdifferenz zwischen oberer und unterer Berandung
t Zeit

At Zeitschrittweite

g Erdbeschleunigung

k Einheitsvektor in Richtung der Schwerkraft
p Dichte

Pm mittlere Dichte

\Y kinematische Viskositét

o, Wirmeausdehnungskoeffizient

K Temperaturleitzahl

Ra Rayleigh-Zahl

Pr Prandt1-Zahl

Nu . Nusselt-Zahl

Nup o zelitlich minimale Nusselt-Zahl

Nu, zeitlich maximale Nusselt~Zahl

Nu zeltlich gemittelte Nusselt-Zahl

Stabl Stabilitdtsparameter

T, Temperatur an der Oberseite

T Temperatur an der Unterseite
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Periodendauer
dimensionslose Periodendauer
Differenz

partielles Differential
Laplace-Operator

zweidimensionaler Laplace-Operator
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7.2 Numerische Approximation des Gleichungssystems

Berechnung der Geschwindigkeiten zum Zeitschritt n+l.

Konvektive Anteile in x-Richtung:

Lot n 1 n At,, n n
. . = U, . == . L ooo=—)(U, 3 ,=1U, 1.)
Ul +—;—,J Ul +—;—,_‘] 2 (Ul +-21-,_] Ax)( 1+—2~,J 1=
1 n At .2, n n
ts (U 1, e =)y 3, w0t =200,
2 ( itg,] Ax) ( L+5,] i-7,] 1+§,J)
N T I Rt S Lt R S
1,] +—2- 1,] +-§- 2 (1,_] +-§- Ax)( i+1,] +7 1~1,] +—2—
1 At .2 n n
(U L1 (Y 1+ V [ - 2vy , 1
2( i, +5 Ax) ( i+1, ty i-1,j+5 1,J+2),
; 1, n n n
mi t S U 4 TP | S (RPN | S (RN | S N
1,] +—2" 4( 1+—2-,J+] 1+-2-,_] 1-—2',J+] 1—2,_']
Konvektive Anteile in y~Richtung:
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Druckgleichung:
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