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Transiente Dreiphasen Dreikomponenten Strdmung

Teil 1: Formulierung des Differentialgleichungssystems
Zusammenfassung

Ausgehend von den Erhaltungsgesetzen wurde die nichtkonservative Form eines
Systemsaus 18 quasilinearen partiellen Differentialgleichungen, die eine Drei-
phasen, Dreikomponenten Stromung beschreibt, entwickelt. Dabei wurde die Stro-
mung mit drei Geschwindigkeitsfeldern beschrieben. Jedes Stromungsfeld bestehet
aus einer inerten und einer nichtinerten Komponente. Vollstdndiges thermodynami-
sches und mechanisches Nichtgleichgewicht zwischen den Feldern wurde modelliert.
Es wurden die einfachst-moglichen Konzentrations- und Entropiegleichungen ohne
vereinfachende Annahmen erhalten. Dabei wurde die Definition der Machzahl, der
kritischen Massenstromdichte und damit die lokale Kritikalitdtsbedinqung erhal-

ten.

Transient Three-Phases Three-Component Flow

Part 1: Formulation of the System of Differential Equations
Abstract

Starting from the conservation prinziples a nonkonservative form of a system of
18 quasilinear partial differential equations describing the three-phase three-

component flow is obtained. The flow is described using the three-velocity field
approach. Each of the flow-fields consists of one inert and one noninert component.
Full thermodynamical and mechanical nonequilibrium between the fields is modelled.
The simplest possible concentration and entropy equations are obtained, without |
any simplifying assumptions. Also the definition of the Mach number, the criti-

cal mass flow rate, and the criticality condition for this physical system is ob-

tained.
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1. Einleitung

Viele Prozesse in unserer Umwelt sowie in der Technik stellen transiente Mehr-
phasen Mehrkomponenten Stromungen dar. Es sei erinnert an Umstromung von sich
bewegenden Objekten im Regen oder Schnee und umgekehrt, Druckwellenausbreitung
in regnender Atmosphdre, staubformige Industrieabfdlle in der Atmosphdre, Kon-
zentrationausbreitung der Borsdure in wassergekiihlten Kernreaktoren, Transport
von Korrosionsprodukten in technologischen Einrichtungen, Prozesse bei Unfdllen
in Kernreaktoren z.B. Brennstoffpartikeltransport durch Wasser- Wasserdampf-
Luftstromungen in den Kreisldufen als auch im Containment, Diffusion von Suspen-
sionen durch pordose Membranen (z.B. Gewebe) u.s.w. Mit der stdndig anwachsenden
Leistung der Computer bietet sich auch die Moglichkeit zur immer vollstdndige-
ren mathematischen Modellierung von Stromungen solcher Art. Dies bedeutet aber
nicht nur eine extensive Erweiterung derzeitiger Modellvorstellungen, sondern
auch das Suchen neuer Weqge zur einfachen Beschreibung komplizierter Stromungs-
strukturen. Ein solcher Versuch ist in der hier vorlegenden Studie unternommen

worden.

2.  Formulierung des Dgl.-Systems
2.1 Qualitative tigenschaften der zu beschreibenden Stromung

In diesem Abschnitt werden kurz die qualitativen Eigenschaften der zu beschrei-

benden Stromung erldutert.

Wir betrachten eine transiente (v), dreidimensionale (x,y,z) Stromung, flieBend
innerhalb eines porosen Mediums. Die Porositdt des Mediums (v in der Umgebung
eines Punktes (x,y,z)

V=, (%sys2)
wird als der Anteil von axdyaz, der von der Stromung durchflossen wird, defi-
niert. Die Durchldsigkeit in der Richtung x X; ist der Anteil der Fldche ayaz,
der von der Stromung durchflossen wird. Analog wird die Durchlissigkeit in den
restlichen Richtungen nyx% definiert.

Die Stromung besteht aus drei verschiedenen Phasen - Gas, Flissigkeit und feste




Phase. Die Gasphase besteht aus Dampf und nichtkondensierendem Gas. Die Fllssig-
keit und der Dampf sind aus dem gleichen chemischen Stoff. Die feste Phase ist
ein anderer chemischen Stoff. Phasenumwandlungen sind nur zwischen Fllissigkeit
und Dampf zu erwarten. Die nichtkondensierende Gaskomponente und die feste Phase
werden weiter als inerte Komponenten bezeichnet.

Die Stromung besteht aus drei Geschwindigkeitsfeldern. Das erste Feld besteht
nur aus Gas, das zweite aus Flissigkeit und festerPhase und das dritte besteht
auch aus Flissigkeit und fester Phase. Jedes der drei Felder besitzt eine Ge-
schwindigkeit, die sich von der Geschwindigkeit der anderen Felder unterscheidet
(Inhomogenitat).

Die drei Geschwindigkeitsfelder besitzen unterschiedliche Temperaturen (thermo-
dynamisches Nichtgleichgewicht), aber unterliegen dem gleichen Systemdruck.

Innerhalb jedes einzelnen Feldes henscht die gleiche Temperatur (thermisches
Gleichgewicht innerhalb des Feldes) und die gleiche trtliche Geschwindigkeit
sowoh] fiir die fliissige als auch flr die feste Phase (Homogenitdt oder mechani-
sches Gleichgewicht innerhalb des Feldes).

Flir die Gasphase ist der Dalton'sche Satz qiiltig. Die nichtkondensierende Kom-
ponente wird als ideales Gas betrachtet.

Die bis jetzt aufgezdhlten Eigenschaften der zu beschreibenden Stromung sind in
der Tabelle 1 zusammengefaBt. Tabelle 2 enthdlt die Erlduterung der weiter ver-
wendeten Indizes. Zu beachten ist, daB auch eine Massenzu- bzw. =-abfuhr von bzw.
nach aufBen beriicksichtigt wird. Die drei Feldgeschwindigkeiten der Quelle bzw.
der Senke miissen nicht unbedingt mit den Geschwindigkeiten der drei Felder iden-
tisch sein,

Mit anderen Worten,Gegenstand unserer weiteren Betrachtung ist eine
- transiente
- dreidimensionale

dreiphasen

dreikomponenten

nichthomogene (drei Geschwindigkeitsfelder)

]

Nichtgleichgewichtsstromung in einem




- pordsen Medium.

Tabelle 1

Geometrie

- drei dimensional
- poroses Medium

(X5¥,2)

(Porositdt ¥ , Durchldssigkeit ¥ ,¥ ,¥ )

X X

Gemisch

= transient
- drei Phasen
- drei Komponenten

drei Geschwindigkeitsfelder

()

(Gas, Flussigkeit, feste Phase)
(nichtkondensierendes Gas, Dampf-Flii-
ssigkeit, feste Phase)

(v

1-Gas® V2-(Fliissigtfest)’ '3-(Fliissigt
fest))
- thermodynamisches Nichtgleichgewicht (leGas’ TZ-(f1Ussig+fest)’ T3m(F1USSiq+
fest))
- gleicher Systemdruck (p)
Mggsghwindigkeitgfe]d -
- homogen (V1=GasﬂvDampffvn1chtkondensierend)

- thermisches Gleichgewicht

= fiir das Gasgemisch qilt der Satz
von Dalton

- die nichtkondensierende Gaskomponente
ist ein ideales Gas

DNy (friissigefest) ™ 2-Fliissig™" 2- fest/

[V3~(F1Ussig+fest):v3mf1Ussig:VBerst7

TDampsznichtkondensierend)

T

(Tl-GaS:

[TZ«(FTUssig+Fest)2T2wFTUssig= 2mFest7

[Ty (fissigrrest) T 3-Fliissia™ 3-est/
(szDmDamDF+annichtkondensierend)

PR Ty




Tabelle 2 Indizes

Geschwindigkeitsfeld

£ G Gas
= F flussig + fest (z.B. Film)
T flussig + fest (z.B. Tropfchen)

iy

LW N = | e
it

iN| inerte Komponente des Geschwindigkeitsfeldes

IN| 8 L nichtkondensierendes Gas im Gasgemisch (z.B. Luft als ein einziges
Gas betrachtet)

2N| 2 FB feste Phase B (z.B. Borsdure) im Geschwindigkeitsfeld 2 (F)

3N| = TB feste Phase B (z.B. Borsdure) im Geschwindigkeitsfeld 3 (T)

Fliussigkeit + Dampf

D Dampf
FF Fliissigkeit im Geschwindigkeitsfeld 2 (F)
TF Flissigkeit im Geschwindigkeitsfeld 3 (T)

Richtung der durch Stoffiibergang transportierten Masse zwischen zwei Geschwindig-

keitsfeldern
von zu
DF (GF) | D (G) | F Kondensation
DT (GT) | D (G) | T
FD(FG) | F D (6) Verdampfung
™ (TG) | T D (G)
FT F T Entrainment
TF T F Deposition
Richtung der Massenquellen bzw. Senken (A = AuBen, VAi#Vi)
von | zu von|zu von | zu von | zu
AL | AL LA |L |A |[AD|A |D |DA|D |A
AFB| A |FB |FBA| FB A |[AFF| A | FF | FFA| FF {A

ATB| A |TB |TBA| TB |A [ATF| A | TF [ TFA| TF |A

Richtung des Impulstransportes (W = Wand)

voni Zu von|zu

WG | W | G |G6T| 6 |T

WF W | F |GF| G |F
FT| F




2.2 Derzeitiger Stand

Die Aufgabe, mehrdimensionale Zweiphasenstromungen mathematisch zu simulieren,
wurde und wird von mehreren Autoren in verschiedenen Varianten behandelt. Das
Ziel dieses Abschnittes ist, kurz diese Entwicklung darzustellen. Dabei soll die
Frage beantwortet werden : ist ein anwendungsreifes theoretisches Modell, das
die Dreiphasen, Dreikomponenten Stromung beschreibt, vorhanden? An dieser Stelle
wird nicht die Problematik der konstitutiven Gleichungen sowie der numerischen
Integration diskutiert. Es ist nicht beabsichtiqt, eine Ubersicht der Entwick-
fungsprozeduren der Erhaltungssatze z.B. verschiedene Arten von Mittelung
u.s.w darzustellen (dazu sei der Leser auf weitere Literaturquellen z.B. /32-
47/ hingewiesen).Die zu den diskutierten Modellenzugehdrigen Dgl.-Systeme wur-
den im Anhang 1 zusammengestellt.

Die Entwiklung von Einphasen Modellen: Harlow-Amsden /2/ (1968), Hirt /3/ (1968),
Amsden-Harlow /4/ (SMAC 1970), Harlow - Amsden /5/ (1971), Kobayashi - Namatha-
me /18/ (1975) /bzw. Takeuchi /24/ (MULTIFLEX 1979)/, Coloutman u.a. /10/
(SOLA-ICE 1976), Sha u.a. /16/ (COMMIX-1 1979), Chen u.a. /26/ (BODYFIT-1FE 1980),
Hall /31/ (DUVAL 1982), Gay-Gloski /23/ (GFLOW 1983) u.a. waren eine Vorausset-
zung filir die Entstehung von mehrdimensionalen Zweiphasenstromungsmodellen,

Gleichgewichtsmodelle flir Einkomponenten-Stromungen wurden von Hall-Porsching
/27/ (DUVAL 1981, homogen), Vander Vorst - Stuhmiller /22/ (SWIRL 1981, nicht-
homogen, (r,z,¥)), Bottoni u.a. /17/ (COMMIX2-SM 1984) u.a. entwickelt.

Auf der Basis des Drift-Flux Modells (5 Gleichungen) wurden 1979 von Hirt u.a.

/12/ das ProgrammSOLA-DF und von Mossinger /28/ das Program DRIX-2D entwickelt.
Dabei wurde die Gasphase im Sdttigungszustand angenommen. Die Geschwindigkeits

differenz wurde durch eine zusdtzliche Differentialgleichung berechnet. Mdssin-
ger beriicksichtigte zusdtzlich die "turbulente Zdhigkeit".

1974 entwickelten Amsden und Harlow ihr erstes Modell KACHINA /6/ fiir eine
Stromung bestehend aus zwei Geschwindigkeitsfeldern., In jedem Feld wurden zwei
Komponenten ,Gas und Fliissigkeit,vorausgesetzt,und es wurde ein thermodynamisches
Nichtgleichgewicht zwischen den Feldernzugelassen. Eine Weiterentwicklung die-
ses Programs wurde 1976 von Rivard - Torrey /11/ (K-FIX) vertffentlicht. Dabei ist
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nur je eine Komponente der beiden Geschwindigkeitsfelder beriicksichtigt und

der Transport an der Phasentrennfldche implizit behandelt. In beiden Programmen
wurden separierte Impulsgleichungen verwendet. Die weitere Entwicklung dieser
Modelle stellen die Computer Programme TRAC-P1 Liles u.a. /19/ (1978) bzw. TRAC-
PD2 Liles u.a. /20/ (1981) und THERMIT-2 Kelly-Kao-Kazimi /21/ (1981) dar. Cha-
rakteristisch fiir diese Generation von drei Codes ist die Kopplung von Fluiddy-
namik und Strukturwdrme in der Spaltzone eines wassergekiihiten Kernreaktors.
Dabei wurde in THERMIT-2 der turbulente rdumliche Transport, zum Unterschied

von TRAC, mitberiicksichtigt. Alle bis jetzt diskutierten Modelle sind fiir Ein-
komponenten Systeme.Eine Weiterentwicklung dieser Code-Familie wurde (1980)
durch Thurgood u.a. /29/ - COBRA-TF berichtet. Es wurde ein drittes Geschwindig-
keitsfeld eingefiihrt,um die Struktur der Stromung besser zu beschreiben. Dabei
wurde thermisches Gleichgewicht zwischen den zwei Flissigkeitsfeldern angeno-
mmen. Das Programm wurde als dreidimensionaler Modul von TRAC -PD2 (COBRA/TRAC)
verwendet. Eine weitere Vervollkommnung des Modells von COBRA-TF wurde durch
Beriicksichtigung der nichtkondensierbaren Gaskomponente /30/ in COBRA-NC (1984)
durchgefiihrt, wobei turbulente Diffusion und Wérmeleitung in den drei Geschwin-
digkeitsfeldemberiicksichtigt wurde.

Fiinf Geschwindigkeitsfelder wurden von Senglaub u.a. /25/ in einem stark verein-
fachten (ohne Impulsgleichungen, inkompressibel) Driftfluxmodell (CONTAIN 1982)
verwendet.

Kolev /50-58/ (1977-1984) stellte eine Familie von Stromungsmodellen auf, wobei
im Gasfeld eine nichtkondensierende Komponente beriicksichtigt wurde. Zwei- bzw.
Dreikomponentensysteme wurden mit bis zu drei bzw. zwei Geschwindigkeitsfeldern
behandelt.

Aus dem oben dargesteliten folgt: Es existiert zur Zeit kein anwendungsreifes
dreidimensionales Modell einer Dreiphasen, Dreikomponenten Stromung (im Sinne
von Kap.2.1) , beschrieben durch drei Geschwindigkeitsfelder.

Ein Kennzeichen aller Modelle /12,28,6,11,19,20/ ist die Verwendung der Massen-
und Energiegleichungen in konservativer Form, und Vernachldssigung der Leistung
einer Reihe von Kraften in der Energiegleichung, die in der Impulsgleichung exi-
stieren. Im folgenden wird gezeigt, daB eben die Beriicksichtigung dieser Glieder
zur wesentlichen Vereinfachung der Energiegleichungen (Entropieform) fihrt.
Damit wird die erhaltene Darstellung viel einfacher eben bei Beriicksichtigung
mehrerer physikalischer Effekte.




2.3 Einflihrung

Die Beschreibung der Mehrphasen- Mehrkomponentenstromungen ist relativ kompli-
ziert. Um das Verstdndnis des weiter dargestellten Stoffes zu erleichtern, wird
als Einfiihrung die Herleitung des Differentialgleichunassystems, das eine homo-
gene Stromung beschreibt, angegeben. Nicht weil diese Herleitung unbekannt ist,
sondern weil die Grundgedanken bei der Entwicklung insbesondere der einfachsten
Form (mit der Entropiegleichung anstatt der Energiegleichung) auch fiir Mehrpha-
sen- Mehrkomponentenstronungen die gleichen sind.

Im Koordinatensystem (x,y,z) flieBt ein homogenes Medium. In einem beliebigen
Punkt (x,y,z) besitzt dieses Medium eine Geschwindigkeit V mit drei Komponenten
(usv,w) in den drei Richtungen (x,y,z). Wir abstrahieren von der in Abb.2.3.1
dargestellten Stromung ein infinitesimales Kontrollvolumen so, daB seine Abmess-
ungen (ax,ay,Az) viel groBer als die molekulare freie Wegldnge des Fluids sind.
Die Anderung der Masse gaxayaz innerhalb (axayaz) mit der Zeit wird nur durch
die Differenz der ein- bzw. ausflieBenden Massenstrome in den drei Richtungen

verursacht: W V

AZ Abb.2.3.1

%u(gaxuyaz QUAMAZ)X+AX/2 (Q“AyAz)x—Ax/Z

+(qvaxaz) qvaxaz)

yray/2”¢ y-ay/?2

+(9wayAx)Z+AZ/2-(gway4x)2_62/2 =0
Die Bilanz kann pro Volumeneinheit der Stromung geschrieben werden d.h. dividiert
durch axdyaz. Wenn wir gleichzeitig den Grenzilibergang limaxaydz» O durchfiihren,
erhalten wir die Massenerhaltungsgieichung der Stromung in kartesischen Koordina-
ten
2,8 (quyrd-(gnsdo(gu=0  (Ba(qu)=0)

y 52 ot

Weiter verwenden wir das Prinzip der Erhaltung des Impulses der Stromung. Der Im-
puls gV pro Volumeneinheit der Stromung ist eine Vektorgrofe mit drei Komponenten
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(Qu,qv,qw) in den drei Richtungen (x,y,z). Deswegen erfolgt die Bilanzierung fir
jede Richtung. Analog wie beim Massenerhaltungsprinzip ist hier die zeitliche
Anderung der Impulskomponente in Richtung x quaxayaz von den in den drei Rich-
tungen ein- bzw. ausflieBenden Massenstromenund damit verbundenen Impulsstrdmen
beeinfluBt. Dazu kommt die Kraft, die durch die Druckdifferenz in Richtung (x)
entsteht, die x-Komponente der Schwerkraft und die x-Komponente der Reibungskraft

fx.

%;(quaxAyAz)+/(quayAz)u]x+Ax/2—/KQUAyA2)q]x_Ax/z

+[va424x)q]y+Ay/2~[(gvazax)q7y_éy/2

+[XQWAxAy)q7Z+AZ/2-[(QWAXAy)u]Z_AZ/2
+(MZM’)xux/2-(‘3'12'&3/)x-¢\x/2
+9AXAyAng+AxAyAZfX=0
Wir dividieren wiederum durch Axayaz und filhren den Grenziibergang 1imaxaysz+ 0

durch. Damit erhalten wir die sogenannte konservative Form der Impulsgleichung
in x=-Richtung

() ) 8 3 3
5}(9U)+a§(gu.U)+5y(gv.u)+6E(9w.u)+5£+qu+fx=0
Die nichtkonservative Form erhd1t man nach einer Differenzierung

“{g%+g;(QU)+gy(9V)+g;(9W17+9(g¥+ug%+Vg£+Wg§)+g£+99x+fx=0

=0
Durch Vergleich mit der Kontinuitdtsgleichung sieht man, daB der Ausdruck in der
eckigen Klammern gleich Mull dist. Damit erhalten wir die x-Komponente der nicht-

konservativen Impulsgleichung. Analog werden auch die restlichen y,z-Komponenten
erhalten:

%u, Bu, 8u Odu, d
q(6%+ua§+v5§+wag)+6§+ggx+fx=o

dv, dv, dv, dv,,d _
Q ( a—,-t.+u6;('rVaﬁy+w§; )+6€+qu+1:¥—0

Ow, Ow,  Ow,  Ow, 0 _
9(5?'u5§+V6§'W6§)'6g+992+fz’0

Die Energiegleichung gewinnt man, in dem man die zeitliche Anderung der totalen
Stromungsenergie 9E=g[é+%(u2+v2+w2)7axayaz mit der konvektiven Energiednderuna,
verursacht durch die ein- bzw. ausflieflenden Massenstrome, bilanziert. Dazu kommt
die vom Druck verursachte Leistungsdnderung (paysaz.u, paxaz.v, paxay.w) in den
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drei Richtungen, die Leistung der Schwerkraft, der Reibungskraft und die von
auBen in die Stromung zugefiihrte Wdrmeleistung §"axayaz

g}(QEAXAyAZ)+(quayAz.E) (Quayaz.E)

x+ax/ 2" X=-aX/2

+(qvazax.E)y+Ay/2-(qVAZAX-E)y_Ay/z

+(Qwaxay.E) (Qwaxay.E)

7+42/2" 2-82/2

+(pAyAZ.u)x+AX/2'(pAyAZ'u)x-Ax/2

+(paxaz.v) DAXAZ. V)

y+ay/ 27 y-ay/2

+(pAXsy . W) PAXAY . W)

Z+AZ/2—( 2-42/2

+AXAyAZ(fxu+f v+fzw)+Axayazg(gxu+gyv+gzw)=4xayAza“

y
Wir dividieren wiederum durch axayaz und fiihren den Grenziibergang 1imaxayaz->0

durch:

Sloresl it Gl oureroBat i)
4]

a&iqv[é+%(u2+v2+w2)/}
giiqw[e+%(u2+v2+w2)]}

3 (PU)+3 (V) +3 () +(F, 49, k(403 Jv+(f 490, u=i”

Unter Beriicksichtigung des Zusammenhanges

h=e+p/q
erhdlt man
g%(Qh)+g}(9u.h)+gp(9v.h)+gi(gw.h)—gg+
2,2, 2 2,.2.2 2,.2,.2 2 2 2

+(fx+ggx)u+(fy+ggy)v+(fz+ggz)w=¢"
Nach einer geeigneten Differenzierung und dem Vergleich mit der Massengleichung
erhdlt man die sogenannte nichtkonservative Form der Energiegleichung

2,.,2,.72
(h+g“i%"iﬂ‘)/g%*g;(QU)+g§(QV)+g}(QW)]+9(g2+U%2+Vg$+ng)'g%

=0

0
+u[q(g¥+us§+vg§+wgg)+fx+qu]+v[§(g¥+ug¥+vg§+wg¥)+fy+9gy7

3 2
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+w/q( g¥+ug¥+vg¥+wgg)+fz+ggz]=&"

%

Ein weiterer Vergleich mit den Impulsgleichungen liefert die duBerst einfache

Form der Energiegleichung:

oy "0z
Unter der Beriicksichtigung der Gibbs'sche Definition der Entropie
Tds=dh-dp/q
erhalten wir die Entropiegleichung der Stromung

ds ds
6=+uax+Va-5/+W6-i (!;-T

Damit 1dBt sich wiederum die Massengleichung durch die Zustandsgleichung
dp,d
dq=;§+a—2ds (2.3.1)

q(%2+ugb+vgg+wgh 6P+uap+v§p+wgp) ="

weiter vereinfachen. Damit erhalten wir die endgliltige Form des Systems:
ap 2 8u, dv Gw 209 "
+u69+v6£+w69+9a 6&+6}+5E =-a 59 qT

du, 0u au 10
6?+u6x+vaz+w82 95p ~9,-F,/9
dv, dv_ Ov,  dv 10
6‘+u6§+V6}+W52 93y -g - /g

g¥+ug¥+v%¥+wgg %62 -9,~f,/q (2.3.2)

0s, 0s Bs
+u6§+V6*+W62 gT

Angenommen ist die homogene Stromung einer Gleichgewichtszweiphasenstromung. Das
System bleibt ungedndert, wobei die folgenden Gleichungen fiir die substantiellen
Ableitungen zu verwenden sind

-2 o« ,1-d  v'-v! ds s'

= g dQ" +(1-d ] 2.3.3
a qgguauz 9'6'2 S [ 9 )9 § ( )
(53)p7-g e (2.0

Dieses quasilineare hyperbolische Differentialgleichungssystem stellt die ein-
fachste mathematische Beschreibung der homogenen Stromung dar.

Fassen wir die wichtigstenSchritte dieses Abschnittes zusammen:
- Aufstellung der Massen-,Impuls- und Energiegleichung in konservativer Form;
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- Nach einer geeigneten Differenzierung der Impuls- und Energiegleichung und
dem Vergleich mit der Massenerhaltungsqleichung Gewinnung der nichtkonservati-
ven Form der Impuls- und Energiegleichunqgen;

- Nach einer geeigneten Differenzierung der Energiegleichung, Vergleich mit der
Impulsgleichung und Verwenden der Entropiedefinitionsqgleichung Gewinnung der
Entropiegleichung;

- Nach einer geeigneten Differenzierung der Massengleichung unter Verwendung
der Zustandsgleichung g=q(p,s) in Differentialform und Vergleich mit der
Entropiegleichung Vereinfachung der Massengleichung.

Genau dieselben Schritte werden in den nachsten Kapiteln bei der Aufstellung

des allgemeinen Modells einer Dreiphasen- Dreikomponenten- Stromung durchgefiihrt.
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2.4 Einige Definitionen

Die Auswahl des Vektors der abhdngigen Variablen, die die Stromung beschreiben,
kann die mathematische Darstellung sehr einfach, aber auch sehr kompliziert ma-
chen., Da das physikalische System relativ kompliziert ist, sind wir bemiiht, die
einfachste mathematische Beschreibung zu erhalten ohne Verlust an physikalischer
Information. Dazu ist folgender Vektor geeignet:

T_ = _

U ‘[k.iNaS.isv.i"(u.iav.i’wi),d.i ,PJ (2.4.1)
i=1,2,3 i=1,3

Fiir die Summe der Volumenanteile jedem Geschwindigkeitsfeld giit:

d1+d2+d3zl (2.4.2)

ddl; +dd,+doy=0 (2.4.3)

Nur die Geschwindigkeiten der drei Felder sind Vektoren Vi mit den Komponenten
in der drei Richtungen (x,y,z) (ui,vi,wi).

X?N stellt die Massenkonzentration der inerten Komponenten iN innerhalb des
Feldes i dar

s o
NSiN .
NI LLALL S (2.4.4
i d9, i )
Da fiir die Gasphase der Satz von Dalton gilt, d.h.
dyy=0y

vereinfacht sich die Definition fir XYN zZu

A QL
kg - %
= s E——:x ) 2.4.5

wobei
36799 (2.4.6)
ist.
Fiir die Massenkonzentration der festen Phase haben wir
R | e (2.4.7)
2NFB - de9r 1/ Qpg=1/gpg s
Xzt s 191V 9re (2.4.8)
3N TB dTQT I/QTB-I/QTF

Dabei sind die Dichten des Gemisches g, 5 (gr ;) Wie folgt definiert




- 13 -

9,59¢=(drp9rp+arr9pr)/ dr (2.4.9)
93797~ (drgrg*dredre )/ dy (2.4.10)
oder
1-x;

2 FB —L (2.4.11)
O s OFr

Xro 1=XT
1.8~ 718 (2.4.12)
% 3 O
Wenn man die Massenkonzentration der festen Phase, die Dichten der beiden Kompo-
nenten und den Volumenanteil des Feldes kennt, 1dRt sich der Volumenanteil

der feste Phase leicht berechnen zu

1 3 91 .
d1N d] 1N91N s 1=2,3 (2.4.13)

Wir sehen, eine Anderung von XjN im Bereich()sx:Nsil hat eine Anderung von
diN im Bereich Oé_dwé d1. zur Folge.

2.5 Die Zustandsqgleichungen

Die Zustandsgleichungen werden in der Form
9= (Py5sX;) (2.5.1)

verwendet. Die Differentialform der Zustandsqleichungen ist

dg1 —g+6u-ds +-8— (2.5.2)

X5
Die Her1e1tung der Zustandsqleichungen ist im Anhang 2 angegeben. Tabelle 3
enthdlt nur die Ergebnisse der Herleitung. Die Ableitungen fiir das dritte Ge-
schwindigkeitsfeld erhdlt man indem T anstatt F als Index genommen wird. Es soll
erwdhnt werden, da3 alle GroBen in Tabelle 3 Funktionen von (X?N’Ti’p) und nicht
direkt Funktionen von (X:N,si,p) sind. Das erweist sich als notwendig, da die
Annahme “Temperaturgleichheit innerhalb des Geschwindigkeitsfeldes" gilt.
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Tabelle 3 Substantielle Ableitungen
¢ &
Y (8Y/6p)TG’xt (BY/BTG)p,xt \a\//axL)p’TG
8 8
D ¥ # )
P LRLTG555/Z xLRL[§G(1-xL)+TG5Tg]/Z 9eR T/
X=0| 0 0 R Te
09,/ 0T, dq
% DTG 3D
X =1 1 =0
L 89D/6pD 36/ 3p,
dq d 3 9
3 Sp_ & Sp %
% | 3p,’” (a7, "L ap,) /- 36(1R Tegp, )7
99 09 39
U D D 0
=0| —* "t R T —id
% =0 dpp aT, 95(1 LTgapD)
¥ o1 1 % 1
X =1| === - ( -1)
L7 (R T, Te %6 o 3y
'L GBpD
R
Z=1- x (1-R T 339
- %
(39G/6p)sa,xt-l/aG (aQG/SG)p,xt (aQG/3XL)p,SC
8h
B9g 396906‘* -1 89675 %%, 895Tg dsq
% 8p 5—' %Cp6 L axt "6 OTgCpaax
o G s ahDapL ¢ =xFe  +(1-x) )(c -ahD?EL §E§=(1 x*)éhg(l—QEL)
3 t SL™Sp” T apDa # pG “LpL L/‘"pD apDGTr dp L dpD dp
%
(aqF/ap)sF,x§B=1/aF (B9r/3sp)p x| (0% kgl
oh
FF 2
9r (1- - ‘QF (ggEf a?pp?ppap —1) (1—x$ )SE QSEEIE_ Qz(l 5 SR
F FB'(}FF dTp  gpc oF FB QgFaTT CoF F*Opr 9rp
2
R 89pr Ty Osg
(1Xeg) ™2 a1 ¢ 7@
FF ' P"%p
ds oh dh
F_ ¥ #* T F i * __FF
% TSeTSPF CpFeaCpret (1 %eR) e Bp T (1 Xpalgp

axFB
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2.6 Das Differentialgleichungssystem, das die Stromung beschreibt

In diesem Abschnitt wird das Dgl.-System, das die Stromung beschreibt, hergelei-
tet.

Als Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen verwenden wir die Massenerhaltungs-
gleichungen (kurz Massengleichungen) fiir jede inerte Komponente, die Massen-,
Impuls- und Energieerhaltungsgleichungen fiir jedes Geschwindigkeitsfeld - Tabelle

4,
1)

Zu beachten sind die folgenden Besonderheiten:

Es wird die Leistung jeder in den Impulsgleichungen beriicksichtigten Kraft
auch in der Energiegleichung mitberiicksichtigt. Das ist eine Erkemtnis aus
der Einfiihrung, da nur auf diese Weise die Entropiegleichungen zu erhalten
sind.

Im Gegensatz zu der homogenen Stromung wird in der Energieqleichung die Lei-
stung der mechanischen Kompression p);adi/ar mitherticksichtiqt. Bei der homo-
genen Stromung ist dieser Term qleich Null, da die Geometrie des Stromungska-
nals keine Funktion der Zeit war. Hier kann ein Geschwindigkeitsfeld expan-
dieren auf Kosten des umgehenden Feldes,

Die konservative Form der Erhaltungsgleichungen ist in Tabelle 4 und die Quell-
terme der Energiegleichungen in Tabelle 5 angegeben.

Nach eine Reihe von Transformationen, angegeben im Anhang 3-5,kommen wir zur
folgendennichtkonservativen Form des Dql.-Systems - Tabelle 6. Tabellen 7 bis
10 erldutern die Bedeutung der in den rechten Seiten der Gleichungen auftreten-

den Glieder,

Somit haben wir die einfachst mogliche mathematische Darstellung dieses relativ
komplizierten physikalischen Systems. Wir erkennen jetzt die Bedeutung der Aus-
wahl der Massenkonzentrationen der inerten Komponenten und der Entropien des

Gemisches als abhdngige Variablen,um eine einfache mathematische Darstellung zu

erzielen.

Von dieser allgemeinen Form des Dgl.-Systems konnen eine Reihe von Modellen fiir
Grenzfdlle hergeleitet werden: z.B. fiir fehlende Phasen, Komponenten oder Ge-

schwindigkeitsfelder, fiir 2 oder 1 dimensionale Stromungen, fiir freie Stromungen
Y=0 u.s.w. Damit werden auch eine Reihe der derzeitig existierenden Modelle verall-

Jemeinert.

Darin ist eben die Bedeutung dieses Systems zu sehen.
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Tabelle 4

Die Erhaltungsgleichungen fiir die Dreiphasen Dreikomponenten Stromung

Die Erha]tung der Masse der 1nerten Komponente

5%( 1N91NX ) ( iNinYy i ) ( 1NQ1NV1ar )+ ( iNSiNYs )iPiNXQ
i=1,2,3

Die Erhaltung der Masse des Geschwindigkeitsfe]des

d a a
5§(d191¥v)+5§(d191u1K¥)+59(d191v1Xy) (di9v; 8,045,

i=1,2,3

Die Erhaltung des Impulses
x=Richtung

] (dig1u X‘)+6x(d 93U5-Y4 K +5§ 191V1 U5 4 ) g‘( 1g1w1.uixé)

+d XXSE Lo (389,41, )=8, (P Uni Pl At U2 P2l g Ui 3t)
y-Richtung
g%(diqiv X ) ax(d QiUiVy X ) ( %Yy X )+62(d QWi Yy X )
i)
o8yt 859y #F 5 )=, (ag Vi HiaYsatiia V2 Pyt i3V aPiaYs)
z-Richtung
3
g (93845 Y +5~ digyuy Wy Y )+5}( iiViY; ( +5—(d RARERAS ¥,)

3
H ¥ ot (G50, 41, )=, (W 4 A%t om0t oW g g ¥5)
i=1,2,3

Die Erhaltung der Gasenergie

3 2 2
6‘{ degy L8 +3(ugrvem)TY, }*&{ dggL Ugl® +3(u5+vew 7'3/}

2.2 2 2, 202
*Fy{de‘?LVr[eL*z( gHare 7Y }*6‘z{ 09 gL 3 (ugrvari)7 ¥ }

+6‘r{ G9D[e0+1( (2; é+w§]l( }*6&{ aSoYalep* 2<“ A +"’ VX }
*a}{de‘?n"(;[eo*’?( A }*Ez{ cSp¥ G[eo’“z(“(;*"e"we)]x}
+vagf—G+§;(<dequx>+§9<ogpv6xy)+2—z(dpprx )

+0:9, (9, Ug +gva+gsz)X;/+(foup+nyv(.+szwG X§=q6
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Die Erhaltung der "Filmenergie"

2,2, 2y \,0 1,2
5| draralers™ 2(uF+VF+WF X }*&{dFBS?FB“F[ epgtp(uZrEnII, |

2,2, 2
*a}{ I [V }+52{dFBQFB elepgt3(uFrvmg) K g

2
+a%{ reSrLep (Ul EREITY o ax{ Oep9prUp Lepp (U VERIELTY, |

2,202 2.2 2
*@{“FF‘?FF FlerF 3luptvErig)] K} 62{ FFOFFY lepptplugrErig )7, }

8 3

d
ol g 485 (oppug, )5 (depvel )43 (cpowe )
_ &
+lQe (9, uptg VEra ) o+ (Fp Ut Ve ) ¥,=ar

Die Erhaltung der Energie des "Tropfchenfeldes"

2.2 2 2ol
a?{d‘rBS’TB[eTB plupsvyp) 7y }+33<{dTBqTB urlergty(urrdnd)d, }

2,2, 2 22
+6}{°‘TBQTBVT@TB+Z( THT T)]X} Bz{ T8STB T[eTB”é( W) 4, }

3 12, 2,2, 2
| dredrelerp aluprviai 7Y, }*‘&{dTF?TF A eV }

3 2, 2,2 2 2
*@{dTF‘RTFVT[ erptplussvin) ¥ }*6‘{ earprlerprplussving )7 Y}

Od;
il 6_-+5§ dTpuT X +5}(dTpVT y +62 dTDWT z
+dTgT(gqu+g Vg wo )l H(Fp Ut vptfyup) )§,=ay
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Tabelle 5 Die Quellterme in den Energiegleichungen

Gas
* s 1, 2 2 2 - 1, 2 2 2
ag=1y 8GOl 30 Ung Vag™ng M PLal Ny +3(Uga*Vaatign )

1,2 2 2 1, 1,2 2 2
Pl Map*2(UagtVagtWag) Mol Mt (hpta(Uaatvga g )/
wl, 2 2 2 1, 2 2 2
gl M 3 (UEHVERE) piop My 3 (ugrvgng))

w l, 2 2 2 1,2 2 2
fPTG[h +§(UT+VT+WT17fFGT[hD+§(”G+VG+WG)/

"Film"

AE=Y, 0eineal Mg 7 Ui A PR ) ~Pepal N3 UER VR IE )7
+X%BFTF/hTB+%<u$+v$+W$X7"x;BFFT[hFB+%(u§+vg+wsl7
T TN CHEL SOV TR S | LN NY
iPFG[hFF*%(”§+V§+wgl7?“GF[h'*%(“é+vé+wél7

) 1,2 2 2 . 1,2 2 2
H(1-xqg pplhypto(uptvptin)7 = (1-xpp Wpplhppts (uptvpsip )7

"Tropfchen"
=, ettty g My 3 (U VARV pirga gty )7
Kbyl igt ) X ey (V)
Pt T 2T AT T Prealr A g )
“yTG[hTF+%(u$+v$+w$17thT[h'+%(ué+vé+wgl]

. 1, 2.2, 2 ] 1,22, 2
~(Ixgg pyplhpp g (up W+ (L Xpp ) per Lhpp+5 (Up+ Vg )
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Tabelle 6 Die nichtkonservative Form des Dgl.-Systems

Vektor der abhingigen Variablen UT=(x?N,s1.,V1.,d1.,p) i=1,2,3

1 'l 221 %
*“13 ax Vi 6‘”+W13 52 0%y

Bs, ¥y 85 _i(_xas Y, ds.

i

i
F+U1Ta— +V1b’ 6—+w1 xva— =Ds
Bu, ((au l’zau ¥, Bu, x 1 3p

ox* b'ax Eyax Xax

i
5—+U1J6"+V1xv55 WT ¥, 9;0x” “Lix
ov1 xav Y. ov, ¥,0v; ¥ 139

FMW 5-~+v]6, 6——+w1)—‘~8—+% 3:0y Z iy

Bw £y 8w Y, ow, ¥, 8w
i z 1 dp_
6—,?+u1?-6— +V17X-Ya—* +W1X a—- X\, 91

od, d;
p, Ixdp, Yydp 123 d

3—+~—2( +uwx8-§+v1 y8'9+ ZB'E [ x(dju 1Xx) @(d1v1?fy) (d1w1xy)] a
i%

1=2,3 (ol +oly+dy=1)

op. Gap B
oo p’sjy’*Wor Y

v

i=1,2,3

3
2:[%UWHaHﬁ(dVX)%#dNJ;ﬂ
i=
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Tabelle 7 Die Quellterme in den Massen- bzw. Konzentrationsqleichungen ipérO)

PinPPacFLa . e
Fo* a0 FoatFro Hor o Hor Dx) 0%, < R

F1 =g a Pt anFoatFro For FroHor

Fon*Praare Hrent*TabTe*FalrT "
PeePaprPreaMrotiort (1Xag)pre (g )iy | DXy FFBngiPF

M2 e Vare reatarr HrEa Hro Hoe e FeT

Fa =T Prea X FT XTabTE P
FrEParePrenProort (g er-(1Xfg ey D=0y TBd%gi :

Y3 31 =PargPreatPare Prra ot e br

p= 2y

Tabelle 8 Die Quellterme in den Impulsgleichungen (nichtkonservativ)

4 ;QyﬂMGWNrWQ?%Awvaﬁﬂkd“F“MﬂﬁewT”G) 7 ¢
__ix_ix
1y° Gy “FactVac™Ve) HanVanVe) el VF Ve (VT Ve) | P g,

7137 Z 67" (Mag116) i (Wea ) tPpg (W) Hpiq g (vip i)

Z

N

o5 Lrx M (Unp U ) P (U 4~ Up 4G (g =g )+ (up=u) _

Loy ey Par VapVE) A (VER™VE) Hgr (Vg Ve ) Hhir (v V) | 240 d.q

2z= Ze 2= (=g ) HEn (WY ) g (g Vg ) g (vip i)

Nl
n

ElrxPar(unrup) piralurgup) #grlug-up) tpep (p-up) |

%y1yPM(M'T oAl lar (Vv e (pmvr) | 242 —grg =09,

~NY

3207 7P (=W ) =By (Wpa vy D4y (Wgmwp ) +pr (We=wp)

£, 2F =, +f  +f

1xex™Twax T aTx foxfuex Tarxtf fay=-f

WFx GFx FTx | 3x " fATx

1y ey Tuey*fary*fary | Foy"fury fary*frry |

"12°Taz gy *For o

GFx “Frrx

3y=-fGTy_fGTy

=f o | Fo ==for -f

1z GF 2 f22 sz-fGFz FTz | '32-"6Tz '6T2
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Tabelle 9 Die Quellterme in den Energiegleichungen {nichtkonservativ)

A= L (haL =P ) +ap(hap=hy)

)2 2

5

1 2
Hiag2! (Upgug) +(VagVg) +(¥ag™¥g)

Paapllugn-ug) “+(vga-vg) “+(viga-1g)
pragﬁ'--hD+%[(uF-uG)2+(vF- VG)2+(WF'WG)%7$

fPTGgh" 'hD+%[(”T'UG)2+(VT'VG)2+(WT_WG)%7E

=t Pars (Mars~Mee) Finrr ("aprPrr)

* % 1
ﬂ“TngTB(hTB_hFB)+(I'XB)(hTF'hFF)+§iKuT_uF

P gt ey ) 2 (g7

) 7

)2+(VT'VF)2+(WT'WF)%7

Penzl (epup) +(vepve)

v 1 2 2
fPGth “heptal{ug-up)

+(vG—vF)2+(wG—wF) 7

h

dr=drtpare e "re) itk (MarF~hre)

* * 1
fFFTngB(hFB‘hTB)+<1'XFB>(hFF'hTF)+2[1“F‘“T)
1 2 2
HParaL{urp-ur)

7
raglCggup) o+ (eppmvg) B4 upg o) 7

2+(vF-vT)2+(wF—wT)2_7

2
H(Vgpmvp) T+ (pp i)

1 2 2 2
fPGTgh'-hTF+é{YuG-uT) +(vG-vT) +(wG—wT) 7

Tabelle 10 Die Quellterme in den Entropiegleichungen

_96+Ta(s,~5p) (4 -X(0g)
459aTq

DSI=DSG

o OFTE(Spp™Spr) Wpp~Xpghp)
DSy 0se="—"q 0T
FOF'F

ar+T7 (S1p-S1r) (Prp~Xyghy)
dr9rTy

Ds3=DsT=
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3. Die Mach-Zahl

Die Mach-Zahl der Dreiphasen- Dreikomponenten Stromung erhalten wir, indem der
stationdre, eindimensionale (z) Teil des nichtkonservativen Gleichungssystems
nach den Ortsableitungen aufgeldst wird. Als Ergebnis erhalten wir das in der
Tabelle 11 dargestellte System von gewohnlichen Differentialgleichungen. Aus
dem Nenner der Druckgradientgleichung erhdlt man die Definition der Mach-Zahl.
Daraus ergibt sich die Definition der Bedingung zur Entstehung der kritischen
Dreiphasen- Dreikomponenten Stromung

M—1

Im kritischen Querschnitt konvergiert der Druckgradient bzw. die Geschwindig-
keitsgradienten gegen - bzw., +00,

Tabelle 11 Das stationdre eindimensionale Dgl.-System. Mach-Zahldefinition.

(z,8,=1)
dx*
e =yt /w
ds
Ta —=Ds, /w i=1,2,3
dw,
7 _1dp
dz _( Z g, .dz )/
do, d, d d.d¥
i1 2ydp, 1, iTdizy iz
— (1-M5) = (Dd v M.=w./a,  i=2,3
d 91W§ dzt Wt Wy f; z i
d d¥
1 _iizy 1 Tz
dp EE w1(Ddi vy ) sz
dz ~ ) o
(1))
3; %4
o, d
-2 2 i 1 i
M “=qa :Z;;“—TE 2%253"’"
9% ga 994
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4, Die kritische Massenstromdichte

Die mathematische Modellierung der Relativgeschwindigkeit zwischen den Feldern
kann auf verschiedenen Yegen erfolgen. Einer davon ist die Verwendung der sepa-
rierten Impulsgleichungen wie in Kap.2 gezeigt wurde. Dieses Verfahren benstigt
empirische Informationen zur Bestimmung der Stromungstruktur und fiir jedes
Stromungsbild, konkrete empirische Informationen fiir die zwischen den einzelnen
Feldermmselbst sowie zwischen der Wand und den Feldern wirkenden Krifte.

Ein anderer Weg ist die Verwendung empirischer Informationen in der Form der
Schlupf- bzw. Driftfluxgleichungen unter der Annahme, daB die unter stationdren
Bedingungen erhaltenen Korrelationen auch im transienten Zustand qiiltig sind.
Beide Wege sind nicht vollkommen. Fiir den Tetzten lieat zur Zeit eine breitere
Datenbasis vor, im Gegensatz zu dem ersten, so daB er zuverlassiger ist. AuRerdem
ist man in der Lage, aus dem stationdren Teil des eindimensionalen Systems die
kritische Massenstromdichte zu berechnen.

Das Anliegen dieses Abschnittes ist die Aufstellung eines eindimensionalen Mo-
dells ausgehend von bekamter empirischer Information flir den Schlupf. Abschlie-
Bend wird aus dem stationdren Teil des Systems die lokale kritische Massen-
stromdichte berechnet. Die lokale kritische Massenstromdichte spielt eine wichti-
ge Rolle bei der Modellierung von Dekompressionsprozessen in technologischen
Einrichtungen. Sie liefert auch die ndtige Information fiir eine mogliche Rand-

bedingung auch bei mehrdimensionalen Analysen.

Zundchst fiihren wir einige NDefinitionen ein,
Wir definieren den Schlupf Si als

!
S.=—= (4.1)
iow,
j
Daraus folgt, daB
Sl=1 (4.2)

ist. Den Massenstromanteil des Feldes i definieren wir als

M. o Q.w,
S (3%=1) (4.3)

i
z
wobei

G = Zdis’iwi (4.4)
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die Massenstromdichte des Gemisches ist. Aus den Definitionen folgt fiir den

Volumenanteil
d -fiXiEi——- (v.=1/ =

3" " 91) (Zd-i‘l) (4.5)

Z:><1V1S1

oder
dimxivisi/vS (4.6)
wobei

Vo= Xivisi (4.7)
ist. Damit konnen die Feldgeschwindigkeiten folgenderweise ausgedriickt werden
W, =G vS/S (4.8)

Mit Hilfe dieser Definitionen lassen sich aus den nichtkonservativen Massenglei-
chungen der Geschwindigkeitsfelder, deren Summe und der Impulsgleichung des Ge-

misches
EACERE ACR RN SETR SRR (4.9)
Xvﬁ(zdiqi”a-z(xz Zdiini)=XVZ]“ (4.10)

a 8 2
x\/5-'t"( Zdi%wi)"‘g-z(xz Zdi91w‘i)+ ZaZ X q Zd191+fz)—
¥u 22 Pai¥aqFia¥in) (4.11)
folgende vier Gleichungen gewinnen (XVEX;)

XS,
%,(—;Sf‘)% 0 (x84 )1, i=1,3 ‘ (4.12)

z

f
3;(—5)%7_‘;%;,_(62&2)71 (p= 2o p3) (4.13)
a6
6?} } gi GzVIK'z +qq +#f =f 20 (4.14)

z
wobei
Vi=¥st, f0=225(-7:' (4.15,16)
i
M

9= d{?f},’é ffZSiXi (4.17,18)

Fap™ 22 (nini Fia%in) (4.19)
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Als Vektor der abhdngigen Variablen wdhlen wir
T .
U'=/6,,p,%) 3X5,85,%; (1=1,2,3)] (4.20)

Weiter machen wir von folgender Annahme Gebrauch
Si=Si(U,Geometrie)——>quasikonstant in (a%,az) (4.21)

Mit dieser Annahme und den Zustandsgleichungen lassen sich die vier Dgl.-en

in nichtkonservativer Form schreiben - siehe Tabelle 12 (dabei wurden die
z-Indizes weggelassen und die duBeren Queliterme vernachldssigt). Dieses System
ist sehr geeignet fiir die numerische Integration. Man kann die Entropie- und

die Konzentrationsgleichungen getrennt integrieren und mit den erhaltenen Ergeb-
nissen die rechten Seiten der ersten zwei Gleichungen berechnen. Weiterhin kann
das System nur aus den ersten vier Gleichungen mit liblichen Verfahren integriert
werden. Dieses Vorgehen spart Speicherplatz.

Die Definition der kritischen Massenstromdichte erhalten wir aus dem stationaren
Teil des Systems, aufgeldst nach den Ortsableitungen - siehe Tabelle 13. Aus
der Druckgradientgleichung erhalten wir die Tokale Kritikalitdtsbedingung konsi-
stent mit der Annahme "quasikonstanten Schlupfes".
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Tabelle 12 Das transiente eindimensionale Dgl.-System ("quasikonstanten Schlupf")

2 Se-1] 9x S-S ax
06, o0, 86, )2 Spm1)0xe o) Sg=Sy
526V (1 59+r Folve SEYpI s s 18z +0 | P Spvp) Vs s s 57 -
. 39,05, 89,3x"
7pl * 3 % ) ¥ 18Y
S D e W@“ *a“) e
Al

I-s; 8 S1-S Bx; F
0 *2 G, T °F T, 106,
5etf o [( VatSEVElge HmgT SpvptSeY F)_¥'+§?55]'

f. S.x. 09.8s. 0q.0x¥
) = Q 90X,
4:C [—GK ZiJQZ(G%BT a«aJ{]

)

XA (1 ) OXn Xa(S ) Ox ax fy- fo-1
' -_ﬁﬁ____q ._§_.£i_ll_fl__f G 84 I
[1 f }ar ] +Gy 6‘“+Vs'?*”xaai slfe=F%e0 )

T( T FT]BX X ( )ax Gvg 8x f1-St 3 Vv fl ST
[1 O e S S a7 s 1 1075, >(py- f —Fxe )
651+§X§as1_03
o 5162' i

#* ¢

?fj+9z§axi=0x
or  S.0z i

Tabelle 13 Das stationdre eindimensionale Dgl.-System. Kritische Massenstrom-

dichte.
g—(GX) const
2 ¥
g‘P=-Z+G (VIK "Dl) ) 1 S-X.
z 2, #2 ’ *2 2

1-G7/G

Si%; 09:ds, 89, dx Sp=17dx dx
D=fz (1 +1 [ Y+v L]—G[F(SVS )J.-VFT}T
1 91 5—:dz ax&dz VeTSEVE) Vs S¢ Jdz TVIoFVE) Vg SpSqldz
?-)-(-.Gz}_‘_. C.i_s.j—D _Sl
z G dz = Fvs

&
éijgﬂl ?fJ-D *_El.
dz G z Gy
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Anhang 1

Harlow - Amsden /2/ (1968) ICE, Donor-cell

G0 (540 G5 9110 =0’ (g-,)+(x-1)ge
5‘(9U)+5&(qu )+6}<9UV) gﬂ= E=e+%(u2+v2)
g‘(‘?v) 53 (Quv)+ gy(gv )+ §9=o

g%(q *%'(QUE) gy(OVE) gy(nv)=0

Hirt /3/ (1968) Donor-cell

Elq’+--(<,>u) -d.Sx.gg—;‘ %‘Ao d=const /3/
a= 3

g—(qu) (qu +p+q) 0 0 agzéo

8 12 12 -

5%[Q(e+?u )7+5§[Qu(e+§u )+u(p+q)/=0

Amsden-Harlow /4/ SMAC (1970)

193 dv

mg?(r ) a

%¥+lmg}(rmuz)+g}(uv) gE+g +v55(g; gX) m=0 Cartesian
r m=1 Cylinder

v.18 ,.m .\ v ap,. _». 03 ,m0u_dv

5%+;ﬁ5?(r'uv)+65 =_Oz+qz-;ﬁar[ (33" ar i/

Harlow-Amsden /5/ (1971)

39
ar ré?(QU”)+az gv)= ré? ré% mm%/

‘M
mass diffusion

Qu)+E5: (U )+, (quv)=- T (pea) e (-5

)
z(gv)+ a;~(9uv'”)+a—z(9v )=qa-3: (prq)-23/r(3U-04)7

(qE) rar(QUEr) (qu) qvg+lar{r4875? pu- (—55-)qu+zg (2u2+v2)+bv%%7}+

- 8 1,2 72
33[3762 pv- (A+2V)qv+;gr(u +2v )+uugx 3 g=- (A+2u)[}6—(ur) V7 E= e+§(u +v7)
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Kobayashi - Namatame /18/ (1975) (r,z), Takeochi /24/ (1979) MULTIFLEX - (X,y)

0,12 (gru)+. (qu)=0

q(gf+ug$+vgu) g?+f =0
(g¥+ng+vai gp+f -q9, =()

20
llF)

_,2,09,,80, 89, Jap. 2 (@F,

a” (§Rrug2ev32) 4SSl evl "q(Bh/3q)

Cloutman u.a. /10/ SLOA-ICE (1976)

QQ+5X(QU) ay(qv) + g £ =1 xEZr Cylinder
£ =0 x=x Cartesian
2 2 2
du. Ou. Bu ap 48 u 6 u,1 3% 4EV du u
95, gyt Vay ) =908k (3, —2+m> IXExx)

2 2
av v, dv Op. 40y 6 v 10°u  £&v,dv 18u
(55 ax+V6y) 39y 6y+ (36 +6 2+36x6y)+__(5§ 35*)
fe e du du, Ey d T B T éaT

9(3; +“ax*‘vay) Plaxtayt xR 2t h +ox)

+

Bu 2,.5,,0v,2,,0u,0v,2 2£u 2,0u,0v £u,?
+2(6y) Hay'ox) * 2 2 “3(3x* 3y )7

+rl2(5
Sha u.a. /16/ COMMIX-1 (1979)

3 3] Y d Y ) Y )=

5 (38, )+ 5% (uT ) +5;, (QvTy ) +5; (QuY, ) =0
g%(quY;)+gi(qu.uY¥)+g&(qu~Vf&)+g}(qu.wY;)+ng§+qr;gx+fx

+g§<(fxx¥/x)+g_(f r’)+3i(?xzr%)

0 (gn)+ 55 (quntr )+5: (qvhr‘) 9 (qunt)-1 3

Sf (7 Oupp Ovop Ow.o Bu. Ov.. ow,. Bu. Qv . Ow
-Xv(Txx6x+fky6x+rx28x+¥xy6y+?yy6y+ryzoy+ xz82"" yzﬁz+rizaz)

) y 6y 20z
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Chen u.a. /26/ BODYFIT-1FE (1980)

o, (8V1¥5)=-38 557499, i=1,2,3

11}

&(qh)%j(thj)'gg=a~xj(V1 ij 99 Ui+

B avy o, Bvy ) .
7575 +5) P Bij (65 - Kronecker delta function)

Gay R.R., D.M. Gloski /23/ GFLOYW (1983)
V.V=0 V=yV

6T

Ra"ﬂav V==V p+qpg(T-T )-}Jk V+~“—v Vage (v, 5, + V. VT) = V. (kvT)=h(T-T,)
V

Vander Vorst - Stuhmiller /22/ SWIR (1981)

ad

6—+V (dV )=O

G
{'"[du (1'd)uF]}+g~z[dvG+(1-d)vF]=O

av
G
4696 (g VgV Vg )+daV p=dyps? VG+fFG+fWG

ov
F
deQr(ge +Vp TVp) +dVp= depie¥ VF+fr‘F+beF

hG=h"(p), hr::h (p)

rar

Bottoni u.a. /17/ COMMIX2-SM (1984)

S—T(qV)+V.(qV.V)+V.[><(1-x)gV .Vr]Wpfv.(vVv)*“gg'*"f

%(gh)+v.(th)+V[x(1 -x)q(h"=h Vrj +V Vp+[- (1- )(q"—q')VPZ.Vp-V.qu‘"
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Hirt u.a. /12/ SOLA-DF (1979), Mossinger /28/ DRIX-2D (1979)
8q,1 0
—9+~{g§(9uA)+8?(9vA)7=0

09 0
5o+ ; gx[(QG“+ LS A7+ AL _gﬁfv V=g

% 968F
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BTTR &S 6V R 6y 3yTy
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EE(QE 1%—{/bue+ 9 F(e weF)ur]A}+%g {[@ve (eg-ep)V 7A}

9%9F,1 1 QGQF 11 2 2
<5;{/U : (ébmé%) } {[’+ 0 QG 6%) r]A}>+K<ur+vr)+q

Amsden - Harlow /6/ KACHINA (1974)

8

5+ (dae8e) *V- (9%6e866Ve)=av Mak Verdampfung £ V
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Rivard - Torrey /11/ K-FIX (1976)
9

5 (96960 +V- (dg9gVg My Pk

a

5c{IR9F) T (Ge9e V) =piypy

0 (dggqVe) V- (degeVg- V)= el PHK(Vp=Yg 4y VeVt Ve (g
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3 0
5%(dF9FeF)+v(quFeFVF)='p[§F'+V'(d?VF)7-

(Py PO HR (TG Te) 4ol (TVE) Ve ke opV T

Liles u.a. TRAC-P1 (1978), TRAC-PD2 (1981)
0
S94+V. [dgeV+(1-0) g VR/ =0
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av
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Kelly-Kao-Kazimi /21/ THERMIT-2 (1981)
0
57 (496)+ V- (9eVe)=Hg Mg, turb
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ov
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Kelly-Kao-Kazimi /21/ THERMIT-2 (1981) Fortsetzung

{1

a 1}
5%(dQGeG)+V‘(d9GeGVG)+pV (av )+D5} Gt qG turb

%[(1-d)oFeFJ+V.[(1—d)oF Ve 4DV, [(1-c)V A=l % turb

Thurgood M.J. COBRA-NC (1984)
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Anhang 2

Das Ziel dieses Anhanges ist,die Herleitung der Zustandsgleichungen fir Gemi-

sche darzustellen.
Wir starten mit der Annahme, daB p,x?,Ti bekannt sind.

- Die Gasphase

Um den Partialdruck der nichtkondensierenden Komponente zu finden,brauchen wir
ein Iterationsverfahren. Als erste Naherung verwenden wir die Annahme, daB der

Dampf auch ein ideales Gas ist.

1-x;

~ L
pD— . RL p
l-XL(l-R—D')

pL=p_pD
Den verbessertenWert erhalten wir aus der Gleichung

*
X

L
{:;lRLTGQD(DD’TG>

unter Verwendung des Newton'sche Iterationsverfahrens.

pL=

L4
_.n-1 XL
Py 5 R Ta9n(PooTg)

=X

n_n-1_ L
Pp=Pp &
1L

k-3
l—xL

BQD

G(EBB)TG

Fiir den trivialen Fall XI=1 haben wir P =D und pD=0. Falls wir den partialen Druck
der nichtkondensierenden Komponente wissen, ist es leicht die Dichte zu berechnen
9.=PL/ (R Tg)

Damit ist der Zustand der nichtkondensierende Gaskomponente berechnet.

Der Zustand des Dampfes wird durch folgende "primitive" Zustandsqgleichungen
berechnet:

0gp, 39y,
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wobei
dg 39 39 99
D d G D
( )+ == (P Te) s ( )., =& (PpsTp)
8y T 0\ P06 a7, py 0T, "D 6

Jetzt konnen wir die Gasdichte berechnen

%6™%L "%

Weiter suchen wir nach der substantiellen Ableitung der Gasdichte beziiglich p,
TG und xt, Die Gasdichte kann aus folgendem Gleichungssystem

* -
(1-XL)QG“9D(stTG)

PL=X 961, g

Pp=P=PL

berechnet werden. Sie ist eine implizite Funktion von (p,TG,XL). Wir differenzie-
ren die drei Gleichungen

o) 9o
o _m___D ___D N
(1~xL)dQG~adeoD+aTGdTG,quxL

=¥ * #
dpL'XLQGRLdTG+XLRLTGd9G+9GRLTGdXL
dpD=dp-=dpL
eliminieren dpL und dpD und Tdsen nach doG auf
99y B9 39 dg
D, D % o 9D ) Dy 4
ZdQG—adem(aTG ngGRLapD)dTG+qG(1 RLTGEEB)dXL
Wenn wir diese Gleichung mit folgender Gleichung vergleichen
BQG 6qG BQG

dQG=(55*)TG,xth+(5Té)p,xL

L A2-1
erhalten wir die Ableitungen von QG,angegeben in Tabelle 3. Durch diese Glei-
chung ersetzen wir qu in der Gleichung dpL=... . Die neu erhaltenen Gleichung
vergleichen wir mit der Form
dp 3p dp
L L L #

dp, =(5=) ©«dp+(57=),  #dT +(—) dx

L ‘0p TG”XL BTG PaX| G a££ p,TG L

So erhalten wir die substantiellen Ableitungen von b angegeben in der Tabelle 3.

A2-2
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Fiir die Entropie des Gasgemisches 138t sich schreiben
* %
sG—stL+(1-xL)sD
oder in Differentialform
_# _i - L.
dsG-desL+(1 xL)dsD+(sL sD)de
oder
*
QLTGdsL+QDTGdsD=TGQG[UsG-(sL-sD)dxt].
Wenn wir qLTGdsL und QDTGdsD mit den rechten Seiten der Entropiedefinitionsglei-
chungen
9.Tgds =9 dhy ~dp
IpTgdsp=9pdhp=drp
ersetzen, erhalten wir:
nghL+nghD-dp=TGngdsG-(sL-sD)dxz] A2-3
Diese Gleichung gestattet uns die Gasmischungsenerqgiegleichung direkt in Entropie-
form zu transformieren. Wenn wir weiter die Enthalpiedifferentiale durch die ka-

lTorischen Gleichungen ersetzen
dh, =c_, dT

L "pL™ G
ahD BhD

dh=(z=—=)y dpn*(z5—),. dT R

D apD TG D aTG Pp G
die Gleichungen dpD=dp—dpL und dpL=... verwenden und substituieren

i dhy Bn

CpG=XLCpL+(1 XL)(CpD 55b'57b)
oh ah dp ah

Gapq_ ¥ Dpq_L - 6
a_p"'(l XL)al—)B(l ap ) / (a'p_‘)TC,XL ..7

%

S B Y S
ox, 6 %Pp 3y CR

erhalten wir
dh

G
T Ops—=~1 T, 0s
AT 2 ds - 2E00__gp- & Fgye A2-4
' G 36%pa pGaxL

Diese Gleichung gestattet uns bei bekannten (dsG,dp,dXt), erhalten aus der nume-
rischen Integration des nichtkonservativen Dgl.-Systems die Temperaturdanderung

dTG zu berechnen.
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Die Zustandsgleichung des Gasgemisches in Differentialform erhalten wir nachdem
mit Hilfe der letzten Gleichung dT. aus der G1.A2-1 ersetzt wird und die so er-

G
haltene Gleichung in folgender Form geschrieben wird:
89 0
d Q 9 "
do.==b+(x—)  #ds.+(—) dx A2-5
S ;% 0s5'p,X 6 axz PySg L

- Das homogene Gemisch Fliissigkeit-feste Phase

Die Herleitung der Zustandsgleichungen in Differentialform wird nur fir das zwei-
te Geschwindigkeitsfeld i=2 (F) durchgefiihrt. Fiir das dritte Feld ist die Her-
Teitung vollkommen identisch, wobei i=2 (F) durch i=3 (G) zu ersetzen ist.

Wir konnen fiir die spezifische Entropie des Gemisches schreiben

_..“ 1 *
SE=%rpSrat(1-Xpp) Sr
oder in Differentialform

* -
dsF—xFBdsFB+(1—xFB)ds

oder
- - - A2
Irp9rn FISFa  OFFIFF FISFF=9F O TR/ d5F™ (Spp™Spr) dXpg/
Wir ersetzen die Terme g-pTcdscy und Q-Trdsee durch die rechten Seiten der Entro-

*.
Frt (Srp=Spr ) MXep

piedefinitionsgleichungen

TFds -dp

Orp ' Fdsrg=Srpdheg

IrrTFISpr=9ppdnpp-dp

Damit erhalten wir

e p9pp Mg+ 9 e~ dP=deQe T/ ds = (Sppspp ) dXp? A2-
Diese Gleichung hilft uns, die Energieqleichungen des Gemisches in Entropieform
zu transformieren.

Wenn wir weiter die Enthalpiedifferentiale durch die kalorischen Gleichungen
ersetzen

dh-n,=¢C

FB=Cpradl

F

oh
P i
FrCprdTrap

und substituieren

dh dp

L S
CoF=FpCprat (1 XFp) Cppr




A [y o
ds ds

F - F.
— =5 [ (—) 7
6x FB™SFF aX;B p,TF
erhalten wir

T 1 T. 8s

aT_=.F. gs_-SF0p "4 F O°F P o A2-7

Diese Gleichung gestattet uns bei bekannten (dsF,dp dxFB;,erha1ten aus der nume-
rischen Integration des nichtkonservativen Dgl.-Systems die Temperaturanderung

dTF zu berechnen.

Die substantiellen Ableitungen der Dichte 9F erhalten wir wie folgt: Wir differen-

zieren die Gleichung

1 FB 1-Xpp
F QFB OFF
bei gFB=const

2

1
dge=(1- x ) d + ( )dx ,
F* SFFTSF F8
9FF 9F S

ersetzen d9FF durch die Zustandsgleichung der Fliissigkeit

IFF=9rF(P>TE)
in Differentialform

69 d
FF OFF
dgr=(5— )7 dp+(ze ) dT
IFFtap T OPTiaT, F
und in der neuerhaltenen Gleichuna
2 2
% B9 o 9 BFr o1 1 s
BQep=(1-Xpg)—5 g~ dp+(1Xpp) a7 Trtorer o ) Az-8
OFF OFF FF 9FB

ersetzen wir das Temperaturdifferential dTF durch die schon erhaltene Gleichung
dTF=... . Das Ergebnis schreiben wir in der Form

6 3
a0, % *
dg=38+( ) ) X A2-9
¥, 6 poxy ™ Bxpy PrSFB D

Daraus werden die substant1e11en Dichteableitungen angegeben i Tabelle 3 erhalten.
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Anhang 3

Das Ziel dieses Anhanges ist, die Herleitung der Kozentrationsgleichungen der
inerten Komponente eines Geschwindigkeitsfeldes darzustellen.

Wir differenzieren die Massengleichungen der inerten Komponenten bzw., der Fel-
der folgenderweise

3 5 3 2
Ty (NG U4 i (L@ i) TV 17 yay (Lind in) 47 253 (Ainin)

0.

+d1Nq1N[gw 3§( Vilrar (Y 7=y,

v 0 0, a d.0. Vo, 1 a .,
ng;(uiqi)+u 3x6x ) Yy yé}( 1Q1 w1'zéE(Q1Q1)

KR

+diQil§§(Yin)+6§(YyV1)
Nach einer Division beider Gleichungen durch d.\Q.y bzw. ogqi, nachfolgender
Subtraktion der so erhaltenen Gleichungen und unter der Verwendung der Definition

V753t

Rl
to%9y
und des Zusammenhanges

d(dINqiN)_d(diQi)_ 1 d diNQiN _ dXi

v % i, IR
%9
erhalten wir
ax; Yy Bx z& X Y, Bx
o +u1¥ 3—'+V1yv +W13 5_' (Fin- 1f1 CHP
Anhang 4

In diesem Anhang soll kurz die Herleitung der Entropieqleichungen erlautert wer-
den. Die Schritte bei der Herleitung sind identisch mit denen, die in der Einfiih-
rung erldutert wurden.

Zundchst werden die konservativen Energiegleichungen geeignet differenziert und
mit der konservativen Form der Massengleichungen verglichen. Daraus ergibt sich
die erste Vereinfachung. Weiter werden die nichtkonservativen Impulsgleichungen
mit der jeweiligen Komponente des Geschwindigkeitsvektors multipliziert und von
der so erhaltenen Energiegleichungen subtrahiert. Das Ergebnis ist:
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ahL (xah Y ahL Y ah ahD ¥y ah r ahD ryah
469 (57 gy ax *Vey 8y MeY, 6”"*90( +UGY 5 *Vey 3y Moy, 5

op, 'xd ﬁap
- (571 x+VG7y5§+wGr 5279

ahFB

y s, T ahFB+V IyahF +w Y, ahFB) ahFF Y ahFF Y ahFF rzah
rBIFB 57 Fr,@x Py By 6,0z

leaaadtre +uFr &t Fr oy ey oz )

F(§E+qu¥gg+vF:zg§+ nggg)
Die Gleichung fiir das dritte Feid ist analog zu der Gleichung des zweiten.
Unter der Verwendung der im Anhang 2 erhaltenen Gleichungen A2-3 und A2-6 ver-
einfachen sich die obigen Gleichungen zu:
as g'as Y asG Y asG ax ('axL Y ax Y axL
de9aTe/5e *“Gy T 3y *Wer 52 - (sL7sp) (3o ey, 8 TV6¥, By *Wsy'az =g

L
0s Y 85 Y 8 Y, 65 ax (’ax r,0 ax
F X _y . .X__ _FB
MAE Y 5% HUE TETATS 52 ~(SeamSee) (a7 Fy, 0% S FY, Ay Fr‘az V=9
Dxpg

Ein weiterer Vergleich mit den Konzentrationsaleichungen vereinfacht die oberen
Gleichungen weiter. Damit erhalten wir die endgliltige Form der Entropiegleichungen,

angegeben in der Tabelle 6.
Anhang 5

Das Ziel dieses Anhanges ist die Herleitung der Druckfeldgleichunag kurz zu erldu-
tern,
Wir gehen von den Massengleichungen der drei Felder aus: Nach einer Differenzie-
rung und nachfolgender Verwendung der Zustands-, Entropie- und Konzentrations-
gleichungen erhalten wir
Bd d ¥

i ,8p,. 5 zap Q) 9 -
3t +Q (6r+u 5P 5P+ 11‘6} v/ai(“G 1¥¥)+5&(dwv1Ky)+32(d1w1(z)7 DO%

i85
Unter der Beriicksichtigung, daB die Summe aller ddi gleich Null ist, ergibt sich
nach der Addition der oberen drei Gleichungen die in der Tabelle 6 angeqgebene

Druckgleichung.






