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FZK-Seminarreihe: Aktuelle Forschungsgebiete in der Mathematik

Seminarbeitrage 1995

Zusammenfassung

1995 wurde im FZK die Seminarreihe iiber aktuelle Forschungsgebiete in der
Mathematik fortgesetzt. Ziel dieser Seminarreihe ist, im FZK anwendungs-
orientierte, aktuelle Forschungsthemen aus der Mathematik zu prasentieren.
Ubersichtsvortrige sollen Einblicke in moderne Methoden und Verfahren der
Mathematik erméglichen. Die Vortrige standen daher wieder im engen Zu-
sammenhang mit praxisbezogenen Anwendungen. Organisiert wurde die Se-
minarreihe von Claus-Peter Hugelmann (FZK, HIK), Rolf Seifert (FZK, IAI)
und Thomas Westermann (FH Karlsruhe).

Im vorliegenden Bericht sind die Seminarbeitrage in schriftlicher Form zu-
sammengefaflt.

FZK-Seminar Series on Selected Topics in Mathematics

Seminar reports 1995

Summary

In 1995 the FZK seminars on selected topics in applied mathematics were
continued. The goal was to demonstrate the importance of applied mathe-
matics and to present current research areas in mathematics. Survey lectures
were to give an insight in modern methods and methodologies. The seminars
were organized by Claus-Peter Hugelmann (FZK, HIK), Rolf Seifert (FZK,
IAI), and Thomas Westermann (FH Karlsruhe).

This report contains the collection of the seminar papers.
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Vorwort

Bereits zum drittenmal wurde die Seminarreihe ¥ Aktuelle Forschungs-
gebiete in der Mathematik - Praxisbezogene Anwendungen” durch-
gefiihrt.

Ziel dieser Reihe ist, im Forschungszentrum Karlsruhe anwendungsorien-
tierte, aktuelle Forschungsthemen aus der Mathematik zu prisentieren. Ge-
dacht ist an Ubersichtsvortrige, die Einblicke in moderne Methoden und
Verfahren der Mathematik ermdglichen. Mit dieser Seminarreihe soll auch
der Kontakt zu externen Forschungseinrichtungen erweitert und vertieft wer-
den, um weitere kompetente Wissenschaftler als Gesprachspartner fiir das
Forschungszentrum Karlsruhe zu gewinnen. Dariiber hinaus soll aber auch
ein breiter Gedankenaustausch innerhalb des Zentrums erméglicht werden.

Angesprochen sind somit alle mathematisch-interessierte Mitarbeiter, die sich
neuen mathematischen Verfahren und Methoden aufgeschlossen zeigen oder
selbst an mathematischen Fragestellungen arbeiten. Praktisch kann sich aber
jeder ohne tiefere Vorkenntnisse davon iiberzeugen, da8 Mathematik keine
trockene bezugslose Disziplin, sondern vielmehr eine lebendige Wissenschaft
mit vielen {iberraschenden Querverbindungen, Witz und Eleganz ist.

Auch in der Seminarreihe 95 wurde ein breites Spektrum mathematischer
Methoden vorgestellt. Neben einem Vortrag aus dem Gebiet der Statistik bil-
deten zwei Vortrige aus dem Themenfeld Neuronale Netze und Fuzzy-Logic
einen gewissen Schwerpunkt. Referate zu den Bereichen Computeralgebra
und Splinefunktionen rundeten die Vortragsreihe ab.

Ebenso vielfdltig war auch der Personenkreis der Vortragenden. Neben zwei
Referenten aus dem Forschungszentrum konnten drei Vortragende aus In-
dustrie, Fachhochschule und Universitit gewonnen werden, wodurch wieder
wertvolle Kontakte zu externen Fachleuten und Einrichtungen gekniipft wer-
den konnten. Allerdings referierten auch 1995 wieder nur mannliche Wissen-
schaftler, obwohl sich die Organisatoren auch in diesem Bereich um Ausge-
wogenheit bemiihten.

Im vorliegenden Bericht sind die Seminarbeitrdge fiir 1995 in schriftlicher
Form zusammengefaflt. Alle Beitrige werden von den Herausgebern durch
eine kurze Vorstellung der Referenten eingeleitet.




Die Seminarreihe wird auch im Jahr 1996 fortgesetzt. Die aktuellen The-
men konnen den Aushingen oder dem Terminkalender entnommen werden.
Anregungen, Themen- und Vortragsvorschlige werden von den Organisato-
ren Claus-Peter Hugelmann (HIK(ehemals HDI), Tel. 07247/82-4798), Rolf
Seifert (IAI, Tel. 07247/82-4411) und Thomas Westermann (FH Karlsruhe,
Tel. 0721/925-1296) gerne entgegengenommen.



1 Prof. Dr. Norbert Henze

Prof. Dr. Norbert Henze wurde am 12.9.1951 geboren und studierte von 1969 bis 1975
Mathematik mit Nebenfach Informatik an den Universititen Hannover und Barcelona. 1981
promovierte er, 1986 folgte die Habilitation in Hannover. Von 1987 bis 1990 vertrat er
Professuren in Géttingen und Giessen, bis er schlieBlich 1991 den Lehrstuhl fiir Mathematische
Stochastik an der Universitdt Karlsruhe tibernahm. Seine Arbeitsgebiete sind Multivariate
Statistik, Anpassungstest und Grenzwertsitze.







Einige Schwierigkeiten im Umgang
mit bedingten Wahrscheinlichkeiten

von Norbert Henze

Institut fir Mathematische Stochastik, Universitit Karlsruhe
Englerstrafle 2, 76128 Karlsruhe

1 Einleitung

Bedingte Wahrscheinlichkeiten modellieren die Aussicht auf das Eintre-
ten eines Ereignisses unter einem Vorwissen iiber das Eintreten eines bestimm-
ten anderen Ereignisses. Dabei entstehen haufig scheinbar widerspriichliche
Aussagen, welche zu der oft geduBerten Meinung beitragen, mit Statistik liefie
sich alles (oder auch nichts) beweisen. In dieser Arbeit werden exemplarisch
einige klassische Beispiele zum Thema bedingte Wahrscheinlichkeiten zusam-
mengestellt und die darin auftretenden scheinbaren Widerspriiche geklart.

2 Das Ziegenproblem und seine Verwandten

In der amerikanischen Spielshow ,Let’s make a deal“ ist als Hauptpreis
ein Auto ausgesetzt. Hierzu sind auf der Biihne drei verschlossene Tiiren auf-
gebaut. Hinter einer rein zufillig ausgewahlten Tir befindet sich der Haupt-
preis, hinter den beiden anderen jeweils eine Ziege. Der Kandidat wahlt eine
der Tiren, beispielsweise Tiir 1, aus; diese bleibt aber vorerst verschlossen.

Der Spielleiter, welcher weifl, hinter welcher Tiir das Auto steht, offnet
daraufhin mit den Worten: ,Soll ich Thnen mal etwas zeigen?“ eine der beiden
anderen Tiren, z.B. Tir 3, und eine Ziege schaut ins Publikum.

Der Kandidat hat nun die Méglichkeit, bei seiner urspriinglichen Wahl
zu bleiben oder die andere verschlossene Tiir (in unserem Beispiel Nr.2) zu
wéhlen. Er erhalt dann letztlich den Preis hinter dieser Tiir.

In der Kolumne ,,Ask Marilyn“ des amerikanischen Wochenmagazins
,Parade“ erklarte die Journalistin Marilyn vos Savant, dafi ein Wechsel des
Kandidaten zu Tir 2 dessen Chancen im Vergleich zum Festhalten an Thr 1
verdoppeln wiirde.

Dies war die Geburtsstunde des ,Ziegenproblems“ im Jahr 1991, denn
die Antwort von Frau Marilyn bescherte der Redaktion der ,Parade* eine Flut
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von ungefahr 10000 Leserbriefen gegenteiliger Meinungen (interessanterweise
tauchen jedoch die Spielshow ,Let’s make a deal“ und die Lésung des hier vor-
gestellten Problems schon 1975 auf (siehe [8],[9])). Das Problem wurde sowohl
in der amerikanischen als auch in der deutschen Offentlichkeit heif diskutiert
(siehe z.B. [3],[4],6],(10],[13]). Es gab ,Standhafte“, welche ihre urspriingli-
che Wahl beibehalten wollten, ,Randomisierer, welche sich nur mittels ei-
nes Miinzwurfs zwischen den verbleibenden Tiiren entscheiden mochten, und
» Wechsler“, die ihre urspriingliche Wahl verwerfen wollten.

Ca. 90 % der Zuschriften an Frau Marilyn spiegelten die Meinung wi-
der, die Chancen auf den Hauptgewinn hinter Tiir 1 hitten sich durch den
Hinweis des Moderators von 1 zu 2 auf 1 zu 1 erhdht. Diese Meinung wurde
mehrheitlich auch von akademisch vorgebildeten Lesern (u.a. auch Mitgliedern
mathematischer Fakultdten) vertreten. Frau Marilyn blieb bei ihrer Aussage
und mufte sich zum Teil deftige Beschimpfungen gefallen lassen. Es war die
Rede von ,typischen Laienfehlern®, jhaarstrdubendem Unsinn“, einer ,peinli-
chen Angelegenheit* und einem , Argernis“. Sie sei ,eine dumme Térin, welche
die Krise der mathematischen Schulbildung noch vertiefe®.

Man empfahl ihr auch, unter dem Stichwort ,bedingte Wahrscheinlich-
keiten“ in einem beliebigen einfihrenden Lehrbuch zur Stochastik nachzulesen,
um ihren Laienfehler einzusehen und zu erkennen, daf§ ihre Antwort ,klar im
Widerspruch zur Wahrheit stiinde“.

Bevor wir diese Empfehlung aufgreifen, ist es angebracht, sich die ,laien-
hafte“ Argumentation von Frau Marilyn in Erinnerung zu rufen. Diese Argu-
mentation war wie folgt: Die Wahrscheinlichkeit, daB sich das Auto hinter Tiir
1 befindet, ist 1/3. Die Wahrscheinlichkeit, daB es sich hinter einer der beiden
anderen Tiiren befindet, ist somit 2/3. Offnet der Moderator eine dieser beiden
Tiren, so steht die Tiir fest, hinter welcher das Auto mit Wahrscheinlichkeit
2/3 ist. Folglich verdoppelt ,,Wechseln“ die Chancen auf den Hauptgewinn.

Dieses Argument mag fiir viele einleuchtend sein, und es tritt noch klarer
hervor, wenn man die Erfolgsaussichten der Strategien eines , Wechslers® (die-
ser schwenkt immer von der zuerst genannten auf die nach dem Hinweis des
Moderators verbleibende andere geschlossene Tir um) und eines ,Standhaf-
ten“ (dieser bleibt unbeeinfluft vom Hinweis des Moderators immer bei seiner
urspriinglichen Wahl) gegeniiberstellt.

Der Standhafte gewinnt dann (und nur dann!) den Hauptgewinn, wenn
sich dieser hinter der urspriinglich gewéhlten Tiir befindet, und die Wahr-
scheinlichkeit hierfiir ist 1/3. Ein Wechsler hingegen gewinnt das Auto genau
dann, wenn er zuerst auf eine der beiden ,Ziegen-Tiiren“ zeigt (die Wahrschein-
lichkeit hierfiir ist 2/3), denn nach dem Offnen der anderen Ziegen-Tiir durch
den Moderator fithrt die Wechsel-Strategie ja automatisch zur ,Auto-Tir".

Uberzeugend, nicht wahr? Fiir viele Kritiker von Frau Marilyn geht die-
ses Argument jedoch iberhaupt nicht auf die konkrete Situation des Kandida-
ten ein. Dieser erhalte doch nach seiner Entscheidung fiir Tiir 1 vom Modera-
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tor freundlicherweise Tiir 3 als Ziegen-Tiir ,ausgesondert®. Diese Information
stelle fiir den Kandidaten eine Ausschluf-Bedingung fiir die Auto-Tir dar, und
jeder normalbegabte ZwolftklaBler wisse doch, dafi nach AusschluB einer von
drei gleichwahrscheinlichen Fillen die verbleibenden beiden Méglichkeiten die
gleiche (bedingte) Wahrscheinlichkeit, ndmlich jeweils 1/2, besitzen.

Es sollte nicht schwer sein, viele Mitmenschen von der ,Einsichtigkeit®
beider dem ,gesunden Menschenverstand“ entsprungenen Argumente zu ,{iber-
zeugen“. Dies diirfte zu anregenden Diskussionen fithren und Neugier auf die
Auflésung des Paradoxons wecken.

Zur theoretischen Untermauerung ihres Einwandes gegen die Argumen-
tation von Frau Marilyn fithrten viele mathematisch vorgebildete Kritiker fol-
gendes Argument ins Feld:

Bekanntlich besteht ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum aus einer end-
lichen Menge § (diese beschreibt die moglichen Ergebnisse eines Zufallsex-
periments) und einem Wahrscheinlichkeitsmal P, welches jedem Ereignis A
(Teilmenge A von 1) eine Wahrscheinlichkeit P(A) zuordnet. Die bedingte
Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung, daB ein Ereignis B eingetreten
ist, wird durch den Quotienten

P(AN B)

Pg(A) := P(A|B) = P(B)

definiert. Bei festem Ereignis B ist Pg(A) als Funktion von A wieder ein Wahr-
scheinlichkeitsmaB auf Q (genauer: auf den Teilmengen von ). Anschaulich
erfolgt durch die Mengenfunktion Pg(.) eine Neubewertung aller Ereignisse
hinsichtlich der Aussicht ihres Eintretens, nachdem bekannt ist, da} das Er-
eignis B stattgefunden hat.

Im Spezialfall, dal das Wahrscheinlichkeitsmafi P die Gleichverteilung
auf ) ist, also P(A) = |A|/|Q] (A C Q) gilt (wie tblich sei dabei |M| die
Anzahl der Elemente einer Menge M), folgt

_ |AﬂB|/lQ|_ |AN B|
PelA) = e = 18

und somit

_ Al
= 1| (1)

fiir jedes Ereignis A mit A C B. Folglich ist das WahrscheinlichkeitsmaB Pg
(bei Einschrankung auf Teilmengen von B) die Gleichverteilung auf B.

Die Kritiker von Frau Marilyn kannten offenbar diese elementaren Be-
trachtungen iiber bedingte Wahrscheinlichkeiten und schlossen nun (etwas vor-
schnell) wie folgt weiter: Wir setzen Q = {1,2,3}, wobei die Zahl j fiir die
Nummer der Tiir steht, hinter der sich das Auto befindet. Weiterhin nehmen
wir fiir P eine Gleichverteilung auf Q an. Das Offnen von Tiir 3 durch den

Pg(A)
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Moderator ist gleichbedeutend damit, da§ das Ereignis B = {1,2} eingetreten
ist. Nach Formel (1) gilt Pg({1}) = Pg({2}) = 1/2, und somit hat sich die
Wahrscheinlichkeit, dal Tiir 1 die Auto-Tiir ist, von 1/3 auf 1/2 erhoht.

Das Vorschnelle an dieser ,,Beweisfithrung“ ist, daB sie einen wichtigen
Umstand aufler acht laBt, ndmlich die Tatsache, da der Kandidat Ttr 1
gewihlt hat und diese Tiir vom Moderator nicht ge6ffnet werden darf.
Die Kritiker von Frau Marilyn hatten dann recht, wenn der Spielleiter vor
dieser Wahl des Kandidaten Tir 3 als Ziegen-Tiir zu erkennen gegeben
hatte. Nach Wahl von Tiir 1 durch den Kandidaten gibt es fiir den Spielleiter
folgende Moglichkeiten:

e st das Auto hinter Tiir 2, so mufl er Tiir 3 6ffnen.
e Ist das Auto hinter Tir 3, so mufl er Tiir 2 als Ziegen-Tiir enttarnen.

e Ist das Auto hinter Tiir 1, so hat er die Wahl, Tiir 2 oder Tiir 3 zu 6ffnen.
Wir nehmen (vorldufig) an, daf} er diese Wahl rein zufallig trifft.

Die Situation ist also diejenige eines zweistufigen Experiments, dessen
erster Teil in der rein zufdlligen Zuordnung des Hauptgewinns zu einer der
drei Tiiren besteht. Die Wahl von Tiir 1 durch den Kandidaten (welcher nicht
zu auBersinnlicher Wahrnehmung fahig sei) geschieht ohne Beschrankung der
Allgemeinheit. Tir 1 besitzt nur die Rolle einer ,Tabu-Tir“ fiir den Spiel-
leiter. Nach Kenntnis von Tabu—~ und Auto-Tir 6ffnet der Spielleiter nach
obiger Regel eine Ziegen-Tir (zweites Teilexperiment). Dieser ,,Ausschlufi-
Mechanismus® ist in Abbildung 1 durch ein Baumdiagramm veranschaulicht.

Bezeichnen A; das Ereignis, daB sich das Auto hinter Tir j befindet
(7 =1,2,3) und C das Ereignis, daB der Spielleiter Ttiir 3 6ffnet, so ergibt sich
aus P(A;) = P(A;) = P(As) = 1/3 und den bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(CIA) =5, P(CIA) =1, P(ClA)=0 (2)

die interessierende Wahrscheinlichkeit P(A;|C') mit Hilfe der Bayes—Formel zu

D frt RN

P(A)P(ClA)
SO P(A;)P(ClA;)  5+1+0

L

1
P(A|C) = 3
Wegen P(A;) = } besagt dieses Ergebnis, daff die Ereignisse A; und C sto-
chastisch unabhéngig sind.

Das Offnen von Tiir 3 durch den Spielleiter vergrofert also keinesfalls die
Chance, daf} sich das Auto hinter Tiir 1 befindet — ganz im Einklang mit den
,laienhaften* Uberlegungen von Frau Marilyn. Da analog zu oben

1 2

P(A|C) = t——— =3
P+140 3
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gilt (die Ereignisse A; und C sind nicht stochastisch unabhangig), verdoppelt
»Wechseln® in der Tat die Aussicht auf den Hauptgewinn.

Auto-Tiir vom Moderator geoffnete

(,»ausgeschlossene*) Tiir

Abbildung 1: Baumdiagramm (,,AusschluB-Mechanismus“) fiir das
Ziegenproblem (Kandidat wahlt Tiir 1)

Eine Verallgemeinerung der Fragestellung ergibt sich, wenn der Mode-
rator flir den Fall, daBl sich das Auto hinter Tiir 1 befindet, Tiir 3 mit der
Wahrscheinlichkeit p (und Tir 2 mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p) 6ffnet. In
Abéanderung von (2) gilt dann P(C|A;) = p, und die Bayes-Formel liefert

P(A)P(ClA:) 1
S P(4,)P(ClA;) P+

P(A,

C) =

Da dieser Ausdruck (unabhingig von p) mindestens 1 ist, lohnt sich ein Wech-
sel also auch dann, wenn der Spielleiter mit einer gewissen Praferenz zuféllig
zwischen den Tiiren 2 und 3 wihlt.

Eine ,,Gefangenen—Version* des Ziegenproblems hat Martin Gardner 1959
vorgestellt (siehe [2]). In dieser makabren Variante gibt es drei zum Tode ver-
urteilte Gefangene, von denen einer (durch das Los bestimmt) begnadigt wird.
Der Wairter weil, um welchen Gefangenen es sich dabei handelt, darf aber
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nichts mitteilen. Auf mehrfaches Dringen des Gefangenen Nr. 1 gibt er die-
sem die Information: ,Ich darf zwar iiber Dich keine Aussage machen, kann
Dir aber mitteilen, dal Nr. 3 hingerichtet wird.*

Ersetzen wir das Auto durch die Begnadigung, die Ziege durch den Gal-
gen, den Spielleiter durch den Warter und Tiir 1 durch den Gefangenen Nr,
1, so offenbart sich die begriffliche Aquivalenz von Gefangenenproblem und
Ziegenproblem. Unter der Annahme, dafi der Warter fiir den Fall, dafl Nr. 1
tatsdchlich begnadigt wird, rein zufillig einen der beiden anderen Gefangenen
»ausschliefit“, folgt, daB sich die Aussicht von Nr. 1 auf die Begnadigung auf-
grund der Information des Warters nicht vergroBert hat.

Nahezu identisch mit dem Ziegenproblem ist auch das klassische ,,Schub-
laden-Paradoxon® von J. Bertrand (siehe [1]), bei dem drei gleich aussehende
Késten mit je zwei Schubladen gegeben sind. In jeder Schublade liegt eine
Miinze; im ersten Kasten Gold-Gold, im zweiten Silber-Silber, im dritten
Gold-Silber. Es wird rein zuféllig eine Schublade ausgewahlt. In dieser befinde
sich eine Goldmiinze. Mit welcher (bedingten) Wahrscheinlichkeit ist in der
anderen Schublade dieses Kastens eine Silbermiinze?

Auch hier sind gefdhrliche stochastische Fallstricke ausgelegt. Natiirlich
ist durch die gegebene Teilinformation einer von den 3 urspriinglich gleich-
wahrscheinlichen Késten, ndmlich der zwei Silbermiinzen enthaltende Kasten,
saussortiert worden.

Wer jedoch vorschnell meint, die verbleibenden beiden Moglichkeiten
seien gleichwahrscheinlich und somit die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit
gleich 1/2, unterliegt dem gleichen TrugschluB wie die meisten Kritiker von
Frau Marilyn. Entscheidend ist auch hier, nach welchem ,stochastischen Me-
chanismus® der AusschluB eines Falles erfolgt, und dieser Mechanismus ist uns
schon vom Ziegen— und Gefangenenproblem her bekannt. Hierzu interpretieren
wir den Gold-Silber-Kasten als Hauptgewinn und die beiden iibrigen Késten
als Nieten. Falls einer der beiden ,Nieten-Kéasten“ ausgewahlt wird, so erfolgt
durch Offnen einer seiner beiden Schubladen auf jeden Fall der Ausschluf der
anderen Niete. Bei Wahl des Gold-Silber-Kastens werden hingegen die beiden
Nieten mit gleicher Wahrscheinlichkeit 1/2 ausgeschlossen (je nachdem, welche
Schublade gezogen wird).

Es liegt also das Baumdiagramm von Abbildung 1 vor, wobei im er-
sten Teilexperiment die Wahl des Kastens (Tiir 1 entspricht dem Gold-Silber-
Kasten, welcher in keinem Fall ausgeschlossen wird) erfolgt und aufgrund des
zweiten Teilexperiments (rein zufillige Auswahl einer Schublade) der Aus-
schluf einer Niete vorgenommen wird. Nach unseren fritheren Uberlegun-
gen bleibt also die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB der ausgewdhlte Kasten der
Hauptgewinn ist, auch nach Offnen einer seiner beiden Schubladen gleich 1/3.

Die Analogie zum Ziegenproblem wire vollkommen, wenn ein Moderator
aus den beiden nicht gewidhlten Kasten tatsichlich die ,aussortierte* Niete
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entfernen wiirde und danach die Moglichkeit des ,, Wechselns® gegeben ware.

Natirlich sind auch verschiedene Varianten des Schubladen-Paradoxons
denkbar. Eine Moglichkeit besteht z.B. darin, drei Spielkarten zu benutzen,
von denen eine beidseitig weiB, die zweite beidseitig rot und die dritte weil-rot
ist. Zur Osterzeit bieten sich drei duBerlich gleichartige Ostereier aus Pappe
an, deren Innenseiten weiB-weiB, rot-rot bzw. weiB-rot sind. Dem Offnen einer
Schublade entspricht dann das Sichtbarmachen einer Kartenseite durch blindes
Hervorziehen einer Karte unter einem schwarzen Tuch bzw. dem Offnen eines
rein zufillig gewédhlten Eies und Betrachten einer Innenseite.

3 Das Bridge—Paradoxon

Beim ,,Bridge" erhalten 4 Spieler je 13 Karten. Eine Farbe wird vor
Beginn des Spiels als , Trumpf® bestimmt. Es sei bekannt, daf§ die Spieler
I und II zusammen 6 Triimpfe besitzen (bedingendes Ereignis B), wobei die
genaue , Trumpfverteilung® zwischen I und II natiirlich 6/0, 5/1, 4/2, 3/3,
2/4, 1/5 oder 0/6 sein kann. Unter der Annahme, daB alle Kartenverteilungen
gleichwahrscheinlich sind (wobei wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit die
vereinfachende Annahme machen, dafl die Menge der an Spieler I und 11 zu-
sammen ausgeteilten 26 Karten, darunter 6 Triimpfe, bekannt und nur die
Aufteilung dieser 26 Karten auf beide Spieler vorzunehmen ist), folgt dann
durch Abzédhlen der giinstigen und moglichen Fille (hypergeometrische Ver-
teilung!) z.B.

- o = 6)G) _ 286 |
Pg(, Trumpfverteilung 3/3“) = ™) = 305 (3)
und
6Y (20
Pg(,, Trumpfverteilung 4/2 oder 2/4“) =2 - W(y) _ 390 (4)

() e

13

Im folgenden ist nur wichtig, daf§ die ,,3/3-Verteilung® im Vergleich zur
»4/2— oder 2/4-Verteilung® die kleinere Wahrscheinlichkeit besitzt.

Das Spiel beginnt, und in den ersten beiden Stichen wird jeweils Trumpf
ausgespielt. Es stellt sich heraus, daf§ die Spieler 1 und Il in beiden Stichen
»,Trumpf bedient haben“, was natiirlich die Trumpfverteilungen 6/0, 5/1, 1/5
und 0/6 im nachhinein ausschliefit.

Nach diesen beiden Stichen besitzen die Spieler I und II je 11 Karten
und zusammen 2 Triimpfe. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl sich bei rein
zufalliger Aufteilung von 22 Karten, von denen 2 Triimpfe seien (bedingendes
Ereignis C), auf 2 Spieler zu je 11 Karten die Trumpfverteilungen 1/1 bzw.

2/0 oder 0/2 ergeben, sind
(e 1 .

P (, Trumpfverteilung 1/1¢) =




11

Pe(, Trumpfverteilung 2/0 oder 0/2¢) =2 -

Das anscheinend Widerspriichliche an diesem Resultat ist, da§ die Trumpf-
verteilung 1/1 eine groflere Wahrscheinlichkeit als die Verteilung 2/0 oder
0/2 besitzt, obwohl sie doch (durch ,Abwerfen® von 2 Triimpfen) aus der im
Vergleich zur 4/2- oder 2/4~Kombination unwahrscheinlicheren Trumpf-
verteilung 3/3 stammt (siehe [11], S. 18-19).

Der Schliissel zur Auflésung dieses Paradoxons liegt in den Gleichungen

D000 o
O 0006

welche die Spielverliufe beim Abwerfen von Triimpfen beriicksichtigen. In
Gleichung (7), welche die Trumpfverteilungen 3/3 und 1/1 miteinander verkniipft,
gibt der Binomialkoeffizient (38) die Anzahl der Méglichkeiten an, aus den 20
yNicht-Trimpfen“ 10 fiir Spieler I auszuwihlen. Nachdem Spieler I und II
jeweils 3 Triimpfe erhalten haben (hierfiir gibt es (g) Méglichkeiten), besitzt
jeder Spieler 3 Moglichkeiten, nach Abwerfen von 2 Triimpfen einen Trumpf
in der Hand zu behalten. Dies liefert den Faktor 9 auf der linken Seite von
(7). Der erste (zweite) Faktor auf der rechten Seite von (7) ist die Anzahl von
Méglichkeiten, aus den 6 Trimpfen (restlichen 4 Triimpfen nach Zuteilung
von 2 Trimpfen an Spieler [) diejenigen beiden auszuwihlen, welche Spieler

I (Spieler II) abwirft. Von den verbleibenden beiden Triimpfen erhalt jeder
Spieler einen, was den dritten Faktor ergibt.

In gleicher Weise verbindet Gleichung (8) die Trumpfverteilungen 4/2
und 2/0. Hier werden fiir Spieler I aus 6 Triimpfen 4 ausgewahlt ((2) Moglich-
keiten), wobei 6 Moglichkeiten vorhanden sind, nach Abwerfen von 2 Triimpfen
2 Triimpfe auf der Hand zu behalten. Dies erklart die linke Seite von (8). Die
Bedeutung der beiden ersten Faktoren auf der rechten Seite von (8) ist die
gleiche wie in Gleichung (7). Da die iibrigbleibenden beiden Triimpfe Spieler
II gegeben werden miissen, gibt es hierfiir nur eine (= (2)) Méglichkeit.

Dividiert man nun Gleichung (7) durch die mit dem Faktor 2 multipli-
zierte Gleichung (8), so folgt unter Beachtung von (3), (4), (5) und (6)

und

i

Pg(, Trumpfverteilung 3/3%)

Trumpfverteilung 4/2 oder 2/4¢
286 P 9 11 _gll/ /4

90 6 15 10
Pe(,, Trumpfverteilung 1/1%)
Pe(, Trumpfverteilung 2/0 oder 0/2¢)’

9
6

P ”
g
6
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was den scheinbaren Widerspruch auflost.

4 Das Simpson—Paradoxon

Ein Paradoxon, welches im Zusammenhang mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten wichtige Einsichten vermittelt, ist das klassische Simpson-Paradoxon
(siehe z.B. [5],{7],[12]). Zu seiner Formulierung benotigen wir eine Zerlegung
eines Grundraums {2 in paarweise disjunkte Ereignisse K1,..., K, sowie Er-
eignisse A und B. Dabei bezeichne im folgenden B = 1\ B das Gegenereignis
zu B.

Das Simpson-Paradoxon liegt dann vor, wenn neben den Ungleichungen

P(A|BNK;) > P(A|IBNK;), firjedesj=1,...,n (9)
sparadoxerweise” die umgekehrte Ungleichung

P(A|B) < P(A|B) (10)

erfillt ist. Wegen

P(A|B) = zn:P(Kj|B)-P(A|Bij) (11)
P(A|B) = Zn:P(KjIB)-P(A|BﬂKj) (12)

(Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeiten Pg(A) bzw. Pg(A) mit Hilfe
der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) ist die Moglichkeit des Auftre-
tens des Simpson-Paradoxons eine mathematische Banalitit. Entscheidend
fir die Gultigkeit von (10) ist, daB die ,Gewichte* P(K;|B) in (11) gerade
fiir diejenigen j ,klein“ sein konnen, fiir die P(A|BN K;) ,grof* ist (und um-
gekehrt). Andererseits kann P(K;|B) in (12) gerade fiir diejenigen j ,gro"
sein, fir die P(A|B N K;) ,groB* ist (ohne natiirlich (9) zu verletzen) und
umgekehrt. :

Das Reizvolle am Simpson-Paradoxon ist sein Auftreten bei realen Da-
ten, wobei die Interpretationsméglichkeiten natiirlich von den jeweiligen Rah-
menbedingungen abhéangen.

Als Beispiel betrachten wir die in Tabelle 1 aufgefiihrten Anzahlen im
Zusammenhang mit auslaufenden Abonnements der Zeitschrift , American Hi-

story Illustrated“ (siehe [5], [12]).




Kategorie des laufenden Abonnements

Monat K, K, K Ky Ks X

Januar
ausl. Abo. | 3594 18364 20862 2986 149 45955
Verlang. | 2918 14488 4343 1783 13 23545
Anteil | 0.812 0.789 0.208 0.597 0.087 | 0.512

Februar
ausl. Abo. | 884 5140 864 2224 45 9157
Verlang. | 704 3907 122 1134 2 5869
Anteil | 0.796 0.760 0.141 0.510 0.044 | 0.641

Tabelle 1: Verlangerungen auslaufender Abonnements der Zeitschrift
,American History Illustrated“ im Jahr 1979

Von der Abonnement—Verwaltung ist jeder Abonnent einer von 5 Kategorien
1,...,5 je nach dem Grund fiir sein laufendes Abonnement zugeteilt (bzgl. der
genauen Definition der Kategorien siehe [12]).

Im Januar 1979 wurden von den in der Kategorie 1 auslaufenden 3594
Abonnements 2918 verlingert, was einer Erneuerungsrate von 0.812 entspricht.
Analog sind die Zahlen fiir die iibrigen Kategorien zu verstehen. Uber alle
Kategorien summiert betrug der Anteil der Verlingerungen im Januar 0.512
(rechte Spalte). Obwohl im Februar die Erneuerungsrate in jeder Kategorie
unter dem entsprechenden Januar—Wert liegt, ist die globale Erneuerungsrate
im Februar mit 0.641 deutlich héher als im Januar.

Setzen wir Q0 (bzw. B) fiir die Menge aller im Januar oder Februar
(bzw. im Januar) auslaufenden Abonnements, K fiir die Menge aller Abon-
nements aus §) in Kategorie j (7 = 1,...,5), A fir die Menge aller verlanger-
ten Abonnements aus 2 und P fir die Gleichverteilung auf 2, so liegt das
Simpson-Paradoxon (9),(10) vor. Der Grund hierfiir ist im wesentlichen in
der geringeren Gewichtung der Kategorien 1 und 2 im Januar verglichen mit
dem Monat Februar sowie in der hohen Gewichtung der Kategorie 3 im Januar
zu suchen.

Als weiteres Beispiel zum Simpson-Paradoxon sind in Tabelle 2 das
Gesamt—Bruttoeinkommen sowie die daraus gezahlte Einkommenssteuer der
Jahre 1974 und 1978 in den U.S.A., aufgeschliisselt nach Einkommensklassen,
angegeben (siehe [5],{12]).




Jahreseinkommen | Einkommen | gezahlte Steuer | durchschnittlicher
(pro Person in §) (in 1000 $) (in 1000 $) Steueranteil
1974
< 5000 41 651 643 2 244 467 0.054
5000 bis 9999 146 400 740 13 646 348 0.093
10000 bis 14999 192 688 922 21 449 597 0.111
15000 bis 99999 470 010 790 75 038 230 0.160
> 100000 29 427 152 11 311 672 0.384
Insgesamt 880 179 247 123 690 314 0.141
1978
< 5000 19 879 622 689 318 0.035
5000 bis 9999 122 853 315 8 819 461 0.072
10000 bis 14999 171 858 024 17 155 758 0.100
15000 bis 99999 865 037 814 137 860 951 0.159
> 100000 62 806 159 24 051 698 0.383
Insgesamt 1 242 434 934 188 577 186 0.152

Tabelle 2: Einkommenssteuer in den U.S5.A. 1974 und 1978

Obwohl der durchschnittliche Steueranteil in jeder Einkommenskategorie
von 1974 auf 1978 gesunken ist, hat sich die durchschnittliche Steuerbelastung
insgesamt von 14,1% auf 15,2% erhdht. Dies ist in diesem Fall natiirlich auf
den Effekt zuriickzufiihren, daf viele Dollar nach 4 Jahren in einer héheren
FEinkommenskategorie erwirtschaftet wurden und sich somit die Gewichte der
Kategorien entscheidend verandert haben.

Als mathematisches Modell kann in diesem Beispiel ! (bzw. B) fiir die
Menge der 1974 oder 1978 (bzw. 1974) als Einkommen erzielten einzelnen
Dollar und A fiir die Teilmenge der 1974 oder 1978 an den Fiskus gezahlten
sSteuer— Dollar® gewahlt werden. Jeder eingenommene Dollar ist dabei einer
der 5 Einkommens-Kategorien zuzurechnen. Wihlen wir P als Gleichvertei-
lung auf Q, so gilt wieder (9) und (10), also das Simpson-Paradoxon.

An diesem Beispiel wird auch der durch (wissentliches oder unwissent-
liches) Verschweigen gewisser Aspekte erzielbare politische Effekt deutlich.
Weére zwischen den Jahren 1974 und 1978 eine Steuerreform durchgefihrt wor-
den, so konnte sich die Regierung die Abnahme der durchschnittlichen Steuer-
belastung in jeder Einkommenskategorie als Erfolg an ihre Fahnen heften. Die
Opposition hingegen kénnte und wiirde nur mit der unleugbaren Tatsache Po-
litik machen, daB die globale durchschnittliche Steuerbelastung zugenommen
hat. So liigt man mit Statistik!
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Einleitung

Neuronale Netze und Fuzzy Logik sind véllig verschiedene Ansétze, die zundchst wenig miteinander zu tun
haben. Bei Neuronalen Netzen wird die Grobstruktur, d.h. der Typ und die Topologie des Netzes mit der Anzahl
der Neuronen vom Entwickler vorgegeben. Die Feinstruktur wird durch einen Lernalgorithmus und groBe
Datenmengen automatisch bestimmt. Die erreichte Genauigkeit ist umgekehrt proportional zur Datenmenge. In
der Fuzzy Logik ist kein Lernen definiert. Die Verarbeitung von Fuzzy-Systemen basiert nicht auf Datenmengen,
sondern auf Regeln, die von einem Entwickler oder Experten stammen. Bei der Entwicklung der beiden Systenp-
Arten spielen also komplementére Eigenschaften eine Rolle: Neuronale Netze beziehen ihr Wissen in erster Linie
aus Daten, Fuzzy-Systeme setzen einen Experten voraus. Hbéchstens in einer Hinsicht haben die beiden System-
Arten eine vergleichbare Zielsetzung: in der Behandlung von Ahnlichkeiten. Neuronale Netze bilden durch
Trainingsmuster eine ihnen angemessene innere Struktur heran, die es anschlieBend erlaubt, bis dahin
unbekannte Testmuster zu verarbeiten. Die Verarbeitung der Testmuster, die in ihrer Struktur Ahnlichkeiten zu
den Trainingsmustern aufweisen, ergibt dhnliche Resultate im Vergleich zu denen der Trainingsmuster. Mit der
Fuzzy Logik werden nahe beieinander liegende Punkte des Eingaberaums &hnlich - d.h. in nahe
beieinanderliegende Punkte des Ausgaberaums - abgebildet und verarbeitet. Dadurch vermeidet diese Logik
Spriinge und scharfe Kanten, die nebeneinander liegende Punkte eindeutig voneinander trennen. Auch hier
kénnen wieder nahe beieinanderliegende Punkte als Daten mit dhnlicher Struktur gedeutet werden, die durch
berlappende Zugehérigkeitsfunktionen und damit auch Regein und die interpolierenden Eigenschaften des
Defuzzifizierens &hnlich verarbeitet werden. Dies ist der qualitative Unterschied zur Verarbeitung mit
konventionellen Systemen, die auf der klassischen zweiwertigen Logik basieren und mit haren
Fallunterscheidungen arbeiten. Selbstverstiandlich kénnen Ahnlichkeiten auch mit anderen konventionellen
Verfahren behandelt werden, wie stochastischen Methoden und Algorithmen, welche harte Entscheidungen durch
kontinuierliche Funktionen ersetzen. In vielen Falien sind diese Methoden naturlich weiterhin sinnvoll und
manchen Neuro-Fuzzy-Ansétzen lberlegen. Das vorliegende Kapitel liber Neuro-Fuzzy zeigt aber, daB Neuro-
Fuzzy-Systeme eine einheitliche Methode liefern kénnen, mit Problemen der beschriebenen Art umzugehen, ohne
jedesmal die gesamte Theorie stochastischer Funktionen bemiihen und an das jeweilige System anpassen zu
miissen. Wir werden sehen, dal es dabei unterschiedliche Zielsetzungen gibt, je nachdem, ob die zeitliche
Verdnderung und Adaption des Systems eine Rolle spielt oder ob das aus groRen Datensétzen entwickelte System
fir den Betrachter oder Anwender durchsichtiger und verstehbarer gestaltet werden soll.

Neuronale Netze und Fuzzy Systeme sind sich also, wenigstens was ihr Ziel bei der Behandlung von Ahnlichkeiten
betrifft, &hnlich. In bezug auf andere Merkmale verhalten sie sich ziemlich entgegengesetzt. Zur Ubersicht kann
hier auf Tab.1 verwiesen werden, die verdeutlicht, wie sich beide Systeme zueinander oft komplementér verhalten
(basiert auf Gupta und Rao (1994), korrigiert und erweitert nach Goos, Eppler und Gemmeke). Gerade in der
Komplementaritét liegt die Stirke der Neuro-Fuzzy-Systeme, weil beide Systeme auf gegensétzliche Weise bei
gleichen Problemstellungen einsetzbar sind.

Prinzipielle Koppelungsarten von Neuro-Fuzzy

Seit 1989 zum erstenmal Neuronale Netze mit Fuzzy Logik in Verbindung gebracht wurden (Hayashi et al. 1989,
Kuncicky und Kandel 1989, Yamakawa und Tomoda 1989), sind seither unter dem Stichwort ,Neuro-Fuzzy* recht
unterschiedliche Arbeiten veréffentlicht worden. Seit der ersten Tagung zu Neuro-Fuzzy, die unseres Wissens der
IEEE-Workshop ,Neuro-Fuzzy Control in Muroran in Japan 1993 war, wird dieser Begriff gar als Oberbegriff fiir
alle Systeme verwendet, die Neuronale Netze oder Fuzzy Systeme einsetzen. In diesem Kapitel werden Neuro-
Fuzzy-Systeme nicht in dieser verallgemeinerien Weise verstanden, sondern ausschlieBlich als Koppelung von
Neuronaien Netzen und Fuzzy Systemen. Selbst dann gibt es noch eine groBe Vielfalt von Systemen, bei denen
es schwerféllt, sie als Neuro-Fuzzy-Systeme zu bezeichnen. Ein komplexes System, das an irgendeiner Stelle ein
Neuronales Netz enthélt und an irgendeiner anderen Stelle Fuzzy-Regeln verwendet, wird im folgenden als ,nicht
gekoppeltes® Neuro-Fuzzy-System bezeichnet. Weitere Stufen, die sich nach der Stirke der Verflechtung der
beiden Systemarten richten, sind dann ,schwach gekoppelte* oder ,stark gekoppelte* Neuro-Fuzzy-Systeme. Sie
werden im folgenden etwas genauer erldutert, Aber nicht nur hinsichtlich ihrer Verflechtungsstirke, auch nach
ihrer Zielsetzung unterscheiden sich die Systeme. Man kann hier zwei Hauptgattungen feststellen: Systeme, deren
Beschreibung und Spezifikation genau festliegt (propositional), die sich aber flexibel (adaptiv) auf Umgebungs-
anderungen einstellen sollen, werden im folgenden als ,adaptive propositionale Systeme* behandelt. Systeme, die
durch eine automatische Analyse von Datenmengen entstanden sind, und hierzu z&hlen neben Neuronalen
Netzen auch stochastische Verfahren, Cluster-Erkennungsverfahren und Prognose-Werkzeuge, bzw. Systeme, die
neue Daten einfach nach den GesetzméBigkeiten alter Daten prozedural verarbeiten, sind fiir den Anwender oft
wenig vertrauenerweckend. Er sieht auRer der Beobachtung der Eingangs- und Ausgangsdaten vom
VerarbeitungsprozeB nichts und kann ihn daher auch nicht nachvolliziehen, d.h. nicht interpretieren. Systeme, die
sowohl prozedural als auch interpretierbar sind, sind also wiinschenswert und werden im folgenden als
Jnterpretierbare prozedurale Systeme* bezeichnet.
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Fahigkeiten Merkmale Fuzzy-System Neuronales Netz
Wissensakquisition Fakten menschliches Expertenwissen Trainingsdaten, Musterbeispiele
System kein Modell erforderlich kein Modell erforderlich
Implementierung | manuell durch Interaktion automatische Lernalgorithmen
zwischen Mensch und Maschine
Struktur System vom Entwickler festgelegt Lernen der Feinstruktur aus Daten,
Bilden der Grobstruktur durch
andere Methoden (z.B. Evolution)
Problem durch Regein vorgegeben weitgehend unbekannt
Verstdndnis einfache Interpretation Black Box
Unsicherheit Information quantitativ und qualitativ quantitativ
Ziel Klassifikation, Approximation, Kiassifikation, Approximation,

Entscheidungsfindung Entscheidungsfindung, Optimierung
Verarbeitung Mechanismus sequentielle heuristische Suche  parallele Berechnung
Geschwindigkeit | niedrig hoch
Berechnung global lokal
Adaption Fehlertoleranz grof® sehr groB
Lernen extern durch Induktion, iterativ Anpassung von synaptischen

Gewichten

durch Experten

Tab.1 Kompiementaritdt von Neuronalen Netzen und Fuzzy Logik

Stérke der Verflechtung

Die Stérke der Verflechtung Neuronaler Fuzzy-Systeme sagt nichts {iber deren Leistungsf&higkeit aus. Der Grund,
weshalb stark gekoppelte Systeme im allgemeinen dennoch einen stirkeren Reiz auf uns ausiiben, liegt eher
darin, daB in einem Neuro-Fuzzy-System die gesamten Vorteile von Neuronalen Netzen und Fuzzy Systemen auf
ein Problem angewandt werden k&nnen. Im Fall eines nicht gekoppelten Systems wird auf ein Teilproblem ein
Neuronales Netz angewandt und bei einem anderen Teilproblem ein Fuzzy-System eingesetzt. Die Vorteile beider
Methoden kdnnen nicht die volle synergetische Wirkung entfalten. Trotzdem werden aus Griinden der Einfachheit
mehr nicht gekoppelte Neuro-Fuzzy-Systeme eingesetzt als stdrker miteinander verflochtene Systeme.

Nicht gekoppelte Neuro-Fuzzy-Systeme

Ein nicht gekoppeltes Neuro-Fuzzy-System besteht aus mindestens zwei vollig voneinander getrennten Teilen.
Meist handelt es sich ohnehin um ein gréeres, komplexes System, das aus vielen verschiedenen Komponenten
zusammengesetzt ist. Ohne weitere Vorkehrungen ist hier bei der Verwendung eines Standard-Fuzzy-Systems
dieses nicht adaptiv und das verwendete Neuronale Netz ohne zus#tzliche Vorkehrungen nicht interpretierbar. Ein
Beispiel fiir ein soiches System ist die Regeiung einer Getriebelibersetzung bei einem Auto mit Automatikgetriebe
(Hayashi et al. 1993). Hier werden innerhalb des Gesamtsystems zwei Funktionen durch Fuzzy-Regeln
approximiert. Eine Funktion schitzt die Last des Autos in Abhingigkeit von der Geschwindigkeit und der
Beschleunigung der Antriebswelie. Eine andere Funktion soll die Absicht des Fahrers voraussagen, indem die
Anderung des Gaspedals beobachtet wird. SchlieBlich wird im Gesamtsystem ein Neuronales Netz verwendet, das
aus einer Reihe von Informationen (Last des Autos, Absicht des Fahrers, Verdnderung des Gaspedals,
Geschwindigkeit des Autos) den geeigneten Gang bei einem Flnfganggetriebe wiahit. Zwei der
Eingangsparameter des Neuronalen Netzes stammen von den Fuzzy-Systemen. Damit werden zwar die
strukturellen Stérken der Fuzzy-L8sung und der adaptive Charakter der neuronalen Ldsung an den Teilproblemen
genutzt, wo strukturelles Wissen in Form von Regein vorhanden ist bzw. adaptive Eigenschaften der Ldsung
erforderlich sind, aber auf eine volile Synergie beider Werkzeuge wird verzichtet.

Typisch fir solche nicht gekoppelten Neuro-Fuzzy-Systeme ist der ad-hoc-Charakter des Zusammenspiels der

Neuro- und Fuzzy-Teile. Die Beziehung zwischen ihnen kann nicht verallgemeinert werden und muB fir jede
Anwendung neu konzipiert werden.




Schwach gekoppelte Neuro-Fuzzy-Systeme

Bei schwach gekoppelten Neuro-Fuzzy-Systemen ist eine Beziehung zwischen den beiden Systemteilen
vorhanden und kann auch in unterschiedlichen Anwendungen beibehalten werden. Ein solches System kann als
Block angesehen werden, wobei jedem einzelnen Teil eine bestimmte Aufgabe zufillt. Haufig anzutreffende
Konstellationen sind hier die Aufteilung in Vorverarbeitung, Hauptteil und eventuell Nachbearbeitung oder die
Beeinflussung von Parametern des einen Systems durch das andere System. Im ersten Fall kann ein Fuzzy-
System die Vorverarbeitung von Daten ibernehmen, indem die rohen Eingangsdaten durch eine Fuzzifizierung in
eine geeignetere und kompaktere Repradsentation (bersetzt werden. Es folgt ein Neuronales Netz fiir die
Hauptverarbeitung, dem schlieBlich ein Defuzzifizierungsalgorithmus nachgeschaltet sein kann. Beispiele dafir
sind Bedzak und Daca (1985) oder teilweise Parten (1993), der fiir die Vor- bzw. Nachverarbeitung auch
neuronale Realisierungen vorsieht. In diesem neuronalen Fall ist sein Ansatz dem eng gekoppelten Neuro-Fuzzy-
System zuzuordnen. Den zweiten Fall mit der Parameteradaption eines Systems durch ein anderes haben wir
dann, wenn beispielsweise die Parameter eines Fuzzy-Systems, wie z.B. die Breite oder Lage der involvierten
Zugehdrigkeitsfunktionen durch ein Neuronales Netz optimiert werden. Ein anderer Fall besteht dann, wenn ein
System durch ein Neuronales Netz identifiziert wird, das wiederum ein Fuzzy-System beeinfluft. Zu dieser
Kategorie zdhit der Neuro-Fuzzy-Controller FAGNIS von Cechin und Eppler (1994), bei dem Fuzzy-Regeln aus
einem Neuronalen Netz automatisch entwickelt werden. Solche Systeme sind schwach gekoppelte Neuro-Fuzzy-
Systeme, weil sich die beiden Teile eng aufeinander beziehen und der eine ohne den anderen nicht verstanden
werden kann. Sie sind nicht eng gekoppelt, weil das Neuronale Netz eindeutig vom Fuzzy-System getrennt ist und
aus einer eigenstindigen Implementierung besteht.

Eng gekoppclte Neuro-Fuzzy-Systeme

Bei eng gekoppelten Neuro-Fuzzy-Systemen kann nicht mehr zwischen einem neuronalen und einem Fuzzy-Teil
unterschieden werden. Beide zusammen bilden einen Algorithmus, der sowohl Merkmale von Neuronalen Netzen
als auch Fuzzy-Systemen aufweist. Eine Methode ist die direklie implementierung von Fuzzy-Regeln in
Neuronalen Netzen, wobei die Struktur und die Bestandteile (Neuronen, Lernalgorithmen) konventioneller
Neuronaler Netze jeweils mehr oder weniger stark verdndert werden. Beispiele hierfiir sind die spéter behandelten
Systeme von Eppler (1990), Jang (1991), Berenji (1992) oder Nauck (1993). Zu dieser Kategorie von Systemen
gehdren auch solche, die beispielsweise Neuronale Netze nur fir die Entwicklung eines Systems verwenden, um
hinterher das gelernte Wissen in einem Fuzzy-System zu implementieren (z.B. Kosko (1990)). Auch der
umgekehrte Weg wurde beschritten. Ein Ansatz, der beide Richtungen zul&Bt, ist in Eppler (1993) beschrieben.
Andere Systeme ordnen Neuronale Netz-Teile so an, daR sie als Komponenten eines Fuzzy-Systems gedeutet
werden kbnnen, d.h. sie bestehen aus einer Fuzzifizierung, Inferenz und Defuzzifizierung. Beispiele dafiir sind von
Hayashi (1989) oder Parten (1993) gegeben.

Ziel der Koppelung bei Neuro-Fuzzy-Systemen

Alle Neuro-Fuzzy-Systeme lassen sich mit mehr oder weniger Miihe in die oben vorgesteliten drei Kategorien
einordnen. Es kdnnen noch weitere Unterscheidungskriterien eingefiihrt werden, die beispielsweise die Systeme
nach der Art der Fuzzy-Regeln zum Sugeno-Typ oder Mamdani-Typ oder nach der Art der Neuronalen Netze, d.h.
nach den verwendeten speziellen Neuronen oder Lernalgorithmen einteilen. Diese Unterscheidungen sind aber
weniger grundsétzlich. Wichtiger erscheint eine Einteilung in bezug auf die Anwendung des Neuro-Fuzzy-Systems
zu sein, da meistens von dieser Richtung her die Entscheidung flir das eine oder andere System getroffen wird.
Dabei steht der Anwender selten vor der Situation, daB er bei der Implementierung ganz von vorne anfingt und in
seinen Entscheidungen vdllig frei ist. Oft existieren schon konventionelle L8sungen fiir das gestellte Problem, die
aber in ihrer Qualitdt verbessert werden missen, oder eine #hnliche Aufgabe wurde in einer verwandten
Anwendung schon einmal geldst und soll auf das bestehende Problem {ibertragen werden. Wenn Neuro-Fuzzy-
Systeme eingesetzt werden sollen, sind die Hauptgriinde dafir meist die Adaptionsfdhigkeit und die
Verstdndlichkeit, also eine Interpretierbarkeit des Systems. Oft ist das eine gegeben, wihrend das andere
wiinschenswert erscheint. So kdénnen Neuro-Fuzzy-Systeme in adaptive propositionale Systeme, d.h. das
interpretierbare System soll adaptiv werden oder in interpretierbare prozedurale Systeme, d.h. das adaptive
System soll interpretierbar sein, eingeteilt werden. Fiir das Verstidndnis des Systems ist es wichtig, welches dieser
Ziele anvisiert wird. Manche Systeme streben beide Ziele gleichrangig an.

Adaptives propositionales System

Ein weit verbreiteter Glaube geht davon aus, daR Fuzzy-Systeme an sich schon adaptiv sind (z. B. CD-ROM-
Lexikon von Bertelsmann unter dem Stichwort ,Fuzzy Logik). Wie wir bisher gesehen haben, ist dies nicht der
Fall. Bei Fuzzy-Systemen wird immer wieder hervorgehoben, wie benutzerfreundlich das implementierte Wissen
gedndert werden kann. Bei einer Anderung der Umgebung des Systems kdnnen die Fuzzy-Regeln oft schnell
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angepalit werden. Dennoch gibt es viele Bereiche, in denen es wiinschenswert ist, diese Anpassung automatisch,
ohne Eingriff eines Experten, vorzunehmen. Hierfiir mu eine automatische Methode gefunden werden, welche
die einstrémenden Daten soweit analysiert, daR entweder ganz neue Regeln entdeckt und alte geldscht werden
oder die bestehenden Zugehbrigkeitsfunktionen abgeindert werden. Oft bestehen die Zugehdrigkeitsfunktionen
aus Basisfunktionen mit zwei oder mehr Parametern, aus denen alle zuldssigen Funktionen bestimmt werden
kénnen (z.B. die GauBifunktion als Basisfunktion mit den Parametern Mittelpunkt, Standardabweichung und
Amplitude).

Ein Beispiel fir ein propositionales System ist FAMOUS (Fuzzy Associative Memory Organizing Units System)
von Ushida et al. (1994), das das Lernen auf einer konzeptuellen Ebene im Gegensatz zu der numerischen Ebene
erreichen will. In einer beispielhaften Anwendung werden Gesichtsausdriicke erkannt und neu generiert. Die
Verarbeitung geschieht mittels Fuzzy-Regeln, die Adaption der Regeln greift auf die neuronale und damit
numerische Ebene zuriick. Das Ziel des Systems ist es, die von menschlichen Experten entworfenen Regeln
automatisch an die realen Systembedingungen anzugleichen. Andere Systeme, wie die spéter beschriebenen
Ansitze ANFIS, FINE oder NNDFR fallen ebenfalls in diese Kategorie.

Ein groes Problem bei vielen Systemen dieser Kategorie ist die Erzeugung der Trainingsmuster. Werden
Standard-Fuzzy-Regeln der Sugeno- bzw. Mamdani-Art verwendet, ist der Einsatzbereich des Neuro-Fuzzy-
Systems meist in der Regelungstechnik. Die Einginge sind dann Gr6Ren wie z.B. die Abweichung vom
Sollzustand, die Anderung dieser Abweichung, usw. . Ausgénge sind StellgréRen, die ein verdndertes Verhalten
der Regelstrecke hervorrufen. Da die Regelstrecke unbekannt ist, ist auch der Zusammenhang zwischen
Stellgré®en und durch sie hervorgerufene Zustandsinderungen unbekannt. Soll der Regler, der aus dem Neuro-
Fuzzy-System besteht, optimiert werden, missen die Trainingsmuster sowohl den Systemzustand als auch die
StellgroBe beinhalten. Die StellgréBe ist aber unbekannt. Es stelit sich also die Frage, wie sinnvolle
Trainingsmuster generiert werden kénnen. Eine Mdglichkeit besteht darin, daB man sich die Muster von einem
bereits gut arbeitenden Regler besorgt. So kénnen z.B. Trainingsmuster erzeugt werden wéhrend ein Mensch eine
Maschine regelt. Hinterher kann der mit diesen Mustern trainierte Neuro-Fuzzy-Regler eventuell diese
Regelungsaufgabe {ibernehmen. Die derart konstruierte Regelung wird aber nie besser sein als die vorgegebenen
Trainingsmuster! Ein bekanntes Beispiel ist das Rickwarts-Einparken eines Lastwagens mit Anhdnger, das dem
Fahrer viel Ubung und Geschicklichkeit abverlangt. Zum erstenmal wurde dieses Beispiel von Nguyen und
Widrow (1980) fiir einen rein neuronalen Regler angewandt, spéter idste Kosko (1992) mit einem Neuro-Fuzzy-
Regler ein #hnliches Problem. Diese Art von Problemen ist allerdings bei Regelungsaufgaben, die es im
allgemeinen mit sehr schnellen Vorgéngen zu tun haben, selten. Die Automatisierung langsamer Prozesse, die
von menschlichen Operateuren gesteuert werden, falit meist nicht in das Gebiet der Regelungstechnik, sondern in
die Automatisierungstechnik. Dort wird die Regelung im allgemeinen von Expertensystemen oder anderen
wissensbasierten Verfahren vorgenommen. Fiir die Gbrigen, zu der Regelungstechnik zdhlenden Aufgaben, bleibt
das Problem der Mustergenerierung.

Ein eleganter Ausweg zeigt sich, wenn ein Modell der Regelstrecke mit einbezogen wird. Dieses Modell ist zwar
meistens unbekannt, kann aber durch adaptive Verfahren automatisch erzeugt oder verbessert werden. Hierzu
bieten sich wieder insbesondere Neuronale Netze an. Fiir die Erzeugung der Trainingsmuster gibt es an dieser
Stelle keine Probleme, da die Muster aus dem Zustand zur Zeit t und dem Folgezustand zur Zeit t+1 bestehen.
Diese GréRen sind leicht aus der realen Regelstrecke zu ermitteln. Liegt ein Modell der Regelstrecke vor, kann
der Systemfehler am Ausgang berechnet und durch das Streckenmodell zuriickpropagiert werden, so daf der
Fehler der Stellgr6e bei gegebenem Modell der Strecke ermittelt wird. Damit kann nun der eigentliche Neuro-
Fuzzy-Regler optimiert werden. An der Stelle soll nicht weiter in diese Problematik eingedrungen werden; es
finden sich auch hier noch zahlreiche Probleme ein, z.B. bei Systemen héherer Ordnung, die den Regelungsfehler
nicht in einer Zeitstufe eliminieren kdnnen, oder der groBe Berechnungsaufwand bei hintereinandergeschaltetem
Regler und Modell, usw. (siehe Cechin el al. 1994). Wichtig ist zu erkennen, daB Systeme ohne Einbeziehung
eines ProzeRmodells nur dber einen sehr eingeschrénkten Anwendungsbereich verfigen. Das ProzeBmodell kann
ohne tiefere Kenntnis der mathematischen Beschreibung des Modells aus den MeRdaten des vorliegenden
Prozesses numerisch gelernt werden.

Interpretierbares prozedurales System

Die Interpretierbarkeit prozeduraler Systeme wird immer wieder dann gefordert, wenn an ein System sehr hohe
Erwartungen an seine Zuverldssigkeit gestellt werden. Viele Entwickier gehen davon aus, daB Neuronale Netze in
sicherheitsrelevanten Bereichen nichi eingesetzt werden koénnen, weil niemand versteht, was in ihnen intern
vorgeht. Einen Einblick in solche Systeme bekommt man noch am ehesten, wenn man verschiedene
Datenmengen bearbeiten 148t und die Ergebnisse mit dem gewlinschten vergleicht; ein FehlermaR festlegt und
den Abbildungsfehier danach bestimmt; oder mit Testmustermengen die Generalisierungsfédhigkeit des Systems
feststellt. Die Struktur des Systems selbst wird dadurch aber nicht durchsichtiger, weshalb meist ein Rest von
MiBtrauen in das System bleibt. Man muB sich allerdings klarmachen, daR dies sich bei anderen Software-
Systemen nicht anders verhalt. Die interne, meist nicht-hierarchische Struktur mit gegenseitigen Abhéngigkeiten
von Prozeduren und globalen Datenstrukturen tiberfordert den Entwickler und Anwender, so dal er sein System
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nicht volistdndig und im einzelnen versteht. Es ist einfach zu komplex. Er sieht sich aber grundsétzlich in der
Lage, jede Stelle seines Systems mit entsprechendem Aufwand zu verstehen. Bei einem Neuronalen Netz sieht er
dies nicht. Unsere These ist, daB dieser Unterschied auf die Sicherheit des Systems keinen Einflu hat. Die
mathematischen Gleichungen zu einem gegebenen Neuronalen Netz sind bekannt. Es macht keinen Unterschied,
ob man ein Neuronales Netz mit n Verbindungsgewichten oder ein Optimierungsproblem n-ter Ordnung verstehen
will. Sind aber einige Parameter ({iberfliissig, redundant oder voneinander abhéngig, sorgt eine Interpretation fir
ein erleichtertes Verstindnis.

Es gibt aber noch einen weiteren Grund dafiir, Neuronale Netze interpretierbar zu gestalten. Man mdéchte wissen,
was das Neuronale Netz aus den Daten gelernt hat, um eventuell seiber weitere Eingriffe in das System zu
machen. Es ist utopisch anzunehmen, daR ein Neuronales Netz jede erdenkbare Struktur erfinden und den Daten
anpassen kann. Meistens sind die Grenzen der Adaptionsfihigkeit eines Neuronalen Netzes auf den ersten Blick
sichtbar. Eine interpretation des Netzes kann dann aber wertvolle Hinweise liefern, wie das Neuronale System
gedndert werden muB, um es besser an die Daten anpassen zu kénnen. Das heift, die Weiterentwicklung des
Systems wird durch eine Interpretierbarkeit des Systems erleichtert. Bisher kdnnen uninterpretierte Neuronale
Netze nur verbessert werden, wenn sie iterativ (durch ,trial and error*) den verfiigbaren Daten Schritt fiir Schritt
angepafldt werden.

Ein System, bei dem die Interpretierbarkeit des Neuronalen Netzes im Vordergrund steht, ist FINE. Im Gegensatz
zu den meisten anderen Systemen k&nnen beliebige Neuronale Netze interpretiert werden, die nicht nur einer
bestimmten Form gehorchen wie z.B. ANFIS, das ebenfalls interpretierbar ist, aber kein allgemeines Neuronales
Netz darstellt. Bei allgemeinen Neuronalen Netzen stellt sich allerdings das Problem, dal komplizierte
Probleml6sungen unibersichtlichen Beschreibungen entsprechen und im Extremfall die Interpretation des Netzes
nicht mehr Ubersichtlicher ist als die Beschreibung des Netzes durch mathematische Formeln, mit denen das Netz
implementiert ist. Dann ist es einfacher, Neuronale Netze zu verwenden, deren Struktur nicht so kompliziert
werden kann, wie beispielsweise Radiale Basis-Funktionsnetze (RBF). Ein solcher Ansatz ist in Strefezza und
Dote (1993) beschrieben. Ein Netz besitzt nur eine verdeckte Schicht von Neuronen, deren Aktivierungsfunktionen
durch GauBfunktionen beschrieben werden. Im einfachsten Fall der RBFs sind die Verbindungsgewichte alle auf 1
gesetzt und lediglich zwei Parameter der GauBfunktion (Mittelwert und Standardabweichung) dem
Lernalgorithmus unterworfen. Hier existieren also wesentlich weniger freie Parameter wie in einem sigmoiden
Feedforward-Netz, was die Variationsvielfalt und damit auch die Interpretation des Netzes erleichtert.

Neuro-Fuzzy-Systeme

NNDFR (Hayashi 1989)

Das System NNDFR (Neural Network Driven Fuzzy Reasoning) von Hayashi besteht aus mehreren Neuronalen
Netzen vom Typ des mehrschichtigen Perzeptrons. Jede Fuzzy-Regel besteht aus einem eigenen Neuronalen
Netz, zusatzlich werden die Bedingungsteile aller Regeln in einem Netz ausgewertet. Die Fuzzy-Regeln sind von
folgender Form:

if fi(x,x,,..,x,)=A theny, =u,(x,,x,,.,x,)

Das Blockdiagramm von NNDFR ist in Abb. 1 gezeigt. Die Funktion f; wird nicht, wie sonst {blich, durch eine T-
Norm eingeschrinkt, sondem ganz aligemein durch das Neuronale Netz NN¢u¢ angegeben. NN, bekommt als
Eingabe die n Eingangswerte und liefert als Ausgabe r Zugehbrigkeitswerte zu r Fuzzy-Prddikaten A,. Die Anzahl
der Regeln r muR fest vorgegeben werden. Hayashi geht von einer vollstidndigen Trainingsmustermenge aus, die
von einem anderen Regler stammen muR (siehe oben: Problem der Generierung der Trainingsmuster). Von
diesen Daten verwendet er zundchst nur den Teil mit den Eingabewerten und klassifiziert sie durch einen
konventionellen Cluster-Algorithmus. Jeder Cluster entspricht dann einer Fuzzy-Menge. So kann er jedes einzelne
Muster einem von r Fuzzy-Pridikaten zuordnen. Mit dieser neu gebildeten Mustermenge trainiert er das Netz
NNcong. AnschlieBend werden die Konkiusionen NN; der Regeln trainiert. Dazu teilt Hayashi die vollstdndige
Mustermenge in die einzelnen Cluster auf und trainiert fiir jeden Cluster ein eigenes Neuronales Netz. Am Schiu
kann noch eine Optimierung durchgefiihrt werden, die auf ad-hoc-Methoden basiert: einzelne Eingangsparameter
werden zufallig weggelassen und dann gestrichen, falls die Ausgabe nahezu unverdndert bleibt, Die Ausgénge der
Konklusionsnetze werden mit den Ausgéngen des Bedingungsnetzes NN.,n¢ multipliziert und die Resultate der r
Regeln aufaddiert. Diese Operation entspricht der Defuzzifizierung bei Fuzzy-Reglern und liefert die
auszugebende Steligrée.

Der EinfluR der Fuzzy-Logik ist bei diesem Ansatz sehr gering. Sie gibt lediglich die &uBere Struktur des Systems

vor, wobei der Autor leider verschweigt, worin die Vorteile dieser Struktur liegen. Ohne die Verwendung der Fuzzy-
Schreibweise berechnet sich die Ausgabe des Systems durch
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Abb.1 Blockdiagramm von NNDFR

Das System wurde bisher zur Regelung eines balancieten Stabs eingesetzt, aber auch in
Klassifizierungsaufgaben verwendet (Takagi und Hayashi 1991). Es wurden dabei Sauerstoffkonzentrationen in
der Bucht von Osaka vorhergesagt und die Rauheit von polierten keramischen Oberflichen abgeschétzt.

FINE (Eppler 1990)

Das Neuro-Fuzzy-System FINE (Fuzzy Initialized Neural Engine) besteht hier aus einem Feedforward-Netz mit
unterschiedlich vielen Schichten (Abb.2). Alle Neuronen sind vom selben Typ. Als Aktivierungsfunktion wird die
Sigmoid-Funklion verwendet. Die erste Schicht des Netzes reprdsentiert die Eingangsvariablen des Systems. Es
stehen zwei Mdglichkeiten offen, diese Variablen im Neuronalen Netz zu implementieren.

(a) In der kontinuierlichen Kodierung wird jede Variable durch genau ein Neuron repréasentiert. Der Wertebereich
der Variablen wird auf das Intervall [0,1] normiert. Somit besitzen alle Eingangsvariablen denselben Wertebereich,
was sich wegen der stirkeren Unabhingigkeit von den initialisierten Gewichtswerlen auf die Lerngeschwindigkeit
glinstiger auswirkt. Die zweite und die dritte neuronale Schicht reprédsentieren Fuzzy-Pradikate, die aus
Sigmoidfunktionen zusammengesetzt werden. Sigmoid-férmige Fuzzy-Zugehorigkeitsfunktionen, wie sie etwa fir
die Prddikate ,sehr klein“ bzw. ,sehr groB* gebraucht werden, kénnen in einer neuronalen Schicht mit einem
Neuron realisiert werden, Gauf3férmige Funktionen, wie beispielsweise fiir das Pradikat ,mittel grof3*, bendtigen
zwei Schichten mit insgesamt drei Neuronen (siehe Abb. 2 rechts oben, wo Neuronen die Fuzzy-Pridikate ,Links®,
.Mitte*,  Rechts* reprédsentieren). Das dritte Neuron subtrahiert dabei eine Sigmoidfunktion mit gréRerem
Schwellwert von einer mit kleinerem Schwellwert. Die Ausginge der zweiten bzw. dritten Schicht liefern die
Zugehdrigkeitswerte, die sich ergeben, wenn das dem Neuron entsprechende Fuzzy-Pradikat auf eine
Eingangsvariable angewandt wird. Diese Neuronen fiihren also eine Fuzzifizierung durch.

(b) Eine zweite Mbglichkeit fir die Kodierung der Eingabevariablen ist die sogenannte topologische Kodierung.
Hier werden pro Variable mehrere Neuronen verwendet, so daf jedes Neuron fiir einen bestimmten Bereich des
Wertebereichs der Variablen steht. Der Vorteil dieser Anordnung wirkt sich hauptsdchlich beim Trainieren des
Neuronalen Netzes aus. Diese Kodierung ist wesentlich flexibler als die kontinuierliche Kodierung und verfangt
sich auch nicht so schnell in lokalen Minima. Die topologische Kodierung kann als Vorstufe zur Reprédsentation der
Eingabe mit Fuzzy-Pradikaten angesehen werden. Dazu ist es hilfreich, sich die Fuzzifizierung der zweiten
neuronalen Schicht nicht als eine Operation in bezug auf ein Fuzzy-Pradikat vorzustellen, sondern die gesamte
Schicht als transformierte Reprédsentation der Eingabe anzusehen. in dieser Sichtweise kann dann eine
topologische Kodierung als Reprisentation der Eingabe gesehen werden, deren einzelne Neuronen als Fuzzy-
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Abb.2 Struktur von FINE

Prédikate interpretiert werden kénnen. Angenommen, wir haben eine Variable mit dem Werntebereich [0,10] und
reprisentieren diesen Bereich mit 10 Neuronen. Dann wird der Wert 2.77 durch folgenden Vektor reprédsentiert: (0
0230770000000 0). Das Fuzzy-Pradikat ,2* besitzt hier eine Zugehoérigkeitsfunktion, die im Intervall [1,2]
von 0 nach 1 linear ansteigt und im intervall [2,3] von 1 nach 0 linear abfallt, also eine Dreiecksfunktion darstellt.
Die Weiterverarbeitung in der nichsten Schicht geschieht etwas anders als im Falle der kontinuierlichen
Kodierung. In dieser Schicht sind die Fuzzy-Pridikate der Regelbedingungen représentiert. Sie benétigen nur eine
Schicht, unabh&ngig davon, ob sie eine sigmoide oder GauB-férmige Zugehdrigkeitsfunktion verwenden.
Entscheidend ist, daB8 sie folgender Gleichung geniigen:

e (¥)=0 (x W),
wobei ua(x) die Zugehorigkeitsfunktion des Pridikats A, angewandt auf die Muster x ist, o() die
Aktivierungsfunktion eines Neurons darstellt und wr der Gewichtsvektor zwischen den Eingangsneuronen x; und

dem Neuron A ist. Wenn x in der topologischen Kodierung vorliegt, existiert genau ein i mit x;=1. Fir alle j=i ist
x=0. Damit ist die Aktivierungsfunktion o(.) umkehrbar, denn es giit:

X WE = X; Wg;j = WE,
und
IUA(xi) =0 (wm)-

Die Umkehrung lautet dann;

Wg = o (p,(x)).



In einer weiteren Schicht, welche die Regeln des Systems darstellt, werden die aus Schicht zwei bzw. drei
resultierenden Fuzzy-Werte nach den Bedingungsteilen der Regeln miteinander verkniipft. Die resultierende
Aussteuerung des Bedingungsteils einer Regel liefert den Grad pcongi, Mit dem eine Regel erfllt ist:

#Cond,i =0 (z‘vc',’#,“ - BiaS).

(z.B. wg =4, Bias=6 entspricht ,UND" bei zwei Eingéingen). Oft sind die Verknlipfungen Fuzzy-Konjunktionen, es
kbnnen jedoch beliebige andere logische Funktionen ebenfalls verwendet werden. Selbst XOR-Verknipfungen
sind hier moglich, wobei dann zwei neuronale Schichten verwendet werden miissen. Als Fuzzy-Konjunktionen
kénnen alle diejenigen Operatoren benutzt werden, welche die T-Norm erfillen. Gebrauchliche T-Normen sind die
Multiplikation und die Minimumsbildung. Ein Gesetz der T-Norm ist die Linearitdt, d.h. T(1,a)=a. Wenn ein
Eingang des Gatters, soll das Ergebnis dem zweiten Eingangswert entsprechen. Beim vorliegenden System wurde
darauf geachtet, ein homogenes Neuronales Netz zu verwenden. Alle Neuronen sind deshalb vom selben Typ und
verwenden dieselbe nichtlineare Aktivierungsfunktion. Aus diesem Grund kann das Gesetz der Linearitit hier nicht
geiten. Die Nichtlinearitdt kann allerdings in der Nidhe des Schwellwerts der Aktivierungsfunktion in Grenzen
gehalten werden. In Grenzen bedeutet, dal die Aktivierungsfunktion in einem Bereich um den Bias eine lineare
Funktion sehr gut anndhert. Dariiberhinaus wirkt sich die Abweichung von der Linearitdt im Regelteil von
Standard-Fuzzy-Controllern kaum aus, da meistens nur ein bis zwei logische Stufen hintereinander geschaltet
werden.

In der ndchsten neuronalen Schicht befinden sich die Fuzzy-Préddikate der Regel-Konklusionen. Diese Pridikate
sind mit den Variablen der Ausgangsschicht verbunden. Die Kopplung zwischen diesen beiden Schichten hat
Ahnlichkeit mit der Kopplung der ersten mit der zweiten Schicht, wenn die topologische Kodierung verwendet wird.
Die Ausgangsvariablen werden in der weiter oben geschilderten topologischen Kodierung dargestellt. Die
Beziehung zwischen einem Fuzzy-Pradikat B einer Regelkonklusion und der zugehérigen Variablen ist

Hp(¥) = 0(Hcppa(X) Wg).

In dieser Beziehung taucht das neue Fuzzy-Prddikat B' auf, das nur in dem Fall mit B identisch ist, wenn pcong(X) =
1 ist. pcona(x) gibt an, mit welchem Grad die Bedingung einer Regel erfiilit ist. Im Falle eines einzigen Fuzzy-
Prddikats A im Bedingungsteil einer Regel gilt Cond = A, im Falle der Konjunktion mehrerer Fuzzy-Prddikate A
ergibt sich Cond aus der Schnittmenge dieser Prédikate. Weiterhin - aber dieser Fall wird erst spéter dargestellt -
kann B' aus einer Uberlagerung mehrerer Pridikate B, ..., B, bestehen, wenn nimlich mehrere Regeln (im
aligemeinen zu unterschiedlichen Graden) gleichzeitig aktiv sind. Der Gewichtsvekior w wird am einfachsten

bestimmt, wenn fiir den Augenblick pcong(X) = 1 angenommen wird. Obige Gleichung vereinfacht sich dann zu

Diese Beziehung beschreibt den Fall, daB nur eine Regel R; die Ausgabevariable y aussteuert, d.h. fiir die volle
Erfiillung der Regel R; peona{X)=1 gilt:

Hg (V) =o(wg),

so daR sich die Gewichte aus

Wg :O'—](#B(yk))~

ergeben. y, sind die Stiitzpunkte der topologischen Kodierung von y. Durch diese Formel sind die Gewichte wr
iber die Fuzzy-Zugehbrigkeitsfunktion ua(y,) der Ausgangsvariablen y gegeben. Damit wird die Kompilierung einer
vorgegebenen Fuzzy-Ausgangsvariablen in die Parameter eines Neuronaien Netzes ermdéglicht. im Falle der
Aktivierung mehrerer Regeln R;, die dariiber hinaus im allgemeinen zu unterschiedlichen Graden gleichzeitig aktiv
sind, gilt:

B, = B1+ one +Bn
und

K (¥) =0( Heona, (%) wpg, +"'+IuCand,,(x) “Wg,)
wobei die einzelnen Gewichtsvektoren unabhingig voneinander nach obigem Verfahren berechnet werden.

Die Umsetzung der Fuzzy-Regeln in die Gewichte eines Neuronalen Netzes bewirkt ein Neuronaler Fuzzy-
Compiler. Als Eingabe erhalt er eine Datei, die aus vier Blocken besteht: Definition der linguistischen Variablen
und der Fuzzy-Prédikate; Auflistung der Fuzzy-Regeln; Definition der Ein- und Ausgabevariablen; Reprédsentation
der Variablen im Neuronalen Netz. Ein Beispiel fir die Definition der linguistischen Variablen ,Temp* mit ihrem
Wertebereich {425, 625] und einem darauf sich beziehenden Fuzzy-Pradikat ,Normal* mit einer dreiecksférmigen
Zugehdrigkeitsfunktion (Werte im Bereich kleiner als 500 sind 0, im Bereich groRer als 550 sind sie 1, im Bereich
[500, 525] steigt die Funktion von 0 auf 1 linear an, im Bereich [525, 550] féllt sie linear) ist:
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VAR Temp MIN 425 MAX 625 # Temperatur in Grad Celsius
PRED Normal POINTS 500, 525, 525, 550 # Pradikat Normal mit Maximum bei 525

Ein Beispiel fiir eine Regel aus der Regelbasis ist:
IF Temp IS Niedrig OR Druck I8 Tief THEN U IS Negativ

Fir die Implementierung im Neuronalen Netz muB fiir jede Variable definiert werden, mit weicher Anzahl an
Neuronen sie im Neuronalen Netz reprisentiert sein soll (im folgenden Beispiel: NUM). Die Kodierung kann
entweder linear oder logarithmisch erfolgen, wobei beim Logarithmus das Zentrum und die Stdrke der Dehnung
anzugeben ist. Um beim spéteren Lernvorgang ein besseres Lernverhalten zu erzielen, kénnen pro Prédikat oder
Regel mehrere Neuronen vorgesehen werden (im Beispiel: RED = Zahl der Neuronen).

VAR Temp NUM 100 # 100 Neuronen fir Variable Temp
LOGARITHM CENTER 525 VARIANCE 0.25 # logarithmische Kodierung
RED Temp: Hoch 5 # 5 Redundanzneuronen filir Praddikat

# Hoch der Variablen Temp

Der Neuronale Fuzzy-Compiler erzeugt drei Dateien als Ausgabe, die vom Neuronalen Fuzzy-Controller
unmittelbar benutzt werden. Eine Datei gibt die Topologie des Netzes an, eine weitere enthdlt die
Verbindungsgewichte und die dritte Datei enthilt Informationen fir die Ein-/Ausgabe des Reglers. Die
beispielsweise mit Backpropagation optimierten Gewichte lassen sich anhand der angegebenen Formeln wieder in
ein Fuzzy-Entscheidungssystem zuriicksetzen.

ANFIS (Jang 1991)

Das von Jang 1991 vorgestelite Modell ANFIS (Adaptive Network based Fuzzy Inference System) ist ein Beispiel
fiir ein eng gekoppeltes Neuro-Fuzzy-System. Fuzzy-Regeln werden hier sehr direkt in einem Neuronalen Netz
implementiert. Jang verwendet Fuzzy-Regeln der Sugeno-Form, d.h. die Bedingung einer Regel enthélt ein oder
mehrere Fuzzy-Pridikate, die Konklusion einer Regel besteht aus einer linearen Verkniipfung der Eingangs-
variablen:

Typische Regel: if xy=A and x;=B then y=a;x{+azxz+as.
Das Neuronale Netz besteht aus sechs Schichten, die allerdings nicht homogen aufgebaut sind (siehe Abb. 3). Die

Neuronen verschiedener Schichten verwenden jeweils verschiedene Aktivierungsfunktionen. Bisher galt fir die
Aktivierung eines Neurons folgende Funktion:

1
X, X, .. X )= -
f( 1 2 n) 1+eHZMWij+01

Jetzt sind es je nach Schicht verschiedene Aktivierungsfunktionen, wie

1 _1(x«m)2

2 2

f(x):ﬁ;o_e ?
oder
S(x,x,)=xx,.

Die erste Schicht implementiert die Eingangsvariablen, deren kontinuierlicher Wertebereich von den Eingangs-
neuronen unmittelbar reprisentiert wird. Die zweite Schicht besteht aus Neuronen, welche die Fuzzy-Zugehdrig-
keitsfunktionen von Fuzzy-Prédikaten realisieren. Diese Zugehdtrigkeitsfunktionen entsprechen direkt den Aktivie-
rungsfunktionen der Neuronen. Es sind GauB-Funktionen, die mit zwei Parametern versehen sind: dem
Mittelpunkt und der Breite der Funktion. Die Neuronen der zweiten Schicht sind mit denen der ersten nicht voll
vernetzt, sondern sind immer nur mit einem Eingangsneuron verkniipft. Dies entspricht der Tatsache, daR der
Wertebereich einer Eingangsvariablen auf die Fuzzy-Pridikate der zweiten Neuronen-Schicht abgebildet wird. Die
Schwelle m in der GauBfunktion bestimmt dabei die Zentrierung des Pradikats auf der Eingangsvariablen, Wird
der Wenrtebereich einer Eingangsvariablen x in die Fuzzy-Pridikate klein* bzw. ,groB* zergliedert, so gibt es
genau zwei neuronale Verbindungen von dem Eingabeneuron x zu zwei verdeckien Neuronen der zweiten
Schicht. Die Ausgaben dieser Schicht entsprechen den Zugehorigkeitswerten der Eingabe in bezug auf ein
bestimmtes Fuzzy-Pradikat. Zum Beispiel liefert das erste Neuron der zweiten Schicht, das fir das Fuzzy-Pradikat
.Klein* steht, als Ergebnis den Zugehorigkeitswert pyain(x). Die dritte Schicht besteht aus den Regelneuronen, die
eine lineare Aktivierungsfunktion verwenden. Diese Schicht muB so groB sein, da sadmtiiche Kombinationen der
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Fuzzy-Prddikate der verschiedenen Eingangsvariabien eine eigene Regel und damit ein eigenes Neuron
darstellen. Die aus der vorhergehenden Schicht resultierenden Zugehdérigkeitswerte werden in der dritten Schicht
lediglich multipliziert. Es folgt eine Schicht, die mit der vorhergehenden Schicht voll vernetzt ist. Die Verbindungen
zwischen den Neuronen dieser Schichten geben das relative Gewicht der Regeln an, so da Neuronen, die
genauso wie ihre Vorgingerneuronen flir einzelne Regeln stehen, teilweise unterdriickt werden. Jedes Neuron
dieser Schicht ist mit genau einem Neuron der flinften Schicht verbunden. Dort wird der Konklusionsteil der Regel
berechnet und mit dem Gewichtswert des vorausgehenden Neurons multipliziet. Das letzte Neuron (einziges
Neuron der sechsten Schicht) fiihrt lediglich noch eine Summation lber die Neuronen der vorhergehenden Schicht
aus. Eine Defuzzifizierung ist bei Regeln des Sugeno-Typs nicht nttig. Das Lernen des Reglers geschieht nur in
einzelnen Schichten, die richtigen Zugehbrigkeitsfunktionen miissen von Anfang an bekannt sein, wihrend die
Parameter ay, a;, a; der Konklusionen gelernt werden.

BIOFAM (Kosko 1992)

Das BIOFAM-System (Basic Input Output Fuzzy Associative Map) ist nur eines unter vielen, das Kosko in einem
Buch (Kosko 1992) vorschldgt. Es ist allerdings das einzige System, das Kosko (und spéter auch andere) auf
Anwendungen ansetzt und soll deshalb hier beriicksichtigt werden.

BIOFAMs fiihren eine Abbildung von einem einzelnen Eingabewert auf eine Fuzzy-Verteilung durch (siehe Abb.
4). Fiir jeden Term der Regelpramissen wird ein eigenes FAM (Fuzzy Associative Map) gebildet, das eine Regel
bis auf die Verkniipfung der Prédmissenterme repréisentiert. Kosko verkniipft die Ergebnisse hinterher auBerhalb
der FAMs durch eine Minimumbildung und erreicht so denselben Effeki, wie wenn er die Prdmissenterme von
vornherein miteinander verkniipft hatte. Dies geschieht fiir jede der Regeln getrennt, so daB die Ergebnisse der
Minimumbildung sdmtlicher Regeln anschlieBend liberlagert werden missen. Dies erledigt BIOFAM durch eine
Addition.

Da es zun#chst nicht so nahe liegt, logische Verknipfungen in der Prdmisse der Fuzzy-Regeln durch Verkniipfung
der Regelkonklusionen zu I&sen, soll diese Vorgehensweise etwas genauer erldutert werden. Die Regel

if ( (x=A) and (y=B) ) then (z=C)

wird in BIOFAM durch

(if x=A then z=C) and (if y=B then z=C)

X1 X2

Eingabe

Bildung der

Fuzzy-Pradikate GaufRfunktionen

logische
VerknUpfung der
Pradikate mit ,UND"

konditionierte
gewichtete
Summe

Gesamtsumme

Abb, 3 Struktur von ANFIS




geldst., An dieser Stelle zeigt sich deutlich, wie sich die Fuzzy-inferenz ,if A then C* von der kilassischen logischen
Implikation ,A->C* unterscheidet. Mit der logischen Implikation fiihrt die obige Umformung zu einem Widerspruch,
wie man leicht an der Belegung (A wahr, B falsch, C falsch) sehen kann. Wird dagegen die Fuzzy-Inferenz durch
eine T-Norm (entspricht ,A and C“) gebildet, stimmt die Umformung.

FAMS "U ND(I
A—>Cy &‘
min
X1 B 1 —)C1 {11. Wy
Az—%Cz Az,
T . C Defuzzi-
W» y
/ min > 2 fizierung [
Bz—)Cz BZ'
W
X2 A3-—~)C3 {\‘ 3
min
Bs—C; /{

Abb. 4 Struktur von BIOFAM

Die FAMs kénnen dabei durch zwei verschiedene Algorithmen gebildet werden. Einer davon verwendet ein
Neuronales Netz. Kosko teilt zundchst fiir beide Algorithmen den Wertebereich des Eingabe- und des
Ausgaberaums seines Fuzzy-Systems in n bzw. m verschiedene Intervalle ein. Diese Intervalle entsprechen den
Fuzzy-Priddikaten. Die Ré&nder der Intervalle sind scharf, d.h. ihnen entsprechen rechteckige
Zugehdrigkeitsfunktionen. Flr den ersten Algorithmus wird eine mehrdimensionale Matrix definiert, wobei jede
Eingangsvariable und jede Ausgangsvariable einer Dimension entspricht. Die Dimensionen sind in die
angegebenen Intervalle unterteilt. Die Daten der Mustermenge sind Punkte in diesem Raum und belegen jeweils
ein Feld in der Matrix. Der Algorithmus z&hlt lediglich die Muster pro Matrixfeld, so da3 die Matrix Haufigkeiten
angibt, wie oft die Daten in bestimmten Intervallen (=Fuzzy-Prédikat) liegen. Die k hdufigsten Felder legen k
Fuzzy-Regeln fest. Der zweite Algorithmus ist ein neuronaler Lernalgorithmus (DCL - Differential Competitive
Learning), der dem Competitive Learning von Grossberg (1976) stark &hnelt. Eingdnge des Neuronalen Netzes
sind eine Eingangs- plus die Ausgangsvariable des Systems (bei mehreren Ausgangsvariablen miissen diese
unabhdngig voneinander in mehreren Systemen implementiert werden), Ausgdnge des zweischichtigen Netzes
sind die einzelnen Felder der Matrix und damit die Abbildungsregein des Systems. Wird die Zahl der
Ausgangsneuronen von vornherein auf k begrenzt, bilden sich nur die k ,stirksten” Regeln heraus. Es ist zu
beachten, daR diese ,starken* Regeln durch groere Datenmengen in einem Bereich zustande kommen.
Besonders in der Regelungstechnik ist dies aber nicht gleichbedeutend mit ,wichiigen* Regein, die auch in
Bereichen mit wenigen Datenpunkten liegen kénnen. Kosko muBl deshalb seine automatisch gefundenen Regeln
teilweise mit Regeln aus wenig reprdsentierten Datenbereichen ergdnzen. Durch den Lernalgorithmus nehmen die
Gewichtsvektoren zwischen diesen beiden Schichten die Mittelpunkte von Clustern h#ufig vorkommender Muster
an. In etwa entprechen sie den k hiufigsten Feldern der Matrix des zuerst angegebenen Algorithmus.

GARIC (Berenji und Khedar 1992)

Das GARIC-System (Generalized Approximate Reasoning based Intelligent Control) stammt von Berenji und
Khedkar (1992). Es gehért zu den eng gekoppelten Neuro-Fuzzy-Systemen und verwendet fir die
implementierung eines Fuzzy-Systems mehrere Neuronale Netze (siehe Abb. 5). Logisch ist das System in zwei
Teile geteilt: das Aktionsnetz (ASN - Action Selection Network) und das Bewertungsnetz (AEN - Action-State
Evaluation Network). Das ASN ist ein Fuzzy-Regler aufgebaut aus speziellen Neuronen in finf Schichten, deren
Verbindungen ohne Gewichte fest verdrahtet sind. Die Eingangsschicht besteht aus Neuronen, weiche die
Eingangsvariablen reprasentieren. Die zweite Schicht besteht aus Fuzzy-Prddikaten, wobei der Ausgang eines
Neurons der Zugehdrigkeit eines Eingabewertes zu dem betreffenden Fuzzy-Pridikat angibt. Die
Aktivierungsfunktion entspricht also der Zugehdrigkeitsfunktion des Fuzzy-Pradikats. Wie im ANFIS-System
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bestimmen drei Parameter die Form der Zugehbrigkeitsfunktion. Allerdings werden hier keine GauB-Funktionen
verwendet, sondern Dreiecksfunktionen. Die Parameter geben den Punkt des Maximums, die Breite links vom
Maximum und die Breite rechts vom Maximum an. Die dritte Schicht enthdlt die Regeln, weiche die
verschiedenen Bedingungsteile miteinander kombiniert. Logisch gesehen handelt es sich hier um ein logisches
UND, das in der Fuzzy-Theorie mit der T-Norm umrissen wird. Kandidaten dafir sind blicherweise die Minimum-
Funktion oder die Multiplikation. Berenji definiert hier eine neue Funktion SOFTMIN, die er wegen ihrer
Differenzierbarkeit (diese erfordert der Lernalgorithmus) der reinen Minimum-Funktion vorzieht:

Zx,e‘“’
SOFTMIN(x,,...,x,) = =——

2e”

i=1
SOFTMIN enthélt einen freien Parameter a, der im einen Extrem (a=0) dem arithmetischen Mittel entspricht und
am anderen Ende (a=w) die gewdhnliche Minimum-Funktion approximiert. Diese Regelschicht ist sowohl mit der
ndchsten als auch iberndchsten Schicht verbunden. Die n#chste Schicht enthdlt die Fuzzy-Prédikate des
Konklusionsteils der Regel. Im GARIC-System wird auf die aufwendige Defuzzifizierung verzichtet und die Fuzzy-
Zugehdrigkeitsfunktionen der einzelnen Regeln werden nicht miteinander tberlagert, um anschlieRend einen
einzelnen Wert zu ermitteln. Sondern fir jede Regel wird gesondert ein scharfer Wert aus der Fuzzy-
Zugehdrigkeitsfunktion der Konklusion bestimmt (in Schicht 4). Diese Prozedur wird von Berenji LMOM (Local
Mean Of Maximum) bezeichnet. Das Neuron der letzten Schicht berechnet eine gewichtete Summe der
Aktivitdten aus den beiden vorangegangenen Schichten und gibt das Aktionssignal auf das System. Hier ist die
Version von Segers et al. (1994) wiedergegeben, Berenji und Khedar (1992) fligen vor der Ausgabe der Aktion
noch eine Zufallsvariable ein, die hier im weiteren vernachldssigt wird.

Das Bewertungsnetz besteht aus einem Neuronalen Netz mit einer verdeckten Schicht, wobei die Eingangsschicht
zusétzlich direkt mit der Ausgangsschicht verbunden ist (sog. shortcuts). Dieses Netz liefert ein Verstdrkungs-
signal, das sowohl fiir die Ausgabe des Systems verwendet wird als auch zum Lernen des Systems beitrdgt. Das
Verstdrkungssignal, das noch durch eine externe Verstidrkung modifiziet wird, Ubernimmt wédhrend des
Lernverfahrens die Rolle des (riickpropagierten) Fehlers, womit die Parameterinderungen der Neuronen in AEN
und ASN bestimmt werden. Damit hat das Bewertungsnetz AEN die Rolle eines Modells fiir die Zustandsfunktion
bzw. den Fehler des Systems.

Adaption

Zustand AEN
Signal bei
/ MiRerfolg
ASN System
/ e |
J Zustand

Abb.5 Vereinfachte Struktur von GARIC, mit AEN (Action Evaluation Network) und ASN (Action Selection
Network), nach Segers et al, (1994)

NEFCON (Nauck 1893)

NEFCON (NEural Fuzzy CONtroller) ist ein dreischichtiges Neuronales Netz mit Spezialneuronen. Die
Besonderheit stellen die Gewichte dar, die keine Zahlenwerte, sondern Fuzzy-Mengen sind. Sie sind teilweise
gekoppelt, d.h., wenn durch den Lernalgorithmus Gewichtsidnderungen durchgefiihit werden, verdndem sich
solche Gewichte um den gleichen Betrag (siehe Abb. 6). Die Fuzzy-Pridikate der Ausgangsschicht des
Neuronalen Netzes (d.h. der Konklusionen der Regeln) miissen monoton sein, d.h. sie diirfen keine Dreiecksform
oder GauB3glockenform haben. Dies ist wichtig, weil die Autoren fiir die Gewichtsanpassung nicht Backpropagation
oder ein anderes gebrduliches Gradientenverfahren beniitzen, sondern einen speziellen Lernalgorithmus
vorschlagen, Wenn fiir eine Rege! (also ein verdecktes Neuron) festgestellt wird, dal sie die Aktion des Systems
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Abb. 6 Ein Beispiel fir NEFCON mit 2 Eingangsgréfien und 5 Regeln

verbesserte, wird die Zugehdrigkeitsfunktion ihrer Pramissen verbreitert. Sie bekommen dadurch stérkeres
Gewicht. Im gegenteiligen Fall wird die Breite der glockenformigen Zugehérigkeitsfunktion verringert. Gleichzeitig
wird die monotone Ausgangsfunktion, die eine Gerade darstellt, im Erfolgsfall steiler, bei einem MiBerfolg flacher
gemacht. Eine Verschiebung der Zugehdrigkeitsfunktionen wird nicht in Betracht gezogen. Ein Problem dieses
Ansatzes ist die Beurteilung der Aktion. Dafiir muB eine Giitefunktion definiert werden und ihre Beurteilung auf die
einzelnen Regeln zuriickgefilhit werden. Fiir jeden einzelnen Lernschritt muB angegeben werden, ob das
Vorzeichen der resultierenden Aktion mit dem Vorzeichen der optimalen Aktion tbereinstimmt. Je nachdem
bekommt der zuriickzupropagiete Fehler einen Vorzeichenwechsel oder nicht. Diese Vorschrift ist nicht so
schwierig zu erfiillen wie eine genaue Angabe der optimalen Aktion. Trotzdem diirfte in vielen nichtlinearen
Systemen hdherer Ordnung das Vorzeichen der optimalen Aktion nicht so leicht zu ermitteln sein. Alternativ zu
dem beschriebenen Lernen geben die Autoren einen Algorithmus an, um eine neue Regelbasis zu bilden. Aber
auch in diesem Falle muB das Vorzeichen der optimalen Aktion bekannt ist.

FuNe (Halgamuge 1993)

Der Fuzzy-Neural Controller FuNe von Halgamuge (1993) besteht aus vier Blocken: Eingabe-, Fuzzifizierung-,
Regel- und Ausgabe-Block. Jeder Block kann wieder mehrere neuronale Schichten beinhalten (Abb.7). Die
Neuronen der Eingabeschicht entsprechen den Eingangsvariablen des Systems. Der Fuzzifizierungsblock besteht
aus zwei Schichten. In der ersten Schicht befinden sich Neuronen mit Sigmoidfunktionen als Ausgabefunktionen,
mit denen sich monotone Zugehdrigkeitsfunktionen fiir Pradikate wie etwa ,weit rechts* oder ,sehr klein“ darstellen
lassen. Pridikate wie ,um Null herum*, ,mittel“ oder ,geradeaus* erfordern eine zusatzliche neuronale Schicht mit
linearen Ausgangsfunktionen, um glockenformige Zugehdrigkeitsfunktionen als Kombination zweier
Sigmoidfunktionen herzustellen. Der Regel-Block besteht aus drei Schichten: die erste berechnet das Supremum
seiner Eingaben, den aktuellen Zugehdrigkeitswerten der Fuzzy-Pradikate. Das heit, daB ein Neuron dieser
Schicht den am stirksten aktivieten Fuzzy-Went des Fuzzy-Pridikats iibernimmt. Fiur jede Eingabe-Variable
existiert ein solches Neuron fiir die Supremum-Berechnung. In der nichsten Schicht werden Maxima und Minima
lber die Supremum-Neuronen berechnet. In einer weiteren Schicht werden diese Ergebnisse mit den
Zugehdrigkeitswerten der Fuzzy-Pradikate der Regelbedingungen verkniipft. Hierfir wird als T-Norm wieder das
Minimum verwendet.

Das System kann aus Daten mit a priori unbekannter Struktur eine Beschreibung in Form von Fuzzy-Regeln
liefern. Dafiir ist eine zweite Phase nétig. Die erste Phase verwendet ein Netzwerk wie oben beschrieben. Am
Ende des Trainings mit den Lerndaten werden die Gewichte zwischen Regelblock und Ausgangsschicht in einer
Tabelle gespeichert. Daraufhin wird der Regelblock génzlich neu strukturiert, so daR er nur noch eine Schicht mit
Regeln enthélt. Die Bedingungen der Regein setzen sich entweder aus konjunktiv oder aus disjunktiv verknipften
Termen zusammen. Die Tabelle wird verwendet, um die Gewichte der neuen Konfiguration des Regelblocks zu
bestimmen.

FAGNIS (Cechin, Eppler, Gemmeke 1994)

Dieses System ist speziell auf Anwendungen in der Regelung von nichtlinearen Prozessen ausgerichtet, Die
bisher vorgesteliten Systeme werden in der iiberwiegenden Zahl auch in diesem Bereich eingesetzt. Diese
Systeme iibernehmen im allgemeinen die Funktion des Reglers. Bei FAGNIS (Fuzzy Automatically Generated
Neural Infered System) ibernehmen konventionelle Zustandsregler (Riccati-Regler) den Regelungsteil und einem
Neuronalen Netz f4lit die Aufgabe zu, den teilweise unbekannten ProzeB zu identifizieren (siehe Abb. 8).

—36—



Regeln

oo aﬁ’@’?p’"’a‘gﬁ“é ejogoe @\?‘,@}@

NV

SORIEITS,
N2 AN

Regel-
Generierung

(~)
e
S
T

' ‘ . ‘ ' ‘ Fuzzifizierung

¥, U

(N N

Abb. 7 Ein Beispiel fir FuNe, das Trainingsnetz

Dieses System geht also nach Prinzipien der klassischen Regelungstechnik vor: zuerst wird vom realen Prozef
ein Modell entwickelt und dann aus dieser Modellbeschreibung ein dazugehoriger Regler entworfen. Der
Unterschied in FAGNIS ist, daR die Modellbeschreibung des Systems automatisch bzw. numerisch geschieht und
kein menschlicher Experte nétig ist. Dadurch kann sich das System verénderlichen Prozessen und Umgebungen
leichter anpassen. Das notorische Problem der Generierung von Trainingsmustern vereinfacht sich entscheidend,
da bei der Systemidentifikation die Trainingsmuster aus den Ein- und Ausgingen des Prozesses bestehen, die
lediglich abgelesen werden miissen. Die Eingabe des Netzes besteht aus dem aktuelien ProzeRzustand und den
StellgrbRen, die den Prozef beeinflussen. Die Ausgabe des Netzes besteht aus dem Folgezustand des Prozesses
bei den angelegten SteligroBen. Das Neuronale Netz ist im aligemeinen sehr klein, mit einer verdeckten Schicht
und wenigen sigmoiden Neuronen, Eine geringe Zahl von freien Parametern garantiet einen schnellen
Lernvorgang und hélt die Zahl der erforderlichen Trainingsmuster niedrig. Die Ausgangsneuronen sind linear.

ProzefR-Zustand x(t)

ProzefR nachster Zustand x(t+1)

Kontroll-Variable u(t)

\

\
Neuronales

N Netz Modell
A\

\
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Abb. 8 ProzeRidentifikation durch FAGNIS
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Abb. 9 Struktur von FAGNIS

Nach der Systemidentifikation wird das nichtlineare Neuronale Netz linearisiert. Dies geschieht, indem die
nichtlineare Ausgangsfunktion eines Neurons in lineare Stiicke zerlegt wird. Der Arbeitspunkt des Systems
befindet sich dann immer innerhalb eines linearen Gebiets des Systems. Insgesamt setzi sich das System aus
mehreren linearen Gebieten zusammen. Fir jedes der Gebiete 1483t sich die Systemgieichung aus dem Zustand
der Neuronenaktivitdten berechnen. Die Systemgleichung

Xt+)=A4X@0)+BU()+C,

(mit i dem Index des linearen Gebiets, X dem Prozefzustand, U der Stellgréfie und A, B, C den Systemmatrizen)
ist wiederum Grundlage fiir die Berechnung eines linearen Zustandsreglers

Uy =K X10)+C,

mit K und C den Regler-Matrizen eines Riccati-Reglers. Ein Problem eines solchen stiickweise linearen Reglers ist
die mangeinde Stabilit4t bei den Steigungsdnderungen der Zustandsfunktion an den Bereichsgrenzen zwischen
einem linearen Gebiet und dem n#chsten. Dieses Manko kann zwar nicht volistdndig behoben, aber entscheidend
abgeschwicht werden, wenn die Ubergénge flieRend gestaltet werden. Die einfachste Méglichkeit, dies zu tun, ist
die Verwendung der Fuzzy-Logik. Die verschiedenen Gebiete werden im Bedingungsteil der Regeln abgeprift, die
zugehdrigen Riccati-Regler stellen die Konklusionen der Regeln dar (siehe Abb. 9). Ohne Verwendung der Fuzzy-
Logik, aber unter Verwendung ihrer Syntax, kénnen die Gebiete als Pridikate mit einer rechteckigen
Zugehtrigkeitsfunktion angesehen werden. Ist der Wert der Zustandsvariablen des Systems in einem bestimmten
linearen Gebiet, ist die Zugehérigkeitsfunktion 1, sonst 0. Wird die Fuzzy-Logik angewandt, ist die
Zugehdrigkeitsfunktion glockenférmig und (iberlagert sich mit den Funktionen der angrenzenden Gebiete. Dadurch
kénnen im Randbereich mehrere Fuzzy-Regeln aktiv werden, die unterschiedliche Riccati-Regler kreieren. Die
Defuzzifizierung geschieht einfach durch Uberlagerung dieser linearen Regler. Instabilititen werden durch diese
Methode nicht unméglich gemacht, aber weitgehend ausgeschlossen.

Neuro-Fuzzy-Anwendungen

Diagnose von Leber-Funktionsstérungen

Hayashi (1991). Das Fuzzy Neuronale Expertensystem FNES realisiert zwei Funktionen: die Generalisierung der
von Trainingsdaten stammenden Information und die Extraktion von Fuzzy-Regeln aus dem verwendeten
Neuronalen Netz (siehe Abb.10). Dieses System wurde in der medizinischen Diagnose eingesetzt. Vier
verschiedene Lebererkrankungen sollten aufgrund von neun verschiedenen biochemischen Tests und dem
Geschlecht der Untersuchten festgestellt werden. Physiologen untersuchten 373 Patienten und diagnostizierten
deren Lebererkrankung. Diese Daten dienten dem Training eines Neuronalen Netzes (FNES - ,Fuzzy Neural
Expert System®). Nach dem Training konnte das Netz 100% der Daten richtig zuordnen. Es konnten 48 Fuzzy-
Regeln extrahiert werden, von denen 12 eine der Erkrankungen bestétigten und 36 die betreffenden Erkrankungen
ausschlossen. AnschlieBend wurde eine Testmenge von Daten erstellt, bei der wiederum Physiologen 163
Patienten behandelten. VVon dieser Testmenge konnten vom Neuronalen Netz 75.5% korrekt klassifiziert werden.
Eine parallel implementierte Diskriminanten-Analyse schnitt weit schlechter ab.
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Abb.10 Blockdiagramm des Fuzzy Neuronalen Systems FNES mit automatischer Regelextraktion

Das verwendete Neuronalen Netz verwendet keine kontinuierlichen Neuronen, sondern terndre, d.h. die
Aktivierungsfunktion liefert drei Werte: -1, 0, +1. Deshalb ist auch nicht das Gradientenverfahren Backpropagation
anwendbar, sondern es wird ein Lernalgorithmus von Gallant (1990) verwendet. Die Eingabe des Netzes sieht
zwei unterschiedliche Arten von Eingéngen vor: scharfe und unscharfe Zellgruppen. Die Neuronen einer scharfen
Zellgruppe sind immer gleich aktiviert, und zwar mit -1 bzw. mit +1. Die Neuronen von unscharfen Zellgruppen
geben eine Thermometerkodierung an, wobei von links beginnend positive Einsen stehen, die nach rechts
fortschreitend irgendwann von negativen Einsen abgel6st werden. Der Ubergang vom positiven zum negativen
Bereich gibt quasi den Fillstand auf einem Zahlenstrahl an, weshalb Hayashi diese Darstellung auch Level Set
Representation” nennt. Das Netz enthilt eine Zwischenschicht und direkte Verbindungen zwischen Eingangs- und
Ausgangsschicht. Die Extraktion der Fuzzy-Regeln geschieht dadurch, daR die Eingédnge nach einem bestimmten
Algorithmus solange mit einem bestimmten Muster belegt werden, bis der betrachtete Ausgang des Netzes als
wahr* oder  falsch” klassifiziert werden kann.

Regelung eines Sofortdampferzeugers

(Eppler 1993). Energieunternehmen haben das Problem, sich bei der Stromerzeugung stdndig nach dem
Stromverbrauch richten zu miissen, da nicht geniigend Speicherkapazitét zur Verfigung steht. Zu Spitzenlast-
zeiten missen deshalb innerhalb kurzer Zeit geeignete Stromerzeuger zugeschaltet werden kdnnen. Dafiir bieten
sich H,/O,-Dampferzeuger an, die ein schnelles Anfahrverhalten bei hohem Wirkungsgrad besitzen und deren
Leistung sich in weiten Grenzen variieren |48t (sieche Abb.11). Bei einem solchen System sind drei Gré8en zu
regeln: der Dampfmassenstrom von Wasserstoff, Sauerstoff und Wasserdampf, der Druck in der Brennkammer
und die Temperatur. Ein Modell des Prozesses wird durch ein Differentialgleichungssystem 13. Ordnung
beschrieben. Um dieses System zu regeln wurde anfangs ein nichtlinearer Zustandsregler entworfen. Dafiir waren
Vereinfachungen des Systemmodells nétig, wie die Reduktion in ein Differentialgleichungssystem dritter Ordnung
und die Vernachldssigung des Totzeitvolumens zwischen Gasventii und Einblaskopf. Das aus dem
Differentialgleichungssystem hergeleitete Regelgesetz bendtigt Parameter, deren Herleitung einen enormen
Zeitaufwand verursacht. Bedingt durch die hohe Komplexitit des Systems knnen durch die Rechenungenauigkeit
verursachte Rechenfehler, insbesondere bei der Invertierung der Systemmatrix, nicht mehr einfach ignoriert
werden. Die vielen Nichtlinearitdten der Kennlinien der Ventile bzw. der Dampftemperatur sowie die starke
Vermaschung des MehrgréBensystems verursachen einen enormen Aufwand bei der herkdmmlichen
Reglersynthese. Die Lésung des Problems mit dem Neuro-Fuzzy-Regler FINE zeigt, daB diese Methode mit weit
weniger Aufwand und einigen zuséitzlichen Vorteilen angewandt werden kann.

Zun#chst wurden einige Fuzzy-Regein vom Mamdani-Typ definiert, die anschlieBend in der Simulation von Hand
noch verbessert wurden, Diese Regeln wurden dann durch den FINE-Compiler in die Gewichte eines Neuronalen
Netzes transferiert. Zu diesem Zeitpunkt funktioniert das Neuronale Netz genauso wie der Fuzzy-Regler, aber es
besteht zusatzlich die Mdoglichkeit der Adaption. FINE setzt grundsétzlich voraus, da die Trainingsmuster von
einem Menschen oder einem anderen guten Regler stammen. Beim vorliegenden ProzeB konnte, da beide
Mdglichkeiten nicht existierten, auf ein halbautomatisches Verfahren zurlickgegriffen werden. Ein Experte
bewertete den Regelungsveriauf und gab Hinweise, in welche Richtung die Zugehdorigkeitsfunktionen verschoben
werden muBten. Mit dieser Information konnten neue Trainingsmuster hergestellt und das Netz damit trainiert
werden. Damit war es immerhin mdoglich, den Regelungsverlauf zu beschieunigen und einen nicht-akzeptablen
Uberschwinger zu beseitigen. Der Neuro-Fuzzy-Regler wurde in dieser Anwendung also zur Feinabstimmung
eines Fuzzy-Reglers verwendet. Starke Systemverdnderungen kdnnen mit diesem System allerdings nicht
adaptiert werden.
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Abb.11 Regelung eines Dampferzeugers durch FINE

Regelung eines Schwei3roboters

Ma (1993). Ein Schweiflroboter mit fiinf Achsen soll méglichst genau entlang der Schweiflnaht fahren. Der
Abstand von der gefahrenen Linie zu der gewiinschten Linie wird mit Hilfe einer CCD-Kamera festgestellt. Dieser
Abstand und die Abstandsdnderung dienen als Eingabe fiir einen Fuzzy-Regler, der daraus eine
Richtungsénderung berechnet. Die Parameter des Fuzzy-Controllers werden durch ein Neuronales Netz
eingestelit. Die Zugehdrigkeitsfunktionen der Fuzzy-Pridikate werden jeweils als stiickweise linear angenommen,
d.h. entweder dreiecksfdrmig (,geradeaus‘) oder in Form einer Rampe (,links*, ,rechts‘) angeordnet. Freie
Parameter dieser Zugehorigkeitsfunktionen sind die Anfangs- und Endpunkte der Dreiecks- und
Rampenfunktionen. Diese Funktionen werden durch unterschiedliche Neuronale Netz-Ausgaben gedehnt oder
gestaucht. Dem Neuronalen Netz falit allerdings nur die einfache Aufgabe zu, aus drei Abstandswerten eine
Richtungsdnderung abzuschitzen. Das Netz generiert die Parameter fir den Fuzzy-Regler nicht direkt. Die
Richtungsénderung mufl iiber eine Tabelle in die freien Parameter des Fuzzy-Reglers libersetzt werden. Leider
miissen durch diesen Umweg auf irgendeine Weise die Werte der Tabelle bestimmt werden. Das Verfahren dazu
wird nicht angegeben. Der Grund fiir dieses etwas umstidndliche Verfahren liegt im Problem der
Mustergenerierung fiir das Neuronale Netz, das kiassifizierte und bewertete Beispiele verlangt. Diese Beispiele
gibt es hier nicht, da das Neuronale Netz offline trainiert wird und die Trainingsdaten nicht wéhrend des
Regelungsvorganges erzeugt und bewertet werden.

Die Anforderungen des Systems werden durch den Neuro-Fuzzy-Regler erfillt. Der SchweiBroboter kann mit einer
Geschwindigkeit von 3 cm/sec auch Kurven und rechtwinklige Knicke mit einer sehr geringen Abweichung
nachfahren.

Automatik-Getriebe

Hayashi (1993). Bei einem Auto mit Automatikgetriebe (Hayashi et al. 1993) soll die Getriebelibersetzung
geregelt werden. In erster Linie wird die Belastung des Antriebs aus einer Menge von Status-Sensoren
abgeschitzt. Ebenso wird das Verhalten des Fahrers vorhergesagt. Beide Aufgaben werden durch Fuzzy-Regeln
beschrieben. Im ersten Fall ist die Antriebsbelastung abhingig von der Geschwindigkeit und der Beschleunigung
der Antriebswelle. Fiir die Vorhersage des Fahrerverhaltens wird die Anderung des Gaspedals beobachtet. Die
Fuzzy-Regeln besitzen die Standard-Form von Mamdani. Das Ergebnis der beiden Fuzzy-Bicke wird zusammen
mit Parametern wie der Veranderung des Gaspedals und der Geschwindigkeit des Autos in ein Neuronales Netz
eingespeist. Das Netz besitzt eine verdeckte Schicht mit neun Neuronen. Die Ausgabe des Netzes bestimmt direkt
den geeigneten Gang des Fiinfganggetriebes, mit dem das Auto bei der aktuellen Last geschaltet werden solite.
Ein erfahrener Fahrer fihrt mit dem Auto solange, bis geniigend Trainingsdaten fir das Neuronale Netz
entstanden sind.

Um Daten zu bekommen wurden Testfahrten an einem Berg mit verdnderlicher Last durchgefihrt. Im Vergleich zu

einer konventionellen Methode ergaben sich Verbesserungen im Benzinverbrauch, den Abgaswerten und im
sanfteren Fahrverhalten.
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Roboterarm

Segers (1994). Der Greifer auf einem rotierenden Roboterarm ist entlang des Arms radial verschiebbar und soll
bei verschiedenen Rotationsgeschwindigkeiten des Roboterarms an einer bestimmten Radius-Position von einer
Kraft F gehalten werden. Als Regler wird das Neuro-Fuzzy-System GARIC verwendet. RegelgréRen sind die
Abweichung der Greiferposition von der Sollposition und deren Anderung in der Zeit, die StellgréRe des Systems
ist eine Kraft, die aufgebracht werden muf, um der Zentrifugalkraft des Systems entgegenzuwirken. Das
Aktionsnetz (ASN) fuzzifiziet die beiden EingabegréBen jeweils durch finf Fuzzy-Prddikate, welche die
entsprechenden Zugehdrigkeitswerte an die Regelschicht weitergeben. Diese besteht aus 25 Neuronen, d.h. jede
mdgliche Kombination der Pridikate wird durch eine Regel abgedeckt. Die StellgréRe wird ebenfalls durch fiinf
Fuzzy-Prédikate fuzzifiziert, so daB die vierte neuronale Schicht aus finf Neuronen besteht. Die Ausgangsschicht
besteht aus genau einem Neuron, das die Steligré6Re darstellt. Sie wird direkt auf den ProzeR geschaitet. Das
Bewertungsnetz (AEN) erhélt als Eingabe zu den zwei Regelgréen noch zusitzlich einen Bias. Die verdeckte
Schicht besteht aus einer unbestimmten Anzahl von Neuronen (wihrend des Experimentes von 5 bis 20 variiert),
die Ausgangsschicht enthilt als einziges Neuron das Bewertungssignal. Die ZugehOrigkeitsfunktionen der
Pramissen der Regeln werden vorinitialisiert und spiter nicht mehr verindert. Die Adaption des Systems betrifft
nur die Fuzzy-Pridikate der Regel-Konklusionen, die anfangs alle zu Null initialisiert werden. Im Laufe der
Adaption der Regelung bilden sich drei Fuzzy-Pradikate heran, die ihren Mittelpunkt ungleich Null haben. Nach 21

Gaspedal- f
Stellung 1
fo
Geschw.- , Belastung Génge:
der Welle Fuzzy-Logik des Antriebs
> — 1.
4 Av HO—
R Neuronales 2.
Netz
Geschw. . — 3.
des Autos
: - 4,
%  Fuzzy-Logik
f, |, 5.
HAa > Fahrer-
verhaiten

Abb.12 Getriebelibersetzung durch Fuzzy-Logik und Neuronales Netz

Versuchen hat das System die Aufgabe gelernt. Allerdings 148t sich nach dieser Methode der Fehler nicht sehr
stark verbessern und die Genauigkeit 148t zu wiinschen tibrig. Sobald ein stabiler Zustand des Systems erreicht
ist, hért es auf zu lernen. Die anfdngliche Regelbasis muf8 sinnvoll initialisiert sein. GARIC lernt keine neuen
Regeln, sondern veréndert lediglich die bestehenden. Ein weiteres Problem stelit die starke Abhdngigkeit von den
frei einstellbaren Parametern (Lernrate, Anzahl der verdeckten Neuronen, ..) dar. Auf kleine Schwankungen
reagiert das System sehr sensibel.

Regelung eines Interferometerspiegels

(Cechin, Eppler, Gemmeke 1995). in einem Ballon-Experiment, ausgefiihnt am Forschungszentrum Karisruhe,
werden Spurengase in der Stratosphire untersucht. Die Mefgerite, in der Hauptsache ein interferometer zur
Aufnahme von Emissionsspektren der zu untersuchenden Gase, befinden sich in der Gondel des Ballons. Das
Interferometer untersucht Schicht fiir Schicht der Stratosphdre, wozu es zeitweise konstant auf einen
Horizontpunkt gerichtet sein muf. Durch starke Winde (bis zu 200 km/h) kommt der Ballon in Schwingung und
rotiert. Die Rotation wird durch ein Pivot-Element ausgeglichen, die Schwingungsstabilisierung besorgt die
Regelung eines durch einen Motor beweglichen Spiegels. Durch die tiefen Temperaturen in der Stratosphére
verdndern sich eventuell einige Parameter des Spiegelsystems (wie Reibung, Unwucht, Trégheit). Da die
Bedingungen fiir eine optimale Reglereinstellung in der Stratosphére also anders sind als auf der Erde, ist eine
adaptive Regelung unumginglich. Wihrend einer Messung sollte nicht adaptiert werden, um die Stabilitdt des
Systems nicht zu gefdhrden. Die Abweichung der gewlinschten Spiegelstellung von der tatsichlichen wird -
zusammen mit anderen Daten - permanent zur Erde gefunkt. Wird die Abweichung zu grof, wird am Ende eines
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MeBzyklus von der Erde aus eine Adaptionsphase gestartet. Der Ballonflug dauert durchschnittlich 10 Stunden
und enthéit viele MeRzyklen. Fir eine einzelne Adaptionsphase stehen maximal zwei Minuten zur Verfigung.

Fir die Regelung dieses Systems wurde FAGNIS eingesetzt, das durch seine Systemidentifikation und das
Offline-Training die gewiinschten Anforderungen erfiilit. Der Zustand des Systems, eines Gleichstrommotors, wird
durch vier Zustandsvariablen beschrieben. Dieses System vierter Ordnung verhdlt sich unter Normalbedingungen
zwar einigermaBen linear, doch werden die Nichtlinearitdten unter den extremen Bedingungen der Stratosphére
gréBer. Sie sind wegen der hohen notwendigen Genauigkeit (AB~140urad) und dem groen dynamischen Bereich
(=10° - A6) nicht -zu vernachlissigen. Die ZustandsgréBen sind Position, Winkelgeschwindigkeit,
Winkelbeschleunigung und Hysterese, Das Neuronale Netz zur Systemidentifikation wird vorstrukturiert, da Uber
das System schon einiges bekannt ist. Es wird eine neuronale Zwischenschicht mit zwei Neuronen verwendet.
Lineare Verkniipfungen zwischen Ein- und Ausgingen des Neuronalen Netzes kommen dadurch zustande, daf
die Eingangsschicht direkt mit der Ausgangsschicht verbunden ist. Flur die ersten drei Zustandsgréfen ist die
Differentialgleichung in erster Ndherung bekannt;

JO=M-f6
0 6 O M

At W11J
-f/J At

G a6 6 ér 9'1 o' W
Abb.13 (a) ideale Vorstrukturierung des Abb.13 (b) tatséchliche Vorstrukturierung des

Neuronalen Netzes nach den ndherungsweise Neuronalen Netzes
bekannten Differentialgleichungen

mit J dem Trégheitsmoment, M dem Drehmomentdes Motors und f der Reibungskonstante. Daraus lassen sich die
Gleichungen

0=6+6
6=6+6-At
O=M/J-f1J &

formulieren und das Neuronale Netz vorstrukturieren (siehe Abb.13a). Es zeigle sich, daB ein vollsténdig
vernetztes Netz sehr viel schwerer lernt und sich ofi in lokalen Minima verfangt. Nach einer sorgféltigen Analyse
der Modellabweichungen und der volivernetzten L8sung wurden eine zusétzliche Zustandsvariable h (Hysterese
des Motors) sowie zwei sigmoide Neuronen in der Zwischenlage eingefihrt (siehe Abb.13b).

Die Erzeugung der Trainingsmuster geschieht durch eine Folge von unterschiedlichen Spriingen, die auf den
Spiegelmotor aufgeschaltet werden. Insgesamt werden in einer Minute 200 neue Muster erzeugt. Das
vorstrukturierte Netz lernt diese Muster innerhalb von 100 bis 300 Zyklen und benétigt dazu eine weitere Minute,
so daB innerhalb von zwei Minuten die gesamte Lernphase abgeschlossen ist. Auf diese Weise schafft es der
Regler, die Spiegelposition immer innerhalb der vorgeschriebenen Toleranzgrenze von 140 prad zu halten.

Roboter-Navigation

Pan et al. (1995). Ein Roboter soll sich autonom in einer Fabrikhalle bewegen und verschiedene Dinge erledigen.
Kernstiick seiner Regelung ist ein Fuzzy-Controller, der seine Eingaben (iber verschiedene Module bezieht. Die
Module bestehen teilweise aus Neuronalen Netzen. Ein Modul ist daflir verantwortlich, in einem Flur von den
beiden Wé&nden mdglichst den gleich groen Abstand zu haben. Dafiir werden zwei Neuronale Netze verwendet,
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die als Eingabe verschiedene Gebiete der Hough-Transformierten des Kamerabildes bekommen und in der
Ausgabe eine Richtungsanweisung (40° links, geradeaus,...) produzieren. Ein anderes Modul ist fir die Erkennung
einer Verzweigung eines Flures zustdndig. Ein Neuronales Netz gibt hierbei die Entfernung zur Verzweigung an,
die ebenfalls aus der Hough-Transformierten des Kamerabildes abgeschétzt wird. Weitere Module sind fiir die
Erkennung von Hindernissen und ganz speziellen Gegenstanden, wie Turrahmen von geschlossenen Tiren, sowie
fiir die Pfadplanung zustindig. Fiir jede der Erkennungsaufgaben wird ein Neuronales Netz eingesetzt,

Der Fuzzy-Controller ist ein Echtzeit-Expertensystem, das Aktionen an die Steuerung des Roboters weitergibt. Die
Regein sind vom Mamdani-Typ, die Defuzzifizierung erfolgt nach dem Flichenschwerpunkt (Center of Area). Eine
typische Regel ist wie folgt:

(rule-name rule-20

IF (tum-angle right-20)
(distance-to-junction  far)
(sonar-reading no-obstacle)

THEN (turn-angle right-20)
(distance-to-travel long))

Das komplette System wurde auf einer VME-Bus-Karte mit einem MC68040 Mikroprozessor implementiert.

Regelung einer Klimaanlage

Pfeiffer (1995). Der Gebldsemotor einer Klimaanlage soll so geregelt werden, daB ein konstantes Klima herrscht.
Der Zeitbereich des Systems ist so, dal es noch von Hand geregelt werden kann. Es solite diese Regelung auch
automatisch erreicht werden. Daflir wurde eine Neuro-Fuzzy-Regelung auf einem PC implementiert. Mit einer
Echtzeit-Erweiterung von Matlab/Simulink und einem Analog-Digital-Konverter-Board werden Abtastzeiten von bis
herunter zu 20 ms erreicht.

Als Neuro-Fuzzy-System wird ein Netzwerk aus Radialen Basisfunktionen verwendet. Die Eingangsschicht besteht
wie immer aus den Eingabevariablen, es folgt eine Schicht von Neuronen mit GauBfunktionen als
Aktivierungsfunktionen. Uber variable Gewichte ist diese Schicht mit einem linearen Ausgangsneuron verbunden.
Dieses Netz entspricht einem Fuzzy-System mit Regeln der folgenden Form: Im Bedingungsteil werden die
Eingangsvariablen fuzzifiziert und durch eine Konjunktion mit einander verknlpft. in der Konklusion der Regeln
sind nur Fuzzy-Singletons eraubt, d.h. keine vollstindigen Fuzzy-Pridikate. Die Defuzzifizierung ist
dementsprechend einfach. Der Konklusionswert wird entsprechend der T-Norm fiir die inferenz mit dem Fuzzy-
Wert der Bedingung multipliziert. Dann werden sdmtliche Regein aufsummiert und normiert.

Der Regler muB direkt durch gleichzeitige Angabe der Regel- und SteligréBen trainiert werden. Dies leistet ein
Mensch, der die Klimaanlage gerade noch von Hand regein kann. Es wird eine Reihe von Soliwert-Spriingen
vorgegeben, die der menschliche Regler nachfahren muBl. Auf diese Weise wird eine Musterdatei erstelit, mit der
wiederum das Neuronale Netz trainiert werden kann. Durch die einfache Struktur des Netzes kann das Ergebnis
direkt in eine Fuzzy-Schreibweise (mit Singletons als Konklusionen) libertragen und damit interpretiert werden. Die
Qualitdt des Neuro-Fuzzy-Reglers entspricht direkt der des regelnden Menschen. Sie kann niemals besser
werden,
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Resumee

Es ist deutlich geworden, daB sich Neuronale Netze und Fuzzy Logik gegenseitig ergénzen kénnen und durch ihre
Kombination sich eine Vielfalt neuer Mébglichkeiten er6ffnet. Es ist daher berechtigt, Neuro-Fuzzy als
eigenstdndige Methode zur Informationsverarbeitung in komplexen Systemen anzusehen. Es gibt derzeit eine
Fille unterschiedlicher Systeme, die Lésungsansétze in diesem Bereich darstellen. Die Tendenz ist da, mdglichst
einfach zu bedienende Werkzeuge anzubieten, mit denen ein unerfahrener und in Neuronalen Netzen und Fuzzy
Logik unbelasteter Anwender schnell sein spezifisches Problem lésen kann. Es ist selbstverstandlich, daB ein
wenig spezifisches, allgemein anwendbares System nicht immer optimale L&sungen produziert. Andererseits kann
kaum erwartet werden, daR ein fir eine spezielle Anwendung zugeschnittenes System auch fiir andere
Anwendungen benutzerfreundlich eingesetzt werden kann. Zwischen diesen beiden Polen bewegen sich auch die
Neuro-Fuzzy-Systeme. In Zukunft muR bestimmt noch einiges geleistet werden, um fiir Neulinge in Neuronalen
Netzen die Hemmschwellen zu senken, solche Werkzeuge einzusetzen. Es ist unzumutbar, daB sich Anwender
vor dem Einsatz eines Neuro-Fuzzy-Tools zuerst die komplette Theorie der Neuronalen Netze und Fuzzy Logik
aneignen miissen,

Mit dem Einsatz von Neuro-Fuzzy-Werkzeugen hat sich die Entwicklung adaptiver Systeme sehr stark
vereinfacht. Adaptive Systeme gab es auch schon vorher, aber sie stellten immer Spezialldsungen dar, die nicht
von der einen Anwendung zur nichsten lbertragen werden konnten. Diese Situation hat sich nun verdndert: fir
ein adaptives System missen lediglich die Voraussetzungen flur die Anwendung Neuronaler Netze gegeben sein.
Die Software kann als anwendungsunabhéngiger Teil von einschidgigen Firmen oder iiber Internet als ,Public
Domain® bezogen werden. Fiir jede neue Anwendung verbleibt der Aufwand fir die Erstellung der Trainingsdaten,
die in geniigend groBer Zahl vorhanden sein miissen. Diese Aufgabe ist keineswegs trivial, und die Erfahrung aus
vielen Neuro-Fuzzy-Projekten zeigt, daR im Gegensatz zur sonst iblichen Programmierung hier der Aufwand in
die Erzeugung geeigneter Datensétze zu investieren ist. Darliber hinaus ist die Festlegung der Netz-Topologie
oder des Netztyps eine Aufgabe, die in vielen Fillen nicht chne Expertenwissen auskommt. Ein noch nicht
befriedigend geltstes Problem ist sicherlich das in eine Anwendung integrierte neuronale Lernen, wenn das
Neuro-Fuzzy-System nur einen Teil des Gesamtsystems ausmacht. Unabhdngig von einzelnen Schwierigkeiten
sind in den letzten Jahren enorme Fortschritte auf diesem Gebiet erzielt worden, wie nicht zuletzt die weiter vorne
beschriebenen Anwendungen zeigen.
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GRUNDLAGEN DER CAD/CAM ENTWICKLUNG MIT SPLINEKURVEN
- EINE EINFUHRUNG -

Dan - Eugen Ulmet
Fachhochschule Esslingen - Hochschule fiir Technik, Kanalstr. 83, 73728 Esslingen

ZUSAMMENFASSUNG

Splinekurven und Splineflichen haben sich in der CAD/CAM Entwick-
lung bei der Modellierung von Freiformgeometrie weltweit etabliert. Dabei
spielen 'splines’ in Bézier - Form, die unabhingig von den Ingenieuren P.
Bézier (Firma Rénault) und P. de Casteljau (Firma Citroén) vor etwa 35
Jahren entdeckt wurden, immer noch eine wichtige Rolle.

Es werden zunichst einige der wichtigsten geometrischen, analytischen
und programmiertechnischen Eigenschaften von Bézier Splinekurven eingefiihrt.
Abschliessend werden einige der aktuellen Splinemethoden in der akademi-
schen und industriellen CAD/CAM Entwicklung vorgestellt.

1. EINLEITUNG

Vor etwa 35 Jahren hatten zwei junge Ingenieure, P. Bézier von der Firma
Rénault und P. de Casteljau von Citroén unabhéngig voneinander eine ein-
fache aber revolutionire Idee, die es ermoglicht hat CAD/CAM Systeme fiir
die Automobilkonstruktion zu entwickeln. Sie haben eine spezielle Kategorie
von Kurven und Flichen entdeckt, mit der komplizierte Formen modelliert
werden konnen und die sich insbesondere fiir die Darstellung und Manipula-
tion innerhalb eines Computersystems hervorragend eignet - es handelt sich
um die sogenannten Bézier Splinekurven und -flichen. Damit ist das Spezi-
algebiet CAGD (Computer Aided Geometric Design) entstanden.

Es ging darum mit Hilfe einer moglichst geringen Datenmenge entweder
neue Formen zu modellieren (Modelldesign), oder fiir existierende Modelle
(z.B. Tonmodelle) die wesentliche geometrische Information herauszufiltern,
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um diese Formen spiter (eventuell in einem vergréferten MaBstab) rekon-
struiren zu kénnen (Modellriickfiihrung). Das Problem der Datenreduk-
tion und der damit verbundenen Rechenzeitoptimierung ist nach wie vor
eine der zentralen Anforderungen in der CAGD Entwicklung.

Was fiir geometrische Formen lassen sich mit wenigen Daten modellieren?
Zunichst einfache Profile die aus Geraden und Kreisbgen (sogenannten
’primitives’) bestehen und deshalb den Léwenanteil von technischen Zeich-
nungen bilden. Die benétigte Datenmenge (jeweils 2 Punkte bzw. 1 Punkt
und eine Zahl) ist minimal, dafiir lassen sich aber mit diesen geometrischen
Elementen keine komplizierteren Formen (Freiformgeometrie) modellie-
ren. Bézier und de Casteljau haben ein Geometrieelement entdeckt - das
sogenannte Bézier Segment - mit dessen Hilfe praktisch jede geometrische
Form modelliert werden kann. Die Bézier Segmente kénnen sozusagen als
’Atome’ eines komplizierten Freiformmodells aufgefafit werden. Ein Bézier
Segment wurde von Bézier und de Casteljau mit Hilfe von 4 Punkten aufge-
baut - eine Datenmenge die den Anforderungen der Datenreduktion im hohen
MaBe geniigt. Die Konstruktion des Segmentes als eine im Intervall [0, 1] pa-
rametrisierte Kurve ist als Algorithmus von de Casteljau bekannt.

Bezeichnen wir die 4 Punkte mit By, By, By, B3 und t € [0,1] sei ein
Parameterwert. Im 1. Schritt des Algorithmus werden die 3 Zwischenpunkte
B}, Bl, bzw. Bj konstruirt, die die Strecken ByBj, By By, bzw. ByBj jeweils
im Verhéltnis ¢ unterteilen. Im 2. Schritt wird dieses Unterteilungsverfahren
mit den 3 Zwischenpunkten des 1. de Casteljau Schrittes wiederholt - die
2 neuen Zwischenpunkte sind B2, B?. Die 3. de Casteljau Iteration liefert
schlieBlich den Punkt B3, der das Segment BZB? im Verhiltnis ¢ unterteilt
(siehe Bild 1).

Wird nun der Algorithmus von de Casteljau fiir alle Parameterwerte
t € [0,1] durchgefiihrt, so entsteht eine parametrisierte Kurve, ein Bézier
Segment. Die Kurve startet im Punkt By tangential zur Strecke ByB; und
lduft in B3 tangential zur Strecke B;Bs; ein. Dabei verlduft das Segment
im inneren der konvexen Hiille der 4 Bezierpunkte By, By, B, B3 (zur Be-
griindung siehe Abschnitt 2.2).

Programmiertechnisch lassen sich diese neuen Geometrieelemente sehr
einfach in der CAD/CAM Entwicklung in ein CAD/CAM Softwaresy-
stem implementieren. Allein die 4 Bézier Punkte werden als Geometrie-
daten in eine DATEI gespeichert und der Bauplan des Bézier Segmentes
- der Algorithmus von de Casteljau - wird als PROGRAMM codiert. In der
CAD/CAM Anwendung wird dann beim Zugriff auf das Bézier Segment




das PROGRAMM zur Manipulation der DATEI aktiviert und das Segment
berechnet. Anschlieflend kann das Bézier Segment am Bildschirm dargestellt
und weiterbearbeitet werden. Dabei wird in der Regel jeweils auf die DATEI
mit unterschiedlichen Programmen zugegriffen (siehe auch Abschnitt 2.4).

Bild1. Der Algorithmus von de Casteljau.
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2. BEZIER SEGMENTE

Bézier Segmente wurden urspriinglich durch einen geometrischen Al-
gorithmus, dem Algorithmus von de Casteljau rekursiv definiert. Erst etwa
10 Jahre spidter wurde eine explizite parametrische Darstellung und der
Zusammenhang zwischen Bézier Segmenten und Bernstein Polynomen von
A. R. Forrest entdeckt (siehe [3]). Mit Hilfe dieser Parametrisierung kénnen
Bézier Segmente auch analytisch untersucht werden.

2.1. Die Parametrisierung

Ein Bézier Segment besitzt die folgende Parametrisierung:
n
z(t) =3 b BI(t), te[0,1], (1)
=0

wobei der Grad n des Bézier Segmentes gleich der Anzahl der de Casteljau
Iterationen ist. (Fiir die im 1. Abschnitt beschriebenen Konstruktion ist n =
3). Die Bézier Koeffizienten b; sind die Ortsvektoren der Bézier Punkte B;

und
n

BM(t) = (i)(l )", i=0,1,2,..,n (2)

sind die Bernstein Polynome vom Grad n. Wird der Algorithmus von de Ca-
steljau anstatt mit 4 Punkten und 3 Iterationen wie im 1. Abschnitt analog
mit n+1 Punkten und n Iterationen durchgefiihrt, so entsteht ein Bézier Seg-
ment vom Grad n mit der Parametrisierung (1). Fiir die weiteren Ausfiihrun-
gen werden wir den klassischen Fall der kubischen Bézier Segmente betrach-
ten. Die meisten Ideen lassen sich problemlos fiir allgemeine Bézier Segmente
vom Grad n iibertragen ([3], [4]).

Die Aussagen des 1. Abschnittes iiber den Verlauf eines Bézier Segmentes

kénnen nun mit Hilfe der Parametrisierung (1) leicht nachgewiesen werden.
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2.2. Der geometrische Verlauf

Fir n = 3 ergibt sich zunéchst nach (1) und (2) die Parametrisierung
eines kubischen Bézier Segmentes:

3
Z(t) = biBXt) =by- (L —t)®+b;-3(1 — )%t + by - 3(1 — )t + b3 - t*. (3)
=0
‘ ) . )
Damit kann nachgerechnet werden, daf§ £(0) = by und d—?(O) = 3By B;.

Das bedeutet, dafl das Segment den Anfangspunkt By und die Anfang-
stangente BB besitzt. Analog 1a8t sich nachweisen, dafl das Segment in B;
tangential zu B, Bj; einlduft.

Andererseits ist die Darstellung (3) eine konvexe Kombination der Bézier
Koeffizienten weil die Bernsteinpolynome B}(t) > 0 die folgende Eigenschaft
haben:

3
S B = 1. (4
i=0
Deshalb verlduft das Bézier Segment in Inneren der konvexen Hiille der
Bézier Punkte.

2.3. Designeigenschaften

Der Verlauf des Bézier Segmentes kann durch Modifikation der Lage der
Bézier Punkte sehr flexibel gestaltet werden. Dadurch eignen sich Bézier Seg-
mente hervorragend fiir Designzwecke. Wird ein Bézier Punkt B; in eine
andere Lage B} verschoben, so bewirkt diese Modifikation eine Verformung
des Bézier Segmentes, die am stirksten in einer Umgebung des Parameters
t = 1/3 ausgeprigt ist. Dieses kann mit Hilfe der Parametrisierung (3) ana-
lytisch nachgerechnet werden.

Zur Veranschaulichung, werden wir den Bézier Punkt B; entlang der
Richtung ByB in die Lage B} verschieben und feststellen, daf8 die ganze
Kurve in Richtung von B;Bj (4hnlich wie eine Marionette) 'nachgezogen’

— 53—




wird. Die Verformung ist im Bereich des Parameterwertes t = 1/3 am stérk-
sten ausgepragt.

Bild 2. Designeigenschaften.

Im Bild 2 ist die Originalkurve mit einigen Zwischenstufen der Verfor-
mung zur Zielkurve abgebildet. Allerdings kann man diese Eigenschaft (die
auch gelegentlich ’Gummihauteigenschaft’ genannt wird) am iiberzeu-
gendsten interaktiv auf einem Grafikbildschirm simulieren.
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2.4. Die affine Invarianz

Die schon im Abschnitt 2.2 erwdhnte Eigenschaft (4) der Bernsteinpo-
lynome sowie die Darstellung (3) zeigen auch, daf die Punkte des Bézier
Segmentes affine Kombinationen der Bézier Punkte sind. Affine Kombina-
tionen sind invariant gegeniiber affinen Abbildungen. Das bedeutet, dafl z.
B. die Rotation der 4 Bézier Punkte eines Segmentes zur Bestimmung der
Rotation des gesamten Bézier Segmentes ausreicht. Das rotierte Segment
wird dann mit dem Algorithmus von de Casteljau aus den 4 Bildpunkten ge-
rechnet (siehe auch die Bemerkungen zu den Implementierungsverfahren im
Abschnitt 1). Das ist deshalb sinnvoll weil die Auswertung mit dem Algorith-
mus von de Casteljau (oder mit schnelleren Auswertungsverfahren) weniger
Rechenzeit als die Multiplikation mit der Rotationsmatrix bendtigt. Wenn
man ’alle’ Punkte (eine Punktauflésung mit gewiinschter Dichte) des Bézier
Segmentes rotieren miifite, wiirde das insgesamt viel mehr Zeit kosten.

So ermoglicht die ’Affinitdt’ der Bézier Segmente eine betréchtliche Rech-
nerzeitoptimierung unter anderem auch bei den in der CAD/CAM Anwen-
dung oft benutzten Manipulationen der Modelle wie Rotationen, Translatio-

nen und Zooms.

3. BEZIER SPLINEKURVEN

Um kompliziertere Kurvenverldufe zu modellieren reicht in der Regel ein
Bézier Segment (selbst héheren Grades als n = 3) nicht aus. Deshalb ist es
sinnvoll diese als zusammengesetzte Kurven durch Aneinanderhéngen von
mehreren Bézier Segmenten mit niedrigem Grad, z.B. n = 3, zu modellie-
ren. Dabei spielt die Qualitit des Uberganges an den Nahtstellen, wie z.B.
Tangenten- oder Kriitmmumgsstetigkeit, eine entscheidende Rolle. Das fiihrt
zum Begriff einer Splinekurve.




Definition

Eine Bézier Splinekurve vom Grad n ist eine stiickweise polynomial defi-
nierte Kurve

n t—
Z@) =Y b By (ﬁﬁ%) thoy <t <ty k=1,..,0,, (5)

1=0
die aus ! Bézier Segmenten besteht und an den '"Nahtparametern’ ¢t = t;, (k=
1,2,...,l = 1) n—1 mal stetig differentierbar ist (C"~'— stetig). Die Bézier
Koeffizienten Ef des k— ten Segmentes sind die Ortsvektoren der entspre-
chenden Bézier Punkte Bf, i =0,1, ... ,n; k=1,2, ...l

Bild 3. Eine kubische Bézier Splinekurve mit 3 Segmenten.




Bemerkungen

1) Die Bézier Punkte BF, k = 1,2, ...l, eines Splines mit [ Segmenten
sind nicht mit den Hilfspunkten B}, j = 1,2, ... ;n, des Algorithmus von de
Casteljau fiir ein Bézier Segment zu verwechseln.

2) Fiir n = 3 erhilt man die Definition kubischer Bézier Splinekurven,
mit denen wir uns im folgenden befassen werden. Die meisten Ideen konnen
allerdings auch fiir Bézier Splinekurven héheren Grades libertragen werden.

3) Die einzelnen Bézier Segmente s, der Bézier Splinekurve sind im all-
gemeinen jeweils in Intervallen Ij = [tx_1,¢¢] unterschiedlicher Linge I =
tk —te—1 , £ = 1,2,...,1 definiert ('nichtuniforme’ Splines). Die Parame-
ter ty, k = 0,1,...,! werden Parameterknoten genannt. Dabei sind t3 und
t; die Randparameter der (nicht geschlossenen) Kurve und ¢;, die Parameter
der ’Nahtpunkte’ Bf fiir k = 1,2,...,/ — 1 . Fiir C°~ stetige Kurven gilt
offensicht fiir die Nahtstellen die Bedingung B = B¥*' k =1,2,...01 — 1.

4) Zur Berechnung der einzelnen Bézier Segmente mit Hilfe der Bernstein
Polynome wird der globale Parameter ¢t € I, zuerst durch den normierten
bt € [0, 1] ersetzt.

k — tk—1

5) Die analytische Bedingung der C? Stetigkeitkeit fiir kubische Bézier
Splinekurven hingt auch von der Parametrisierung ab und fordert mehr
als die geometrische Bedingung der Tangenten- und Kriimmungsstetigkeit
(GC! und GC? Stetigkeit).

lokalen Parameter u =

Die C! (und C?) Stetigkeitsbedingung an einem 'Nahtparameter’ t = ¢,
kann mit Hilfe der relativen Lage der entsprechenden Nahtstelle Bf (zwischen
den Bézier Segmenten s; und siy1) und den benachbarten Bézier Punkten
Bf (und BF) sowie B¥™' (und B%*') charakterisiert werden:

Satz

I) Eine Bézier Splinekurve ist in ¢ = 5, C'— stetig, wenn die Nahtstelle
B¥ und die benachbarten Bézier Punkte Bf und Bf*! kollinear sind,
und B die Stecke B B¥*! im selben Verhiltnis vy = I : [x41 unterteilt
wie der Nahtparameter t; die benachbarten Intervalle I und Ix,;.




IT) Eine Bézier Splinekurve ist in ¢t = t;, C?*— stetig, wenn die C' Stetig-
keitsbedingung I erfiillt ist und es einen Punkt C}, gibt, der die folgen-
den Eigenschaften besitzt:

a) Cy ist kollinear mit Bf und B¥, und B% unterteilt die Strecke
BYCy, im Verhiltnis vg.

b) Cy ist kollinear mit B¥*! und B¥*! und B! unterteilt die Strecke
CkB§+1_ im Verhéltnis v;.

ka
* \
By N
s
G'\\ k 7/ \
T -l B3 Bk+! 'G"~\.O \\
Te~ 1 7 Rk =~ Bkl
- Vd B2 k
= -0 B3 \
’ \
/ \
k+1
diglf ® B

Bild 4. C* und C? Stetigkeitsbedingungen.




Bemerkungen

1) In Kurzform bedeutet C! Stetigkeit, daB eine Nahtstelle Bf die zwei
benachbarten Bézier Punkte im Verhiltnis v, der entsprechenden Parameter-
intervalle ’interpoliert’ und C? Stetigkeit bedeutet, da$ es dariiberhinaus
einen Punkt C} gibt, der die zwei benachbarten Bézier Punktepaare im
selben Verhéltnis v, ’extrapoliert’.

2) Die Punkte’konstellationen’ im Bild 4 kénnen auch im Bild 1 erkannt
werden. Hier entsteht durch den Algorithmus von de Casteljau eine C? -
stetige Bézier Splinekurve mit 2 Segmenten, die in den Intervallen [0,¢] und
[t, 1] parametrisiert sind.

3) Der Beweis des Satzes basiert basiert auf der Darstellung der 1. und
2. Ableitung einer Bézier Splinekurve und auf etwas Indexrechnung ([4]).

4) Die geometrischen Bedingungen I und II des Satzes ermdglichen eine
bemerkenswerte Datenreduktion. Wenn man fiir jedes Segment die 4 Bézier
Punkte speichern wiirde, so wire eine Datenmenge von N = 4 x [ Punkten
notig.

Beriicksichtigt man nun zunéchst die C° Stetigkeit der Bézier Splinekurve,
so reicht es die Nahtstellen nur einmal zu speichern. Die Datenmenge wire
dann Ny =3[+ 1.

" Die C! Stetigkeitsbedingung I erméglicht es weiter die | — 1 Nahtpunkte
auszusparen. Diese kénnen durch lineare Interpolation ihrer Nachbaren be-
rechnet werden. Dadurch wurde die Datenmenge auf N; = 2 x [ + 2 Punkte
reduziert.

Wenn man schlieBlich noch die C? Bedingung II nutzt, so kann man nach-
weisen, dafl es reicht die ersten 2 Bézier Punkte des 1. Segmentes, die | — 1
Hilfspunkte C}, sowie die letzten 2 Bézier Punkte des letzten Segmentes zu
speichern. Damit wird die minimale Punkteanzahl N, = [+ 3 'herausgefiltert’
(im allgemeinen [+ n Punkte). Diese Punkte werden mit D;,i =0,1,...,l+2
bezeichnet und B- Spline Punkte genannt. Alle Bézier Punkte kdnnen aus
den B- Spline Punkten mit Hilfe linearer Interpolation rekonstruirt werden
(siehe {4]). Im Bild 5 sind die B- Spline Punkte Bgj, Bi,C;, BZ, B mit
markiert; die Bézier Punkte sind mit o dargestelit.
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Bild 5. Bézier Punkte (o) und B- Spline Punkte (x).

4. B- SPLINE KURVEN

Die oben erwihnten geometrischen Uberlegungen zur Datenreduktion
fiihren zu dem analytischen Begriff einer B- Spline Kurve. Dabei handelt
es sich um eine andere analytische Darstellung des selben geometrischen
Objektes der von der urspriinglich eingefiihrten Bézier Splinekurve defi-
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niert wurde. Die Darstellung erfolgt nun, anstatt in der Basis der Bernstein
Polynome B[ , in der Basis der sogenannten B- Spline Funktionen N*, wobei
n der Grad der betrachteten Kurve ist.

Es werden zunéchst die Parameterknoten s;, fir j =0,1,...,l4+2-n—2
wie folgt eingefiihrt:

Sg =81 =..=581=1 (tpist ein n— facher Knoten);
Spti-1 = ti, 1 =1,2,...,0 — 1 (einfache Knoten);

Sl4n—1 = Si4n = ... = Sjpan—2 =t  (f; ist ein n— facher Knoten).

Die Randparameter t, und ¢; werden damit n— fach in den Knotenvektor
§ eingefiigt. Die anderen Knoten sind einfach.

Eine B- Spline Kurve wird mit Hilfe der Knoten s; im selben Intervall
(Sn—1, Si4n—1] = [to, t1] wie die Bézier Splinekurve parametrisiert.

Definition

Eine B- Spline Kurve mit | Segmenten vom Grad n wird definiert durch:

Hn-1
Z(s)= D, &NJ(s), s € [sn-1,S14n-1)- (6)

=0

Die B- Spline Funktionen N}* sind rekursiv definiert als:

1 @ 5,<s<s;
N?(s):{ 0 : sonz;tl,

[ S S. — s
NP (s) = ——NPY(s) + —H = Npsl(s),  i=0,1,..,0l+n~-1,
Sitn — S Sitn+1 — Si41
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Bemerkungen

1) Die analytische Definition einer B- Spline Kurve ist wesentlich tech-
nischer’ als die Definition einer Bézier Splinekurve. Der damit verbunde-
ne zusitzliche Programmieraufwand bei der Implementierung von B- Spli-
ne Kurven in ein CAD/CAM System wird aber nicht nur durch die schon
erwidhnte betrichtliche Datenreduktion rechtfertigt. Bei den in der CAGD
Anwendung oft praktizierten Nachbearbeitungen der Kurven, die meist
durch Modifikation der B- Spline Punkte implementiert sind, werden auch
geometrische Eigenschaften wie Tangenten- und Kriimmungsstetigkeit bei-
behalten. Das ist bei der Modifikation der Bézier Punkte nicht gesichert,
weil dabei die Bedingungen des C'/C? Stetigkeitssatzes (insbesondere die
Kollinearitit) im allgemeinen verletzt werden.

2) Die C* und C? Stetigkeitsbedingungen an den Nahtstellen sind implizit
in der Definition einer B- Spline Kurve durch die Wahl des Knotenvektors §
(mit den entsprechenden Vielfachkeiten) mit Hilfe der B- Spline Funktionen
N} verschliisselt.

Mit Hilfe der B- Spline Funktionen werden auch allgemeinere Kurven defi-
niert, bei denen unterschiedliche Stetigkeitseigenschaften an den Nahtstellen
vorliegen. Das wird im wesentlichen durch die Erh6hung der Vielfachkeit der
Nahtparameter erreicht. Bei der Vielfachkeit r eines Parameterknotens liegt
dann C™7" Stetigkeit an der entsprechenden Nahtstelle vor. Solche Kurven
sind in der CAD/CAM Anwendung stéirker verbreitet als die maximal glat-
ten B- Spline Kurven. Sie sind in der Praxis im Fachjargon unter dem Namen
SPLINES bekannt. Die Differenzierbarkeitsordnung IDIF eines SPLINES ist
die Ordnung der hochsten stetigen Ableitung an den Nahtstellen. Wenn z.B.
ein SPLINE einen Knick besitzt, so ist IDIF=0; falls IDIF=1, so ist der
SPLINE an allen Nahtstellen mindestens C? stetig.

3) In der CAD/CAM Konstruktion wird darauf geachtet, daf} die erzeug-
ten SPLINES so ’glatt’ wie moglich sind, insbesondere daf§ Tangenten- und
Krimmungsstetigkeit vorliegt. Dariiberhinaus ist es wiinschenswert, dafi im
Kriimmungsdiagramm keine unnétigen Vorzeichenwechsel vorkommen. Da-
mit lassen sich unerwiinschte Kriimmungsidnderugen (sogenannte Schwin-
gungen) der Kurve vermeiden. In der Praxis spielen vor allem kubische
SPLINES eine besondere Rolle. SPLINES hoheren Grades benotigen mehr
Speicherplatz und besitzen eventuell zu viele unerwiinschte Schwingungen.
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5. AUSBLICK

I. Die Ideen die wir fiir Kurven in den bisherigen Abschnitten im Uberblick
vorgestellt haben, lassen sich relativ direkt auch fiir Flachen iibertragen. Das
wird durch die sogenannte Tensorprodukt Methode erméglicht.

Definition

Ein ’Tensorprodukt Bézier Fliachenpatch’ vom Grad n in u und Grad m
in v wird definiert als:

Z(u,v) = SN by BMu)BI(v), (u,v) € [0,1] x [0, 1].

1=0 =0

Y-Achso 0 A-Achss

Bild6. Ein bikubisches Flichenpatch mit Bézier Netz.




Eine Bézier Spline Fliche wird aus mehreren Patches aufgebaut und ist

- C™ 1 x C™~1 - stetig bei den Ubergingen zwischen den einzelnen Patches. In

der Praxis werden die Stetigkeitsbedingungen bei Bedarf etwas abgeschwécht
und allgemeinere Flichen, sogenannte SURFS, erzeugt.

Y-Achse

Bild7. Eine SURF.

II. Die Verfeinerung der CAD/CAM Grundlagen, Entwicklung und An-
wendung ist ein kontinuirlicher Prozess, der in der letzten Zeit besonders
rasant fortschreitet. Dem Sprung von den hier beschriebenen Bézier Splines
zu B- Splines folgte relativ kurz danach die Einfiihrung der NURBS (nicht
uniforme rationale B- Splines). NURBS sind zwar zur Zeit 'the state of the
art’ im CAD/CAM Bereich, doch neue Ideen wie 'parametric design’, 'va-
riational design’ usw. machen die Entwicklung auf diesem Gebiet weiterhin
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interessant und spannend.
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Computeralgebra Systeme sind attraktive Werkzeuge in der Mathematik, um Rechnungen
symbolisch auf einem Rechner durchzufiihren. Eines der Herzstiicke aller Computeralgebra
Systeme ist die symbolische Integration. Hierbei gilt es zu entscheiden, ob es zu einer
vorgegebenen elementaren Funktion eine elementare Stammfunktion existiert oder zu zeigen,
daf} es keine solche geben kann. Zu dieser sehr komplizierten Aufgabenstellung gibt es einen
Entscheidungsalgorithmus, der im Rahmen der Theorie der Differentialalgebra diskutiert wird.
Der Vortrag "Computeralgebra-Algorithmen zur symbolischen Integration” soll einen Einstieg
in die Probleme der symbolischen Integration liefern und anhand von Beispielen die
Losungsalgorithmen beschreiben.
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Eine Einfiihrung in die Computeralgebra-Algorithmen zur
symbolischen Integration

Johannes Grabmeier

Zusammenfassung

Eines der zentralen Gebiete der Computeralgebra ist die symbolische Integration.
Wihrend die in den klassischen Analysisvorlesungen diskutierten Methoden wie Sub-
stitution und partielle Integration von heuristischer Natur sind, — der dort oft vor-
gestellte Algorithmus 2ur Integration rationaler Funktionen mittels Partialbruchzer-
legung hingegen unterstellt die Kenntnis der Faktorisierung des Nenners iiber den
reellen Zahlen, — werden in der Computeralgebra Entscheidungsverfahren untersucht
und implementiert:

Man finde algorithmisch zu jeder vorgebenen elementaren Funktionen ei-
ne elementare Stammfunktion oder beweise (algorithmisch), daf es keine
solche geben kann.

Zur Lésung so gestellter Fragen wird insbesondere an die algorithmischen Methoden
der Mathematik des letzten Jahrhunderts (z.B. E. HERMITE) angekniipft.

Wihrend G.H. HARDY am Anfang dieses Jahrhunderts noch vermutete, da8 es fiir
dieses Problem keine Lésung geben kann, wurde 1969 von R.H. RISCH ein Entschei-
dungsverfahren angegeben. Viele weitere Arbeiten im Anschlul daran aber haben erst
die Implementierung fiir gewisse Teilklassen von Funktionen z.B. in den Computeral-
gebra-Systemen MAPLE oder AXIOM erméglicht. Insbesondere sind hier die Arbeiten
von B.M. TRAGER, M. ROTHSTEIN und M. BRONSTEIN zu nennen.

Die Intention dieser Arbeit ist es durch eine elementare Einfithrung in dieses fas-
zinierende Gebiet zur Rezeption dieser Entwicklungen beizutragen. Dies ist eine so-
wohl herausfordernde wie m.E. notwendige Aufgabe, Es ist ndmlich das Spektrum der
fiir die Integrationsalgorithmen notwendigen mathematischen Methoden und Gebiete
sehr breit. Angesichts der der erfreulicherweise stindig wachsenden Verbreitung und
Nutzung von Computeralgebra-Systemen besteht die Gefahr, dafi die Kluft zwischen
Anwendung und Kenntnis, was algorithmisch im Computer passiert, groer ist als bei
anderen Teilgebieten der Computeralgebra. Es ist daher die Absicht mit dieser Uber-
sichtsarbeit besonders im im pidagogischen Bereich die Behandlung zumindest aus-
gewihlter Teile dieser Algorithmen zu erleichtern und eine Hinfijhrung zur demnéchst
erscheinenden ersten Monographie [10] zu diesem Thema von M. BRONSTEIN zu ge-
ben.
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1 Einleitung

Die wichtigsten allgemein bekannten und benutzten Methoden zum Auffinden von
Stammfunktion von Funktionen sind partielle Integration Substitution von Variablen
und im Falle der rationalen Funktionen die Partialbruchzerlegung nach einer Faktori-
sierung des Nenners. Zus&tzlich kann oft die Linearitit des Integrals ausgenutzt und
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung angewandt werden. Schlieilich
greift man auch auf Integrationstafeln zuriick.

Mit der Unterrichtung und Einiibung dieser aufgezahlten Techniken erschopft sich
in der Regel nicht nur der Mathematikunterricht in den Schulen zu diesem Thema,
sondern zumeist auch eine Analysisvorlesung fiir Ingenieur- oder Mathematikstuden-
ten.

In diesem Aufsatz wird der Einsatz des Computers fiir diese Problemstellung dis-
kutiert und eine elementare Einfiihrung in die algorithmische Integrationstheorie ge-
geben, wie sie heute in vielen Computeralgebra-Systemen verwendet wird. Erstaunlich
dabei ist, daBl sie — obgleich diese génzliche verschiedenen und andersartigen Metho-
den bereits ihre Wurzeln im letzten Jahrhundert ([31], [49], [44]) haben und auch
fir den Fall rationaler Funktionen durchaus elementaren Charakter haben - bislang
kaum Einzug in aktuelle Vorlesungs- und Unterrichtsinhalte gefunden haben und nur
in einigen wenigen Spezialvorlesungen zur Computeralgebra gelehrt werden.

Die algebraischen(!) Methoden, die sich hier erfolgreich bewihrt haben, werden
heute dem Gebiet der Computeralgebra - siehe [13] oder den Ubersichtsartikel [28] —
mit seinen exakten und symbolischen Verfahren zugeordnet. In der Computeralgebra,
die nach R. Loos ([11])

der Teil der Informatik und der Mathematik® ist, der algebraische Algo-
rithmen entwickelt, analysiert, implementiert und anwendet,

sieht man es als Ziel an, fiir Probleme wie der Bestimmung von Stammfunktionen ein
Entscheidungsverfahren anzugeben und nicht einfach nur die eingangs aufgelisteten
Methoden von heuristischer Natur zu implementieren. Eine adsiquate und prézise For-
mulierung dieser Problemstellung findet sich im Buch [23] von J.H. DAVENPORT et
al.:

Zu je zwei Funktionenklassen F und G, deren Ableitungen G’ alle in F
liegen, gebe man einen Algorithmus an, der zu jeder vorgelegten Funktion
f aus F eine Funktion g aus ¢ mit Ableitungen g’ = f berechnet, falls ein
solches g existiert, oder aber automatisch beweist, da8 ein solches g nicht
in G existiert.

Im Abschnitt 3 werden wir fiir die Situation, da F die Klasse der rationalen Funktio-
nen in z ist und G diejenige Klasse von Funktionen, die sich durch rationale Ausdriicke
in z und log ausdriicken lassen einen solchen Algorithmus diskutieren. Im Rest der
Arbeit geht es im wesentlichen um die Situation, daff sowohl F als auch G die Klasse
der elementaren Funktionen ist.

'Diese Erginzung stammt vom Autor.
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2 Probleme mit den herkémmlichen Methoden

2.1 Regelbasierte Heuristiken

Bereits in den sechziger Jahren — siehe etwa [65] und [47] — wurden Computerimple-
rentierungen durchgefiihrt, die einerseits die klassischen Methoden am Computer als
heuristische, regelbasierte Implementierungen realisierten, andererseits aber bereits
auch Methoden der algorithmischen Integrationstheorie benutzten.

Wie oft in solchen Situationen ist man bei einer Implementierung der Heuristiken
partielle Integration und Substitution von Variablen bei vielen vorgelegten Funktionen
sehr schnell in der Lage, eine Stammfunktion zu finden, andererseits hat man aber nach
n erfolglosen Versuchen — auch eine Computerrealisierung mufl hier eine Schranke
einbauen, wenngleich diese héher sein kann als bei einem Schiiler, der im Abitur die
richtige Substitution sucht — nie Einsicht bekommen, ob es vielleicht keine geschlossene
Darstellung des Integrals gibt.

2.2 Geschlossene Darstellung eines Integrals

Hier entsteht sofort die nichste Problemstellung. Was soll man unter geschlossener
Darstellung eines Integrals verstehen? Es ist allgemein bekannt, — und wir werden
im Abschmtt 5.6 auf Seite 101 zeigen, warum das so ist — daf die Gaufische Fehler-
funktion [ e” *dz keine elementare Darstellung besitzt. Hiufig wird die Formulierung
geschlossene Darstellung synonym zur Aussage benutzt, da das Integral eine elemen-
tare Funktion ist. Elementare Funktionen sind solche, die sich rekursiv durch rationale
Ausdriicke in z,¢,expund log iiber den rationalen Zahlen @ sowie durch Bildung al-
gebraischer Funktionen y konstruieren lassen. Man beachte, dafi mit exp und ¢ wegen
cos(z) = $(e' + =) und sin(z) = 5 (e — ™) auch die trigonometrischen Funk-
tionen enthalten. Man sehe aber dazu auch den Abschnitt 3.10 auf Seite 84, in dem
wir reelle Darstellungen eines Integrals diskutieren.

Ein wichtiges Beispiel fiir algebraische Funktionen, das heifit Funktionen y fiir die
es ein bivariates Polynom F gibt, dessen Koeffizienten elementare Funktionen sein
diirfen, so da F(z,y) = 0 gilt, sind die Wurzelfunktionen, die einer Gleichung wie
etwa y" — sin(ﬂlifl) = 0 geniigen. Ein nicht-triviales Beispiel fiir eine algebraische

tanz

Funktion ist y := tan(atan(z)/3) mit 0 = F(z,y) = y* — 3zy® — 3y + z und Integral®

8 log (3 tan (Mﬂ) — 1) —~3tan (%ﬂ)z +18 7 tan (arctgnga:!)
18 :

Fiir eine mathematisch ausfiihrlichere Diskussion des Begriffes elementare Funktion
im Kontext von Differentialalgebra sehe man weiter unten im Abschnitt 4.2 auf Seite
86 und z.B. in [10].

Unsere Aufgabenstellung 148t sich also dahingehend prézisieren, daf wir sowohl fiir
F als auch fiir Klasse der méglichen Stammfunktxonen G die Klasse der elementaren
Funktionen wihlen. Da die Funktion exp(z?) = €* * nicht elementar integrierbar ist,
miifite also ein Entscheidungsverfahren der Computeralgebra gemaf dem Anspruch der
oben gegebenen Definition emen Beweis erbringen, daf es keine elementare Funktion

g geben kann, die ¢'(z) = *" erfiillt.

Bemerkenswert ist auch die Tatsache, dal es nur Nuancen im Integranden sein

kénnen, die eine elementar integrierbare Funktion von einer nicht elementar integrier-

2Mit AXIOM berechnet, weder aktuelle Versionen von MAPLE noch MATHEMATICA konnen diese Funk-
tion symbolisch integrieren.




baren Funktionen unterscheiden. Beispielsweise unterscheiden sich die beiden folgen-
den Funktionen nur durch das Vorzeichen einer Konstanten:

o= r+1 fo= r—1
T e-WB+) T G-+

es gilt jedoch [ frdz = —Llog ( (6""6)“:3:“;:;131;?_“: "6’“0), wihrend [ f_dz nicht

(1)

elementar darstellbar ist.

2.3 Ist die Integration wirklich linear?

So nattirlich uns der Begriff der elementaren Funktionen erscheint, mit der Linearitat
des Integrals vertrigt er sich im allgemeinen nicht! Die Funktion z° + log(z)z® besitat
die elementare Stammfunktion z°(= e®1°8% = exp(z log x)), wihrend die Summanden
z® und log(z)z” nicht elementar integrierbar sind. Wir kénnen also die Linearitét des
Integrals nur eingeschrinkt fiir unsere Problemstellung benutzen!

2.4 Entscheidbarkeit des Integrationsproblems

Auch die Frage nach der Entscheidbarkeit des gesteliten Problems stellt sich: Kann es
tiberhaupt einen solchen Algorithmus geben, der den gestellten Anforderungen gentigt?
In der Tat hatten Mathematiker wie G.H. HARDY, siehe [29] auf Seite 7, noch am
Anfang dieses Jahrhunderts vermutet, daf das Problem fiir die elementaren Funktio-
nen nie geldst werden wiirde, wobei es offen bleiben muf, ob er das Problem fiir so
schwierig erachtete oder aber bereits eine Vorstellung tiber die Unentscheidbarkeit von
Problemen vorhanden war:

Complete answers to these questions have not and probably never will be
given.

Interessanterweise hat der Autor diese Passage in der 2. Auflage [30] auf Seite 8 durch
folgenden Satz ersetzt:

It would be unreasonable to expect complete answers to these questions.

Bei der Frage nach der Unentscheidbarkeit eines solchen Problems kommt es nun sehr
auf die prézise Problemstellung an. D. RICHARDSON hat 1968 in [52] gezeigt, dafl es
fiir das Problem der Integration von Funktionen aus R(z,,,| - |, exp,log) kein Ent-
scheidungsverfahren geben kann. Man kann niamlich in diesem Funktionenraum eine
Konstanten ¢ konstruieren, fiir die der Test auf 0 unentscheidbar ist. Damit wird auch
sofort die Frage nach der Integration der Funktion ce{x?) unentscheidbar. Dieses Bei-
spiel gibt zusitzlich einen Hinweis darauf, daB es nicht gelingen kann, solche Verfahren
rein analytisch fiir den Raum der reellen Funktionen zu suchen. Weiter unten werden
wir auf die notwendigen Algebraisierungen und die dann notwendigen richtigen Inter-
pretationen fiir reelle oder komplexe Funktionen noch eingehen, siehe die Abschnitte
4.2 auf Seite 86 und 4.4 auf Seite 88.

Dennoch braucht man an dieser Stelle nicht den Mut verlieren. Um diesem Problem
zu begegnen, werden in der Computeralgebra in der Regel nur konstruktive Korper be-
trachtet. Ein Korper K ist konstruktiv, wenn die Menge seiner Elemente entscheidbar
ist. Das soll heilen, da8} es einen Algorithmus gibt, der zu je zwei Elementen a,b € K
entscheidet ob a = b gilt oder nicht und wenn es Algorithmen fiir die Strukturabbil-
dungen gibt, d.h. ein Algorithmen, die zu gegebenem a,b € K a + b, ab, —a und zu
a # 0 auch a=! berechnen. Zu dieser Definition sehe man auch den Abschnitt 4.5 in

[3].
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In der Tat hat nun R.H. RISCH 1969 - siche [53, 54] ein Entscheidungsverfahren
angegeben, das zumindest theoretisch das Integrationsproblem fiir elementare Funk-
tionen geldst hat. Dieses Verfahren mit seinen seither erzielten wesentlichen Verbesse-
rungen, die es erst fiir Computeralgebra-Systeme praktikabel gemacht haben, ist das
Thema dieser Ubersichtsarbeit.

2.5 Ein ,Algorithmus“ zur Integration rationaler Funktionen

Bei den rationalen Funktionen wird oft ein ,, Algorithmus® angegeben, der ohne wei-
teren Kommentar eine Faktorisierung des Nenners in irreduzible Polynome iiber den
reellen Zahlen vom Grad 1 und 2 annimmt und dann mittels Partialbruchzerlegung
und Auflisten der verschiedenen Fille vorgibt, das Problem geldst zu haben. Unser
Haupteinwand hier ist, daff man iiber den reellen Zahlen in der Regel eben nicht exakt
faktorisieren kann und damit bereits die Voraussetzung dieses , Algorithmus® nicht
erfiillbar ist. Die Ubungsbeispiele sind typischerweise dann auch von der Gestalt,
dafl sich die Nenner bereits {iber den rationalen Zahlen durch Hinschauen in linea-
re und quadratische Faktoren zerlegen lassen. Wie wir in Abschnitt 3.5 auf Seite 78
sehen werden, ist auch eine (aufwendige) Faktorisierung des Nennerpolynoms in irre-
duzible Faktoren gar nicht nétig, um das Integral einer rationalen Funktion iiber den
rationalen Zahlen zu bestimmen.

2.6 Integraltafeln

Schlieflich ist auch die Ldsung mit Integraltafeln nur mit grofer Vorsicht zu behan-
deln. So haben etwa M. KLERER und F. GROSSMAN in [36, 37] Fehlerraten in géngigen
Nachschlagewerken mit bis zu zweistelligen Prozentanteilen aufgedeckt. Fiir eine zwei-

fach geschachtelte Wurzel wie
VIt fa +z
T

hat J.H. DAVENPORT ([22]) nur eine einzige Tafel gefunden, die dieses Integral angibt
— leider aber falsch. Das Computeralgebra-System AXIOM benétigt weniger als 2
Sekunden Rechenzeit® um fiir die Fille a > 0 als auch a < 0 reelle Stammfunktionen
zu bestimmen, im ersten Fall ist das

Va log (—2 Va \/\/\:;i-;-:ia:j:—l/:2+a2+z+a) - 2@ arctan( \/?r;—ar-kz)_*_
2 Vvz? +a?+uz,

im zweiten Fall

TN [T
-2 V= /z¥falta+ Ve fattz—a — VZ2ialis
‘/__alogk 4\/'_av\</$2+a;2+:zia ot ) — 9 /=g arctan )E\/“_“:—___->+
2 VvVz:+a?+z

Der Fall a = 0 ist iibrigens hier nicht direkt ablesbar und muf} extra bestimmt werden:

f @ dz = 2v/V/1? + z. Das parameterabhingige Rechnen in der Computeralge-
bra ist Gegenstand von aktueller Forschung und noch weit von einer befriedigenden
Losung entfernt, fiir das Lésen von parameterabhingigen Gleichungen sehe man den
Ubersichtsartikel [71].

%auf einer IBM RS/6000 550
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3 Integration rationaler Funktionen

3.1 Reduktion durch den euklidischen Algorithmus

Bei der Integration einer rationalen Funktion f = § € Q(z) kann man auf Grund der
Division mit Rest und des euklidischen Algorithmus annehmen, dafl das Zihlerpoly-
nom z € Q[z] und das Nennerpolynom d € Q[z] teilerfremd sind und daff es Polynome
p und e gibt mit

f=p+ %, dega < degd.

Weiterhin nehmen wir nun fiir unsere theoretische Voriiberlegungen an, daf eine Fak-
torisierung des Nennerpolynoms

d= H(Z - a,-)e" (2)

=1

tiber einem Zerfillungskorper vorliegt; das bedeutet, es sind gentigend viele alge-
braische Zahlen - z.B. die a; — dem Korper der rationalen Zahlen adjungiert, so
daB eine Faktorisierung in lineare Polynome méglich ist. Beispielsweise ist Q(v/2)
Zerfallungskérper fiir 2 — 2 und Q(i) Zerfallungskérper fiir z2 + 1.

3.2 Partialbruchzerlegung und strukturelle Einsichten

Mittels Partialbruchzerlegung und Elimination aller nicht-konstanten Zihler unter
Hinzunahme von kleineren Potenzen im Nenner kann man Elemente a;; im Zerfil-
lungskérper finden mit

und das Integral von f kann iiber einem Zerfallungskérper des Nenners leicht bestimmt
werden:

& 1 [« 701 2 '

=1 j=2

" N o

rational:ernteil transzendenter Antesl

Durch diese Uberlegungen ist es klar, da8 jede Stammfunktion einer rationalen Funk-
tion in eine Summe eines rationalen Anteils und eines transzendenten oder logarith-
mischen Anteils darstellbar ist. Diese ist eine wichtige strukturelle Erkenntnis tiber
die Gestalt des Integrals, die spiter noch eine zentrale Rolle spielen wird. Weiter ist
festzustellen, dafl die Polynome, die als Argumente der Logarithmen auftreten — auch
nach Zusammenfassung mittels log(f) + log(g) = log(fg) - die Eigenschaft besitzen,
quadratfrei zu sein. Dabei nennen wir ein Polynom quadratfrei, wenn es keine mehr-
fachen Nullstellen in einem Erweiterungskorper besitzt. Umgekehrt tragen nur die
mehrfachen Nullstellen zum rationalen Anteil des Integrals bei!

3.3 Die Forderung nach rationalen Algorithmen

Ein einfaches Beispiel ist ”5‘25233’2"1 = == + 2% + 1 mit Zerfallungskorper Q(v/2)
2-2v242

und Integral — slog (z + v2) +5i5log (z — v2)+(jz* +2) = 5izlog (ﬁx__m_r__z__)) +

(z* + z) gem4B der Partialbruchzerlegung z° + 1 + % - :{%
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Will man dagegen das nichste Beispiel

fo= 718 + 1028 + 1427 — 728 — 42® — 422 + 32+ 3
T gl 228 — 097 234 — 453 — 22+ 22 +1

von B.F. CAVINESS aus [12] mit dieser Methode anpacken, wird man sehr schnell
feststellen, daB das Nennerpolynom irreduzibel iiber @ ist. Wenn wir nun die Nullstel-
len des Nenners formal adjungieren, d.h. im Zerfillungskorper rechnen, ist zunchst
das Nennerpolynom iiber dieser Erweiterung des Kérpers der rationalen Zahlen zu
faktorisieren. Das kann sehr aufwendig sein, da der Zerfillungskérper eines Polynoms
vom Grad n i.a. den Korpererweiterungsgrad n! besitzt. Es stellt sich hier folglich die
Frage, ob man diese Faktorisierung nicht vermeiden kann,

Wird iiber @(+/2) gerechnet, so erkennt man da8 es zur Darstellung der Stamm-
funktion ausreicht, eine algebraische Erweiterung® von Q vom Grad 2 statt vom Grad
14! durchzufiithren:

/fdz: ﬁ;—llog(x” V2152 —(V2+1)z - 1)—\/—+ log(z” +v2z% +(vV2-1)z—1).

Das wirft zwei weitere Forderungen auf. Der Algorithmus zur Integration rationaler
Funktionen sollte zum einen eine minimale Koérpererweiterung bestimmen kénnen,
iiber der das Integral darstellbar ist. Zum anderen soll méglichst vermieden werden,
in diesen Koérpererweiterungen iiberhaupt zu rechnen. Ist dies gegeben, spricht man
davon, daf ein rationaler Algorithmus vorliegt.

3.4 Quadratfreie Faktorisierung des Nennerpolynoms

Im Hinblick auf die Gestalt des logarithmischen Anteils ist es eigentlich nicht notwen-
dig das Nennerpolynom iiber einem Zerfillungskorper in lineare Faktoren zu zerlegen.
Vielmehr geniigt es, das Teilerpolynom zu bestimmen, das alle einfachen Nullstelien
von d enthilt. Allgemeiner spricht man von einer quadratfreien Faktorisierung eines
Polynoms d, wenn fiir eine natiirliche Zahl m

gilt und wenn im Polynom d; alle i-fachen Nullstellen von d - aber natiirlich nur
einfach — aufgesammelt sind; d; kommt dann genau i-fach in d vor. Weiterhin ist
nach Konstruktion klar, da diese quadratfreien Polynomteiler d; paarweise teilerfremd
sind, d.h. es gilt ggT(d;,d;) = 1 fiir ¢ # j.

Wie kénnen nun diese Teiler d; sinnvoll konstruiert werden? Es wiirde ja hier si-
cher keinen Sinn machen, tiber dem Zerfallungskérper die vollstindige Faktorisierung
durchzufiihren und dann die jeweils zusammengehérenden linearen Faktoren auszu-
multiplizieren. Auch haben wir die Frage nach den Koeflizienten der d; noch zu kléren.
Welcher Erweiterungskdrper der rationalen Zahlen st fiir diese Koeffizienten notwen-
dig? Zur Beantwortung dieser Fragen kann uns die generelle Forderung nach rationalen
Algorithmen weiterhelfen! Der Schliissel zum Erfolg liegt hier in der Bildung von Ab-
leitungen, da bei jeder Ableitung ein Exponent um 1 verkleinert wird! Die Ableitung
d', berechnet mit der Produktregel nach der faktoriellen Form von d gemi8 Gleichung

(2), ist
4= eilr—a)s H(:c — o), (3)
i=1 FE

*D.h. ein Erweiterungskérper von @ deren Elemente alle einer polynomialen Gleichung mit Koeffizienten
aus @ geniigen. Ein Zerfillungskoérper ist ein Spezialfall einer algebraischen Erweiterung,.
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Damit folgt

s

&1(6,d) = [[(o - ag=t = [[ &~

=1 =2

und insbesondere sieht man mit derselben Uberlegung, daB ggT(d;,d.) = 1 gilt. Das
Produkt aller quadratfreien Teiler d; kann somit nur durch die rationalen Operationen
des Bildens der Ableitung und des gréfiten gemeinsamen Teilers sowie Polynomdivision
mittels

d
W——dldz---dn (4)
bestimmt werden. Mit ggT(d,d') anstelle von d kann das Verfahren iteriert werden.
Im n#chsten Schritt erhalten wir dads ... d, und damit d;, dann dy u.s.w. Zusétzlich
hat sich durch diese Konstruktion ergeben, daff alle Polynome d; in Q[z] liegen und
keine algebraische Erweiterung fiir die Koeffizienten notwendig ist! Insgesamt kénnen
wir also den folgenden Satz festhalten.

Satz 1 FEs gibt einen rationalen Algorithmus, der zu jedem Polynom die quadratfreie
Foktorisierung liefert.

Als Beispiel betrachten wir d := 2% + 62°% + 12z% + 822. Die quadratfreie Zerlegung
ist 22 (22 + 2)°, die man Schritt fiir Schritt so erhalt: Im ersten Schritt ist der groBte
gememsam Teiler von d mit seiner Ableitung zu bilden: z° + 423 + 4z. Damit ist
das Produkt aller quadratfreien Faktoren gleich —‘"—;sgx—fgﬂ”— = 13 + 2z. Mit dem
grofiten gemeinsamen Teiler wird nun der néchste Schntt durchgefiihrt und der der
grofite gemeinsam Texler mit seiner Ableitung 5z + 1212 + 4 bestimmt, h.ler 78 + z.
Die Division von z° + 42® + 4z durch dieses Polynom ergibt dyd; = 2z® + 2z und
damit die Erkenntnis, daf8 es hier keine emfachen Nu]lstellen gibt. Im letzten Schritt
ist ggT(z® + z),3z% = 7 und damit d3 = % = 72 + 1. Genau genommen, wissen
wir an dieser Stelle nur, daf§ dady ... gleich z% + 1 ist. Aus Gradgriinden oder aber
durch einen weiteren Schritt des Algorithmus wird aber sofort klar, daf d3 = z? + 1
ist. Insgesamt haben wir nun die quadratfreie Zerlegung vollstindig bestimmt.

3.5 Hermitesche Reduktion

Nachdem wir den Nenner quadratfrei faktorisiert haben, sind wir nun in der Lage die
Partialbruchzerlegung auf diese Faktorisierung anzuwenden und erhalten Polynome a;
mit dega; < degd; und

/dd:c—/nm d‘dz—Z/—dx (5)

Die Idee von E. HERMITE - siehe [31] oder [10] - ist es nun, Summanden, die
direkt integriert werden kénnen, abzuspalten und dadurch die Exponenten ¢ sukzes-
sive zu verkleinern, bis schliefllich nur die Exponenten 1, d.h. die Beitrige fiir den
logarithmischen Anteil, iibrigbleiben. Auch hier wird wesentlich wieder der euklidi-
sche Algorithmus benutzt, so dafl auch dieser Teilalgorithmus wieder rational ist. Mit
der erweiterten Variante davon kann man fiir ¢ > 1 Polynome b und ¢ bestimmen mit

“"1 = bd, + cd;, (6)

da ja wegen der Quadratfreiheit von d; die Beziehung ggT(g;, g!) = 1 gilt. Das ist nun
in der Tat sehr trickreich, da jetzt die folgenden Transformationen fiir die Polynome
unter dem Integral moglich sind. Man beachte, daf bei der zweiten Gleichung der Term
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d—;?,:" addiert und subtrahiert wird, damit bei der dritten Gleichung die Ableitungsregel

1 . )
(ﬁ’:r) = (d.l.’_ - Lﬁi‘h) angewandt werden kann:

. R bd! +cd;
& =@ —(i-1D=EE
D (ot ) e
' . ,
= (d."bﬂ ) + (1;:-)51_1’

Der erste Summand der rechten Seite der letzten Gleichung hat einen Beitrag zum
rationalen Anteil der Integrals, wihrend das Integrationsproblem fiir den zweiten Sum-
manden durch die Reduktion des Exponentes nach endlich vielen Iterationen dieser
Idee beim Exponenten 1 ankommt und damit das Integral von der Gestalt [ £ dz nur
noch einen Beitrag zum logarithmischen Anteil liefern kann. Man beachte dabei, da$
der Grad des Zihlerpolynoms stets kleiner demm Grad des Nennerpolynoms bleibt.
Wir betrachten als Beispiel die Funktion § mit a := z7 — 24z* — 42% + 8z — 8 und
dem Nenner d := z8 + 62° + 1224 + 822, den wir schon im letzten Abschnitt in seine
quadratfreien Faktoren x und z? + 2 zerlegt hatten. Die Partialbruchzerlegung liefert

dann das Ergebnis 251 + ”4‘6’3(;§_8+’2;'12’+8. Im ersten Schritt der Reduktion gibt das

251 = (L)' + L fiir den ersten Summanden, Fiir den quadratfreien Faktor v := 22 + 2
mit Exponenten i = 3 und seine Ableitung v’ = 2z liefert der erweiterte euklidische
Algorithmus, dal —§(z* — 62° — 1822 — 12z + 8) = (67)Dv — (:2? + 3z — 2)v gilt.
Damit ergibt sich mit dem bereits bestimmten rationalen Anteil -i— nun durch Addition

6z . n z+1022+4 S o
von rriyr der neue rationale Anteil Z v Als neuen Zihler fiir den noch zu

behandelnden, reduzierten Nenner v? erhalten wir (1 — 3)(—(322 + 3z —2)) -6 =
1?2 — 6z — 2. EUKLID liefert jetzt —x2 — 61 — 2 = (—z + 3)Dv + v. Damit wachst der
der rationale Anteil um £ auf 3’:; f::j L8244, Da der Zéhler des jetzt noch iibrigen
Terms mit quadratfreiem Nenner v verschwindet, trigt dieser quadratfreie Faktor
nichts zum logarithmischen Anteil bei. Also ist § als Summe eine Ableitung einer

. . 34 842 . . . . .
rationalen Funktion 3£432£82+4 ynd einer rationalen Funktion £ mit quadratfreiem

Nenner dargestellt. Wir haben also das Integral vollstindig bestimmt:

+ log(z).

/x7—24x4—4x2 +82—-8 32 +8z° +6x+4
8 + 628 + 1224 + 8z2 1S4+ 4r3+4x

3.6 Varianten ohne Partialbruchzerlegung von Mack und von
Ostrogradsky-Horowitz

Im letzten Abschnitt hatten wir ausgenutzt, daB nach Partialbruchzerlegung im Nen-
ner nur noch d stand und dafl ggT(d;,d’) = 1 war. Wir kénnen die Partialbruchzerle-
gung vorab ginzlich vermeiden, wenn wir ausnutzen, daff es gar nicht wesentlich ist,
dafl im Nenner nur eine Potenz eines quadratfreien Polynoms stehen darf. Es gentigt
eine Situation zu betrachten bei der d; und ein weiteres Polynom teilerfremd sind.
Wenn wir im Falle eines festen ¢ > 2 und d; # 1 den Nenner

d= H d;? = w' (7)
J=1

mit v := d; und dann natiirlich u ;== & = Il d;? schreiben, so gilt ebenfalls 1 =
ggT(wv',v). Mit EUKLID kann man wieder Polynome b und ¢ mit deg(b) < deg(v)
konstruieren, so daf

-2 =
— buv' + cv (8)
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gilt und wir mit derselben Rechnung nun

_9_:( b )'+(1—i)c—ub’ )

uv? vi—! uvi—!

erhalten und dann das Spiel wieder neu mit kleineren Exponenten fortsetzen kénnen.
In beiden Varianten dieses Algorithmus ist die Zahl der Operationen im schlimm-
sten Fall quadratisch in m. D. MACK in [46] geht noch einen Schritt weiter und erledigt

in einer Iteration gleich die Reduktion der Exponenten grofler 1 der quadratfreien Fak-

(2)!
toren um 1! Das klappt, da im Falle von m > 2 die Polynome (!) i‘-%%—— und d)

teilerfremd sind, wobei wir

m
diyy = djdjs1 ... dmy und d9) = [] i
iy

gesetzt haben, also insbesondere ist natinlich d = d), d;dU*) = dV), ggT(d, d') =
d(2) und d®@' = (7,6 - 1) [T, d;)d®. Wieder kénnen wir mit dem euklidischen
Algorithmus Polynome b und c konstruieren, die

d,nyd®'
a=b (—%—O)—-) + Cd(g) (10)
erfiillen. Wir erhalten
a [ b\ c—di¥
3= () + G
mit der HERMITEschen Umformung und wegen d = d!) = d(;,d®) = d;d5d®. Man
beachte, da8 nun der Nenner (d;d;)d5 ... d™"! des zweiten Summanden héchstens
m—1 Potenzen von quadratfreien Faktoren enthlt und dieses Verfahren ebenso iteriert
werden kann.
Zu guter Letzt sei auch das Verfahren von M.W. OSTROGRADSKY [49] — von
E. HorowiITz [32] unabhéngig davon 125 Jahre spiter wiederentdeckt — kurz erwihnt.
Es ersetzt die Losung der diophantischen® Gleichung &hnlich wie (10) in b und ¢
durch das Lésen eines linearen Gleichungssystems mit degd® + deg(d(;)) = degd
Gleichungen und ebensovielen Unbestimmten, den Koeffizienten von b und c. In der
Tat sieht man aus den Uberlegungen bei der Version von MACK, daf3 der Nenner des
rationalen Anteils immer das Polynom d(® teilt, der Nenner des restlichen Anteils mit
quadratfreiem Nenner teilt natiirlich das Polynom d(;). Folglich gibt es Polynome b

und c gibt, deren Grade wegen dega < degd o.E. den Bedingungen degb < degd(®
und deg ¢ < degd(;) unterliegen und fiir die

a b\ | ¢ b b(d('z))/ c
E:: + - ——++

d@ ) Tdg T d® (@)* " Tdy

gilt, woraus
!
d®@ do) ~
d@
folgt. Das Polynom auf der rechten Seite hat maximal den Grad deg(d) — 1. Die
deg(d) Koeffizienten der rechten Seite miissen also alle gleich 0 sein und das ergibt das

Gleichungssystem. Das Verfahren ist sehr effizient fiir rationale Funktionen, 148t sich
aber nicht so gut wie die HERMITEschen Verfahren verallgemeinern.

0=a~-bdy)+b ed®,

5D.h. es werden Losungen in @[z}, nicht in @(z) gesucht.
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3.7 Der Rothstein—Trager—Algorithmus fiir den logarithmischen
Anteil

Mit Division mit Rest und der Methode von E. HERMITE oder den Varianten davon
ist es moglich, vollstindig den rationalen Anteil des Integrals zu bestimmen. Damit
bleibt nur noch das Problem der Integration des Spezialfalls

a = Ci - - . — s
/de_/gm_ai d:c_z;c,log(:c o), (11)

{=

mit quadratfreiem Nenner d und Konstanten ¢; und o; in einer algebraischen Erweite-
rung von @ zu bewerkstelligen. Fiir die sogenannten Residuen c¢;® haben B.M. TRA-
GER [66] und M. ROTHSTEIN [59] unabhingig die Formel

e (d 0 — 2d) = [J (2 - ) € Q] (12)

fiir ein n und mit einer neuen Unbestimmten = gefunden. Der fundamentalen Bedeu-
tung der Resultante res, angemessen, haben wir ihr den nichsten Abschnitt 3.8 zur
Erinnerung gewidmet. Was nun auf den ersten Blick wie ein Druckfehler aussieht —
man erwartet ja zunichst Q(cy,...,cn)[#] als Polynomring fiir das Produkt -, ist in
Wirklichkeit die schéne Erkenntnis, daf mit Hilfe der rationalen Konstruktion der
Resultante (sieche Abschnitt 3.8) der transzendente Anteil des Integrals ebenso mit
einem rein rationalen Algorithmus bestimmt werden kann! Kombiniert mit einer qua-
dratfreien Zerlegung erhalten wir

n

[ -c) ezl

=1

Mehr noch: die algebraische Erweiterung Q(e;,...,cn) von @ ist die zur Darstellung
des Integrals minimal notwendige Erweiterung!

Wir gehen zum Beweis dieses fundamentalen Resultats von einer beliebigen, al-
so bzgl. der Kérpererweiterung nicht notwendig minimalen Darstellung [ 4 dz =
>iy cilogy; baw. dazu dquivalent a [T, v = (T}, civi ], v;)d aus. Dabei sind
die ¢;s paarweise verschiedene algebraische Zahlen iiber @, die nicht notwendig li-
nearen, aber nicht konstanten, quadratfreien Polynome v; besitzen als Koeffizienten
ebenso algebraische Zahlen tiber @, sie sind paarweise teilerfremd und ihre Leitkoef-
fizienten sind 1. Wir setzen u; := [];,v; und erhalten mit Teilbarkeitsargumenten

und der Teilerfremdheit von ggT(a,d) = 1 und ggT(vj,v;u;) = 1, dafl sich der Nenner

d und der Zahler a .
d= Hv; und a = chﬁu;
f=1 =1
durch v»; und u; ausdriicken lassen.
Als nichstes wird gezeigt, dal

vj = gg’I’(a - de’,d)

fiir alle j gilt. Auch das kann wieder mit Teilbarkeitsargumenten erreicht werden. Man
zeigt v;|(a — ¢;d"), damit v;|ggT(a — ¢;d’, d) und schlieBlich ggT(a — ¢;d’,vp) = 1 fiir
alle h # j. Damit haben die Polynome a — ¢;d' und d gemeinsame Nullstellen, das

Vgl. dazu Funktionentheorie und Laurentreihen: Koeffizient von (z —a;)~' der Entwicklung von S um
den Punkt o;.
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heifit es gilt res(a — c;d’,d) = 0 und insbesondere ist c; eine Nullstelle des Polynoms
res; (a — td', d).

Nun ist noch zu zeigen, dafl jede Nullstelle ¢ dieses Polynoms im Integral vorkom-
men mufl. Sei also res;(a — ¢d’,d) = 0, dann haben d und o — ¢d’ eine gemeinsame
Nulistelle, insbesondere ist g := ggT(a —cd', d) nicht konstant. Jeder irreduzible Faktor
p von g teilt genau ein v; und damit auch vju; fiir alle ¢ # j, nicht aber vju;. Aus der
Tatsache, daB p a — cd' = Y7, (¢i — ¢)viu; teilt, folgt damit p|(c; — c)vju; und damit
bleibt der Konstanten c; — ¢ nichts anderes iibrig als 0 zu sein.

Nun ist noch die Minimalitit zu zeigen: Ist L eine minimale algebraische Erwei-
terung der rationalen Zahlen, die zur Darstellung des Integrals ausreicht, dann ist L
Zerfillungskérper des Polynomes res; (a— 2d’, d) € Q[z]. Man geht dabei von einer Dar-
stellung des Integrals tiber L aus. Falls ein Polynom v als Argument des Logarithmus
nicht quadratfrei ist, wird es faktorisiert und in eine Summe von Logarithmen ver-
wandelt. Analog erreicht man die Teilerfremdheit. Konstante werden eliminiert, damit
konnen die Polynome normiert werden. Dann werden alle Logarithmen mit gleichem
Argument zusammengefafit. Gilt schlielich noch, daBl zwei Koeflizienten von Loga-
rithmen gleich sind, so wird zusammengefafit: clogv + clog v’ = clog(vv'), was an der
Teilerfremdheit und der Quadratfreiheit nichts dndert. Damit sind die Voraussetzun-
gen von oben hergestellt und die Behauptung folgt.

3.8 Erinnerung an die Resultante
Zur Tlustration des oben Dargelegten betrachten wir das Beispiel

f._a‘_ z4 — 322 +6
T dT 28 -5zt 4+ 52244

aus [10]. Der Nenner ist quadratfrei und irreduzibel. Wir haben also die Resultante von
28 — 524 + 522 +4 und a — zd' = (—62)z% + 24 + (202)2% + (=3)z% + (- 102)z +6 bzgl. z
zu bestimmen. Gemif Definition der sylvesterschen Resultante zweier Polynome vom
Grad m und n ist dies die Determinante der folgenden quadratischen (m+n) X (m+n)-
Matrix, die n-mal die Koeffizienten des zweiten Polynoms und m-mal diejenigen des
ersten Polynoms enthilt, und zwar jeweils um ein Spalte nach rechts verschoben.,

1 0 -5 0 5 0o 4 \
1 ] -5 0 5 0 4
1 0 -5 0 5 4] 4
-6z 1 20x -3 ~-10z 6
det —6: 1 20. -3 —10r & = 457068(4:2 + 1)3. (13)
—62 1 20 -3 -10:z 6

Wir erhalten also das Ergebnis, dafl die Residuen genau die Nullstellen von 422 + 1
sind, hier also £ und —£.

War die Resultante von SYLVESTER im 19. Jahrhundert eingefiihrt worden, um
nicht-lineare Gleichungssysteme zu ldsen - zwei Polynome besitzen genau dann ge-
meinsame Nullstellen in einem Erweiterungskérper, wenn Ihre Resultante 0 ist, ~ so
spielt sie nun auch eine zentrale Rolle fiir die Integrationstheorie. Der bekannteste
Spezialfall beim Losen von Gleichungen ist die Diskriminante did{f) = res(f, f') bei-
spielsweise bei quadratischen Gleichungen

res(az? + bz — ¢, 2az + b) = b — dac.
Bei algebraischen Funktionen y mit F(z,y) = 0 bestimmen die Nullstellen der Dis-

kriminante disk,(F) singuldre Punkte. Bei der Bestimmung einer Ganzheitsbasis im
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Zusammenhang mit der Integration algebraischer Funktionen im Abschnitt 6.2 auf
Seite 104 wird die Diskriminante eine herausragende Rolle spielen.

Die Losungen zweier bivariater Gleichungen in z und y gelingt oft am schnell-
sten durch Berechung ihrer Resultanten bzgl. £ und y. Es sei an dieser Stelle auch
erwihnt, daff die Berechnung der Resultante durch das Subresultanten-Verfahren von
G.E. CoLLINS und W.S. BROWN (siehe 2.B. [24], Abschnitt 7.3.) wesentlich effizienter
gestaltet werden kann, da dabei nur eine Folge von Polynomdivisionen nétig ist.

Nach diesem Ausflug aber zuriick zur Integration von ;%;ﬁ’;f—;{fﬁ. Wir haben
noch die Polynome unter den Logarithmen zu bestimmen:

@T(d,a —cd) = geT(z® — 5z% + 522 + 4, (—6¢)25 + z* + (=20c)z>+
(-3)z? + (~10c)z + 6)
z3 + 2cz? — 3z — 4c

fiir beide Nullstellen ¢. Damit erhalten wir also das Ergebnis
/x6—5z4+5:1:2+4dx = Z clog(z® + 2¢x? — 3z — 4¢)
cldec?+1
_ ilo 73 +ix? — 37— 24
2 23 —ix?2 -3z +2i/)

(14)

3.9 Ein rationaler Algorithmus zur Bestimmung des Integrals
einer rationalen Funktion

Der einzige Schénheitsfehler in Bezug auf Rationalitit der Methoden ist noch die
Bestimmung der Polynome unter den Logarithmen! Hier haben wir bislang der gré8ten
gemeinsamen Teiler im Polynomring @ (c)[z], im Beispiel mit 4c*+1 = 0, zu bestimmen
gehabt, Auch hier helfen die Subresultanten von G.E. COLLINS und W.S. BROWN
nach D. LAZARD, R. RI0BOO ([43]) und B.M. TRAGER weiter. Man kann zeigen,
— siehe etwa [10] - da8 das Polynom der Subresultanten-Folge vom Grad 7 gerade
zum Residuum c¢; gehdrt, wobei sich der Index i hier — anders als zuvor — auf das
Polynom r; bezieht, d.h. auf das Polynom, das alle i-fachen Nullstellen der Resultante
aufsammelt. Im Beispiel vorhin erhalten wir als Subresultantenfolge

[29309442° + 21982082* + 54955227 + 45796,

(—1198402° — 599202° — 7490z)z — 239682* — 119842° — 1498,

(—11200z* — 26042® + 49)z? + 256002* + 595227 — 112,

(8002° ~ 142)2° + (—40022 + 7)2? + (~2440 2° + 322)z + 79227 — 16,

(=602% + 1)z + 222% + (12022 — 3)2® + 2622 + 1442 + 6,

—622° + z* + 2022° — 32% — 102z + 6,

8 — 52t + 527 +4].
Die quadratfreie Zerlegung des ersten Eintrags der Liste — das ist die Resultante! — ist
45796(422 +1)°, das heifit nur r3 = 422 + 1 ist von 1 verschieden. Wir haben also den
Teiler vom Grad 3 aus der Subresultantenfolge auszuwihlen und die Nullstellen von
422 4+ 1 einzusetzen, bzw. damit zu reduzieren. Das Ergebnis ist —214zz% + 107z% +
64227 — 214 = —2142(z% — La? — 3z — 1) = —2142(z® + 222% — 3z — 42) und damit
sind auch die Polynome unter den Logarithmen in Gleichung (14) mit rein rationalen

Algorithmen bestimmt. )
Insgesamt konnen wir die dargestellten Uberlegungen in folgendem Satz zusam-

menfassen.
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Satz 2 Der folgende Algorithmus zur Bestimmung des Integrals einer rationalen Funk-
tion f = 5 € Q[z] mit ggT(2,d) = 1 ist rational.

1. Mit Division von z durch d mit Quotient p und Rest a wird das Problem zundchst
euf die Integration des Polynoms p sowie der Integration von § mitdega < degd
reduziert.

2. Mit quadratfreier Foktorisierung des Nennerpolynoms d und Partialbruchzerle-
gung nach dieser Foktorisierung wird das Problem auf die Integration von ratio-
nalen Funktionen der Form 3 mit quadratfreiem d zurickgefihrt.

8. Mit der Methode von Hermite wird die Integration von % mit quadreifreiem d
auf das Problem der Integration von § mit quadratfreiem d reduziert.

4. Die Integration von § mit quadratfreiem d geschieht durch Berechnung der Re-
sultante re(d,a — 2d’) nach ROTHSTEIN und TRAGER und anschlieflender qua-
dratfreier Faktorisierung. Die Nullstellen des Ergebnispolynomes sind die Koef-
fizienten der Logarithmen. Durch Benutzung eines Subresultanten-Algorithmus
erhdlt man die Polynome unter der Logarithmen.

3.10 Reelle Darstellungen

Wenden wir diese Methoden auf die rationale Funktion — an: Der Nenner ist qua-
dratfrei und irrreduzibel, die Resultante ist res,(z2 + 1,1 — 22x) = 422 + 1, der grofte
gemeinsame Teiler in Q(¢)[z] von 2 + 1 und —2cz + 1 ist = + 2¢, man beachte daf}
0 = 4¢® + 1 gilt. Man erhlt also [ —A~dr = {log(z — i) + S log(z + i) — und damit
gerade nicht, was man erwartet, nimlich arctan(z? + 1). Es entsteht hier also das
Problem, falls méglich, reelle Darstellungen eines Integrals zu finden.

Noch extremer wirkt sich das aus, wenn man an definiten Integralen interessiert
ist. Hier wire es fatal, wenn man einfach fehlerhaft, obere Grenze eingesetzt minus
untere Grenze eingesetzt, rechnen wiirde, obgleich manch ein Computeralgebra-System
das tut. M. BRONSTEIN macht das am Beispiel (14) aus Abschnitt 3.8 deutlich. Diese
Funktion ist im Intervall [1, 2] stetig und positiv, wahrend £ log(8+4i—6—21)—£ log(8—
4i —6+21) — $log(l +i—3 —2) + & log(l —i — 3+ 2i) = -3 +arctan(}) ~ —3,46.
Komplexe Nullstellen, Verzweigungen des komplexen Logarithmus und nicht stetige
Stammfunktionen sind hier die Probleme!

R. R10BOO hat in [55] das folgende Methode angegeben um die auftretenden Lo-
garithmen in Arkustangens, also in reelle Integrale umzuwandeln. Fiir 0 # u, v € k[z]
mit u? + v? # ~1, seien ferner s und ¢ Polynome mit —tu + sv = ggT(u,v) gemi

Euklid. Dann gilt i log (££%) = 2 arctan (i) + ik log (£ ), was man
durch Nachrechnen einsehen kann. Da es auf die Konstanten nicht ankommt, kann
man aus dieser Gleichung ein iteratives Verfahren ableiten. In reellen Kérpern ge-
lingt es ferner die Summe der Logarithmen nach ROTHSTEIN-TRAGER immer durch
Zusammenfassen der Real- bzw. Imaginérteile der komplex-konjugierten Nullstellen
des quadratfreien Anteils der Resultante in Logarithmen der hier benstigten Form
umzuwandeln. . ' \ .

In unserem Beispiel von oben ist [ =340 dr = §log ( %‘i‘!:—g%&!’:—z%) Wir

erhalten im ersten Schritt fiir u := £°—3z und v := 7°—2 die Koefizienten s = 1z?~}

und t = %x und damit arctan (Lifﬂ) + %IOg (g—;{;)%:—f) Im zweiten Schritt
ergibt sich fiir u := z? — z und v := z arctan(z®) + %log (if_i:), s=zund t =1 ist.
SchlieBlich ist 4 log (L;_i:) = 9 arctanz, so daB insgesamt die reelle und stetige

Darstellung arctan <ﬁ‘%"3ﬂ> + arctan(z3) + arctan z des Integrals bestimmt wurde.
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Natiirliche ist nun auch gew#hrleistet, dafl nun durch jetzt korrekte Anwendung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung das richtige Ergebnis der definiten
Integration erzielt wird.
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4 Differentialalgebra und elementare Erweiterungen

4.1 Kann der Algorithmus fiir die Integration rationaler Funk-
tionen auf allgemeinere Situationen iibertragen werden?

Wie wir gesehen haben ist das Problem der Integration rationaler Funktionen im
Hinblick auf die Forderungen der Computeralgebra nach rationalen Entscheidungs-
verfahren vollstindig geldst. In diesem Abschnitt werden wir einige Ideen und Vor-
aussetzungen zur algorithmischen Integration elementarer Funktionen, die nun auch
exakt definiert werden, entwickeln. Wir werden die Schwierigkeiten und die dadurch
notwendigen Modifikationen diskutieren, die entstehen, wenn man versucht, diese Al-
gorithmen etwa auf die Situation der rationalen (?!) Funktion

_r-—tanr =z

f=

—t
—. = @ ¢ Q(z)(¢),
wobel ¢ := tanz gesetzt wird, anzuwenden. Es liegt hier also eine rationale Funktion
in ¢ iiber Q(z) vor! Im Unterschied zur Situation einer rationalen Funktion in z mit
Integration nach z haben wir hier keine Ableitung nach der Unbestimmten ¢ der
rationalen Funktion in ¢ zu betrachten, sondern nach wie vor die Ableitung nach ,
was sich fiir ¢ wie folgt auswirkt:

d .

t'=—t =1+t

dz +
wihrend in der klassischen Situation
T 7 T

vorliegt. Diese Operation / verhilt sich nun in Bezug auf Funktionen in ¢ wie eine
Ableitung.

4.2 Differentialalgebra

J.F. RITT und E.R. KOLCHIN haben in den dreifiger und vierziger Jahren die Theorie
der Differentialalgebren — und entsprechend Diflerentialringe und Differentialkérper —
entwickelt und den Begriff der Ableitung zu dem einer formalen Derivation veralige-
meinert, siehe [56] und [40]. Neben der Addition und Multiplikation von Elementen der
Algebra R (z.B. Funktionsalgebren) gibt es eine Operation D mit den Eigenschaften

D(af + Bg)
D(f-9)

aDf + BDg
Df-g+ f-Dg

fiir alle Elemente f und g der Algebra und Koeffizienten o und 8 aus einem Koeffizi-
entenkdrper k iiber dem die Algebra definiert ist. Wir schreiben [ f = g, falls Dg = f
ist. Im Beispiel von oben haben wir die Differentialalgebra Q(z)(t) aller rationalen
Funktionen in ¢ mit Koeffizienten im Kérper Q(z) und Derivation D(f) = f' := 3“; f
Die Elemente, deren Ableitung 0 ergibt, werden Konstanten der Differentialalgebra ge-
nannt und mit C'p(R) bezeichnet. Im Falle von §(z) und D = j“; sind das natiirlich ge-
rade die Elemente aus Q. Eine besondere Rolle spielen die Konstanten bei Differential-
Kérpererweiterungen, siehe dazu Abschnitt 4.5.
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4.3 Erweiterung durch Logarithmen, Exponentialfunktionen und
algebraischen Funktionen

Die algebraischen und transzendenten Erweiterungen eines Differentialkérpers &k zur
Konstruktion von elementaren Funktionenklassen sind auf natiirliche Weise Differenti-
alalgebren. Exponentialfunktionen umd Logarithmusfunktionen kénnen jetzt abstrakt
durch die giiltigen Ableitungsregeln — jetzt zum Axiom erhoben — durch Kérpererwei-
terungen modelliert werden. Ein Element ¢t heifit Exponentialfunktion, wenn ein b € k
existiert, so daBl die Gleichung

Dt=Db-t

gilt. In diesem Fall schreibt man auch ¢ = e* = exp b. Eine Element ¢ heifit Logarith-
musfunktion, wenn ein b € k existiert, so daff die Gleichung

Db
b

gilt. In diesem Fall schreibt man auch ¢ = logb. Analog kann man etwa wie oben den
Tangens tan(b) als Lésung einer Gleichung Dt = (1 + t?) Db definieren, der Arcustan-
gens ¢ = arctan(b) geniigt der Gleichung Dt' = I%T’ jeweils fiir ein b € k.

Man wird sich zunichst nun auch klarmachen miissen, wie sich die Derivation in
Bezug auf die uns interessierenden Erweiterungen verhilt. Mit der Ableitungsregel

Dt =

a Dab—-aDb
D(5)==%
148t sich die Derivation D einer nuilteilerfreien Differentialalgebra R eindeutig auf den

Quotientenkorper’ fortsetzen.® Der Polynomring R[z] wird beispielsweise durch die
Ableitung der Koeffizienten eines Polynomes

n n
np(z aiz') 1= EDa; z
1=0 =0

zur Differentialalgebra. Das ist aber nicht die einzige Moglichkeit, im Gegenteil, es
ist fast alles méglich: Zu einer transzendente Erweiterung R(z) und einem beliebig
vorgebenem Element w € R(z) ist kp + wj‘; eine Fortsetzung der Derivation D
mit Dx = w. Im Falle von algebraischen Erweiterungen mufi man noch zusétzlich
voraussetzen, daB ein Differentialkérper (k, D) und eine separable Erweiterung® & <
K vorliegt, dann gibt es genau eine Fortsetzung von D auf K und fiir ¢ € K mit
Minimalpolynom p gilt die Formel

__«p(p)(a)
Da=-=0wy

Ein einfaches aber instruktives Beispiel ist die Wurzelfunktion a(z) = /z d.h. ¢ erfiillt
die Gleichung y>—z =0, also ist & := Q(z), D := £, K := k(a), das Minimalpolynom

"Das ist die formale Konstruktion von Briichen wie bei den rationalen Zahlen aus den ganzen. Ein
wichtiges Beispiel sind die rationalen Funktionen als Quotientenksrper der Polynome. Noch allgemeiner
geniigt es im Nenner nur Elemente aus einer multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge zuzulassen eine
Situation, die uns im Abschnitt 4.9 noch begegnen wird.

8Wir sprechen von einer Fortsetzung der Derivation D von R auf §, wenn S eine Ringerweiterung
(Algebren-, Kérper-) ist mit einer Derivation, die auf R mit D iibereinstimmt und dann sinnvollerweise
auch gleich mit D bezeichnet wird.

®Das heifit, daf die Minimalpolynome aller Elemente nur einfache Nullstellen haben, was nur im Falle
von Charakteristik ungleich 0 schief gehen kann.
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(yz-z)(a
von a ist p = y? —zunddamxtgllt a_—— =———2;—20,dasxch}ner

natiirlich der Ableitungsstrich p' auf d1e Unbestlmmte y bezieht, die Koeflizienten 1
und z von y? und 1 aber nach z abgeleitet werden miissen. Wir sehen also, daf§ diese
Konstruktion mit der bekannten Regel /z' = —7- ibereinstimmt.

4.4 Warnung bei der Interpretation fiir reelle Funktionen

Da wir nun die notwendige algebraische Modellierung unserer Problemstellung vorge-
nommen haben, ist es Zeit nochmals eindringlich auf die Problematik der richtigen
Interpretation hinzuweisen, wenn man etwa die dadurch gewonnenen Ergebnisse auf
reelle Funktionen mit Definitions- und Wertebereichen anwenden will. Ein drastisches
Beispiel hierfiir ist die Funktion f := arctanz + arctan _15 Es gilt ndmlich

1 + 1
1+ z2 1+(§

l !
(arctanz + arctan ;) =

)2 (—;];5) =0.

Das heifit insbesondere, daf8 f 0 dr = arctan z+arctan L vollkommen im Sinne unserer
Definition des Integrationsproblems in Ordnung ist! Das aus der Integrationstheorie
der Analysis bekannte Gesetz, dafl sich zwei Stammfunktionen nur durch eine Kon-
stante unterscheiden, kann hier natiirlich nicht mehr gelten.

4.5 Monome — in diesem Kontext tranzendente Elemente, de-
ren Ableitung ein Polynom ist und die die Konstanten nicht
veradndern

Transzendente Elemente ¢ wie der oben betrachtete Arkustangens, dessen Ableitung
Dt ein Polynome in k[t] ist, werden in diesem Kontext Monome oder genauer D-
Monome genannt. Zusétzlich wird gefordert, daB sich der Teilkérper der Konstanten
nicht durch Hinzufiigen eines Monoms ¢ dndert, dh. Cp(k) = Cp(k(t)). Sie besit-
zen dann natiirlich im Grad der Ableitung einen D-Grad degp und 3hnliches. Je-
des Integral ¢ := [a ¢ k eines Elements a € k ist ein Monom, da Dt = a sogar
ein konstantes Polynom ist. Dasselbe gilt fiir die Spezialfille ¢t := logb = f und
t:= arctanb= [ E?D_L fiir b € k. Diese Monome, deren Ableitungen konstante Polyno-
me, d.h. aus k& sind heiflen primitive Monome. Exponentialfunktionen von Integralen
von Elementen ¢ aus k, auch Hyperexponentialfunktionen genannt, sind Beispiele fiir

Monome, deren Ableitungspolynome vom Grad 1 sind: Fiir a € k sei t := ef ¢ ist

Dt = at und fiir den Spezialfall ¢ := et = ef P ist Dt = Dbt fiir b € k. Fir den
Tangens eines Integrals ¢ := tan [ a eines Elementes a € K, auch Hypena.ngens ge-
nannt, gilt D¢t = Da + Dat?. Ein weiteres Beispiel mit D-Grad 2 ist ¢ : —J-L,

die Besselfunktion J,, die Dxfferent;alglelchung z? 772y +zDy+ (22 =)y =0 erful‘t

Daraus folgt Dt = illi}}ﬂl— =—ti-Llp_ropw 2=v" d.h. ¢ erfiillt eine Riccatigleichung.

Ein Beispiel fiir eine nicht-triviale Konstante ist log 2, dxe be1 Adjunktion von

= log(2z) an Q(z,log(z)) auftritt: D(log(2z) — log(z)) = L — 1 = 0. Das bedeutet,
d1e Funktion log(2%) ist zwar ein Logarithmus iiber &, Jedoch kein Monom, da sich die
Konstanten dndern: @ = Cp(k) < Q(log2) < Cp(k(t)). Eine hinreichende Bedingung
fiir eine primitive Erweiterung wie ein Logarithmus ein Monom zu sein, ist die Bedin-
gung, daB a := Dt € k keine Ableitung eines Elementes in k ist. Eine hinreichende
Bedingung fiir eine Erweiterung mit einer Exponentialfunktion ¢t monomial zu sein,
ist, daB sich die logarithmische Ableitung a := t € k nicht wie eine n-te-Wurzel
eines Elementes 0 # v € k verhilt, d h. fiir keine natiirliche Zahl n und 0 # v € k gilt
na := Bt Man beachte, da v = u so eine Gleichung erfiillt: nu := 22,
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4.6 Wann sind Exponentialfunktionen und Logarithmen tran-
szendent?

Um nun verschiedene Exponentialfunktionen und Logarithmen in einem méglicherwei-
se sehr komplexen Ausdruck in Griff zu bekommen, ist es notwendig Strukturaussagen
treflen zu kénnen, die es erméglichen, Monome von Konstante zu unterscheiden und
den Ausdruck in gewisser Weise in eine Normalform zu transformieren.

Die Ideen dazu gehen zuriick bis auf J. LIOUVILLE ins letzte Jahrhundert, wurden
aber erst von M. ROSENLICHT und RISCH in [53] im Sinne der Computeralgebra
prizisiert:

Satz 3 Uber einem Korper k von Konstanten gilt folgendes:

Bine Ezponentialfunktion e® ist genau dann transzendent iber k(ty,...,tn-1), wo-
bei die t; algebraischen Funktionen, Logarithmen log(b;) oder Ezponentialfunktionen
eb sind, wenn ihr Argument a nicht in der Form c+ >, 7ibi mit ¢ € k und rationalen
Zahlen r; geschrieben werden kann.

Eine Logarithmus loga ist genau dann transzendent dber k(ty,...,tn—1), wobet die
t; algebraischen Funktionen, Logarithmen log(b;) oder Erponentialfunktionen % sind,
wenn keine Potenz a™ ihres Arguments o in der Form cI], b;™ mit ¢ € k und ganzen
Zahlen m # 0 und n; geschrieben werden kann.

Ein einfaches Beispiel ist k(z,log(z + 1)). Zunichst ist log(x — 1) transzendent
liber diesemn Kérper, da es keine Konstante ¢ € k und Exponenten 0 # m,ny, € Z
geben kann mit (z — 1)™ = (z + 1)"2. Anderseits ist aber z.B. log(+/z + 1) nicht
transzendent. Wegen z2 — 1 = (z 4 1)(z — 1) ist log(z? — 1) nicht transzendent
tiber k(z,log(z + 1),log(x — 1), ebensowenig wie log(z ~ 1) nicht transzendent tiber
k(z,log(z + 1), log(x? — 1) ist, da (z + 1) = (z — 1)~ (2% — 1) ist.

4.7 Elementare Funktionen

Nun kann auch der Begriff elementare Funktion prizise definiert werden. Sei k < K
eine Differentialkdrpererweiterung. Ein Element ¢ € K heifit elementar iiber &, wenn
t entweder algebraisch iiber & ist, oder aber ein Logarithmus oder eine Exponential-
funktion iiber k ist. Ist so ein elementares Element auch ein Monom, dann heifit es
natiirlich elementares Monom. Eine Differentialkérpererweiterung k < E heifit ele-
mentare Erweiterung, wenn es Elemente ¢, ...,t, € E gibt mit E = k(t,...,t,) und
fiir alle ¢ ist ¢; elementar {iber k(t1,..., ).

4.8 Verlust der Teilerfremdheit eines irreduziblen Nenners mit
seiner Ableitung

Wir haben uns in den letzten Abschnitten klar gemacht, daff es nun gilt, die Methoden
der Integration von rationalen Funktionen iiber @ in z mit der Ableitung ' nach der
Variablen z und der Regel ' = 1 beispielsweise auf die Situation rationaler Funktionen
tiber Q(z) in ¢ mit der Ableitung D = i‘? und der Regel Dt = t? + 1 zu iibertragen.
Dazu betrachten wir zwei Beispiele, einmal f := Z3*, zum anderen g := (—tﬁl—)y und
analysieren die Schritte des Algorithmus 2. Division mit Rest wire sicher kein Problem
in Q(z)[t] und ist auch hier gar nicht nétig. Die Nenner sind in beiden Féllen bereits
quadratfrei faktorisiert und wir versuchen nun mit der Methode von Hermite den
Exponenten zu reduzieren. Hier hatten wir benutzt, da d und Dd teilerfremd sind.
Im Falle von f haben wir hier ggT(¢, Dt) = ggT(t,t? + 1) = 1 und erhalten

r—1

=@ = -+ 1)+ @t - )t (15)
—_ L — e, s’
b <
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und damit wegen Db = D(—(z —¢t)) = -1+ t? +1 = ¢

a:t;t _ D(—(x—t))+—xt+t2—t2
= D(;%;Q)-zz—pé)—m, (16)
also | R
/iﬁ dx=—®—%. (7

Das ging also gut. Ein Gliick war hier insbesondere auch, dal wir kein Integral ei-
nes Polynoms in ¢ bestimmen mufiten. Im rationalen Fall hatten wir damit keinerlei
Problem. Was aber passiert bei [ ¢! — 2t + zt + 1 dz?

Widmen wir uns nun dem zweiten Beispiel und bestimmen den gréfiten gemeinsa-
men Teiler von 1+ 2 und D(1 +¢2) = 2tDt = 2t(1 + t?), also geT(d, Dd) = 1 +12 # 1.
Der Trick von Hermite nun b und ¢ zu bestimmen um mit —2,171 = bDd + cd den
Exponenten 2 im Nenner zu reduzieren, scheitert hier schon! Es liegt hier mit dem
Nennerpolynom t? + 1 eine spezielle Situation vor, wihrend im Falle von ¢ die norma-
le Methode anwendbar ist. Da Mathematiker sehr kreativ im Finden von passenden
Namen sind, nennt man Polynome p in ¢ aus Q(z)[t] mit ggT(p, Dp) = 1 normale Poly-
nome, wihrend Polynome mit ggT(p, Dp) = p ~ oder dquivalent dazu p|Dp - spezielle
Polynome heilen. DaB der Nenner von g mit Dt = 2 +1 etwas zu tun hat, ist {ibrigens
kein Zufall.

Eine Antwort wie in der Situation des Integrals eines Polynoms in ¢t = tan(z)
oder gar einer rationalen Funktion, deren Nenner eine Potenz des speziellen Polynoms
(% + 1) ist, zu verfahren ist, werden wir in den Abschnitten 5.4 auf Seite 99 und 5.7
auf Seite 102 geben.

4.9 Das Monoid der speziellen Polynome

Fiir ein Monom ¢ iiber k bzgl. der Derivation D sei mit S die Menge aller Polynome
bezeichnet, die ihre eigene Ableitung teilen:

S := {p € k[t] : p|Dp}.

Wegen pq|(Dp g+ pDq) = D(pq) ist diese Menge multiplikativ abgeschlossen, also eine
Halbgruppe, wegen 1 € k C S sogar ein Monoid. Sie wird von & und den irreduziblen
Elementen ST := {p € S k : p irreduzibel und Leitkoeffizient 1} erzeugt. S ist
natiirlich auch bzgl. Teilerbildung abgeschlossen. Bei primitiven Monomen wie bei
t := [a gilt natiirlich ST = 9, fiir ¢ := ef @ ist ST = {t}, wahrend im schon
betrachteten Beispiel ¢ := tan [ a die Menge S je nachdem ob ¢ € k ist ein oder
zwei Elemente besitzt: ST = {p:pl(#* + 1)}.

Ein irreduzibles Polynom ist nun entweder speziell oder normal, da natiirlich fiir
geT(p, Dp) nur 1 oder p méglich ist. Vorausschauend berechnen wir hier auch gleich
noch diesen grofiten Teiler, wenn eine Faktorisierung p = []I-, pi in paarweise tei-
lerfremde p; vorliegt. Das Ergebnis ist

geT(p, Dp) = (ﬁpie‘_1> (H ggT(p,',Dpi)>, (18)

t==1 i=1

was man sehr schnell durch Nachrechnen einsehen kann: Seien @ und b teilerfrend, dann
gilt ggT(ab, D(ab)) = ggT(a, D(ab))ggT (b, D(ab)) = ggT(a, Dab + aDb)ggT(b, Dab +
aDb) = ggT(a, Da)ggT (b, Db).
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Das Produkt von paarweise teilerfremden normalen Polynomen ist wieder normal.
Fir ein elementares Monom ¢ mit Ableitung h(t) := Dt € k[t] kann man die speziellen
und normalen Polynome gut charakterisieren. Es ist in dieser Situation ein quadrat-
freies Polynom p genau dann normal, wenn die Ableitungen Da ungleich h(a) sind
fiir alle Wurzeln o von p in einem Zerfallungskérper. Ein von 0 verschiedenes Polynom
p ist dagegen speziell, wenn die Ableitung Da gleich der Einsetzung h(a) ins Ablei-
tungspolynom 4 ist. Sind die Grundkérperelemente alle konstant, d.h. Da = 0 fiir
alle a € k, dann ergibt sich als unmittelbare Folgerung, da8 ein von 0 verschiedenes
p genau dann speziell ist, wenn es h teilt, wihrend ein quadratfreies p genau dann
normal ist, wenn ggT(p, h) = 1 ist.

Die Eigenschaft eines Polynors, speziell bzw. normal zu sein, bleibt erhalten, wenn
man den Koeffizientenring algebraisch erweitert. Die neuen Konstanten hingen aber
bei einer Differentialkérpererweiterung stark von den speziellen Polynomen ab, da
nach Kiirzen sowohl der Z&hler als auch der Nenner eines konstanten Elementes ¢ €
Cp(k(t)) jeweils ein spezielles Polynom sein muf.

4.10 Faktorisierung nach speziellen und normalen Anteilen

Wie wir im Beispiel in Abschnitt 4.1 sahen, 148t sich die Reduktion der Exponenten
der quadratfreien Faktoren eines normalen Nennerpolynomen ganz genau so wie im
Fall einer rationalen Funktion durchfithren. Nun gilt es also noch einen beliebigen
Nenner eines Integranden in seine speziellen und normalen Bestandteile zu zerlegen.
Zunichst ist festzuhalten, da8 fiir p € k[t] der grofite gemeinsame Teiler von p und
seiner Ableitung j’;p nach ¢ den gréfiten gemeinsamen Teiler von p und der Derivation
Dp fiir jede beliebige Derivation D teilt. Betrachtet man nun die irreduziblen Faktoren
von p getrennt nach normalen n; und die speziellen s; Polynomen und wendet man
die Formel aus Gleichung (18) sowohl fiir D als auch fiir 4 3¢ an, so kiirzt sich der erste
Faktor sowieso weg, wihrend wegen der Normalit#t [], ggT(n;, Dn.) =1 gilt, wegen
der Irreduzibilitit aber auch []; ggT(n, dtn,) = 1 und []; &gT(s;, dtsj) = 1. Damit
bleibt gerade [], ggT(s;, Ds;) = [1;s,, das Produkt aller quadratfrexen irreduziblen
Teilerpolynome, ubng' Fir quadratfrexe Nenner liefert das sofort die gewiinschte Fak-
torisierung in den speziellen Anteil und in den normalen Anteil. Durch Iteration liefert
das nun wieder einen rationalen Algorithmus, der jede von 0 verschiedene rationale
Funktion f aus k(t) auf eindeutige Weise in

f=fp+fs+fn

zerlegt, wobei f, € k[t] der polynomJaIe Anteil ist — man erhslt ihn durch Division
mit Rest wie immer -, fs = 2— mit Polynomen b,d; € k[t] deg b < deg d der spezielle
Anteil, da d, speziell mit Leitkoeffizient 1 ist, und f, = + mit Polynomen c, dn € kft],
degc < degd, der normale Anteil, da d,, normal mit Leitkoeffizient 1 ist. Dies wird
durch Partialbruchzerlegung nach dem speziellen und normalen Anteil erreicht.

4.11 Normale Nenner, Reduktion nach Hermite und einfache
Funktionen

Auf f, kann nun die Hermitsche Reduktion angewandt werden und man bekommt die
Darstellung fp, = Dq + g mit einem Polynom g € k[t] und einer rationalen Funktion
g € k(t) mit quadratfreiem, normalen Nenner. So eine Funktion heifit einfach, diese
Bezeichnung ist in Analogie zu rationalen Funktionen mit einfachen endlichen!® Pol-
stellen, d.h. mit quadratfreiem Nenner, gewihlt. Sie f := %’5—‘ mit £ = Q(z),t =
tan(x),Dz = 1,Dt = t* + 1. Um die Potenz 2 des Nenners zu reduzieren, setzen

107D, h. die Polstellen sind aus k.
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wir v := ¢t und ¢ := 1. Der erweiterte Euklidische Algorithmus 18st die Gleichung

bD”"'Ct_b(tz‘*‘l)‘*‘d" = —t—xdurchb := —z und ¢ := 1 + zt. Also folgt
f—D;Fr'*%;;#-QE—D_f—f—_—l-fL —Z—z. Damit ist [ &ztde = —E—— %2-

4.12 Reduzierte Funktionen: der Nenner ist speziell

Eine rationale Funktion mit f = fs, nennen wir f reduziert bzgl. D. Die Menge der
reduzierten Elemente bezeichnen wir mit k[t]s. Sie ist gleich der Lokalisierung!! von
k[t] beziiglich des Monoids der speziellen Polynome. Sie ist sogar eine Differentialrin-
gerweiterung von k[t]. Hier ist die Analogie zu sehen zu den Polynomen, also rationale
Funktionen, die keine endlichen Pole besitzen, sondern héchstens einen Pol im Unend-
lichen oder eben in unserer allgemeineren Situation Pole, die durch speziellen Nenner
bestimmt sind. Im Falle von ¢ := tan(z) ist die rationale Funktion W reduziert,
also ein Element von k[t]s.

4.13 Faktorisierung und Bewertungen

Anders als Polynomringe kann man algebraischen Funktionen — diesen werden wir uns
im Abschnitt 6 auf Seite 103 widmen — im allgemeinen nicht eindeutig in irreduzible
Objekte faktorisieren, der Begriff der Teilbarkeit und dann natiirlich gréfite gemein-
same Teiler machen hier keinen Sinn. Dennoch spielen Polstellen und Nullstellen -
die man im klassischen Fall der rationalen Funktionen durch diese Operationen un-
ter Kontrolle bekommt — und das Verhalten im Unendlichen eine grofie Rolle bei der
Integration.

Als Ersatz dient nun die Bewertungstheorie. Man abstrahiert die Eigenschaften der
Exponenten eines gegebenes Primelementes p in einem Ringelement, also eine Primzahl
bei den ganzen Zahlen, oder ein irreduzibles Polynom. Wir bewerten sozusagen ein Ele-
ment z mit dem Exponten vy(z) von p. Beispielsweise ist v5(1000) = 3, da 1000 = 2352,

10 8 7 2 2
22944284227 +625 46251521 1623432212241 - T°4+1)" (4241 =
oder vg24 ( 1013257320 Ta3 ) Vr24 (s—?.—rzﬂgjﬁ’?—)—)

—1.8Sei alsov: R — ZUoco mit ¥(z) = 00 & z = 0,v(zy) = v(z) +v(y),v(z +y) >
min(v(z), v(y)) jeweils fiir alle z, y. Bei rationalen Funktionen gibt es aufler den schon
angesprochenen Exponenten irreduzibler Polynome nur noch eine weitere Bewertung,
die das Verhalten der Funktion im Unendlichen beschreibt:

Voo (%) = deg(a) — deg(d)

fiir a # 0.

Bei algebraischen Funktionen betrachtet man die Bewertungen mit Hilfe des Kon-
zepts der Bewertungsringe k(z) < O < k(z,y), die durch die Eigenschaft, da8 fiir
jedes z € k(z,y) entweder z € O oder 2~! € O gilt, definiert sind. Diese Ringe sind
lokale Ringe, d.h. sie besitzen ein eindeutig bestimmtes maximales Ideal P, das ein
Hauptideal ist, d.h. von einem Element p erzeugt wird. Das maximale Ideal P wird
auch Stelle genannt. Ein Erzeuger p spielt die Rolle eines Primelementes, jedes Ele-
ment 0 # z € k(z,y) 148t sich nun eindeutig als p™u mit n € Z und u invertierbar
in O darstellen. Da auflerdem n unabhingig vom gewihlten Primelement p € P ist,
kann durch vp(z) := n fiir z # 0 und vp(0) := co eine zugehdrige Bewertung definiert
werden. Umgekehrt kann man jeder Bewertung v eine Stelle P := {z : v(z) > 0}
und einen Bewertungsring O, := Op := {z : ¥(z) > 0} zuordnen. Nun mag noch die
Bezeichnung Stelle verwundern. In der Tat kann man jetzt bei gegebenem z € k(z,y)

"Das ist das allgemeine Konzept des Bruchrechnens, im Zshler sind Elemente von klt], im Nenner nur
solche aus S zugelassen; siehe auch die Funote auf Seite 87.
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ganz formal jeder Stelle P einen Wert z(P) zuordnen. Das geschieht durch die Er-
kenntnis, daB8 K := Op/P e¢in Restklassenkdrper ist, da P ein maximales Ideal ist,
und damit 2(P) := z+ P € K fiir z € Op und z(P) := oo fiir z ¢ Op definiert werden
kann. Wenn wir nun noch als Nullstellen der Ordnung n solche Stellen P mit z(P) = 0
und vp(z) = n > 0 bezeichnen und analog dazu Polstellen der Ordnung n > 0 mit
2(P) = oo und vp(z) = —n < 0, sollte klar sein, dal damit eine Verallgemeinerung
der Situation von rationalen Funktionen gelungen ist, die all die notwendigen Begriffs-
bildungen erlaubt. Man vergleiche dazu auch die in der Funktionentheorie konstru-
ierten RIEMANNschen Flichen auf denen die algebraischen Funktionen darauf keine
mehrfachen Werte mehr besitzen — £./T! So gibt es etwa fiir ein z nur endlich viele
Nullstellen und Polstellen. Fiir jedes z # 0 kann man sich nun alle Null- und Polstel-
len mit ihren Ordnungen als Koeffizienten als formale ganzzahlige Linearkombination
2, (P)s0 VP (%) P notieren. Die umgekehrte Frage, wann es zu einem solchen Divisor,
einem Element dieser sogenannten Divisorgruppe, eine Funktion z gibt, die Nullstel-
len und Polstellen mit jeweils genau vorgeschriebener Ordnung hat, ist bei rationalen
Funktionen sehr leicht, bei algebraischen Funktionen aber das Hauptproblem bei der
Bestimmung des logarithmischen Anteils des Integrals, man sehe dazu weiter unten
den Abschnitt 6.7.

4.14 Der Satz von Liouville

Wir haben im Abschnitt 3.2 gesehen, dafl das Integral einer rationalen Funktion auch
eine Summe von Logarithmen enthalten kann. Das ist auch deshalb plausibel weil die
Ableitung einen Logarithmus vernichtet. Bei Quadraten oder hohere Potenzen von
von Logarithmen (log® z)' = 2'323 ist das schon anders. Die Exponentialfunktion gar
ist beriihmt dafiir, da8 ihr die Ableitung nichts anhaben kann.!? Von den Bausteinen
der von uns betrachteten elementaren Funktionenwelt fehlen in dieser Plausibilitéits-
betrachtung noch die algebraischen Funktionen. Die Formel y' = —2%?1 /2E ;'” fiir
die Ableitung einer implizit gegebenen Funktion y mit F(z,y) = 0 gibt uns aber kei-
nen AnlaBl anzunehmen, dafl dabei y eliminiert wird, z.B. ist (1/Z)' = ﬁ; Denkt man
noch linger iiber dieses Phinomen nach, dann kann man schnell zu der Vermutung
kommen, daf}, wenn ein elementares Integral einer elementaren Funktion existiert, die-
ses eigentlich nur in der Form rationale Funktion plus Summe von Logarithmen sein
kann.

Solche Uberlegungen hat erstmals P.S. LAPLACE 1812 angestellt. N.H. ABEL
(1802-1829) und A.M. LEGENDRE (1825-1832) haben fiir algebraische Funktionen ge-
nauere Untersuchungen dieser Art durchgefiihrt. Daf es hier nicht-elementare Stamm-

funktionen geben kann, war schon mit den elliptischen Integralen [ = 2)‘(1_ per dr,

122 1 " . ; :
f (1_32)(1_’:%2)@: und [ (1+h:1:2)\/(1—-a:2)(1—k2:r:2)dm fiir 0 < k < 1 seit L.EULER im

18. Jahrhundert bekannt. J. LIOUVILLE (siehe Kapitel IX Integration in Finite Terms
in der Biographie von J. LUTZEN [44]) hat sich in den Jahren 1833 bis 1841 in elf
Arbeiten intensiv mit dieser vermuteten strukturellen Einsicht in die Gestalt eines ele-
mentaren Integrals beschéftigt und benutzt. Er hat dieses nach ihm benannte Prinzip
von Liouville fiir gewisse Klassen von Funktionen bewiesen. Sein Biograph J. LUTZEN
([44], p. 420) faBt diese Entwicklung wie folgt zusammen.

Of course, it still requires some function theory to show that ordinary in-
tegration theory can be incorporated in the theory of differential fields,

2Das geht sogar in Mathematikerwitze ein: Zwei Mathematiker im Irrenhaus. Der eine geht mit einer
Drohgebirde auf den anderen zu: ,,Geh mir aus dem Weg, sonst differenzier’ ich Dich¥, worauf der andere
sich aber mit keinem Schritt bewegt und mit strahlendem Gesichtsausdruck erwidert: ,Macht nichts, ich
bin die e-Funktion!“.
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but the theory has become entirely algebraic. In a way, one considers Ro-
senlicht’s approach as being Liouville’s algebraic approach pushed to its
extremes, and in fact, several arguments are still close to Liouville’s. The
recent work of R.H. Risch, on the other hand, approaches the problem of
integration in finite terms with algebraic goemetrical methods and seems
to be far away from Liouville’s way of thinking.

Einen ersten modernen Zugang zu diesem Satz hat S. OSTROWSKI 1946 in [50] gege-
ben. In einer erweiterten algebraisierten Form — siche M. Rosenlicht [58] —, kann man
den Satz wie folgt aussprechen.

Satz 4 Das Prinzip von Liouville.

Sei K ein Differentialkérper (der Charakteristik 0 13 it einem algebraisch abgeschlos-
senem Konstantenkdrper C.14 Sei weiter f € K gegeben. Wenn es eine elementare
Erweiterung E von K gibt, in der es ein g mit Dg = f gibt, dann ezistiert eine
natirliche Zahl n und Elemente v,uy,...,u, in K sowie Konstante ¢1,...cq in C, so

dafs
e .D'U,,'
f=Dv+ izgl C;'Tj:-

gilt.
Umformuliert mit Integralen heift das natiirlich gerade, da8 in diesem Fall

/f dz =U+Zc,-logu,~
=1

gilt und daff u; und v auBler den c; keine anderen Gréfen enthilt, die nicht schon in f
auftreten wiirden.

B.F. CAVINESS, B. SAUNDERS und und M.F. SINGER haben den Satz noch weiter
verallgemeinert, siehe [64]. Er gilt dann auch noch fiir Erweiterung mit speziellen
Funktionen, siehe etwa [38, 39].

Die Formulierung dieses Satzes ist sicher nicht im Stil der Computeralgebra: Wir
sprechen hier von der Existenz von Objekten, sagen aber nicht, wie man diese konstru-
ieren kann. Das ist aber genau das Ziel unserer Aufgabe, Algorithmen zur Integration
zu konstruieren. Der Satz wird nun benutzt, um in konkreten Situationen diesem Ziel
niher zu kommen. Die Meta-Erkenntnis, die wir hier ziehen kbnnen, ist also,

da88 gute konstruktive und angewandte Mathematik und speziell Compu-
teralgebra sehr wohl theoretische und unkonstruktive Resultate benutzt
und braucht, bei diesen aber nicht stehen bleibt, sondern diese einsetzt um
konstruktive und algorithmische Resultate zu erzielen.

Der formale Beweis des Satzes von LIOUVILLE kann mit Induktion nach dem Grad m
der Erweiterung £ = K(t1,...,tm) und Fallunterscheidung danach, ob ¢ = t; alge-
braisch oder ein transzendentes elementares Monom iiber K ist, also ein Logarithmus
oder eine Exponentialfunktion. Wesentlich geht dabei ein, dal in allen 3 Féllen, die
Konstanten von F := K (t;) sich nicht verindern. Nach Induktionsvoraussetzung exi-

stieren v, uj,...,un in F' sowie Konstante ¢, ...c¢, in C mit
n
D’U,,'
f=Dv+ ) —. (19)

13 Anders als bei dem bei uns immer zu Grunde gelegten Kérper der rationalen Zahlen gibt es Korper,
zu denen es eine Primzahl p gibt mit p- 1x = Ox. Diese miissen hier ausgeschlossen bleiben.

1D h. alle polynomialen Gleichungen mit Koeffizienten in C kénnen bereits iiber C gelést werden. @ ist
wegen z° — 2 nicht algebraisch abgeschlossen, aber @ ist das natiirlich.
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Im transzendenten Fall zeigt man zunichst, da8 v und damit Dv in Kf[t]s liegen
miissen indem man nachweist, da v, (v) > O fiir alle normalen, irreduziblen Polynome
p € K[t] gilt. Als nichstes zerlegt man die rationalen Funktionen u; € F = K(t) in
Potenzprodukte von normierten irreduziblen Polynomen aus K[t} mit positiven oder
negativen Exponenten und Koefﬁzienten w; aus K, verwendet die logarithmische Ab-
leitung M L €& Lri ynd faBit zusammen. Die auftretenden normierten
ereduszﬁen Pof’ ome mussen sen allésamt speziell sein, ihre Summe bezeichnen wir mit
h, die Summe Y7, c,%& € K der logarithmischen Ableitungen der Koeffizienten mit
g und die Gleichung (19) schreibt sich nun

f=Dv+g+h (20)

Ist nun ¢ ein Logarithmus, d.h. es gibt ein a € K mit Dt = 22, dann ist jedes
irreduzible Polynom normal und es kann keine solchen spezielien Terme geben. Insbe-
sondere kann dann Dv nur ein Polynom sein. Ist Dv = 0 folgt die Behauptung sofort,
andernfalls kann v nur von der Form ¢t + b, De¢ = 0 und damit Dv = Db + c%‘l.

Im Falle, daB es ein @ € K gibt mit % = a, also ¢t die Exponentialfunktion exp a,
gibt es nur ein spezielles irreduzibles und normiertes Polynom, nimlich ¢. damit kann
die Summe A nur einen Term besitzen, namlich h = dl% =d,a, wobei d; € K ist.

Abschlieflend haben wir noch den Fall eines algebraischen Elements ¢ zu betrach-
ten. Da die Spurabbildung sp mit der Derivation D vertauscht und die Spur eine
logarithmischen Ableitung der logarithmische Ableitung der Norm N ist, kdnnen wir
sp auf die Gleichung (19) anwenden und erhalten

[K() : K)f = (f) = Dw) + 3 e 0
i=1
Wir setzen also w : Ua{m und w; := N(u;) und damit folgt die Behauptung.

Die Aussage des Satzes von Liouville kann noch etwas praktikabler gemacht wer-
den. Ublicherweise liegt nimlich kein algebraisch abgeschlossener Konstantenkérper
C vor. In dieserm Fall kann mit technischen Argumenten, wie Kérpereinbettungen und
Spurbetrachtungen die Aussage so prazisiert werden:

Satz § Das Prinzip von Liouville - kein algebraisch abgeschlossener Konstantenkirper.
Sei K ein Differentialkérper (der Charakteristik 0) mit Konstantenkdrper C. Sei weiter
f € K gegeben, Wenn es eine elementare Erweiterung E von K gibt, in der es ein g

mit Dg = f gibt, dann ezistiert eine natiirliche Zahl n, Elemente cy,...,c, aus einer
algebreischen Erweiterung von C, v € K und Elemente uy,...,u, in K(c,...,cn)(t),
so daf
n
Duy;
f=Dv+ Z Gi—— d
=1
gilt.

Eine wichtige Anwendung ist die Ableitung struktureller Aussagen bei der Frage
der Existenz von elementaren Integralen von reduzierten Elementen f € k[t]s, d.h. von
rationalen Ausdriicken im Monom ¢, deren Nenner aus S ist. In diesem Fall kann der
Satz von Liouville wie folgt spezialisiert werden. Wesentlich ist, da das das Elemente
v nicht nur in K := k(t) liegt, sondern seinerseits bereits in k{t]s liegt und auch die
Argumente u; der Logarithmen sind speziell.

Satz 6 Das Prinzip von Liouville - spezieller Fall.

Sei k ein Differentialkorper (der Charakteristik 0), t ein Monom tber k, C = Cp(k(t))
der Konstantenteilkdrper und f € k[tls ein reduziertes Element. Wenn es eine ele-
mentare Erweiterung E von K = k(t) gibt mit Konstantenteilkérper Cp(E), der al-
gebraisch diber C ist, in der es ein g mit Dg = f gibt, dann existiert eine natirliche
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Zahln, ci,...,cn aus einer algebraischen Erweiterung von C, v € k[t]s und Elemente
UgyeoeyUn 0 k(cly ter »Cn)(t): S0 daﬂ

Du,-

Uy

f=Dv+Zn:ci

=1

gilt.
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5 Integration transzendenter Funktionen

5.1 Allgemeine Struktur des Algorithmus

Eine vorgelegte elementare transzendente Funktion f wird man zuniichst mit Expo-
nentialfunktionen und Logarithmen ¢; so darstellen, da8 f € C(z,t;,...,t,) fiir einen
Konstantenkérper C' liegt. Rekursiv wird nun ein Monom ¢ nach dem anderen elimi-
niert. Das geschieht so, dafl man zunichst f als rationale Funktion in t = ¢, iiber
dem Kérper &k := C(z,t1,...,t,—1) darstellt. Wie in Abschnitt 4.10 dargestellt, wird
f = fp + fs + fn in seinen polynomialen Anteil f,, seinen speziellen Anteil f; und
seinen normalen Anteil f,, zerlegt. Letzterer wird dann mit Hermite als Summe einer
Ableitung Dq und einer einfachen rationalen Funktion f. geschrieben. Liegt ein nicht-
lineares Monom vor, dann kann der polynomiale Anteil f, unter Generierung einer
weiteren Ableitung eines Polynoms so reduziert werden, daf§ der Grad kleiner als der
Grad des Ableitungspolynoms Dt ist, genaueres dazu im Abschnitt 5.4.

So weit kann der Integrationsalgorithmus immer durchgefiihrt werden und da-
mit eine Funktion zumindest teilweise elementar integriert werden. Was ist nun noch
ibrig? Zum einen ein einfacher Summand, zum anderen eine reduzierte rationale
Funktion. Der einfache Summand ist fiir den logarithmischen Anteil zustiindig. Mit
Hilfe der ROTHSTEIN-TRAGER-Resultante, der Verbesserung von LAZARD-RIOBOO-
TRAGER und dem Residuenkriterium — siehe Abschnitt 5.3 — findet man immer den
logarithmischen Anteil. Zusétzlich behdlt man ein weiteres Polynom zum Integrieren
iibrig oder aber man erkennt, an dieser Stelle, dafl dieses Polynom, gleichgiiltig welches
speziellen Polynom auch immer dazu addiert wird — wir haben uns ja immer noch nicht
um f, gekiitmmert! - schon nicht mehr elementar integrierbar ist. Schliefilich haben wir
uns noch um die polynomialen und reduzierten Anteile zu kiimmern. Die Reduktion
der Grade bzw. der Exponenten im Nenner ist abhingig von den Eigenschaften des
Monoms t. In allen Fillen aber wird das Problem auf ein einfacheres Problem in ei-
nem kleineren Kérper zuriickgefiihrt. Im Abschnitt 5.5 werden primitive Monome wie
Logarithmen behandelt. Die Reduktion geschieht durch Lésung eines eingeschrinkten
Integrationsproblems in k. Der Fall exponentieller Monome fiihrt auf die Lésung der
zugehorigen Differentialgleichungen von Risch tiber k. Das wird im Abschnitt 5.6 dar-
gestellt. SchlieBlich wird im Abschnitt 5.7 der Fall von Tangensmonomen behandelt.
Dies ist ein Alternative zur Darstellung des Tangens durch Exponentialfunktionen und
der komplexen Einheit, komplexe Integration und anschlieflende Bestimmung eines re-
ellen Integrals. Das zu lésende Basisproblem iiber & ist die Lésung eines gekoppelten
Systems zweier linearer Differentialgleichung der Ordnung 1.

Wir haben die wichtigsten Teile dieses Algorithmus zur Veranschaulichung in einem
Ablaufdiagramm zusammengestellt.
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5.2 Diagramm zur Integration transzendenter Funktionen
Sei f € k(t), Dt € k[t],m := deg Dt und Cp(k) = Cp(k(%)).

m=1
gs € k[t, t71)

+ Py = Zf\;n fitt > py= Zio fitt

(=} -
g
LN B
ted
o|
S| 2
S
. @
0
=
b=l | %

deg(pr - Dhr) S m-—2
77
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5.3 Residuenkriterium von Rothstein und Trager fiir einfache
Funktionen

Die Resultante von ROTHSTEIN-TRAGER kann auf die allgemeine Situation transzen-
denter Funktionen iibertragen werden. An Stelle der quadratfreien Nenner einer all-
gemeinen rationalen Funktion tritt nun ein normales Polynom mit v(g) > —1 fiir
einige normale irreduzible und von Null verschiedene Polynome ¢. Dabei wird mit
Hilfe der Bewertungstheorie die Residuumsfunktion residue,(f)- siehe Abschnitt 4.13
- fiir ein solches irreduzibles, normales 0 # ¢ € kt] durch mo(f7-) € klt]/qk[t]
fir alle Funktionen aus 2Oy, also solche mit v,(f) > ~1, definiert, da natiirlich
O/;—Oq =~ k[t]/qk[¢t] gilt. Man beachte, dal wegen der Normalitit von ¢ die Unglei-
chung v, (Dgq) > 0 gilt, und damit v, (f ;) 2 0. Zur Verallgemeinerung des Resultan-
tensatzes von ROTHSTEIN-TRAGER sei nun f € k(t) ein einfaches Polynom, das sich
als p+ § nach Division mit Rest darstellen 148t: p,a,d € k[t}, d # 0,dega < degd und
geT(a,d) = 1. Sei
r:=reg(a — 2Dd, d) € k[2]

mit einer neuen Unbekannten z. Ein Element o ist eine Nullstelle der Resultante r
genau dann, wenn a das Residuum residuey (f) von f bzgl. eines normalen irreduziblen
Polynoms p ist. Als Konsequenz des Satzes von Liouville erhalten wir im Falle eines
algebraisch abgeschlossenen Konstantenkérpers Cp(k) die zusétzliche Bedingung, dafl
ein h+ f fiir einfache rationale Funktion f und jede reduzierte rationale Funktion aus
k[tls genau dann elementar integrierbar ist, wenn residue,(f) — betrachtet als Element
in k[t}! - eine Konstante fiir jedes normale, irreduzible Polynom p ist. Das kann nun so
in ein Kriterium verarbeitet werden: Zur Integration einer einfachen Funktion f = p+¢
wird die Resultante r := rey (@ — 2Dd, d) in ihren speziellen und ihren normalen Anteil

T =1y

mit Hilfe der Derivation xp zerlegt. Man beachte, dafl die Nullstellen von r, genau
die Nullstellen von r sind, die Konstante sind. Dann kann man den logarithmischen

Anteil
g:= Z oz—P—-g-cl
farre(@=0} 9o
mit
Jo '= ggT{(a — aDd, d)

bestimmen. Es gilt g € k(¢), der Nenner vom g teilt d und f — g ist einfach. Hat nun
f + h ein elementares Integral iiber k(¢) fiir irgendein h € k[t]s, dann mul r,, € &
sein und f — g ist sogar ein Polynom. Auch dazu gibt es wieder eine Variante mit
Subresultanten.

Als Beispiel kann man etwa sehr leicht einsehen, da8 der Integrallogarithmus liz =
J zi=dz nicht elementar ist. Mit ¢ := log(z) folgt res;(1 — £,t) = 1 — £, die Nullstelle

logz ™
z ist keine Konstante!

5.4 Polynomreduktion fiir nicht-lineare Monome auf Polyno-
me héchstens vom Grad des Ableitungspolynoms minus zwei

Unter nicht-linearen Monomen ¢ verstehen wir natiirlich solche, deren Ableitung ein
Polynom vom Grad m grofler 1 ist. Wir kénnen dieses Polynom benutzen um jedes
Polynom f € k{t] vom Grad gréler oder gleich m als Summe einer Ableitung einer
Polynoms g € k[t] und eines Polynoms r € kt] vom Grad kleiner oder gleich m — 2

darzustellen, d.h.
/f =q+ /r.
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Sei n := deg f > 0 und zunéchst n > m. Weiter sei f,, der Leitkoeflizient von f sowie
X derjenige von Dt. Wir nutzen aus, da D(t"~™*!) = """ Dt = """ (M™ +...)
den Grad n hat. Mit einem geeigneten Koeffizienten ¢ € k versehen, — der andere
Summand Dc¢ - t"~™*! stért nicht, da ja nach Voraussetzung m > 2 gilt! ~ kann man
das verwenden um den grofSiten Term von f zu eliminieren. In der Tat, setzt man
c:= (,:,;LHW € k, dann hat f — D(ct"~™*1) einen Grad kleiner n und das Verfahren
kann fiir den nun héchsten Grad iteriert werden bis man einen Grad kleiner als m
erreicht hat.

Gilt nun n = m—1 fiir das aktuelle noch zu integrierende Polynom f, dann ist noch
ein weiterer Reduktionsschritt méglich, Wir haben fr,-; # 0 und setzen ¢ := fi"x'—‘ €k.
Der Satz von Liouville impliziert als notwendige Bedingung, da8 D¢ = 0 ist. In jedem
Fall aber kann man ¢™~! in f eliminieren. Es gilt nimlich deg(f — Tos p%e) <m-1,
wobei p irgendein spezielles Polynom vom Grad grofier O ist.

5.5 Der Logarithmus im speziellen Fall — Integration von Po-
lynomen primitiver Monome

Der Prototyp eines primitiven Monoms ist der Logarithmus. Ist ¢ := loga fiir a € k,
so gilt D¢t = B2 € k. Da S = k und deshalb kt]s = k[t] gilt, spezialisiert sich
der Satz 6 so: Wenn es zu f € kft] ein elementares Integral gibt, dann existieren
eine natiirliche Zahl n, Konstanten ¢, ..., ¢, aus einer algebraischen Erweiterung des
Konstantenkérpers Cp(k), ein Polynom v € k[t] und Elemente u;,...,u, bereits alle
in k(cyy...,ca) mit f = Dv+ Y0, c;DT‘:‘-. Wegen Dt € k kann damit v hochstens
vom Grad m + 1 sein, wobei m := deg f ist. Sei also f := fnt™ + f', deg f' < m und
V1= Uy P t™ + ', degv’ < m. Aus der Betrachtung der Exponenten m + 1
und m folgt
Dy, .1 =0und f, = Duy, + (m + D) Dt v

Als notwendige Bedingung zur Entscheidung der Frage, ob f elementar integrierbar
ist, haben wir also diese sogenannte eingeschrinkte Integrationsproblem iiber k zu
l6sen. Hier sucht man zu gegebenem f € %k und einem w € k ein ¢ € k£ (!) und
eine Konstante ¢ € Cp(k) (!), sodaB f = Dg — cw gilt (hier f := fm,w = —(m +
1)Dt, ¢ i= vm41, g i= Up). Kann dieses Problem in k algorithmisch gelost werden, so
gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder wir finden Losungen fiir vy, € k und vpmy; €
Cp(k) und haben damit das Problem der Integration von f auf die Integration von
f = D(vmy1t™ ! + v, t™), ein Polynom vom Grad kleiner als m, zuriickgefithrt. Das
Verfahren kann iteriert werden bis schliellich ¢ vollstindig eliminiert ist. Im zweiten
Fall gibt es keine Losung des eingeschrinkten Integrationsproblems, dann wissen wir
aber, dafl f nicht elementar integrierbar ist.

Bei der Integration von Potenzen t™ des Logarithmus ¢ := log(z) tiber k := Q(z)
kann immer vy = 0 und vy, := z gewihlt werden. Man erhilt die Rekursion
Jt™ =t™—m [t™ " mit Anfangslésung [ t° = z, die die geschlossene Lésung [ t™ =
7 (7 + DI (1) gyt hat.

Das néchste Beispiel ist aus dem Buch [10] von M. BRONSTEIN. Sei f := (logz +
pez)iz — Iz mit dem Integrallogarithmus iz = [ -dz. Sei k := Q(z,t) mit
to := logz, Dto = L und ¢ := iz mit Dt = } € k, d.h. der Integrallogarithmus
ist ein primitives Monom iiber Q(z,logz). Das ﬁolynom f in t ist vom Grad 1, der
Leitkoeflizient ist to + %, wir haben also die Gleichung ¢y + ;% = Dv + 2%1}2 in
vy und vy mit der zusitzlichen Bedingung Dv,; = 0 zu lésen. Setzt man vy := -é—, SO
ist das Problem eingeschrankt auf die Bestimmung von [ log zdz, dessen Lésung mit
derselben Methode [ log zdr = zlogz —z ist. Damit ergibt sich f — Lli(z)2 — (zlogz —

o)z = -z € k, also [ fdz = Il(;—)z — (zlog z — z)liz — %
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5.6 Die Exponentialfunktion im speziellen Fall — Integration
von Laurentpolynomen und die Differentialgleichung von RiscH

Hier haben wir die Situation von Integranden aus k[t]s in der Situation S'F = {t}, also
kltls = k[t,t™!], dessen Elemente Laurentpolynome genannt werden, zu betrachten.
Fiir das Monom £ gilt Dt = at fiir ein a € k. Sei also f = fytM+...+ fut™ € k[t t71]
mit ganzen Zahlen m < M und f; € k. Unter der Annahme, da8 eine Funktion mit
einem elementaren Integral vorliegt, kann man nun den Satz 6 wie folgt spezialisieren.
Die speziellen u; kénnen nur von der Gestalt u; = b;t™ mit ganzen Zahlen m; und
b; € k sein, analog gilt v = Zf;r v;t' mit ganzen Zahlen r < R und Koeffizienten
v; € k. Damit folgt

~\ D D(bit™) _ Dt Db;
Zc. Z b —Ti 1 ,c,+;c,—€k(cl, 1 Cn),
was nur sein kann, wenn alle Koeffizienten der ' gleich 0 sind. Folglich ist f — Dv €
k(C], v vcn)v also

max(M,R) Dt .
Z (fi_DUi“i'UiT)t'€k(C1,.,.,Cn).

i=min(r,m)

O.E. kénnen wir v; = 0 fiir £ > M und ¢ < m annehmen. Eine notwendige Bedingung
fiir die Existenz eines elementaren Integrals ist folglich, daf es fiir alle Gleichungen

Dvs+(i2tt-)ve=fe, m<i<0,0<i<M
Losungen in k gibt. Diese lineare Differentialgleichung erster Ordnung
Dy+ay=p

iiber k mit «, S € k heifit Differentialgleichung von RISCH. Um das Integrationspro-
blem von Funktionen aus k(t) mit einem exponentiellen Monom t 16sen zu konnen, ist
es also notwendig, dafl man die Differentialgleichung von RISCH tiber dem Grundkérper
k 16sen kann. M. BRONSTEIN hat in {8] einen rationalen Algorithmus dafiir angegeben.
Altere Arbeiten zu diesem Thema sind [53}, [33] und [20].

Nun das Beispiel, auf das wir alle schon lange gewartet haben. Sei k := Q(z), ¢ :=

- 2, Dt = —2xt. Die Frage nach [ e==” fiihrt auf die Losung der Differentialgleichung

Dy — 2zy =1 iiber Q(z). Sei f eine Lésung mit degq > O und ggT(p,¢) # 1. Dann
hat g einen nicht-trivialen irreduziblen Faktor mit Exponenten n. Folglich enthalt
der Nenner von Dy diesen Faktor mit Exponenten n + 1, wihrend der Nenner von
2zy diesen Faktor héchstens mit Exponenten n enthalten kann, Also kann y nur ein
Polynom p sein. Wegen deg Dp # deg(2zp) kann es aber auch dann keine Lésung
geben.

Im néchsten Beispiel sei k := Q(z,sinz,cosz), t := e, also % = cosz. Zur
Integration von
cosz — zsinz
—
sind die drei Differentialgleichungen Dv, + 2 cos zvy = 2 cos? £ — sinx, Dvy + cos zv;

3z% + 18 cost und Dv_; — coszv_, = cosz — zsinz zu lésen. Losungen sind vy
cosz,v; = z2 und v_; = z cos z, folglich gilt

f = (2cos? £ — sinz)e?5*® + (312 + 2° cos z)es™® +

cCcoszT
esinz *

/fdx:cosxe'Zsin:c_,r_xflesmz_l_
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5.7 Die Tangensfunktion im speziellen Fall — gekoppelte lineare
Differentialgleichungen

Hier betrachten wir den Fall eines Monoms mit deg Dt = 2, genauer Dt = a(t? + 1),
also ¢ = tan(f a) mit t* + 1 # 0 und Cp(k) = Cp(k(t)). Bedingungen dafiir, wann so
eine Tangensfunktion ein Monom ist, sind in [10] gegeben. Das Problem der Integration
eines Elements aus k(¢) kann natiirlich mittels der komplexen Einheit ¢ auf den Fall von
Exponentialfunktionen zuriickgefiihrt werden. Ist man aber an reellen Darstellungen
interessiert, so verzichtet man auf 7 und man kann deshalb annehmen, daf 2 +1
irreduzibel iiber k ist. Es gilt STT = {¢2 + 1}.

Ein allgemeines reduziertes Element ist aus k[, (¢2 +1)~1]. Mit zum exponentiellen
Fall analogen Uberlegungen wird die Reduktion der Exponenten von (t2+1)~! zuriick-
gefithrt auf die Lésung eines einfacheren Problems {iber dem Grundkérper k. Das
Analogon zur Differentialgleichung von RISCH ist hier die Losung zweier gekoppelter
linearer Differentialgleichungen der Ordnung 1 {iber k, Sei dazu m der grofite Exponent
von (t24+1)~!in f, d.h. (t2+1)™ f € k[t] und sei weiter (t2+1)™f = ¢(t*+1) +ast+ao
mit ay, ap € k das Ergebnis der Division mit Rest, dann betrachtet man das System

(B (oi, ) (3)-(2)
Dyo 2mPL 0 Yo ao
Gibt es keine Lésung, so hat f kein elementares Integral, andernfalls kann mittels
f-D( ﬁé%%%) der gréfte Exponent m eliminiert werden. Das Verfahren wird iteriert
bis entweder einmal die gekoppelte Differentialgleichung keine L&sung besitzt oder
aber nur noch die Integration eines Polynoms zu bewerkstelligen ist.

Die Integration eines Polynoms hingegegen kann wegen deg Dt = 2 vollstéindig mit
den Methoden aus Abschnitt 5.4 auf die Integration eines Elementes aus & reduziert
werden, bzw. man erkennt, daf es keine elementare Lésung geben kann.

Beispiel: f := ﬁ%"% Nenner ¢ ist normal. Bilde dazu ggT(g, Dg) und
22T(q, %Dq) und irreduzibel. Reduktion mir Hermite.

5.8 Die Risch-Norman-Methode

Kurz erwihnt sei noch die Methode von RISCH-NORMAN, die nicht in dieses Sche-
ma der rekursiven Elimination der Monome pafit. Hier werden alle Logarithmen und
Exponentialfunktionen simultan behandelt und eine multivariate Faktorisierung des
Nenners iiber einem algrebraischen Abschlufl des Konstantenkdrpers durchgefiihrt.
Die Idee ist, den Zahler des rationalen Anteil und die Koeffizienten der Logarithmen,
von denen angenommen wird, daf§ als Argumente nur die irreduziblen Faktoren des
Nenners auftauchen, a 14 HOROWITZ durch lineare Gleichungssysteme zu bestimmen.
Damit dieses Vorgehen zuléssig ist, sind die Kérper, die die genannten und noch weitere
technische Bedingungen wie Gradbeschrinkung des Zahlers, erfiillen, zu identifizieren,
eine nicht gerade einfache Aufgabe. Literatur zu dieser Methode ist [48], [18] und [19]
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6 Die Integration algebraischer Funktionen

Dies ist eines der schwierigsten Kapitel in der ganzen Theorie. Im Rahmen dieser Uber-
sichtsarbeit kénnen die Probleme und Schwierigkeiten, die hier auftreten nur ganz kurz
gestreift werden. Die Arbeiten [54] von R.H. RISCH und [17] von J.H. DAVENPORT
beschéftigen sich mit diesem Problem. Besonders empfehlenswert dazu ist die Doktor-
arbeit von B.M. TRAGER [67], die das Problem fiir den Fall des Grundkérpers Q(z)
16st, und der wir in diesem Abschnitt folgen. Eine kurze Ubersicht ist auch im Ab-
schnitt 12.8 in [24] zu finden. M. BRONSTEIN verallgemeinert in [9] B.M. TRAGERs
Algorithmus fiir die Situation des Grundkérpers k() mit ¢ ein Monom, das entwe-
der ein Logarithmus oder eine Exponentialfunktion ist. Auf diesen allgemeinen Fall
von gemischt algebraisch-transzendenten Funktionen kénnen wir in dieser Arbeit nicht
weiter eingehen.

6.1 Normierte Darstellung einer algebraischen Funktion

Die Probleme beginnen schon damit, daf es nicht ohne weiteres eine kanonische Dar-
stellung einer rationalen Funktion f(z,y) € k(z,y) in der Unbestimmten z und in
einer algebraischen Funktion y mit irreduziblem Polynom F' mit F'(z,y) = 0 gibt.
Es reicht niamlich nicht aus zu fordern, dafl der Z&hler und der Nenner teilerfremde
Polynom in k(z)[y] sind. Beim einfachsten Beispiel F(z,y) = y® -, also y(z) = £/,
kann man das wegen

fa) =1 =4 (21)

schon sehen.

Zunichst wird man aber noch erreichen wollen, da§ F normiert ist, d.h. Leitkoefli-
zienten 1 hat. Falls das nicht schon der Fall ist, betrachtet man die algebraische Funk-
tion ay, falls a € k(z) der Koeffizient des héchsten Potenz von y ist. Diese Funktion
erzeugt natiirlich denselben Funktionenkérper. Fiir die algebraische Funktion y := fi.
in Gleichung (1) auf Seite 74 gilt 0 = F(z,y) = y% — mp—gorffor—g 577 Multipliziert
man mit dem Nenner - in faktorisierter Form gleich o := (z—2)%(z% —z+1) - so erhlt
man die polynomiale Gleichung ay? — (z + 1) = 0 und damit (ay)? — a(z + 1) = 0.
Man kann also immer F € k{z][y] erzielen.

Das Problem einer normierten Darstellung kann nun dadurch geldst werden, daf
man sich erinnert, da im Falle von n := deg, F' der k(z)-Vektorraum k(z,y) =
k(z)(y) = k(z)[y] die Dimension n hat, da sich y™ und damit auch alle héher-
en Potenzen mittels F reduzieren lassen, Wir kénnen daher die kanonische Basis
(1,y,9%,...,y™!) benutzen und jedes f eindeutig als

mit a;,d; € k[z] darstellen. Zusitzlich kann man das kleinste gemeinsame Vielfache d
der Nennerpolynome bilden und erhilt dann die normierte Darstellung

fay) = Zizo @ (22)

mit a;,d € k[z] und ggT'(d,ay,...,an) = 1. Betrachten wir das Beispiel
Flz,y)=y*-z-1
und .
y -y
Y +(@@-1)y-z

flzy) =

103




Der Ansatz f —a—by—cy?~dy3 = 0 liefert ein Gleichungssystem das leicht!® nach den
Koeflizienten a,b, ¢, d geldst werden kann und wir erhalten als normierte Darstellung
die Form

(zt-222—z+1) P+ (2t —z+1) PP+ (-at—z+1) y-2® +2t -2 -1
8 — g2 -1,

6.2 Ganzheitsbasen

Was aber passiert mit den endlichen Polstellen? Diejenigen der Ordnung 1 sind wie wir
wissen, lebenswichtig fiir die Logarithmen des Integrals. Es muf also hier sichergestellt
werden, dal wir mit diesen Transformationen nicht wie im obigen Beispiel scheinbar
neue Pole generieren! Genauer gesagt, wir hitten gern die Situation wie im rationalen
Fall, daf die Nullstellen des Nennerpolynoms genau die Polstellen des Integranden
sind! Dieses Problem hat B.M. TRAGER gelost indem er nicht die Basis (1,y,...,y"~!)
benutzt, sondern eine Basis w := (wo,ws,...,wn—)) € k(z,y)" des k[z]-Moduls'®
der tiber kfz] ganzen Elemente in k(z,y) bestimmt. Das sind diejenigen rationalen
Funktionen in z und y, die ebenso wie y mit F eine polynomiale Ganzheitsgleichung
mit Koeffizienten aus k[z] erfiillen. Mit Sicherheit sind alle k[z]-Linearkombinationen
von (1,y,...,4™}), also die Elemente aus k[z](y) ganz. Ist die Diskriminante von F'
bzgl. y quadratfrei, so liegt bereits die gesuchte Ganzheitsbasis in (y*)o<icn VOr.
Solche Basen haben nun die hervorragende Eigenschaft, daB fiir jede polynomiale
Linearkombination 2:’;01 h;w;, — genau wie im Falle der rationalen Funktionen durch
die Nullstellen des Nenners, — die endlichen Pole durch die Nullstellen der Nenner
der Summanden h;w; bzw. die Nullstellen des Nenners d des kleinsten gemeinsamen

n=1
Biwg

Vielfaches in der normierten Form f = £=4—— bestimmt sind. Durch Summation
konnen sich also keine Polstellen eliminieren.

6.3 Konstruktion von Ganzheitsbasen

Die Diskriminante mifit in gewisser Weise, wie weit die Basis (1,y,...,y""!) noch
vom Ziel einer Ganzheitsbasis entfernt ist. So ist beispielsweise das Produkt jedes
ganzen Elementes mit der Diskriminante in k[z](y)! Mit der Berechnung der Determi-
nante der Matrix (sp(y*y?))o<i,j<n der Spuren der Multiplikationshomomorphismen
der Produkte y'y’ ergibt sich in diesem Fall (F irreduzibel) eine alternative Berech-
nung der Diskriminante disk,(F). Statt (y*)o<i<n kann man nun eine beliebige Basis
(bi)o<i<n in diese Konstruktion einsetzen und man erhilt die Diskriminante dieser
Basis.

Ausgehend von der Basis (1,y,...,y""!) bestimmt man eine k[z]-Basis des gréfiten
Ringes (Idealisator) in k(z,y), indem das Radikal'” des von der Diskriminante in
k{z](y) erzeugten Ideals noch ein Ideal ist und iteriert dieses Verfahren bis die Diskri-
minante quadratfrei ist,

In Beispiel oben ist (1,y,y?,1%) bereits eine Ganzheitsbasis. Im Falle von F(z, y)
y? - 1712/2 + 2%y = 0 liefert der Algorithmus von TRAGER die Ganzheitsbasis w
(1, %, %). Dazu wird im Algorithmus zunachst die Diskrimante d := dis, (F) = —3z°
bestimmt. Eine Basis des Radikals des Diskrimantenideals in V; =< 1,7y, y? >Q(E]S
Q(z,y) = Q(z)(y) kann in diesem Fall (nur ein Primteiler z, der allgemeine Fall ist
auf Seite 24 in [67] behandelt) als homogener Lésungsraum modulo (z) des durch

18Natiirlich mit einem Computeralgebra-System!

15Wie ein Vektorraum, aber die Skalare sind nicht aus einem Kérper, sondern nur aus einem Ring.

"Das Radikal eines Ideals I sind alle Elemente des Rings, die man durch Wurzelziehen erhilt, also die
Menge {r€ R|3n:r" €I}
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die Matrix (sp(y*+7)),; <2 gegebenen linearen Gleichungssystems bestimmt werden.
Die Spur eines Elementes des algebraischen Funktionenkérpers ergibt sich durch die
iibliche Spur (Summe der Elemente auf der Hauptdiagonalen) der Matrix, die die
Multiplikation mit diesem Element bzgl. der gegebenen Basis (1,y,7?) — etwa in Spal-
tenschreibweise — beschreibt. Hier ergibt sich (z,y,4?) als Q[z]-Basis des Radikals I;.
Die Bestimmung des gré8ten Ringes tiber Vi indem I; noch Ideal ist, d.h. allen Ele-
menten u aus < 1,y,y? > Qa)? die ul; C I erfiillen, kann nun durch Formulierung

von Bedingungen auf der Q[z]-Basis (z,y,y?) von I; getestet werden, d.h.
Tu = 1118 + 112y + T18Y% YU = 1o T+ 120y + rogy?, YU = 130T + 130y + 13 sy’

mit 7;; € k[z]. Werden die darstellenden Matrizen der Multiplikation mit z, y und y?
und zwar bzgl. der Basis (1,y,%?) im Quellbereich, und bzgl. der Basis (z,y,y?) im
Zielbereich(!) bestimmt, so kénnen die neun Bedingungen so formuliert werden. Die
darstellenden (3 x 3)-Matrizen der Multiplikationshomomorphismen der Basisvekto-
ren von I; werden zu einer (9 x 3)-Matrix konkateniert und durch Zeilenoperation auf
ihre hermitesche Normalform gebracht. Hier ergibt das nur noch drei dazu dquivalente

1 00 1 00
Bedingungen:!8 (0 1 O) , umgeformt. Die Spalten der Inversen (0 1 0 ) die-
00 z 00 1

ser Matrix bestimmen eine @[z]-Basis des Idealisators, hier also (1,y, y;). Damit hat
sich die Diskriminante —3z* um 22 verkleinert. Nun wird das Verfahren iteriert bis die
Diskriminante keine nicht-trivialen Bestandteile hat In unserem Beispiel geniigt ein
weiterer Schritt, der als Basis des Radikals (z,y, £ ) und als Transformationsmatrix

1 00

(0 i O) liefert. Damit ist (1, ¥, g:-) die gesuchte Basis des ganzen Abschlusses.
0 O %

Dle mxmma.len ganzen Gleichungen fiir £ und 1; sind iibrigens z

22422 +2=01°

3 2

- 24—z =0und

6.4 Ganzheitsbasen fiir einfache Radikalerweiterungen

Besonders einfach ist der Spezialfall F(z,y) = y™ — p(z), siche Abschnitt 2.5. in [67).

Man kann annehmen, dafl die Vielfachheit einer Nullstelle von p héchstens n — 1 ist.
Ist also p = [[7y p! die quadratfreie Zerlegung, dann kann man g; := 1'["_01 p]L'LJ

setzen?® und erhilt die Ganzheitsbasis

1
(Z—i)ogsgn—l-

Im Beispiel F(x,y) = y® — 2% +22% — z ergibt sich damit (1, y, ;(—zl_z—lv). Der Spezialfall
eines quadratfreien p liefert natiirlich die Ganzheitsbasis (1,y,...,4"!). Um in dem
von y := fi aus (1) erzeugten Funktionenkdrper eine Ganzheitsbasis zu bestimmen,
miissen wir die in in Abschnitt 6.1 fiir ay gewonnene Gleichung (ay)? —a(z +1) =0
mit @ = (z — 2)%(z? — = + 1)y noch modifizieren, da die quadratfreie Faktorisierung
des Polynoms p := a(z + 1) noch Potenzen n = 2 enthilt. Dazu dividieren wir durch
(z — 2)? und betrachten nun (z — 2)(z? — = + 1)y mit Gleichung ((z — 2)(2? -z +

8[n AXIOM mit completeHermite.

19Bin schnellerer Weg in diesem Beispiel wire die Erkenntnis gewesen, da8 F homogen vom Grad 3 ist. *
Man hitte also durch = sofort dividieren konnen und eine Ganzheitsgleichung von £ erhalten,

20| | bezeichnet die untere GauBklammer, die die grofte ganze Zahl bestimmt, die kleiner oder gleich
der eingeschlossenen Zahl ist.
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Dy)? - (2 -+ D +1) = ((z° — 322 + 3z — 2)y)? — (2% + 1). Wir haben aus
didaktischen Griinden diesen Umweg gewihlt, man sieht nattirlich auch sofort in f,,
dafl man eine durch v/z3 + 1 definierte algebraisches Erweiterung von Q(z) benétigt.
Nach der Formel fiir die Ganzheitsbasis sehen wir sofort, da§ (wo,w;) = (1, (z—2)(z?~
x4+ 1)y) eine Ganzheitsbasis der durch f, erzeugten einfachen Radikalerweiterung ist.

Die kanonische Darstellung von f ist damit G

6.5 Grofie Grade der polynomialen Zihlerkoffizienten — Pol-
stelle im Unendlichen

Mit den bisherigen Uberlegungen sind die endlichen Pole unter Kontrolle. Um nun
analog dem rationalen Fall zusitzlich zu erreichen, dafl die Grade der Zihlerpolynome
a; in Gleichung (22) kleiner als die des Nennerpolynoms d sind, transformiert man vor-
ab mit einer ganzen Zahl j, die weder Nullstelle von d noch von der Diskriminante?!

von k(z,y) ist, das Problem mittels z := =5 baw. £ = 1 4 j und der Substitutions-
regel auf die Integration von Z’—h‘-ﬂz—;glﬁ";l- bestimmt dann die Ganzheitsbasis und

transformiert am Ende das Ergebnis zurtick.

6.6 Simulation von Hermite

Nach diesen Vorbereitungen kann man nun mit Hilfe von Hermite wie im rationalen
Fall die Exponenten der quadratfreien Zerlegung von d auf 1 reduziert werden.

Fiir festes j > 2 und d; # 1 schreiben wir wie in Gleichung (7) auf Seite 79
d = H?:z dk" = v’ mit v := dj und u ;= ;4; = Hk#j di* und setzen Polynome b;

und ¢; an, so dafl
;W; byw; oy

z; uvd ZD <vJ 1) Zo wpi—1 (23)

1= =
gilt. Durch Betrachtung der Nenner von Dw; mufl man hier allerdings noch fordern,
dafl der grofite gemeinsame Teiler e dieser Nenner, — der immer quadratfrei ist, — von
Anfang zusitzlich uv teilt, d.h. gegenfalls muB entsprechend erweitert werden. Damit
gibt es Polynome my; in z mit eDw; = Zk —o Mik Wy und ein Polynom s mit uv = se.
Nach Ableiten, Multiplikation mit u»’ und Betrachten der Gleichung modulo v erhilt

man
Z a;w; = Z biuv’ D (w'>
=0 =0
B.M. TRAGER hat nun in Abschnitt 4.2 in [67] gezeigt, daB (b;uv?D (% ))o<i<n eine
Ganzheitsbasis des k[z],-Moduls k(z,y) ist und damit ist garantiert, daB diese Glei-
chung immer eindeutig gelost werden kann. Dies geschieht durch Lésen des linearen
Gleichungssystems in den b;

n—]

a; = (1 — HJuDvb; + tz brmug
k=0

modulo v.

Durch Iteration des Verfahrens kann man erreichen, da8 f = Dg + h gilt, wobei
die algebraische Funktion bzgl. der Basis w dargestellt und in normierter Form einen
quadratfreien Nenner besitzt. Nun kann es allerdings passieren, da8 A eine Polstelle
im Unendlichen besitzt. Man erinnere sich, da8 wir in Abschnitt 6.5 f so modifiziert

2Dje Diskriminante bestimmt die Verzweigungspunkte!

106




hatten, da8 fiir f das nicht gilt. Falls das passiert, ist f nicht elementar integrierbar,
siehe Abschnitt 4.3 in [67].

6.7 Der logarithmische Anteil

ne1

Andernfalls ist [ h zu bestimmen, wobei b = Z-eg,—“’— ist mit quadratfreiem d und
die Pole von h durch die Nullstellen von d bestimmt. Wir kénnen die Nenner der
Basis w zu e € k[z] zusammenfassen und den Zshler 377 a;w; = % mit b € k[z,y]
schreiben. Wie im Fall rationalen Funktionen sind nun die Residuen der Polstellen
zu bestimmen. Das zur Stelle (z',y') gehérende Residuum ¢ der Funktion h := HbE
mit ausschlieflich durch d bestimmten einfachen Polstellen ist bis auf einen durch
das Verzweigungsverhalten bestimmten ganzzahligen Faktor gleich dem Wert von -e-g—d
an der Stelle (z',y'), siehe dazu das Theorem auf Seite 67 in [67]. Es wird dort auch
gezeigt, daf ohne Einschrankung angenommen werden kann, da8 keine Verzweigung an
Polstellen auftreten. Das Residuum ¢ einer Polstelle (z',3') ist also eine Nullstelle des
Polynoms b(z', y') — ze(2")Dd(z') € k[z]. Zusitzlich muf natiirlich immer F(z',y') = 0
gelten. Das heifit, die Residuen ¢ sind Nullstellen der Resultante res, (b — zeDd, F),
die wir anschlieend noch durch den gréften gemeinsamen Teiler der polynomialen
Koeffizienten in x teilen: pim.. Da die Polstellen von h durch die Nullstellen von d
bestimmt sind, ergibt sich schliefllich die ROTHSTEIN-TRAGER-Resultante

r := res; (prim, (res, (b — zeDd, F)), d),

deren Nullstellen die Residuen sind. Im Zerfallungskérper sind die Nullstellen ¢; von r
zu bestimmen und dann eine Basis (qy, .. .,qs) des Z-Moduls, den sie erzeugen. Dann
gibt es ganze Zahlen ¢; mit
Q; = Z Qi545.
Jj=1

Sei P; die Stelle mit Residuum «;, dann kann damit fiir jedes j der Divisor
Dj =) ayP

definiert werden, zu dem - der schwierigste Teil! — eine algebraische Funktion mit den
dadurch bestimmten Ordnungen o;; der Pol- und der Nullstellen gefunden werden
muBl. Genauer, es geniigt eine rationale Funktion u; in £ und y mit Koeffizienten in
einer algebraische Erweiterung von k in diesem Sinne fiir ein ganzzahliges Vielfaches
n;Dj zu finden. Gelingt das fiir alle j, dann ist

s
/h= > L 1og(uy).

— nj

j=1

Andernfalls ist A und damit f nicht elementar integrierbar. Die Beschrankung die-
ser Vielfachen gelingt mit der Methode von B.M. TRAGER durch Reduktionen des
Problems auf endliche Kérper!

Betrachten wir nun die Beispiele fi aus Abschnitt 2.2, Wir haben F(z,y) =
y? — 2% — 1 und die Ganzheitsbasis (1,y). Die Normalform von f, ist demnach
G=or—7T) Mit quadratfreiem Nenner d, dessen Ableitung gleich 3z% — 6z + 3 ist.

T
In der Notation von oben ist b = y und e = 1. Die z-Werte der Polstellen von f, sind

also [—'@, 34%*—1,2], die zugehérigen y-Werte sind [0,0, £3]. Die Resultante

ry+ = res,(b—zeDd, F) = res,(y — 28z =6z +3),y° —z* - 1) =
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(9z* — 362° + 542° ~ 36z + 9) 2 —2° — 1

hat teilerfremde Koefizienten. Damit sind die Residuen die Nullstellen von r; :=
res; (ry+,d) = 7292*(2? — 1). Eine Z-Basis des von den Nullstellen a = (0,1, —1) von
r4 erzeugten Z-Moduls ist ¢ := (1). Damit ist der einzige zu betrachtende Divisor
Dy, = P, — P, falls mit P, die durch (2,3) und mit P, die durch (2, —3) bestimmten
Polstellen mit Residuum 1 bzw. -1 bezeichnet sind. Man muf sich nun iiberlegen, da8
es keine Funktionen v in @Q(z,y) geben kann, die als Divisoren (P, — Pg) oder 2(P;, —
Py) oder besitzen. Erst der Divisor 3(P — P;) hat mit u := +6“)y';‘:’c‘§ +*i12";i_% =710
eine Realisierung als Funktion, die genau eine dreifache Nulistelle P; und genau eine
dreifache Polstelle P; besitzt. Also ist u? eine geeignete Funktion und damit ist das
Integral [ fidz = 7 log(u) bestimmt.

7 Ausblick

7.1 Ubersichtsarbeiten

Weitere Arbeiten mit Ubersichtscharakter oder mit didaktischer Aufbereitung des
Stoffes sind und [35] von T. KASPER, der einen historischer Abrifl der Entwicklungen
bis Ende der 1970er Jahre gibt, [4] von M. BRONSTEIN sowie [5] von M. BRONSTEIN,
J.H. DAVENPORT, B.M. TRAGER. Eine Aufbereitung des Stoffes fiir die Leser des
Spektrums der Wissenschaft hat R. KRAUME in [42] durchgefiihrt.

7.2 Spezielle Funktionen

Hier kann sind zwei verschiedene Dinge zu unterscheiden. Zum einen kann man eine
Erweiterung der Klasse F der zu integrierende Funtionen durch af,li, €, {5, f g etc.
zulassen, zum anderen natiirlich eine Erweiterung der Klasse G der Funktlonen, die
fiir die Darstellung der Integrale zugelassen sind. Zu den Resultaten in dieser Hinsicht
zitieren wir aus aus der Kurziibersicht von M. BRONSTEIN in [13]:

Erweiterungen des RISCH-Algorithmus mit speziellen Funktionen wurden
zuerst von Cherry [14, 15] betrachtet. In diesen Arbeiten diirfen sie im
Ergebnis auftreten, bei Knowles [38, 39] auch im Integrand. Obgleich hier
spezielle Funktionen erlaubt sind, gestattet weder Cherrys noch Knowles’
Algorithmus gemischte Funktionen, d.h. zugleich algebraische und tran-
szendente Funktionen im Integrand. Bronstein [9] erweiterte Tragers Algo-
rithmus fiir den Fall gemischter elementarer Funktionen und Weileder [69]
gab einen Algorithmus an, der gemischte elementare Funktionen behandelt
und noch spezielle Funktionen im Ergebnis zuld8t. Wahrend der Fall ge-
mischter Funktionen des Algorithmus von Bronstein teilweise in AXIOM
implementiert ist, ist das allgemeine Problem der effizienten Behandlung
gemischter Integranden offen.

Jiingste Arbeiten zu diesem Themenkreis - auch mit Beitrigen zur weiteren Verbes-
serung der Algorithmen - sind die Doktorarbeiten von [1] von J. BADDOURA und [7)
von L. BERTRAND.

7.3 Definite Integration

Wie wir schon im Abschnitt 3.10 gesehen haben, treten hier noch schwierigere Proble-
me auf. Schon bei der definiten Integration von rationalen Funktionen muff man sehr
aufpassen, damit man keine unstetigen Stammfunktionen auswihlt fiir die die Vor-
aussetzungen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung natiirlich nicht
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gegeben sind. Es gibt keine geschlossene Theorie zur definiten Integration. Aus diesem
Grund 148t AXIOM als Integrationsbereich den Parameter x=a..b im wesentlichen
nur bei rationalen Funktionen zu und warnt, falls a oder b keine konkreten numerischen
Werte sind, mit potentialPole, so dafl man als drittes Argument eigenverantwortlich
noPole angeben mufl! In einzelnen Systemen wie MAPLE oder MACSYMA sind Spe-
zialalgorithmen und Heuristiken fiir einige Teilklassen von Funktionen implementiert
(127).

Eine gewisse Hoffnung zu weiteren Fortschritten bei der symbolischen Lésung von
definiten Integralen bieten die Ideen der neueren Methoden von D. ZEILBERGER fiir
das diskrete Analogon der definiten Summation. Ein guter Ubersichtsartikel zu diesem
Themenkreis von P. PAULE und V. STREHL ist in [51].

7.4 Symbolisches Losen von Differentialgleichungen

Diese Fragestellung ist natiirlich der nichste logische Schritt. Nachdem die einfachste
Differentialgleichung, das Bestimmen eines Integrals, schon solche Probleme bereitet,
ist es sicher nur allzu versténdlich, dafl auch dies nicht einfach sein wird. Allerdings
148t man hier sinnvollerweise sogenannte L10UVILLEsche Funktionen als Lsungen zu.
M.F. SINGER hat hier wichtige Beitrige geliefert, insbesondere eine prinzipielle Losung
fiir lineare gewthnliche Differentialgleichungen — dhnlich wie die Lsung von RiscH
fiir die symbolische Integration, siehe etwa [61], [62] oder [63]. Derzeit ist man dabei
fiir kleine Ordnungen - fiir die Ordnung 2 hat J.J. KovAcic in [41] einen Algorithmus
angegeben — effektive Methoden zu entwickeln. Methoden der Gruppentheorie spielen
hier eine wichtige Rolle. Bei partiellen Differentialgleichungen versucht man mit der
Symmetrieanalyse, die auf S. LIE zuriickgeht, die Gleichungen zu behandeln. Eine
erste Orientierung zu diesen Themen kann man sich im Beitrag auf den Seiten 61-69
von F. OLLIVIER et al. in [13] verschaffen. In der schon oben erwihnten Ausgabe des
Spektrum der Wissenschaft gibt es auch dazu Beitrige: [26]) und [60].

8 Dank

Der Autor dankt M. Bronstein fiir die Uberlassung einer Vorversion seiner Monogra-
phie [10], die er fiir seine Vorlesung im Wintersemester 93/94 an der Universitit Heidel-
berg nutzen konnte und die auch diese Ubersichtsarbeit stark beeinfluit hat. Zugleich
sind viele Ideen des Hauptvortrages Recent Advances in Symbolic Indefinite Integra-
tion, den M. Bronstein in der Sektion Computeralgebra auf der DMV-Jahrestagung
1995 in Ulm gehalten hat, eingegangen.
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Fuzzy Logik und ihre Anwendung
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Zusammenfassung

Es wird in die Grundlagen der Fuzzy Logik und ihre Anwendungen eingefiihrt. Die entschei-
denden theoretischen Grundlagen wie unscharfe Mengen und ihre Repréasentation durch lingui-
stische Variablen, sowie die unscharfe Logik mit plausiblen Schlufiweisen (fuzzy Inferenz)
werden erldutert. Die Hauptanwendungsgebiete wie Fuzzy Regelung, Expertensysteme und
Mustererkennung werden anhand von Beispielen dargestelit.

Einleitung

Was ist fuzzy? Mein Worterbuch interpretiert "fuzzy" als unscharf, verschwommen, verwischt
oder auch fusselig. Wozu benotigen wir Unschérfe in der Beschreibung von Modellen, Daten,
Begriffen und in der Logik? In unserer modernen abendiéndischen Kultur wird ein unsicherer
Erkenntnisschritt oder eine verschwommene Beschreibung als unlogisch oder unwissenschaft-
lich abgetan oder sogar verunglimpft. Schaut man dem Wissenschaftler oder Ingenieur aber
aufs Maul, so hort man nicht selten im Zusammenhang mit Messungen und Daten von Fehlern,
Begrenzungen durch die Auflosungsfunktion des Detektors und unvollstandigen Messungen.
Bei der Modell-Bildung redet man von vagen Konzepten, heuristischen Annahmen bis hin zu
groben Verallgemeinerungen. Die Auswertung und der Erkenntnisschritt wird von intuitiven
Schliissen und Vermutungen sowie groben Abschitzungen begleitet. Wir werden darin von
Albert Einstein bestéirkt:"Keep it simple - but only simple enough to work".

Woher kommt nun diese Unschirfe? Bei den Messungen ist die Unschérfe bedingt aus statisti-
schen und systematischen Fehlern, den Grenzen der Auflosung des physikalischen Nachweis-
gerites und der Unvollstandigkeit vieler Messungen. Im allg. wird z.B. aus der Zahl der ange-
zeigten Stellen auf elektrischen MeBinstrumenten eine tiberhohte Erwartung an die mogliche
MeBgenauigkeit gestellt. Unschérfe ist auch in der physikalischen MeBtechnik etwas sehr Na-
tiirliches. Zudem konnen die Daten oder Ereignisse zuféllig verteilt sein, d.h. einer stochastisch
gegebenen Verteilung folgen. SchlieBlich werden die Messungen, Erkenntnisse und Beschrei-
bungen von Menschen gemacht und verfaBt. Sie sind oft unvollstindig, idealisierend oder stark
vereinfachend. Daraus ergibt sich noch eine linguistische Unschiirfe. Insgesamt haben wir da-
mit drei Unscharfen: die Daten- oder informationelle, die zufallige und die linguistische Un-
schirfe. Trotz all dieser Unsicherheiten konnen wir deterministische Modelle bilden, aber auch
stochastische, heuristische oder fuzzy Modelie. Was gerade die unscharfe (fuzzy) Modellbil-
dung uns einbringen kann, soll mit diesem Vortrag naher gebracht werden. Brauchbare Modelle
wird man danach beurteilen, ob sie mathematisch vielfaltig genug sind, physikalisch moglichst
einfach die Naturgesetze wiedergeben und mit einer Rechnung z.B. im Computer leicht nach-
vollziehbar sind.

Theorie unscharfer Mengen (Fuzzy Sets)

Die Theorie unscharfer Mengen oder Begriffe hat im wesentlichen zwei Komponenten, die ihre
Unschirfe verursachen. Zum einen die Unschirfe der natiirlichen Sprache oder der Linguistik.
Zum anderen sind die Regeln, mit denen die Eingangs- und Ausgangsvariablen verkniipft wer-
den, verschwommen und/oder mehrdeutig. Das 148t sich leicht an ein paar Beispielen illustrie-
ren.

Beispiel 1.1

* Der klinische Schweregrad III beim Bluthochdruck kann aus medizinischer Sicht folgender-
maBen beschrieben werden: "Systolischer Blutdruck hoher als 200 Torr oder diastolischer
Blutdruck zwischen 120 und 130 Torr. Meistens stabiles Blutdruckniveau, Sehr oft Anzei-
chen kardialer Insuffizienz, Augenhintergrundverdnderungen, stirkere Beschwerden, feil-
weise zerebrale Storungen" (siehe H. Bothe 1993). Die kursiv hervorgehobenen Textab-
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schnitte weisen auf die unscharfen (fuzzy) Bewertungen hin, die eine flexible, intelligente
Reaktion des Arztes ermoglichen und erfordern.

Ahnlich werden wir die Hilfe eines AuBlenstehenden beim Einparken eher mit unscharfen Ar-
gumenten akzeptieren:

Beispiel 1.2:

unscharfe exakte Anweisungen beim Einparken
das Lenkrad stark nach rechts ein schlagen, das Lenrad 30° 10' nach rechts

das Auto ca. 1 m zuriick setzen, 76,3 cm zuriickfahren

das Lenkrad stark nach links ein schlagen das Lenrad 40° 20' nach links

Wenn wir uns dem geparkten Auto néihern, mit der Bremsbeschleunigung = 3,0 m/s* nach
das Auto langsam abbremsen 1,76 s abbremsen

Mit den exakten Anweisungen wird man nicht viel anfangen konnen, da die relative Genauig-
keit unserer menschlichen Datenerfassung nicht ausreicht. Ebenso formulieren wir die Regeln
fiir die Verkniipfung (kursiv hervorgehoben), siche Beispiel 1.2, mit unscharfen Argumenten.
Trotzdem gelingt es uns im allgemeinen, mit unprazisen, vagen Daten und Regeln reale kompli-
zierte Aktionen wie das Einparken eines Autos in eine Parkliicke zu bewiltigen. Die gleiche
Aufgabe 148t sich mit einem streng deterministischen Programm in einem Computer nicht so
leicht realisieren, und noch weniger leicht programmieren. Damit erweist sich das neuronale
Netzwerk in unserem Gehirn als ein effektives Werkzeug, um die unprazisen Anweisungen in
einem funktionierenden dynamischen Ablauf umzusetzen - ohne dafl wir erst ein Modell fiir den
ProzeB entwerfen miissen. Unser Gehirn lernt mit "trial and error" oder einem Lehrer, der uns
anleitet und ist in der Verarbeitung von Fuzzy Regeln dem grofiten Computer iiberlegen.

Indem wir unscharfe Mengenbeschreibungen und SchluBweisen benutzen, um reale Aktionen
auszulosen, konnen wir quasi modellfrei komplexe dynamische Prozesse kontrollieren oder
Situationen klassifizieren. Dadurch wird die Kopplung zwischen Mensch und Computer auch in
komplizierten Situationen einfacher und fiir den Benutzer transparenter. Die Ziele fiir die An-
wendung von fuzzy Mengen und Regeln lassen sich in drei Hauptgruppen einteilen:

1. Regelungsaufgaben, insbesondere nichtlineare Regelung, wo das Modell des zu regelnden
Prozesses nicht bekannt oder sehr kompliziert ist, bzw. sich zeitlich dndem kann und eine
adaptive Regelung erfordert.

2. Mustererkennung und/oder Datenfilter, d.h. es geht um die Merkmalsextraktion aus zumeist
verrauschten MeBdaten und die Clusterbildung und Klassifikation mit fuzzy Regeln. Typi-
sche Anwendungen sind z.B. die Kontrastverstiarkung von Ultraschallaufnahmen von Foten
im Mutterleib oder die Aufarbeitung von komplizierten von der Temperatur und dem Luft-
druck abhingigen Sensorsignalen oder zur Identifikation von spezifischen Stickstoffverbin-
dungen bei der Sicherheitskontrolle von Gepackstiicken im Flugverkehr.

3. Unscharfe regelbasierte Expertensysteme, wie z.B. die Analyse der Kreditwiirdigkeit von
Bankkunden oder Diagnostik in der Medizin.

Hier sollen die ersten beiden Aufgabenklassen besonders interessieren. Dabei wird der Begriff
der Fuzzy Logik nicht im engeren Sinne fiir die Modellierung der menschlichen Beweis- und
Entscheidungsfindung sowie der biologischen neuronalen Prozesse im Gehirn verwendet, son-
dern es wird mit Fuzzy Logik ein fiir viele technische und physikalische Probleme neues
Handwerkszeug gesucht. Die Bedeutung der Fuzzy Logik liegt darin, da3

¢ viele natiirliche Mengen unscharf begrenzt sind,

¢ die Gesetze der klassischen Mengenlehre und Logik benutzt werden konnen, um die Theorie
unscharfer Mengen herzuleiten.

» Fuzzy Logik parallel abgearbeitet und damit mit hoher Rechenleistung installiert werden
kann.

Im Folgenden sollen die theoretischen Grundlagen der Fuzzy Logik plausibel gemacht werden.

Es wird dabei auf die Definition unscharfer Mengen und ihrer Representation durch linguisti-
sche Variablen, bzw. Terme erldutert, sowie die unscharfe Logik mit ihrem Kemn, dem plausi-
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blem Schliefen, an Beispielen beschrieben.SchlieBlich wird auf die drei Hauptanwendungsge-
biete Fuzzy Expertensysteme, Regelung und Mustererkennung mit Beispielen eingegangen.
Eine Literaturliste erganzt die Darstellung. Das dort aufgefiihrte Buch von Herrn Bothe kann ich
als gut verstindliche Einfiihrung in die Thematik empfehlen.
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Forschungszentrum Karlsruhe
Technik und Umwelt

Elektronik
H. Gemmeke, 12.12.1995

I Hauptabteilung ProzeBdatenverarbeitung und

Fuzzy Logik
und ihre Anwendung

Gliederung:

* Was ist Fuzzy?

Woérterbuch: "fuzzy" = unscharf, verschwommen,
verwischt oder auch "fusselig" ?
warum soll das ein nitzliches Konzept sein ?

e Grundlagen:
- Fuzzy Mengen und linguistische Variablen
- Fuzzy Logik und plausibles SchlieB3en

« Anwendungsgebiete mit Beispielen:
- Fuzzy Expertensystem

- Fuzzy Regelung

- Fuzzy Mustererkennung

Gemmeke, Fuzzy.1
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(Wozu Unscharfe in Modellen, Daten, Definitionen und Logik ?]

Beispiel: Einparken mit Helfer

unscharfe

exakte Anweisungen

das Lenkrad stark nach
links einschlagen,

das Auto knapp 1 m
zurlicksetzen

Wenn wir uns dem
geparkten Auto nahern,

dann das Auto langsam
abbremsen

¥ ruan~y_)5"‘t>¥"_.

2t o

das Lenkrad 30°10' nach links

76,3 cm zurtckfahren

nach 1,76 s abbremsen

Bremsbeschleunigung = 3.0 m/s?

exakte Anweisungen unbrauchbar
1. linguistische Unscharfe (Sprache)

2. Stochastische Verteilungen (Daten)
3. informationelle Unschérfe (Regeln & Daten)

Modell: deterministisch, stochastisch, heuristisch, fuzzy ?

Brauchbarkeit der Modelle ? === Kriterien

mathematisch vielfaltig
physikalisch "natdrlich”
rechnerisch leicht durchflhrbar

keep it simple -
but only simple
enough to work

Gemmeke Fuzzy?2
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Beispiel: scharfe Menge A

(reelle Zahlen zwischen 6 und 8)

A={a6sa<8rac R}

O) penfey

Def.: Zugehdrigkeitsfunktion py={ | XEA L

o ] 0 sonst
empirisch (warfeln) A AR

HA & ~ pa€f0,1]

Gemmeke, F uz4
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Unscharfe Menge: A ={( T, u, )1 T nahe 20°}

|
Zugehorigkeitsfunktion mit der T
zur unscharfen Menge A gehort

1 ———————————————————— | 1
0,5_ Ir ] ! '
. 18° 20° 22° |
_______ _<:1 ] 1 I I R
T
b po
o [ P
05E G- I
’5 0,55
________ -l : | 1 -
Fuzzifizierung T
bips
g [
0,5}
18° 20° 22° T

Was ist diesen Zugehorigkeitsfkt. gemeinsam ?

Gemmeke, Fuzs :
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Zadeh's Operationen auf unscharfen Mengen
1965

ua (X),ug (X) € (0,1) VxEX

Gleichheit ( =) A=B Ha(X) = Pg(X)

B/ /R
Teilmenge (C)  ACB  pXsppt) =f— M

Komplement ( ) wx =1-pp
z.B.:
Durchschnitt () Hapg =min (U pp) & =pp = g

Vereinigung (U) Hays =Max (Up Hg) % =[a+Hg-pa * Hg

‘1 Es existieren viele andere Operatoren auBBer min, max far "N", "U"

speziell  wpqg = Min(pa, wg) = min(ua, 1-p,) = 0 1 far pa =0

Gemmeke, Fuz7
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sy

Fuzzy Durchschnitt von Mengen

Fuzzy Vereinigungsmeng

A O T IO

Gemmeke, Fuzzy8
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11

Gemmeke, F; 1387

% G

EAr i G e A SR I A N 4

27
= cum%&mx%\v\ s
o

o snv«

%

.g
-

max (Ha, Ha)

V.
¢

.wv».

Hana = Min (pp, Up)
Haua

PERPE R P NP P A G N A SV S S SV 3N R B B S

AHK:&Q
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Linguistische Ausdrucke
als symbolische Beschreibung der fuzzy Logi

z.B.: Beschreibung der linguistischen Variablen Helligkeit
mit Hilfe von syntaktischen Regeln (Grammatik):

linguistische Terme:
sehr dunkel dunkel mittel hell sehr hell

\ | |
\ semantische Regeln
Ty | | '

unscharfe
Mengen

' — [cd/m?2]
0 2 4 6 8§ 10 Helligkeit

physikalische Bedeutung

Gemmeke, Fuzzyi1
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fuzzy Kihlschrank

u(T) H(®) |
Temperatur niedrig Kihlventil halb offen
1 t----""R~-"" - 1
min
0.27-- sl ().2
0 4 0 ; .
18 T[°C] 50 ¢ [%]

Regel 1 IF Temperatur = niedrig THEN Kuhlventil = halb offen

Inferenz
(GedankenschiuB3)
u(ﬂ% H(o) &
Temperatur mittel Kihiventil fast offen

Y o
18 T[°C] 50 o [%]
* max
Regel 2 IF Temperatur = mittel THEN Kuhlventil = fast offen
Fuzzifizierung Defuzziﬁziemng
A p(p) A Bildung des

Flachenschwerpunkts

P
9aus [2]

T °C
18 N [°C]

scharf scharf

Gemmeke, Folie 64
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Unscharfe als Mehrwertigkeit der Logik

Klassische Logik:

der Wahrheitsgehalt t einer Aussage S

wahr 1 i
t(S) =% falsch 0 ( -1 ) }
linguistisch boolesch  numerisch (Computer)

Parminides ~ 500 a.Chr. : "tertium non datur" £ SNS =@

Paradoxon: Lugt der Lugner von Kreta,
wenn er sagt,
alle Kreter sind Lugner ?

Der Satz auf der anderen Seite ist wahr
1l sw i oin fai slis2 natdbnsish Ws siseS 190

st beides falsch oder wahr ?

t(S)= t(S)=1-1(S) 2?2

t(S):(g)) =1t(S)= ((1) ) = 1=07?

Ausweg: J. Lukasiewicz (1930): mehrwertige Logik
3 wertige Logik: 2+t (S)=1=> t(S)=1/2

f Paradoxon reduziert sich zu einer wortwértlichen
\ Halbwahrheit

Gemmeke, fuzzy12
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SchluBfolgen fur scharfe Logik (inference)

Implikation = Regel: wenn ... dann...: (a=>b)=avb

d.h. eine Implikation ist nur dann falsch,
wenn a = wahr und b = falsch

modus ponens (Grundregel der Deduktion)

(arn(a=b))=Db

Pri- % Regel: wenn a = wahr dann b = wahr

. misse
: Faktum: a = wahr

Schluf3: b = wahr

Approximatives SchlieBen

unscharfe Wahrheitswerte a,be [0,1]C IR, z.B.a=b=0,9

linguistische Variabien und unscharfe Quantoren
("meist", "sehr rot", ...)

unscharfe Logik:

aanb =min(a, b) und andere Def.’s
avb =max(a, b) Lukasiewicz (1930)
a =1-a analog zu den fuzzy Mengen

aber Implikation nicht = max(1 - a, b)
sondern min(a, b) (Mamdani)

Nichtidealisierte Realitat enthalt viele Zwischenstufen
zwischen "wahr" und "falsch" => unscharfe Logik

Gemmeke, Fuzzy13

—131—




erweiterter modus ponens
"plausibles plausibles SchlieBen" (Zadeh)

u, v = linguistische Variablen mit den linguistischen Werten A(x), B(y)

Es existiert Abbildung Uﬁgﬁgaer;e

Linguistik === physikalische

Welt

z.B. Expertenaussage: rote Kirschen sind suf3
(u=Kirschenfarbe, v=Kirschengeschmack):

Regel: wenn Kirschenfarbe = rot dann Geschmack = suf3

Fakium: Kirschenfarbe = sehr rot

Schiuf}: Geschmack = sehr suf
( mehr als...)

Voraussetzungen: Unscharfe in rot, sif

Monotonie in rot, suf3

d.h. LA, A'(x) ahnlich A(x) und B'(y) ahnlich B(y)

in gleicher Richtung monotone Variation der AusgangsgroBe
(z.B. sehr, mehr als, etwas weniger,..)

Regel: wenn u=A(x) dann v =DB(y)
Faktum: u=A'(x)

SchluB: v=B'(y)

Gemmeke, Fuzzy14
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Defuzzifizierung fir

Anforderungen:

StellgroBe —* Regelung
Pl Expertensystem

Entscheidung
AN Klassifikator

(Mustererkennung)
& interpolierend ( zw. den Regeln )
& alle aktiven Regeln gehen ein
@ stetig  input => output

& abhangig vom Erflllungsgrad
der Regeln

& Rechengeschwindigkeit ?

& Hardware - Realisierung ?

COA: center of gravity (area) = Schwerpunkis - Methode

Vros = [Y *bregly) - dy
[ Uredy) - dy
2V Wrae(Yi)
> Uresl Vi)

_ 2Ymaxi® Hmaxi

2Hmaxi

Hy
14

Hmax1 /

Ymax2 y
yres Gemmeke, Fuzi5

Ymax1
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tur recelhaciertar Fuzzy Expertensysteme

® Oberflache (shell) in natiirlicher Sprachumgebung
fuzzy: Verwendung linguistischer Variablen

e Entscheidungsfallung wie beim Menschen
fuzzy: Implikation = dem menschlichen Empfinden

e Entscheidungsfallung auch bei unvollstandiger
Informationslage
fuzzy: plausible SchiuBweise, auch widersprichliche
Regeln,Daten kdnnen verarbeitet werden

e Wissenserweiterung der Wissensbasis durch
Lernen (KNN)

Experte ProzeB3 Anwender

input T StellgroBen

Entscheidungs-
rekonstruktion

Wissens-
erwerb

Expertensystem

PP PP P P e g P S E R I A RN
T o s L I M S A A M A R M W B N N N NN NSNS DN SE NN EN T aw

-
\.\“\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\‘\\\.\\\\1\\\\\\\\\\\\\\\"

Inferenzmaschine: Fuzzifizierung, Inferenz, Summation aller
Regeln, Defuzzifizierung

Gemmeke, Fuz17
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Anwendung von fuzzy Expertensystemen

— Regel- und Datenbasierte Kontrollsysteme (Leittechnik)

— Regeltechnik (speziell nichtlineare Regelung)

— Mustererkennung

— Finanzsysteme (Kreditw(rdigkeit von Kunden,
Aktienkursentwicklung)

— Optimierungsprobleme (Logistik, ...)

— Datenanalyse ( Fehlerdiagnostik, medizinische
Diagnostik, ...)

Bekannte fuzzy Expertensysteme

Name

FuzzyCLIPS

Fril

Anwendung

Entwicklungssystiem flr Expertensysteme auf
CLIPS-Basis

erlaubt freie Mischung von bool’scher und fuzzy
Logik

verarbeitet auch gewichtete Unsicherheitsfaktoren
"then"-Teil kann auch Prozeduren enthalten

kann auch Objekte verarbeiten

WWW (Worid Wide Web):
http://ai.iit.nrc.ca/fuzzy/fuzzy.html
oder Uber anonymous ftp:
ai.iit.nrc.ca:/pub/izclips/

fuzzy Entwicklungssystem flr Expertensysteme
auf PROLOG-Basis |

Fril Systems Lid,Maggs House, Bristol, BS8 1QX,
UK, fax: +44 272 211594 Gemmeke, F 125
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Lageregelung fir MIPAS-Ballon-Experiment
(Michelson Interferometer flir passive Atmospharische Sondierung
H. Fischer et al., IMK)

Motivation fiir adaptiven
Fuzzy Redgler:

- nichtlinearer Regler

« T->-60°C,
Reibung T-abhangig
- kein genaues Modell
vorhanden

lagegeregeltes
Spiegelsystem

06 <0,1=dh/R ~ 60 prad

Sichtlinie
500 km

1,5 mrad

Gemmeke, Folie 134
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Parameter-adaptive Fuzzy-Controller

bisher: Fuzzy-Komponenten direkt im Regelkreis

jetzt:  im Regelkreis konventioneller Regler, dessen
Parameter durch Fuzzy-Logik eingestellt werden:

Beispiel: adaptiver PD-Regler fiir MIPAS

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\.\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\.\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\V
N N

off-line fuzzy Adaption

7z

WL LLEL ISP SLLLLTLLEL TSI PSS

Sprung- | Fuzzy- Ermittlung Aufzeichnung
befehl Regler der Eingangs- (< der Sprung-

l
I

N ( j
AN L\\\\\\\\\\\\\\\Ql&\\\\\ &\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\'\\\\\\\>\\\\\

e

SIS SIS IS EF LIS IS LSS TGS s rr t h it s

‘{"/////I//// ///////I//////I/(//I///////(//////f/////////////////////////////////////////////////////////////.////l/////////////////////// /////,/'
' 7
7

W "’Y( e g
. /

PD-Regler > Verstarker — Motor | Encoder }—<—+-

I 7

/

X

oL 110 YD = K¥(e() - A <et-1))
mit PWM

R e N O R N SRNS NSRS

_____4.
SNRRRRARAR AR SRR BN

Regelkreis

TLLISSLSSSSLIISS L LSS LS IS LS LIS LI LTSS LSS I LS LS LS IS S LSS S S LSS LSS S SIS S LS LSS SSSSSLS SIS S S LSS SIS IS IS LSS LSS SIS S SIS S LSS LSS IS LS IS SS SIS AT SIS S AL LS L

NS

R

- zunachst Einstellung des Reglers mit Default-Werten
- Aufschalten eines Sprungs und Analyse der Sprungantwort
« Bestimmung mehrer MaBzahlen:

X L_—_-_ N 1. Uberschwinger x(t,)/Xso)

soll - 2. in_Toleranz = t4/t,

3. Genauigkeit o(x) flir t > 2t5

L 4.relative Anstiegszeit to/t4
t1 t2 t3 2*1:3 Gemmeke, Folie 137
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Uber-
schwinger

Regeln fur den Fuzzy-Controller

kiein
normal
grof}

schr groB3

2
o
=
g 5
O % 3 &
+t £ &
& o o ¢
v O c 3

-lo01lo0 R
-101lo0 - -] -
-+ o+ - - -
0,0} 0 i N B
0{0}|O0 R R
010+ S
00|+ -l - -
-l -10 S R (o
+]+ [+ ] 000
+ |+ |+ 01010
-

+ |+ |+ 01010
++ | ++ | ++ - -] -

i
normal | langsam
relative Anstiegszeit

Reglerparameter A

FRFIY [ ey ++ | ++ | ++
+ |+ |+ + |+ [+
01010 ++ | ++ | +4+
N R 4 |+ |+
+ |+ ]+ | + |+ |+
oo+ 000
-]+ + 0+ |+
-] - 4 |+ |+
o[o]+ + |+ | +
0olo]+ + |+ [ +
I P PP
S U |+ |+

normal | langsam

relative Anstiegszeit

Reglerparameter K
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schnell

gut

Jangsam




1.0
0,9
0.8
0.7
0,6
05
0,4
0.3
0.2
01
0,0

1.0
0.9
0,8
0.7
0.6
0.5
0,4
0.3
0.2
0,1
0,0

[oX:3

0.6

0.2

0,0

Uberschwinger

Klein notmal gro8 sehr groB
X Encoderschritte
10 15 20 25 30 3s 40 as 50
in_Toleranz.
schnell qut langsam
]; A
/
/
|
1 // 134°
v i 2 25 3 35 4 4.5 <
stationare Genauigkeit
periest . \ qens s unaenay
I
{
I}
{
T \L Encoderschritte
0 1 2 3 4 <
relative Anstiegszeit
noimal langsam
2
1 1.2 3 1.4 15 1.6 1.7 1.8 1.8 2
K_Anderung
1.0 stark negativ negativ null positiv stark positiv
T
0.8
0,6
0,4[
0,27
0,04 + + { { + Y + - £ ) t +
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3. 4 5 6 7
. Anderung des Parameters K
A_Anderung
10- stark negativ negativ null positiv stark positiv
! \
0.8
0.6
0.41
0,27
00F—+—r Y YN
121709 -8 -7 6 -5 -4 -3 -2 .1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Anderung des Parameters A —139—




o Begen mL‘z/aw/tu

RESULTRYE:
1 ENCODER-
Sohnd = 24"

5 EC-Sohn fle
~ 60 K tad

A

mit Unwucht:

mit Reibung:

Vor der Optimierung der Parameter:

A:

255 K:

255

Sprungantwort mit optimierten Parametern:

se

1000 s

A 2006 K: 254
Zahl der Durchgénge: 7
T N N S SN N NN B S
’ So0 mE
14, . 3 neu adaptiert
g 12} g B original
T 10
@ 8
S5 6
S 4
c
a2
0 i =
1Hz 0.5Hz 0.1Hz
Frequenz des Sinus
25 3 B neu adaptiert
) N H original
£ 20 AN
£ X
§ 15
5 10
=]
-
w
o)

1Hz 0.5Hz 0.1Hz

Frequenz des Sinus
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Numerische Mustererkennun

-xperie: 7~
fefiniert ™

SENSOR
Messung

Merkmalsklassen
(Cluster, Prototypen

d(m,mg;) = ds

weild nicht  Apfel Birne Orange e--

—
.

yCi(mD Zugehorigkeit des Merkmalsvektors m; zur Klasse C;

Gemmeke, Fuzzy19
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Beispiel: Besteck-Sortieranlage
(M. Lauzi, Uni. Kaiserslautern)

& Besteck lauft an einer Induktionsspule vorbei und erzeugt dabei
ein charakteristisches Signal |

# Extraktion von Merkmalen aus diesem Signal:
— Amplitude und Zeitwert des Maximums
— Differenz zwischen absolutem und lokalem Maximum
— Flache und Lange des Gesamtsignals
— steilster vorkommender Gradient

MeBobjekte
z.B.: —) <
— \\
e \ MeB-Strecke (Spule)
— ) \\
( y Auswerte-Elektronik
Filter-Verstarker Monoflop | Startsensorl
T
Oszilloskop 7 Stopsensorl
~ y
Valid
)
digitaler | -
Eingang|f . . -

Fuzzy-Controller
PC (3806) (FC 1 10) ,
I | I O
e — PC-Bus- - |bdigitale |
9 Interface Ausgange |
PC-Fuzzykarte . 5550
3T 052
=97 85
T

Folie 17
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Charakieristische Signalformen des Bestecks

%

Messer Gabel
Loffel Teeloffel
Loftel vorwarts Loffel rackwarts

Gruppe 5: Richtungserkennung
IF (MAX_TIME = early) AND (DETECT = Gabel) THEN (DIRECTION = forward)
IF (MAX_TIME = medium) AND (DETECT = Loffel) THEN (DIRECTION = forward)
IF (MAX_TIME = early) AND (DETECT = Teel6ffel) THEN (DIRECTION = forward)
IF (MAX_TIME = medium) AND (DETECT = Messer) THEN (DIRECTION = forward)

Folie 18
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Ergebnisse "Besteck - Identifizierung"

relative
Haufigkeit 4
(AREA) Fuzzy-Set "large"
L6ffel
-
MeBwerte
r__ela_tive_ |
H(?Auélgl;e)alt Fuzzy-Set "small”
Gabel
-
MeBwerte

Gruppe 1: Gabel

IF (AREA = medium) AND (MAX_DIFF = small) AND (TIME = medium)
AND (GRADIENT = medium) THEN (DETECT = Gabel)

IF (AREA = medium) AND (MAX_DIFF = small) AND (TIME = short)
AND (GRADIENT = big) THEN (DETECT = Gabel)

IF (AREA = medium) AND (MAX_DIFF = medium) AND (TIME = medium)
AND (GRADIENT = big) THEN (DETECT = Gabel)

IF (AREA = medium) AND (MAX_DIFF = medium) AND (TIME = medium)
AND (GRADIENT = medium) THEN (DETECT = Gabel)

& FErgebnis:
Erkennungsrate > 90 %
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Zusammenfassung

Fuzzy Logik hat in seinen Hauptanwendungen, wie
Regelungstechnik, Expertensystemen und
Mustererkennung einige wesentliche Vorteile:
- gute Mensch-Maschine-Kopplung iber linguistische
Variablen und Operatoren in einer sonst
rein mathematischen Theorie
kann unvollstandige und vage Daten verarbeiten
parallele Struktur

benotigt kein Modell, intuitive menschliche
Beschreibung oft hinreichend

kurze Programmentwicklungszeit und schneller
Anfangserfolg

aber

- Optimierung sehr mihsam (viele Parameter)

=> Lernen der Parameter mit Neuronalen Netzen
oder evolutionaren Modellen

=> Aufwand nur fir nichtlineare und komplexe Systeme
lohnend, aber die sind dann einfacher zu entwickeln

Gemmeke, Fuzzy22
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Bisher erschienene Berichte zur Seminarreihe “Aktuelle Forschungsgebiete in der
Mathematik“

KfK-Seminarreihe “Aktuelle Forschungsgebiete in der Mathematik® Seminarbeitriige
1993, R. Seifert, T. Westermann (Hrsg.), KfK-Bericht 5276, Mirz 1994:

“Was ist schlecht an schlecht gestellten Problemen?
H.J. Dobner, Universitit Karlsruhe

“Mathematische Verfahren flir technische Feldprobleme*
. Halter, Fachhochschule Karlsruhe

“Material Accountancy: A Game Theoretical Analysis“
S. Zamir, Hebrew University of Jerusalem

“Statistical Methods for the Carcinogenic Risk Assessment*
A. Yakovlev, St. Petersburg University

“Numerische Losung partieller Differentialgleichungen mittels finiter Differenzen”
C.P. Hugelmann, Kernforschungszentrum Karlsruhe

KfK-Seminarreihe “Aktuelle Forschungsgebiete in der Mathematik® Seminarbeitrige
1994, C.P. Hugelmann, R. Seifert, T. Westermann (Hrsg.), FZKA-Bericht 5560, April
1995:

“Globale Optimierung mit Ergebnisverifikation
D. Ratz, Universitit Karlsruhe

“Ein Uberblick zur Geschichte der Zahl Null*
P. Méder, Staatl. Seminar Freiburg

“Die Vorhersage und das Entdecken von Trenddnderungen bei Fiunanzdaten®
H.R. Lerche, Universitat Freiburg

“Nonparametric Estimation of a Survivor Function from Incomplete Data“
A, Tsodikov, St. Petersburg University

“Rechnen in komplexen Geometrien“
J. Weidner, IBM Heidelberg

“Compueteralgebra und Ingenieurmathematik - Beispiele mit Maple®
H. Bauer, FHT Reutlingen
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