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Einleitung

Laser spielen in der heutigen Zeit eine bedeutende Rolle in zahlreichen Bereichen des
alltdglichen Lebens und sind wesentliches Bauelement verschiedener technischer Anwen-
dungen. Neben den kontinuierlich Licht emittierenden Lasern werden dabei insbesondere
auch gepulste Laser verwendet, die Energie auf eine sehr kurze Zeitdauer von wenigen Fem-
tosekunden komprimieren und das Licht in einzelnen Pulsen nacheinander emittieren. In
der Materialbearbeitung, bei der optischen Kohérenz-Tomographie in der Augenheilkunde
oder in der Prézisions-Laserspektrokopie ist der Pulslaser ohne Konkurrenz.

Die Erzeugung ultrakurzer Laserpulse im Femtosekundenbereich beruht im wesentlichen
auf der Erfindung phasenkorrigierender (durchgestimmter) Laserspiegel von Krausz und
Szipoes Anfang der neunziger Jahre ([51]). Das Konzept basierte auf reiner Computer-
optimierung und war lange Zeit sehr erfolgreich. Mitte der neunziger Jahre wurde das
Konzept von Kértner, Matuschek und Keller erstmals auf ein analytisches Fundament
gestellt und deutlich weiterentwickelt zum doppelt durchgestimmten Spiegel ([36]).

Ultrakurze Laserpulse werden heutzutage mit Hilfe von speziellen Versuchsanordnungen
erzeugt, deren wesentliches Bauelement doppelt durchgestimmte Spiegel sind. Die geeig-
nete Beschichtung der Spiegel sorgt dafiir, dass die gewiinschten Pulse entstehen kénnen.
Forschungsgruppen der ehemaligen Karlsruher Universititsangehorigen Prof. Franz Kéart-
ner und Prof. Uwe Morgner arbeiten intensiv an diesem Problem. Thre Ergebnisse haben
dazu gefiihrt, daf sich die Qualitat der Laserpulse in letzter Zeit weiter nachhaltig ver-
bessert hat.

Aktuell wird zur Bestimmung der optimalen Beschichtung ein diskretes Modell fiir die
doppelt durchgestimmten Spiegel verwendet. Das ideale Spiegeldesign ergibt sich dann als
Losung eines nichtlinearen Minimierungsproblems, wobei die hierfiir erforderliche Start-
beschichtung aus bereits vorhandenen “guten* Spiegeln bzw. aus dem sogenannten Chirp-
Gesetz gewonnen wird ([34]).

In jiingster Zeit ist man mit dieser Vorgehensweise bei der Entwicklung verbesserter An-
ordnungen an Grenzen gestoflen, denn die Vorwéartsrechnung iiber eine Minimierungs-
aufgabe fiihrt in der Regel nur zu lokalen Extremstellen; auflerdem treten oftmals un-
erwiinschte Nebeneffekte wie Oszillationen in der Phase auf, die den praktischen Nut-
zen der Spiegel einschranken. Schliefllich gibt es bisher kein allgemeines, mathematisches
Verfahren, das die relevanten physikalischen Gréflen in einen direkten funktionellen Zu-
sammenhang bringt und zu beliebig vorgegebenen Spektraleigenschaften die zugehorige
Spiegelbeschichtung berechnet, also das Spiegel-Design-Problem 16st.

Diese Liicken zu schlieflen ist das Ziel der vorliegenden Arbeit. Ausgehend von einem
mathematisch-physikalisch motivierten Modell wird ein Algorithmus vorgestellt, der zu
den Spektraldaten als Eingabegrofie die zugehorige Beschichtung des Spiegels als Ausga-
begrofe liefert. Die Praxisrelevanz der Ergebnisse ist bei der Modellbildung und anschlie-
Benden Auswahl des Losungsverfahrens ein wichtiges Leitmotiv. Der hier présentierte
Algorithmus soll den Physikern und Ingenieuren einerseits helfen, ohne zeitaufwendige
Optimierungen ihre bisherigen Ergebnisse zu verbesseren und die Forschung auf diesem
Gebiet ein Stiick weiter voran zu bringen. Andererseits kann er ein theoretisches Funda-
ment zur Ultrakurzlaserproblematik liefern und damit Antworten auf die Frage geben,
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ob man mit der Technik der doppelt durchgestimmten Spiegel auf dem richtigen Weg ist
oder ob andere Beschichtungsmethoden zukiinftig erfolgsversprechender sind.

Schliefflich gibt die Methode Einblick in die Vielféaltigkeit moglicher Losungen und kann
auf diesem Weg neue Impulse fiir die Verbesserung und Konstruktion neuer Laserspiegel
in beliebigen Versuchsanordnungen bringen.

Das erste Kapitel enthélt eine Einfithrung in die Funktionsweise von Ultrakurzlasern und
doppelt durchgestimmten Spiegeln. Es werden der Reflektionskoeffizient r» und der Brech-
nungsindex n als Kenngroflen fiir die Spektraleigenschaften des Spiegels und dessen zu-
gehorige Beschichtung definiert. Die beiden Variablen sind Ein- und Ausgabegrofie des
vorgestellten Spiegel-Design-Algorithmuses.

Der Brechungsindex tritt als Koeffizientenfunktion in den Maxwell-Gleichungen auf, die
im zweiten Kapitel als Ausgangspunkt fiir eine mathematisch-physikalisch motivierte Mo-
dellbildung eingefiihrt werden. Die anschliefende Transformation des Modells auf die Form
der eindimensionalen Schrodinger-Gleichung erméglicht dann die Skizzierung der einzel-
nen Schritte des Spiegel-Design-Algorithmuses, dessen Kern die Losung des inversen Pro-
blems fiir die Schrodinger-Gleichung ist. Hier tritt der gegebene Reflektionskoeffizient als
Parameter einer speziellen Losung auf, und der gesuchte Brechungsindex ergibt sich aus
dem Potential ¢ der Gleichung.

Die mathematische Analyse in Kapitel 3 bildet den theoretischen Rahmen zur Lésung des
Spiegel-Design-Problems. Gesucht ist eine Abbildung, die jedem Reflektionskoeffizienten
ein eindeutiges Potential und umgekehrt zuordnet. Dazu miissen zunichst die Mengen
moglicher Reflektionskoeffizienten und Potentiale geeignet eingeschrénkt werden.

Im ersten Teil wird eine Potential-Klasse definiert und daraus mit der Vorwértsanalyse
fiir die Schrodinger-Gleichung notwendige Bedingungen an den Reflektionskoeffizienten fiir
das inverse Problem hergeleitet. Das Chrakterisierungstheorem macht dann eine Aussage
dariiber, welche weiteren Bedingungen gestellt werden miissen, damit das inverse Problem
eindeutig losbar ist und die gewiinschte umkehrbare Abbildung existiert.

Aus der Vorwértsanalyse der Schrodinger-Gleichung ergeben sich auflerdem wichtige ana-
lytische Eigenschaften von speziellen Losungen, den sogenannten Jost-Losungen. Mit de-
ren Hilfe wird im zweiten Teil die Marchenko-Integralgleichung hergeleitet, die das inverse
Problem vollsténdig charakterisiert und deren Losung das gesuchte Potential liefert.

Die numerische Losung des Spiegel-Design-Problems ist Gegenstand des vierten Kapitels.
Fiir bestimmte Klassen von Reflektionskoeffizienten kann die Marchenko-Integralgleichung
explizit gelost werden. Im ersten Teil wird ein entsprechender Ansatz vorgestellt und dar-
aus eine explizite Darstellung fiir das gesuchte Potential hergeleitet. Der zweite Abschnitt
erldutert ein Verfahren zur numerischen Losung der Marchenko-Gleichung. Fiir beide Me-
thoden werden Beispielrechnungen mit Echtdaten gezeigt und deren Ergebnisse analysiert
und bewertet.

Mit den berechneten Werten fiir das Potential wird im dritten Teil der ortsabhéngige
Brechungsindex bestimmt, der die gewiinschte Spiegelbeschichtung charakterisiert.



Kapitel 1

Physikalische Grundlagen

1.1 Dispersion und Reflektivitét

Laserpulse bestehen aus einer Uberlagerung ebener Wellen unterschiedlicher Frequen-
zen. Die Pulsldnge wird durch das Verhéltnis der Phasengeschwindigkeiten der einzelnen
Wellen bestimmt. Sie vergréflert sich durch Dispersion, wenn der Laserpuls ein Medium
durchlduft.

Unter Dispersion versteht man das Auseinanderlaufen des Pulses innerhalb des Mediums
aufgrund der unterschiedlichen Ausbreitungsgeschwindigkeiten seiner einzelnen Frequen-
zen. Die Dispersion oder Phasenverschiebung ¢ kann iiber den Brechungsindex n quan-
tifiziert werden. Dieser kennzeichnet das Verhéltnis zwischen der Phasengeschwindigkeit
jeder Spektralkomponente des Laserpulses im Vakuum und seiner Phasengeschwindigkeit
im Medium. Jedes Medium mit frequenzabhéngigem Brechungsindex n(w) produziert also
eine Materialdispersion, die eine Auffacherung des Laserpulses verursacht. Im konkreten
Fall eines homogenen, dispersiven Mediums der Lange L,, ergibt sich die Phasenverschie-
bung jeder Spektralkomponente in Abhéngigkeit der Kreisfrequenz w zu

pw) =w-n(w)- Ly/co

mit der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢y = 3 - 108 o

Die Dispersion der Phasengeschwindigkeit sorgt fiir ein “Verschmieren® des Lichtimpulses,
der damit fiir hochauflésende Anwendungen unbrauchbar wird. Zur Erzeugung ultrakur-
zer Lichtimpulse sollte die Pulsldnge moglichst kurz gehalten werden, d.h. auftretende
Phasenverschiebungen miissen durch geeignete Techniken so kompensiert werden, dafl
alle Wellenléngen des erwiinschten Spektrums an einer Auskopplungsstelle phasengleich
eintreffen und damit das “Verschmieren®“ verhindert wird.

Jedem Laserpuls kann eine Zentralfrequenz wg zugeordnet werden, deren Phasengeschwin-
digkeit als Gruppengeschwindigkeit des Laserpulses bezeichnet wird. Fiir praktische Be-
rechnungen geht man nun davon aus, dal die Phasenverschiebung ¢ in einer Umgebung
um wy durch ihr k-tes Taylorpolynom approximierbar ist ([34]):

Y1 dg(w "l
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Die Taylorkoeffizienten D;, 1 = 1,..., k, werden dabei aus den experimentellen Daten des
jeweiligen Versuchsaufbaus iiber ein lineares Ausgleichsproblem berechnet, wobei man in
den Anwendungen iiblicherweise mit & < 6 auskommt. Koeffizienten hcherer Ordnung
sind vernachléssigbar, da |w — wy| < 1 fiir alle relevanten Frequenzen w ist.

Die Zentralfrequenz wy durchlduft das Medium mit der Gruppengeschwindigkeit vy(wy),
d.h. die Zeit Ty(wp), die der Puls benétigt, um das Ende des Mediums zu erreichen ist
gegeben durch

L
Vg (wo)

Die Grofle T,(wg) wird als Gruppenverzogerung in der Zentralfrequenz bezeichnet. Sie
ist frequenzabhéingig und damit verantwortlich fiir das Auffiachern des Laserpulses. Nach
Gleichung (1.1) kann sie ebenfalls als Taylorpolynom um wq dargestellt werden:

Ty(wo) = ¢'(wo) =

k—1

—_

Ty(w)

. EDn_i_l w — UJO) . (]‘2)

Der dispersive Charakter des Mediums ist nun festgelegt durch die Anderung der Grup-
penverzogerung mit der Kreisfrequenz, d.h. die (Material-) Dispersion des Systems ist
gegeben durch die Ableitung von (1.2)

&2 k=2
—Dypio(w —wp)™. (1.3)

2 |
dw n:On

GDD(w) =

G DD heifit Gruppenverzogerungsdispersion (group delay dispersion) oder als zweite Ab-
leitung der Phase nach der Frequenz auch Dispersion 2. Ordnung. Entsprechend lassen sich
die Terme hoherer Dispersionsordnungen durch weitere Ableitungen von (1.3) gewinnen:

3
TOD(w) = dd<p(;u)’ (third order dispersion),
w
4
FOD(w) d d(p(:d)’ (fourth order dispersion).
w

Bei der Erzeugung ultrakurzer Laserpulse kommt es also vor allem darauf an, die auftre-
tenden Dispersionseffekte zu kompensieren und damit die Pulsléinge klein zu halten. Die
meisten Medien weisen eine positive GD D auf, d.h. die groeren Frequenzen bzw. kleine-
ren Wellenldngen des Pulsspektrums benotigen mehr Zeit fiir den Materialdurchlauf als
die kleineren Frequenzen bzw. grofleren Wellenldngen und bleiben hinter diesen zuriick.
Man spricht in diesem Fall von einem Chirp des Laserpulses.

Zur Dispersionskompensation mufl dieser Laufzeitunterschied wieder ausgeglichen wer-
den. Man ld8t dazu den aufgeficherten Laserpuls an sogenannten gechirpten oder durch-
gestimmten Spiegeln reflektieren. Diese miissen fiir jede relevante Frequenz w gerade die
negative GDD(w) erzeugen, d.h. grofere Wellenldngen diirfen erst tiefer im Spiegel re-
flektiert werden als kleinere.

Die Kiirze des Pulses wird letztlich durch die Gréfle des Pulsspektrums bestimmt. Je
grofler es ist umso kiirzer wird der Puls, aber umso mehr Einflufl haben Dispersionseffekte
hoherer Ordnung. Es reicht daher nicht aus, die GDD nur auf kleinen Bereichen um die
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Zentralfrequenz zu kontrollieren. Die Spiegel miissen vielmehr Dispersionseffekte iiber eine
enorme spektrale Bandbreite ausgleichen, was mit einigen Problemen verbunden ist.

Zur Quantifizierung der erwiinschten spektralen Bandbreite des Pulses definiert man die
Reflektivitat 74 (w). Sie hat Werte zwischen 0 und 1 und gibt den durch den Spiegel
reflektierten Anteil der Frequenz w an. Fiir Frequenzen w aus dem Pulsspektrum ist also
Tampt(w) =~ 1, fiir alle anderen gilt 74, (w) = 0.

Die beiden GréBlen Reflektivitét rgm, und Phase ¢ bzw. deren 1. und 2. Ableitung cha-
rakterisieren die erwiinschten Spektraleigenschaften eines Spiegels zur Dispersionskom-
pensation vollstindig. Mathematisch stellt man sie in Form des komplexen Reflektions-
koeffizienten r dar:

r(w) = remp(w) - e P (1.4)

Idealerweise sollen die zu konstruierenden Spiegel die Dispersion auf einer maximalen
spektralen Bandbreite kompensieren. Die obigen Bemerkungen zeigen aber, dafl hier ein
Zielkonflikt auftritt. Ultrakurze Pulse bedeuten einen breiten spektralen Bandbereich, also
Tampl(w) & 1 fiir w aus einem grofien Intervall I, gleichzeitig aber auch Dispersionseffekte
auf dem gesamten Bereich, die kompensiert werden miissen. In der Praxis werden dazu
sogenannte doppelt durchgestimmte (doubled chirped) Spiegel verwendet, deren spezielle
Beschichtung mit unterschiedlichen Materialien fiir die Dispersionskompensation sorgt.
Thre optischen Eigenschaften héngen von der Art der Materialien, sowie der Anzahl und
Dicke der Schichten ab. Der genaue Aufbau dieser Spiegel wird in Abschnitt 1.2 erklért.

Die Aufgabe der optimalen Beschichtung von Laserspiegeln zur Erzeugung ultrakurzer
Laserpulse 1a8t sich somit als inverses Problem formulieren. Die Grundfrage lautet:

Wie miissen die Spiegel beschichtet werden, damit die resultierende Laseran-
ordnung vorgegebene Spektraleigenschaften besitzt?

Die Spektraldaten sind {iber den komplexen Reflektionskoeffizient r festgelegt. Der Spie-
gelaufbau ist durch den ortsabhéngigen Brechungsindex n charakterisiert. Dieser gibt an
jeder Stelle z des Spiegels den Brechungsindex des dort plazierten Materials und damit
dessen dispersive Eigenschaften an. Das inverse Problem lautet somit

Bestimme n zu gegebenem r.

1.2 Ultrakurzlaser und doppelt durchgestimmte Spie-
gel

Ein typischer Laseraufbau zur Erzeugung ultrakurzer Pulse ist in Abbildung 1.1 darge-
stellt ([47]). Der Laser emittiert sténdig monochromatisches griines Pumplicht, das auf
ein Titan/Saphir-Laserkristall trifft, wo es durch Absorption in rotes Laserlicht, also in
ein Spektrum niedrigeren Energieniveaus transformiert wird. Die einzelnen Wellenléngen
dieses Spektrum laufen nun dispersiv auseinander, zuerst im Kristall und anschlieSend
auf dem weiteren Weg durch das Umgebungsmedium bis zum Spiegel M3. Hier werden
sie reflektiert und laufen iiber das Kristall zuriick zum Spiegel M,. Dieser ist transmittie-
rend fiir das von links kommende griine Pumplicht und reflektierend fiir das von rechts
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kommende rote Laserlicht. Dieses wird dort erneut reflektiert und trifft wiederum auf den
Kristall und anschlieBend auf den Spiegel Ms.

Abbildung 1.1: Schematischer Aufbau eines Lasers zur Erzeugung ultrakurzer Laserpulse
(L: Teleskoplinsen, M : hochrefiektierende Spiegel, OC': Auskopplungsspiegel). Die Ele-
mente OCy g und My sind in dieser Anordnung nicht in Gebrauch.

Insgesamt erzeugt der Laseraufbau zu jeder Frequenz w des Pulsspektrums eine Disper-
sion GDDg(w) aus dem Kristall und eine GDDy(w) aus dem Umgebungsmedium. Die
anschlieBende mehrfache Reflektion des Laserlichts an den beschichteten Spiegeln hat das
Ziel, diese Dispersion fiir jede relevante Frequenz zu kompensieren, d.h. die Summe aus
der GD Dy aller Laufwege im Umgebungsmedium und der GD D des Kristalls muf§ gleich
der negativen Summe der GDD aller Spiegelreflektionen sein. Das stédndige Pumpen mit
griimem Licht und die Hin- und Riickreflektionen an den Spiegeln M, und Mj3 sorgen
zudem fiir eine kontinuierliche Verstdrkung das Laserlichts. Hat die Konstruktion den
gewiinschten Verstiarkungsgrad erreicht, wird das Laserlicht {iber eine Prismensequenz P;
und P, an der Stelle OC'y ausgekoppelt. Die Details und die genaue Funktionsweise des
Laseraufbaus finden sich z.B. in [47]. Die in der Versuchsanordnung auftretenden Winkel
konnen als klein angesehen und vernachlafligt werden, d.h. die Beschichtung eines Spiegels
wird als eindimensionales Problem aufgefafit.

In der Praxis (Abbildung 1.2) wihlt man fiir die Beschichtung zwei feste Materialien mit
unterschiedlichen Brechungsindizes n; < mn, und beschichtet die Spiegel abwechselnd mit
beiden Materialien, beginnend mit dem niedrigbrechenden. Auflerdem werden benachbar-
te Schichten jeweils zu einem Schichtpaar zusammengefafit.

Bei einem einfach durchgestimmten (simple chirped) Spiegel wird nur die Dicke eines
Schichtpaares erhoht (chirped), wiahrend das Grofenverhéltnis innerhalb des Schicht-
paares unverdndert bleibt. Damit wird erreicht, daf§ kiirzere Wellenldngen im Spiegel
frither reflektiert werden als ldngere, womit eine negative GDD erzeugt und die entstan-
dene positive GD D kompensiert wird.

Leider stimmt diese Kompensation nur im Mittel mit den gewiinschten Zielwert iiber-
ein. Es treten unerwiinschte Oszillationen in der Gruppenverzogerung auf (siehe Abbil-
dung 1.3), was die Verwendung der einfach durchgestimmten Spiegel fiir ultrakurze Pulse
unmoglich macht. Die Oszillationen resultieren aus der Interferenz von leichten Reflektio-
nen im vorderen und starken Reflektionen im hinteren Bereich des Spiegels.
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(a) Simple-Chirped Mirror: Aschirped

A <— Sioo

Substrate

SiO2/TiO2 multilayer coating

(b) Double-Chirped Mirror: g and du/dL chirped

SiO2
Substrate

Abbildung 1.2: Schematischer Aufbau der einfach und doppelt durchgestimmten Spiegel. In
einfach durchgestimmten Spiegeln wird nur die sogenannte Bragg- Wellenlinge \g erhoht
(chirped), wdhrend bei doppelt durchgestimmten Spiegeln zusdtzlich noch das Grofen-
verhdltnis dy,/d; der einzelnen Schichtpaare verdndert wird.

In doppelt durchgestimmten (double chirped) Spiegeln kénnen diese Oszillationen redu-
ziert werden, indem neben der absoluten Dicke eines Schichtpaares auch das Groéflen-
verhéltnis innerhalb des Schichtpaares variiert, d.h. doppelt gechirpt, wird.

Diese Spiegel sind durch einen zwei- bis viergliedrigen Aufbau gekennzeichnet. Ganz vorne
befindet sich das Breitband-AR-Coating (Breitband-Anti-Reflektions-Beschichtung), das
fiir die Anpassung des optischen Gitters an das umgebende Medium sorgt. Das AR-
Coating besitzt eine dhnliche Struktur wie der doppelt durchgestimmte Spiegel und ist
das Ergebnis empirischer Untersuchungen; eine exakte Theorie existiert bislang noch nicht.

Es schlielt sich der Doppel-Chirp-Bereich an, in dem Lénge und Groflenverhéltnis der
Schichten gleichzeitig gechirpt werden. Dies reduziert unerwiinschte Oszillationen in der
Gruppenverzogerung. Die optionalen Bereiche drei und vier bestehen zum einen aus dem
Einfach-Chirp-Bereich, in dem nur die Lange der Schichten gechirpt wird, und einem so-
genannten Viertel-Wellenldngen-Bereich. Die beiden letzten Teile bewirken die Breitband-
reflektivitat des Spiegels, die beiden vorderen sorgen fiir die Dispersionskompensation.

Ein Vergleich von einfach und doppelt durchgestimmten Spiegeln zeigt die wesentlich
besseren Dispersionseigenschaften von letzteren, was allerdings auch eine Reduzierung
der Reflektivitdtsbandbreite bedeutet, wie Abbildung 1.3 veranschaulicht ([47]).

Prinzipiell ist es moglich, die auftretenden Oszillationen zu reduzieren, wenn man das
GroBenverhéltnis der beiden Schichten im vorderen Spiegelbereich hinreichend langsam
erhoht. Das geschieht jedoch auf Kosten einer ebenfalls reduzierten Bandbreite im Reflek-
tivitatsbereich.

Oberste Prioritét in der Praxis haben die exakten Dispersionseigenschaften des Spiegels in
Form der Phase p(w) bzw. deren 1. und 2. Ableitung, so daf die doppelt durchgestimmten
Spiegel nach derzeitigem Forschungsstand als einzig verniinftiges Bauteil zur Erzeugung
ultrakurzer Laserpulse gelten.
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Abbildung 1.3: Vergleich der Spektraleigenschaften eines einfach und eines doppelt durch-
gestimmten Spiegels. Der einfach durchgestimmte weist einen breiteren Bereich hoher Re-
flektwvitit auf. Die Gruppenverzdgerung zeigt aber starke Oszillationen. Diese werden beim
doppelt durchgestimmten auf Kosten eines schmaleren Reflektivititsbereichs kompensiert.

Die Struktur der doppelt durchgestimmten Spiegel legt es nahe, die Designfrage als diskre-
tes Problem anzusehen. Die Spiegel bestehen aus einer endlichen Anzahl von Schichten
und auch die moglichen Materialien, d.h. die Brechungsindizes sind auf wenige Werte
begrenzt. Moderne Techniken erlauben es aber in zunehmendem Mafl die Spiegel auch
kontinuierlich zu beschichten. Dabei sind im Prinzip alle Werte zwischen zwei vorgegebe-
nen Randwerten produzierbar.

Aus diesem Grund wird das Spiegeldesignproblem rein kontinuierlich betrachtet, was ins-
besondere fiir die Losung des inversen Problems die Anwendbarkeit geeigneter mathe-
matischer Methoden verbessert bzw. iiberhaupt erst erméglicht. In dem stetigen Modell
wird aulerdem die Frequenz- bzw. Wellenlédngenabhéngigkeit des Brechungsindexes n ver-
nachléBigt. Aufgrund der angesprochenen technischen Moglichkeiten bedeutet das keine
wesentliche Einschrankung fiir die praktische Umsetzung.



Kapitel 2

Mathematische Modellierung

2.1 Die Maxwell-Gleichungen

Optische Vielschichtstrukturen wie doppelt durchgestimmte Spiegel werden durch eine
reduzierte Form der Maxwell-Gleichungen mathematisch beschrieben ([42],[46]):

dE

%(2) = —iwpo H(z),
C;—Zl(z) = —iwegn®(2) E(2), (2.1)

mit den (ortsabhingigen) Amplitudenfunktionen des elektrischen und magnetischen Fel-
des E(z) und H(z) an der Position z , sowie der Permeabilitét g = 47 - 107"% und der

Permittivitit g = 8,85 - 10712 ";‘—; im Vakuum.

Der Brechungsindex n eines Mediums gibt das Verhéltnis der Vakuum-Lichtgeschwindig-
keit ¢y zur entsprechenden Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ des Lichts im Medium an, d.h.
es gilt n > 1. Bei einem ortsabhéngigen Brechungsindex héngt die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit ¢ damit ebenfalls vom Ort ab.

Dem Modell (2.1) liegen die folgenden vereinfachenden Annahmen zugrunde:

e Die einzelnen Schichten werden als nichtabsorbierend und homogen vorausgesetzt,
d.h. der Brechungsindex n ist eine reelle Grofle.

e Das einfallende Licht trifft senkrecht auf die Schichten.
e Das elektromagnetische Feld kann durch ebene Wellen beschrieben werden.
e Das Licht ist linear polarisiert und lduft in der z-Richtung.

e Der elektrische Feldvektor FE ist parallel zur z-Achse, der magnetische Feldvektor
H ist parallel zur y-Achse.
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2.1.1 Die Helmholtz-Gleichung

In den reduzierten Maxwell-Gleichungen (2.1) konnen wir die magnetische Feldstarke H
eliminieren, und es resultiert die eindimensionale Helmholtz-Gleichung fiir das elektrische

Feld: , ,

d°FE d°FE

Tz e’ (2) E(z) = o5 +kn(2) E(2) =0 (2.2)
mit der Vakuum-Wellenzahl k = w/co und dem Zusammenhang c¢q = 1/, /g €o-

Die Helmholtz-Gleichung (2.2) beschreibt das Verhalten der elektrischen Feldamplitude
beim Durchlauf einer elektromagnetischen Welle durch ein inhomogenes Medium mit dem
Brechungsindex n(z). Dies entspricht genau der Situation im Innern eines Laserspiegels.
Auflerhalb des Spiegels befindet sich ein homogenes Medium, in der Regel Luft, so dafl
hier n(z) = const = 1 ist. Der Spiegel beginnt auf der reellen z-Achse an der Stelle z = 0
und ist in deren positivem Bereich lokalisiert. Dann ergibt sich die folgende Modellierung:

d?E(k

PP | jeni () B(kz) = 0, 220 2.3)
PPE(k
% + 12 B(k,2) = 0, 2<0. (2.4)

Gleichung (2.4) beschreibt demnach die Situation in einem homogenen Medium (hier
Luft), Gleichung (2.3) die in einem inhomogenen Medium. In beiden Féllen héngt die
Losung F von der Variablen z und dem Parameter £ ab. Diese Parameterabhéngigkeit
wird in (2.2) und den folgenden Gleichungen immer dann unterdriickt, wenn durch Um-
formungen £ in w und umgekehrt transformiert wird.

2.1.2 Die Schrédinger-Gleichung

Die Helmholtz-Gleichung (2.2) 148t sich in eine sogenannte Schrodinger-Gleichung trans-
formieren. Dazu definieren wir die neue Variable

z z

x(z) :/%?du:/ﬁdu. (2.5)

0

Sie gibt die Laufzeit an, die das Licht ben6tigt, um vom Beginn des Spiegels (z = 0) zur
Position z > 0 zu gelangen.

Mit einer entsprechenden Substitution ist die Helmholtz-Gleichung (2.2) in Abhéngigkeit
der neuen Variablen = darstellbar:
d*E n*(z) nn dE

- =, .= 202(x) E(x) = 2.
T 2 +c§ dx+kn(:c) (x) =0, (2.6)

wobei der “Punkt® iiber einer Variablen deren Ableitung nach x bezeichnet. In diesem
Zusammenhang sei darauf hingewiesen, dafl fiir die auftretenden Ableitungen der Dif-
ferentialausdruck verwendet wird, wenn es sich um die Losung der Differentialgleichung
handelt und “Punkt® bzw. “Strich“, wenn ein Koeffizient der Gleichung vorliegt.



2.1. DIE MAXWELL-GLEICHUNGEN 11

2
€0

Nach einer Multiplikation von (2.6) mit =2(my ergibt sich

d*E  n(z) dE 5

S E(x) =0 2.7

i n(z) dx +w Ez) =0, (27)
und mit der Transformation W2(a)
x

= 2.8

ne) =~ (2.8)

erhalten wir aus Gleichung (2.7):

d2E+ W(z) dE
dx? Wi(z) dx

SchlieBlich definieren wir

: (2.9)

wobei Z(z) = 1/W?(x) die charakteristische Impedanz und y die zugehérige normalisierte
Wellenamplitude bezeichnen. Insgesamt erhalten wir die eindimensionale Schrodinger-
Gleichung

Py W (z)
@(w,x) + (W2 - W) y(w,x) =0
mit der Losung y und dem entsprechenden Potential ¢, definiert durch
w1 PwW
TTWTW 2 (2.10)

Fiir den Nachweis der Aquivalenz von Schrodinger- und Helmholtz-Gleichung miissen
wir nun zeigen, dafl alle durchgefiihrten Umformungen invertierbar sind, d.h. dafl die
Schrédinger-Gleichung mit den entsprechenden inversen Transformationen wieder auf die
Helmholtz-Gestalt fiihrt.

Dazu gehen wir von der Schrédinger-Gleichung

0 0,2) + (7 — g(a)) () = 0 (211)

aus und wahlen die inverse Variablentransformation

T x

z(x):/%dt:/c(t)dt. (2.12)

0 0

Diese iiberfiihrt die Laufzeit x zuriick in die physikalische Eindringtiefe z und aus Glei-

chung (2.11) folgt
Py E0y (0 —q@)

Fiihren wir nun wieder die obige Substitution (2.9)

y(w, z) =0.
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mit C' = y/cdeq durch, so ergibt sich

8;7?+(§%—2—13—@) B=)+% B(z) =0,

gilt. Diese Bedingung ist aber immer erfiillt, wie folgende Rechnung zeigt. Zunéchst gilt
unter der Annahme, dafl 7 existiert

o . noo.. 2n% —in
Z=— Z2=—0 PR 2200737
n n
sowie i
W 12in—n?
=W 1 n?
Damit folgt
32 1% q(z)_3h2+17’m—27'12 12ﬁn—h2_0
434 2 2 4c 2 4 & 7

Insgesamt gilt also

Satz 2.1 Helmholtz- und Schridinger-Gleichung sind dquivalente Modellierungen des
Spiegel-Design-Problems, falls der Brechnungsindezx n € C?%(0,00) ist. Zwischen dem
Brechnungsinder n und dem Potential q der Schridinger-Gleichung gilt der Zusammen-

hang (2.10) mit (2.8).

2.2 Der Spiegel-Design-Algorithmus

In Abschnitt 1.1 haben wir das Spiegel-Design-Problem rein qualitativ iiber die Zuord-
nung r — n charakterisiert. Nun wollen wir mehr quantitativ vorgehen und uns mit den
funktionellen Zusammenhéngen zwischen beiden Gréfien beschiéftigen.

Der gesuchte Brechungsindex n héngt iiber die Beziehung (2.8) von der Funktion W ab, die
wiederum Losung der gewohnlichen Differentialgleichung (2.10) ist, wobei das Potential
q der Schrodinger-Gleichung (2.11) als Koeffizient auftritt. Nach Vorgabe von geeigneten
Anfangswerten ist n mit Kenntnis von ¢ eindeutig bestimmt. Diese Freiheit fiir n ist aus
praktischer Sicht von Vorteil, wie wir am Ende dieses Abschnitts noch sehen werden.

Wir koénnen also in der rechten Seite der obigen Zuordnung n durch ¢ ersetzen. Das
grundlegende Modell fiir einen beschichteten Spiegel ist damit durch die Schrodinger-
Gleichung (2.11) auf der reellen Achse gegeben:

Py 2

@(w,x)Jr(w —q(z))y(w,z) =0, ze€R.
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Die dispersiven Eigenschaften des Spiegels sind durch das Potential ¢ charakterisiert. In
den Bereichen des Umgebungsmediums, d.h. auflerhalb des Spiegels, treten keine disper-
siven Effekte auf, was bedeutet, daf§ hier ¢ = 0 gilt. Im vorliegenden Modell wird der
Beginn des Spiegels an die Stelle z = 0 gelegt bzw. der Laufzeit x = 0 zugeordnet. Das
Spiegelende wollen wir nicht explizit festlegen, es bleibt offen, aber das Potential soll fiir
x — +oo verschwinden. Da wir auflerdem in der Praxis nur an reellwertigen, stiickweise
stetigen und beschriankten n interessiert sind, betrachten wir im folgenden nur Potentiale
¢ mit den folgenden Eigenschaften:

(al)  q(z) =0, z <0,

(@2)  lim ¢(z) =0,

T——400

(q3)  q(x) ist reell fiir reelles z,

(q4) g ist beschrankt und stiickweise stetig auf R.

Wir wenden uns nun der Losung der Schrédinger-Gleichung unter eben diesen Vorausset-
zungen zu. Im Bereich vor dem Spiegel gilt ¢ = 0 und (2.11) reduziert sich zu

62

a—xg(w, 7) + w?y(w,z) = 0. (2.13)
Die reduzierte Gleichung (2.13) 1a8t sich in ein System mit konstanten Koeffizienten trans-
formieren, dessen Matrix die Eigenwerte =+ iw besitzt. Alle Losungen lassen sich daher ex-
plizit als Linearkombination der beiden Exponentialfunktionen ¢“* und e~ darstellen.
Da weiterhin ¢(z) fir x — 400 verschwindet besitzt jede Losung y der Schrédinger-
Gleichung (2.11) - wie wir spéter noch zeigen werden - folgende (asymptotische) Eigen-
schaften:

yw,r) = a(w)e™ + Bw)e ™, T < 0, | (2.14)
0 = mErJPoo (y(w, z) — (Y(w)e™" + d(w)e™")). (2.15)

Die physikalische Bedeutung des Schrodinger-Koeffizienten ¢ iibertréigt sich nun auf die
zugehorigen Losungen y. Jedes y 1aBt sich nach (2.14), (2.15) im Unendlichen, also in
dem Bereich, in dem das Potential ¢ verschwindet, als Uberlagerung zweier gegenliufiger
Wellen e™? ¢~ darstellen. Dabei wird das Vorzeichen im Argument der Exponential-
funktion als Richtungsinformation interpretiert, und wir unterscheiden nach links laufen-
de Wellen als asymptotisch proportional zu e~** und nach rechts laufende Wellen als
asymptotisch proportional zu e™?. Bezogen auf den Spiegel, der auf der positiven reellen
Achse lokalisiert ist, werden auflerdem einlaufende und auslaufende Wellen definiert. Die
in den Spiegel einlaufenden sind demnach entweder von x = —oo aus nach rechts oder
von x = +oo nach links laufende Wellen, wéhrend die den Spiegel verlassenden auslau-
fenden entweder nach rechts ins positiv Unendliche laufende oder nach links ins negativ
Unendliche laufende Wellen beschreiben.

Die Mengen der ein- und auslaufenden Wellen konnen jeweils als zweidimensionaler Vek-
torraum aufgefafit werden, wobei die erste Komponente jedes Vektors die Amplitude des
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nach rechts laufenden Anteils und die zweite die Amplitude des nach links laufenden
Anteils bezeichnet. Mit den Variablen aus (2.14), (2.15) beschreiben damit die Vektoren

( a(w) ) ( ¥(w) )
o(w) )7 \ Bw)
die Vektorraume der ein- und auslaufenden Wellen.

Weiter gehen wir davon aus, dafl eine von links einlaufende Welle beim Durchlauf durch
den Spiegel zum einen Teil reflektiert und zum anderen Teil transmittiert wird. Vor dem
Spiegel iiberlagern sich also an jeder Position einlaufende Welle und deren durch den
Spiegel reflektierter Anteil. Diese Situation beschreibt die spezielle Losung y mit a@ = 1
und 6 = 0:

y(w,z) = " +rw)e ™ x <0, (2.16)
0 = hlf (y(w, z) — t(w) 7). (2.17)

Eine Welle der Amplitude 1 iiberlagert sich also vor dem Spiegel mit ihrem im Spiegel re-
flektierten Anteil, charakterisiert durch r(w). Jenseits des Spiegels im positiven z-Bereich
bleibt nur deren transmittierter Anteil iibrig, charakterisiert durch den komplexen Trans-
missionskoeffizienten ¢(w).

Im allgemeineren Fall § = 0 und o # 1 gilt

rw) =),

a(w)
d.h. der komplexe Reflektionskoeffizient r ist definiert durch das Amplituden-Verhéltnis
der reflektierten zur einlaufenden Welle. Er ist das Ergebnis aller abgelaufenen Reflexi-
onsvorginge im Innern des Spiegels und ist daher nur von der Frequenz w bzw. von der

Wellenlédnge A\ abhingig.

Die erlauterte (mathematische) Definition des komplexen Reflektionskoeffizienten r ist
konsistent mit der physikalischen aus Kapitel 1. Wir behandeln den Spiegel als “black
box“ und vergleichen den Input in den Spiegel mit dem reflektierten Output am Eingang
des Spiegels (x = z = 0). Das ist hinreichend, um alle relevanten Spiegeldaten zu erfassen,
denn uns interessiert nur, welcher Anteil der jeweiligen Frequenzen insgesamt reflektiert
wird und nicht an welcher Stelle im Spiegel diese Reflektionen vorwiegend auftreten bzw.
wie sie sich iiber die gesamte Spiegellinge verteilen. Das 148t bereits fiir die spéteren
konkreten Berechnungen einen gewissen Freiheitsgrad vermuten. Zur Reflektion eines be-
stimmten Prozentsatzes einer festen Wellenldnge kommen mehrere Spiegelstrukturen in
Betracht, etwa konnte gleich zu Beginn alles reflektiert werden oder erst weiter im Innern,
was einen anderen Verlauf des Brechungsindexes zur Folge hétte. Diese Fragestellung wird
uns nochmals bei den numerischen Experimenten in Kapitel 4 beschéftigen.

Zu gegebenem Potential ¢ der Schrodinger-Gleichung existieren neben r(w) und t(w) zwei
weitere physikalisch relevante Koeffizienten p(w) und 7(w). In Kapitel 3 gehen wir darauf
in einem abstrakteren Rahmen ein. Dabei werden alle Gréflen nochmals exakt definiert,
sowie deren analytische Eigenschaften hergeleitet.

Wir haben die fir die Spektraleigenschaften des Spiegels relevante Funktion r(w) fiir
festes w als Koeffizient einer speziellen Losung y(w, z) der Schrodinger-Gleichung identifi-
ziert. Auf dem Weg zum gesuchten Spiegel-Design miissen wir also zunéchst ein inverses
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Problem fiir die Schrédinger-Gleichung 16sen. Das Ergebnis ¢ ist dann Koeffizient der
gewohnlichen Differentialgleichung (2.10), die in einem zweiten Schritt mit geeigneten
Anfangswerten zu l6sen ist und deren Losung W den gesuchten Brechungsindex n iiber
den Zusammenhang (2.8) ergibt.

Damit sind die wesentlichen Schritte des zu konstruierenden Spiegel-Design-Algorithmuses
skizziert und konnen zusammengefafit werden:

Spiegel-Design-Algorithmus

(a) Zu gegebenem komplexen Reflektionskoeffizienten r bestimme den Koeffizient
q in der Schrodinger-Gleichung (inverses Problem)

%(w,x) + (W? — q(2)) y(w,2) =0, 2>0.

(b) Lose das Anfangswertproblem 2. Ordnung (direktes Problem)
d*W (z)

dz?

(c) Berechne den laufzeitabhéngigen Brechungsindex:

W2(z)

€0Cp

(d) Bestimme den ortsabhéngigen Brechungsindex durch Riicktransformation der
Variablen:

Die Frage der optimalen Beschichtung von Laserspiegeln zur Erzeugung ultrakurzer La-
serpulse 148t sich demnach auf das Problem reduzieren, zu vorgebenenen Spektraleigen-
schaften des Spiegels in Form des komplexen Reflektionskoeffizienten r die zugehérige op-
timale Spiegelbeschichtung in Form des orts- bzw. laufzeitabhéngigen Brechungsindexes
n zu berechnen. Die Situation im Innern des Spiegels (z > 0) wird durch die eindimen-
sionale Schrodinger-Gleichung mit dem Potential ¢ modelliert, im Auflenbereich (z < 0)
gilt sie mit ¢ = 0. Die Eingabegrofie » des Algorithmuses ist Koeffizient einer speziellen
Losung (2.16) dieser Gleichung, das daraus berechnete Potential ¢ ergibt die gesuchte
Ausgabegrofle n iiber die Gleichungen in (b), (¢) und (d).
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Wesentliches und schwierigstes Element ist die Losung des inversen Problems (a). Das
Vorwiértsproblem (b) ist eine gewohnliche Anfangswertaufgabe, die mit numerischen Ver-
fahren gelost werden kann. Die Anfangswerte sind hier zu einem gewissen Grad frei wéhl-
bar, was den zu Anfang erlauterten physikalischen Bedingungen entspricht. Im vorliegen-
den Fall wurde am Spiegeleingang (x = 0) der Anfangswert fiir Luft n(0) = 1 sowie ein
sanfter Materialitbergang n/(0) = 0 in den Spiegel modelliert. Die Schritte (c¢) und (d)
enthalten lediglich elementare Transformationen, die ohne gréfiere Probleme durchfithrbar
sind.

An dieser Stelle wird deutlich, dass wir nur von der Abbildung r — ¢ eine eineindeuti-
ge Zuordnung erwarten diirfen. Der Brechungsindex n bzw. W als direkte Losung einer
gewohnlichen Differentialgleichung ist nur bis auf Anfangswerte eindeutig bestimmt. Die-
se Mehrdeutigekeit ist aber hier gerade erwiinscht, denn anschaulich bedeutet sie, dafl
umgekehrt mehrere Spiegel dasselbe Potential ¢ und damit denselben Reflektionskoeffi-
zent r erzeugen konnen. Das ist nachvollziehbar, denn r beschreibt die Gesamtheit aller
abgelaufenen Reflektionsvorgéinge im Innern des Spiegels unabhéngig davon, an welcher
Stelle diese auftreten. Die Spiegelschichten kénnen demnach so gebaut sein, daf3 alle auf-
tretenden Reflektionen bereits weit vorne im Spiegel stattfinden oder nach Wellenldngen
selektiert wird, wie es bei den doppelt durchgestimmten Spiegeln der Fall ist.

Besonders zu beriicksichtigen ist auch die Tatsache, dafi als Bauelemente fiir die Spie-
gel nur gewissse Materialien mit einem bestimmten Brechungsindexbereich zu Verfiigung
stehen. Konkret machen nur Spiegeldesigns Sinn mit 1 < n(x) < 4. Fir n < 1 tritt un-
erwiinschte Absorption auf, Materialien mit n > 4 existieren nicht. Mit der geschickten
Wahl der Anfangsbedingungen, insbesondere der fiir die Ableitung, 148t sich aus der zum
berechneten Potential ¢ méglichen Menge von Brechungsindizes n derjenige auswihlen,
der am besten den technischen Bauvorgaben entspricht.



Kapitel 3

Mathematische Analyse des
Spiegel-Design-Problems

3.1 Das direkte Problem

Zur Losung des inversen Problems fiir die Schrédinger-Gleichung (2.11) wollen wir in fol-
gender Art und Weise vorgehen. Im ersten Teil des Kapitels analysieren wir das Vorwérts-
problem und definieren eine fiir die Umkehrung der Gleichung geeignete Potential-Klasse.
Fiir diese Potentiale ¢ berechnen wir spezielle Losungen, die sogenannten Jost-Lésungen,
und gehen auf deren analytische Eigenschaften ein. Daraus leiten wir anschliefend explizi-
te Darstellungen fiir die Jost-Losungen her, die den Schliissel fiir die Losung des inversen
Problems liefern.

Jedem Potential ¢ aus der gewdhlten Klasse sind die Spektraleigenschaften des zugehori-
gen Spiegels in Form der sogenannten (2 x 2)-Streumatrix S(w) zugeordnet, wobei der in
Kapitel 2 eingefiihrte komplexe Reflektionskoeffizient r(w) als eines der Elemente auftritt.
Fiir das inverse Problem miissen wir aber das Potential ¢ allein aus r rekonstruieren. Das
bedeutet, dafl wir Bedingungen benétigen, unter denen die iibrigen Elemente der Streu-
matrix bereits durch Vorgabe von r(w) eindeutig festgelegt sind. Wir gehen im zweiten
Teil des Kapitels auf diese Frage ein, definieren die Streumatrix S, untersuchen ihre Ei-
genschaften und leiten explizite Beziehungen zwischen ihren Elementen her.

Das fiithrt uns dann im dritten Teil zur Losung des Charakterisierungsproblems, namlich
zur Beantwortung der Frage, welche Klasse von Reflektionskoeffizienten r die Zuordnung
r — ¢ zu einer wohldefinierten und umkehrbaren Abbildung macht, d.h. welche Voraus-
setzungen r erfiillen muf}; dafl ¢ genau das Potential der Schrédinger-Gleichung mit dem
Reflektionskoeffizienten r ist. Wie sich zeigen wird, miissen wir dazu die eingangs gewahlte
Potential-Klasse nur geringfiigig einschrinken.

Die besondere Bedeutung der Jost-Losungen ist physikalisch begriindet. Es gibt zwei
spezielle Losungen, die sogenannten physikalischen Losungen der Schrodinger-Gleichung,
die fiir festes w als Linearkombination dieser Jost-Losungen darstellbar sind, wobei die
Koeffizienten genau mit den Elementen der Streumatrix iibereinstimmen.

Diese Beziehungen sind der Ausgangspunkt fiir die Losung des inversen Problems. Je nach
Wahl der physikalischen Loésung ergeben sich zwei Integralgleichungen, die sogenannten

17
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Marchenko-Integralgleichungen. Wir werden zeigen, daf§ beide Gleichungen das inverse
Problem vollsténdig charakterisieren und geben Rahmenbedingungen an, unter denen
sie eine eindeutige Losung besitzen. Die entsprechende Losung bestimmt dann das zu
rekonstruierende Potential in eindeutiger Weise, wobei ¢ in der fiir das Vorwértsproblem
gewihlten Klasse liegt.

Die Losung des inversen Problems fiir die Schrédinger-Gleichung wurde bereits unter
verschiedensten Voraussetzungen und Modellierungsannahmen in der Literatur behandelt.
Als Beispiele seien hier die Arbeiten von Faddeev ([16]), Agranovich/Marchenko ([1]),
Berezin/Shubin ([7]), Deift/Trubowitz ([14]) oder Chadan ([12], [13]) erw#hnt.

Die hier gewihlte Vorgehensweise orientiert sich an diesen Arbeiten. Wesentliche Ergeb-
nisse daraus werden auf das vorliegende konkrete Problem iibertragen, ausfiihrlich herge-
leitet und zu einem mathematisch schliissigen Gesamtkonzept verkniipft. Dies liefert ein
theoretisches Fundament zur Ultrakurzlaserproblematik, mit dessen Hilfe in Zukunkft zu
beliebig vorgegebenen Spektraleigenschaften die zugehorige Spiegelbeschichtung bestimmt
werden kann.

3.1.1 Die Jost-Losungen f, und f,,

Zu Beginn der Vorwértsanalyse wollen wir zunéchst eine geeignete Potential-Klasse defi-
nieren. Wir erweitern dazu die bisherigen Bedingungen (q1)-(q4) an ¢ um eine zusétzliche
Eigenschaft:

Q1)  g(x) =0, x <0,
(Q2)  lim q(x) =0,

T——400

(Q3)  g(x) ist reell fiir reelles z,

(Q4) g ist stiickweise stetig auf R,

[e.e]

(Q5) Of(l + ) |q(z)| dx < 0.

Die Schrodinger-Gleichung (2.11) in der Form
°y
@(W,I‘) +w2 y(w,x) = Q(x> y(W,Q?). (31>

ist eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung in x € R. Nach Vorgabe von geeig-
neten Anfangsbedingungen existiert zu gegebenem Potential ¢(z) mit den Eigenschaften
(Q1)-(Q5) eine eindeutige Losung y. Aufgrund der asymptotischen Beziehungen (2.14),
(2.15) konnen dabei auch insbesondere Anfangs- bzw. Randwerte an den Stellen = +o0
vorgegeben werden. Die entsprechenden Funktionswerte sind dann iiber einen Grenzwert
definiert:

Definition 3.1 Die Lisungen yi(w,x) = fp(w, x) und ya(w,x) = fi(w, ) von (3.1) mit

xEIfoo e fo(w,z) =1, xEIEoo e folw, z) = iw, (3.2)
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bzw. ‘ ‘
lim e** f,(w,z) =1, lim e** f (w,2) = —iw, (3.3)

r——00 r——0Q0

heiffen Jost-Ldsungen.

Die Bedingung (Q5) von ¢ ist von zentraler Bedeutung fiir die folgenden Berechnungen,
denn sie sichert unter anderem die Existenz und Eindeutigkeit einer expliziten Darstellung
von f, und f,,, mit deren Hilfe das inverse Problem gelost wird.

Da wir ¢(z) = 0 fiir < 0 vorausgesetzt haben, stimmt f,,(w,x) dort mit e="? iiberein

und die (asymptotischen) Randbedingungen sind fiir alle x < 0 erfiillt:

wT

flw,z) =€ " 2 <0.

3.1.1.1 Eigenschaften der Jost-Losungen

In diesem Abschnitt wollen wir die analytischen und asymptotischen Eigenschaften der
soeben definierten Jost-Losungen f, und f,, der Schrodinger-Gleichung (3.1) herleiten.
Dazu ist es sinnvoll, (3.1) mit den jeweiligen Randbedingungen (3.2) bzw. (3.3) in eine
dquivalente Integralgleichung zu transformieren.

Zu diesem Zweck schreiben wir (3.1) als gewohnliches Differentialgleichungssystem 1. Ord-
nung, wobei w als Parameter aufzufassen ist:

fen=( e o) 0 (on ) 0= (00)

Mit der Transformation haben wir ein System in z mit konstanten Koeffizienten erzeugt.
Zu vorgegebenen Anfangswerten fiir die Funktion y und ihre Ableitung ' an einer Stelle
x € R konnen wir nun aus der “Variation der Konstanten“ eine Darstellung der Losung z
des Systems und damit von y und 3’ gewinnnen. Die Darstellung fiir y ist dabei implizit,
da y auch in der Inhomogenitéit des Systems auftritt.

In unserem Fall sind die Funktionswerte der Losung f, an der Stelle 2 = +o00 gegeben.
Ubertragen wir die Vorgehensweise fiir endliche Werte von z auf diesen Fall, dann ergibt
sich aus der 1. Komponente des Vektors z die folgende implizite Darstellung fiir f:

e}

folwra) =~

T

sinw(x — t)
- 4

(t) fo(w, ) dt. (3.4)

w

Die Losung f,, ist fiir x < 0 in expliziter Form bekannt, fiir x > 0 gehen wir wie bei
fp vor. Unter Beriicksichtigung von ¢(z) = 0 fiir < 0 ergibt sich damit insgesamt die
Darstellung

xT

Jn(w, @) = 7 + /

0

Smw(@ =1 o) f o t) d (3.5)

w

Die Gleichungen (3.4) und (3.5) sind lineare Integralgleichungen fiir die Losungen f, und
fm der Schrédinger-Gleichung. Im folgenden wollen wir zeigen, dafl damit eine dquivalente
Formulierung zu (3.1) mit (3.2) bzw. (3.3) vorliegt, d.h. daf die Integralgleichungen die
Jost-Losungen f, bzw. f,, in eindeutiger Weise festlegen.
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Fiir die weiteren Schritte benotigen wir zwei Lemmata:

Lemma 3.2 Fir alle z € C gibt es eine Konstante C' > 2 mit

sin z <C. 1 )
z 1+ |7
Beweis: Zunéichst gilt fiir z € C:
1 1z —1z
sinz = o (e” —e™)
Daraus folgt
sin z L i
_ 6
z |7 I

Wir unterscheiden nun die Félle |z| > 1 und |z| < 1. Fiir |z] > 1 ergibt sich

sin z 1 Im 2| 1 I 2|
S 1 1 -6 pu— . .
z 312 + 312 1+ |2
Fiir |z| < 1 betrachten wir f(z) = 22 Die Funktion f ist holomorph in

D={z€eC ’ |z| < 1} und stetig fiir |2| = 1. Nach dem Maximumprinzip nimmt f das
Maximum auf dem Rand von D an, d.h. max|f(2)| = |f(20)|, |20] = 1. Mit 29 = = + iy
gilt || <1, |y <1 und

|f(2)]? < |sinz|* = sin®z + sinh®y < D?,

d.h. 5
<D< D.——— . elmzl
fEI<D<D
also insgesamt die Behauptung mit C' := max{2,2D}. O

Lemma 3.3 Sei f € C(0,t), t > 0. Dann gilt fiir beliebiges n € N

- jf(x)dx n:j/ 71f(:c1)f(az2) ) day .y,

Beweis: Vollstiandige Induktion iiber n:

Im Fall n =1 ist nichts zu zeigen. Fiir n = 2 definieren wir die Funktionen

//f .771 :c2 d.ﬁCQd.ﬁCl, G2 . 2' /f

Dann gilt G1(0) = G5(0) = 0 und
t

GL(t) = (1) [ F(2) drs = G,

0
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also folgt
t t

0 0
Wir nehmen an, dafl die obige Gleichung fiir n — 1 gilt und definieren fiir n entsprechend

Hy(t) ::/7-~-7—1f(x1)f(:c2)...f(:cn)d:cn...dxl, HQ(t):% jf(:c)da; n.

Es gilt wieder H1(0) = H»(0) und mit der Induktionsvoraussetzung folgt
Hi(t) = Ha(t),
also auch
Hy(t) = Ha(t),
womit die Aussage bewiesen ist. O

Lemma 3.3 gilt auch in allgemeinerer Form, wenn wir 0 durch eine Konstante ¢ ersetzen.
Diese kann auch den Wert +oco annehmen, vorausgesetzt das zugehorige uneigentliche
Integral existiert.

Zur Vereinfachung der weiteren Umformungen definieren wir

Fy(w,x) :==e ™" f(w,7), Fn(w,x):=¢“" fn(w,z),

sowie .

1 , . i .

Dw(l‘) = (622wx o 1) — /622wt dt = SN Wx oW
21w w
0

Die Funktionen Fj, und F;, erfiillen die Bedingungen

lir+n Fy(w,z) = 1, (3.6)

Folw,z) = 1, <0, (3.7)

und die Integralgleichungen (3.4) und (3.5) transformieren sich zu

F(w,z) = 1+ / D, (t —x) q(t) Fy(w,t) dt, (3.8)
Fow,z) = 1+ / Dol — £) () Fonw, 1) dt. (3.9)

Wir betrachten die Folge der sukzessiven Approximationen

0 —
FIS Nw,z) =

L,
Fw,z) = 1 —i—/Dw(t—x) q(t) F"D(w,t)dt, n €N, (3.10)
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bzw.

FO(w,z) = 1,

FO) (. 2) :1+/DAw4M@E$U@@m,neN (3.11)

0

Fiir den Nachweis der Aquivalenz der Schrédinger-Gleichung (3.1) mit Jost-Randwerten
und der entsprechenden Integralgleichungen (3.4) und (3.5) gehen wir nun wie folgt vor:

Zunéchst ist die Existenz der in (3.10) auftretenden uneigentlichen Integrale fiir alle n € N
zu zeigen. Anschliefend beweisen wir, dafl die in (3.10) und (3.11) definierten Funktio-
nenfolgen {FZS”) (w, ) bpneny und {Fy(nn) (w, ) }nen beziiglich z lokal gleichméBig gegen die
Grenzfunktionen F, und F), konvergieren, woraus die Existenz einer Losung von (3.8),
(3.9) und damit auch von (3.4), (3.5) folgt. Zum Schlufl weisen wir nach, dafl diese Losun-
gen f, und f,, auch die Schrodinger-Gleichung mit den entsprechenden Jost-Randwerten
erfiillen, also demnach eindeutig durch (3.4) und (3.5) festgelegt sind.

Die Jost-Losungen f, und f,, sind zunéchst iiber die Schrédinger-Gleichung als Funktionen
von x mit festem Parameter w definiert worden. Sie kénnen aber genauso fiir festes x als
komplexwertige Funktionen in w € C aufgefat werden. Mit der Wahl eines geeigneten
Definitionsbereichs wird sich zeigen, dafl f, und f,,, und damit auch £, und £;,, holomorphe
Funktionen beziiglich w darstellen. Diese zusétzliche Eigenschaft der Jost-Losungen ist
von fundamentaler Bedeutung fiir die Losung des inversen Problems, wie wir spéter noch
sehen werden.

Als Definitionsbereich fiir w wéhlen wir im folgenden die obere komplexe Halbebene
D={weC } Im w > 0}. Damit sind die Startfunktionen FISO) und £ holomorphe Funk-
tionen auf D in w. Diese Holomorphieeigenschaft soll sich nun iiber die obigen Iterationen
hinweg fortpflanzen und sich schlielich auf die Grenzfunktionen Fj, und F,, iibertragen.
Dazu miissen {FZS”) (w, ) }nen und {F,S,:L ) (W, ) }nen in jedem Schritt holomorph sein und
lokal gleichméBig auf D gegen F), bzw. [}, konvergieren. Dann sind nach dem Weierstrafl-

schen Konvergenzsatz die Grenzfunktionen F), und F,, und damit auch die Jost-Losungen
fp und f,, holomorph in D.

3.1.1.1.1 Implizite Darstellung von f, Wir beginnen mit dem Fall F}, und zeigen
zundchst die Existenz aller uneigentlichen Integrale in (3.10). Mit Hilfe von Lemma 3.2
erhalten wir fiir den Betrag von D;:

u%ungch%E,szImwzo, (3.12)

und damit
ID(z)] < Cu, (3.13)
|Dy(x)] < CL, fir w # 0. (3.14)

jwl

Fiir reelles w folgt (3.13) direkt aus der Definition von D, mit C' = 1.
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Diese Ergebnisse verwenden wir nun, um den Betrag der n-ten Iterierten F,S”) (w, ) ab-
zuschitzen. Mit Lemma 3.3 und (3.14) folgt fiir allgemeines € R und w # 0

B (w, @)

_ ’1+/Dw(t—x)q(t) F D (w, 1) dt

IN

1g/wuwﬂmmwuﬁwwwwMt

IN

00 1 )
1+ [ O a0l )

- 1+|%|]O|q(t)|dt+---+< ) // /|qx1 o qlwn)| da - . . dy

e fuwia (e Jlat MQ

= 1+ -2 4.4 = R i N
jwl jwl ! jwl jwlr !

=7mwwt

Die rechte Seite in der letzten Abschétzung enthélt genau die ersten n Summanden der
Taylorreihe der Exponentialfunktion, ausgewertet an der Stelle ‘%‘ o(x) > 0. Die Funktion

o(x) ist wegen (Q5) monoton fallend, positiv und nach oben durch die Konstante C,
beschrankt. Damit folgt

mit der Funktion

Co(x) Co'

|F(”(w:p)|<e L <ell, neN, zeR, Imw>0, w#0. (3.15)

Eine weitere Abschitzung fiir £1" (w,z) und Im w > 0 erhalten wir analog aus (3.13):
)] < 140 [t -2 laol 15 Vel di
o o0 (J(t—a)|q(t)]dt)"
< 1+C/(t—a;)|q(t)|dt+---+ .

xT

n!

= 1+Cgl(x)+...+(alflﬂ

mit der Funktion
o0

m@wzfu—@m@wt

T
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Daraus ergibt sich
F(w,2)| <7, neN, 2R, Imw>0. (3.16)

Die Funktion oy (z) ist ebenfalls positiv, monoton fallend und fiir positives x nach (Q5)
durch die Konstante C,, nach oben beschrénkt:

@) < [thao]dt < G,

In (3.10) kénnen wir uns wegen ¢(t) = 0 fiir t < 0 auf den Fall ¢ > 0 beschrinken. Dann

ist im Integrand der Betrag von Fénil)(w,t) nach (3.16) durch die von ¢ unabhéngige
Konstante e “w1 abschitzbar. Mit den Abschitzungen fiir den Betrag von D,, folgt daraus
fiir jedes x € R und jedes n € N die Existenz des uneigentlichen Integrals.

An dieser Stelle wird auch deutlich, weshalb wir uns bei w auf die positive komplexe
Halbebene einschrianken miissen. Andernfalls divergiert der Exponentialausdruck in (3.8)
und das uneigentliche Integral existiert nicht mehr.

Wir wollen nun zeigen, dafl die Folge {F,E”) (W, ) }nen in (3.10) konvergiert. Dazu schitzen
wir

p

[F(w,2) = B (w,2)| = | / Dy(t — ) q(t) (F" D (w,t) = F" D (w,t)) dt

ab, indem wir (3.10) rekursiv einsetzen:

[ (w, @) = B D (w, @)

< [ [+ [ Patwr= ) -+ Datmn — )l laten)] -+ late)| do-.do

Wegen x; —xz >0 fiir i = 1,...,n — 1, kénnen wir (3.13) verwenden:

[ (w, @) = B (w, )]

< cn /OO/OO ]O(:L’l—x) o (2 — )| gz - |q(zn)| dam . . . dy.

Jetzt nutzen wir wieder Lemma 3.3 aus und erhalten
(Coy(x))"

n n—1

(3.17)

Der Betrag der Folge {gl(;") (W, T) }nen mit
9 (w, ) = By (w,2) — F" D (w, x)

p

ist also abschétzbar durch das n-te Element einer Exponentialreihe, d.h. die Teleskop-

Reihe 0o o0
Do @ m) =3 (B w,2) = B D(w, )
n=1

n=1
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konvergiert und fiir den Reihenwert gilt

F(w,z):=1+ Zgl() Nw, z
n=1

Damit konvergiert die Folge {F,S”) (w, ) bnen gegen Fy(w, z). Fur die Existenz einer Losung
von (3.8) miissen wir noch zeigen, dafl F), die Gleichung (3.8) erfiillt. Dazu setzen wir die
obige Darstellung fiir F}, in die rechte Seite von (3.8) ein:

1+/Dw(t—x (1+Z )dt_ 1+¢M(w, 2) /ZD (t—2) q(t) g\ (w, 1) dt.

Da ¢(t) = 0 fiir ¢ < 0 ist, gentigt es, t > 0 zu betrachten. Hier gilt wegen (3.17)
(CCo)"

n!

[Do(t =) q(t) gy (w, )] < Ot = ) la(t)] ,
<C(a)

d.h. die Reihe -

konvergiert fiir festes x gleichméfig in ¢ > 0 und wir kénnen Integration und Summation
vertauschen:

1+gp1)wx +Z/D (t—x)q (")(wt)dt

= 1+g"(w,2) +Zg"+1) w, T) = 1+Zg;”>(w,x) — F(w, ).

n=1

Damit erfiillt £, Gleichung (3.8), und wir haben die Existenz einer Losung von (3.8) ge-
zeigt. Sie {ibertriigt sich auf (3.4), wenn wir (3.8) auf beiden Seiten mit e™® multiplizieren.

Zum Beweis von deren Eindeutigkeit differenzieren wir (3.4) zweimal nach a:

o0

flw,z) = iwe™” — /Cosw(x —1)q(t) fp(w,t)dt, (3.18)
fz’,'(w,x) = —wler 4 /wsinw(az — 1) q(t) fp(w, t) dt + q(x) fp(w,z),

xT

wobei die auftretenden uneigentlichen Integrale wie in (3.4) fiir alle w mit Im w > 0
existieren. In der Gleichung fiir f; klammern wir w? aus und erhalten:

f(w,z) = —w* fo(w,z) + q(2) fy(w, 7).
Jede Losung von (3.4) ist demnach auch Losung der Schrodinger-Gleichung (3.1). Mit (3.4)
und (3.18) zeigt sich auBlerdem, dafl jedes f, die Jost-Randbedingungen (3.2) erfiillt. Da
hieriiber die Losung der Schrodinger-Gleichung eindeutig festgelegt ist und jede Losung
von (3.4) diese Eigenschaft hat, folgt die Eindeutigkeit der Losung von (3.4). Wir haben
also mit (3.4) eine dquivalente Darstellung zu (3.1), die (3.2) erfiillt.
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3.1.1.1.2 Implizite Darstellung von f,,, Im Fall F}, treten keine uneigentlichen
Integrale auf. Wir gehen wie bei F, vor und zeigen die Existenz einer Losung von (3.5).

Wir definieren zunéachst
/|q N, o) = /(x—t)\qu\dt.

Beide Funktionen sind positiv und monoton wachsend, p ist wie o nach oben durch C,
beschrénkt. Damit erhalten wir mit den zum Fall F}, analogen Transformationen fiir n € N
die Abschétzungen

‘Fr(nn)<u),37)‘ < ecf;(lz) gecwff’, (3.19)
|EM(w,z)] < eFm@), (3.20)

Wir untersuchen nun die Konvergenz der Folge {FT%") (W, ) bnen in (3.11) und erhalten mit
denselben Umformungen wie bei £}, die Abschétzungen

o)~ Fg Do) s (HEDS

lwlrn!

|F(")(w x) — F&”_l)(w,xﬂ < %ﬂ

Also konvergiert die Teleskop-Reihe

ngg)( Z EM(w,x) — F"~ U(w,x))
n=1 n=1

und somit die Folge {F,Sffl) (w, ) bnen gegen F,(w, ), wobei

Fop(w,z)=1+ Zgﬁ’f)(w x
n=1

Die Funktion F,, erfiillt die Gleichung (3.9), da in (3.5) wieder Summation und Integration
vertauschbar sind. Damit existiert eine Losung von (3.9). Die Existenz iibertrdgt sich
wiederum auf (3.5), wenn wir (3.9) auf beiden Seiten mit e~ multiplizieren.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit differenzieren wir entsprechend (3.5) zweimal nach z
und erhalten

xT

fl(w,z) = —iwe ™" 4 / cosw(x —t) q(t) frn(w,t)dt,
0
fHw,x) = —w?e ™™™ — /w sinw(x —t) q(t) fr(w,t) dt + q(x) fin(w, x)

= —u? fm(w, ) +q(z) frn(w, x).

Jede Losung von (3.5) erfiillt also die Jost-Randbedingungen (3.3) und 16st die Schrodinger-
Gleichung (3.1), womit f,, ebenfalls eindeutig bestimmt ist. Demnach ist (3.5) eine &qui-
valente Darstellung zu (3.1), die (3.3) erfillt.



3.1. DAS DIREKTE PROBLEM 27

3.1.1.1.3 Holomorphie der Jost-Losungen Die gewonnenen Ergebnisse kénnen
wir nun verwenden, um weitere Eigenschaften der Jost-Losungen f, und f,, herzuleiten.
Wir beginnen dazu wieder mit dem Fall f, bzw. F,. Die Abschétzungen (3.15), (3.16)
gelten fiir alle n € N und damit im Grenziibergang auch fiir F), selbst:

CCo

|Fp(w,z)| <e &, Imw>0, w#0, (3.21)

bzw.
|Ey(w, )| < e“'@) ) Tm w > 0. (3.22)

Unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse kénnen wir nun noch eine dritte Abschéatzung
fiir £, herleiten:

o0

Fyw) < 14C / (t— ) |q(t)] | Fylw, 1) dt

T

~ 140 / ) | Fy(w, 1) dt + C / (=) la(t)| | Fy(e, )]
< 140 [tlaOlBldt+C [ (o) la®]1Fyw, ]

Im ersten Integral ist ¢ > 0, d.h. mit (3.22) folgt
|Fp(w,t)| < 6C’Ul(t) < 60001
und damit

Fylw,2)] <14 CC,, 7% 4C / (=) |a(8)] | Fyw, £)] .

=B X

Fiir den nachsten Schritt definieren wir die Funktion
Fp (wv SC)

My(w,x) = —————.
D B )
Die obige Abschétzung fiir F, transformiert sich dann zu

oo

1 -
M, < 14t t)| | M, t)|dt
Mwa)| € e+ C [ (D O] 1)

x
o0

10 (1 Je) ato) My, )] e

T

IN

Genauso wie F), ist M,, Losung einer Integralgleichung in x. Aus der zugehorigen Iteration
erhalten wir dann

(e Fa+ilawlar)

xT

)

M <140 [+ ol de+ o+ —
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also
| M, (w, )| < eCEntC) = B,

Damit ergibt sich die gewiinschte Abschéatzung fiir ¥}, in Form von

|Fp(w,2)| < BBy -(1+|z|), Imw > 0. (3.23)

=:By

Mit den hergeleiteten Beziehungen (3.21)-(3.23) konnen wir schliellich die Asymptotik
(3.6) genauer quantifizieren:

Fy(w,z) — 1] /w ) || Fylw, 8)] dt
< |j e T, w0, (3.24)

bzw. mit (3.12)

Fy(w,2) —1] < (7-/@_@O+M”wm&wwwt

T+l ) TRl —a)
< 1f@y{jﬂﬂmﬂwwﬂwﬂwbﬂﬂfM®H&WJwﬁ
glfh{@wm+u—@&>7u+WM@Mt

< &“fﬁﬁj%””fu+wmwma (3:25)

xT

mit By = C' (¢““71 4+ B,). Da die obigen Abschitzungen fiir alle w in der oberen komplexen
Halbebene gelten, folgt aus (3.24) insbesondere

lim Fy(w,z)=1, Imw >0.

|w[—o0

Im Fall F,,(w,x) gehen wir nun in analoger Weise vor. Aus den Abschitzungen (3.19),
(3.20) erhalten wir

CcC

|Fp(w,z)| <e =, Imw>0, w#0, (3.26)

bzw.
|Fp(w, )| < M@ Tmw >0,. (3.27)

Weiter ergibt sich

WMMM§1+0/xMMWMMWﬁ—C/ﬂﬁmWMwMﬁ
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Das zweite Integral verschwindet fiir negatives x und ist positiv fiir positives x. Also gilt

F(w,2)| < 1+ C /:1: ()] [P, 1)] d. (3.29)
0
Wir definieren entsprechend
F,
My (w,z) = 7m(w,x)’
1+ |z

wodurch sich (3.28) wie oben transformiert zu

1
‘Mm(wv SC)| <

X
w0 D) D] [ My (w, )] dt
< o /Hmuu)rq()u (@.1)
0

T

< 10 [ 1) alo)] Mol )] dr

Damit gilt auch
| My (w, )| < 9 = By,

woraus
|F(w,z)| < By - (14 |z|), Imw >0, (3.29)
folgt. Mit diesen Abschétzungen erhalten wir wie im Fall F),

T

Fnwr) = 1] < [ 1D =0l a(0)] [Pu(o,t)] e
0

CcC, cco

e lvl

<
]

, w#0 (3.30)

bzw.

Fo(w, ) — 1] < CBy(1 + max{z,0}
o - L vl

) -/(1 + [¢]) [q(t)] dt. (3.31)

Bisher wissen wir, dafl die Folgen {F,S”) (w, ) }nen und {Fr(f?) (w, T) bnen fur festes w punkt-
weise in x gegen F, und F, konvergieren. Im folgenden wollen wir zeigen, dafl diese
Konvergenz sogar (lokal) gleichméfig sowohl in z als auch in w ist, wenn wir die Folgen-
glieder wie eingangs bereits erwéhnt einmal als Funktionen in x zu festem w und einmal
als holomorphe Funktionen in w zu festem x betrachten. Dann iibertragen sich gewisse
analytische Eigenschaften auf die Grenzfunktionen £, und F}, und damit auf f, und f,,.

Wir schatzen ab:

p

[ (w,2) = Fy(w, )] < /IDw(t — )| )| |[Fg" D (w,t) — Fy(w, t)] dt.
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Entsprechend der beiden fiir | D,,| hergeleiteten Schranken kénnen wir nun auf zwei Arten
weiter vorgehen. Mit (3.14) und (3.24) folgt fiir w # 0 und Im w > 0

7 t
O (w,2) - Bywa) < ¢ [ 9O pen i, 1 - pwola

Ohne die Einschrinkung w # 0 erhalten wir die folgende Abschétzung, wenn wir (3.13)
und (3.25) verwenden, sowie beriicksichtigen, dafl F9 =1 gilt:

(B (w,2) = Fy(w, )]

e e}

< ¢ [- D)@l w0 - Blw.o]d

Bs(1 + max{—=z,0})
- 1+ |w|

(Co(x))"

-/uﬂmmwwt
(C o))"

< B3(1+max{—z,0}) (Co, +C5) n!

In der letzten Ungleichung haben wir ausgenutzt, daf§ x,, > = und damit
max{—z,,0} < max{—=z,0}

ist. Bei der Folge {FT%") (w, ) }nen gehen wir genauso vor und erhalten

cc. e (G00)

(n) _
FL (0,3) = Fu(w,2)] < T -

m —

7(1(.)#0,

bzw.
(C ()"

|F{™(w, z) — Fy(w, z)| < OBy (14 max{z,0}) (Cy, + C,) o

Die Folgen in D holomorpher Funktionen {F\" (w,z)}nen und {F4” (w, %) }nen konver-
gieren also fiir festes € R als Funktion von w lokal gleichméBig gegen F}, bzw. F,, in
D genauso wie fiir festes w € D als Funktion von x in R. Die Grenzfunktionen F,(w,z)
und F,(w,z) sind damit ebenfalls holomorph in w € D und stetig fiir jedes endliche
x € R. Damit sind auch f,(w,z) und f,,(w, ) holomorph in D und erfiillen die folgenden
Beziehungen:

|fp(w, )] < e Mmws e Tl Imw >0, w#0, (3.32)
|folw,z)] < emewrelal®@ Iy >0, (3.33)
[fp(w,2)] < ™™ # By (1 + |zl (3.34)
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bzw.
, CC, cco
o) =] < etmer SR (3.3)
P m we B3(1 4+ max{—x,0 r
o) e < rmor DOEREIZBID L oy gylar - (3.36)
1+ |w|
und fiir f,,:
|fm(w,z)] < €™ we Tl Im w >0, w#0, (3.37)
|fn(w,z)| < emerefm@ I w >0, (3.38)
[fm(w, )] < ™ By (14 |z]), (3.39)
bzw.
, CC, cco
|[fm(w, @) —e7™o] < el ee |TC‘ e, w0, (3.40)
. m we CB1(1 + max{z,0 f
nlera) —emr] < emor COQEIBON iy e, (340
1+ |w|
0

Das Potential ¢(z) ist nach Voraussetzung reell fiir z € R. Aus (3.10) und (3.11) sehen
wir, dal F), und F,, die Symmetriebedingung

F,(—w,z) = F,(w,z), weD, (3.42)

bzw. B
F.(-w,z) = F,(w,z), weD, (3.43)

erfiillen. Gleichung (3.42) beispielsweise gilt sicher fiir FY, damit rekursiv fiir alle F™
und somit auch fiir deren Grenzwert F,. Die Gleichung ist mathematisch sinnvoll, denn
mit Im w > 0 ist auch Im (=) > 0, d.h. mit w € D ist auch —w € D.

Die Symmetrieeigenschaften (3.42), (3.43) von F), und F,, iibertragen sich auf f, und f,,:

(=0, 2) = fp(w,z), we D, (3.44)

bzw.

fm(=@,2) = fn(w,2), we€ D, (3.45)

3.1.1.1.4 Zusammenfassung der Ergebnisse Damit haben wir alle wesentlichen
Eigenschaften der Jost-Losungen f,(w, ) und f,,(w,z) hergeleitet und kénnen nun die
Ergebnisse in folgendem Satz zusammenfassen:

Satz 3.4 Die durch (3.2) und (3.3) definierten Jost-Lisungen f, und f., haben unter den
Voraussetzungen (Q1)-(Q5) die folgenden Eigenschaften:

(a) f, und f,, sind die eindeutigen Lisungen der Schridinger-Gleichung mit den Rand-
bedingungen (3.2) und (3.3).
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(b) f, und f,, sind in eindeutiger Weise in der impliziten Form (3.4) bzw. (3.5) dar-
stellbar.

(c) fp und fr, sind fiir festes v € R als Funktionen von w holomorph fir w € D und
stetig fir w € D.

(d) Es gelten die Abschitzungen (3.32)-(3.36) fir f, und (3.37)-(3.41) fir fm.

(e) Fiir Im w >0 gilt: fpm(—,2) = fom(w,x).

Neben den Jost-Losungen f,(w, z) und f,,(w, z) sind auch die Funktionen f,(—w,x) und
fm(—w, ) von Interesse. Alle Aussagen von Satz 3.4 lassen sich ohne Probleme auf diese
Funktionen iibertragen, wenn man iiberall w durch —w ersetzt.

3.1.1.2 Explizite Darstellung der Jost-Lésungen

3.1.1.2.1 Definition der Funktionen K, und K,, Die Holomorphie von f,(w,z)
und f,,(w, x) beziiglich w in der oberen komplexen Halbebene D ermoglicht die Herleitung
einer expliziten Integraldarstellung fiir f, und f,,. Wir betrachten wieder zundchst den
Fall f, und definieren die Funktion G,(w,z) = f,(w,z) — e“*. G, ist fiir festes x € R
holomorph in w € D. Als Funktion von w € R ist G}, nach (3.32) ein Element von L*(R).
Die Funktion H,(w,z, z) := Gp(w, z) e"*7 ist ebenfalls holomorph in D und jedes Integral
von H, iiber einen geschlossenen Halbkreis mit Radius Rr > 0 in D verschwindet:

0 = /Hp(w,x,z)dw
T
Rr

—Rr

= [ (i) = o) i [(fy(Reea) - ) e B dp.
0

>
/
-~ N~

[1 -[2

Interessant ist nun der Grenzfall R — +o00. Da G,(-,x) fiir jedes feste  und reelles
w eine L?(R)-Funktion ist, existiert das erste Integral I; in der obigen Summe auch fiir
Rr = +00. Aus (3.32) folgt auBlerdem

cce C'C,

|fp(RF6i0’aj) . eiRFei9x| S e—R[‘ Sine-xe Rp .
Ry

Bei festem x und z konvergiert damit I5 fiir Rp — 400 gegen 0, falls der Dédmpfungsfaktor
efrsin6(z=2) gegen ( strebt. Da sin§ > 0 ist fiir 6 € [0, 7], tritt dieser Fall genau dann ein,
wenn z < z gilt, und damit folgt insbesondere

o0

/(fp(w,x) — W) e Wi =0, z <. (3.46)

—00
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Das Integral in (3.46) konnen wir nun fiir festes € R als Fouriertransformation der
L*(R)-Funktion G, (-, z), ausgewertet an der Stelle z, auffassen. Wir definieren die Funk-
tion K, als

[e.9]

K,(x,z) = o /(fp(w,x) — MY e ., (3.47)

Aus Gleichung (3.46) ergibt sich sofort
K,(xz,2) =0, z < z. (3.48)

Wegen (3.44) ist K,(z, 2) reell fiir z,2 € R. Da G, € L*(R) gilt, ist die Inversionsformel
fiir die Fouriertransformation anwendbar und es ergibt sich

folw,z) — ™" = / K,(z,2) " dz,
und mit (3.48) folgt schlieBlich
folw, ) = ™" + / K,(z,2) e dz. (3.49)

Im Fall der Jost-Losung f,,(w,x) kénnen wir in gleicher Weise vorgehen. Wir definieren
entsprechend G,,(w, z) := f,(w,z) — e und H,,(w,z,2) = G, (w, ) e“?. Dann sind
G, und H,, wiederum holomorphe Funktionen beziiglich w € D und das Integral von H,,
iiber einen geschlossenen Halbkreis in D mit Radius Rr verschwindet:

0 = /Hm(w,x,z)dw
T

— / (fm(w, SC) o e*iwx . le dw 4+ - / fm RF@ e*iRreiGm> . eiRrez’ez RF ei" 20
—Rp 0 )
Iy 7.

Da G,, fiir relles w nach (3.37) ebenfalls eine L?*(R)-Funktion ist, existiert 3 auch fiir
Rr — +o0. Das zweite Integral I, verschwindet fiir x < 0 und wegen

cc. C'C,

|fm(RF6i0’l‘) _ 6_Z~Rrei91;| S eRF Sine-l‘e Rp ,
Ry

falls z > x > 0 ist. Wie im Fall f, definieren wir nun K,, iiber

Ko(r,2) o= o / (Fn(w, ) — =7 - €% (3.50)

—00

und erhalten entsprechend
Ky (z,2) =0, z > x. (3.51)



34 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE ANALYSE DES DESIGN-PROBLEMS

Nach (3.45) ist auch K,,(z, z) reell fir z, z € R. Mit der Inversionsformel fiir die Fourier-
transformation folgt schliefSlich

fn(w, ) = e ™% + / Ko (z,2) e ™% dz. (3.52)

Uber die Darstellungen (3.49) und (3.52) fiir f, und f,,, haben wir die Existenz der Funk-
tionen K, und K, nachgewiesen. Die Gleichungen gelten aber zunéchst unabhéngig von
der Tatsache, daf f, und f,, spezielle Losungen der Schrodinger-Gleichung sind. Wir wol-
len das nun beriicksichtigen und zeigen, dal K, und K,, dadurch eindeutig festgelegt
werden.

3.1.1.2.2 Integralgleichungen fiir K, und K,, Wie im vorherigen Abschnitt ge-
zeigt, erfiillen die Jost-Losungen f, und f,, die Schrédinger-Gleichung (2.11) mit den
jeweiligen Randwerten bzw. die entsprechenden Integralgleichungen (3.4) und (3.5). Wir
konnen nun die Ausdriicke (3.49) bzw. (3.52) in beide Gleichungen einsetzen. Im ersten
Fall fiihrt uns das auf eine Differentialgleichung, im zweiten auf eine Integralgleichung fiir
K, bzw. K,,. Wir wéhlen den zweiten Weg, beginnen wieder mit f, und setzen (3.49) in
die linke Seite von (3.4) ein:

/ K, (2, 1) e dt = / Sm“"(x_t> a(t) f(w,b) dt. (3.53)

Fiir reelle w folgt aus der Beziehung (3.34) fiir die rechte Seite von (3.53):

o0

‘/smw ()fp(wtdt‘ |_2 / 1) lg(®)] dt < 2(CT1|-1-CU)7
W

::Ip(w,a:)

d.h. fiir festes x gilt I(w,x) € L*(R). Die linke Seite von (3.53) ist nach den vorange-
gangenen Uberlegungen ebenfalls eine L?(R)-Funktion in w, d.h. wir kénnen auf beiden
Seiten der Gleichung die Fouriertransformation nach w durchfithren und erhalten

K, (z, ) :—% / / Si““’(wﬂq(t) £, 8) dt =% . (3.54)

—o0 T

Nun koénnen wir (3.49) nochmals in die rechte Seite von (3.54) einsetzen:

1 o o0 X _ -
K,(x,z) = g//Wq(t)ew(t_z)dwdt

Tr —oQ

1
+//2 /slnw eiwls— Z)dwK(t s)d8q<>d'
™
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Aufgrund der Eigenschaft (3.48) von K, geniigt es, sich im folgenden auf den Fall z > «
zu beschrianken. Dann ist z — 2 > 0 und mit den Variablentransformationen & = %(z + )
und n = (z—:zc) >0,dh. x=¢&—n, z=~E+n, folgt weiter

Ky(&n) = K& —n.&+n)
0o 1 Oosulwt—f—l—n) ieo(—tE4)
o w dw q(t) dt

/27T/ o w q(t)dt +
}: S/

00001 °°s1nwt—§—|—n) Jils—e-

/ / % / 5 (=6 duy K, (8, 5) ds g(t) dt.
}g 4

Die Integrale T} und 75 sind Fouriertransformationen der in w geraden Funktion

sinw(t — & +n)
- :

Damit reduziert sich in beiden Fillen das Integral auf den Cosinus-Term:

Ryen) = /%/Sm”“_“") cosw(—t+ & + 1) dw () dt
0

J

o]/ %/ A SN cogan(s— € — ) do Kyt 5) dsg(t)

S

'

Ty

Das Integral T3 ist eine spezielle Fourier-Cosinus-Transformation und hat den Wert 0 fiir
¢ >t und den Wert 7/2 fiir £ < ¢ ([10]). Wegen & — n < £ ist damit die untere Grenze
¢ —n des verbliebenen Integrals durch & zu ersetzen. Die gleichen Uberlegungen ergeben,
daB Ty fiir s > t 4+ 2n und s < 2§ —t zu 0 wird. Insgesamt folgt also

00 [ t+2n

—%/q )dt + = / / Ky(t,s) ds () dt. (3.55)

13 5 1 max{t,2—t}

Im Doppel-Integral des zweiten Summanden fiihren wir nun die beiden Variablentrans-
formationen

-1 1
5:§(s—t), t:§(s+t),

durch, die das Integrationsgebiet von der s/t-Ebene auf die fsv/?—Ebene transformieren:
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Z

NN

§+m -
T 3
§—n

§-n ¢ ¢ "

Wir haben also eine Entkopplung der beiden Integrale erreicht, was fiir die weitere Un-
tersuchung der Integralgleichung von grolem Vorteil ist. Anschlieend ersetzen wir & und
1 wieder durch x und 2z und erhalten

Z—T
o0 o0

Ky(z,z) = % / q(t) dt + / / ¢t —3) Ky(t -5t +3)dsdt, z>u. (3.56)

z+x z4+x
2 2

Die gesuchte Funktion K, ist also die Losung der linearen Integralgleichung (3.55) bzw.
(3.56). Aus der zweiten Darstellung lassen sich spéter gewisse Eigenschaften von K, we-
sentlich einfacher ablesen. Fiir die weiteren Umformungen aber ist die Darstellung (3.55)
vorteilhafter.

Im Fall f,, bzw. K,, gehen wir in analoger Weise vor. Jetzt gilt x > 2z und mit den
Variablentransformationen £ = $(z + z), n = 1(z — ) < 0 folgt eine entsprechende
Integralgleichung fiir K,,:

§ 5—77 min{t72§_t}
- 1
Kn(&n) =Kn(—n6+n) =< [ qt)dt+ = Kn(t,s)dsq(t)dt. (3.57)
fuoat [

0 max{—t,t+2n}

—_

Wir transformieren wieder das Integrationsgebiet von der s/t-Ebene auf die 5/t-Ebene:

S t
§ -+ // §
§+n /i;
—n £ &—n ' "
2n -

Unter Verwendung der Ausgangsvariablen x und z anstelle von & und 7 folgt dann

z4+x z+x
2

D) 0
1 ~ ~
Kn(x,z) = 5 / q(t) dt + / / (t—3)Kp,(t—35,t+3)dsdt, x>z (3.58)
0 0 z=e
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3.1.1.2.3 Existenz und Eindeutigkeit von K, und K,, Aus den Integraldarstel-
lungen der Jost-Losungen (3.49) und (3.52) wissen wir, dal die gesuchten Funktionen
K,(z,z) bzw. K,,(z, 2) fiir festes x Elemente von L*(z,00) bzw. L*(—o0, z) sind. Im fol-
genden wollen wir zeigen, daf8 (3.55) und (3.57) eindeutige Losungen besitzen und diese
in den entsprechenden L?-Riumen liegen. Wir wenden uns zunéichst dem Fall K, zu und
zeigen die Existenz einer Losung von (3.56). Dazu formen wir (3.56) um in

t+z—x

Ky(z,2) — %/ £ dt + / / K (ts)dsq(t)dt, = >z,

T max{t,z+x—t}

2

oo t+z—x

_ %/ 0 dt+* //Ktsdsq()dt—Ir //Kp(t,s)dsq(t)dt,

T z+x—1 t

2
und betrachten fiir n € N die Folge der sukzessiven Approximationen

KOz, 2) =

p

q(t) dt,

DO | =

N NJ

oo t+z—x

+
1
K(02) — / / KD (t,5) ds g(t) dt + & / / KD, ) ds q(t) dt.

r z4x—t z-QHc t

Fiir die erste Iterierte K" (x, z) gilt insbesondere

|K<0 (z,2) §§/|q )| dt = (z+x)

Daraus folgt fiir die zweite Iterierte

KO(z,2) < - //—a<s+t)d|q )| dt + = //—o—(s“)d\q()\dt

r z4x—t

—_

Die Funktion o(t) ist positiv und monoton fallend. Im ersten Summanden kénnen wir
demnach in U(ert) die Variable s durch die untere Integrationsgrenze des s-Integrals
ersetzen, im zweiten fithren wir die Substitution s = (¢ + s)/2 durch:

B T, oo tHE5E
Kol < g [ [ 5o (55) aslawia 5 [ [ o@dsitolan
T ztz—t et
z«gz o 23
1 z+x 1 -
< 5o (50) [e-ouwii s [ [ @il
T z+x z+x
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Im zweiten Summanden nutzen wir erneut die Monotonie von ¢ aus und erhalten

2

Kol < 5o (550) [e-allas o (5) 70<t—x>|q<t>rdt

T zt+x
2

Die gewonnene Abschétzung fiir K,(,l)(a:, z) 148t sich fiir beliebiges n € N verallgemeinern:

o (z i x) oile) (3.59)

n!

Die Aussage ist fiir n = 1 bereits gezeigt, d.h. wir nehmen an sie gelte bis zu einem
gewissen n und fithren den Induktionsschritt durch:

t+z—x
1 1 [s+t\ ot
n+1 1
K (@, 2)] < 5/ / 50(—2 )—n! ds|q(t)| dt
r ztxz—t

o [ e (5) s a

< ;g(z”) /Oo<t—:c>|q<t>|“iﬂ“dt.

xT

Im Integral der letzten Ungleichungen kénnen wir nun zweimal Lemma 3.3 anwenden.
Zunéchst schreiben wir den Bruch im Integranden als n-faches Integral. Damit wird das
Integral zu einem (n + 1)-fachen Integral mit der in Lemma 3.3 verlangten Struktur. Wir
konnen es also nochmals umgekehrt anwenden und erhalten die gewiinschte Abschétzung

1 <z + :1:) o (z)

K (1) < =

womit wir die Aussage bewiesen haben.

Da die Funktionen o und o, fiir z > 0 unabhéngig von = und z nach oben beschrénkt

sind, folgt aus (3.59), dafl die Reihe

Z Kz()") (x,2) = Kp(z, 2)

n=0

in z > x > 0 gleichméfig konvergiert.
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Wir wollen nun zeigen, da8 die so definierte Funktion K, Losung von (3.55) ist. Dazu
setzen wir die obige Reihe fiir K, in die rechte Seite von (3.55) ein:

oo t+z—x

/ t)dt + = //ZK"tsdsq )dt + = //ZK"tsdsq()d

Z;I r z4x—t

Wegen der gleichméfligen Konvergenz der Reihe kénnen wir Summation und Integration
vertauschen:

t+z—x t+z—x
1
- (n (n)
2/ )dt + — /Z / K" (t,s)dsq(t) dt + /Z / (t,s)dsq(t) dt.
ztax z+a: t 90

— ) g™ (1)

Die beiden neu definierten Funktionenfolgen { (™ (¢)},en und {g™ (¢)},.cx bilden ebenfalls
gleichméfig konvergente Reihen, da

t+z—x t+z—x
" . o™ (t) t>z>0 Cgl
ol [IRPElslol s [ cu-nlol T C g0 2

z4x—t z4+x—1

und
n

g™ ()] < C, (2 — ) |q(t)) %;1

gilt. Das bedeutet, wir konnen Integration und Summation nochmals vertauschen und
erhalten fiir die rechte Seite von (3.55)

]o dt+z /7K(” (t,s)dsq(t) dt +§:%/ /Ké”)(t,s)dsq(t)dt

ztzx r z4x—t n=0 ztzx t
2 2
= KO@,2)+ > KM(z,2) =) Kp(x,2),
n=0 =

wodurch wir die Existenz einer Losung K, von (3.55) gezeigt haben. Mit Hilfe von (3.59)
erhalten wir weiter

- 1 1
|K,(z, 2)| < Z (z.2)] < 5o (HT@") o) < 5006001, x>0, (3.60)
=0
d.h. K, ist fiir 2 > x > 0 beschrankt. AuBerdem ist

7dmm=77mmmm=7jWMMﬁaﬁwwMWﬁ=mm,

T

womit

o0 o0

! 1
/|Kp(;1:, 2)| dz < 5601(1) /a <Z;$) dz = e21@) /a(u) du = 7@ oy (z)

T x




40 KAPITEL 3. MATHEMATISCHE ANALYSE DES DESIGN-PROBLEMS

folgt. Fiir festes x € R gilt also

K,(z,-) € L'(x,00) N L™®(z, 00)

und damit auch K,(z,-) € L*(z,00).

Zum Beweis der Eindeutigkeit von K, transformieren wir (3.55) zunéchst in eine Diffe-
rentialgleichung. Dazu tiberfithren wir (3.55) in (3.56) mit den neuen Variablen &, n:

Ryen) = —n+n =5 [aaes [ [o@-9REDEE oy
3 & 0

Anschlieend bilden wir die partiellen Ableitungen von f(p(g ,M):

n

8;?(5”7) = —%q(fs‘)—/Q(é—Sﬂ?p(é@d’i (3.62)
8@7(&71) = ! q(t —n) K,(t,n) dt, (3.63)
gggf;(&,n) = —q(&—n) K, (& ). (3.64)

Alle auftretenden Integrale und damit die partiellen Ableitungen von l?p existieren, d.h.
K,(&,n) ist zweimal nach beiden Variablen differenzierbar und erfiillt die partielle Diffe-
rentialgleichung

PK ~
o€ a:; (&mn) +a(€—n) Ky(§n) =0, n>0. (3.65)

Aus (3.61), (3.62) und (3.63) ergeben sich zudem die folgenden weiteren Eigenschaften

von K:

o0

Kp(€,0) = %/q(t)dt, (3.66)
Jim By(6m) = 0 (3.67)
Jim Poe) — o (3.69
i 86;;’(5,77) ) (3.69)

Mit der fiir (3.55) gefundenen Losung K, konnen wir nun die Funktion f;, durch

]A”;,(w, T) = e’ + /Kp(:c, z) e™* dz
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bestimmen und zeigen, dafl E, genau die Jost-Losung f, ist. Dazu setzen wir ﬁ,(w, x) in
die Schrodinger-Gleichung ein und integrieren das dabei auftretende Integral

w? / K,(z,t) ™" dt

zweimal partiell. Als Resultat ergibt sich

[e.9]

f;’(w,x) + (w2 - q(x)) ﬁ,(w,x} = / (%gp(x,t) - aagp (z,t) — q(x) Kp(:p,t)) e“tdt

xT

+ <—2%(M) - q(:v)) g

— lim ( 8; (x,2) —iw Kp(z, z)) ez,

Z—00

Der geklammerte Term im Integrand stimmt mit (3.65) iiberein. Wenn wir in (3.65) zu
den Ausgangsvariablen zuriickkehren und [?p wieder als K, schreiben, verschwindet dieser
Term und mit ihm das Integral. Die zweite Klammer ist wegen (3.66) ebenfalls 0, dan =0
dquivalent zu x = z ist. Der Grenzwert im letzten Term schlie8lich verschwindet ebenfalls,
was aus (3.67) - (3.69) folgt. Also gilt insgesamt

fl(w, )+ (W = (@) folw,z) =0,

d.h. f; erfiillt die Schrodinger-Gleichung.

Nun wollen wir das asymptotische Verhalten von E, fiir * — +o00 untersuchen. Aus der
obigen Darstellung fiir f, folgt

) = e < [ | )] e .

Da wir uns nur fiir den Grenzfall x — +o00 interessieren, konnen wir ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit z > 0 voraussetzen. Dann ist der Betrag der Exponentialfunktion auf
der rechten Seite wegen Im w > 0 durch 1 abschétzbar und wir erhalten

1w, 7) — ] < /|Kp(a:,t)|dt§ @) ) (7).

Fiir x > 0 gilt aulerdem

\MMS/W%W@WS/W@W,

d.h. wir haben hI_P o1(z) = 0 und damit

lim (j;(w, r) — ") = 0.

T——+00
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Die Funktion ﬁ, ist also genau die Jost-Losung f,. Da diese als Losung der Schrodinger-
Gleichung eindeutig festgelegt ist, kann es nur eine Funktion K, geben, die f, iiber (3.49)
bestimmt, woraus die Eindeutigkeit von K, als Losung von (3.55) folgt.

Fiir den Fall K, gehen wir genauso vor, formen (3.57) um in

z

t x ztz—t
%/ )t + © / / Kon(t, 5) ds (1) dt+%/ / Kon(t, 5) ds q(t) dt
0 0 thz—z etz
und betrachten die Iteration
z;z
k9@ = 5 [t
0
= z zta—t
KM(z,2) = / / K Y(t,5)ds q(t) dt + = / / K Y(t,5) ds q(t) dt.
0 t4z—=z z+z t+z—x

Dann gilt

zt+x

1
KD <5 [ laola =50 (250).

Wie im Fall K, kénnen wir damit zeigen, daf} fiir n € N gilt:

1 [(z+z)\ pi(x)
(n) < _ 1
K (2, 2)] < 2u< 5 ) TR (3.70)

N | —
o\w

Daraus folgt die Existenz einer Losung K, von (3.57) mit

Kp(z,z) = Z K™ (z, 2),

[ Ko (2, 2)] - <

1 z+x) e (@), (3.71)
/|Km(x,z)|dz < eM@ p(x).

Da auBlerdem p(x) = 0 fir z < 0 ist, folgt
Kp(z,2) =0, z< —uz,
also gilt fiir festes z € R
Kp(z,+) € L' (=, 2) N L™ (—x, 1)

und damit auch K,,(z,-) € L*(—z,z).
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Wir transformieren nun Gleichung (3.57) auf die neuen Variablen £ und 7

3

/q(t)dm/g/oq(?—g)f(m(ig)dgd? (3.72)

0

N | —

U
und bilden wieder die partiellen Ableitungen

0

0K, 1 ~ -
e = 509+ [ac-DRnleH
OK. i

e = - / olf =) Kol i
K,

&n) = —q(&—n) Kn(&n),

0 In
d.h. [?m(g ,n) erfiillt diesselbe partielle Differentialgleichung wie [?p(ﬁ ,n):

92K, -
J€ on &n+aql§—n) Kn(&n) =0, n<0. (3.73)

Aus (3.72) folgt auerdem

N | —

13
Ro(€,0) = / gty dt, Kon(0,7) =0,

bzw. in Abhéngigkeit der Ausgangsvariablen x und z

xT

/q(t) dt,  Km(z,—z) =0. (3.74)

Kp(x,z) =

Mit der gefundenen Losung K, von (3.57) ist nun die Funktion fm festgelegt durch
Flw, z) = ™% 4 / K (x,2) e ™% dz,

und wir beweisen die Eindeutigkeit von K,,, indem wir zeigen, dafl fm genau die eindeu-
tige Jost-Losung f,, ist. Dazu setzen wir wie im ersten Fall die obige Darstellung in die
Schrodinger-Gleichung ein und erhalten

xT

Falw.) + (" = @) Falorn) = | (%(x,o—%M—q(xm(w) o

de —iwT de wr
+ <2 o (z, ) —q(x)) e +2 o (z, —x) ™",
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Die beiden Klammerausdriicke verschwinden wegen (3.73) und (3.74) genauso wie der

dritte Term der rechten Seite, da mit K,,(x,—z) = 0 auch

ergibt sich

d—m(:c, —z) = 0 gilt, und es
T

fo(w,2) + (& = q()) fru(w,z) = 0.

Ferner wissen wir dafl K,,(x,z) # 0 nur fir —z < z < z bzw. 0 < (2 + 2)/2 < z gilt.
Damit folgt aus (3.71) fiir z < 0, daBl K,,,(x, z) = 0 ist, da in diesem Fall auch (z+z)/2 < 0
und somit p((z + x)/2) = 0 ist. Also gilt fiir x < 0

| fru(w, 2) — e77| < /|Km(:c,z)\ le"™*| dz = 0,

d.h.

Fonlw, ) = e7™%,

Die Funktion fm ist also genau die eindeutige Jost-Losung f,, der Schrodinger-Gleichung,
und es folgt wie im ersten Fall die Eindeutigkeit von K, als Losung von (3.57).

3.1.1.2.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

Satz 3.5 Die Jost-Liosungen f, und f,, der Schridinger-Gleichung (2.11) besitzen die
Integraldarstellungen

folw, o) = ™" + /Kp(x, z) ™% dz
und

fin(w, z) = ™7 4 / K (z,2) e % dz.

Die Funktionen K, und K, sind dabei eindeutig bestimmt und erfillen die folgenden
Gleichungen

52 (x,2) — 5. (x,2) = q(x) Ky(z,2), z>ux, (3.75)
dK, 1
N = —— > .
= (x,x) 5 q(z), x>0, (3.76)
K,(z,z) = 0, z<u,
bzw.
_62Km< )——82Km( ) = (@) Kn(z,2), z< (3.77)
52 (&% 5 (12) = @) Ku(w2), z<g, :
dK,, 1
N = — > .
- (x,x) 5 q(z), x>0, (3.78)
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Mit Satz 3.5 steht uns nun das erste wesentliche Zwischenergebnis auf dem Weg zur
Losung des Spiegel-Design-Problems zur Verfiigung. Die Vorwértsanalyse der Schrodinger-
Gleichung hat gezeigt, dafl zu jedem Potential ¢ aus der vorgegebenen Klasse eindeutig
bestimmte Funktionen K, und kK, existieren, die einerseits die expliziten Darstellungen
(3.49) und (3.52) fur die Jost-Losungen liefern und andererseits direkt mit ¢ tiber die
Beziehungen (3.76) und (3.78) zusammenhéngen. Mit den Funktionen K, und K, haben
wir also eine gemeinsame Bezugsgrofle fiir die Losung der Schrodinger-Gleichung und den
Koeffizienten der Gleichung gefunden.

Fiir das inverse Problem bedeutet das, dafl wir zu gegebenem Reflektionskoeffizienten r
zunéchst K, oder K, berechnen und anschlieflend g aus (3.76) oder (3.78) bestimmen. Aus
Gleichung (2.16) wissen wir, dafl r Koeffizient einer speziellen Losung y der Schrédinger-
Gleichung ist. Wie der folgende Abschnitt zeigen wird, 148t sich y als Linearkombination
der Jost-Loungen f, und f,, darstellen und wir kénnen die expliziten Darstellungen (3.49)
und (3.52) verwenden. Damit erhalten wir einen direkten Zusammenhang zwischen r und
K, bzw. K,, und kénnen damit die beiden Funktionen aus r berechnen.

Dieser Weg erfordert aber zunéchst die Bereitstellung weiterer theoretischer Resultate.
Dazu fithren wir im néchsten Abschnitt die Streumatrix ein und untersuchen ihre analy-
tischen und asymptotischen Eigenschaften.

3.1.2 Die Streumatrix und ihre Eigenschaften

Die Paare f,(—w,z), fy(w, ) bzw. f(—w,x), fm(w,z) sind fir reelles w # 0 linear un-
abhéngige Losungen der Schrodinger-Gleichung. Fassen wir diese als System 1. Ordnung
auf, d.h.

“on = (Ll o) oo o= (V53

dann bilden die Vektoren

(folw, @), folw, )", (fol—w, ), fi(~w,z))"

bzw.

(fm(wv :L‘), f;n(w7 x))T ) (fm(_w7 l’), frln(_wv x))T
ein Fundamentalsystem. Da die Spur der Systemmatrix verschwindet, ist die Wronski-
Determinante jedes Losungssystems konstant fiir alle z € R ([54]). Es geniigt demnach,
sie fiir f, an der Stelle z = 400 und fiir f,,, an der Stelle x = —oo zu betrachten, wo
sie unter Verwendung der asymptotischen Eigenschaften von f, und f,, berechnet werden
kann:

W[fp<w7x>>fp<_w>x>] = fp(w,x)fz’)(—w,x)—f;(w,x)fp(—w,x)

= lirf (—iw e™® e —jwe ™" e + o(1)) = 20w
T— 100

und

W[fm<w7x)>fm<_w>x>] = fm(w,x)fél(—w,x)—f;l(w,x)fm(—w,x)

= lim (iwe™ e ™ +iwe ™ e +0(1)) = 2iw.

Tr——00
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Jede Losung der Schrodinger-Gleichung kann als Linearkombination von f,(£w,z) oder
fm(Fw, z) dargestellt werden. Speziell fiir die Jost-Losungen ergibt sich dann

= T(W) w, T —1 —W,T
W, = p(w> w, T —1 —W, T
fm( ) ) T(CL)) fp( ) )+ T(CL)) fp( ) ) (38())

bzw.

wp(wv SC) = fp<_w>x) + p(w) fp<w7x> = T(w> fm<w7x>>
Ym(w,z) = fi(—w,2) +1r(w) fm(w,z) =tw) f(w,x).

Die durch (3.79) und (3.80) eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen r(w), p(w), t(w)
und 7(w) haben physikalische Bedeutung. So bezeichnet etwa r(w) den in Abschnitt 2.2
eingefiithrten Reflektionskoeffizienten und #(w) den Transmissionskoeffizienten.

Mathematisch gesehen existieren die Koeffizienten 1/7(w) und 1/t(w) fiir alle reellen w # 0
und sind damit endlich, was bedeutet, dafl 7 und ¢ dort keine Nullstellen besitzen und
ihre Pole die Nullstellen des entsprechenden Quotienten sind.

Die neu definierten Funktionen 1, und 1, bezeichnet man als physikalische Losungen der
Schrodinger-Gleichung (2.11). Unter Beriicksichtigung der asymptotischen Eigenschaften
der Jost-Losungen f, und f,, folgt

= 7(w)e ™7 r <0,
@Z)p(w,x) { o~ e—iwa: +p(w) eiwx’ T — +OO, (381)
>~ {(w) e, r — +00,

d.h. die physikalische Losung v, stimmt genau mit der in (2.16), (2.17) zur Definition des
komplexen Reflektionskoeffizienten r eingefiihrten speziellen Losung y der Schrodinger-
Gleichung iiberein.

Die Koeffizientenfunktionen r(w), p(w), t(w) und 7(w) definieren die Streumatrix

t(w) : Transmissionskoeffizient auf der rechte Spiegel-Seite,
7(w) :  Transmissionskoeffizient auf der linken Spiegel-Seite,

(w)
(

. Reflektionskoeffizient auf der rechten Spiegel-Seite,
w) . Reflektionskoeffizient auf der linken Spiegel-Seite.

)

r

Wir wollen nun einige wichtige Beziehungen zwischen den Elementen der Streumatrix
herleiten. Wegen

Wifp(w, ), fp(w, )] = W{fm(w, 2), fm(w, 2)] = 0
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folgt fiir reelle w # 0 aus (3.79) und (3.80)
1 1 1
W - 2w Wfp(w, z), fm(w, z)] = W) (3.83)
plw) 1
@) 2iw Wifm(w, ), fp(—w, z)],
r(w)

21w

<+
—~

&
~—

Aus der ersten Gleichung (3.83) 148t sich ablesen, dafl

T(w) = t(w)

b W(fm(—w,x), fp(w, z)].

gilt, woraus sich zusammen mit der zweiten und dritten Gleichung

pw)t(—w) +r(—w)tw) =0

ergibt. Wegen f,/m(—w, ) = fp/m(w, ) fiir w € R folgt auBerdem

Hw) = t(—w),

p(w) = p(-w),

r(w) =r(-w).

Setzen wir schlieBlich (3.79) in (3.80) ein, ergibt ein Koeffizientenvergleich

W) + [r(@)* =1 = [tHw)[* + [p(w) "

Fiir reelles w # 0 ist damit

| det S(w)| = ’tt

d.h. S(w) ist eine unitére Matrix.

Die Gleichungen (3.79) und (3.80) koénnen wir wieder auf die eingefiihrten Funktionen F),

und F,,, transformieren und erhalten

w,r) = plw) 2T B (. x 1 —w, T
Fulwt) = 282 b0+ L ) (3:84)
Fywz) - %emme(w,x)—i—%Fm(—w,x) (3.85)

Im folgenden wollen wir die asymptotischen und analytischen Eigenschaften der Streu--
matrix-Koeffizienten herleiten, die sich aus den Eigenschaften der Jost-Lésungen zu gege-
benem Potential g ergeben. Dazu gehen wir einerseits von der impliziten Integraldarstel-

lung (3.8) fiir F), aus:

1+/

xT

; 1
—2iwzr [~
‘ <2iw

2iw(§—x) _ 1
Ia e

p(w, )

q(&) Fp(w, &) d€

21w
D

[ a©) Blw.o df)

T

1 o0
s1- o [a© Rw.ode
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Andererseits gilt (3.85), d.h.

T(w) —2iwx 1
Fp<w7x> = t(w) e ? Fm<w7x>+t(—w)pm<_wax>7
und weiter wissen wir, dafl
lim F,(tw,z) =1

ist. Betrachten wir nun den Grenzfall x — —oo und vergleichen die beiden obigen Dar-
stellungen von F), miteinander, dann folgt

T(w) — 1 I 21w,
(o) = aim ) ¢ A Bw.0dg
1 1 i
Hw) 1—%_/(1(5)&(%5)(15.

Da ¢(¢) = 0 fur £ < 0 gilt, ergibt sich daraus

rw) 1 i €2 ¢
- 0/ w,€) dt, (3.86)
1 1T
)~ a9 Bwgd (357

0

Fiir Im w > 0 gilt nach (3.23):

’7 e () Fylw, &) de| < By / 2 € (14 ) [q(€)| dé < By (Cy + C,)
0

0

und

‘/ w§d§‘<32001+0)

d.h. die in (3.86) und (3.87) auftretenden Integrale existieren und definieren holomorphe
Funktionen. Also besitzen r(w)/t(w) und 1/t(w) analytische Fortsetzungen auf Im w > 0
und insbesondere gilt (3.83) auch fiir w € D. Aus (3.86) und (3.87) folgt auflerdem

me_o(2). k-

und

1 1
— =1 — .
) + O (w) , Jw| — o0

1
t(w):1+0(—), lw| — 00, Imw >0,
w

Daraus ergibt sich
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und damit

r(w):O<l>, |w] — o0, Imw > 0.
w

Die analoge Vorgehensweise fiir F,, fiihrt auf

M — L 00672%15 w
1 1 ¥
W) L= o= [ &) Fn(w,§) d€. (3.89)

0

Hier tritt im Betrag des ersten Integranden der Faktor e?™«¢ auf. Das zugehorige Integral
existiert in diesem Fall nur fiir w mit Im w < 0. Wir verwenden die Abschéitzung (3.29)
und erhalten

/ —22w§ (w{df <B1/1+f |q |d€<Bl(Cal+C)
0 0

Da (3.29) nur fiir Im w > 0 moglich ist, gilt die entsprechende Gleichung fiir p nur fiir

reelle w:

1

M =0 (—) , |w| — 00, w reell,
t(w w

und damit wie bei r
1
p(w) =0 <—) , |w| — 00, w reell.
w

Die im Vergleich zum rechtsseitigen Reflektionskoeffizienten p genauere Kenntnis der
asympotischen Eigenschaften von r ist eine direkte Folge aus der Tatsache, dafl das Po-
tential ¢ auf der negativen Halbachse verschwindet. Dadurch wird die untere Grenze in
den obigen Integralen zu 0 anstelle von —oo und es geniigt die Einschréankung auf w aus
der abgeschlossenen, oberen komplexen Halbebene.

Mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse konnen wir nun auch analytische Eigenschaften von ¢
und 7 herleiten. Aus (3.83) folgt, dafl 1/t(w) # 0 fiir reelle w # 0 ist. Aufgrund von (3.87)
gilt 1/t(w) # 0 auch fiir hinreichend grofie |w| mit Im w > 0, also besitzt 1/¢(w) hochstens
endlich viele Nullstellen in der oberen komplexen Halbebene D, d.h. ¢ ist meromorph in

D. Weiterhin ist t(w) # 0 fiir reelle w # 0.

Wir wollen nun die Lage der Polstellen von ¢ in D bestimmen. Falls wy Nullstelle von
1/t(w) in D und somit Polstelle von ¢(w) ist, folgt aus (3.83)

W fp(wo, ), fn(wo, )] = 0,

d.h. die Jost-Losungen f,(wo, ), fm(wo, z) sind linear abhéngig:

fp<u)(], SL’) =\ fm<u)(], SL’), A §£ 0. (390)
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Aus den asympotischen Eigenschaften (3.2) und (3.3) sehen wir, da f,(w, z) fiir x — +o00
und f,,(w, z) fiir x — —oo exponentiell abfallen, falls w € D ist. Nach (3.90) miissen dem-
nach f,(wo,x) und f,,(wo,x) beide fiir + — £oo exponentiell abfallen, also insbesondere
quadrat-integrierbar auf der ganzen rellen Achse sein, d.h. f,(wo, ), fm(wo, ) € L*(R).

Die Schrédinger-Gleichung (2.11) mit Jost-Randwerten (3.2) bzw. (3.3) kénnen wir nun
als Eigenwertproblem formulieren. Dazu definieren wir den Operator T durch

2

—55 ta=T.: D(T}) = H'(R) — *(R)

mit
H*(R) = {y € L*(R)|y" € L*(R)}

und erhalten
Ty = wy. (3.91)

Da das Potential q(x) nach Voraussetzung beschrinkt und reell fiir reelle z ist und H?(R)
dicht in L?(R) liegt, ist T} ein selbst-adjungierter Operator ([55]).

Im folgenden wollen wir nun einen Zusammenhang zwischen den Eigenwerten von Tj
und den Polstellen von t herleiten. Dazu wéahlen wir eine Polstelle wy € D von t. Dann
sind die Jost-Losungen f,(wo,-) und f,,(wo,-) der Schrodinger-Gleichung (3.1), wie oben
gesehen, linear abhingig und Elemente von L?*(R). Da ¢ beschrinkt ist, gilt ¢ f, € L*(R)
und damit auch f) = qf, — w?f, € L*(R). Also ist f,(wo,-) Element von H*(R) und
damit Eigenfunktion von T zum reellen Eigenwert w?. Da wy in der oberen komplexen
Halbebene D liegt, folgt wy = ia, a > 0. Die Polstellen von ¢ in D liegen demnach
alle auf der positiven imagindren Achse, denn gébe es eine weitere Polstelle w; € D mit
nichtverschwindendem Realteil, dann wéren f,(wy,-) und f,,(wy,-) Eigenfunktionen von
T, zu einem nicht-reellen Eigenwert w?, was wegen der Selbstadjungiertheit von T nicht
moglich ist.

Da t auflerdem meromorph in D ist, besitzt ¢ nur endlich viele Polstellen, die alle auf
der imagindren Achse liegen und deren Quadrate Eigenwerte des Operators T sind. Die
Anzahl und Lage der Polstellen héngt von der speziellen Wahl des Potentials ¢ ab. Sie
bezeichnen genau diejenigen Parameter w der Schrédinger-Gleichung, bei denen die zu-
gehorigen Jost-Losungen f, und f,, linear abhéngig sind. Man bezeichnet sie deshalb in
der Literatur auch als ,,gebundene Zustédnde“ (bound states). Da r/t in D holomorph ist,
ist r dort ebenfalls meromorph und die Polstellen von ¢ und r stimmen iiberein.

Wir wollen nun die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammenfassen:

Satz 3.6 Zu jedem Potential q(x) der Schréidinger-Gleichung (2.11) mit den Eigenschaf-
ten (Q1)-(Q5) (siehe Seite 18) existiert die eindeutig bestimmte Streumatriz

mit den folgenden Eigenschaften:
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(a) Die Elemente von S(w) sind stetig fir alle reellen w # 0, und es gelten die folgenden

Beziehungen:

T(w) = tw), (3.92)
pw)t(-w) = —r(-w)tw), (3.93)
)+ Irw)]* = 1, (3.94)
@R WP = L (3.95)
W) = tw), 1) = r(-w), o) = p(—w) (3.96)

(b) Die Elemente von S(w) haben die folgenden asymptotischen Darstellungen:
tw) = 140 (5) , |w| — 00, Imw >0, (3.97)
rw) = O (é) , w] — o0, Imw >0, (3.98)
plw) = O (é) , |w| — 00, w reell. (3.99)

(c) t(w) #0, [r(w)| <1, |p(w)| <1, fir reelles w # 0.

(d) t(w) und r(w) sind meromorph in der oberen komplexen Halbebene D. Ihre Pole
{wi, ..., w,} stimmen dberein, sind rein imagindr und deren Quadrate sind Figen-
werte des Operators Ts = —aa—;g +q.

3.1.3 Das Charakterisierungsproblem

In den bisherigen Abschnitten wurde nur das Vorwirtsproblem fiir die Schrodinger-
Gleichung (2.11) betrachtet. Ausgehend von einer Klasse von Potentialen ¢, definiert
durch die Bedingungen (Q1)-(Q5) haben wir die daraus resultierenden Eigenschaften
der Jost-Losungen f, und f,, hergeleitet. Die Bedingungen an ¢ geniigen den physika-
lischen Anforderungen. Jedem Potential ¢ ist auflerdem eine eindeutige Streumatrix S
zugeordnet, die das spektrale Verhalten des gesuchten Spiegels charakterisiert. Aus den
Eigenschaften von f, und f,, ergeben sich notwendige Bedingungen an das aymptotische
Verhalten und an die analytischen Eigenschaften der Streumatrixelemente, die wir in Satz
3.6 zusammengefaf3t haben.

Fiir das inverse Problem stellt sich nun die Frage, ob die Aussage des Satzes 3.6 auch
umgekehrt gilt, d.h. es ist zu kléren, ob aus einer gegebenen Streumatrix S mit den
hergeleiteten Eigenschaften das zugehorige eindeutige Potential ¢ mit (Q1)-(Q5) zu re-
konstruieren ist.

Unsere zu Beginn festgelegte Vorgehensweise zur Losung des Spiegel-Design-Problems
ging davon aus, dafl die Spektraleigenschaften des Spiegels einzig und allein iiber den
Reflektionskoeffizienten r festgelegt sind. Fiir die Umkehrung von Satz 3.6 miissen wir zu
gegebenem r alle iibrigen Elemente der Streumatrix berechnen kénnen, d.h. S muf} alleine
durch r eindeutig bestimmt sein.
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Gleichung (3.94) zeigt, da8 aus r zunéchst nur der Betrag der komplexen Funktion ¢ be-
rechnet werden kann. Da die Polstellen von ¢ mit denen von r in D {ibereinstimmen und
auf der positiven imagindren Achse liegen, existiert der komplexe Logarithmus log¢(w)
und wir kénnen daraus das zugehorige Argument von ¢(w) berechnen. Der zweite Reflekti-
onskoeffizient p(w) ergibt sich dann aus (3.93) und wir erhalten die gesamte Streumatrix.

Fiir das inverse Problem stellt sich die Frage, ob damit auch das Potential ¢ eindeutig
festgelegt ist. Aktosun ([2]) und Grebert/Weder ([19]) zeigen, daB ein reelles Potential
q(z) der Schrodinger-Gleichung (2.11), welches die Bedingung

[e.9]

/<1+ 12]) lqa)] dz < oo

—00

erfiillt, eindeutig festgelegt ist durch den linksseitigen Reflektionskoeffizienten r(w) und
die Kenntnis von ¢ auf der negativen Halbachse, in unserem Fall ¢(z) =0, = < 0.

Die Kenntnis des Potentials auf der negativen Halbachse sorgt dafiir, dafl r/t zu einer
holomorphen Funktion in D wird, die Pole von ¢ also mit Vorgabe von r bekannt sind.
Ohne dieses Wissen iiber ¢ kénnen die Pole von ¢t und damit die Funktion ¢ nicht aus
r berechnet werden, sondern miissen extra vorgegeben werden, womit die Eindeutigkeit
von ¢ zu gegebenem 7 verloren geht.

Die fiir das Spiegel-Design-Problem gewihlte Klasse von Potentialen ¢ gewéhrleistet also,
daB jedem Reflektionskoeffizienten r hochstens ein g aus dieser Klasse zugeordnet ist. Zur
Sicherung der Existenz eines solchen Potentials ¢ miissen aber weitere Anstrengungen
unternommen werden. Aus Satz 3.6 ergeben sich bereits notwendige Bedingungen an
die analytischen und asymptotischen Eigenschaften von r. Diese sind aber noch nicht
hinreichend, um die Existenz von ¢ sicherzustellen, sondern miissen durch zusétzliche
Bedingungen an r und ¢ ergénzt werden.

Im folgenden wollen wir nur Reflektionskoeffizienten r betrachten, die holomorph in D
sind. Das bedeutet keine wesentliche Einschrinkung, da in der Praxis der Laseroptik
alle stabilen Systeme diese Bedingung erfiillen. Nach den bisherigen Ausfithrungen ist
dann t(w) ebenfalls holomorph fiir w € D und hat dort und auf der reellen Achse, aufer
moglicherweise fiir w = 0, keine Nullstellen. Dann ist auch

log t(w) = log |t(w)| + i0(w)
holomorph in D und wegen (3.97) gilt

lim logt(w) =0, Imw > 0. (3.100)

|w[—o0

Aus (3.96) ergibt sich aulerdem

logt(—w) = logt(w) = log |t(w)| — if(w) = logt(w). (3.101)
Nach dem Hauptsatz der Cauchyschen Funktionentheorie folgt

1 logt(k
n(T,w) - logt(w) = / Zg_(w> dk, Imw >0, w ¢ [T,

271
r
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wobei I' einen geschlossenen Halbkreis auf der reellen Achse und der oberen komplexen
Halbebene mit Radius Rp bezeichnet. Wir betrachten wieder den Grenzfall Rp — +o00.
Fiir die Umlaufzahl n(T',w) gilt dann

1, Imw >0,
”(F’“’)_{ 0, Tmw <0,

Wegen (3.100) konvergiert das Integral iiber dem Halbkreisbogen gegen Null und iibrig
bleibt das Integral iiber der reellen Achse. Mit den Werten fiir die Umlaufzahl ergibt sich

1 log t(k)
logt = — dk, 1 102
ogt(w) 5 e 9k, m w >0, (3.102)
1 log t(k)

In (3.103) gehen wir zur konjugiert komplexen Gleichung iiber und mit (3.101) folgt:

o0

1 [ logt(—
0=—— / 08 H=R) e T w > 0. (3.104)
271 k—w

—00

Nun subtrahieren wir (3.104) von (3.102) und erhalten

1 [ logt(k) +log t(—k
logt(w):—,/ ogtk) +logt(=k) 10
21 kE—w

Da die komplexen Zahlen ¢(k) und ¢(—k) = t(k) jeweils die negative Phase der anderen
besitzen, gilt das Gesetz iiber die Summe der Logarithmen wie in R und mit (3.95) und
(3.96) folgt

1 [ log(t(k)t(—k))

1 7 log(l — r(k)r(—k
=L [ losU=rBrEh) b s o0 (3.105)
271 k—w

Zum Schluf} integrieren wir beide Seiten der Gleichung, die Integrationskonstante ver-
schwindet wegen (3.100), und wir erhalten die explizite Darstellung fiir ¢(w):

1 [ log(1 — r(k)r(—k
t(w) = exp 2—m/ o8 /{;r—(u))r< ))dk , Imw > 0. (3.106)

Ferner ist ¢ stetig fortsetzbar auf die reelle Achse durch

t(w) = lim t(w + i€), w # 0, w reell.

e—0
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Mit der Kenntnis von ¢ kann nun auch der rechtsseitige Reflektionskoeffizient p {iber
(3.93), also die gesamte Streumatrix S aus r berechnet werden.

Uber einen in D holomorphen Reflektionskoeffizienten r als Eingabegrofe fiir das inverse
Spiegel-Design-Problem erhalten wir also explizite Darstellungen fiir die anderen Elemente
der Streumatrix S und ein eindeutiges Potential ¢, dafl diesem S zugeordnet ist. In Satz
3.6 haben wir gesehen, daf r zusétzlich die aymptotische Eigenschaft (3.98) besitzen mu8.
Unklar ist aber weiterhin, ob diese Bedingungen bereits hinreichend sind, um die Existenz
eines Potentials ¢ sichern, dafl die fiir das Vorwértsproblem geforderten Eigenschaften

(Q1)-(Q5) erfullt.

Die diesbeziiglichen mathematischen Analysen von Chadan/Sabatier ([12]) oder Deift/
Trubowitz ([14]) fiir allgemeines ¢, d.h. ohne Kenntnis von ¢ auf der negativen Halbachse,
haben gezeigt, dafl wir hierfiir die Potential-Klasse durch die zusétzliche Bedingung

oo

L/\xﬁhxxﬂdx<:a> (Q6)

—00
weiter einschranken miissen. Unter dieser zusétzlichen Voraussetzung sind die Streuma-
trixelemente auch stetig in w = 0 und wir erhalten das bekannte und in der einschlégigen
Literatur vielfach verwendete Charakterisierungstheorem:

Satz 3.7 (Charakterisierungstheorem,)
Eine Matrix ) pw)
[ tw) plw
s= (1) 710

st die Streumatriz fiir ein reelles Potential ¢ ohne ,gebundene Zustinde“ mit

/u+mmamwx< .
/\:c|2|q(ac)|dq: < o0,

genau dann, wenn die Koeffizientenfunktionent, T, p,r die folgenden Bedingungen erfiillen:

(a) S(w) ist stetig fiir reelle w, und es gelten die folgenden Beziehungen.:

T(w) = tw),
plw)t(-w) = —r(-w)tw),
[t + r@)* = 1,
[t + lpw)* = 1,

(b) t(w) ist holomorph in Im w > 0 und stetig in Im w = 0.
(c) [t(w)| >0, [r(w)] <1, |p(w)] <1, fir Imw >0, w+# 0, und firw = 0 gilt entweder

0<c<|t(w)]
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oder
tw) =t'(w)w+o(w), |w| — 0, Imw >0,

und
14+ rw)=aw+o(w), |w| — 0, w reell, a € C,

14 p(w) = Pw+o(w), |w| — 0, w reell, e C.

(d) Die Elemente von S(w) haben die folgenden asymptotischen Darstellungen:

1
tw) = 1+O(—), lw| — 00, Im w >0,
w

1
rlw) = O (—) , |w| — 00, w reell,
w

1
plw) = O (—) , |w] — 00, w reell.
w

(e) Die Fouriertransformierten von v und p, definiert durch

17 |
R(z) = o r(k) e ** dk, (3.107)
P(z) = L [ (k) e~ *= dk (3.108)
z) = o plK)e , .
sind absolut stetig mit
/|R’(t)|(1+t2)dt < cfa) < o0, (3.109)
/|P’(t)|(1+t2)dt < d(a) < 00 (3.110)

—00

fiir beliebiges, endliches a € R.

Beweis: Deift/Trubowitz ([14]), Faddeev ([16]), Chadan/Sabatier ([12]).

In unserem Fall gilt nun zusétzlich g(z) = 0, x < 0. Wie wir weiter oben bereits gezeigt
haben, fallen dann die Pole von r und ¢ in D zusammen und 7/t wird zu einer holomorphen
Funktion. Fiir die im Charakterisierungstheorem gewéhlte Potentialklasse ohne gebundene
Zusténde folgt, dal t und damit r selbst holomorph in D sind. Auflerdem gilt Gleichung
(3.106), mit deren Hilfe ¢ aus r berechnet werden kann. Die {ibrigen Elemente 7 und p
der Streumatrix ergeben sich dann aus (3.92) und (3.93).

Aktosun ([2], [3]) zeigt auBerdem, dafi auch die umgekehrte Richtung gilt, ndmlich daf
jedem in D holomorphen Reflektionskoeffizienten r ein eindeutiges Potential ¢ aus der
gewiinschten Klasse zugeordnet ist, welches auf der negativen Halbachse verschwindet.
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Fiir die Losung des inversen Spiegel-Design-Problems wahlen wir also stets einen in D ho-
lomorphen Reflektionskoeffizienten r mit den zusétzlichen Eigenschaften geméfl des allge-
meinen Charakterisierungstheorems und erhalten das entsprechend unserer Modellierung
gewiinschte eindeutige Potential ¢ der Schrodinger-Gleichung mit ¢(z) = 0, x < 0.

Mit der auf unsere Situation angepafiten Form des Charakterisierungstheorems haben wir
unser inverses Problem hinreichend quantifiziert. Wir kennen nun den Bild- und Urbildbe-
reich, die die Zuordnung M : r — ¢ zu einer wohldefinierten und umkehrbaren Abbildung
machen. Die Klassen moglicher ¢ und » muften wir dazu einschréinken, um den physika-
lischen und mathematischen Anforderungen wie etwa der Existenz und Eindeutigkeit der
Losung gerecht zu werden. Im folgenden wollen wir nun einen Algorithmus entwickeln,
der uns das Potential ¢ zu gegebenem r liefert.

3.2 Das inverse Problem

3.2.1 Herleitung der Marchenko-Integralgleichungen

In den vorherigen Abschnitten haben wir zunéchst das Vorwértsproblem fiir eine festgeleg-
te Klasse von Potentialen ¢ der Schrodinger-Gleichung analysiert. Die spezielle Wahl war
dadurch motiviert, dafl die aus Potentialen dieser Klasse resultierende 2 x 2-Streummatrix
S gewisse analytische und asymptotische Eigenschaften besitzt, die fiir die eindeutige
Losbarkeit des Riickwirtsproblems von grundlegender Bedeutung sind. Hier ist die Ma-
trix S vorzugeben und daraus das zu diesem S fithrende reelle Schréodinger-Potential ¢ zu
berechnen, was bedeutet, daf§ die Matrix S bereits mit der Vorgabe einer ihrer Koeffizi-
entenfunktionen eindeutig bestimmt sein muf.

Aus der Analyse des Vorwértsproblems haben wir hierfiir notwendige Bedingungen an
die Elemente von S hergeleitet. Mit der Festlegung weiterer Vorgaben an S und einer
geringfiigigen Einschrinkung der gewéhlten Potential-Klasse werden diese notwendig und
hinreichend und machen die Zuordnung r < ¢ zu einer eineindeutigen Abbildung. Die
entsprechende Aussage haben wir im Charakterisierungstheorem 3.7 mathematisch prézise
formuliert.

In diesem Abschnitt geht es nun um die Frage, wie man das Riickwértsproblem kon-
kret 16st, also zu gegebener Streumatrix S, d.h. zu gegebenem Reflektionskoeffizienten
r, das zugehorige Potential ¢ berechnet. Wie wir in Abschnitt 3.1 gesehen haben, liegt
der Schliissel zur Losung des inversen Problems in der Berechnung der Funktion K, (z, 2)
bzw. K,,(x,z). Wir haben gezeigt, daf§ dieses K, bzw. K,, die eindeutige Losung der
Integralgleichung (3.55) bzw. (3.57) ist und sich das gesuchte Potential ¢ aus (3.76) bzw.
(3.78) ergibt.

Die unmittelbare Verwendung der Gleichungen (3.55) und (3.57) zur Losung des inversen
Problems ist nicht moglich, da sie aus der Analyse des Vorwértsproblems resultieren und
anstelle des Reflektionskoeffizienten vom ebenfalls unbekannten Potential abhédngen. Sie
liefern aber wichtige Erkenntnisse iiber die (notwendigen) analytischen Eigenschaften von
K, und K,,, die wir in Satz 3.5 zusammengefaflt haben. Insbesondere sind K,(x, z) und
K,,(z, z) danach zweimal stetig differenzierbar und erfiillen die hyperbolischen Differen-
tialgleichungen (3.75) und (3.77).
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Die inverse Berechnung von K, und K, soll diese Eigenschaften erhalten. Besonders beim
Einsatz numerischer Verfahren ist es notwendig, daf§ (3.75) und (3.77) im klassischen
Sinn gelten, d.h. dafl mindestens alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung von K, (z, z) und
K, (z, z) existieren und stiickweise stetig sind. Ausgehend von den Vorgaben des Cha-
rakterisierungstheorems 3.7 an den Reflektionskoeffizienten r konnen wir das noch nicht
garantieren, sondern miissen die Klasse moglicher Koeffizienten etwas weiter einschrénken.
Wie diese weiteren Bedingungen an r genau aussehen, sehen wir im Rahmen der folgenden
Herleitung.

Aus den Integralgleichungen (3.55) und (3.57) der Vorwirtsrechnung lassen sich K, und
K, als eindeutige Losungen zu gegebenem Potential ¢ berechnen. Fiir die Riickwértsrich-
tung wollen wir genauso vorgehen und eine Gleichung herleiten, deren Losung K, bzw.
K, zu gegebenem Reflektionskoeffizienten r eindeutig festgelegt ist und die gewiinschten
analytischen Eigenschaften besitzt.

Dazu gehen wir aus von den Gleichungen (3.79) und (3.80), die in eindeutiger Weise die
Elemente der Streumatrix S definieren, und multiplizieren beide Seiten mit dem Trans-
missionskoeffizienten #(w):

tw) fn(w,z) = fp(-w,z) + p(w) fp(w,z), (3.111)
tw) folw,2) = fu(-w,z)+7rw) fim(w,z). (3.112)

Anschlieflend fithren wir auf beiden Seiten der Gleichungen die Fouriertransformation nach
w durch. Diese existiert formal nur, wenn wir die auftretenden Funktionen als temperierte
Distributionen auffassen und die fouriertransformierten Distributionen wieder mit den
zugehorigen fouriertransformierten Funktionen identifizieren. Fiir (3.111) erhalten wir

[e.9] [e.9] o0

1 tH(w) fn(w, ) e ™ dw = € / fol—w, ) e 7™ dw + iﬂ p(w) folw, z) €% duw.

Nun ersetzen wir die Jost-Losungen f, und f,, durch ihre Integraldarstellungen (3.49)
und (3.52):

7 t(w) e+ gy to- / t(w) / Ko (z,t) e ™ dt e ™ dw
::T?;+z)
L e~ W@t gy 4 L Ky(x,t)e ™ dt e dw
27 27 PR
+ L plw) e @E=2) dyy 4 L plw) [ K,(z,t)e™ dte ™ dw
27 27 P ’

d.h. T" bezeichnet die Fouriertransformierte des Transmissionskoeffizienten ¢. Das erste
Integral der rechten Seite fiithrt auf eine Delta-Distribution 4, alle iibrigen Fourierinte-
grale existieren auch im gewohnlichen Sinn. Aus diesem Grund fassen wir ¢ ebenfalls als

Funktion auf mit
[0, z#0,
JOM { oo, = =0,
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und
S(x+2) = L / e~ Wt gy
om ’

Diese anschauliche Vorgehensweise ist mathematisch nicht vollstéandig korrekt, entspricht
aber der géngigen Praxis in der einschligigen Literatur ([13], [27], [7]). In den weiteren
Rechnungen bezeichnet § stets die Delta-Distribution und ist nicht zu verwechseln mit dem
Koeffizienten 6(w) im Zusammenhang mit der Streumatrix S. Die Fouriertransformierten
der Reflektionskoeffizienten r und p bezeichnen wir wie im Charakterisierungstheorem mit
R und P. Damit ergibt sich

T(z+x)+/Km(:c,t)T(z+t) it — Kp(:c,—z)—i—/Kp(x,t)P(z—t) Qi+ P(z—a)+0(241).
Wir ersetzen nun x durch —z und erhalten

T(z—x)+ /Km(—:c, —)T(z—t)dt

= Kp(—x,—z)+/Kp(—x,—t)P(Z+t)dt+P(z+x)+5(z—x). (3.113)

Im néchsten Schritt wollen wir den §-Term eliminieren. Da K,(—z, —z) = 0 fir —2z < —z
ist, geniigt es, die Gleichung nur fiir 2 < x zu betrachten. Unter den Voraussetzungen des
Charakterisierungstheorems 3.7 wissen wir aufferdem, daf ¢(w) holomorph in der oberen
komplexen Halbebene D ist und sich fiir |w| — oo wie 1+ O(2) verhélt. Damit ist auch
t(w) e™? holomorph fiir jedes z € R und das Integral iiber einen geschlossenen Halbkreis
mit Radius Rr in D verschwindet:

Rr T
0= /t(w) e W dw = / tw)e ™ dw+i- /t(R[‘€w> e B’z Rrei? qg.
—Rr

Fiir Rr — +oo strebt das erste Integral in der Summe fiir festes z gegen 27w T'(z). Das
zweite Integral strebt gegen 0, falls z < 0 ist. Also folgt

T(z)=0, z<0.

Da wir nur in D holomorphe Reflektionskoeffzienten r(w) betrachten, folgt mit derselben
Argumentation
R(z)=0, z<0.

Fiir p(w) bzw. dessen Fouriertransformierte P gilt diese Beziehung nicht, da p(w) nach
(3.93) Polstellen in D besitzt.

In Gleichung (3.113) folgt fiir z < z also T'(z — z) = 0 und unter dem Integral wegen
z—t<z—x<0auch T(z—1t)=0. Die linke Seite verschwindet damit und wir erhalten
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die Marchenko-Integralgleichung fiir K,:
0=K,(—z,—2) + / K,(—z,—t)P(z+t)dt+ P(z + ), z<u, (3.114)
oder mit P(z) := P(—2)

0=K,(z,z)+ /Kp(x,t) P(z+t)dt+ P(z + 1), z> . (3.115)

Im Fall K,, gehen wir von (3.112) aus, fithren wieder auf beiden Seiten die Fouriertrans-
formation nach w durch und erhalten entsprechend

T(z—x)—i—/Kp(:c,t)T(z—t) dt = Km(:c,z)—l—/Km(:c,t) R(z+t)dt+ R(z+z)+ (2 —x).

(3.116)
Hier haben wir auf die Transformation x — —xz verzichtet, damit beide Gleichungen
diesselbe Struktur haben. Dieses Mal gilt K,,(z,2) = 0 fir z > z und z < —z, und wir
erhalten die Marchenko-Integralgleichung fiir K,,:

0= Ky(z,2)+ /Km(x, t)R(z+t)dt+ R(z + ), |2| <. (3.117)

Da R(z) = 0 fir z < 0 ist, kann die untere Integralgrenze —z durch —z ersetzt werden.

Mit (3.114) und (3.117) haben wir nun zwei lineare Integralgleichungen hergeleitet, deren
Kern und rechte Seite gerade die Fouriertransformierten P bzw. R der Reflektionskoeffi-
zienten p bzw. r und deren Losung die gesuchten Funktionen K, bzw. K,, sind.

3.2.2 Eindeutige Losbarkeit der Marchenko-Integralgleichungen

Im folgenden werden wir uns damit auseinandersetzen, unter welchen Voraussetzungen die
Marchenko-Integralgleichungen eindeutig 16sbar sind und welche Glattheitseigenschaften
die Losungen besitzen. Insbesondere ist die Frage zu beantworten, ob diese Losungen mit
den gesuchten, eindeutig bestimmten Funktionen K, und K,, aus dem Vorwértsproblem
tibereinstimmen, d.h. ob sie zweimal stetig differenzierbar sind und die Gleichungen (3.75),
(3.76) bzw. (3.77), (3.78) erfiillen, also der geforderte Zusammenhang mit dem Potential
q besteht.

Wir legen nun die Voraussetzungen des Charakterisierungstheorems 3.7 zugrunde. Aus

den Symmetriebedingungen fiir die Elemente der Streumatrix folgt zunéchst, dal deren

Fouriertransformierten 7, R und P reellwertige Funktionen fiir reelles Argument sind.

Nach (3.109) und (3.110) ergibt sich weiter, da8 P’ bzw. R’ existieren und fiir festes

a € R Element von L'(—oc0, a) sind. Ferner folgt mit dem Lemma von Riemann-Lebesgue
lim P(t) = lim R(t) = 0.

|t|—o0 |t|—o0
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Die Funktionen P und R besitzen also die Darstellungen
t
P(t) = P()+ / P'(u) du,

b
t

R(t) = R(b)+ / R (u) du
und fiir b — —oo folgt
Pt) = / Plu)du, R(t) = / R'(u) du.

Daraus ergibt sich weiter fiir festes a € R:

/|P |dt<//|P’ )| du dt = /a/a|P'(u)|dtdu:/a(a—u)|P’(u)|du<oo,

—00 —0OQ —o0 u —00

dh. P € L'(—00,a) bzw. P € L'(—a,c0). Genauso gehen wir im zweiten Fall vor und
sehen, dafl R € L'(—o0, a) ist. Aus der Vorwirtsrechnung wissen wir, daf fiir festes z € R
die gesuchten Funktionen K,(z,-) in L'(z,00) und K,,(z,-) in L'(—z,z) liegen.

Die Marchenko-Gleichungen (3.115) und (3.117) konnen wir nun fiir festes z als Fred-
holmsche Integralgleichungen 2. Art auffassen und uns dabei wegen ¢(z) = 0, = < 0 auf
den Fall x > 0 beschréinken. Wie wir gerade gesehen haben, sind in beiden Féllen der In-
tegralkern, die rechte Seite und die Losung der inhomogenen Integralgleichung Elemente
desselben L'-Raumes. Wir definieren daher die Operatoren B, und B,, durch

B, : L'(z,00)— L'(x,00),
B, K, = /K (x,t) P(—z —t)dt, z>z>0,
und
B LY(~z,7) — L*(—x,2),
B, K = /K (x,t) R(z+t)dt, ©>2z>0.

Damit transformieren sich (3.115) und (3.117) in

I+ Bp) Ky = gp, (3.118)

mit den rechten Seiten

gp(x,2) == —P(—x — 2), gm(z,z) = —R(z+ z).
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Z. Agranovich und V. Marchenko ([1]) zeigen, da8 die Gleichungen (3.118) und (3.119)
unter den gegebenen Voraussetzungen an Kern und rechte Seite fiir x > 0 die eindeutigen
Losungen K, und K,, besitzen.

Unter den Bedingungen des Charakterisierungstheorems existieren also eindeutige Losun-
gen K,(z,) € L'(x,00) und K,,(z,-) € L'(—z,z) der Marchenko-Integralgleichungen
(3.115) und (3.117). Aus der Vorwirtsanalyse wissen wir, welche weiteren analytischen
Eigenschaften diese Losungen haben miissen, damit wir ein mathematisch sinnvolles Er-
gebnis fiir unser inverses Problem erhalten.

Die Funktionen K, und K, bestimmen zunéchst iiber (3.49) und (3.52) die Jost-Losungen
fpund f,, der Schrodinger-Gleichung. Daraus folgt, dal K, und K, notwendigerweise die
hyperbolischen Differentialgleichungen

PK, PK
3:621) (@,2) - 8z2p (r,2) = q(z)Ky(z,2), 2>, (3.120)
PK PK
m - m = K < 121
Ox2 (.’,U, Z) 922 (.’,U, Z) Q(Z') m(l’,Z), 2T, (3 )
und die Beziehungen
dK, 1
N = —— > .
o (@) 5 d(x), =20, (3.122)
dK,, 1
N = — > .
7 (@2) 5a(z), 20, (3.123)

erfiilllen, d.h. K,(z,z) und K,,(z, z) miissen mindestens zweimal partiell nach = und z
differenzierbar sein, damit alle Gleichungen im klassischen Sinn gelten.

Die analytischen Eigenschaften der gefundenen Marchenko-Losungen K, und K,, héingen
von den Eigenschaften der Kerne R und P ab. Es stellt sich nun die Frage, ob die bisher
gewéhlte Klasse von Reflektionskoeffizienten r fiir die geforderte Glattheit von K, und
K, hinreichend ist oder weiter eingeschrénkt werden musf.

Agranovich/Marchenko ([1], Kapitel V) beweisen, dafi unter den Voraussetzungen des
Charakterisierungstheorems die partiellen Ableitungen von K,(z, z) und K,,(x, z) nach x
und z existieren und die Marchenko-Integralgleichungen (3.115) und (3.117) nach x und z
differenziert werden diirfen. Weiter zeigen sie, dafy auch die zweiten partiellen Ableitungen
von Kp(z,z) und K,,(z, z) nach z und z existieren und stetig sind, wenn wir zusétzlich
fordern, dafl R(t) bzw. P(t) zweimal stetig differenzierbar in ¢ sind und fiir jedes endliche
a €R gllt

al
/|R”(t)||t|dt < o0, (3.124)
.
/ PO [ dt < oo. (3.125)

Unter diesen erweiterten Voraussetzungen kénnen wir nun die Gleichungen (3.115) und
(3.117) entsprechend umformen. Im Fall K, ergibt zweimaliges Differenzieren nach x
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0 = 0Ky (,2) + P"(x+ 2) — %(:c, 2)P(z + 2) — P'(z + 2) K, (z, x)

Ox? dx

OK. - [ K -

— &Up (v, 2)P(x + 2) —i—/ 0x2p (z,t) P(z +t)dt, (3.126)
sowie ein- und zweimaliges Differenzieren nach z

aKp _ 5% 59

5 (x,2) = —P'(x+2)— | Ky(z,t) P'(z+1)dt, (3.127)
z
aQKP DI [ 5%

0 = 5.2 (x,2) + P'(x + 2)+ | Ky(x,t) P"(z+1)dt. (3.128)

Aus den Voraussetzungen an P wissen wir, daf}

lim P(z)= lim P'(z)=0 (3.129)

Z—-400 Z—+400

gilt. Damit folgt aus (3.115) und (3.127)

K
lim Kp(z,z) = lim 0 L(z,2)=0. (3.130)

z——+00 z——+00 82

Wir integrieren nun das in (3.128) auftretende Integral zweimal partiell und mit (3.129)
und (3.130) erhalten wir

2 ~ ~ =~ r 2
ozé’K%Lzw+ww+a—KALxﬂy@+@+8KNLxﬂ%wH%ﬁ/8IQC%ﬂP@+ﬂdt

022 0z ot?
(3.131)
Anschliefend subtrahieren wir (3.131) von (3.126)
’K ’K dK ~
0 68$2p(x72>_ 8822p<1’72)—2d—;(x71’)P($+2)

PK, PK, _
w [ (Gaen - Gpten) Pesga

T

und setzen fiir P(z + z) die Marchenko-Gleichung (3.115) ein:

82Kp 62I(p de
0 = (axQ (x,2) — 5.2 (x, z)—i—QE(:c,x) Kp(x,z))

! IK, K, dK, -
+/ ( 52 () = =5 (a:,t)+2%(x,x)f(p(x,t)) P(z+t)dt.

T

Die Funktion

PK PK dK
Viw,2) = T3 (@,2) = 5 3 (0,2) + 27 2w, 2) Kol 2)
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16st also die zur Marchenko-Integralgleichung (3.115) gehdrende homogene Gleichung und
ist fiir festes x nach Agronovich/Marchenko ([1], Kapitel V) ein Element von L'(z,0).
Da (3.115) in L'(z,00) eindeutig 16sbar ist, besitzt die zugehorige homogene Gleichung
nur die Triviallosung und es folgt

V(z,z) =0.

Aus der Vorwirtsanalyse kennen wir den Zusammenhang zwischen K, und ¢, den wir zu
gegebenem ¢ erhalten. Setzen wir umgekehrt

Q(x) = —Qd—;(l',l‘),
dann erfiillt K, die Differentialgleichung (3.120) sowie die Bedingung (3.122). Gehen wir
ferner wieder zu den Variablen £ und 7 fiir z und z iiber, dann ergeben sich aus (3.115)
die weiteren Eigenschaften (3.67)-(3.69), womit gezeigt ist, daBl das aus der Marchenko-
Gleichung berechnete K, mit dem K, aus dem Vorwirtsproblem iibereinstimmt und ein
Potential aus der gewéhlten Klasse liefert.

Die analogen Umformungen im Fall K, fithren auf

82Km 82Km diK,,
0 = 8202 (377 Z) — W(I‘, Z) + 2%($,1’)R(;ﬁ + Z)

T

P Ky, PK,,
+/ ( 5z (1)~ WW)) R(z +1)dt.

—x

Setzen wir fiir R(z + x) die entsprechende Marchenko-Gleichung (3.117) ein, ergibt sich

’K,, ’K,, dK,,
0 = ( Ox? (l‘, Z)_ 922 (l’, Z)_2 dr ({L‘,l‘) Km(l’, Z))
[ (K, 02K, dK,,
+/ <W(x’t) - W(Lt) —QW(%@Km(%ﬂ) R(z +t)dt

—x

und wie eben konnen wir daraus folgern, daf§ das gefundene K,, genau mit demjenigen
des Vorwiértsproblems iibereinstimmt und somit das zugehorige Potential ¢ in eindeutiger
Weise aus K, iiber

berechnet werden kann.

3.2.3 Lo6sung des inversen Problems
Wir konnen nun die Ergebnisse der vorherigen Abschnitte zusammenfassen:

Satz 3.8 (Lisung des inversen Problems)

Gegeben seien die Voraussetzungen des Charakterisierungstheorems 3.7. Ferner erfiillen
die Fouriertransformierten R und P der Reflektionskoeffizienten r und p die zusdtzlichen
Bedingungen (5.124), (3.125). Dann exzistieren eindeutige Lisungen K,(z,-) € L'(x, 00)
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und K,(z,+) € LY(—x,z) der Marchenko-Integralgleichungen (3.114) und (3.117). Diese
Lésungen sind zweimal stetig differenzierbar und erfillen die Gleichungen (3.120) bzw.
(3.121). Das Potential q der Schridinger-Gleichung ergibt sich aus (3.122) bzw. (3.123).

Damit haben wir das inverse Spiegel-Design-Problem vollsténdig gelost. Zu gegebenen
Spektraleigenschaften in Form des Reflektionskoeffizienten r existieren die eindeutig be-
stimmten Funktionen K, und K,,, mit deren Kenntnis das gesuchte Potential ¢ der
Schrodinger-Gleichung iiber die einfachen Beziehungen (3.122) bzw. (3.123) zu berech-
nen ist.

In die Marchenko-Gleichung (3.117) fiir K, geht r direkt iiber seine Fouriertransformierte
R ein, wihrend Gleichung (3.114) fiir K, von p abhéngt. Hier ist zunéchst zu gegebenem
r der Transmissionskoeffizient ¢ aus (3.106) und anschlieend p aus (3.93) zu berech-
nen. Welche der beiden Funktionen K, oder K, berechnet wird, d.h. welche der beiden
Gleichungen gelost wird, hédngt von der speziellen Wahl von r ab.

Neben der vorgestellten Methode gibt es in der Literatur eine Vielzahl weiterer Ansétze
zur Losung des inversen Problems fiir die Schrodinger-Gleichung. Als Beispiele seien die
Arbeiten von Deift/Trubowitz ([14]), Chadan/Sabatier ([12]), Aktosun et al. ([3]), Bere-
zin/Shubin ([7]) oder Faddeev ([16]) erwihnt.

Andere Ansétze gehen von der Helmholtz-Gleichung anstelle der Schrodinger-Gleichung
als Modell aus und berechnen den Brechungsindex direkt aus dem Reflektionskoeffizienten.
In diesem Zusammenhang sind z.B. die Arbeiten von Sylvester et al. ([48], [49], [50]),
Somersalo ([45]), Jaggard et al. ([24], [23]), Skaar et al. ([43], [44]), oder Grinberg (]20],

[21]) zu nennen.



Kapitel 4

Numerische L6sung des
Spiegel-Design-Problems

In Kapitel 3 haben wir die theoretischen Grundlagen und relevanten Schritte zur Losung
des Spiegel-Design-Problems kennengelernt. Zu gegebenem Reflektionskoeffizienten

(@) = Tampi(w) - €4

ist die Losung der Marchenko-Integralgleichung zu berechnen, woraus sich das Potential
q der Schrodinger-Gleichung iiber eine einfache Transformationsbeziehung ergibt.

Nun werden wir uns damit beschéftigen, wie die Eingabegriéfie r» geeignet mathematisch
modelliert werden kann. Diese Frage erfordert eine besondere Sorgfalt und Genauigkeit.
Einerseits mufl das Modell die physikalischen Vorgaben duflerst exakt abbilden, da sonst
die Ergebnisse fiir Anwendungen im Hochfrequenzbereich unbrauchbar sind. Andererseits
aber soll eine auf diesem Weg gefundene Modellfunktion fiir r auf ein praxisrelevantes Po-
tential ¢, d.h. auf ein realisierbares Spiegel-Design fithren. Ein weiteres Problem besteht
darin, daf die gesuchte Funktion nach der obigen Definition komplexwertig fiir reelles Ar-
gument sein muf}, also Amplitude und Phase gleichzeitig optimal zu modellieren sind. Wie
die konkreten Beispielrechnungen spéter zeigen werden, 1a8t sich dieses Ziel nur schwer
erreichen. Schliefilich mufl das Modell die im Charakterisierungstheorem 3.7 geforderten
analytischen und asymptotischen Eigenschaften besitzen.

4.1 Die explizite Losung der Marchenko-
Integralgleichung

Bevor wir einen ersten Modellansatz fiir » angeben konnen, miissen wir uns iiber die
Struktur der gegebenen Daten fiir r(w) klar werden. Aus den Anwendungen ist bekannt
([34]), daB die Phasenfunktion ¢(w) als Taylorpolynom sechsten Grades um eine Zentral-
frequenz wy vorliegt, wobei die Taylorkoeffizienten aus den experimentellen Daten durch
lineare Ausgleichsrechnung gewonnen wurden. Die Amplitudenfunktion 74,,(w) hat die
Form eines Bandpaffilters mit dem Zentrum wq. Das gesuchte Modell soll Amplitude und
Phase von r(w) in einem eng begrenzten Intervall um die Zentralfrequenz exakt abbilden,
auflerhalb werden keine Vorgaben gemacht.

65
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Unter Berticksichtigung aller mathematischer und physikalischer Rahmenbedingungen er-
scheint es nun sinnvoll, r als rationale Funktion zu modellieren. Dieser Ansatz ist im
Filter-Design weit verbreitet und wird in zahlreichen Anwendungen verwendet ([41], [32],
[33]). Im Gegensatz zum vorliegenden Spiegel-Design-Problem wird dort aber nur die
Amplitude von r beriicksichtigt, wiahrend in unserem Fall auch und gerade insbesondere
die Phase exakt abzubilden ist, was das Modellierungsproblem um einiges komplizierter
macht.

Die rationale Funktion soll nach dem Charakterisierungstheorem 3.7 als Funktion von w
holomorph in D und stetig auf der reellen Achse sein, was bedeutet, dafl alle Polstellen in
der negativen komplexen Halbebene liegen miissen. Weiterhin mufl sie die Symmetrieei-
genschaft (3.96) und die Asymptotik (3.98) erfiillen. Wir beriicksichtigen das und wéhlen
den folgenden rationalen Modellansatz fiir r:

=
€

|
RS

r(w) == ro % — 7y E(w Y (4.1)
mit
(i) 70, 5, N € C 50, daB r(w) = r(—w), Vw €R,
(i) [rw)] <1, VweR,
(iii) Im (\) <0 Ve {1,...,m},
(iv) n

Die erste Bedingung sorgt dafiir, dal die Fouriertransformierte R von r in der Marchenko-
Integralgleichung (3.117) reellwertig wird und somit ein reellwertiges Potential ¢ liefert.
Das hat zur Folge, daf3 alle Null- und Polstellen von r entweder rein imaginér sind oder
in zur imaginiiren Achse symmetrischen Paaren der Form p;, —fi; bzw. X, —\; auftreten.
Fiir die Mengen der Null- und Polstellen gilt also

{/~L17---7/~Ln} = {_ﬁ17"'7_ﬂn}7 (42>
AL ) = {2, =)

Aus der zweiten Forderung folgt mit (3.94), daB8 die Funktion
hw):=1—-7rw)r(-w) (4.4)

keine Nullstellen in R besitzt. Wegen der Symmetrie von h beziiglich +w und der Tatsache,
daf h insgesamt genau 2m Nullstellen besitzt, liegen damit jeweils genau m Nullstellen von
h in der oberen und unteren komplexen Halbebene. Die Nullstellen der oberen Halbebene
D wollen wir im folgenden mit x;, ¢ = 1,..., m, bezeichnen. Die obigen Symmetrieeigen-
schaften der Null- und Polstellen von r iibertragen sich auf h, d.h. es gilt auch

(K, bin} = (=R, —Fn ). (4.5)
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Die letzte Bedingung iiber das Groflenverhéltnis von Zéhler- und Nennergrad der ra-
tionalen Funktion ist durch das Charakterisierungstheorem 3.7 begriindet. Daraus folgt

namlich
r(w) =0 — w| —
( )_ , | \ 00,

or) =0 () ol = 0,

also ist wr(w) ein Element von L'(R). Ebenso ist (w7 (w))” eine L'(R)-Funktion, woraus
folgt, dal die Ableitung R’ der Fouriertransformierten von r die Voraussetzungen des
Charakterisierungstheorems erfiillt.

und damit

Wir wollen uns nun den {ibrigen beiden Elementen ¢ und p der Streumatrix zuwenden. Aus
Kapitel 3 kennen wir bereits die Darstellung (3.106) fiir ¢. Diese enthélt allerdings einen
komplizierten Integralterm, der im allgemeinen nicht explizit berechenbar ist. Im Fall
eines rationalen Reflektionskoeffizienten der obigen Bauart vereinfacht sich die Situation
aber erheblich und ¢(w) wird ebenfalls zu einer rationalen Funktion in w. Wir wollen diese
Darstellung nun herleiten und beginnen mit Gleichung (3.105) aus Kapitel 3:

j_]ﬁ%ﬂ—r%ﬁb%ndk

1 = I .
ogt(w) 57 Py mw >0
Anschlieflend leiten wir nach w ab

d 1 [ log(1 — r(k)r(—Fk))

— logt dk, 1

do 8 (@) = 27?2/ (k —w)? , Amw>0,
und ersetzen die Integrationsvariable k£ durch —k:

d 1 [ log(1—r(k)r(—k))

— logt(w) = — dk, 1 > 0.

do ® (@) 2mi / (k4 w)? R

—00

Jetzt integrieren wir einmal partiell und unter Beriicksichtigung von (3.100) ergibt sich

kT w 1—7‘(/{7)7’(—k)J , Imw > 0. (4.6)

Nun schreiben wir 7 wie in (4.1) definiert als Quotient zweier Polynome, berechnen die
Ableitung im Zéhler des Integranden und erhalten fiir die Integrandenfunktion

' (k) q(k) — q'(k) p(k)] p(—k) g(=Fk) + [¢'(=k) p(—=k) — p'(=Fk) q(=k)] p(k) q(k)
—(k +w) [q(k) q(=k) — p(k) p(=k)] q(—F) q(k) '

Fr(k) ist also eine rationale Funktion in k£ und damit fiir komplexes & meromorph in
der oberen komplexen Halbebene D = {w € C ‘ Im w > 0} mit genau 2m Polstellen

Fi(k) =
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ki, —Xi, 1 =1,...,m. Wir wollen annehmen, daf§ alle Pole einfach sind, d.h. alle x; und
—\; paarweise verschieden sind. Sollte das nicht der Fall sein, mufl das Modell fiir r in
(4.1) entsprechend angepafit werden, was aber keine wesentliche Schwierigkeit bedeutet.

Unter diesen Voraussetzungen kénnen wir den Residuensatz auf das Integral in (4.6)
anwenden. Dazu berechnen wir die Residuen von F; an den Polen —)\;:

Res (Fj,—\;) = kErﬁn/\’ Fr(k) (k+X\)
¢ (—k) p(=k) p(k) (k + )

= T 0 (k) a(—k) — () p(— k) a(B)
1
- -

Genauso ergibt sich fiir die Pole &;

1

Res (Fp, k;) = .

und wir erhalten

d SN | SN |
— logt = — )
dw ogt(w) Zw+/@- ;w—)\i

i=1
Nun integrieren wir beide Seiten der Gleichung:

n

Z];[l(w + ki)
IT(w - )

i=1

log t(w) = log +c.

Wegen (3.100) ist die Integrationskonstante ¢ = 0, und es folgt die explizite Darstellung
des Transmissionskoeffizienten ¢(w):

—e

(w+ ki)

~
—~
&
~—
I
~
I
—_

(4.7)

s
©

I
by

-
Il
—

Wie im Charakterisierungstheorem verlangt, ist also ¢ ebenfalls holomorph in D und
die Polstellen stimmen mit denen von r iiberein. Aus (3.93) folgt damit die explizite
Darstellung des rechtsseitigen Reflektionskoeffizienten p(w) durch

n

(=1t [T+ ) [T + )

o) = - , (18
(=2 [[w-x)

s

Il
—

)

die nach dem Satz tiber die Partialbruchzerlegung meromorpher Funktionen ([40]) dqui-

valent ist zu . .
Pk Pk+m
— . 4.9
p(w) ;1 v ;1 s (4.9)
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Wegen (4.3), (4.5) und (3.96) folgt dann fiir die Koeffizienten p;, i = 1,...,2m, ebenfalls

{pla---ap2m} = {_ﬁlv"'7_p2m}' (41())

Fiir einen rationalen Reflektionskoeffizienten r in der angegebenen Form sind also die
iibrigen Elemente der Streumatrix S ebenfalls rationale Funktionen und ihre Null- und
Polstellen liegen symmetrisch zur imaginidren Achse. Dieser spezielle Ansatz fiir r wurde
bereits 1960 von I. Kay vorgestellt. In seiner Arbeit [28] zeigt er, dal dann die Marchenko-
Integralgleichung (3.114) in expliziter Form l6sbar ist. Wir wollen nun seiner Vorgehens-
weise folgen und auf die wesentlichen Beweisschritte eingehen.

Am Ende von Kapitel 3 haben wir die beiden Marchenko-Integralgleichungen hergeleitet,
deren eindeutige Losungen K, und K, das gesuchte Potential ¢ iiber die Gleichung (3.76)
bzw. (3.78) bestimmen. Welche der beiden Gleichungen wir verwenden, héngt davon ab,
ob wir mit dem rechtsseitigen Reflektionskoeffizienten p oder mit dem linksseitigen r
starten.

Aus den bisherigen Uberlegungen wissen wir, da8 das Potential ¢ mit der Zusatzeigen-
schaft ¢(z) = 0 fir x < 0 eindeutig durch die Vorgabe des linksseitigen Koeffizienten
r festgelegt ist. Daher ist es naheliegend, die Marchenko-Gleichung (3.117) fiir K, aus
Ausgangspunkt zu wéhlen, da hier 7 in Form seiner Fouriertransformierten R eingeht.

Im Fall eines rationalen Reflektionskoeffizienten r sind aber, wie wir gerade gezeigt haben,
auch die iibrigen Elemente ¢t und p der Streumatrix S rationale Funktionen, so daf§ wir
hier auch von der Marchenko-Gleichung (3.114) oder (3.115) fiir K, ausgehen konnen, in
die p iiber seine Fouriertransformierte P eingeht.

Fiir nicht-rationales r kénnen die expliziten Darstellungen fiir ¢ und p sehr kompliziert
und numerisch schwierig auszuwerten sein, weshalb wir in diesem Fall auf die Berechnung
von p verzichten und direkt mit der Marchenko-Gleichung (3.117) fiir K, starten.

Im vorliegenden rationalen Fall besitzt p im Gegensatz zu r genau m Polstellen x; in D,
die symmetrisch zur imagindren Achse liegen. Diese spezielle Struktur ist der Schliissel zu
einem expliziten Losungsansatz fiir K, in der zugehérigen Marchenko-Gleichung (3.114):

0=K,(—x,—2)+ / K,(—z,—t)P(z +t)dt + P(z +z), z<u.

In der analogen Gleichung (3.117) fiir K, konnten wir die untere Integrationsgrenze —oo
durch —z ersetzen, weil die Fouriertransformierte R von r wegen der Holomorphie von r,
wie in Abschnitt 3.2.1 bereits gezeigt, die Eigenschaft

R(z) =0, z<0,

besitzt. Fiir die Fouriertransformierte P der in D meromorphen Funktion p wollen wir nun
eine entsprechende Beziehung herleiten. Wir gehen vor wie in Kapitel 3 und integrieren
p(w) e~ iiber einen geschlossenen Halbkreis I' mit Radius Rr in D und auf der reellen
Achse:

Rp .
/P(W) e dw = / plw) e ™ dw +i - /p(RFew) e e’z pei® qg.

T —Rr
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Fir Rr — +o0o strebt das zweite Integral auf der rechten Seite fiir 2 < 0 gegen 0. Auf die
linke Seite konnen wir den Residuensatz anwenden und mit (4.9) folgt

[e o]

/ plw) e ™% dw = i Zpk e R 2 < 0. (4.11)
k=1

—00

1
o

P(z)

Im Unterschied zu R verschwindet P also nicht bei negativem Argument. Diese Tatsache
fiihrt uns nun zu folgendem expliziten Ansatz:

I?(x, 2) = K,(—x,—2) = Z fi(w) e "=, (4.12)
k=1
mit den stetigen Koeffizientenfunktionen fi, & = 1,...,m. Die Losung K, liefert das

gesuchte Potential ¢ iiber die Beziehung (3.122) fiir jedes positive x € R, dementsprechend
beschrinken wir uns bei K auf den Fall 2 < 0. Ferner sind wir an einem reellen Potential
interessiert, d.h. K(z,z) mufl reell fiir reelle z und z sein. Diese Bedingung ist aber
wegen der Symmetrieeigenschaft (4.5) der Polstellen kg, k£ = 1,...,m, erfiillt, wenn wir
zusitzlich fordern, daff fiir die Koeffizientenfunktionen fi(x), k = 1,...,m, fir jedes x
die Beziehung

{fi@);-- - fm(@)} = {F1(@), - Fu(@)} (4.13)

gilt. Gleichung (4.13) ist dabei so zu verstehen, dal zu jedem Polstellenpaar x; = —F;
die Koeffizientenfunktionen f; = f; fiir ¢,j € {1,...,m} gehoren, wodurch die Darstel-
lung (4.12) fiir reelle Argumente als Summe einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert

komplexen aufgefait werden kann und somit reellwertig ist.

An dieser Stelle wollen wir uns auf gerades m € N beschréanken. Fiir ungerades m gelten
die angegebenen Bedingungen ebenfalls, dann existiert mindestens eine rein imaginére
Polstelle x; und die zugehorige Koeffizientenfunktion f; ist reellwertig. Die numerische
Umsetzung und die Rechnungen mit Echtdaten haben aber gezeigt, daf es besser ist, von
einem komplexen Reflektionskoeffizienten r mit geradem Nennergrad m auszugehen.

Weiter wollen wir annehmen, daf} keine rein imaginéren Polstellen k; auftreten, was in den
Anwendungen fast immer der Fall ist und was andernfalls durch geringe Modifikationen
der rationalen Funktion r erreicht werden kann.

Aus Abschnitt 3.4 wissen wir, da die Marchenko-Integralgleichung (3.114) fir festes
r € R eine eindeutige Losung im Raum L!'(—oo, z) besitzt. Wir wollen nun zeigen, daf
K genau diese Losung ist. Dazu schétzen wir ab:

xT

] R (2, 2)|d= = /

— 00

<3 [ 1@ dmee e
k=1

—00

Z fk (.T) efi/ikz
k=1

Fiir festes x ist | fi ()] fiir jedes k € {1,...,m} ein endlicher Wert, unabhéngig von z. Die
Exponentialfunktion fallt gegen 0 fiir z — —o0, da alle Polstellen «; positiven Imaginérteil
haben. Damit existieren alle auftretenden uneigentlichen Integrale und somit auch deren
endliche Summe. Also ist die gewiihlte Ansatzfunktion K ein Element von L!(—oo0, ).
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Wir betrachten nun den Fall 2 < 0 und setzen den Ansatz fiir K sowie die Darstellung
(4.11) von P in (3.114) ein:

0 = ka(x) e~ iRRE | / ij@) et Zi/)k e~ k() g 4 Zil)k o~ irk(2+2)
k=1 . i=1 k=1 —1
= ka<l’) e k2 + ZZZPk f](l’) e~ IRkZ / e*i(ﬂj‘f’lik)t dt + i - Zpk efmk(zﬂc)
k=1 J=1 k=1 oo k=1
m iy m.m » 6—i(/{j+l{,k)x . m .
= ka(l’)e mkz_zzpkfj<x>e mkzﬁ_'_z_zpke ik (2t
j J k

o h=1
=D (fk(x) —p Y fil@) it T i Pk €iﬁkx> SeTIE, (4.14)

Die rechte Seite von Gleichung (4.14) ist gerade eine Linearkombination der fiir festes
x < 0 linear unabhéingigen Funktionen e=*** k= 1,... m, d.h. die letzte Gleichung ist
dquivalent zu

m e—i(nj-l—nk)az )
— . - @ ) —IRET __ —
fr(x) — pr ]Ezl fi(x) o +ipre =0, k=1,...,m. (4.15)
Fiir jedes feste z < 0 sind die Koeffizientenfunktionen {f,(x),..., f(x)} also Losungen

des linearen Gleichungssystems (4.15). Wir wollen nun zeigen, dafl dieses System eindeutig
16sbar ist und betrachten die zu (4.15) gehdrende homogene Gleichung

o) G, k=1 416

kaf /‘i‘|‘l‘€]§ — Y =L...,m, ( )

mit der Losung { f2(z), ..., f,%(x)} Wir formen dquivalent um, indem wir Gleichung (4.16)

mit e~*** multiplizieren und iiber k& summieren, also genau umgekehrt wie bei der Her-
leitung von (4.15) vorgehen, und erhalten die homogene Version von Gleichung (4.14):

= Zm: — Pk Z £ (x) o LRz
k=1 Ry Jr ik .

Nun koénnen wir die Umformungsschritte bis Gleichung (4.14) riickwérts gehen und mit

der Definition .
: fo(x) e 2 (4.17)

k=1

folgt

0=Kz,z)+ / Kz, t)P(z+t)dt, z<z<0. (4.18)

Gleichung (4.18) ist gerade die zur Marchenko-Integralgleichung (3.114) fiir K gehorende
homogene Gleichung. Aus der eindeutigen Losbarkeit von (3.114) folgt dann, dafi (4.18)
nur die Triviallosung

K%z,2) =0
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besitzt. Aus (4.17) sehen wir aber, dafl das genau dann der Fall ist, wenn alle Koeffizi-
entenfunktionen f2(z), k=1,...,m, fiir z < z < 0 identisch verschwinden. Also besitzt
das zu (4.15) gehorende homogene System nur die Triviallosung, woraus die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung von (4.15) folgen.

Wir gehen nun zur konjugiert komplexen Form von (4.15) tiber:
’L(,‘ij +RE)T

Z? i ™ =0, k=1,....m

:‘i]—l-/ik

Aufgrund der Beziehungen (4.5) und (4.10) stimmen &j und pj, fiir jedes k = 1,...,m,

mit einem —k; bzw. —p;, [ = 1,..., m, iiberein und kénnen durch diese ersetzt werden:
l(nJ K1)T
—i—plZf —i—zpe“’”m—O I=1,...,m.
Die Summe lauft fiir festes [ iber j = 1,...,m, d.h. wir kénnen auch %; durch das
zugehorige —kg, s =1,...,m, ersetzen und erhalten:
m —i(kst+ry)T )
Z 7+iple_””x:0,l:1,...,m
e Ks + K

Also ist mit {f1(z),..., fm(2)} auch {f,(z),..., f,,(¥)} Losung von (4.15) und wegen der
Eindeutigkeit folgt die geforderte Eigenschaft (4.13).

Mit dem Ansatz (4.12) haben wir demnach die eindeutige, reellwertige Losung K (z,z)
der Marchenko-Integralgleichung (3.114) gefunden. Die Voraussetzungen des Charakte-
risierungstheorems 3.7 sind erfiillt, die partiellen Ableitungen von K existieren, und es
ergibt sich eine explizite Darstellung fiir das gesuchte Potential ¢ aus (3.76):

" (df; .
—x) =2 ~(x) —iK;f; It < 0. 4.19
o(-2) ;{dﬂ i) e, (4.19)
Die in (4.19) auftretenden Ableitungen %(:c), j = 1,...,m, erhalten wir, indem wir
(4.15) nach x differenzieren:
dfk df] ~ itk ’l(,‘i +KK) IKET
- —kZ ij “Pka] SR g e =0, k=1,
(4.20)
Fiir festes x ergeben sich demnach die fmj (x), 7 =1,...,m, als Losungen eines linearen
Gleichungssystems mit derselben Matrix wie in (4.15) und einer von den fi, k= 1,...,m,

abhingenden rechten Seite. Der Ubergang zur konjugiert komplexen Gleichung von (4.20)
und dieselben Umformungen wie bei Gleichung (4.15) zeigen, dafl auch die Ableitungen
fiir jedes x die Symmetrieeigenschaft

dfy dfm i dfm
Dw), o @ = {2 @), @) (421)

besitzen und somit durch (4.19) tatséchlich ein reellwertiges Potential ¢ definiert ist.

Wir kénnen nun die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammenfassen:
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Satz 4.1 (Kay, 1960)

Zu gegebenem rationalen linksseitigen Reflektionskoeffizienten v der Form (4.1) mit den
Figenschaften (i)-(iv) ist die Marchenko-Integralgleichung (3.114) eindeutig losbar und
das gesuchte Potential g der Schridinger-Gleichung (3.1) besitzt die explizite Darstellung
(4.19). Die Koeffizienten k;, j =1,...,m, sind die Nullstellen der Funktion h aus (4.4)
und die Polstellen des rechtsseitigen Reflektionskoeffizienten p in D mat den zugehdrigen
Residuen p;, 7 =1,...,m.

Die Koeffizientenfunktionen f;(x), %(x), j=1,....m, in (4.19) ergeben sich fir jedes

x < 0 als eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems (4.15) bzw. (4.20).

Nach Satz 4.1 kénnen wir den Algorithmus zur Berechnung der expliziten Losung der
Marchenko-Integralgleichung und damit zur Losung des Spiegel-Design-Problems in die
folgenden Schritte einteilen:

(a) Bestimme eine rationale Funktion mit den in Satz 4.1 geforderten Zusatzeigenschaf-
ten als Modell fiir den linksseitigen Reflektionskoeffizienten r.

(b) Berechne die m Nullstellen j der Funktion A(w) =1 — r(w) r(—w) in D.

(c) Berechne die Residuen p; an den Polstellen ry des rechtsseitigen Reflektionskoeffi-
zienten p.

(d) Berechne fiir jedes < 0 die Losung der linearen Gleichungssysteme (4.15) und
(4.20) fiir die Koeffizientenfunktionen fi, &k =1,...,m, und deren Ableitungen.

(e) Berechne das Potential g aus (4.19).

Im folgenden Abschnitt wollen wir den Algorithmus in Matlab implementieren und auf
ein konkretes Besipiel aus der Praxis des Laserdesigns anwenden.

4.1.1 Die Modellierung von r

Die Daten fiir die Beschreibung von r(w) als komplexwertige, rationale Funktion stamm-
men aus den physikalischen Anwendungen und sind {iber Betrag (Amplitude) und Phase
komplexer Zahlen gegeben. Die Amplitude rgp,(w) hat die Form eines Bandpaffilters
um eine vorgegebene Zentralfrequenz wy, d.h. 74, (w) = ¢ < 1. Die Phase ¢(w) ist in
expliziter Form als Polynom gegeben:

O ") (w, R i
o) = Z“”T(,)(w—wo) _ Z%Dk@; ).

k=1 ’ k=1

In den folgenden Beispielen wollen wir stets einen Echtdatensatz aus der Arbeit von
Matuschek ([34]) verwenden. Die Amplitude 74, (w) von 7 ist zentriert um die Frequenz
wy = 2,48 - 10'% 571, Fiir die Rechnungen haben wir einen méglichen Amplitudenverlauf
angenommen und durch eine geeignete rationale Funktion approximiert. Die Phase ¢(w)
ist durch ihre Taylorkoeffizienten gegeben:

Dy =27fs, Dy = —50fs* Ds=2322fs> Dy=2682fs* Ds=—623fs", Dg=0.
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Die Schaubilder von Amplitude und Phase sind in den beiden folgenden Abbildungen
dargestellt, wobei die Werte der Phasenfunktion ¢(w) jeweils modulo 27 zu verstehen

sind.
- - - o)
1t 1 10
0.9} J 5
0.8¢ 1 0
0.7t 1 -5
0.6} 1 -10
0.5t 1 15
0.4 . . -20 : :
2 2.5 3 w 2 2.5 3 w
Abbildung 4.1: Amplitude 7gmp(w) in Abbildung 4.2:  Phase p(w) in
Abhingigkeit der Frequenz w [10°s71]. Abhingigkeit der Frequenz w [10°s71].

Wir suchen nun eine komplexwertige, rationale Funktion mit den angegebenen Zusat-
zeigenschaften, die dieses Verhalten von Amplitude und Phase zeigt. Dazu setzen wir
Tampl(w) = ¢ < 1, und erhalten fiir r die vereinfachte Darstellung

r(w) = c- ¥, (4.22)

Da p(w) als Taylorpolynom in w mit Entwicklungsstelle wy gegeben ist, konnen wir r als
Potenzreihe der Form

rw) =Y aw-w) = " =7®)

k=0 k=0

schreiben. Fiir Funktionen r bzw. 7 dieses Typs existieren nun rationale Funktionen r,
derart, dafl

@) —rp@) = 0@™) (T —0) (4.23)
gilt, wobei
N Gt a0+t a0 UD)
= = b .
(@) o+ b0+ -+ bpom V(@) 70

Die Funktion r, heift Padé-Approximation an 7 vom Index (n,m) ([5], [6]). Sie appro-
ximiert in einer Umgebung von @ = 0 bzw. w = wy die Funktion 7 bzw. r von der
Genauigkeit einer Taylorreihe, wobei der Fehlergrad durch die Summe des Zé&hler- und
Nennergrads von r, bestimmt ist. Im Fall ihrer Existenz ist die Padé-Approximation ein-
deutig festgelegt, denn falls es zwei Approximationen U/V und U;/V; dieser Art gébe,
miifite gelten

UVw) U(@)

V(@) Wi(®)
da jeweils die Zahler- und Nennerpolynome den gleichen Grad besitzen und die Quotienten
diesselbe Reihe approximieren. Die anschlieSende Multiplikation mit den Nennerpolyno-
men liefert dann

— O((:\uernJrl)7

U@)Vi(@) = Uh(@) V(@) = @™ ™).
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Auf der linken Seite der Gleichung steht nun ein Polynom vom Hé6chstgrad n+m und mufl
daher mit dem Nullpolynom iibereinstimmen. Da nach Definition der Padé-Approximation
weder V' noch V; in einer Umgebung der Null verschwinden, folgt

U U

VoW
Die Existenz der Padé-Approximation ist nicht in allen Fallen gesichert. Es gilt aber ein
Resultat von Baker ([5]):

Satz 4.2 (Baker, 1973)

Zu einer gegebenen Potenzreihe mit co # 0, existiert fiir jedes m eine unendliche Folge von
n;, j = 1,2,..., fir die die Padé-Approximation vom Index (n;, m) existiert. Genauso
existiert zu jedem festen n eine unendliche Folge von m;, j =1,2,..., fir die die Padé-
Approzimation vom Index (n,m;) existiert.

Funktionen vom Typ der Padé-Approximation sind das ideale Konstruktionselement fiir
eine geeignete mathematisch-physikalische Modellierung des komplexen Reflektionskoef-
fizienten r. In den Anwendungen miissen die Phaseneigenschaften von r nur fiir reelle
w in einem Intervall der maximalen Lange eins um die Zentralfrequenz wy exakt durch
das Modell abgebildet werden. Die Padé-Approximation in der angegebenen Form ist in
diesem Bereich bereits fiir kleine Werte n und m von Zéhler- und Nennergrad hinreichend
genau.

Gleiches gilt fiir die Genauigkeit der Amplitude im relevanten Intervall um wg. Das
erwiinschte Abfallen auflerhalb ergibt sich automatisch, wenn wir ein geeignetes Grofien-
verhéltnis von Zahler- und Nennergrad wéhlen.

Als weiterer Freiheitsgrad neben n und m steht der Dispersionskoeffizient 1. Ordnung
D; zur Verfiigung. Er charakterisiert die Breite der Luftschicht vor dem Spiegel und
ist irrelevant fiir dessen Spektraleigenschaften. Aus technischen Griinden sollte sein Wert
jedoch im Intervall [20, 100] liegen. Im relevanten Bereich um wy gilt |w —wp| < 1, wodurch
Dy in ¢ zum fithrenden Koeffizienten wird und die Genauigkeit der Padé-Approximation
in der Phase beeinfluf3t.

Wir wollen nun fiir den vorliegenden Beispieldatensatz die Padé-Approximation berech-
nen. Dazu gehen wir aus von (4.23) in der Form

o Z a/z
Z cr w _ i= + O(@m—f—n—f—l)
k=0 E b; W

und multiplizieren beide Seiten der Gleichung mit dem Nennerpolynom:

<icw ) <Zb M) :iazw L O(@m),

k=0 =0
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Der anschlieBende Koeffizientenvergleich ergibt

ag = Co,
a; = c1+ by,
ay = co+byici+bacy,
min{n,m}
ay, = Cp+ Z bi Cr—i, (4.24)
i=1
sowie
bm Cn—m+1 T bm—l Cpn—mt2 T -+ bO Cm+1 = 07
bm Cn—m+2 bm—l Cn—m+3 + -+ bO Cmy2 = 0,
bm Cn + bm—l Cn+1 + -+ bo Cntm — O, (425)

wobei wir ¢; = 0 setzen, sobald der Index j < 0 ist.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir in (4.25) by = 1 setzen. In der ratio-
nalen Padé-Approximation treten n + m + 2 Koeffizienten auf, die sich durch Skalierung
immer so transformieren lassen, dafl by = 1 wird, also nur noch n 4+ m + 1 Unbekannte zu
bestimmen sind.

Damit wird (4.25) zu einem m-dimensionalen linearen Gleichungssystem fiir die m unbe-
kannten Koeffizienten by, . .., b,, des Nennerpolynoms. Nach den vorherigen Uberlegun-
gen kénnen wir annehmen, dafl das Gleichungssystem eindeutig losbar ist. Andernfalls
verdndern wir den freien Parameter D; oder éndern den Ziahler- oder Nennergrad der
Approximation. Das miissen wir in den praktischen Anwendungen ohnehin tun, wenn der
Bereich, auf dem die Werte der Padé-Approximation mit den den Vorgaben iibereinstim-
men noch nicht hinreichend grof} ist. Mit Kenntnis der Losung von (4.25) ergeben sich
dann die Koeffizienten a;, j =1,...,n, des Zahlerpolynoms aus (4.24).

Tampt ()

1t

0.9¢
0.8¢
0.7y
0.6¢

0.5¢

04 2.5 3 2% 25 3

w w
Abbildung 4.3: Amplitude 7omp(w) der Abbildung 4.4: Phase p(w) der Padé-
Padé-Approzimation an r(w). Approximation (gestrichelt: gegebene
Phase).
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Im vorliegenden Beispiel wurden n = 5,m = 8 und D; = 27fs gewéhlt. Aus den beiden
Abbildungen sehen wir, dal dann die Padé-Approximation das geforderte Verhalten von
Amplitude und Phase in einem Intervall der Linge 0,8 um wy = 2, 48-10's~! nahezu exakt
abbildet. Das Intervall entspricht einem Wellenldngenbereich von ca. 230 nm, dessen Grofle
fiir die meisten Anwendungen bereits hinreichend ist. Er 148t sich weiter vergroferen,
wenn wir den Zéahler- und Nennergrad erhéhen und damit die lokale Genauigkeit der
Padé-Approximation weiter verbesseren.

Der Erfolg dieser Strategie héngt bei den Phaseneigenschaften von den gegebenen Tay-
lorkoeffizienten D;...., Dg ab. In der Praxis gibt es Datensétze, bei denen auch eine we-
sentliche Erh6hung von n und m den Genauigkeitsbereich nur unwesentlich verbreitert.
Grundsétzlich wollen wir eine Padé-Approximation an r mit moglichst kleinem Zéghler-
und Nennergrad finden, die unsere Vorgaben in zufriedenstellender Weise erfiillt.

Wir haben also mit der Padé-Approximation U/V eine komplexwertige, rationale Funk-
tion gefunden, die das Verhalten des Reflektionskoeffizienten r im praxisrelevanten Fre-
quenzbereich nahezu exakt beschreibt und die Zusatzbedingungen (ii) und (iv) erfiillt.
Allerdings koénnen wir nicht erwarten, dafl gleichzeitig auch die Symmetrieeigenschaft (i)
und die Holomorphiebedingung (iii) erfiillt sind.

Zur Erfiillung von (i) suchen wir eine rationale Funktion r,,(w), deren Null- und Polstellen
symmetrisch zur imaginidren Achse liegen. Dazu transformieren wir die Frequenz w auf die
neue Variable s iiber s = —iw, was einer Drehung um 7/2 im Uhrzeigersinn entspricht,
und erhalten die neue Funktion

T (8) :=rp(is) = rp(w).

Die Null- und Polstellen von 77, (s) in der s-Skala sollen nun symmetrisch zur reellen Achse
liegen. Eine passende Modellfunktion ist somit

7 (s) = B(s)  bps"4---+bis' + by
TYTA(S) s A 18™ - ag

wobei A und B relle Polynome bezeichnen, d.h. alle Null- und Polstellen sind entweder
reell oder treten in zueinander konjugiert komplexen, also zur reellen Achse symmetrischen
Paaren auf.

In Abhéngigkeit von w ergibt sich

B(—iw) _ a(w) + iwb(w)
A(—iw)  c(w) + iwd(w)

mit den reellen, geraden Polynomen a, b, ¢, d, woraus sofort

Tm(—w) =rp(w), weR,

also Bedingung (i) folgt.

Wir wollen nun r,, bzw. r,, konkret berechnen. Dazu wihlen wir eine dquidistante Zer-
legung wj, j =1,..., M, des releventen Frequenzbereichs [2, 3] und transformieren diese
in die entsprechende Zerlegung {s;} in der s-Skala. Die gesuchte rationale Funktion B/A
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soll in jedem Zerlegungspunkt einen komplexen Wert annehmen, den wir aus der Padé-
Approximation 7,(w) = 7,(s) bestimmen:

bps™ + -+ + byst + by ~ , ,
J ——— —Tp(s) =0, j=1,..., M,
j +...+a0

s;“+am_1$
oder
bnsj +- -+ bls} + by —7p(s5) (am,lsgf“l +---+ap) = Tp(sj) sy j=1,...,M. (4.26)

In (4.26) haben wir also ein lineares Ausgleichsproblem fiir die n + m + 1 Koeffizienten
der rationalen Funktion 7, zu lésen, wobei wir davon ausgehen wollen, dafl die Anzahl
M der Gleichungen grofl gegen die Anzahl der Unbekannten ist.

Die aus (4.26) berechnete Losung 7, bzw. r,, erfiillt nun die Bedingung (i), aber in
der Regel noch nicht Bedingung (iii), d.h. das Nennerpolynom A besitzt Nullstellen mit
positivem Realteil. Wir spiegeln alle Nullstellen dieser Art am Ursprung, so dafl aus A
das neue Polynom A und daraus die modifizierte rationale Funktion

A(s)

entsteht, die nun alle geforderten Zusatzeigenschaften besitzt. Die Spiegelung verursacht
aber ein zusétzlichen Fehler, so dafl wir nun nicht mehr davon ausgehen, mit r,,; auch
die Losung des linearen Ausgleichsproblems (4.26) vorliegen zu haben. Wir miissen daher
neu ansetzen:

Blsi) w6y i—1.....01 4.27
As,) o(85), 1=1,..., (4.27)

Das iiberbestimmte System (4.27) fassen wir als nicht-lineares Ausgleichsproblem fiir eine
Funktion G auf:

B -
G(z) = IIZ(%-) — ()3, (4.28)
wobei = (by,, ..., by, Gm_1,---,a0)" gerade die gesuchten Koeffizienten von Z#hler- und

Nennerpolynom enthélt. Wir berechnen die Losung iterativ, indem wir mit 7r,,; bzw. g
starten und eine Modifikation des geddampften GauB-Newton-Verfahrens verwenden.

In jedem Schritt k£ bestimmen wir zunéchst die Newton-Korrektur s; und daraus die neue
Iterierte x; zum Dampfungsfaktor o = 1. AnschlieBend berechnen wir die Nullstellen
des xj zugeordneten Nennerpolynoms und spiegeln diejenigen mit positivem Realteil am
Ursprung. Mit dem in dieser Art modifizierten Nenner ermitteln wir in (4.28) die Euklid-
Norm des neuen Fehlers. Falls G(z;) < G(zg—1) gilt, gehen wir zum néchsten Gau$-
Newton-Schritt iiber, andernfalls halbieren wir o so lange, bis der neue Fehler kleiner als
der alte ist oder wir eine feste Maximalzahl an Schritten durchgefiihrt haben.

Zur Bestimmung eines rationalen Modells 7,,,; mit den Zusatzeigenschaften (i)-(iv) fiir den
Reflektionskoeffizienten r miissen also ein lineares und ein nicht-lineares Ausgleichspro-
blem gel6st werden, wobei die zu approximierenden Daten von der Padé-Approximation 7,
an r stammen. Diese besitzt bis auf die Symmetrieeigenschaften ihrer Null- und Polstellen
alle gewiinschten Modelleigenschaften, was dazu fiithrt, dafl wir im relevanten Datenbereich
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bei 7,,,; trotz zweier Optimierungsschritte nahezu keinen Genauigkeitsverlust im Vergleich
zu 7, hinnehmen miissen, wie die folgenden beiden Abbildungen zeigen:

Tampl (@)
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Abbildung 4.5: Amplitude rgmp(w) der Abbildung 4.6: Phase ¢(w) der ratio-
rationalen Funktion Tp;(w). nalen Funktion 7,,;(w)

(gestrichelt: gegebene Phase).

Die exakten Phaseneigenschaften in einem Intervall um die Zentralfrequenz wy allein rei-
chen aber fiir Anwendungen im Ultrakurzlaserbereich noch nicht aus. Vielmehr miissen
auch die Gruppenverzogerung ¢’ und die Gruppenverzogerungsdispersion ¢” exakt durch
ein Modell fiir  abgebildet werden.

Unser gefundenes Modell 7,,; erfiillt auch diese Forderungen in zufriedenstellender Weise
und eignet sich damit hervorragend als Eingabefunktion fiir den Spiegel-Design-Algo-

rithmus.
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Abbildung 4.7:  Gruppenverzigerung Abbildung 4.8: Gruppenverzigerungs-
¢ (w) von der gegebenen Phasenfunkti- dispersion ¢"(w) wvon der gegebenen
on (gestrichelt) und der rationalen Mo- Phasenfunktion (gestrichelt) und der

dellfunktion ;. rationalen Modellfunktion 7,,;.
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Die einzelnen Modellierungsschritte zu einem rationalen Reflektionskoeffizienten r mit den
Zusatzeigenschaften (i)-(iv) konnen nun zusammengefafit werden:

Algorithmus 4.1 (Modellierung des Reflektionskoeffizienten)

(a) Experimentelle Daten fiir r sind gegeben tiber ein Potenzreihe fir r um die Zentral-
frequenz wy.

(b) Bestimme aus den Freiheitsgraden n,m und D, eine Padé-Approzimation r, vom
Index (n,m), die diese Daten approximiert.

(¢) Berechne eine rationale Approzimation T, an r, mit zur imagindren Achse symme-
trischen Pol- und Nullstellen tber ein lineares Ausgleichsproblem.

(d) Berechne iterativ eine rationale Approximation T,; an r,, die holomorph in der
oberen Halbebene D ist, mit dem Startwert r,, tber ein nicht-lineares Ausgleichs-
problem.

(e) Das Endergebnis r,,; hat die Form (4.1) und ist der Input fiir den Design-Algorithmus.

Die Schritte (c¢) und (d) basieren auf dem Ansatz von Levy ([31]) und sind in der Matlab-
Routine invfreqs realisiert. Fiir die rationale Eingabefunktion r,,; wollen wir im folgen-
den wieder die Bezeichnung r verwenden.

4.1.2 Die Berechnung von q

Mit dem rationalen Reflektionskoeffizienten r kénnen wir nun das zugehéorige Potential g
der Schrodinger-Gleichung explizit berechnen. Dazu benétigen wir zunéchst die Nullstellen
der Funktion A in D, d.h.

oder
¢(w) ¢(—w) — p(w) p(—w) = 0.

Wir miissen also die Nullstellen eines komplexen Polynoms vom Grad 2m berechnen. Diese
Aufgabe kann mit Hilfe der Matlab-Routine eig gelost werden, die die Eigenwerte der
zum Polynom gehorigen Begleitmatrix bestimmt. Die Nullstellen in der oberen Halbebene
sind dann die Koeffizienten x;, i = 1,...,m, und aus (4.8) erhalten wir die explizite
Darstellung fiir den rechtsseitigen Reflektionskoeffizienten p.

Im n&chsten Schritt bendtigen wir die Residuen von p in den Polen der oberen Halb-
ebene. Wir berechnen dazu die Partialbruchzerlegung von p mit der Matlab-Routine
residue. Damit haben wir alle Koeffizienten der linearen Gleichungssysteme (4.15) und
(4.20) bestimmt und konnen daraus fiir festes = die Koeffizientenfunktionen fi(z) und
fi(x), k=1,...,m, berechnen, wobei wir jeweils die Symmetrieeigenschaften von f; und
f;. fiir eine Partitionierung der Gleichungssysteme nutzen. Mit den gewonnenen Grofien
ergibt sich das Potential ¢ dann aus (4.19).
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Der zweite Teil des Design-Algorithmuses besteht also aus den folgenden Schritten:

Algorithmus 4.2 (Explizite Berechnung des Potentials q)

(a) Berechne die Nullstellen k;, © = 1,...,m, der Funktion h in D und die Residuen
pi, 1 =1,...,m, des Reflektionskoeffizienten p in seinen (einfachen) Polen k;.

(b) Lése fir festes x die linearen Gleichungssysteme (4.15) und (4.20) fir die Koeffizi-
entenfunktionen fi(z), fi(x), k=1,...,m.

(c) Berechne q(z) fiir festes x aus der expliziten Darstellung (4.19).
Fiir den gewéhlten Beispieldatensatz und den daraus im ersten Schritt modellierten ra-
tionalen Reflektionskoeffizienten r ergibt sich fiir ¢ konkret:
q(z) 4

ot

0 10 20 30 40 50 o

Abbildung 4.9: Potential q(x) der
Schréodinger-Gleichung  fiir den Bei-
spieldatensatz in  Abhdngigkeit der
Laufzeit x [fs].

Berechnung iiber Algorithmus 4.2.

Das berechnete Potential ¢ ist Koeffizient der gewohnlichen Differentialgleichung (2.10),
woraus sich der gesuchte Brechungsindex n nach Vorgabe geeigneter Anfangsbedingungen
als Losung ergibt. Bevor wir auf diesen letzten Schritt des Design-Algorithmuses eingehen,
wollen wir die gewonnenen Daten fiir ¢ etwas genauer analysieren.

Zunéchst zeigt ¢ in Abbildung 4.9 ein Abfallverhalten gegen 400, wie wir es aus der
Theorie erwarten wiirden. Der iiberwiegende Teil reflektiver Vorgéinge spielt sich im vor-
deren Bereich zwischen 0 und 20 ab, dahinter féllt ¢ stark ab und oszilliert um die 0.
Der Tréger von g beschreibt die Gesamtdicke der Spiegelbeschichtung. Da wir nur an
Spiegeln endlicher Ausdehnung interessiert sind, miissen wir uns eine Grenze x = d1 vor-
geben, ab der wir annehmen konnen, dafl |g(z)| hinreichend klein ist, d.h. alle relevanten
Reflexionsvorgénge im Spiegelinnern bereits abgelaufen sind. Wir approximieren fiir die
Anwendungen also den Tréger von ¢ durch einen kompakten Trager.

Die konkrete Wahl von d1 héngt einerseits ab vom Verhalten von ¢, d.h. je langsamer ¢
im Unendlichen fallt, umso dicker wird die zugehorige Spiegelbeschichtung. Dieser Aspekt
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ist in den technischen Anwendungen von grofler Bedeutung, da fiir Spiegel in Ultrakurz-
laseranwendungen gewisse Obergrenzen fiir die Beschichtungsdicke gelten. Ein zu frithes
Abschneiden von ¢ fiihrt aber andererseits zu Fehlern in den gewiinschten Amplituden-
und Phaseneigenschaften des Spiegels. Besonders die exakte Abbildung der vorgegebenen
Gruppenverzogerung sowie der Gruppenverzogerungsdispersion sind aber fiir die Funkti-
onsfiahigkeit von Ultrakurzlasern unerlédsslich und erforderen eine extrem hohe Genauig-
keit.

Fiir die Wahl eines geeigneten d1 miissen wir also die entsprechenden Auswirkungen
auf die Spektraleigenschaften des Spiegels untersuchen. Dazu setzen wir die berechneten
Daten fiir ¢ in die Schrédinger-Gleichung ein

Y 2) + (o — )yl ) = 0

und verwenden die aus Kapitel 2 und 3 bekannten (asymptotischen) Darstellungen fir die
allgemeine Losung y:

y(w,z) = alw)e™ + Blw)e ™, r < 0, |
0 = lim (y(w,z)— (Y(w)e™" + o(w)e ™).

T—400

Da wir annehmen, dafl ¢(x) = 0 fiir z > d1 ist, folgt
y(w, z) = y(w)e™* + o(w)e ™", x> dl.

Im néchsten Schritt miissen wir Bedingungen angeben, die die allgemeine Lésung y eindeu-
tig festlegen. Dazu wihlen wir die speziellen Koeffizienten v = 1, § = 0. Diese Festlegung
erzeugt eine physikalisch relevante Losung der Schrodinger-Gleichung und der Reflekti-
onskoeffizient r ergibt sich zu

Wir geben also die Anfangswerte
y(w,dl) = e o/ (w,dl) = iwe“™

vor und berechnen die Losung der Schrodinger-Gleichung riickwiérts im Intervall [0, d1].
Wir erhalten die Funktionswerte

y(w,0) = a(w)+B(w),
Y(w,0) = iw(aw)—Bw)),

woraus
iwy(w,0) — 9y (w,0)

iwy(w,0)+y'(w,0)

r(w) =

folgt. Fiir den Beispieldatensatz haben wir d1 = 50 gewihlt und die Lésung numerisch
mit Hilfe der Matlab-Routine ode45 berechnet.
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Abbildung 4.10: Amplitude 7 gpmp(w)
des Reflektionskoeffizienten, berechnet
aus der Schrodinger-Gleichung zu ge-
gebenem Potential q (gestrichelt: Am-

plitude der Eingabefunktion r aus der

p(w)

o 25 3
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Abbildung 4.11: Phase ¢(w) des Re-
flektionskoeffizienten, berechnet aus der
Schrodinger-Gleichung zu gegebenem
Potential q (gestrichelt: Phase der Ein-
gabefunktion ).

Modellierungsphase).

Die Abbildungen 4.10 und 4.11 bestétigen also auf den ersten Blick die Richtigkeit des
eingeschlagenen Weges. Das zu gegebenem Reflektionskoeffizienten r berechnete Potential
q liefert umgekehrt in der Riickwértsrechnung {iber die Schrodinger-Gleichung gerade
wieder 7. Die Amplitude stimmt im relevanten Frequenzbereich bereits hinreichend genau
mit der gestrichelt dargestellten Vorgabe iiberein, fiir die Phase scheint das ebenfalls
zuzutreffen.

An dieser Stelle miissen wir aber genauer hinsehen. Die berechnete Spiegelbeschichtung
hat nur dann einen praktischen Nutzen, wenn neben der Phase ¢ auch und gerade insbe-
sondere die Gruppenverzogerung ¢’ und die Gruppenverzogerungsdispersion ¢” auf dem
relevanten Bereich exakt mit den Vorgaben iibereinstimmen. In unserem Beispielfall zeigt
¢’ das folgende Verhalten:

¢ (w)

Abbildung 4.12: Gruppenverzigerung
¢ (w) des Reflektionskoeffizienten, be-
rechnet aus der Schrodinger-Gleichung
zu gegebenem Potential ¢ mit d1 = 50
(gestrichelt: Gruppenverzdogerung der
Fingabefunktion r ).

w

Es treten also bereits in der 1. Ableitung der Phase starke Oszillationen auf, die den zu-
gehorigen Spiegel fiir jegliche Anwendung im Ultrakurzlaserbereich unbrauchbar machen.
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Aus der Theorie wissen wir, daf jedem Reflektionskoeffizienten r ein eindeutiges Potential
q zugeordnet ist. Da unsere Eingabefunktion r die gewiinschte Genauigkeit in der Phase
und ihren beiden ersten Ableitungen besitzt, miiften wir in der Riickwértsrichtung mit
dem aus r berechneten ¢ gerade wieder dieses Verhalten rekonstruieren konnen.

Auf dem beschriebenen Weg treten demnach Fehler auf, deren Ursachen wir nun analysie-
ren wollen. Fiir die Kontrollrechnung zuriick iiber die Schrodinger-Gleichung haben wir
das Spiegelende kiinstlich an einer von uns gewihlten Stelle d1 lokalisiert, von der wir
annahmen, dafl jenseits dieses Punktes keine weiteren reflektiven Vorginge stattfinden.
Diese Annahme verursacht einen Fehler, der sich besonders auf die Phaseneigenschaften
des Spiegels niederschléigt. Tatséchlich zeigen weitere Experimente mit unterschiedlichen
d1, dafl bereits fiir relativ kleine Werte das gewiinschte Amplitudenverhalten erreicht wird.
Fiir hohere Exaktheit bei den Phaseneigenschaften miissen wir dagegen d1 wesentlich ver-
groBeren und zwar so, daf |g(z)| < € fiir x > d1 gilt, wobei € eine vorgegebene Genauigkeit
bezeichnet. Im konkreten Beispiel ist eine deutliche Verbesserung erkennbar, wenn wir d1
von 50 auf 70 erhohen:

q(z) 4 ' (w)
» 40
30
0
20
-2 10
-4 o L " 0 L .

0 20 40 60 T 2 25 3 w
Abbildung 4.13: Potential q(z) der Abbildung 4.14: Gruppenverzégerung
Schrédinger-Gleichung bis zur Stelle ¢ (w) des Reflektionskoeffizienten, be-
dl = 70. rechnet aus der Schridinger-Gleichung

zu gegebenem Potential ¢ mit d1 = 70
(gestrichelt: Gruppenverzogerung der
FEingabefunktion r).

Weiterhin existieren aber grofiere Abweichungen, vor allem im Bereich der Zentralfrequenz
wo = 2.48, obwohl der Betrag von ¢ in der Ndhe von d1 nur noch Werte bis maximal 0.015
besitzt. Wir miissen daher nach weiteren Fehlerquellen suchen.

Bei der Berechnung von ¢ sind die Pole und zugehorigen Residuen des Reflektionsko-
effizienten p zu bestimmen. Die hierfiir benotigte Partialbruchzerlegung ist ein schlecht
gestelltes Problem. Wenn das Nennerpolynom in der N&he eines Polynoms mit mehrfa-
chen Nullstellen liegt, kénnen sich kleine Anderungen in den Daten in grofen Anderungen
der Pole und Residuen auswirken.

Im Losungsalgorithmus 4.2 miissen wir zur Festlegung der Funktion p zuerst deren Po-
le in D als Nullstellen eines Polynoms bestimmen. Diese liegen héaufig nah zusamm-
men, so dafl sich die Approximations- oder Rundungsfehler bei der Residuenberechnung
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verstdrken. Insgesamt reagiert dieser Algorithmusteil sehr empfindlich auf Datenénderun-
gen, so z.B. auch bei geringfiigigen Anderungen der Amplitudeneigenschaften von r durch
einen Dampfungsfaktor.

Wie die weiteren Schritte zeigen werden, liegt hier auch die Hauptursache fiir die grofien
Unterschiede bei den Phaseneigenschaften. Der zusétzliche Fehler, der bei der numeri-
schen Losung der Schrédinger-Gleichung in der Riickwértsrechnung von ¢ auf r auftritt,
sowie alle weiteren Approximations- oder Rundungsfehler kénnen im Vergleich dazu ver-
nachléssigt werden.

Da wir diese Fehleranfilligkeit nur schwer verringern kénnen und fiir die praktischen
Anwendungen aber hoch exakt arbeiten miissen, benotigen wir eine alternative Methode
fiir die Berechnung von gq.

4.2 Die numerische L6sung der Marchenko-
Integralgleichung

4.2.1 Die Leapfrogging-Methode

In Kapitel 3 haben wir die beiden Marchenko-Integralgleichungen (3.114) und (3.117) fur
die Funktionen K, und K, hergeleitet, mit deren Kenntnis wir das Potential ¢ tiber (3.76)
bzw. (3.78) berechnen kénnen. Welche der beiden Gleichungen wir dabei zur Losung des
Problems heranziehen, hangt von der Methode ab, mit der wir die Integralgleichung 16sen
wollen. Fiir rationale Reflektionskoeffizienten r mit den Zusatzbedingungen (i)-(iv) haben
wir eine explizite Darstellung fiir ¢ gefunden, indem wir von (3.114) ausgingen und die
speziellen Eigenschaften des zweiten Reflektionskoeffizienten p ausnutzten.

Genauso konnen wir zur Berechnung von ¢ aber auch von (3.117) aus starten. Die Vor-
gehensweise des ersten Losungsansatzes ist jetzt nicht einsetzbar, weil r» holomorph in
D ist. Im ersten Fall lieferten gerade die Polstellen von p bzw. die Tatsache, dafi dessen
Fouriertransformierte P(z) fiir z < 0 nicht verschwindet, den Ansatz fiir eine explizite
Losung der Marchenko-Integralgleichung. Im Fall der zweiten Gleichung (3.117) miissen
wir deren Losung numerisch bestimmen. Wir transformieren dazu in (3.117), dhnlich wie
in Kapitel 3, die Variablen x und z in v und v iiber

T+ z T —z
g v =

2 2

u

und definieren die neue Funktion

K(u,v) := Kp(u+v,u—wv).

Damit haben wir (3.117) in der Form

K(u,v) +2 /f(w +v,u—w) R(2w) dw + R(2u) = 0. (4.29)
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Auflerdem wissen wir, daf K, die Gleichungen (3.74) und (3.77) erfiillt. Diese transfor-
mieren sich mit den neuen Variablen zu

K dK —
5 D0 (u,v) — 2 %(u, 0) K(u,v) = 0, B (4.30)
qu) = 2 Cfi—lj(u, 0), u>0, (4.31)
K(0,0) = 0 (4.32)

Nun definieren wir in der u/v-Ebene ein Gitter mit Ausgangspunkt im Ursprung und
der Gitterweite h in beiden Koordinatenrichtungen. Anschlielend diskretisieren wir die
Marchenko-Integralgleichung (4.29) und die partielle Differentialgleichung (4.30), indem
wir das Integral in (4.29) durch die zusammengesetzte Trapezregel und die partiellen
Ableitungen in (4.30) durch Differenzenquotienten in den Gitterpunkten ersetzen. Daraus
ergibt sich fiir m,n € N

m—1
Rop—1 + Ky + 20 Z Kiin—1,m—k+1 Rog—1
k=2
+h Kernfl,l Rmel == O, (433)
Km,n+1 + Km-‘,—l,n + (Qh(Km-‘rl,l - Km,l) - 1) Km,n - Km—i—l,n-‘,—la (434)

Ki, = 0. (4.35)
Die Bezeichnungen K,,, und R,, haben die Bedeutung
Kpn=K((m—1)h,(n —1)h), R, = R((m—1)h),
wobei R(0) = 0 ist. Das Potential ¢ folgt dann aus der diskretisierten Form von (4.31)

Km—f—l,l - Km,l
h

Gm = 2 , meN|

d.h. wir miissen die Losung K 1, © € N, an allen Gitterpunkten auf der u-Achse berechnen.

p+1,11<
4,1¢. '
3,1 - -
2,1¢. \ . . .
1,1 1,2 1,3 1,4 1,p+1

Abbildung 4.15: Gitter in der u/v-
Ebene. Die diskreten Werte K; ; werden
diagonalenweise berechnet.
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In jedem Schritt p > 1 berechnen wir K,; aus der diskretisierten Form (4.33) der
Marchenko-Integralgleichung fiir n = 1. Dazu benétigen wir nur die iibrigen Werte der
p-ten Diagonalen. Diese erhalten wir sukzessive von links oben nach rechts unten aus
Gleichung (4.34), wobei wir zur Berechnung nur auf Elemente der Diagonalen p — 1 und
p — 2 zuriickgreifen miissen.

Wir gehen demnach so vor, dafl wir im p-ten Schritt (p > 3) zunéchst alle inneren Elemente
der p-ten Diagonalen aus (4.34) berechnen und dann mit den erhaltenen Werten das
Element K,; aus (4.33) bestimmen. Fiir p = 2 benétigen wir keine weiteren Werte aus
(4.34) und konnen K, ; direkt aus (4.33) berechnen.

Nun springen wir auf die néchste Diagonale p + 1, berechnen sukzessive von links oben
nach rechts unten alle inneren Eintrége und erhalten damit K, wieder aus (4.33). Da
wir nur an den Randelementen auf der u-Achse interessiert sind und bei der Berechnung
der Diagonalelemente maximal auf Werte der beiden vorhergehenden Diagonalen zuriick-
greifen miissen, geniigt es, von der Matrix K,,, nur die erste Spalte und im p-ten Schritt
die Diagonalen p, p — 1 und p — 2 abzuspeichern. Wir rechnen entweder bis zu der vor-
gegebenen Grenze x = d1 oder wir brechen das Verfahren im Schritt py ab, falls K, fiir
wachsendes p anndhernd konstant bleibt, d.h. ¢ verschwindet.

Der beschriebene Algorithmus ist in der Literatur als Leapfrogging-Prozedur bekannt
([29], [39]). Die Grundversion verursacht allerdings recht groBe Fehler. Diese lassen sich
deutlich verringern, wenn wir in jedem Schritt p eine Fixpunktiteration fiir die Elemen-
te der p-ten Diagonalen durchfithren. Wir berechnen also zuerst das Randelement K, ;
wie in der Grundversion beschrieben aus (4.33). Danach schreiben wir (4.33) fiir jedes
einzelne Nicht-Randelement der p-ten Diagonalen als Fixpunktiteration. Wir beginnen
beim ersten Element links oben und berechnen eine vorgegebene Anzahl an Iterations-
schritten. Mit dem verbesserten Wert fiir das erste Element fiihren wir die entsprechende
Fixpunktiteration fiir das zweite Element durch. In dieser Art iterieren wir zuerst alle
Nicht-Randelemente und dann das Randelement K, ; der p-ten Diagonalen. Anschlieend
springen wir wie in der Grundversion zur Diagonale p + 1 und wiederholen die Prozedur.
Fiir viele Anwendungen geniigen bereits 2 Schritte der Fixpunktiteration in jedem Schritt
p, um die Fehler deutlich zu reduzieren.

Die Losung der Marchenko-Integralgleichung iiber die Leapfrogging-Routine erfordert
auch die Auswertung der Fouriertransformierten R des Reflektionskoeffizienten r an den
Gitterpunkten w;. Hier gehen wir vor wie bei Bailey /Swarztrauber ([4]). Wir nehmen an,
daB r(w) auBerhalb des Intervalls I = (—a/2, a/2) veschwindet, also zumindest néherungs-
weise einen kompakten Trager besitzt. Dann wird auf I die dquidistante Zerlegung

. m .
wj:(j—§)~ﬁ, j=0,....,m—1,

definiert mit der Schrittweite 5 = a/m. Die Fouriertransformierte R(z) wird nun ebenfalls
dquidistant an den Stellen

zp=——= k=0,....,m—1,
ausgewertet, wobei die Zerlegungen der w- und z-Achse etwa dieselbe Gitterweite haben
sollen. Das fiihrt auf die Bedingung

2T

m



88 KAPITEL 4. NUMERISCHE LOSUNG DES DESIGN-PROBLEMS

Fiir eine hohe Abtastgenauigkeit, d.h. kleines 3, ist demnach eine grofle Anzahl an Funk-
tionsauswertungen m erforderlich. Ein hohes m wiederum erfordert wegen § = a/m ein
grofles a. Bei der Wahl von a orientieren wir uns an der Schrittweite im Leapfrogging-
Algorithmus. Hier rechnen wir in den meisten Féllen mit A = 0.01, d.h. wir verwenden
B = 0.01 als Gitterweite. Daraus ergibt sich m = 62832 und damit a = 628.32, d.h. r(w)
muf} auBerhalb des Intervalls (—314.16,314.16) verschwinden, was in den Anwendungen
ndherungsweise der Fall ist.

Mit den gefundenen Werten fiir a,  und m kénnen wir nun R an den Stellen z; numerisch
berechnen:

0 a/2 _—
1 , 1 ‘ 1 ‘
R(z) = o / r(w)e ™™ dw = o / r(w) e " dw ~ 7 8 Z r(w;) e %,
—0o0 —a/2 J=0

Unter den gegebenen Voraussetzungen werden also die Integralgrenzen oo durch +a/2
und das resultierende Integral durch die zusammengesetzte Trapezregel approximiert. Wir
setzen die expliziten Darstellungen fiir w; und z; ein und formen weiter um

[y

R(Zk) ~ ﬁ Zr(wj) 6—27ri(j—m/2)(k—m/2)/m

]:
m—1

_ ﬁewi(kfm/Q) Z T(CL)J) eﬂij e*27ﬂ'jk/m

Jj=0

= (D BD(=1) r(w)}], 0<k<m,

wobei Dy, die k-te Komponente der diskreten Fouriertransformation des Vektors

((—1)0 (W), . . (—1)™1 T(wm_l))T

bezeichnet. Die Zerlegung 2, kK = 0,...,m — 1, ist demnach gerade so gewahlt, dafl die
Trapezsumme auf die Form einer diskreten Fouriertransformation gebracht und mit der
fft-Routine in Matlab effizient berechnet werden kann.

Wir kénnen nun die beiden Schritte zur numerischen Berechnung des Potentials ¢ der
Schrodinger-Gleichung zusammenfassen:

Algorithmus 4.3 (Numerische Berechnung des Potentials q)

(a) Lose die diskretisierte Form der Marchenko-Integralgleichung (4.33) unter Verwen-
dung von (4.34) mit dem iterativen Leapfrogging-Algorithmus zur Schrittweite h.

(b) Berechne die auftretenden Auswertungen der Fouriertransformierten R von r aus
den gegebenen Daten fiir r numerisch mit der angegebenen Methode.

Fiir den Beispieldatensatz wollen wir nun das Potential ¢ iiber die Leapfrogging-Methode
berechnen und die Ergebnisse mit denen des expliziten Losungsansatzes vergleichen.
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Abbildung 4.16: Potential q/(x) der
Schrodinger-Gleichung  bis  zur  Stel-
le d1 = 50, berechnet diber die
Leapfrogging-Methode.

Abbildung 4.17: Differenz e(x) =
q(x) — qr(x) mit q;, berechnet diber die
Leapfrogging-Prozedur und q, berech-
net uber den expliziten Ansatz.

Abbildung 4.17 zeigt die Unterschiede zwischen den beiden Potentialen ¢; und ¢, die ein-
mal iiber die Leapfrogging-Routine und einmal {iber den expliziten Losungsansatz berech-
net wurden. Die grofiten Abweichungen treten im Bereich zwischen x = 4 und z = 10 auf.
Daraus resultieren signifikante Unterschiede im Brechungsindex n, die keine zuverlassigen
Vorgaben fiir die gesuchten Spiegel-Designs mehr méglich machen.

Wir miissen nun iiberpriifen, welche der beiden Approximationen ¢; und g néher an der
exakten Losung ¢ liegt. Dazu setzen wir wieder ¢; in die Schrodinger-Gleichung ein, wahlen
die Anfangswerte an der Stelle x = d1 = 50 wie im ersten Fall, berechnen den zugehéorigen
Reflektionskoeffizienten r; aus der Losung der Gleichung an der Stelle z = 0.
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Abbildung 4.18: Amplitude 7 qmpi(w)
des Reflektionskoeffizienten, berechnet
aus der Schriodinger-Gleichung zu ge-
gebenem Potential q; (gestrichelt: Am-
plitude der Eingabefunktion r aus der
Modellierungsphase).

Abbildung 4.19: Phase ¢(w) des Re-
flektionskoeffizienten, berechnet aus der
Schrodinger-Gleichung zu gegebenem
Potential q; (gestrichelt: Phase der Ein-
gabefunktion r).
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Auf den ersten Blick scheinen die Amplituden- und Phaseneigenschaften wesentlich ge-
nauer mit den Vorgaben iibereinzustimmen als bei g, aus dem expliziten Losungsansatz.
In Abbildung 4.19 scheint der Phasenwert von r; sogar vollig deckungsgleich mit dem
Wert der Eingabefunktion r zu sein. Fiir Hochfrequenz- Anwendungen mufl aber auch die
Gruppenverzogerung ¢’ exakt sein. Hier ergaben sich im ersten Fall sehr starke Oszilla-
tionen (siehe Abbildungen 4.12, 4.14), die auch durch VergréBerung von d1 nicht auf ein
zufriedenstellendes Mafl reduziert werden konnten. Abbildung 4.20 zeigt das Verhalten
von ¢’ fiir den Fall der Leapfrogging- Approximation:

' (w)
40
Abbildung 4.20: Gruppenverzigerung
30 ¢'(w)  des  Reflektionskoeffizienten
ry, berechnet aus der Schridinger-
20f Gleichung zu gegebenem Potential q
mit dl = 50 (gestrichelt: Gruppen-
10 verzogerung der Eingabefunktion).
% 25 3

w

Auch hier treten Oszillationen auf, aber die Losung liegt bereits deutlich ndher an den
Vorgaben, wie der Vergleich mit Abbildung 4.12 zeigt. Genau wie im ersten Fall haben
wir uns mit der Wahl d1 = 50 einen Abbruchfehler eingehandelt, den wir durch Erhohung
von d1 reduzieren konnen. Fiir d1 = 70 ergibt die Riickwértsrechnung von ¢ auf r:

' (w) , , ¢'(w)
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Abbildung 4.21: Gruppenverzégerung Abbildung 4.22: Gruppenverzigerung

¢ (w) des Reflektionskoeffizienten, be-
rechnet aus dem Potential ¢q der
Leapfrogging-Prozedur fiir d1 = 70 (ge-
strichelt: Gruppenverzogerung der Fin-
gabefunktion r).

¢ (w) des Reflektionskoeffizienten, be-
rechnet aus dem Potential q; des ex-
pliziten Ansatzes fir d1 = 70 (gestri-
chelt: Gruppenverzdgerung der Einga-
befunktion r ).
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Wir erhalten also im Vergleich zum expliziten Losungsansatz wesentlich exaktere Ergeb-
nisse, die insbesondere auch fiir praktische Anwendungen geeignet sind. Aus der Insta-
bilitdt der Residuenberechnung scheinen im ersten Fall Fehler zu resultieren, die zwar
nur geringe bis moderate Fehler bei der Potentialberechnung aber grofie Fehler in den
zugehorigen Spektraleigenschaften, besonders in der Gruppenverzégerung verursachen.

Da die Fehleranfalligkeit fiir die gegebenen experimentellen Daten nur schwer in den
Griff zu bekommen ist und wir an hoch exakten Ergebnissen interessiert sind, ist fiir die
Berechnung des Potentials ¢ der Weg iiber die Leapfrogging-Routine vorzuziehen. Dieser
verwendet als Eingabegréfie nur Funktionsauswertungen der Fouriertransformierten R von
r, die iiber die beschriebene numerische Methode sehr exakt berechnet werden koénnen.
Der Losungsweg ist unabhéngig von den fehlerbehafteten Polstellen und Residuen des Re-
flektionskoeffizienten p, weil man anstelle der Marchenko-Integralgleichung (3.114) fir K,
von (3.117) fur K,, und damit vom in D holomorphen Reflektionskoeffizienten r ausgeht.
Die Kombination von Diskretisierung und Fixpunktiteration im iterativen Leapfrogging-
Algorithmus sorgt zudem dafiir, daBl die auftretenden Fehler gering und kontrollierbar

bleiben.

Dennoch ist der explizite Ansatz fiir ¢ nicht génzlich zu verwerfen. Die geforderte Exakt-
heit treibt den Aufwand beim Leapfrogging-Algorithmus enorm in die Hohe. Der explizite
Ansatz dagegen bendétigt bei gleicher Wahl von d1, also bei gleicher zu berechnender Da-
tengroBe, nur einen Bruchteil der Rechenzeit und sein Ergebnis fiir ¢ weicht nur gering
von dem aus der Leapfrogging-Routine ab. Auflerdem scheint die Wahl von 7 als rationale
Funktion mit den Zusatzeigenschaften (i)-(iv) ein geeignetes Modell fiir Anwendungen im
Ultrakurzlaserbereich zu sein. Die vorhandenen Freiheitsgrade ermoglichen die Anpassung
der Modellfunktion auf die jeweilige Problemstellung, wobei unterschiedliche Parameter-
kombinationen zu gleichwertigen Ergebnissen fithren kénnen. Da wir in der Modellierungs-
phase fiir » nur Werte auf einem kleinen Intervall vorgeben, lassen sich fiir ein konkretes
Problem viele verschiedene Modelle fiir r finden, die die Vorgaben erfiillen. Entsprechend
existiert eine Vielzahl von Potentialen ¢, die diese Spektraleigenschaften erzeugen, doch
nicht jedes fithrt auf ein in der Praxis realisierbares Spiegel-Design.

Mit Hilfe des expliziten Ansatzes konnen wir ganz verschiedene Modelle in kurzer Zeit
testen. Die Ergebnisse fiir ¢ geben uns einen Anhaltspunkt, ob wir beim Eingabemodell
mit einem praxisrelevanten Spiegel-Design rechnen kénnen oder nicht. Auf diesem Weg
treffen wir eine Vorauswahl und berechnen anschliefend die in Frage kommenden Designs
exakt mit der Leapfrogging-Routine. In diesem Zusammenhang dient der explizite Ansatz
auch als Kontrollmoglichkeit fiir die erhaltenen numerischen Ergebnisse.

4.2.2 Alternative Modellierung von r

Im Gegensatz zum expliziten Ansatz ist die Leapfrogging-Methode nicht an rationale
Eingabefunktionen fiir den Reflektionskoeffizienten r gebunden. Sie ist fiir beliebige Mo-
delle von r einsetzbar, die die Zusatzeigenschaften (i)-(iv) erfiillen. Wir konnen also bei
der Modellierung von r auch andere Funktionen verwenden, entweder wenn wir fiir ge-
wisse Problemstellungen mit rationalen Funktionen keine realisierbaren Spiegel erzeugen
kénnen oder um zusétzliche Spiegel-Alternativen zu erhalten.
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Die Funktion eines zweiten Modells fiir r soll holomorph in D sein und die Symmetriebe-
dingung

r(—w) =rw), weR,
erfiillen. Die Fouriertransformierte der Modellfunktion mufl hinreichend glatt sein und im
Unendlichen schnell genug abfallen. Bei der Modellauswahl orientieren wir uns an der
allgemeinen Darstellung A

) = Fam(2) ¢/
fiir 7 in Abhéngigkeit von Amplitude 7, und Phase ¢ und definieren einen Modellpro-
totyp durch

(emen)® o (mwmw)® ele ), w =0,
r(w) =rg- <e (*55°) +e (553 )>{ e ) W <0,

mit
1 n
pw)=> —Dn(w — wo)"
n=0
Aus der Symmetriebedingung folgt, dafl die Amplitude 7, (w) eine gerade und die Phase
¢(w) eine ungerade Funktion in w sein muf. Die Summe der beiden Exponentialfunktionen
in der Amplitude sorgt dafiir, daBl rgmp(—w) = ramp(w) gilt und 74y auf R zumindest
aus numerischer Sicht hinreichend oft differenzierbar ist. Der Exponent ist so gewéhlt, dafl
die Amplitude im Bereich der Zentralfrequenz und in einer hinreichend groflen Umgebung
darum fast konstant eins ist und danach schnell abfillt. Der zweite Summand leistet fiir

positive w keinen meflbaren Beitrag zur Amplitude genauso wie umgekehrt fiir negative
w der erste Summand.

Bei der Phase verwenden wir deren Darstellung als Taylorpolynom, wobei wir einen Di-
spersionskoeffizient 0.ter Ordnung D, ergédnzt haben, der so gewihlt ist, daBl ©(0) = 0
gilt, also ¢ ungerade und stetig ist. Dann erfiillt » bzw. dessen Fouriertransformierte R
alle Forderungen des Charakterisierungstheorems 3.7.

Ein Vorteil des zweiten Modells kénnte darin bestehen, daffi R schneller als bei rationa-
len Ansatzfunktionen abféllt, wodurch sich die resultierende Spiegeldicke reduziert, was
fiir die Anwendungen von Bedeutung ist. Auf der anderen Seite ist nun zusétzlich der
Dispersionskoeffizient Dy zu beriicksichtigen, dessen Werte unter Umstédnden schwer zu
realisieren sind. Erste Experimente haben auflerdem gezeigt, daf§ der Démpfungsfaktor
ro kleiner als im Vergleich zu den rationalen Funktionen zu wéhlen ist. Das hat aber zur
Folge, daB die Amplitude 74,,,,; im Bereich um wy Werte annimmt, die deutlich unter den
technischen Vorgaben liegen.

Der vorgeschlagene Prototyp beschreibt nur eine Moglichkeit fiir eine alternative Model-
lierung von r. Insgesamt miissen in dieser Richtung noch weitere Untersuchungen vorge-
nommen werden.

4.3 Die Berechnung des Brechungsindexes n

Mit Kenntnis des Potentials ¢ kénnen wir nun im letzten Schritt des Spiegel-Design-
Algorithmuses den ortsabhéngigen Brechungsindex n(z) berechnen, dessen Wert uns an
jeder Stelle z des Spiegels die zugehorige Spiegelbeschichtung angibt.
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Das Potential bestimmt als Koeffizientenfunktion in eindeutiger Weise eine gewhnliche
Differentialgleichung 2. Ordnung;:
d*W ()
dx?

—q(z) - W(z) =0, = >0,

mit
W(zx) = v/n(x)eopco,

d.h. zwischen der Losung W und n besteht ein einfacher expliziter Zusammenhang und
wir konnen n aus W berechnen.

Die Losung W der Differentialgleichung ist eindeutig bestimmt, wenn wir fiir die Funktion
W und deren Ableitung Werte an der Stelle x = 0 vorgeben. Die Variable x bezeichnet
nach Kapitel 2 die Laufzeit, die das Licht ben6tigt, um vom Beginn des Spiegels (z = 0)
zur Position z > 0 zu gelangen, d.h. x = 0 charakterisiert den Spiegelanfang. Wir wollen
annehmen, daf§ Luft das Umgebungsmedium des Spiegels ist und setzen n(0) = 1. Der
Materialiibergang soll sehr glatt sein und wir wéhlen n’(0) = 1. Transformiert auf W
bedeutet das

W(0) = Zoco, W'(0) = 0.

Zu diesen Anfangswerten berechnen wir die Losung W der Differentialgleichung iiber ein
in Matlab implementiertes ODE-Verfahren und daraus anschliefend den Brechungsindex
n(x) in Abhéngigkeit der Laufzeit x iiber

W2 (x)
€0Co '

n(x) =

Fiir das endgiiltige Spiegel-Design miissen wir dann noch die x-Skala iiber die Beziehung

z(x) = j%dt

in die z-Skala transformieren. Dazu l6sen wir fiir jedes feste Element x; unseres Laufzeit-
vektors X das Integral numerisch mit der Trapezregel, wobei wir in jedem Schritt die
bereits berechneten Integrale verwenden kénnen.

Da der Reflektionskoeffizient r nur mifit was insgesamt an reflektiven Vorgéngen im Spiegel
ablauft aber nicht welche Wellenldnge wo reflektiert wird, existieren mehrere unterschied-
liche Spiegelbeschichtungen, die ein und dasselbe r erzeugen. Die Freiheit bei der Wahl
der Anfangswerte fiir den Brechungsindex n kénnen wir daher geschickt nutzen, um aus
einem berechneten Potential ¢ ein realisierbares Spiegel-Design zu erhalten.

Ein Blick auf die in Kapitel 1 eingefiihrten doppelt-durchgestimmten Spiegel zeigt in
deren vorderem Bereich das sogenannte AR-Coating. Hier wird in einem Extra-Verfahren
der Ubergang vom Umgebungsmedium in den Spiegel modelliert. Starke Oszillationen in
der Phase machen diesen Schritt erforderlich. In unserer Rechnung kénnen wir nun den
vorderen Spiegelteil, also das AR-Coating, miteinbeziehen oder erst an dessen Ende im
Doppel-Chirp-Bereich beginnen. Im ersten Fall wihlen wir dann n(0) = 1, im zweiten
n(0) =n; > 1.
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Abbildung 4.23: Brechungsindex n(z) in Abhdngigkeit des Ortes z (in
um), berechnet aus dem Potential q, der Leapfrogging-Prozedur fiir
dl =70 und dem Anfangswert n’(0) = 0.

n(z)

3.5}

3-

2.5}

2-

1.5¢

1

0 5 10
z
Abbildung 4.24: Brechungsindex n(z) in Abhdingigkeit des Ortes z (in

um), berechnet aus dem Potential q; der Leapfrogging-Prozedur fiir
dl =70 und dem Anfangswert n'(0) # 0.
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Fiir das aus den Beispieldaten mit dem Leapfrogging-Algorithmus und d1 = 70 gewonnene
Potential ¢ wurden zwei verschiedene Spiegel-Designs berechnet. Im ersten Fall haben wir
die Anfangswerte fiir W wie oben vorgeschlagen gewéhlt, im zweiten wurde der Wert der
Ableitung auf W’(0) = 0.005 gesetzt.

Das Ergebnis fiir den Brechungsindex im ersten Fall (Abbildung 4.23) liefert kein realisier-
bares Spiegel-Design. Zum einen sinkt n auf unzuldssige Werte unter 1 ab, zum anderen
liegt die Gesamtspiegeldicke bei iiber 60 um, was fiir die Anwendungen viel zu hoch ist.
Im zweiten Fall (Abbildung 4.24) dagegen bewegt sich n im erwiinschten Wertebereich
zwischen 1 und 4 und auch die Spiegeldicke entspricht mit 10 pum den technischen Vorga-
ben.

Die Anderung des Anfangswerts fiir die Ableitung von n hat also weitreichende Konse-
quenzen fiir das resultierende Spiegel-Design. Das Anderungsverhalten von n beeinflufit
die Spiegeldicke iiber die Variablentransformation von der Laufzeit x zur Eindringtiefe z.
Ein schnelleres Anwachsen macht dort den Integrand und damit auch die Eindringtiefe z
kleiner, genau wie es die beiden Abbildungen zeigen.

Dem Wunsch nach moglichst diinnen Spiegeln steht aber deren Realisierbarkeit entge-
gen. Wachst n zu schnell, kommt man viel zu frith in Wertebereiche, zu denen es keine
Beschichtungsmaterialien mehr gibt. Die Anfangswerte miissen demnach - etwa wie im
zweiten Fall- so gewahlt werden, dafl der vorgegebene Wertebereich nicht verlassen wird
und trotzdem die Spiegeldicke unter einem gewissen Grenzwert bleibt.






Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein neues mathematisches Verfahren présentiert, das zu
vorgegebenen Spektraleigenschaften die optimale Beschichtung eines Laserspiegels liefert,
mit dessen Hilfe ultrakurze Laserpulse erzeugt werden koénnen.

Ausgehend von einer mathematisch-physikalisch motivierten Modellbildung wurden die
einzelnen Schritte des Spiegel-Design-Algorithmuses hergeleitet, dessen Kern die Lésung
des inversen Problems fiir die eindimensionale Schrédinger-Gleichung ist.

Die mathematische Analyse des direkten Problems fiihrte auf das Charakterisierungs-
theorem, mit dem Bedingungen angegeben werden konnten, unter denen das Potenti-
al der Schrodinger-Gleichung und der Reflektionskoeffizient als Parameter einer speziel-
len Losung der Gleichung eine eineindeutige Zuordnung besitzen. Unter den Vorausset-
zungen des Charakterisierungstheorems existiert eine eindeutige Losung der Marchenko-
Integralgleichung, die das inverse Problem vollstindig charakterisiert.

Kapitel 3 liefert das theoretische Fundament zur Losung des Spiegel-Design-Problems. Die
wesentlichen Schritte wurden motiviert und alle relevanten Zwischenergebnisse ausfiihr-
lich hergeleitet. Die grundlegende Vorgehensweise wurde aus verschiedenen Arbeiten mit
dhnlichen Fragestellungen entsprechend iibertragen. Die einzelnen Ergebnisse wurden da-
zu auf die vorliegende Situation angepafit und zu einem in sich schliissig strukturierten
Gesamtkonzept zusammengefiigt.

Fiir die numerische Losung des inversen Problems konnte in Kapitel 4 gezeigt werden,
da die Marchenko-Integralgleichung fiir spezielle rationale Reflektionskoeffizienten ex-
plizit 1osbar ist. Erste praktische Beispiele weisen auf gewisse numerische Instabilitédten
bei der konkreten Berechnung hin. Alternativ wurde deshalb die Leapfrogging-Methode
vorgestellt, die die Integralgleichung approximativ 16st und deren Ergebnisse bei geeig-
neter Parameterwahl wesentlich besser erscheinen. Der explizite Ansatz kann dennoch
fiir konkrete Anwendungen von Nutzen sein, da er mit erheblich weniger Rechenaufwand
auskommt. In einer Testphase konnen dadurch fiir jedes Problem relativ schnell gewisse
Reflektionskoeffizienten ausgewéhlt werden, die auf vielversprechende Potentiale fiihren.

Die Modellierung des speziellen rationalen Reflektionskoeffizienten erfolgte in zwei Stu-
fen. Zunéchst wurden die Eingabedaten fiir Amplitude und Phase durch eine geeignete
Padé-Approximation dargestellt. Diese liefert einen guten Startwert fiir das anschlieende
Minimierungsproblem, aus dem die endgiiltige rationale Funktion fiir den Reflektionskoef-
fizienten folgt. Fiir den angegebenen und weitere Beispieldatensétze ergab sich aus der Me-
thode ein Modell, das die geforderten Phaseneigenschaften, insbesondere die vorgegebene
Gruppenverzogerung und Gruppenverzogerungsdispersion, im relevanten Frequenzbereich
exakt abbildet und daher auf praxistaugliche Ergebnisse hoffen 148t.
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Der rationale Ansatz ist allerdings nicht in allen Féllen einsetzbar. Aus den Anwendungen
ergeben sich Vorgaben, die nicht oder nur sehr schwierig iiber eine rationale Funktion fiir
den Reflektionskoeffizienten dargestellt werden kénnen.

Fiir diesen Fall wurde ein alternative, allgemeinere Funktion fiir den Reflektionskoeffizien-
ten angegeben, die Amplitude und Phase getrennt iiber Exponentialfunktionen modelliert.
Hier ist nur zu beachten, dal das Modell die Voraussetzungen des Charakterisierungstheo-
rems erfiillt. Dann existiert eine eindeutige Losung der Marchenko-Integralgleichung, die
iiber die Leapfrogging-Methode berechnet werden kann.

Mit dem aus der Losung der Marchenko-Integralgleichung bestimmten Potential der Schro-
dinger-Gleichung kann dann die gesuchte Spiegelbeschichtung in der Form des ortsabhéngi-
gen Brechungsindexes berechnet werden. Dazu ist eine gewohnliche Differentialgleichung
2. Ordnung zu lésen, wobei die Anfangswerte bis zu einem gewissen Grad frei wahlbar
sind. Das hat zur Folge, dal unter den gegebenen Voraussetzungen jedem Reflektionsko-
effizienten genau ein Potential aber mehrere Brechungsindizes zugeordnet sind. Wie die
Beispielrechnungen gezeigt haben, kann man hier durch geschickte Wahl der Anfangswerte
ein Spiegel-Design erzeugen, welches den technischen Vorgaben nahe kommt.

Der Algorithmus gibt demnach einerseits Einblick in die Vielféltigkeit der Losungen des
Spiegel-Design-Problems, andererseits zeigen seine Ergebnisse auch die starke Sensibilitét
der Ausgabedaten gegeniiber geringen Verdnderungen in den Eingabedaten. So kénnen
zwei Reflektionskoeffizienten, die auf dem relevanten Frequenzbereich mit hoher Genau-
igkeit iibereinstimmen von vollig unterschiedlichen Potentialen erzeugt werden.

Aktuell werden die Spiegel durch das diskrete Modell der (2 x 2)-Transfermatrizen be-
schrieben. Diese unterteilen sich zum einen in Matrizen, die das Spiegelverhalten innerhalb
einer diskreten Schicht festlegen und zum anderen in Matrizen, die den Ubergang von einer
Schicht in die néchste charakterisieren. Die Spiegelbeschichtung ist dann durch die Vorga-
be der Schichtdicken und Schichtenanzahl eindeutig bestimmt. Das Produkt aller dieser
Matrizen bildet die Gesamtmatrix der Spiegelbeschichtung und der Reflektionskoeffizient
r(w) ergibt sich fiir festes w aus dem Quotient der Eintrége der ersten Spalte.

Zur Berechnung des Spiegel-Designs wird nun ein nicht-lineares Ausgleichsproblem der
Form
T (@) = ampie (2, ) = Tamp (I3 + lle(2, ) = 013,

gelost, wobei x den Vektor der Schichtdicken bezeichnet. Die Variablen 74 (2, w) und
¢i(z,w) bezeichnen die Amplitude und Phase des Reflektionskoeffizienten fiir die Fre-
quenz w, berechnet aus dem Modell der Transfermatrizen. Die Funktionen 74, und ¢
charakterisieren die vorgegebenen Spektraleigenschaften. Der Startwert fiir die Iteration
wird aus dem sogenannten Chirp-Gesetz gewonnen, das aus einer vereinfachten Form der
Helmholtz-Gleichung resultiert ([34]).

Wie sich zeigt, erfiillt das aus dem Chirp-Gesetz erhaltene Startdesign die geforderten
Spektraleigenschaften nur bedingt. Der vorgestellte Spiegel-Design-Algorithmus sollte hier
einen verbesserten Startwert und damit neue Impulse fiir die zukiinftige Design-Technik
liefern. Die hierfiir erforderliche Diskretisierung des kontinuierlichen Brechungsindexes
konnte iiber das Konzept des sogenannten dquivalenten Brechungsindexes erfolgen ([30]).

Aufgrund des technischen Fortschritts ist in naher Zukunft auch mit dem Bau kontinuier-
licher Spiegelbeschichtungen zu rechnen. Der Spiegel-Design-Algorithmus liefert in diesem
Fall Spiegel-Designs mit maf-geschneiderten Spektraleigenschaften.
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Der Algorithmus in der hergeleiteten Form eignet sich insbesondere hervorragend fiir An-
wendungen im Ultrakurzlaserbereich, denn fiir rationale Reflektionskoeffizienten ergibt
sich eine explizite Losung, die relativ einfach zu berechnen ist. Der Einsatz dieser ratio-
nalen Funktionen ist im Filter-Design weit verbreitet und hat bei d&hnlichen Problemen
bereits zu guten Ergebnissen gefiihrt ([41]). Weiter liefert die Leapfrogging-Methode auch
fiir nicht-rationale Reflektionskoeffizienten Resultate von hoher Genauigkeit, was entschei-
dend fiir die praktische Nutzbarkeit der Ergebnisse ist.

Das Problem des Spiegel-Designs fiir Laseranordnungen im Femtosekundenbereich ist ein
aktuelles Forschungsgebiet mit groflen Anwendungsmoglichkeiten. Die vorliegende Arbeit
bildet einen neuen Baustein fiir die weitere Entwicklung in diesem Bereich.
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