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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit einem geometrisch und materiell nichtli-
nearen COSSERAT-Modell zur Beschreibung deformierbarer, fester Kérper. Dabei
steht die Abbildung des Tragverhaltens von Strukturen durch das Modell im Mit-
telpunkt.

Die mathematische und numerische Behandlung des COSSERAT-Rotationsfeldes
bereitet eine Implementierung der Theorie in ein Finite-Element-Modell vor.
Hierbei wird ein Algorithmus auf Basis einer Quaternionendarstellung fiir
endliche Rotationen gegeben.

Eine Diskussion zur Ursache von unsymmetrischen CAUCHY-Spannungen und
Momentenspannungen findet nachfolgend statt. Beide Felder haben einen Ein-
fluss auf die Drehimpulsbilanz des COSSERAT-Kontinuums. Betrachtungen zur
klassischen Drehimpulsbilanz reichen hierbei nicht aus, weshalb auf ein Homoge-
nisierungsmodell zuriickgegriffen wird.

Weiterhin werden konstitutive Beziehungen entwickelt, wobei zwei zusatzliche
Materialparameter im Vergleich zur klassisch, linearen Elastizitat in Erscheinung
treten. Beide Parameter sind Gegenstand von weiteren Studien in analytischen
und numerischen Tests. Die Parameter nehmen Einfluss auf das Deformations-
und Tragverhalten einer Struktur, wobei die Art der Deformation sowie die Geo-
metrie der Struktur eine Rolle spielt.

Die nichtlineare COSSERAT-Theorie kann mit entsprechenden COSSERAT-
Parametern steiferes Verhalten der Struktur - als es nach klassisch, linearer Elasti-
zitat vorhergesagt wird, abbilden. Im Gegensatz zur linearen COSSERAT-Theorie
ist jedoch auch bei entsprechenden COSSERAT-Parametern ein weicheres Verhal-
ten als im klassischen Fall zu beobachten.

Die Ursache fiir dieses Verhalten wird im COSSERAT-Rotationsfeld begriindet,
welches je nach Parameterwahl die Deformation behindert oder verstarkt. Der
Vergleich mit einer Kontinuumstheorie fiir Versetzungen gibt eine Erklarung,
weshalb man im COSSERAT-Modell von einer zusétzlichen Kinematik sprechen
kann, welche die Deformation verstarkt.

Weitere Anwendungen, wie die Simulation einer strukturbezogenen Magnetlast,
heben die Bedeutung der COSSERAT-Theorie fiir Probleme hervor, welche den
Drehimpuls als Erhaltungsgrofie betrachten. So erfahren hauptséchlich weiche
und diinne magnetische Strukturen innerhalb eines aufleren Magnetfelds nicht-
lineare Belastung. Da die Ausrichtung der Magnetisierung von der Deformation
abhangt, ist ausgepragt nichtlineares Tragverhalten zu beobachten.



Abstract

This work considers a geometrically exact COSSERAT-theory for the description
of solid materials. A focus is set on the determination of the load-bearing
capacity of structures in this model.

In order to arrive at a convenient finite element implementation the mathematical
and numerical aspects of the finite rotation field are discussed. We develop an
algorithm on the basis of the quaternion-calculus for the efficient update of the
rotations.

There is need to discuss the cause of non-symmetric Cauchy-stresses and couple-
stresses, which appear in the COSSERAT-model. Both fields of deformation and
rotation are connected to the balance of angular momentum equation of the con-
tinua and influence therefore the load bearing capacity. The usual considerations
pertaining to the classical balance of angular momentum equation are insufficient
in this respect. This is the reason why we consider a homogenisation approach.

We develop constitutive relations for the COSSERAT-model whereby two new
material parameters appear as compared to classical linear elasticity. These pa-
rameters are subject of analytical and numerical investigations. The qualitative
influence of these parameters depends on the kind of deformation and geometry
of the structure.

The proposed geometrically exact, physically nonlinear COSSERAT-theory is
able to induce a stiffer response of the structures for certain parameter-ranges
as compared to classical linear elasticity. In marked contrast to the linear
CosseRAT-model, however, the nonlinear COSSERAT-model may also lead to a
weaker than classical response for other parameter-ranges.

The reason for this alternative response is to be found in the independent
rotation field, which, for specific choices of parameters, may either reduce or
increase the deformation. Comparing our model with a continuum model of
crystalline defects provides a possible explanation for the observed weaker
response. In this case we may truly speak of an additional kinematic degree of
freedom, which may enhance the deformation possibilities.

Further applications, e.g. the simulation of structural magnetic load, show the
benefice of our COSSERAT-model when applied to problems in which angular
momentum needs to be conserved. Weak and thin magnetic structures in a ma-
gnetic field are subject of nonlinear loads. Since the direction of magnetization
is configuration dependent in these cases, we observe a highly nonlinear load
response.
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] 1 FEINLEITUNG

1 Einleitung

1.1 Stand der Forschung und Ziele der Arbeit

Die COSSERAT oder auch mikropolare Theorie stellt eine Erweiterung der klassi-
schen Kontinuumsmechanik dar. Neben dem Verschiebungs- bzw. Deformations-
feld beinhaltet die Kinematik des COSSERAT-Modells ein zusatzliches Rotations-
feld. Die Idee dafiir geht auf eine Arbeit der Gebriider COSSERAT [33] zuriick.
Eine wesentliche Konsequenz dieser Idee schlagt sich u.a. in der Mechanik des
CossERAT-Kontinuums dadurch nieder, dass die Drehimpulsbilanz nicht a priori
durch die Symmetrie der CAUCHY-Spannung erfiillt wird, sondern wie die Im-
pulshilanz als Erhaltungsgrofie zu behandeln ist.

TRUESDELL [229] berichtet, dass bereits LEONHARD EULER die Impulserhal-
tung und Drehimpulserhaltung als zwei unabhangige, fundamentale Prinzipien
erkannte. In diesem Sinne ist EULER als Wegbereiter der COSSERAT-Theorie
anzusehen, ebenso VOIGT [230] und DUHEM [17].

Laut BADUR & STUMPF [3] blieb die Arbeit der Gebriider COSSERAT
zunachst weitgehend unverstanden und wurde nur sparlich zitiert, z.B. von
HELLINGER [89]. Etwa 50 Jahre nach der Verdffentlichung sind grundlegende
Ideen der Gebriider COSSERAT wieder aufgegriffen worden. In einer raschen
Abfolge entstanden etliche Arbeiten zur linearen COSSERAT-Theorie, z.B.
(88, 84, 1, 226, 142, 37, 227, 83, 141, 63, 98, 103, 58]. Eine Literaturiibersicht
bis 1968 ist in [202] gegeben. Mehrere Monographien haben die Entwicklung der
COSSERAT-Theorie bis heute zum Inhalt, z.B. [179, 56, 64, 18].

Die geometrisch lineare COSSERAT-Theorie findet verschiedene Anwendungen.
So ist die regularisierende Wirkung zum Abbau von Spannungskonzentra-
tionen bekannt, vgl. z.B. [140, 146, 177, 202, 56, 48]. Die Beschreibung
poroser Medien mit Anwendung in der Bodenmechanik findet sich u.a. in
(87, 225, 40, 52, 49, 235, 51, 36, 145, 10]. Offenporige Schaume wie Knochen
werden z.B. in [11, 43, 12, 119, 3, 121, 122] behandelt.

Eine weitere konkrete Anwendung ist die Berechnung und Vorhersage des Trag-
verhaltens von Mauerwerkstrukturen, vgl. z.B. [15, 228, 27]. In [228] wird hierbei
eine nichtlineare COSSERAT-Formulierung in 2D verwendet. Lineare aber auch
zum Teil nichtlineare COSSERAT-Theorien werden z.B. in [126, 127, 144, 133]
zur Berechnung periodischer Balkenstrukturen, Wabenstrukturen oder Kompo-
sitmaterialien verwendet.
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Zur Anwendung auf elasto-plastische Probleme ist sowohl die lineare COSSERAT-
Theorie verbreitet, z.B. in [203, 130, 14, 44, 118, 131, 170, 168, 167], als auch die
nichtlineare Form, z.B. in [38, 39, 185, 192, 50, 52, 95, 128, 100, 46, 67, 194, 196,
78, 77, 68, 80, 164, 161]. Beide Varianten geben die Moglichkeit, Scherversagen
zu regularisieren und sind fiir die Stabilisierung der numerischen Verfahren von
Interesse. In [79] wird insbesondere der Grofieneffekt an einer Scheibe mit Loch
innerhalb einer plastischen Formulierung untersucht.

Die geometrisch nichtlineare COSSERAT-Theorie ist vor allem in Arbeiten zur
Schalen und Plattentheorie zu finden. Hier treten die rotatorischen Variablen
in natiirlicher Weise als mitgefiihrtes Dreibein der parametrisierten Flache auf.
Die Rotationsvariablen konnen als weitere (numerische) Freiheitsgrade tiber eine
PENALTY-Formulierung an das Dreibein der Fliche gekoppelt sein. Arbeiten
dazu findet man z.B. in [82, 57, 32, 81, 152, 212, 11, 85, 69, 200, 70, 86, 230,
197, 199, 22, 16, 20, 7, 237, 238]. Im Fall von eindimensionalen Strukturen

entsprechen solche COSSERAT-Modelle dem TIMOSHENKO-Balken, vgl. z.B. [1].

Schalenformulierungen, welche durch Reduktion eines dreidimensionalen
CossERAT-Kontinuums auf zwei Dimensionen entstehen, unterscheiden sich zu
den oben genannten. Die Reduktion kann nach NEFF entweder formal [153, 150]
oder mathematisch rigoros [162, 165, 158] durchgefiihrt werden.

Bei formaler Reduktion liefert die spezielle Wahl der COSSERAT-
Materialparameter' nach geometrischer Linearisierung eine klassische REISSNER-
MINDLIN-Kinematik [189, 139] fiir die Schale.

Mathematische Existenzsatze fiir COSSERAT-Schalen mit geometrisch exakter
Kinematik wurden zuerst in [156, 163] gegeben. Die vorliegende Arbeit soll
zum Verstandnis der nichtlinearen COSSERAT-Theorie beitragen und u.a. als
Fundament einer Schalenformulierung aus Reduktion der dreidimensionalen
CoSSERAT-Theorie dienen.

Beginnend mit [157] hat sich NEFF mit dem geometrisch exakten COSSERAT-
Modell beschaftigt. Er erlaubte als erster die Moglichkeit, dem COSSERAT-
Kopplungsmodul g, den Wert 0 zuzuweisen [161]. Diese Moglichkeit besteht in
einem Modell mit linearisierter COSSERAT-Kinematik tiberhaupt nicht.

Arbeiten zur dreidimensionalen, geometrisch exakten COSSERAT-Theorie finden
sich z.B. in [236, 24, 25, 23, 26, 134, 219, 220, 222, 194, 195, 196, 125, 155, 173,
172]. TsSAKMAKIS verwendet z.B. in [80] eine geometrisch exakte COSSERAT-

1/'6020
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Theorie, wobei der Schwerpunkt seiner Betrachtungen in der Beschreibung der
Plastizitat liegt. Im elastischen Bereich sind dem Verfasser keine systematischen,
numerischen Untersuchungen mit geometrisch exakter COSSERAT-Theorie an
dreidimensionalen Objekten bekannt, wie es z.B. ein Torsionsstab verlangt.
Diese Arbeit soll Parameterstudien an derart grundlegenden Deformationen
durchfiihren.

Zur Umsetzung des nichtlinearen COSSERAT-Modells ist die effiziente Behand-
lung exakter Rotationen nétig, vgl. z.B. [94, 208, 201, 19, 187, 186, 214, 93].
In [201, 19] wird u.a. iiber Vorteile durch die Behandlung von Rotationen mit
Quaternionen berichtet. Die vorliegende Arbeit beinhaltet ebenfalls Grundlagen
und Anwendung von Quaternionen, wobei die Behandlung endlicher Rotationen
im numerischen Verfahren ein zusétzlicher Aspekt ist.

Selbst im Rahmen der isotropen, linear-elastischen COSSERAT-Theorie ist
die Identifikation der COSSERAT-Materialparameter umstritten, vgl. z.B.
(207, 54, 73, 74, 72, 13]. Das diirfte einer der Hauptgriinde dafiir sein, weshalb
linear-elastische COSSERAT-Modelle i. allg. mit Skepsis betrachtet werden. Wie
diese Arbeit zeigen wird, steht der COSSERAT-Kopplungsmodul g, in nicht
entwirrbarer Wechselwirkung mit einem weiteren COSSERAT-Parameter, der
internen Lange L..

Diese gegenseitige Abhéngigkeit bedeutet, dass p. kein eigenstandiger Material-
parameter sein kann, siche NEFF [159]. Eine davon abweichende Ansicht wird
von LAKES [120, 122] vertreten. Im Rahmen dieser Arbeit sollen Grundlagen fiir
weitere Diskussionen geschaffen werden.

Aus den sechziger Jahren sind Arbeiten bekannt, welche die lineare COSSERAT-
Theorie als Grundlage kontinuumsmechanischer Versetzungstheorien heranzie-
hen, z.B. [106, 110, 112, 113, 114, 205]. Allerdings vertritt KRONER in [116] den
Standpunkt, dass dies zu keinem befriedigenden Resultat fiihrt. Es ist ein weiteres
Ziel dieser Arbeit, die Stellung der vollstandig nichtlinearen COSSERAT-Theorie
in Bezug auf dieses Thema auszubauen. In neuerer Zeit hat die geometrisch ex-
akte COSSERAT-Theorie zur Behandlung der Theorie von Versetzungen wieder

an Interesse gewonnen, siehe z.B. [231, 123, 55, 71, 31].
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1.2 Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 werden grundlegende mathematische Beziehungen von Ro-
tationen im dreidimensionalen Raum zusammengestellt. Da die numerische
Behandlung auf einer Formulierung mit Quaternionen basiert, wird deren
Algebra in dem MaBe vorgestellt, wie es die Herleitung fiir deren Einsatz erfor-
dert. Das Ziel ist ein zuverlassiger Algorithmus fiir endliche Rotationen im Raum.

Kapitel 3 vergleicht die kontinuumsmechanischen Besonderheiten des
CossErRAT-Kontinuums mit dem BoLrzMANN-Kontinuum. Dazu werden
beide Modelle und einige Grundprinzipien angegeben. Der Ursache fiir un-
symmetrische CAUCHY-Spannungen wird besondere Beachtung geschenkt, da
diese Anteile in der Drehimpulsbilanz des COSSERAT-Kontinuums auftauchen.
Weiterhin ist die Ursache von Momentenspannung Gegenstand der Betrachtung.

Kapitel 4 behandelt die Materialformulierung des COSSERAT-Modells. Die er-
weiterte Kinematik des COSSERAT-Kontinuums zieht eine Erweiterung der kon-
stitutiven Beziehungen nach sich. Dazu werden zwei zusatzliche Materialparame-
ter im Vergleich zur klassischen Elastizitéat eingefiihrt.

Die Diskussion dieser Parameter ist ein kritischer Punkt der COSSERAT-Theorie
und gleichzeitig ein zentrales Forschungsziel dieser Arbeit. Aus dem Anspruch,
eine geometrisch exakte COSSERAT-Theorie zu behandeln, resultiert eine groflere
Freiheit beziiglich der Wahl dieser Parameter. Dies setzt jedoch weiterhin
die Formulierung eines Stoffgesetzes voraus, welches prinzipiell einem NEO-
HookE-Material gleicht. Das Kapitel schliefit mit der Gesamtformulierung eines
CoSsSERAT-Modells.

Kapitel 5 stellt die Finite-Element-Formulierung des Modells vor. Beson-
derheiten zur Behandlung der COSSERAT-Verzerrung und Kriimmung sind
dabei zu beachten und fithren zu einem erhohten Aufwand im Vergleich zu
einer klassischen Formulierung. Die Implementierung einer strukturbezogenen
Momentenlast gelingt hingegen vergleichsweise kompakt. Hierbei kommt ein
Vorteil der COSSERAT-Theorie zum Tragen.

Kapitel 6 fiihrt zunachst numerische Beispiele strukturbezogener Momentenlast
vor. Es folgt eine analytische Losung fiir das geometrisch exakte Modell. Dabei
handelt es sich um einen einfachen Fall, doch decken die Ergebnisse bereits
wesentliche Eigenschaften und Problematiken auf. In diesem Zusammenhang
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folgt eine numerische Untersuchung zur Vorgabe von Randbedingungen. Zwei
weitere numerische Tests konzentrieren sich auf die Bedeutung des Modells.
Zum einen wird nach einer Anschauung des COSSERAT-Rotationsfeldes gesucht,
was nur unter Vorbehalt gelingt. Zum anderen bilden Parameterstudien eine
Grundlage zur Diskussion der erweiterten konstitutiven Beziehungen aus Kap. 4.

Kapitel 7 weitet die Bedeutung der COSSERAT-Theorie auf mikromechanische
Vorgénge durch Versetzungen aus. Dies motiviert sich aus bekannten Arbeiten zu
diesem Thema und weiterhin durch einen formalen Vergleich mit einem gradien-
tenplastischen Modell. Zum Verstandnis werden die physikalischen Vorgange von
Versetzungen auf Mikroebene, so weit sie von Interesse sind, vorgestellt. Damit
wird der Ursache von Deformationen durch Versetzungen Rechnung getragen.
Ein bekanntes Kontinuumsmodell wird vorgestellt, welches die physikalischen
Prozesse von Versetzungen und deren Wirkung auf die Deformation im Mittel
abbildet. Beim Ubergang zwischen Versetzungs- und COSSERAT-Theorie werden
die zuséatzlichen Materialparameter der COSSERAT-Theorie beleuchtet.

Kapitel 8 prasentiert nochmals numerische Beispiele, wobei u.a. die Diskussion
aus Kap. 7 fortgefithrt wird. Ein Verfahren zur Erzeugung eines rotatorischen
Imperfektionsfeldes findet Anwendung in einem Stabilitdtsproblem. Unter spe-
ziellen konstitutiven Annahmen im COSSERAT-Modell deutet sowohl das Auf-
treten nichtklassischer Deformationsmoden als auch weicheres Materialverhalten
gegeniiber klassischer Elastizitat auf einen Bezug zu Versetzungseffekten hin. Die
Effekte konnen als NYEsche Kriimmung erkannt werden, doch unterliegt die ex-
plizite Identifikation gewissen Einschrankungen.
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2 Behandlung von Rotationen

Die CoSSERAT-Theorie erweitert den Konfigurationsraum des Kontinuums iiber
ein Rotationsfeld R € SO(3), weshalb zuniichst einige Eigenschaften der Rotati-
onsgruppe SO(3) dargelegt werden.

Zur Beschreibung endlicher Rotationen im EUKLIDischen Raum R? liegen zahl-
reiche Konzepte und Arbeiten vor, z.B. ARGYRIS [5], BUCHTER [|2], PIETRASZ-
KIEWICZ & BADUR [187].

Die Beschreibung einer Drehung ist im ebenen Fall einfach, da die Dreh-
achse festgelegt ist und z.B. aufeinander folgende Drehungen Q; und Qo
gemafl Qi Qo = Q- Q; vertauschbar sind. Im raumlichen Fall gilt diese
Vertauschbarkeit nicht; hier sind unterschiedliche Konzepte zur Parametrisie-
rung der Drehung bekannt. Die Beschreibung mit EULER- oder KARDAN-
Winkel ist zwar anschaulich, besitzt jedoch Singularitiaten. Das Konzept des
EULER-RODRIGUES-Rotationsvektors hat sich im Hinblick auf Finite-Element-
Formulierungen bewéahrt und findet auch in dieser Arbeit Anwendung.

Besonders die Verwendung von Quaternionen innerhalb des numerischen Verfah-
rens ist Teil dieses Kapitels. Nach den Grundlagen zur Mathematik der Quater-
nionen folgt eine Diskussion mit dem Ergebnis, dass weitere Schritte notwendig
sind um endliche Rotationen im Raum fiir das Verfahren zu ermoglichen. Zwei
Beispiele zur Demonstration des vorgestellten Algorithmus beenden das Kapitel.

2.1 Die Rotationsgruppe SO(3)
Die Elemente’ Q € M?*3 mit der Eigenschaft
{QeM**®:.Q'Q =1, det[Q] = +1} (2.1)

bilden die L1E-Gruppe SO(3).?

Die Verkniipfung der Lie-Algebra so(3) mit der L1E-Gruppe SO(3) ist iiber die
Matrix-Exponentialfunktion

exp : s0(3) — SO(3), exp[A] = i @l' A", A €s0(3) (2.2)

2 Abbildungen, Matrizen
3Special Orthogonal Group
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gegeben. Die Matrix-Exponentialfunktion ist in einer groflen Kugelumgebung um
das neutrale Element 0 € s0(3) bijektiv, wobei die Einschrankung fiir Bijektivitét
|A|]* = —tr[A?] < 272 bzw. ||axl[A]|| < 7 lautet.

Die Ableitung der Matrix-Exponentialfunktion ist - wie die Funktion selbst, nicht-
linear. Interessiert man sich fiir den linearen Anteil dieser Ableitung ist es sinnvoll,
zunachst die Ableitung und dann die Linearisierung durchzufithren. Dazu wird
der adjungierte Operator adj : so(3) — Lin[so(3), s0(3)] mit

adj[A] € Lin[so(3),s0(3)], adj[A].B:=A-B—-B-A | (2.3)

durch die Wirkung von adj[A], A € so(3) auf ein Element der Gruppe B € so0(3)
eingefiihrt.”

Ein Ergebnis der LIiE-Gruppen Theorie erlaubt das Differential der Matrix-
Exponentialfunktion aus Gl. 2.2 in analytischer Form anzugeben (HOFMANN [91]
Lemma 5.2)

Dexp : 50(3) — Lin(50(3), TSO(3)) ,

Dexp[A]l.H = exp[A] - [Z @l' (—adj [A])i_ll H | (2.4)

i=1
wobel

1

[A])~! .

H= {11 — %adj[A] + —adj[A]? + } H

1
[~]¢
S|
N
2
&

@
I
—

—H- %adj[A].H+ %adj[A].adj[A] H+ ..
:H—%(AH—HA)+éadj[A].(AH—HA)+...
:H—%(AH—HA)+é(A(AH—HA)— (AH—HAJA)+.. . (25)

Fiir kommutierende Paare (A, H) € s0(3) x s0(3)° gilt adj[A].H = 0 und man

erhélt aus Gl. 2.5 das klassische Ergebnis D exp[A].H = exp[A] - H analog zur

skalaren Exponentialfunktion [-Le*] h = [e”] h.f

4In Gl. 2.3 handelt es sich in A - B bzw. B - A um das einfache Tensorprodukt. Sofern es zu
keinem Missverstdndnis kommen kann, wird das Symbol - iiblicherweise weggelassen.

5 Beispiele sind H=1, H= A, H= A? usw.

5Die skalare Exponentialfunktion ist innerhalb einer Gruppe definiert, deren Elemente nur
kommutierende Paare (x,y) € R X R besitzt, also zy — yz = 0.
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Fiir den allgemeinen Fall nicht kommutierender Paare wird die Funktion

l
P;(adj[A]).H := [Z @l' (—adj [A])H] H € 50(3) (2.6)

i=1

definiert. Nun lésst sich fiir Argumente A € s0(3) eine Approximation des Diffe-
rentials der Exponentialfunktion zur Ordnung [ € N angeben. Diese Approxima-
tion lautet

Dy exp[A].H :=exp[A] - [P;(adj[A]). H] =
Dy» exp[A]H = exp[A] - [H — % (AH-HA) |
Dy exp[AlH =exp/A]-H . (2.7)

Wegen exp[A]T-exp[A] = exp[—A]-exp[A] = exp[—A + A] = exp[0] = 1l fiir alle
A € 50(3) ist exp[A]T - D exp[A].H fiir beliebige H € s0(3) ebenfalls aus so0(3).
Diese Eigenschaft zeigt auch die approximative Form des Differentials aus Gl. 2.7,
da

exp[A]” - Dy, exp[A].H = exp[A]” - exp[A] - Py(adj[A]).H
= P;(adj[A]).H € s0(3) (2.8)

fir jede Ordnung [ € N der Approximation gilt. Insbesondere ist der Tan-
gentialraum einer Kurve t+— exp[A(t)] € SO(3) fiir eine gegebene Rotation
R(t) = exp[A(t)] wegen
d
T SO(3) D aR(t) =R(t)-A(t), A(t) €so(3) , (2.9)
der um R(t) gedrehte Tangentialraum Ty SO(3) = A(t) € s0(3) am neutralen
Element 11 der Gruppe, vgl. Abb. 2.1.

Abbildung 2.1: Verlauf einer Kurve t — exp[A(t)] € SO(3) sowie der Tangentialraum
Tr SO(3) an die Kurve im Punkt R(t) = exp[A(t)].
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2.2 Beschreibung endlicher Rotationen im Euklidischen
Raum

Zur numerischen Behandlung der COSSERAT-Rotation R ist es sinnvoll, das
Rotationsfeld mit einem Vektorfeld & zu verbinden. Der Vektor & ist jedoch
kein Element der ABELschen Gruppe’, weshalb man eigentlich von einem
Pseudovektor sprechen muss. Davon wird hier abgesehen und spater abkiirzend
der Begriff des Drehvektors fiir & eingefiihrt.

Jede Rotation R € SO(3) kann wegen der Surjektivitit der Exponentialfunktion
in Gl. 2.2 als absolut konvergente Potenzreihe
_ - A A2 A Af

geschrieben werden. Fiir den als EULER-RODRIGUES-Rotationsvektor & € R? be-
kannten axialen Vektor des antisymmetrischen Tensors A € so(3) gelte

0 —a3 o
A= a3 0 —m , a:=axl[A] = | a . (2.11)
—Q9 aq 0 Q3

Die GIl. 2.11 vermittelt einen kanonischen Isomorphismus zwischen Elementen &
der Gruppe R? und Elementen A der Gruppe s0(3), so dass fiir alle u € R?

Au=axu |, (2.12)

mit dem {iiblichen Vektorprodukt x gilt®.

Neben der Verkniipfung von A mit R als Potenzreihe existiert auch die Méglich-
keit (z.B. PIETRASZKIEWICZ & BADUR [187], BUCHTER [12], SANSOUR [200])
der algebraischen Verkniipfung so(3) — SO(3) {iber

_ 1= -
R=1 SanaH A + M A2 ’ (213)
el el
bzw. (z.B. PIETRASZKIEWICZ & BADUR [187], SIMO et al. [215], MENZEL [137])
_ - sinfla)| ~  1—cos|al _
R =coslja|| 1 + —— A + —5—a®a . (2.14)
el el

In Kap. 2.4 ist die Herleitung zu Gl. 2.13 mit Hilfe geometrischer Algebra ab
Gl. 2.53 zu finden.

“&1 + @5 nicht sinnvoll
8 & x u = € Q; Uj €
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Nach BASAR & WEICHERT [0] wird der Rotationstensor R € SO(3) in Gl. 2.13
und Gl. 2.14 iiber den EULER-RODRIGUES-Rotationsvektor & € R? fiir beliebig
grofle Rotationen ohne Singularitaten beschrieben. Jedoch ist wie bei jeder
Parametrisierung endlicher Rotationen keine Eindeutigkeit fiir mehrere Umdre-
hungen gegeben, siehe z.B. MENZEL et al. [135].

Der EULER-RODRIGUES-Rotationsvektor & ist zugleich Eigenvektor von R mit
dem reellen Eigenwert 1

R-a=la . (2.15)

Wegen A -& = a x & =0 gilt auch A” -a=0,n=1,2,3,..., wodurch Gl. 2.15
sofort aus Gl. 2.10 hervorgeht. Dieser Zusammenhang zeigt, dass jeder Tensor
R € SO(3) eine Rotation um seinen Eigenvektor & € R* mit dem Drehwinkel
||&|| beschreibt.

Die verbleibenden Eigenwerte von R sind konjugiert komplex und besitzen die
Werte cos ||| &1 sin ||&|| (z.B. [187]). Im Folgenden wird der reelle Eigenvektor
& von R nicht mehr EULER-RODRIGUES-Rotationsvektor genannt, sondern mit
dem Begriff Drehvektor abgekiirzt.

Zur expliziten Berechnung des Drehvektors & aus R kann man so verfahren: Jede
Rotation R € SO(3) ist durch

1 0 0
R=Q"| 0 cos|al sin|a] |Q , Q<€SO(3) (2.16)
0 —sinllal cos|a||

darstellbar. Die Spur von R ist invariant gegeniiber der Konjugation mit Q.°

Damit ist die Norm des Drehvektors & uber

tr[R] =142 cos||a|| < ||&| = arccos B (tr[R] — 1)} (2.17)

gegeben. Weiter lisst sich der letzte Term in Gl. 2.14 durch Skalarmultiplikation
mit & in die Form

1-— N 1 — ~

‘tr[Q"RQ] = (Q"RQ, 1) = (R,QQ") = (R, 1) = tr[R]
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bringen. Unter mehrmaliger Verwendung von Gl. 2.15 ist das Ergebnis aus Gl. 2.18
auf

2(1—coslla|)a=a+a—2 cos|a|a
=l1-a—-2cos|ja|]R-a+R-R-a= (Il —2cos|la|R+R*) -a (2.19)

erweiterbar und ein Vergleich von GIl. 2.18 mit Gl. 2.19 ergibt
1—cosl|lal = _ B L B2
2| —————a®a|=1-2cos|a|R+R* . (2.20)
Auflésen von Gl. 2.14 nach A und Verwendung von Gl. 2.20 fiihrt auf

_ A _ 1— A
A— el (R— cos||a] T — %ﬁ”“”a@m)
(0%

2R —2 alll —(IL—2 a/|R+R
] - AN R — R2
1+2 all)IL+2(1+ al)R—R 2.21
2 SinH_H ( ( COSH ||) ( COSH ||) ) ? ( )

wobei ||@]| schon aus Gl. 2.17 bestimmt ist.

Der axiale Vektor von A berechnet sich durch & = —% € : A und man erhélt aus
GL. 2.21 schliefilich

_ e _ = =2
= — 2(1 R—-—€: (R
a Tsinla] ( (14 cos|lal)e €: ))
_ e _ = = 5
& o= —74 i ||(_1|| (2 (1 + cos ||Oi||) Eijk Rjk — Eijk st Rsk) e, . (222)

Somit ist es unter Verwendung von GIl. 2.17 und Gl. 2.22 moglich, den reellen

Eigenvektor aus R zu berechnen.
itedl

Fiir sin ||| — 0 ist in Gl 2.22 der Grenzwert lim — = 1 zu benutzen.

|a||—0 sin ||&||

2.3 Variation und Linearisierung von Rotationsfeldern

Die Variation eines Rotationsfeldes!” bedeutet, die tensorielle Funktion
R(A) = exp[A] € SO(3) in einem Argument auszuwerten, welches um eine
im Sinne der Variationsrechnung willkiirliche tensorielle Funktion H € so(3)

verandert ist.

1Die CosSERAT-Rotation wird in dieser Arbeit besonders relevant, deshalb wird hier speziell
R betrachtet.



2.3  Variation und Linearisierung von Rotationsfeldern 17

Die TAYLOR-Entwicklung der Matrix-Exponentialfunktion, welche am Entwick-
lungspunkt A € s0(3) durch das Argument H veriindert ist, lautet

R(A + H) = exp[A + H] = exp[A] + D exp[A].H + o(H)
~ R(A) + explA]- [z L (CadifA])

i=1

. J

H+oH) . (2.23)

~
Gl 2.4

Da die Veranderung H klein sein soll, ergibt sich unter Vernachlassigung von
Termen hoéherer Ordnung o(H) die Definition

exp[A [Z —adj[A ] .H=R(A)-B=R , (2.24)

J/

-~

=B €s0(3)

welche die Variation der Tensorfunktion R(A) darstellt. Die in Gl. 2.24 defi-
nierte Testfunktion B € s0(3) entspricht nicht der urspriinglichen Verdnderung
H € s0(3), was jedoch wegen deren Willkiir keine weitere Bedeutung hat.

Dieses Resultat ist bereits in Gl. 2.7 zu erkennen, da die Regeln zur Variation
formal den Regeln zur Linearisierung einer Funktion entsprechen und in Gl. 2.7
die lineare Veranderung durch

AR(A) = Dy exp[A]lH =exp[A] - H=R(A) -H (2.25)

gegeben ist. Wegen

SR(A)=R(A)-B=(R-B)-(R"-R)=(R-B-R") R=W -R (2.26)
—_—— ——
il =W € s0(3)
stellt die zu B konjugierte Testfunktion W € so(3) ebenfalls eine Variation der
Tensorfunktion R(A) dar.

Die Wahl B bzw. W in der Variation rechts bzw. links von R zu stellen ist
weder von mathematischer noch von physikalischer Bedeutung, wie in Gl. 2.26
ersichtlich. Gleiches gilt fiir die Linearisierung

AR(A)=R(A)-H=R-H)-(R" - R)=(R-H-R") R=Y-R . (227)
————
=Y €50(3)
In Kap. 5.3 wird Gl. 2.26 und GI. 2.27 zur Variation und Linearisierung bevorzugt,
da es zu kompakteren Ausdriicken fiihrt.
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2.4 Quaternionen und Numerik fiir Rotationen bis 360°

Es wird die Darstellung von Rotationen durch Quaternionen eingefithrt. Fiir
den numerischen Algorithmus ergeben sich daraus Vorteile. Da Quaternionen
Elemente geometrischer Algebra sind, wird diese soweit vorgestellt, wie es fiir
deren Einsatz in der Numerik erforderlich ist.

In der klassischen Mechanik gelingt die mathematische Beschreibung von
Problemstellungen meist mit reeller Vektoralgebra.

Nach HESTENES [90] kann die Algebra komplexer Zahlen jedoch fiir gewisse
Probleme Vorteile bieten. Seine Abhandlung {iber geometrische Algebra [90]
erfasst u.a. die Anwendung komplexer Zahlen in der Beschreibung geometrischer
Vorgiange. Dabei wird die Stellung von Quaternionen, deren Algebra sowie der
Zusammenhang zur Vektoralgebra dargelegt.

Zwei Vektoren a, b € R? definieren iiber
aANb=:B (2.28)

eine ausgerichtete Flache B in Form eines Parallelogramms. Der Bivektor B ist
das auflere Produkt der Vektoren a und b.

Das duflere Produkt der Vektoralgebra (a x b) liefert hingegen einen Vektor,
dessen Ausrichtung und Lange die Eigenschaften des in Gl. 2.28 definierten Par-
allelogramms hat. In Abb. 2.2 ist dies, sowie die Antikommutativitat

bha=—-aAb=-B (2.29)
dargestellt.

b x a

Abbildung 2.2: Das duBere Produkt zweier Vektoren a, b € R? bildet ein orientiertes
Parallelogramm a A b bzw. einen Vektor a x b. Die Antikommutativitit ist fiir beide
Falle ersichtlich.
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Es gelten u.a. die Regeln

A(anb)=(AXa)Ab=aA(Ab) , XeR

aN(da)=0 , XeR

aN(b+c)=aAb+aAc

(a+b)Ac=aAc+bAc . (2.30)

Drei Vektoren a, b, ¢ € R? definieren iiber
aAbAc=(aAb)Ac=aA(bAc)=T (2.31)

ein ausgerichtetes Volumen 7" in Form eines Parallelepipeds. Der Trivektor T ist
das aufere Produkt der Vektoren a, b und c.

Das gemischte Produkt der Vektoralgebra ([abc] = (a x b) - ¢) liefert eine Zahl,
deren Grofle das Volumen des in Gl. 2.31 definierten Parallelepipeds hat.

Man erkennt, dass das auflere und gemischte Produkt der Vektoralgebra geo-
metrische Sachverhalte in reduzierter Form beschreiben. Offensichtlich sind die
Ergebnisgrofien der Vektoralgebra in der Dimension reduziert. Damit geht ein Ver-
lust der Eindeutigkeit einher, wie es Abb. 2.3 zeigt. Obwohl verschiedene Fléchen
vorliegen, kann das Resultat (axb), (c xd) und (e x f) identisch sein. Dieser Ver-
lust an Information findet im dufleren Produkt der geometrischen Algebra nicht
statt, da die Dimension und genaue Ursache im Bivektor bzw. Trivektor erhalten
bleibt.

axb cxd exf

on

Abbildung 2.3: Das dufiere Produkt der Vektoralgebra kann fiir verschiedene Ursa-

chen (durch zwei Vektoren aufgespannte Flachen) dasselbe Ergebnis liefern.

Innerhalb der geometrischen Algebra ist das innere Produkt zwischen zwei Vek-
toren a, b € R3 ebenfalls definiert

a-b=b-a=X ,AeR (2.32)

und unterscheidet sich zum inneren Produkt der Vektoralgebra nicht.
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Eine Besonderheit der geometrischen Algebra besteht darin, die unterschiedlichen
geometrischen Beziehungen von innerem und &uflerem Produkt in einer neuen Art
von Produkt, dem geometrischen Produkt

ab:=a-b+aAb (2.33)

zu vereinen. In Gl. 2.33 wird der Skalar (a-b) mit einem Bivektor (aAb) addiert
und die Mischung (ab) als Multivektor bzw. Spinor bezeichnet. HESTENES legt
n [90] dar, weshalb dies zuléssig ist (S.30):

7All that mathematics really requires is that the indicated relations and ope-
rations be well defined and consistently employed. The mathematical meaning
of adding scalars and bivectors is determined by specifying that such addition
satisfy the usual commutative and associative rules. Use of the "equal sign” in
eq. (2.33) is justified by assuming that it obeys the same rules as those governing
equality in ordinary scalar algebra. With this understood, it now can be shown
that the properties of the new product are almost completely determined by
the obvious requirement that they be consistent with the properties already

accorded to the inner and outer products.”!*

Wegen
ba=b-a+bAa=a-b—aAb (2.34)
kann das innere und auflere Produkt tiber
a-b:%(ab—kba) | (2.35)
a/\b:%(ab—ba) (2.36)

beschrieben werden. Betrachtet man das geometrische Produkt als Fundamental,
konnen dadurch zwei verschiedene Arten von Vektorprodukten, namlich inneres
und auferes Produkt durch eine Art definiert werden. Es ist bemerkenswert, dass
in der geometrischen Algebra die Kommutativitiat des inneren Produktes aus der
Kommutativitdt der Addition in Gl. 2.35 resultiert und die Antikommutativitat
des aufleren Produktes aus der Antikommutativitdat der Subtraktion in Gl. 2.36.

Nun sei i ein Parallelepiped gemafl Gl. 2.31. Die Menge aller Vektoren x, welche
die Gleichung

xAi=0 (2.37)

11 In der Mathematik komplexer Zahlen wird ebenso mit Mischungen aus Real- und Ima-
ginarteilen gerechnet.
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erfiillen, definieren den EUKLIDischen Vektorraum R?. Die Menge aller Multivek-
toren, welche durch Addition oder Multiplikation von Vektoren x € R?® gebildet
werden, definieren die geometrische Algebra G®.

€3

€3] = i2

€€y = i3

1
1
1
1
;
| €2
]
1
1
1
1

€1

Abbildung 2.4: Der Trivektor i wird tiber die drei orientierten Fliachen e;es, ese;
und e ey gebildet. Die Ausrichtung des Parallelepipeds (hier speziell ein Kubus) ver-

innerlicht ein Rechtssystem.

Die spezielle Wahl des Trivektors i als Produkt von drei orthonormalen Einheits-
vektoren

i= €jeye3z = € Neg N\ es , (238)

bildet einen moglichen Teil der Basis fiir G3. Mit der Ausrichtung des Trivektors i
wird zudem die Bedeutung eines Rechtssystems verinnerlicht, wie Abb. 2.4 zeigt.

Nun sei Gl. 2.38 die Definition des Trivektors, welcher durch die orthogonalen
Einheitsvektoren e; die Eigenschaften

il =i |
iP=-1,
iA=Ai VYAecG? (2.39)

erhalt und von nun an als Pseudoskalar i bezeichnet wird.

Durch geometrische Multiplikation des Pseudoskalars i mit den Einheitsvektoren
e; erhalt man genau drei linear unabhangige Bivektoren ¢;

ielzeQegzeg/\egz:il s
i82:e361:eg/\8122’i,2 s

ie3 =ejey=e; N\Ney =: ’1:3 s (240)
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was den drei unabhéngigen Flachen im EUKLIDischen Raum entspricht (vgl.
Abb. 2.4). Damit kann jeder Bivektor in G* durch die Linearkombination

B = Bl il + BQ ’i2 + Bg ’ig =i (3161 + BQGQ + Bgeg) =ib (241)

. /

—~
:=b

dargestellt werden. Die Dualitat zwischen dem Bivektor B und dem Vektor b
findet man in der Vektoralgebra ebenfalls, und zwar zwischen einem antisymme-
trischen Tensor zweiter Stufe und dessen axialen Vektor. Tatsachlich kann jede
Transformation eines Vektors x durch einen antisymmetrischen Tensor zweiter
Stufe A auch durch einen eindeutigen Bivektor B erzielt werden

A-x=x-B . (2.42)

Das auflere Produkt der Vektoralgebra findet sich somit auch in der geometrischen
Algebra, der Zusammenhang lautet

axb=-iaAb & aAb=iaxb . (2.43)

HESTENES legt dar, wie die Definition und Rolle von Quaternionen in das Bild
der geometrischen Algebra einzufiigen ist. Die Subalgebra G* (Spinoralgebra) soll
lediglich Elemente A der Form

A=3+ib (2.44)

beinhalten. Die Elemente A werden Spinore genannt und generieren Rotationen
und Dilatationen im Raum. Generiert der Spinor lediglich eine Rotation (unitary
or unimodular spinor), ist er mit einem Einheitsquaternion identisch und es gilt

Q=p+ib , Q"Q=(B—-ib)(B+ib)=3+b*=1 . (2.45)

Im Hinblick auf GIl. 2.41 ist zu sehen, dass die vier Groflen 1, 24, 4o, 23 eine Basis
fir G2 bilden, weshalb HAMILTON den Namen Quaternionen wahlte [90]. Die
vier Parameter 3, b, = b -e, k = 1,2, 3 werden EULER-RODRIGUES-Parameter
genannt'? und sind im Hinblick auf Gl. 2.45 voneinander abhingig.
Quaternionen konnen tiber den EULER-RODRIGUES-Rotationsvektor a parame-
trisiert werden; die Beziehung lautet

. 1 1
Q:e(%la):COS —a | +isin | - &
2 2
1 « 1
= cos | = HaH) + —sin (— HaH) . (2.46)
(2 el 2

12Njicht zu verwechseln mit EULER-Winkel.
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Wie es Gl. 2.46 zeigt, geniigen die drei Parameter ap = & - e, k = 1,2,3 zur
Beschreibung eines Quaternions. Da der Vektor & = i A zugleich auch duale
GroBe eines Bivektors A ist, lisst sich nun das geometrische Bild beim Vorgang
einer Rotation wie in Abb. 2.5 zeichnen.

X1 =X
x=Q"xQ
A

(81

X||

R

X

Abbildung 2.5: Der Bivektor A = i& stellt die Drehebene bzw. Drehscheibe einer

Rotation dar.

Ein Vergleich von GI. 2.44 mit Gl. 2.46 liefert die explizite Berechnungsvorschrift
zwischen einem Quaternion @ = 3 + ib und einem zur Rotation R gehérigen
Drehvektor &

8= cos B Ha\@ | (2.47)
b— ﬁsm B ||a||] . (2.48)

Das rotierte Abbild % eines beliebigen Vektors x € R? durch eine Abbildung
R € SO(3) wird in G? iiber einen eindeutigen Quaternion @ € G% mit

x=R x=Q"'xQ (2.49)

erzeugt. Wihrend in (R - x) der Gl. 2.49 das innere Produkt der Vektoralgebra
steht, findet sich in (Q”x Q) das geometrische Produkt.

Wie niitzlich die Verwendung von geometrischer Algebra ist, zeigt sich bei der
Herleitung von Beziehungen die Rotationen betreffend. Die RODRIGUES-Formel
gewinnt man z.B. folgendermaflen.: Quaternionen nach GIl. 2.45 konnen leicht
modifiziert iiber

Q=p3(1+ic) , Q"Q=p(1—ic)B(1+ic)=p*+3c*=1 (2.50)
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parametrisiert werden.
Der Vektor c besitzt zwar die gleiche Ausrichtung wie der Vektor b in Gl. 2.45,
jedoch stellen beide nicht die Drehachse & in Abb. 2.5 dar. Es gilt

x=Q"xQ & Qx=xQ < pBl+ic)x=xp(1+ic)
=X+icx=x+ixc <& Xx—x=ixc—icx
&x—-x=i(x-c+xAc—c-X—CcAX)
Sx—x=i(-cAx—cAX)+i(x-c—c-X)

SxXx—x=—-icA(x+X)+i(x-c—c-X)

SX—x=cX(X+x)+i(x-c—c-x) . (2.51)
v ~ NV - ~ TV -
Vektor Vektor Trivektor

Wie es fiir geometrische Algebra typisch ist, liefert Gl. 2.51 gleich zwei Aussagen.
Betrachtet man nur die Vektoranteile der Gleichung, erhalt man die RODRIGUES-
Formel

X—x=cx(X+x) |, (2.52)

deren geometrische Bedeutung ein rechter Winkel zwischen x 4+ x und x — x ist.
Dies wird in Abb. 2.6 veranschaulicht.

X

\

X

b

I
Q
S

>
Q

Abbildung 2.6: Geometrische Veranschaulichung der RODRIGUES-Formel.

Betrachtet man die Anteile des Trivektors in Gl. 2.51 erhalt man eine weitere
Aussage bzgl. des Skalarprodukts zwischen x bzw. x und dem Vektor c

X-c=X-¢C

Ein weiteres Beispiel ist die Herleitung der Gl. 2.13 zwischen Rotationstensor R
und Drehvektor &. Dazu ist die Beziehung

a-(bAc)=(a-b)c—(a-c)b
< (a-b)c=a-(bAc)+(a-c)b (2.53)

und die Tatsache a - (b x a) = 0, so wie in Abb. 2.7 veranschaulicht, notwendig.
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Abbildung 2.7: Zur Veranschaulichung von a - (b x a) = 0.

Es sei nun x der mit dem Quaternion Q = (3 + ib gedrehte Vektor x. Dann gilt

x=Q"xQ = (B—-ib)x(3+ib) = (8x—ibx) (3 +ib)
= #x+PBxib—-Bibx—ibxib
=3x+pi(x-b+xAb)—Bi(b-x+bAx)—iibxb
=#x+pi(x-b—b-x+xAb—bAx)+bxb
=0 =—2bAx

= 3*x—-2pBibAx+bxb . (2.54)

Der Term bx b kann umgeformt werden zu

bxb=b(x-b+xAb)=b(x-b)+(b-x)b—(b-b)x=2(b-x)b—b’x
=2[b-x)b-b’x] +b*’x=2b-(xAb)+ (b-b)x —b?x] +b’x

(. J
~\~

=0

=2b-(xAb)+b’x (2.55)

und wegen b (x Ab) =b-(x Ab)+bA (xAb) gilt
=0
bxb=2b(xAb)+b’x=2b(ixxb)+b*x=2ib(x xb) + b*x
=2i[b-(x xb)+b A (x xb)]+b*x =2ibA (x x b) + b*x
=0
=—-2bx (xxb)+b*x . (2.56)
Einsetzen von GIl. 2.56 in Gl. 2.54 ergibt

x=Q"xQ=p’x—-2pFibAx—2b x (x xb) +bx
=(+b*) x+28bxx+2bx (bxx) . (2.57)
N——

=1
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Parametrisiert man den Quaternion @ mit dem Drehvektor & wie in Gl. 2.47 und
Gl. 2.48, stellt sich Gl. 2.57 iiber

. 1 1 ~
et {_ M} sin Hv\@ il
; > T

|1 . |1 ¥ Xy XX
+2sin [ ||v||} [— ||v||] X7 XX
2 2 T

| .
sl 1ol 258
] B

dar. Durch Separation von x in Gl. 2.58 gemafl

X X

<

ist nun G1. 2.13 fiir R gefunden.

SANSOUR & WAGNER behandeln in [201] die Umsetzung und Vorteile bei Verwen-
dung von Quaternionen innerhalb einer Finite-Element-Formulierung. Die Nume-
rik liefert aus einem Iterationsverfahren Drehinkremente Aa € R? an alle Knoten
des Netzes. Diese miissen effizient und eindeutig mit bereits vorhandenen Drehun-
gen &’ € R? des letzten Iterationsschrittes j an den Knoten verrechnet werden.
Da es sich bei Aa und @&’ um Drehungen handelt, gelten fiir diese Pseudovekto-
ren nicht die Regeln der Vektoraddition.

Der Struktur der SO(3) muss durch ein multiplikatives Update Rechnung getra-
gen werden, wobei sich zunéchst folgendes Vorgehen anbietet.

Aus dem Drehinkrement A@ wird ein Rotationstensor AR am Knoten berech-
net. Die Drehung &’ als Ergebnis des letzten Iterationsschrittes muss am Knoten
ebenfalls in einen Rotationstensor R/ umgerechnet oder aus einem Speicher ge-
lesen werden. Da das Iterationsverfahren auf der Linearisierung gemafi Gl. 2.25
bzw. Gl. 2.27 basiert, gilt dann

RI"' — ARR/ baw. RV —RIAR | (2.60)

Aus dem aktualisierten Rotationstensor R7*! muss wiederum ein Drehvektor am
Knoten berechnet werden, da nur Drehvektoren eine Standardinterpolation an
die GAusspunkte erlauben [201].

Der Nachteil dieses Vorgehens liegt an der immer wieder notwendigen Umrech-
nung zwischen Drehvektoren und Rotationstensoren, was u.U. zu Ungenauigkei-
ten und einem erhéhtem Rechenaufwand fiihrt.
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Die Verwendung von Quaternionen bietet ein kompakteres Verfahren. Wird ein
Vektor x nach einer Drehung R mit einer weiteren Drehung R, versehen, lautet
das Ergebnis gemafl Gl. 2.49

Ry- (R x)=Q; (Q{xQ,)Q, & Ry x=QyxQ, (2.61)
mit
R;=Ry; R, bzw. Q;=Q,Q, . (2.62)

Damit lasst sich das Update der Rotationen numerisch folgendermaflen
durchfithren: Aus dem Drehinkrement Aa wird geméafl Gl. 2.47 und Gl. 2.48
ein Quaternion Q, am Knoten berechnet. Die Drehung &’ als Ergebnis des letz-
ten Iterationsschrittes ist gespeichert und liegt am Knoten als Quaternion Q,
vor. Im ersten Iterationsschritt lautet der initiale Quaternion (8 = 1, b = 0).
Der aktualisierte Quaternion berechnet sich zu

Q;=Q,Q,=(51+iby) (S +1iby) :6162+i61b2+i52b1+b1\i,i./b2

-1

=1 B2 +1i(Bi1ba+ F2b1) — (b1 - by + by Aby)

i(bl ng)
= (B1f2—=Db1-by) +i (Biby+ by —by xby) . (2.63)
Bs b

Der aktuelle Drehvektor a/*' am Knoten wird durch Umkehrung von Gl. 2.47
und Gl. 2.48 erhalten
la*]

AL =2 ~J+l .

by . (2.64)

Der Drehvektor &’/*! kann durch eine Standardinterpolation an die GAUSSpunkte
projiziert werden.

Fir ||a’*|| — 0 besitzt Gl. 2.64 nach der Regel von DE L’HOSPITAL die Losung
&’ = 2bs. Dies ist jedoch fiir ||&|| — 27 nicht der Fall, weshalb fiir groBe Ro-
tationen im folgenden Abschnitt eine erweiterte Strategie und deren Umsetzung
vorgestellt wird.



28 2 BEHANDLUNG VON ROTATIONEN

2.5 Erweiterung auf Numerik fiir Rotationen iiber 360°

Obwohl Quaternionen beliebige Drehungen ohne Singularitat beschreiben, ist in
ihnen die Information einer Drehung tiber 360° nicht enthalten. Trotzdem geniigen
sie den Anforderungen eines Modells mit Finiten Elementen.

Denn durch die Zerlegung eines Gesamtgebietes BB in Finite Elemente mit einfa-
chen Ansatzfunktionen ist es nahezu ausgeschlossen, dass im einzelnen Element
Differenzen des Drehfelds in der Groflenordnung von 360° auftreten.

Wiére es moglich Drehinkremente, Quaternionen oder Rotationstensoren inner-
halb eines Finiten Elementes zu interpolieren, miisste nachfolgende Diskussion
nicht gefiihrt werden. Da die Standardinterpolation jedoch nur fiir den Drehvek-
tor & € R3 moglich ist, tritt das Problem bei Riickrechnung eines Drehvektors aus
Quaternionen geméfl Gl. 2.64 fir ||&|| — 27 n, n = £(1,2,...) in Erscheinung.

Zunéchst soll die Problematik im zweidimensionalen Raum naher betrachtet und
anschliefend in den dreidimensionalen Raum tibertragen werden.

Im zweidimensionalen Raum ist der Drehvektor & durch eine feste Drehachse
und einen skalaren Drehwinkel 6 definiert. Da sich zwei aufeinander folgende
Drehungen 6; und 6y einfach addieren, kann 6 = 6, + 65 eine Drehung tiber 27
sein.

Abbildung 2.8: Die Addition von Drehungen im 2-D fiihrt auf Winkel gréfler 27.

Es ist auch moglich einen Drehwinkel 6* so zu definieren, dass dieser lediglich im
offenen Intervall | — 27, 27| liegt, was die Drehung ebenso erfasst, jedoch Informa-
tion zur” Uberdrehung” ausblendet, ahnlich wie es unter Verwendung von Quater-
nionen der Fall ist. Allerdings resultiert eine solche Beschreibung in sprunghaftem
Verhalten im Drehwinkel 6*, wie es in Abb. 2.9 veranschaulicht ist.
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Ar 1 0 0*

21+ o+
| . o 2m ///

T T T a
-2 2 4w / 2T 471' 671'

27 T—2m

Abbildung 2.9: Ausblenden der Uberdrehung fithrt zu Spriingen im Drehwinkel 6*.

Da Quaternionen keine Information zur ”Uberdrehung” enthalten, ist die Riick-
rechnung zu einem Drehwinkel unstetig, obwohl dies fiir den Quaternion selbst
nicht der Fall ist. Im zweidimensionalen Raum ist der Verlauf eines Quaternions
in Abb. 2.10 dargestellt, wobei ohne Einschrankung der Allgemeinheit die feste
Drehachse so gewahlt ist, dass die Komponenten by und by des Quaternions (3, b)
stets Null sind und nur bs und § aufzutragen sind.

DA
</ | &/ e
b
\ : i : : /\ a
0
/ 2 T
—I27T= | 2I7T | A | 6I7T .
—27+ /

Abbildung 2.10: Wihrend der Quaternion stetig verlauft, ist dessen Riickrechnung

zu einem Drehwinkel 6 an den Stellen @ = 27 n,n = (1,2, ...) unstetig und singulér.

Die Strategie zur Losung des Problems, welches bei der Umrechnung eines Qua-
ternions zu einem Drehvektor an der Grenze zur ” Uberdrehung” auftritt, basiert
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auf der Tatsache, dass jeder Drehwinkel einen negativ konjugierten Gegenwinkel
besitzt.

Abbildung 2.11: Die Drehung 6 und deren Gegenwinkel 6 = 6 — 27 %'.

Der Gegenwinkel weist zwar ebenso Spriinge auf, jedoch immer phasenverscho-
ben um eine Drehung von 27. Wie Eingangs erwahnt, sind innerhalb eines Ele-
mentgebiets keine derart grofflen Differenzen im Drehwinkel zu erwarten. Deshalb
kann der Gegenwinkel immer zur Umrechnung herangezogen werden, wenn sich
das Drehfeld eines Elements der Sprungstelle nahert und damit der Gegenwinkel
von seiner eigenen Sprungstelle entfernt ist.

0 0

Oy / /
} t t } t t } @ /. t t t } t '/ @
—27 2w 41 67 2 27 4 67
A1, /@ A / /

Abbildung 2.12: Der Gegenwinkel § = 6—27 % besitzt um 27 versetzte Sprungstellen.

Im raumlichen Fall ist der Gegenwinkel des Drehvektors & als Vektor & zu be-
handeln, welcher sich iiber

(2.65)

berechnet.

Zusammenfassend lautet die numerische Umrechnungsvorschrift von Quaternio-
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nen in Drehvektoren

2b el <er
_ _ (6% _
lall =2 arccosla] . &= GSfagb o € < llal <2m-e o
0 : ||| >2m—€"

verwende elementweise & = a — 27 ﬁ falls |a|| >7m, a e Q.. (2.66)
a
In Gl. 2.66 bezeichnet (2, das Gebiet eines einzelnen Finiten-Elementes, weshalb
die dazugehorige Abfrage in jedem Element fiir sich stattfinden kann.

Die Rechenbeispiele dieser Arbeit verwenden das Finite-Element-Programm
FEAP, welches in der Programmiersprache FORTRAN95 geschrieben ist. Nach
den Erfahrungen des Autors hat sich der Parameter e = 107'° bewdihrt.

2.6 Beispiele zur Numerik grofler Rotationen

Die Behandlung der Rotationen nach Gl. 2.66 wird nun durch zwei numeri-
sche Beispiele auf Tauglichkeit und Konvergenzverhalten gepriift. Die Ergebnisse
basieren auf der Finite-Element-Formulierung des Kap. 5. Durch die Wahl der
COSSERAT-Parameter p. = p und L. = 0 ist das COSSERAT-Modell praktisch
einem B1oT-Modell vergleichbar, was jedoch fiir die Behandlung der Rotationen
keinen Unterschied darstellt. Ahnliche Tests verwendet z.B. MERLINI in [138]
ebenfalls zur Uberpriifung eines Bror-Modells, siche auch NEFF et al. [171].

2.6.1 Schiefe Biegung mit groflen Drehungen

Ein Stab der Lénge L = 30 mit quadratischem Querschnitt der Fliche A = 1
wird am oberen Stabende durch das Drehmoment M, = A um die globale x-
Achse sowie dem Drehmoment M, = \/2 entgegen der globalen z-Achse belastet.
Die Struktur ist am unteren Stabende eingespannt, wobei alle Freiheitsgrade des
Einspannquerschnitts blockiert sind.

Es werden Finite-Elemente mit quadratischen Ansatzfunktionen verwendet. Uber
die Stabdicke wird mit jeweils 2 Elementen diskretisiert, was 4 Elemente pro
Querschnitt entspricht. Die Struktur wird weiterhin durch 30 Elemente in Sta-
blangsrichtung unterteilt. Die Darstellung in Abb. 2.13 zeigt ein Netz durch alle
Oberflachenknoten und darf nicht als doppelt feine Diskretisierung interpretiert
werden. Die Lasteinleitung erfolgt am Stabende tiber den gesamten Querschnitt
als konstante Flachenlast, was auf die entsprechenden Knoten der Oberflache
konsistent verteilt wird.
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= 1000
=0.25

Abbildung 2.13: Verlauf der Deformation fiir zunehmenden Lastfaktor .

Bei Erhohung des Lastfaktors A deformiert sich der Stab zunehmends zur Form
einer Spiralfeder, wie in Abb. 2.13 zu sehen. Die Oberflachen der Spirale beriihren
sich dabei nicht, so entstehen keine Kontaktkrafte. Die hier auftretenden rdum-
lichen Rotationen liegen weit iiber dem absoluten Drehwinkel von 27, was die
Behandlung der Rotationen nach Kap. 2.5 bestatigt.

2.6.2 Kragarm mit Endmoment

Ein eingespannter Stab der Lange L = 10 mit Stabdicke d und Breite b = 1
wird durch ein Stabendmoment M = A27 EI/L belastet. Der Stab hat den
Elastizitatsmodul £ = 1800 und die Querkontraktionszahl v = 0. Die Kriimmung
k des Stabes gemafl der Balkendifferentialgleichung

—Elk=M <& 1/k=—EI/M (2.67)

ist iiber die gesamte Lange der Struktur konstant. Somit verformt sich der Krag-
arm zu kreisférmigen Strukturen mit Radius R = |1/k| = EI/M = L/(\2m).
Im Fall A = 1,2, ...,n sind geschlossene Kreise mit 1,2, ..., n-Umdrehungen zu
erwarten.

Zunichst sei die Stabdicke d = 0.1. Bei den vorliegenden Abmessungsverhalt-
nissen d : L =1:100 sind Lockingeffekte zu erwarten, welche in der Formulie-
rung dieser Arbeit nicht verhindert sind. Durch Diskretisierung mit 50 Finiten-
Elementen in Stablangsrichtung, welche quadratische Ansatzfunktionen verwen-
den, wird jedoch die analytische Balkenlosung mit dem numerischen Modell er-
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reicht. Wie in Abb. 2.14 zu sehen, liefert das Modell geschlossene Kreise, wobei
A die Zahl der Umdrehungen angibt.

Abbildung 2.14: Kragarm unter Stabendmoment fiir verschiedene Lastfaktoren .

Die Balkenlosung wird fiir einen beliebigen Lastfaktor A in einem Lastschritt
erzielt, in Tab. 2.6.2 ist dazu die Vektornorm des residualen Vektors aufgelistet.
In der ersten Iteration entspricht die Vektornorm exakt dem Betrag von M.

Iteration A=1 A=12 A=2 A=D5 A=10
1 9.424E-02 | 1.130E-01 | 1.884E-01 | 4.712E-01 | 9.424E-01
2 1.115E4+04 | 1.236E+04 | 2.027E+04 | 4.917E+404 | 9.790E+04
3 4.377E-03 | 1.545E-03 | 9.946E-01 | 1.078E+00 | 4.846E-01
4 4.982E-02 | 1.480E-01 | 3.097E400 | 6.346E+02 | 1.162E+04
5 7.395E-09 | 6.671E-10 | 9.015E-07 | 5.920E-04 | 1.238E-02
6 7.948E-11 | 2.885E-10 | 2.944E-05 | 5.128E-02 | 4.037E+01
7 1.143E-10 | 1.511E-09 | 1.223E-05
8 6.687E-10 | 9.497E-11

Tabelle 2.1: Vektornorm des residualen Vektors fiir verschiedene Lastfaktoren \.

Das numerische Modell ist in der Lage, bis zu 12 Umdrehungen (A = 12) in einem
Lastschritt zu berechnen. Dieses Verhalten wird auch von SimMo & Vu-Quoc
[216] an einem Finite-Element-Balkenmodell mit exakter Rotationsformulierung
beobachtet. Das Ergebnis lasst sich jedoch nicht verallgemeinern; so ist die Wahl
von v = ( fiir das auflergewohnliche Konvergenzverhalten entscheidend.

Eine Variation der Balkendicke d soll den Einfluss von Lockingeffekten und die
erreichbare Effizienz der COSSERAT-Formulierung in Kap. 5 vorweg abgrenzen.
Fiir das CoSSERAT-Modell wird der Stab nun mit lediglich 25 quadratischen bzw.
50 linearen Elementen diskretisiert.
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d = 0.01, qua.

Abbildung 2.15: Auspriagung der Lockingeffekte in Abhéngigkeit der Balkendicke und
des Elementtyps (linear bzw. quadratisch).

Aus Abb. 2.15 ist ersichtlich, dass sich Elemente mit linearen Ansatzfunktionen
zur Berechnung diinner Strukturen auch fiir die COSSERAT-Theorie nicht eignen.
Zumindest kann hier durch die Verwendung quadratischer Ansatzfunktionen fiir
das Verhaltnis d : L = 0.1 : 10 = 1 : 100 das analytische Ergebnis genahert
werden.

Zwar wird in GOTTLIEB et al. [70] ein HELLINGER-REISSNER-Funktional zur
Vermeidung von Lockingeffekten innerhalb einer dreidimensionalen COSSERAT-
Formulierung untersucht, doch haben die numerischen Ergebnisse gezeigt, dass
dies fiir Volumenelemente ebenfalls mindestens quadratische Ansatzfunktionen
erfordert und mit 162 zusatzlichen Freiwerten fiir einen hybriden Spannungsver-
lauf im Element auf ein wenig effizientes Verfahren fiihrt.

Weiterhin wird in Kap. 4.6 die innere Formanderungsenergie dahingehend
konstruiert, dass nichtlineare Spannungen auftreten und das HELLINGER-
REISSNER-Funktional nicht mehr moglich ist. Daher beschrankt sich diese Arbeit
auf eine Finite-Element-Formulierung mit quadratischen Ansatzfunktionen fiir
den Fall diinner Strukturen.

Zur Vollstandigkeit wird nun dieses Beispiel mit einer Balkenformulierung analog
WAGNER [232] sowie einer Schalenformulierung von WAGNER & GRUTTMANN
[234] fiir den Fall A = 1 untersucht. Die Schale wird zum einen in der Scheibene-
bene und zum anderen als Platte deformiert, vgl. Abb. 2.16.

Zur Einleitung der Belastung in Scheibenebene wird ein 8-Knoten COSSERAT-
Element an die Schale gekoppelt. Sdmtliche Verschiebungen in 3-Richtung, sowie
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Drehungen um die 1- und 2-Achse sind gehalten.

Zur Belastung der Schale als Platte kann der Drehfreiheitsgrad um die 2-Achse
verwendet werden, die Verschiebungen in 2-Richtung sowie Drehungen um die
1-Achse sind gehalten. So bilden beide Varianten das ebene Problem genau ab.

Abbildung 2.16: Schale mit Belastung als Scheibe (links) und Platte (rechts).

Die von Lockingeffekten freie Balkenformulierung erreicht bereits mit 10 Elemen-
ten'® die geforderte Losung eines geschlossenen Kreises, wobei das Verhéltnis
d : L keine Rolle spielt. Die Berechnung erfordert mindestens 5 Lastschritte mit
jeweils 6 Iterationen.

Die in Scheibenebene deformierte Schale weist bei Diskretisierung mit 25 vierkno-
tigen Finiten Elementen kaum Lockingeffekte auf, wie Abb. 2.17 zeigt. Es sind
mindestens 9 Lastschritte mit 7 bis 14 Iterationen notwendig.

10 Elemente 25 Elemente

h =0.01

h=0.1

Balken

Abbildung 2.17: Losungen fiir Lastfaktor A = 1. Links: 10 Balkenelemente. Mit-
tig: 10 Schalenelemente als Scheibe deformiert. Rechts: 25 Schalenelemente als Scheibe

deformiert.

132 und 3 Elemente wiirden auch geniigen
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Fiir die als Platte deformierte Schale spielen unterschiedliche h : L Verhaltnis-
se keine Rolle; jedoch verhélt sie sich bei grober Diskretisierung zu weich (vgl.
Abb. 2.18). Der Effekt tritt auch bei Verwendung eines reinen Verschiebungs-
elementes auf, was z.B. mit dem Element von WAGNER & GRUTTMANN [233]
bestatigt wird.

Mit 25 Elementen kann die Losung der als Platte deformierte Schale als genau
bezeichnet werden und erfordert mindestens 9 Lastschritte mit durchschnittlich
7 Iterationen.

10 Elemente

A
7

Abbildung 2.18: Losungen fiir Lastfaktor A = 1 mit Schalenelementen als Platte

deformiert.
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3 Grundgleichungen und Homogenisierung

Grundlegende Gleichungen zur Beschreibung eines Kontinuums kénnen grob
in die Kategorien Kinematik, Erhaltungssatze, Konstitution des Materials und
Randwertvorgaben gegliedert werden.

Die kinematischen Beziehungen sind sowohl der Konstitution als auch den
Anfangs- und Randwertvorgaben iibergeordnet [132]. Aus Kinematik und phy-
sikalischen Erhaltungssétzen resultiert i.d.R. ein System von partiellen Differen-
tialgleichungen. Diesem System muss i.d.R. Information iiber das spezifische Ma-
terialverhalten zufithrbar sein (Moglichkeit der Konstitution). Eine konkrete Si-
tuation wird dem System durch Anfangs- und Randwertvorgaben zugewiesen.

Das vorliegende Kapitel behandelt zunachst die Kinematik des klassischen
BorrzmanN-Kontinuums und die Erweiterung im COSSERAT-Modell. Es folgt
eine Betrachtung der Erhaltungssatze, wobei die Drehimpulserhaltung im Zusam-
menhang mit der COSSERAT-Theorie nach Erweiterungen verlangt. Die Symme-
trie des Spannungstensors gibt Anlass zu genaueren Untersuchungen, wobei ein
Homogenisierungsprozess nach MURDOCH [147, 148, 149, 150] Verwendung fin-
det.

Ein Zusammenhang zwischen Spannung und Momentenspannungen bildet den
Abschluss des Kapitels.

3.1 Kinematische Beziehungen

Die Kinematik beschreibt Bewegung und Deformation eines Korpers. Aus der
gewahlten Beschreibung und deren Einschriankung lassen sich Eigenschaften und
Grenzen einer Modellierung ablesen.

Es wird zunachst die Kinematik eines klassischen Kontinuums dargestellt. Das
COSSERAT-Kontinuum baut darauf auf und erweitert die Kinematik durch
Einfiihrung eines zusatzlichen Rotationsfeldes.

Auch der Ausbau auf die Kinematik einer mikromorphen Theorie wird angedacht.

3.1.1 Konfiguration, Bewegung und Zeitableitung

Gegeben ist eine zusammenhiangende materielle Punktmenge M. Die Punktmen-
ge M wird zu jedem Zeitpunkt t € I C R bijektiv und stetig in den EUKLIDischen
Vektorraum R? durch @ abgebildet. Geschieht dies zum Zeitpunkt t = tg, be-
zeichnet man die Abbildung als Anfangs- oder Referenzkonfiguration By, zum
Zeitpunkt t > ty als Momentankonfiguration B;. Damit wird der deterministi-
schen Forderung entsprochen, dass jeder materielle Punkt und somit jeder ma-
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terielle Korper zu jedem Zeitpunkt t im Zeitintervall I eindeutig identifizierbar
ist

C={®t): M =B, CR* tel} . (3.1)

Die Menge aller moglichen Konfigurationen, welche ein System einnehmen kann,
wird als Konfigurationsraum C bezeichnet. Die Oberflachen der Konfigurationen
werden mit 0By und mit 0B; gekennzeichnet.

Abbildung 3.1: Konfiguration des BoLTzZMANN-Kontinuums.

Jedes Element des Konfigurationsraumes kann als spezielle Mannigfaltigkeit
identifiziert werden. Die Kinematik der GIl. 3.1 kennzeichnet das BOLTZMANN-
Kontinuum und hat lineare Vektorraumstruktur, da im EUKLIDischen Raum R?
die entsprechenden Regeln fiir Vektoraddition und Skalarmultiplikation gelten.
Fir das CoOSSERAT-Kontinuum in Kap. 3.1.3 wird der Konfigurationsraum
erweitert, woraus eine nichtlineare Mannigfaltigkeit zur Beschreibung resultiert.

Besteht ein System aus einer endlichen Anzahl von Punkten oder Festkorpern,
kann eine Konfiguration durch eine endliche Anzahl reeller Variablen, auch
generalisierte Koordinaten genannt, beschrieben werden. So bendtigt z.B.
ein freier Festkorper sechs Koordinaten: drei Koordinaten fiir die Lage im
Raum und drei Rotationskoordinaten fiir die Drehung des Korpers. Elastische
Korper besitzen keine endliche Anzahl von Punkten und damit keine endliche
Anzahl von generalisierten Koordinaten. Deshalb wird die Konfiguration in der
Finite-Element-Methode durch Approximationsfunktionen und mit Hilfe einer
endlichen Anzahl von Knotengréflen effektiv beschrieben.
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Im BorrzMaNN-Kontinuum ist die Referenzkonfiguration By durch materielle
Koordinaten X und die Momentankonfiguration B; durch raumliche Koordinaten
x(t) vollstdndig charakterisiert. Ein Verschiebungsfeld u(t) kann die Momentan-
konfiguration By iiber

x(t) =X+u(t) < ult)=x(t)-X (3.2)

ebenfalls beschreiben, vgl. Abb. 3.1.

Der funktionale Zusammenhang zwischen materiellen und raumlichen Koordina-
ten ist durch die Deformation ¢, : By — B; gegeben, welche konsistent mit obigen
Annahmen eine stetige und bijektive Abbildung darstellt

X(X,t) = p(X,t) = (X)) . X(xt) = (x(t),t) = o, (x(t) . (3.3)

Damit ist gewahrleistet, dass ein materieller Punkt nicht gleichzeitig an mehre-
ren Orten und mehrere materielle Punkte nicht gleichzeitig an einem Ort sein
konnen. Zudem sollen benachbarte Punkte stets benachbart bleiben, was sich
aus der Stetigkeit von ¢, ergibt. Dies schliefit z.B. die Beschreibung von Rissen
aus.

Die Deformation ¢, beschreibt die Abbildung der Referenzkonfiguration B, auf
die Momentankonfiguration B; und wird als LAGRANGEsche oder materielle
Abbildung bezeichnet. Die Umkehrfunktion ;' nennt man EULERsche oder
rdaumliche Abbildung.

Das Verschiebungsfeld u(t) kann mit materiellen Koordinaten X durch
u(X,;t) := ¢, (X) - X =x(X,t) = X (3.4)

parametrisiert sein, was einer LAGRANGEschen Beschreibung entspricht. Es kann
jedoch auch mit raumlichen Koordinaten x durch

u(x(t), t) = x(t) — ¢y (x(t)) = x(t) — X(x(t)) (3.5)

parametrisiert werden. In dieser EULERschen Beschreibung ist zu beachten, dass
der Parameter x selbst eine Funktion der Zeit darstellt.

Sofern notwendig wird deshalb die LAGRANGEsche Formulierung mit L bzw. die
EuLERsche Formulierung mit F oben indiziert. Da die raumlichen Koordinaten
x(t) im Gegensatz zu materiellen Koordinaten X Funktionen der Zeit sind, muss
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bei der Zeitableitung in zwei Typen unterschieden werden.
Die partielle Zeitableitung

0 IfE(X,t) 0 OfF(x(t = const.), t)
— =L " bow, —f = 3.6
ot ot “ el ot (3:6)
fixiert den Zeitpunkt t der raumlichen Koordinate x.
Die totale Zeitableitung erhalt folgende Notation
df .
— 3.7
L (37)

und ist in LAGRANGEscher Formulierung identisch mit der partiellen Zeitablei-
tung

oft  dft .
Se= =5 (3.8)

In der EULERschen Formulierung folgt jedoch aus der Kettenregel

o dfE afF  9fF ox
E _ — R
/ dt ot + ox ot (3.9)

Die Geschwindigkeit

o dx _ d(X+u(t) _ du(t)

dt dt dt

(3.10)

kann durch das Verschiebungsfeld u(t) materiell oder raumlich definiert werden.
Unter Verwendung der materiellen Parametrisierung des Verschiebungsfeldes

u(X,t) = p,(X) - X =x(X,t) - X (3.11)
ergibt sich die materielle Geschwindigkeit zu

duf(X,t) _ dx(X.t)

HLXt::
Vi) dt dt

= x(X, t) (3.12)

und zeigt die Geschwindigkeit eines festgelegten Korperpunktes mit der Aus-
gangskoordinate X (materieller Parameter) an, vgl. Abb. 3.2.
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Abbildung 3.2: LAGRANGEsche Geschwindigkeit v £(X,t) = %(X,t) fiir den Para-
meterpunkt X = X der Referenzkonfiguration.

Unter Verwendung der rdumlichen Parametrisierung des Verschiebungsfeldes
wE(x, £) 1= x(t) - 7 (x(1)) = x(t) — X(x(1)) (3.13)
lautet die raumliche Geschwindigkeit
- du®(x(t),t)
' dt
_ ou® (x(t = const.), t) N Ou” (x(t = const.), t) Ox(t)
ot ox ot

(3.14)

Abbildung 3.3: EULERsche Geschwindigkeit ;E(x(t), t) fiir einen fixierten Beobach-

tungspunkt x(t) = x = const. in der Momentankonfiguration.

In Abb. 3.3 ist fiir einen festen Punkt x der Momentankonfiguration der
Verlauf einer Geschwindigkeitsmessung dargestellt. Einzelne Punkte des Kon-
tinuums durchwandern X und aufgrund des fixierten Beobachtungspunktes
x(t) = X = const. ist nur der Term auz(f’t) in Gl. 3.14 von Null verschieden.

d%u

Die Beschleunigung a= < = V = X ist sinngemiB zu behandeln.
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3.1.2 Deformationsgradient und Verzerrungsmafle

Die Abbildung ¢, erfasst jegliche Art makroskopischer Forménderung. Uber ei-
ne entsprechende TAYLOR-Entwicklung der Abbildung ¢, kann man lokale und
nicht lokale Forménderung unterscheiden und dabei den Deformationsgradienten
F einfiihren.

Zwei Punkte eines Korpers seien in der Referenzkonfiguration By durch die Vek-
toren X und X gegeben und befinden sich zur Zeit t an den Orten x und x. Aus

Gl. 3.3 und einer TAYLOR-Entwicklung fiir % an der Stelle X folgt
%= p(X) (3.15)
oo T\ % 10¢(X) v 1 9%¢,(X)
X_‘Pt(X)_(Pt(X)+ﬁ X (X—X)+§W

Betrachtet man nun die Differenzvektoren AX := X — X und Ax := % — X, SO

(X —X)2 + ...

kann letzterer wegen GI. 3.15 geschrieben werden durch

Dy (X) 10%¢,(X)
Ax = T IAX -T2
T UX TaToxe
Fiir beliebig kleine AX werden in Gl. 3.16 samtliche Terme quadratischer und

AXZ+ .. (3.16)

hoherer Ordnung vernachlassigt, was auf die linearisierte Beziehung

dx = a‘Pat)((X) dX = Vxp,(X) dX := F(X, t)dX (3.17)

fithrt. In GI. 3.17 ist nur noch eine lokale Eigenschaft, namlich die Ableitung
(Versinderung) von ¢, an einer Stelle X ausgewertet, was man als lokale
Formanderung betrachten kann. So beinhaltet jedes Verzerrungsmaf, das nur auf
dem Deformationsgradienten F basiert zwangslaufig nur lokale Formanderung
und ist damit lediglich fiir ein infinitesimales Gebiet giiltig.

Der Deformationsgradient F ist stets als materielle Gréfie zu behandeln und de-

finiert sich gemafl Gl. 3.17 als materielle Ableitung
De(X)  Ox(X,t)  AX+u(X,t)

F(X,t) = B ) X = 1l + Grad[u(X, t)]

(3.18)

Der inverse Deformationsgradient F~! wird iiber die rdumliche Ableitung der
Gleichung x = ¢,(X) = ¢, (¢; '(x)) ersichtlich

Ix _ Opi(pi ' (x)) _ Opy(pr (%) i (x)

0x 0x = 1 oX ox
_ 9p(X) et (x) L 0t (x)  IX(p(X))
= 0X ox e o= ox ox (319)

——
F
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Unter Verwendung des materiell parametrisierten Verschiebungsfeldes u(X, t) aus
Gl. 3.11 erhalt man

1 OX(p(X)  d@(X) —uXt)  I(p(X) —uX 1) IX(p(X))

0x 0x 0X 0x
= (F — Grad[u(X,t)]) - F~! = 1 — Grad[u(X,t)] - F~ . (3.20)

F-

Unter Verwendung des raumlich parametrisierten Verschiebungsfeldes u(x(t),t)
aus Gl. 3.13 erhalt man

Fl= aX(‘g)tC(X)) _ox _a‘;(x’ ) 9 gradfu(x,t)] . (3.21)

Ein Vergleich zwischen GI. 3.20 und Gl. Gl. 3.21 zeigt, wie der Verschiebungsgra-
dient durch eine ” push-forward” Operation von einer materiellen in eine raumliche

Form iibergeht
grad[u(x, t)] = Grad[u(X,t)] - F~! . (3.22)

Fiir die Zeitableitung des Deformationsgradienten F gilt allgemein

d (M) _ aix (d‘Pt<X)> _9aX) (3.23)

T dt \ oX dt X

Da F die Transformation von Tangentialraumen beschreibt, handelt es sich
um eine lineare Transformation. Damit ist die Abbildung eines Linienelemen-
tes dX € By auf das Linienelement dx € B; linear. Dies kennzeichnet eine affine
Deformation fiir die gilt: Geraden bleiben Geraden, Ebenen bleiben Ebenen, Par-
allelitaten gehen nicht verloren, Kugeln gehen in Ellipsoide iiber etc.

Eine infinitesimale Kugelumgebung eines Punktes geht somit durch F in ein ge-
drehtes Ellipsoid iiber. Die spezielle, eindeutige Zerlegung des Deformationsgra-
dienten F € GL*(3) in einen Drehtensor R und einen Gestaltéinderungstensor U
bzw. V mit

F=RU=VR, RecSO®3), U,V cPSym(3) (3.24)

stellt die klassische polare Zerlegung dar. Dabei ist bemerkenswert, dass in
Gl. 3.24 die Rotation R links von U und rechts von V dieselbe ist, siehe z.B.
CIARLET [29] oder MARSDEN [132].

Durch die Forderungen R € SO(3) und U,V € PSym' ist Gl 3.24 eine
vollstandige Beschreibung zwischen F und den rechten Seiten RU bzw. V R.
Dadurch ist der Rotationstensor R iiber den Deformationsgradienten eindeutig

14 PSym bedeutet symmetrisch (U = U?) und positiv definit (Vy € R?: (y,Uy) > 0).
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beschrieben. Die polare Drehung R := polar|F| wird im Folgenden als makro-
skopische Drehung bezeichnet.

TR G
UePSmO/

R = polar[F|

N

Abbildung 3.4: Kinematik des BoLTZMANN-Kontinuums mit makroskopischer Dre-
hung R.

Die polare Zerlegung kann iiber die Losung des Eigenwertproblems
(C—AME=0 , AR | (3.25)

mit dem rechten CAUCHY-GREEN-Tensor C := FT F durchgefiihrt werden. Fiir
nichttriviale Eigenvektoren & muss der Operator (C — A 1l) singuldr sein und
besitzt somit die verschwindende Determinante

det[C—-AT]=0 . (3.26)
Dies fiihrt auf das charakteristische Polynom
A —TIc A+ TIcA —IIIc =0 (3.27)
mit den Hauptinvarianten
o= t]C] |, Te=— %((tr[C])Q “wCY) , Mo =det[C] .  (3.28)

Da C € Sym kann es orthogonal diagonalisiert werden und besitzt drei reelle
Eigenwerte A; sowie drei orthogonale Eigenvektoren &;. Nach einer Normalisie-
rung der Figenvektoren &, auf N; ldsst sich nach dem Theorem von CAYLEY-
HaMiLTON die Spektralzerlegung von C durch

3
C=> AN;®N; (3.29)
i=1

angeben. Wegen

C=F'F=RU'RU=U"RTRU=U"U=UU (3.30)
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sind C und U koaxiale Tensoren, deren Spektralzerlegung dieselben Richtungen
N; besitzt; weiterhin gilt

3
U=vC=> VAN,®N; . (3.31)
=1

Mit Kenntnis von U lésst sich polar|[F| tiber
polar[F] =R =FU"! (3.32)

berechnen. Prinzipiell kann die Zerlegung des Deformationsgradienten F auch
in Rotationen R # polar[F] erfolgen, was i. allg. unsymmetrische Gestaltande-
rungstensoren U bzw. V ergibt, siehe z.B. SANSOUR [196].

Fiir weitere Betrachtungen seien nun die Koordinaten X eine Funktion von drei
unabhingigen Parametern 6, vgl. auch Abb. 3.1

X =X(046%6°) . (3.33)

Die Parameter werden fest mit den Punkten des Korpers verbunden, so dass diese
im deformierten Zustand mit denselben Werten #° denselben Punkt konvektiv
beschreiben. Daraus folgt, dass die Koordinaten x eine Funktion der Parameter
0" und der Zeit t sind

x =x(X,t) =x(0",6% 6°,t) . (3.34)

Das lokale (¢7()-Koordinatensystem innerhalb von Finiten Elementen ist ein
Beispiel fiir konvektive Parametrisierung.

Betrachtet man nun eine ganze Koordinatenlinie, z.B. ' aus den Punkten
(6',0% = const, 62 = const), so stellt man fest, dass sich diese Linie im deformier-
ten Zustand genau wie die an sie gehefteten Punkte mitverformen muss.

Es wird nun vorausgesetzt, dass die Funktionen X und x nach ihren Argumenten

0% bis zum erforderlichen Grad stetig differenzierbar sind. Damit konnen kovari-

ante Basisvektoren als Tangentenvektoren an die konvektiven Koordinatenlinien
definiert werden

0X ox

Gi = - , £ = -

00 00°

Die reziproken Basisvektoren G7, g’/ sind iiber die Orthogonalititsbedingung

G; -G/ =6; und g; - g/ = 0;; bestimmt. Mit Hilfe der ko- und kontravarian-

ten Metrikkoeffizienten

(3.35)

Gij =G, - Gj , Gij = GZ : Gj v Y — 88 gij = gZ ’ gj (336)
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erhéalt man die Metriktensoren
G=G; GG =G"G;oG, , g=g,;g0g =¢"gog . (3.37)
Die Basisvektoren g; und G* stellen den Deformationsgradienten alternativ iiber
F=g G’ (3.38)
dar. Andererseits lassen sich die Basisvektoren G; bzw. g; durch
g, =F-G, < G =F"'.g (3.39)

ineinander uberfiithren.

Die Transformationsbeziehung eines infinitesimalen Volumenelements dv der Mo-
mentankonfiguration und eines Volumenelements dV der Referenzkonfiguration
lautet (z.B. [0])
[818283]
dv=—"—=—"——dV =det|F] dV:=J dV . 3.40
G1GyGy [F] (3.40)
Hierbei wird iiber das Spatprodukt der Tangentenvektoren [g;gsgs] bzw.
[G1G2Gg3] das Volumen von Parallelepepiden in Momentan- bzw. Referenzkonfi-
guration ins Verhaltnis gestellt.

Die Determinante des Deformationsgradienten wird als JACOBI-Determinante
J(X,t) := det[F(X,t)] definiert. Aus der Stetigkeitsanforderung und Bijekti-
vitat der Deformation ¢, folgt, dass J > 0 ist. Die Kompression eines Korpers
oder Teilkorpers auf das Volumen Null ist somit durch Deformation ausgeschlos-
sen. Dieser Aspekt findet in der Konstitution des COSSERAT-Modells in Kap. 4.6
Beachtung.

Die JACOBI-Determinante J stellt genau wie F stets eine materielle Grofle dar.
Damit ist die partielle und totale Zeitableitung von J identisch und man erhalt

. d . _,0det[F] OF, :
J = 2 det[F(X,1)] = o det[F(X, t)] = (——, =) = (cof [F], F)
= (det[F|F~ 7, F) = det[F] (1, FF~1) | (3.41)

Aus GI. 3.23 und Gl. 3.19 folgt mit der Geschwindigkeit v

- ) 24,(X)
J = det[F] (1L, —axX 8—x> = det[F] (11, .

= Jdivlx] = Jdiv[v] , v:i=x . (3.42)

0, (X) 0X

) = det[F] div[$ (X))
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Das Feld des Deformationsgradienten F kann Starrkorperdrehungen enthalten.
Eine allgemeine Beschreibung von Verzerrungsmafien ohne Anteile aus
Starrkorperdrehung (invariant gegeniiber Starrkorperdrehung) findet man z.B.
bei OGDEN [182]. Dort sind Verzerrungsmafe in materieller Formulierung durch
1
—(Um—-G) fur m#0 , InfU fir m=0 (3.43)

m

angegeben. Bekannte materielle Verzerrungsmafle vom SETH-HILL-Typ lauten

m =2: GREEN-LAGRANGE E = 1(U?-G)=(F'F - G)
m =1:BIoT Eg = U-G
m =0 : HENCKY Ey = In[U]
Die wesentliche Eigenschaft dieser Verzerrungsmafe ist
E=Ez=Ey=0 < FX)e0(3) (3.44)
und erlaubt die Messung der Verzerrung iiber
|E|? bzw. ||Ep||* bzw. [Ex|* . (3.45)

Die Verzerrungen E, Ep und Eg sind jeweils ein Maf fiir die Abweichung der
Deformation ¢ von einer Starrkorperabbildung

e(X)=RX+b, ReSO(3), beR® . (3.46)

Nullverzerrung impliziert z.B. nach CIARLET [29] oder NEFF & MUNCH [174]
R(X) =R = const. (3.47)

was Starrkorperabbildung bedeutet. Dies ist dadurch begriindet, dass das Wir-
belfeld des Deformationsgradienten F stets verschwindet

Curl[F] = Curl[Grad[e,(X)]] =0 (3.48)

und weiterhin die Norm des Curl-Operators die Norm des Gradienten nach oben
abschétzt, was in [174] bewiesen wird. Fiir den allgemeineren Fall F = R(X)
ergibt Gl. 3.48 mit der Abschatzung

0 = [|Curl[F]|| = ||Curl[R]|| > ||Grad[R]|| = ||Grad[R]|| = 0 = Grad[R] =0
(3.49)

die Aussage in Gl. 3.47.
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3.1.3 Kinematik im Cosserat-Kontinuum

Gegeben ist eine zusammenhangende materielle Punktmenge M, wobei jeder
Punkt nun zusétzlich eine raumliche Ausrichtung besitzt. Die Punktmenge M
wird zu jedem Zeitpunkt t+ € I C R bijektiv und stetig in den Vektorraum R3
durch @ abgebildet. Die Ausrichtung der Punkte wird durch R € SO(3) abgebil-
det.

Der Konfigurationsraum C eines COSSERAT-Kontinuums B ist somit eine Kombi-
nation aus EUKLIDischem Vektorraum R? und der nichtlinearen Mannigfaltigkeit

SO(3)
C:={(® R): M — B, c (R*xSO(3))} . (3.50)

Die Ausrichtung der Punkte stellt eine Erweiterung der Kinematik dar und es
soll nun gezeigt werden, wie sich im Modell der Deformationsgradient gemafl

F=F'R® | R“ cS0(3) (3.51)

aufspaltet. Es ist zu beachten, dass R®* in Gl. 3.51 die Veranderung einer ela-
stischen Deformation F¢ durch eine zunéchst nicht néher spezifizierte Rotations-
abbildung bedeutet und lediglich eine Wirkung prasentiert. Die Ursache fiir diese
Wirkung ist in der Ausrichtung von Punkten zu suchen, welche durch das Rota-
tionsfeld R beschrieben ist und iiber die Definition der 1. COSSERAT-Verzerrung

U-1:=R"F-1 , UecGL"3) < F=RU (3.52)

mit dem Deformationsgradient F gekoppelt wird. Die Verzerrung in GIl. 3.52
beachtet so neben der Deformation, repréasentiert durch F ebenso auch die Aus-
richtung der Punkte, reprisentiert durch R. Die Kopplung zwischen R und F
findet also auf der kinematischen Ebene statt. Die Kinematen F und R sollen
im Modell als Optimierungsvariablen iiber die Minimierung der Gesamtenergie 11
bestimmt werden.

+++++++
+++++++
+++++++

++++ HF+
+++++
+++++++

+++++++

Abbildung 3.5: Die durch R repriisentierte Ausrichtung von Punkten ist als Ursache
fiir eine Verdnderung der Deformation und somit von F zu betrachten. Die Wirkung
ist durch multiplikativen Split in F€ und R darstellbar.



3.1 Kinematische Beziehungen 49

Zwischen der Ursache R und der Wirkung R ist zunichst kein expliziter Bezug
ersichtlich. Die Kinematik in Abb. 3.5 besitzt 5 kinematische Felder (F, R,
F¢, U, R) und lediglich die beiden kinematischen Gleichungen 3.51 und 3.52.
Ein Bezug entschliisselt sich durch die Hinzunahme der polaren Zerlegung von F,
wobei das System zunachst um zwei Kinematen und die Gleichungen

F=RU , UePSym
R = polar[F] (3.53)

erweitert wird und unverandert unbestimmt bleibt. Nun ist jedoch eine Rotation
R mit

R=RR (3.54)

innerhalb der Zwischenzustande zu finden, vgl. Abb. 3.6.

Abbildung 3.6: Polare Zerlegung von F und Einfiihrung der Verkniipfung R.

Die Rotation R stellt ein weiteres kinematisches Feld dar, liefert aber neben
GI. 3.54 noch die Beziehung

U=RU |, (3.55)

womit dem System kein iiberzéhliges Feld verbleibt. Die Beziehung zwischen Ur-
sache R und Wirkung R ist jedoch noch nicht explizit gefunden. Dazu muss
nochmals die Polarzerlegung

F°—R°U° , U°ePSym
R® = polar[F°| (3.56)
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genutzt werden, wobei fiir die zwei neuen Kinematen R® und U*¢ auch zwei Glei-
chungen feststehen. Aus Gl. 3.51 wird durch formale Erweiterung

F — Fe RCOSS — Re Ue RCOSS — Re RCOSS BCOSST Ue RCOSS; (357)
S—_—— -
€50(3) € PSym

ein Bezug zu den aus der Polarzerlegung von F erzeugten Kinematen R und U
ersichtlich
R=R°R*® €S0(3) (3.58)
U =R™ U°R®" € PSym , (3.59)

da die Polarzerlegung eindeutig ist, z.B. DE BOER [18] oder CIARLET [29]. Der
Vergleich von GI. 3.58 mit Gl. 3.54, fiihrt zu den Identifikationen

— ~

R=R° , R=R"® (3.60)
und Einsetzen von Gl. 3.59 in GIl. 3.55 auf

U=UR . (3.61)

Ein vollstandiges Bild der Zusammenhéange ist in Abb. 3.7 zu sehen.

Abbildung 3.7: Vollstandige Darstellung der kinematischen Felder und deren Bezie-

hungen untereinander.

In der COSSERAT-Kinematik wird die Ausrichtung der Kontinuumspunkte durch
R = RR” reprasentiert. Diese Ausrichtung ist eine modelltheoretische An-
nahme und alleinige Ursache fiir nichtklassische Effekte im COSSERAT-Modell.
Es ist jedoch zu beachten, dass das Rotationsfeld R sowohl die Makrorotation
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R = polar[F] als auch die zusiitzliche Kinematik R = R beinhaltet. Obwohl
die Ausrichtung der Punkte, reprisentiert durch R, die Ursache fiir COSSERAT-
Effekte ist, wird deren Wirkung nur im Feld R ohne Anteile der Makrorotation
R dargestellt.

Dieser Sachverhalt ist nach Meinung des Verfassers fiir die Diskussion der
COSSERAT-Theorie und deren Materialparameter von weitreichender Bedeutung.

Die Finite-Element-Formulierung der COSSERAT-Theorie wahlt neben der
Verschiebung u als weitere Prozessvariable den Eigenvektor & der Rotation R.
Damit ist in diesem Drehvektor a sowohl die Makrorotation R als auch die
Wirkung R simultan enthalten.

Die Gradienten im Rotationsfeld R werden als Kriimmung erfasst. Aus partieller
Ableitung der Beziechung RTR = 11 folgt

(R'R+R'R;)@e; =0 & R'R,=-(R'R,;) (3.62)

Mit der offensichtlichen Antisymmetrie von K’/ := RTR ; besteht die Moglich-
keit ein Kriimmungsmafl & zweiter Stufe iiber den axialen Vektor k/ von K’ zu
definieren

. A A 1 — =
R=-KkK®e =—-axlK'|® e; = 5€" (R" Grad[R])

1 _ _
= 5 €mab Rca Rcb,j en & €; . (363)

Fiir numerische Anwendungen ist es niitzlich, die Kriitmmung R direkt iiber den
Drehvektor & zu beschreiben, was durch

o Snjal o locoslal L sy (Lo snlaly(aray) (3.64)
5] — 12 5] —12
|| @ &l &l

||

moglich ist, siehe PIETRASZKIEWICZ et al. [187].

Mit dem Gedanken, hier auch eine mikromorphe Theorie vorzubereiten, wird das
Kriimmungsma$ R dritter Stufe wie in NEFF & FOREST [172] {iiber

R := (R" Grad[R - e}, R" Grad[R - e;], R” Grad[R - e;)) (3.65)

eingefiihrt. Fiir den Zusammenhang zwischen K und R empfiehlt sich die Indexno-
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tation

- 1 - _ _ 1 _
ﬁijk - Rci Rck,j - 5 (Rcz Rck,j - Rck Rcz’,j) = 5 (5ia 5k:b - (Sib 5k:a) Rca Rcb,j

1 _ —~
= €mik 5 €mab Rca Rcb,j = €mik -ﬁmj . (366)

. J/
-~

fom;

In Abb. 3.8 und Abb. 3.9 ist die Struktur des Tensors £ visualisiert.

R113 R123 K133

k R213 Rooz 233

K112 K122 Ri32 0 0 0
i o 0 0

0 0 0 K312 R322 R332
| Ro11 Roo1 Rosi

—

R311 R321 R331

Abbildung 3.8: Dreidimensionales Bild des Tensors K.

—$o1 —Roo — o3

R11 K12 Riz
ﬁ31 ﬁ32 §33 0 0 0

i 0 0 0

9 9 9 —f11 —R12 —Ri13

| —R31 —R32 —Rs3

Ro1 Roo Aoz

—

Abbildung 3.9: Anordnung der Komponenten von Rin &

Es ist ebenso moglich die Eintrage der Tensoren & und & 7u vergleichen

ﬁll ﬁ12 ﬁl?)

=)
I

Ror R Ry | = ena Rajb €m @ € (3.67)

| R31 R Asz |
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[ L(Ro13 — Raz) L(Roos — Rsm) L(Ross — Rsz) | [ Koz Roos Ross |
=| 3(Rs11 — Rus) 5(Rsor — Rizs) 3(Rsst — Russ) |=| Rsn Ran Ram
| (R — Ron1)  5(Rioe — Roo1) 5(Riso— Ros) | | R Rize R |

Diagonalkomponenten in Gl. 3.67 bedeuten eine torsionsartige Deformation um
die 1-Achse in Zeile 1, um die 2-Achse in Zeile 2 usw. Die anderen Kompo-
nenten bedeuten Biegung um die 1-Achse in Zeile 1, um die 2-Achse in Zeile 2 usw.

Aus Abb. 3.9 ist zu erkennen, dass
[R]7 = (], &) = &y, + Kipp + Rl + &l + ... = 28] (3.68)

gilt, was bei der Formulierung mit K bzw. R 7u beachten ist.

Aus der in Kap. 7.7 entwickelten physikalischen Sicht heraus ist das Kriimmungs-
mafl aus Gl. 3.63 etwas zu modifizieren. Es wird in NEFF & MUNCH [171] u.a
gezeigt, dass die Krimmung

¢ = eqn Rjn Rjiaen ® e, = Curl[R] - R = &7 — tr[R] 1 | (3.69)

die geometrisch exakte Form der NyEschen Krimmung prasentiert. Weiterhin
wird in [171] gezeigt, dass die Norm der Kriimmung € eine obere Schranke fiir
die Normen der beiden anderen Varianten darstellt, denn

I€]? = ||Curky[R] - B[
= &7 — te[R] 1[* = [|RT|* — 2 te[&] t[R7] + (tx[R])?| 2
= &7 — 2 (tx[&])? + 3 (tr[R])* = ||R]|> + (tx[&])
znﬁnﬁﬂgxg:Enﬁnﬁw . (3.70)

In Tafel A.12 wird der Ubergang zum linearen COSSERAT-Modell fiir dieses
Kriimmungsmaf hergestellt.

Der numerische Torsionstest in Kap. 6.6 zeigt nur einen geringen quantitativen
Unterschied zwischen der Finite-Element-Formulierung basierend auf R bzw. auf
¢. Es kann weiterhin erwartungsgemafl kein Unterschied zwischen der Formulie-
rung mit K& und R festgestellt werden. Die Abschiatzung in Gl. 3.70 sowie die
Diskussion in Kap. 7.7 sprechen jedoch fiir die Verwendung von €. So basieren
Beispielrechnungen in dieser Arbeit auf der Kriimmungsmessung €.
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3.1.4 Kinematik einer mikromorphen Theorie

Dieser Abschnitt diskutiert die Erweiterung der COSSERAT-Kinematik fiir eine
mikromorphe Theorie von NEFF & FOREST [172] sowie NEFF [160]. Es motiviert
das Kriimmungsmaf dritter Stufe in diese Arbeit aufzunehmen.

Eine Verzerrung U wird mit dem Deformationsgradienten F und der Mikrode-
formation P durch

U:=P'F , FcGL"3)P e GL(3) (3.71)
definiert. Die Mikrodeformation
P:=R,U, , R,eS0(3) , U,e€PSym(3) (3.72)

ist weiterhin durch die Mikrorotation R, und die Mikroverzerrung U, beschrie-
ben. Die Krimmungsmessung kann nun nicht mehr auf Gl. 3.62 basieren und
fithrt auf den objektiven dreistufigen Tensor

Ry = (R} Grad[P - e;], R} Grad[P - e;], R} Grad[P - e3]) . (3.73)

Behandelt man nun R, wie R aus Kap. 3.1.3 und nutzt k/ aus Gl. 3.64 erhilt
man K, zu

(Rp)igi = (Rp)ai (Rp)abj (Tp)ok + (Rp)ai(Rp)an(Up
= (Kj)ib (Up) +0; (U Jokj = Emzbk (

p

)bk, j
U )bk -I—( )ik,j . (374)

In Gl. 3.74 wird ersichtlich, dass die Mikroverzerrung U, fiir die Notwendigkeit
einer dreistufigen Krimmungsmessung verantwortlich ist.

3.2 Erhaltungssatze und Definition der Spannung

Dieser Abschnitt wiederholt zunachst Erhaltungssatze der klassischen Mechanik
um diese spater mit Erhaltungssitzen aus homogenisierten, mikroskopischen
Groflen zu vergleichen. Ein genereller Unterschied 14t sich in der Drehimpulsbi-
lanz feststellen. Die Erweiterung der Drehimpulsbilanz fiir die COSSERAT-Theorie
findet so physikalische Ursachen. Der Bezug zwischen mechanischer Spannung
und Momentenspannung wird am Ende des Abschnitts erlautert.

Die formale Struktur der Bilanzsatze lasst sich in integraler Form durch

d
/Edv—l—/Tda:&/fbdv (3.75)

Bt OB Bt
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angeben, z.B. MARSDEN & HUGHES [132]. Bilanzgrofien sind grundsétzlich da-
durch gekennzeichnet, dass keine Produktionsprozesse stattfinden, wie es z.B. in
der Entropiebilanz der Fall ist. Die Anderung der Zustandsvariablen'® ® besteht
aus einer Anderung ¥ innerhalb des Korpers B; und aus einer Anderung T auf

der Oberflache 0B;.

3.2.1 Massenbilanz, Kontinuitatsbedingung, Transporttheorem

Der klassische Erhaltungssatz der Masse setzt die Existenz einer Massendichte-
funktion p voraus, wobei

Am dm

=dm Ay = av (3.76)

p:
Die Massendichtefunktion kann sowohl in der Referenzkonfiguration B, durch
p = pP(X, t) als auch in der Momentankonfiguration B; iiber p = p¥(x, t) definiert
sein'®. Hierbei wird postuliert, dass sich die Masse m eines Korpers wahrend der
Deformation nicht andert

% pP dv=0 (3.77)
Bt

und eine Massenanderung innerhalb des Korpers B sowie eine Massenanderung

iiber dessen Oberflache OB stets ausgeschlossen ist.

Man kann aus Gl. 3.77 eine lokale Forderung gewinnen, wobei das Integral iber B,

zunachst nach Gl. 3.40 auf die zeitunabhangige Referenzkonfiguration By trans-

formiert wird

<o dV—dt/p JdV—/dt(,o Ndv=0 .  (378)

B Bo Bo
Soll Gl. 3.78 fiir beliebige Teilkorper B gelten, fiihrt dies auf die lokale Aussage

d .
a(pE N=p"T+p" =0 . (3.79)

Unter Verwendung von GIl. 3.42 und der Voraussetzung J > 0 fordert Gl. 3.79

PP+ pPdivix] =0 . (3.80)

15Zustandsvariablen im Sinne der Thermodynamik sind per Definition alle (makroskopischen)
Groflen, welche zu jedem Zeitpunkt gemessen/beobachtet werden kénnen, ohne jegliche Infor-
mation iiber die Vergangenheit.

16 Aus Griinden einer kompakten Notation wird hier auf die Argumente fiir p verzichtet,
stattdessen werden die Indizes L und E eingefiihrt.
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Da hier die Massendichtefunktion als rdumliche Funktion gegeben ist, folgt daraus

op¥ op" ox 5. ... Op” B
WjLa—x'E” dlv[x]_ﬁ—i—dlv[p x|=0 . (3.81)

Die Gleichungen 3.79, 3.80 und 3.81 sind als Kontinuitatsbedingung bekannt.

Das Transporttheorem fiir beliebige C!-stetige Funktionen f(x,t) lautet

%/f dv:/(f+fdiv[)'<] dv:/<g—{+div[fx]> dv (3.82)
Bt

Bt Bt

und reprisentiert fiir f = p¥(x,t) genau obige Ergebnisse.

3.2.2 Punktmechanik, Impulsbilanz und Spannung

Die NEWTONschen Axiome!” formulieren drei Grundsitze der Bewegung und
bilden das Fundament der klassischen Punktmechanik.

Axiom 1 (Trégheitsprinzip): Ein Korper verharrt in seinem Zustand der Ruhe
oder der gleichformig geradlinigen Bewegung, solange die Summe aller auf ihn
einwirkenden Krafte Null ist.

Axiom 2 (Aktionsprinzip): Die Anderung der Bewegung einer Masse ist der Ein-
wirkung der bewegenden Kraft proportional und geschieht nach der Richtung
derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.

Axiom 3 (Reaktions- oder Wechselwirkungsprinzip): Kréfte treten immer paar-
weise auf. Ubt ein Kérper i auf einen anderen Korper k eine Kraft aus (actio), so
wirkt eine gleichgrofle, aber entgegen gerichtete Kraft von Korper k auf Korper ¢
(reactio).

Betrachtet man ein System aus Massenpunkten, fithrt das erste und zweite NEW-
TONsche Axiom auf eine Bewegungsgleichung fiir den k-ten Massenpunkt, welche
lautet

: d
Y PF4Pr= a(mk ) rP=xP-x0 . (3.83)
ik

Hierbei sind die Vektoren r*® Abstinde der Massenpunkte m* mit Lage x* von
einem festen Punkt x°. Jeder Massenpunkt kann durch duBere Krifte P* oder

17Sir I. Newton, Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, Royal Society (1687).
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durch Kraftwechselwirkungen P* beschleunigt werden. Das dritte NEWTONsche
Axiom wird in der Form P* = —P* niedergelegt.

Bei der iiblichen Ubertragung der Bewegungsgleichung 3.83 vom Massenpunktsy-
stem auf kontinuierliche Korper sind die Summen durch Integrale zu ersetzen. Bei
diesem Ubergang verschwindet der Term > Lk P* aufgrund des dritten NEW-
TONschen Axioms und die Kraftwirkung P* wird in zwei Kategorien eingeteilt.
Dies sind Volumenkrafte b im Korper B, welche sich z.B. wie die Schwerkraft ver-
halten'® sowie Traktionen t auf der Oberfliche 0B, die nur zwischen unmittelbar
aneinander grenzenden Bausteinen einer Trennflache wirken.

Diese Postulate fiihren auf die Impulsbilanz der klassischen Mechanik

d
/bdv—i—/tda:a/pEicdv : (3.84)

Bt OB Bt

Das CAucHY-Theorem liefert die Aussage, dass eine lineare Transformation o
mit

tin)=0-n (3.85)
existiert, sofern die Oberflichenkraft t eine kontinuierliche Funktion von Lage
und Orientierung der Oberflachennormalen n ist.
Die lineare Transformation o ist unabhangig von n und wird als CAUCHY-

Spannungstensor bezeichnet. Unter Verwendung von Gl 3.85 und dem
GAussschen Integralsatz lasst sich Gl. 3.84 umschreiben zu
) d
/(b + div[e]) dv = T pPxdv . (3.86)
By By

Fiir die rechte Seite von Gl. 3.88 folgt iiber das Transporttheorem (Gl. 3.82)

d dpf | L dx
A xdv-/( T %+ p¥ dt—i—p X div[x ]) dv

Bt Bt
B dp opf  ox g dx
—/({W—Fa—x 8t+p le[ ]:| x+p dt) dv
By
- 50 +div[pPx]| x+pFx | dv= [ pFxdv |, (3.87)
Bt ~ ~~ -~ Bt

=0

Beingepragte Krifte
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wobei von der Kontinuitatsbedingung Gebrauch gemacht wird. Damit geht
Gl. 3.88 iiber in

!(b + div[o]) dv = B/ pP % dv (3.88)

und ist fiir beliebige Teilkorper von B gewahrleistet, falls
divie] +b = p¥x (3.89)

gilt, was die lokale Form der Impulsbilanz darstellt.

Da sich der CAuCHY-Spannungstensor o auf die Momentankonfiguration bezieht,
wird er auch als wahrer Spannungstensor bezeichnet.

Innerhalb einer Kontinuumstheorie kénnen Spannungstensoren konstruiert wer-
den, welche sich ganz oder teilweise auf die Referenzkonfiguration beziehen. Die
Komponenten des KIRCHHOFF-Spannungstensors

T7:=det[Flo=Jo (3.90)

werden mit der Volumenénderung J = det[F] so beaufschlagt, dass nach Gl. 3.40
die Integration iiber das Referenzvolumen stattfinden kann

/UdV:/JJdV:/TdV , (3.91)

By Bo Bo

obwohl 7 in der Momentankonfiguration zu finden ist. Diese Eigenschaft ist fiir
LAGRANGEsche Formulierungen notig.

Durch ”pull-back” Operation definieren sich weitere klassische Spannungstenso-

ren
1. Piola-Kirchhoff S; = JoF 7T
2. Piola-Kirchhoff Sy = JF 'oF 7T (3.92)
Biot T = JR'eF T

3.2.3 Klassische Drehimpulsbilanz und deren Generalisierung

Die Entwicklung der klassischen Drehimpulsbilanz wird in TRUESDELL [229] kri-
tisch diskutiert. Ublicherweise basiert sie wie die Impulsbilanz zunéchst auf der
Betrachtung endlich vieler Massenpunkte und definiert das Moment M des Im-
pulses aller Massenpunkte k tiber

M=) mfrfxit | rfe=xbox (3.93)
k
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M wird auch als Drall bezeichnet. Die Vektoren r* sind Abstinde der Massen-
punkte m” mit Lage x* von einem festen Punkt x°. Die totale zeitliche Ableitung
des Dralls lautet

. d
M:a<;mkrkxfk>22(mkrer —I—mI‘XI‘ ZI‘X

k =0

(3.94)
Durch Einsetzen der Gl. 3.83 in GI. 3.94 erhalt man

M = Zr x (P4 PR =) r xPF4Y N ek x PR (3.95)

i#k k k i#k
=L

Unter Einbeziehung des dritten NEWTONschen Axioms gilt

ZZr x P* = ZZr x P* 41! x PF) = ZZr x P* — ¢l x P™*)

k i#k k i#k k i#k
1 . 1 . 4
=3 D) @t 1) x P = 5 DY K -x) xP* (3.96)
ki#k E itk

und wegen r¥ —r! = xF — x% — x¥ + x% = x¥ — x ist der Ausdruck in Gl. 3.96
nicht von der Wahl des Punktes x° abhéngig.

Setzt man voraus, dass es sich bei den Wechselwirkungskriiften P* um Zentral-
kréfte ohne Vorzugsrichtungen handelt (Isotropie), dann entspricht die direkte
Verbindung der Punkte ¢ und %k der Richtung der Wechselwirkung und es lasst
sich eine skalare Funktion \* = f(x* — x*) finden fiir die gilt

P* = (x" —x")\F (3.97)

Somit verschwindet der Term (x* —x%) x P¥* = (x* —x%) x (x* —x!) A\* =0
und GIl. 3.95 geht tiber in

: d
_ k k_ kok o ok
L=M <« EerP_a<§kmr><r> . (3.98)
Wegen i* = 4 (xF — x%) = x* ldsst sich Gl. 3.98 auch schreiben durch

dt
Zrkxpkzi > mbrk x xk (3.99)
k a |2 . .

Wahrend die Drallgleichung 3.99 im Massenpunktsystem nur ein Korollar der
Impulsbilanz ist, wie hier gezeigt, wird beim Ubergang auf kontinuierliche
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Medien eine neue unabhingige Hypothese geschaffen, welche letztend-
lich die Symmetrie der CAUCHY-Spannung postuliert, vgl. MARSDEN &
HUGHES [132] S. 137.

Dieser Ubergang findet formal wie bei der Impulsbilanz in Gl. 3.84 durch die Un-
terscheidung von Kraftwirkungen P* in Volumenkriifte b und Oberflichenkriifte
t statt. Weiterhin werden die Summen durch Integrale ersetzt, so dass sich

/rxbdv—i—/rxtda:%/pErxkdv , ri=(x—-x") , (3.100)
By dB; Bt
ergibt, wobei der Vektor r den Abstand der Punkte x € B; vom festen Drehpunkt
x? darstellt.
Diese klassische Form der Drehimpulsbilanz in Gl. 3.100 bildet also mit allen
Einzelanteilen der klassischen Impulsbilanz aus Gl. 3.84 vektorielle Momente
um einen beliebigen, aber festen Punkt x° € R3. Die vektoriellen Momente
werden innerhalb des Integrals postuliert und haben wie in einem Massenpunkt-
system lokalen Charakter.

TRUESDELL [229] weist darauf hin, dass Gleichung 3.98 nur fiir Systeme mit
endlich vielen Massenpunkten hergeleitet wird. Weiterhin werde die Gleichung
L = M fiir kontinuierliche Systeme weniger als neues Grundgesetz, sondern viel-
mehr als Resultat der NEWTONschen Gesetze im Sinne von Gl. 3.99 angesehen,
was nach TRUESDELL [229] nicht richtig sei. Zudem werde das Postulat der
Gl. 3.100 oftmals mit der Symmetrie des Spannungstensors sowohl in kinetischen
als auch statischen Problemen der Elastizitat und Viskositat substituiert.

Der unauflosbare Zusammenhang zwischen klassischer Drehimpulsbilanz in
Gl. 3.100 und klassischer Impulsbilanz in Gl. 3.84 zeigt sich nach MUR-
DOCH [119] anhand folgender Tatsachen. Wird Gl. 3.100 fiir einen Drehpunkt x
erfiillt, ist sie wegen Gl. 3.84 fiir alle Punkte x, € R? erfiillt. Wird andererseits
Gl. 3.100 fiir alle Punkte x, € R? erfiillt, folgt daraus die Giiltigkeit von Gl. 3.84.

Fiir die rechte Seite von Gl. 3.100 folgt mit f = p® r x x aus dem Transporttheo-
rem

E.
i/,0E1“><)'cd\/:/<$><,0E>'<—|—r><d(’oitx)—|—I“><,0E)'cdiv[>'<]> dv

dt dt d
Bt Bt
E .
= / (1'- X pE)’(—|-r X (d(pdtx) —|—pE)'(diV[)'<])) dv
By

(3.101)
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Wegen

d(x — xp)

n xpPx=x%xpPx=0 (3.102)

I xpfx=
und unter lokaler Einhaltung der Kontinuitatsbedingung fiir

d(p” %)
dt

+pP xdiv[x] = pP %+ p¥ % + p¥ x div([]
=% (p" + pP div[x]) +p" % = p" %, (3.103)

. J

=0 (Massenbilanz)
folgt schlieflich
d
a/rXpEXdV:/rxpEj'{dv . (3.104)
Bt By

Unter Verwendung des CAUCHY-Theorems (Gl. 3.85) sowie dem GAuUSSschen
Integralsatz lautet der Oberflachenterm der linken Seite von Gl. 3.100

/(rxt)da:/rxa-nda:/div[rxa]dv | (3.105)

OBt OB Bt

Die Divergenz des Kreuzproduktes in Gl. 3.105 wird in Indexnotation umgeformt

(I“ X 0') “Vx = (TbEbci Ocj € ®ej) Vi €k = T €bei Ocj Vi 5jk €;

0 do.
= (X — Xop) €bei Ock Vi € = (a—i: €bci Ock 1 T Epei 82:) ©
= (Obk €bci Tck + Tb €nei Tee) € = € 1 0" + 1 x div]o 3100
( b

und man erhalt damit fiur Gl. 3.105

/(r X t) da — /(e 0T 1 x divlo]) dv . (3.107)

BBt Bt

Mit GIL. 3.104 und GI. 3.107 lautet dann GIl. 3.100

/e col dv = /r x (p¥ % — div[e] — b) dv . (3.108)
By By =0 (Imp:;lsbilanz)

Wird die Impulshilanz wie in Gl. 3.89 punktweise erfiillt, folgt aus Gl. 3.108

/e ol dv=0 . (3.109)

By
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Soll Gl. 3.109 fir beliebige Teilkérper von B gelten lautet die lokale Aussage
€0’ =0, (3.110)
was mit
€:skew[o’] =0 & skew[o] =0 (3.111)

gleichbedeutend ist und nur fiir & € Sym stets erfillt ist. Im klassischen Kon-

tinuum wird auf dieser Basis die Symmetrie der CAUCHY-Spannungen gefolgert.”

Wie aus den Rechnungen der GIl. 3.101 bis Gl. 3.111 ersichtlich, impliziert die
lokale Form der Kontinuitat in Gl. 3.103, die lokale Form der Impulsbilanz in
Gl. 3.108 sowie die symmetrische CAUCHY-Spannungen die klassische Form der
Drehimpulsbilanz in Gl. 3.100. MURDOCH [150] merkt an, dass Gl. 3.100 gilt,
falls GL. 3.111 erfiillt ist.

Somit ist das Postulat der klassischen Drehimpulsbilanz aquivalent
zur Forderung eines symmetrischen CAUCHY-Spannungstensors, liefert
jedoch keinen Beweis dafiir, da GIl. 3.100 und 3.111 nur zusammen
gelten.

Die alleinige Bildung von Vektorprodukten in Gl. 3.100 stellt eine Einschrankung
auf unsymmetrische Anteile der BilanzgroSen dar.?’ Die nachfolgende generali-
sierte Drehimpulsbilanz umgeht diese Einschriankung indem an Stelle des Vek-
torproduktes das tensorielle Produkt verwendet wird. Hierbei wird zudem die
Grundlage fiir den Vergleich einer Drehimpulsbilanz aus homogenisierten Grofien
in Kap. 3.3.3 erarbeitet.

Ausgangspunkt bildet wieder die zeitliche Anderung eines nun generalisierten
Dralls in einem endlichen punktmechanischen Modell

: d
MG:a(kark@)fk):kafk®fk+2mkrk®fk, (3.112)
k k k

wobei an Stelle des Vektorproduktes in Gl. 3.94 ein tensorielles Produkt mit

r¥ = x¥ — x% Verwendung findet.

19 Obwohl L. BOLTZMANN in seinen Vorlesungen ” Uber die Grundprinzipien und Grundglei-
chungen der Mechanik” (Populdre Schriften, Leipzig 1925) nachdriicklich darauf hingewiesen
hat, dass die Behauptung der Symmetrie des Spannungstensors axiomatisch sei, ist die Konti-
nuumsmechanik mit a priori symmetrischem Spannungstensor als BOLTZMANNsche Mechanik
bezeichnet worden.

20 —1ax b = axl[skew[a ® b]|
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Der Anteil Y, m*r* @ % = 3", r* @ m* % in GI. 3.112 bildet unter Verwendung
der punktmechanischen Impulsbilanz aus Gl. 3.83 die Identitat

Zrk@)(ZPik—i—Pk kark@)r

i#k

@ZZrk@)Plk—i—Zrk@Pk kark@)r . (3.113)

kE itk

Unter Einbeziehung des dritten NEWTONschen Axioms gilt

erk@)Pik:%ZZ(rk@Pik_i_r Phi) — ZZ 2 Pt _ yi @ Pi)

koitk ko i#k koitk

:%ZZ(rk—ri)ééPik . (3.114)

k itk

Wegen r* — r® = x*¥ — x? ist der Ausdruck in Gl. 3.114 nicht von der Wahl des
Punktes x° abhingig. Weiterhin besitzt er die Einheit [Nm] und damit die eines
Drehmomentes oder einer Energie.?!

Setzt man wieder voraus, dass es sich bei den Wechselwirkungskriften P ledig-
lich um Zentralkréafte handelt, erhéalt man aus Gl. 3.114

ZZrk@)Pik:ZZ(xk—xi) ® (x*F — x") XK

E itk k itk

=> > 6", 6%ecSym . (3.115)

ko itk

Beim Ubergang vom endlichen Punktsystem in Gl. 3.113 auf ein kontinuierliches
Medium findet formal wie bei der Impulsbilanz in Gl. 3.84 eine Unterscheidung der
Kraftwirkungen P* in Volumenkrifte b und Oberflichenkrifte t statt. Weiterhin
gehen die symmetrischen Anteile 6% € Sym in ein kontinuierliches Feld 6 € Sym
iiber und die Summen in Integrale, also

/Erdv+/r®bdv+/r®tdaz/r@pEkdv . (3.116)

Bt Bt OBt By

Unter Verwendung des CAUCHY-Theorems in Gl. 3.85 sowie des GAUSSschen

21 Die Interpretation, dass es sich in Gl. 3.114 um Energie handelt liegt jedoch niiher, da kein
Kreuzprodukt vorliegt.
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Integralsatzes lasst sich der Oberflachenterm der linken Seite von Gl. 3.116 zu

ro-n div[r, o]
/(r@t)da:/r®(a-n)da:/ o0 -1 da:/ div[re o] | dv
B, B o8, \ T30 -1 B, \ div[rs o]
(ry opeep @ €,) - 8‘; e; (8(18;0) Ope + 11 L bc) dei €
:/ (roope€p @ €,) - a%iei dv :/ (8(18%) Ope + 7‘2 ) Ociep | dv
B (rsopcep @ e;) - (%ei B (8(187‘“’)0 +r3 ) i €p
(01 Obi + 71 Opii) € (b1 + 71 0bii) €
:/ (0g; Op + 1204 ) € | dv :/ (Obe +120p) €, | dv
By (033 Op; + 73 0vii) € By (Ob3 + 73 0bisi) €
= /(aba + 70 Opii) €4 D € dv = /(ch +r ®div[e]) dv (3.117)
By By

umschreiben. Einsetzen der Gl. 3.117 in Gl. 3.116 ergibt

/6’ dv—l—/a‘T dv=/r®(p)"c—div[a']—b) dv . (3.118)
Bt Bt Bt Impufs,l)ilanz
Wird die Impulshilanz punktweise erfiillt wie in Gl. 3.89, folgt aus Gl. 3.118

/O'Tdv:—/&dv , 6 €Sym . (3.119)

Bt By

Die lokale Aussage dieser Gleichung fordert ebenfalls die Symmetrie der
CAucHY-Spannung o. Dies ist auch das Resultat der klassischen Drehimpulsbi-
lanz aus Gl. 3.100. Da beide Herleitungen aus dem endlichen punktmechanischen
Modell mit dessen Impulsbilanz hervorgehen, ist eben dieses Modell dafiir

verantwortlich, dass die CAUCHY-Spannung o symmetrisch sein muss.*?

In Kap. 4.1 wird gezeigt, dass die Symmetrie der CAUCHY-Spannung auch direkt
aus den Voraussetzungen fiir simples hyperelastisches Material folgt.
Hinsichtlich eines tieferen Verstandnisses der COSSERAT-Theorie, welche unsym-
metrische Spannungen a priori beinhaltet, muss die Diskussion hier fortgefiihrt
werden.

Es motiviert hierbei eine Drehimpulsbilanz aus mikroskopischer Perspektive zu
betrachten, welche auf gewisse Vereinfachungen des Modells starrer Punkte ver-
zichtet. Folgende Abschnitte bereiten dieses Ziel vor, welches u.a. einen Homoge-
nisierungsprozess erforderlich macht.

2Wshrend 6% in Gl 3.115 noch einen Tensor von Rang eins darstellt (gemittelt dyadisch)
ist die Summe >, >, Zk " dyadisch gemittelt und von Rang zwei. Somit ist auch die Tensor-
funktion & und o in Gl. 3.119 von Rang zwei.
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3.3 Homogenisierung auf Mikroebene

Das makroskopische Verhalten eines Materials leitet sich aus dessen Mikrostruk-
tur ab. Die molekulare Ebene wird von MURDOCH als kleinste noch sinnvolle Ebe-
ne zur Herleitung kontinuumsmechanischer Grofien betrachtet. Dessen Arbeiten
[147], [148], [149] und [150] bilden die Grundlage der folgenden Abschnitte.

Uber Dichte, Massenbilanz, Impulsbilanz und Betrachtungen zum Spannungs-
tensor fithrt der Weg zur Drehimpulsbilanz, in der Momentenspannungen als
Konsequenz nichtlokaler Effekte erscheinen.

3.3.1 Dichte und Massenbilanz aus mikroskopischer Perspektive

Eine Punktmenge M soll aus N interagierenden Punkten i (z.B. Molekiile) be-
stehen, deren Masse, Lage im Raum und Geschwindigkeit mit m’, x*(t) und v (t)
gekennzeichnet ist.

An allen Punkten 7 sei eine weitere molekulare Eigenschaft durch den Wert g'(t)
zur Zeit t gekennzeichnet, z.B. der Impuls oder die kinetische Energie. Fiir einen
festen aber beliebigen geometrischen Ort x = x° der Momentankonfiguration
bildet man mit

N N N

gu(x =x"t) ==Y gt wx(t) —=x°) = > gw(d)=> gw  (3.120)

i=1 =1 i=1

die molekulare Eigenschaft der einzelnen Punkte i auf ein gewichtetes Mittel g,
am Ort x = x" ab. Damit stellt Gl. 3.120 einen Homogenisierungsprozess
dar.

Mit d* := x' — x° sind die Abstandsvektoren zwischen allen Punkten i und
dem Ort x = x" definiert. Der Wert der Wichtungsfunktion w(d?) fiir einen
Abstandsvektor d* wird abkiirzend mit w® notiert und gibt den Einfluss eines

0

Punktes ¢ auf den Ort x = x” wieder. Auf die ausdriickliche Darstellung von

Orts- und Zeitabhangigkeiten wird im Weiteren nach Mdglichkeit verzichtet.

Die Wichtungsfunktion w gebe der molekularen Eigenschaft von Punkten ¢ nahe
x = x" stirkeres Gewicht als weiter entfernten Punkten, und zudem gelte

/w =1 . (3.121)

R3

Die Normalisierungsbedingung in Gl. 3.121 gewahrleistet, dass das Integral von
gw iiber den gesamten Vektorraum R® die totale Grofle Zf;l g' reprisentiert.
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Dies fiihrt auch auf die Vorstellung, dass g,(x = x°,t) die rdumliche Dichte einer
molekularen Eigenschaft am Ort x = x° ist. Die Wichtungsfunktion w besitzt im
dreidimensionalen Raum die physikalische Dimension [m™?].

| | | | | |
I I I I 1 I

€1 €9 €3

Abbildung 3.10: Exemplarische Darstellung moglicher Wichtungsfunktionen w im
Schnitt. Die DIRAC-Funktion § stellt den Spezialfall e — 0 dar.

Weiterhin sei w im Raum stetig (kontinuierlich), mindestens C"! differenzierbar,
integrierbar sowie isotrop und damit darstellbar iiber

w(d’) =: f(d"]]) . (3.122)

Setzt man als molekulare Grofe in Gl. 3.120 die Punktmasse selbst, also g* = m/,
so erhélt man als gewichtetes Mittel die physikalische Dichte eines Materials an
der Stelle x° durch

N
pu(xY,t) = Z m'w' (3.123)
i=1

Bereits hier soll die Tragweite dieser Methode diskutiert werden. Die Dichte p,,
ist nach Gl. 3.123 per Definition eine gemittelte, homogenisierte Grofle, deren
Eigenschaften wie z.B. Kontinuitat und Isotropie iiber die Wichtungsfunktion w
gewahrleistet ist.

In Abb. 3.11 wird anhand eines Hohlraums veranschaulicht, wie sich die Lokalitét
der Wichtungsfunktion w auf das Ergebnis der Dichte an den Punkten a und b
auswirkt. So lassen sich Wichtungsfunktionen konstruieren, welche obige Bedin-
gungen erfiillen, jedoch ab einem Radius € den Wert 0 annehmen, wie Abb. 3.10
zeigt.

Je nachdem, wie lokal sich die molekulare Eigenschaft der Punkte ¢ verhalt, sei
nun mindestens ein Radius € zur Erfassung der physikalischen Gegebenheit notig.
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In den drei Situationen der Abb. 3.11 ist 1 < &, 9 = € und €3 > £. Wahrend die
letzten beiden Situationen dieselbe Dichte p,(x) > 0 am Punkt a liefern kénnen,
ist im Fall £; < € dort nur die Dichte p,, = 0 moglich.

Abbildung 3.11: Homogenisierung in der Niahe eines Hohlraumes.

Man kann diesen Effekt auch mit der Auflosung eines Homogenisierungspro-
zesses in Verbindung bringen. Wahrend man mit ¢; und g5 am Punkt b einen
Hohlraum mit p,, = 0 zwangslaufig abbildet, konnte man im Fall 3 und geeig-
neter Wahl von w die molekulare Masse derart verteilen (verschmieren), dass am
Punkt b kein Hohlraum mit p,, = 0 erscheint. Dass man dabei nicht mehr den
physikalisch korrekten Einfluss durch die Wichtungsfunktion w beschreiben kann
ist trivial.

Da in der klassischen Kontinuumsmechanik die Dichte eines Materials iiber
Gl. 3.76 definiert ist, konnen dort derartige Uberlegungen nicht gemacht werden
und bediirfen axiomatischer Annahmen, was z.B. die Verteilung von Masse
betrifft (glatt, keine Hohlrdume, keine Risse usw.).

Setzt man in Gl. 3.120 als molekulare GréBe den Impuls ¢' = m’ v, erhilt man
am Ort x = x° die gemittelte Impulsdichte

Pu(x =x",t) := ZmZ viw' . (3.124)

Fiir p,(x = x°,t) # 0 wird iiber die Impulsdichte eine gemittelte Geschwindigkeit

0
~ ¢
v u(x = x0, 1) = Bul:Y) (3.125)

pu(x%; t)

der Punkte definiert.
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Fiir Richtungs- und Zeitableitungen der Wichtung w' = f(x' — x) gilt

;0w Ow' odt ow' 9(x'—x)  Ow' o’
VAl = e T 9d ox ~ad ox  ad W= gg (8120
. ow' ow' ;
Vaw' = d - ok —Viw (3.127)
dwi dw adi _ , OX(t)—%) -
O =Vt Y v (3.128)

Da sich die Masse m' der Molekiile zeitlich nicht dndern soll, lautet die Zeitablei-
tung von Gl. 3.123

N

%" =3 m 85‘; =Y " m'Vau'- v (3.129)
=1 i=1

AuBerdem sind weder m! noch v Funktionen des Ortes x = x°

Divergenz von GI. 3.124 wie folgt beschreiben lasst

, womit sich die

N N
div]p,] = Zmi divjw’ v = z:mZ (Vi V4w Vi - v7)
i=1

i=1

N N
= ZmZ Vyw' vi=— ZmZ Vaw' vi . (3.130)
i=1 i=1

Die Kombination der Ergebnisse aus Gl. 3.129 und Gl. 3.130 lautet

apw . _ apw : > _
ot +divlp,] =0 < ot + div[p, V| =0 (3.131)

und reprasentiert die raumliche Form der Kontinuitatsbedingung aus GIl. 3.81
iiber mikroskopische Groflen.

3.3.2 Erweiterungen zu Impulsbilanz und Spannungstensor

Wie im Punktmassensystem der Gl. 3.83 findet eine Impulsdnderung der mikro-
skopischen Punkte ¢ durch zwei Arten von Kraften statt.

Zum einen durch Krifte b, welche aulerhalb des Korpers M ihre Ursache haben
(eingepragte Krifte). Zum anderen iiber Kraftwechselwirkungen £ von Punkten
j des tibrigen Korpers j # 4

. ) d N
> f4b = M v (3.132)
J#i
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Mit demselben Grundgedanken zur Homogenisierung wie in Gl. 3.120 wird
Gl. 3.132 iiber alle Punkte i von M aufsummiert und beziiglich des Ortes x = x"
mit der Wichtungsfunktion w versehen

L=

ij i i d(m' v')
ZZwa +wa :ZTw . (3.133)
1 jF# i i
Die rechte Seite der Gl. 3.133 kann wegen
O/ . —. N Om Vi) | — —
a (mz Vzwz> _ (matv )wl+ml Vlvdwl- g
d(mi vi) . o .
= % w'+m' (Ve v') . Vauw' (3.134)

und unter Beachtung von
divim! (Vie v)w] = m! (Vie v - Vew' = —m' (Vi® Vi) - Vqu'  (3.135)

auf die Form

.

d(m' v') i d i 0 g . it P g N
ZTw:a<;m VUJ)—Fle(;m(V ®V)w> (3.136)

7

erweitert werden. Mit den abkiirzenden Bezeichnungen

f, ::ZZfijwi ,

i gt
b, = Zbi wt o,
D, =Y m'(Vievuw |, (3.137)
lasst sich Gl. 3.133 darstellen durch
0 -
f, + b, = a(pw V) +div[D,] . (3.138)

Mit folgenden Uberlegungen lésst sich Gl. 3.138 weiter umformen und zudem
ein grundlegender Aspekt gewinnen: Die Molekiilgeschwindigkeit v i weicht zur
gemittelten Geschwindigkeit v, aus Gl 3.125 iiber die stochastische Fluktuation

Vvii=vie v, (3.139)
ab. Die gemittelte stochastische Fluktuation

;mi{/iwi:;mi \_/:iwi—;mi \_;wwi:pw—pw V=0 (3.140)
P

w
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verschwindet stets. Da die stochastische Fluktuation eine thermische Gréfle im
Korper darstellt, bedeutet dies, dass allein die Temperatur eines Korpers die
gemittelte Impulsbilanz nicht beeinflusst.

Setzt man in Gl. 3.137 die Beziehung v = ¥'+ v, ein, folgt
Dw:Zmi({/i—l—\_;w)@(\?i—l—\_; Zm (¥ @ V)W + (V4@ Vo me
+vaw®vw+v ®Zm’”’
T T
(3.141)

und es verschwinden nach Gl. 3.140 die letzten beiden Terme. Mit
D, =Y m (¥ @V)w +(Vu® Viy)py = Dy +pu Vu® Ve (3.142)
lasst sich Gl. 3.138 uber
a — — —
—div[D,] + f, + b, = a(pw V) +div[py V® v] (3.143)

angeben. Weiterhin kann wegen

<!

div]py Vo® V] = div[pw Vel Ve + puw Vi V- (3.144)

die rechte Seite von GI. 3.143 umgeschrieben werden zu

aat(pw w) + div[p, Ve® V]

- (e vt 5) Tt (B2 w5

~
=0 (Kontinuitét)

J

(3.145)
MURDOCH fiihrt eine mikroskopisch gemittelte Beschleunigung®
wi=—— + Vi Vi Vy, 3.146
a g + Vo V ( )
ein, was Gl. 3.143 in die Form
—div[Dy] + £ + by = po a4 (3.147)

23in raumlichen Koordinaten
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bringt. Weiter zeigt MURDOCH iiber das Theorem von NOLL, dass sich f, stets
als die Divergenz eines Tensorfeldes T, darstellen lasst. Zur Herleitung dieser
Beziehung wird auf [150] S.109 ff verwiesen, doch sei bemerkt, dass hierbei das
dritte NEWTONsche Axiom f/' = —f¥ fiir die Kraftwechselwirkungen zwischen
den Punkten ¢ und j vorauszusetzen ist. Die explizite Form von T, lautet dann

Tw:—% / /ZZW®§w(di—a§)w(df+£—a§)dad§ . (3.148)

Eers 0 e
Definiert man einen mikroskopisch motivierten Spannungstensor T, durch
T, =T, —-D, (3.149)
lasst sich Gl. 3.147 tiber
div[Ty] + by = pu a4 (3.150)

zusammenfassen und préasentiert die lokalisierte Form der klassischen Impulsbi-
lanz aus Gl. 3.89 durch mikroskopische, homogenisierte Grofien.

Aus Gl. 3.149 konnen folgende Eigenschaften fiir den Spannungstensor abgelesen
werden: Nach Gl. 3.142 lautet der thermische Anteil des Spannungstensors

Dy, =) m' (V' @v)uw (3.151)

und stellt stets einen symmetrischen Tensor dar. Der Spannungsanteil T aus
Kraftwechselwirkungen in Gl. 3.148 ist jedoch a priori nicht als symmetrischer
Tensor zu identifizieren. Dies ist nur moglich, wenn man fiir die Wichtungsfunk-
tion w die DIRAC-Funktion ¢ ansetzt, welche den Einflussbereich der molekularen
Wirkung auf den Punkt P° selbst konzentriert

Tw:—%//ZZf”®£5(di—a£)§(dj+£—a£)dad£ . (3.152)

Eers 0" i

Es wird nur ein Beitrag zum Integral in Gl. 3.152 geliefert, falls d° = € und
d’ = —€ + a € zugleich ist und somit € = d'—d’ = (x' —x?) — (x! —x%) = x' —x’
gilt. Anschaulich gesprochen werden dann nur noch Kraftwechselwirkungen f%
beriicksichtigt, welche parallel zu (x* — x7) verlaufen (Zentralkrifte) und damit
T, implizieren.

einen symmetrischen Tensor T,

Falls dem Homogenisierungsprozess jedoch eine Langenskale ¢ > 0 und somit w #
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0 zugrunde liegt, kann der Spannungstensor T, prinzipiell auch unsymmetrische
Werte annehmen.

In der klassischen Kontinuumsmechanik ist der Spannungstensor tiber die Reak-
tionskraft (Traktion) einer Schnittfliche definiert. Aus mikroskopischer Sicht ist
nach MURDOCH [119] solch eine Reaktionskraft auch definierbar und lautet an
einer orientierten Schnittfliche & mit Einheitsnormalenfeld n

Q/T@ndS::E:E:f“mAS) . (3.153)
S i g

Im Fall w = ¢ verschwindet der skalare Faktor h;;, sobald Kraftwechselwirkungen
von Punkten ¢ ausgehen, welche nicht direkt auf der Oberflache S liegen. Zudem
gibt es immer nur einen Punkt j am entgegengesetzten Schnittufer, auf welchen

diese Wechselwirkung stattfindet. Somit nimmt h;;(S) nur den diskreten Wert
0 bzw. fiir einen bestimmten Punkt j den Wert 1 an. In Abb. 3.12 wird dieser
Sachverhalt veranschaulicht.

Abbildung 3.12: a) Mikroskopische Ansicht eines Kérpers mit Andeutung einer
Schnittflache. b) Kraftwechselwirkungen bei Lokalisierung mit w = §. Der Abstand zwi-
schen den Punkten vor Trennung am Schnitt ist maBgebend fiir die Wechselwirkung. c)
Exemplarisch eingezeichnete Kraftwechselwirkungen am Schnitt fiir nicht lokale Situa-
tion. Die Intensitéit der Wechselwirkung nimmt mit zunehmendem Abstand der Punkte

vom Schnitt ab.

3.3.3 Erweiterungen zur Drehimpulsbilanz

MURDOCH schlidgt in [150] eine generalisierte Drehimpulsbilanz auf Basis der
gemittelten Impulsbilanz aus Gl. 3.133 vor. Wie in Kap. 3.2.3 wird bei der ge-
neralisierten Form das tensorielle Produkt zu einem beliebigen, aber festen Ort
x = x” mit dem Abstand d* = x* — x" betrachtet

L= .

defiuv'+ ) deobw = &@gﬁ:ﬂwi. (3.154)
22 2 24—

i jFi [
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Prinzipiell gleiche Umformungen wie bei der mikroskopischen Impulsbilanz in
Kap. 3.3.2 fithren zunéchst auf den Ausdruck (vgl. Gl. 3.138)

o+ Ty = %(,)w B,) + div[M,] | (3.155)

mit
cp:=y Y dafiuw | J,=> debw
i i i
puBy =) dem viw | M=) deom (vieviw . (3.156)

Der Term M, kann iiber die thermische Geschwindigkeitskomponente V¢ aus

Gl. 3.139 in die beiden Anteile

M, =Y dam v evw +p,B,® vy =M, +p,B,@v, (3157

getrennt werden? und nach Definition von

0

B, = =B, 4+ VxBy,: V., (3.158)
ot
kann man GIL. 3.155 in die Form
—div[M,] 4 cu + Ju = puw B (3.159)

bringen, vgl. Impulsgleichung 3.147. Mit dem Theorem von NOLL zeigt MUR-
DOCH [150] erneut, dass sich ¢, als die Divergenz eines Tensors C,, dritter Stufe
schreiben lasst und es folgt

div[Cy] + I = puBu . (3.160)
mit dem generalisierten Momentenspannungstensor dritter Stufe

C,=C,—-M, . (3.161)

w

Zur Herleitung der expliziten Form von C,, wird auf [150] S.113 ff verwiesen. Das
Ergebnis lautet

1
cw:_%//zg(di—a£+dj+£—a€)
£6R30 Lo

@fi@twd —al)w(d +£&—af)dadé . (3.162)

24Jedoch ist M,, kein rein thermischer Ausdruck, sondern ein molekularer Massenfluss.
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Konzentriert man den Einflussbereich der molekularen Wirkung auf die Punkte 1,
indem man fiir die Wichtungsfunktion w die DIRAC Funktion § ansetzt

1
sz—%//zg(di—a€+dj+5_o‘€)
€€R3O Lo

@ fIE0(d —af)d(d +&—af)dade (3.163)

wird nur noch ein Beitrag zum Integral in Gl. 3.163 geliefert, falls d* = o« & und
d’ = —€+a € zugleich ist und somit € = d'—d’ = (x' —x") — (x/ —x") = x' —x.
Dies fiihrt in GIl. 3.148 auf einen symmetrischen Spannungstensor T; und hier in

Gl. 3.163 dazu, dass die Momentenspannung é; verschwindet.?

Daraus folgt, dass der Homogenisierungsprozess durch Beibehal-
tung einer Langenskale ¢ iiber das Auftreten unsymmetrischer
CAaucHy-Spannungen und weiterhin auch Momentenspannungen C,,
entscheidet.

Da es sich nach MURDOCH [150] S.122 ff., bei M., um einen molekularen Massen-
fluss handelt, dhnlich der thermischen Spannungskomponente D aus Gl. 3.142, gilt
bei Vernachlassigung von M, im Modell, dass lediglich die Wahl einer Langens-
kale £ beim Homogenisierungsprozess das Auftreten von Momentenspannungen
im Modell ermoglicht.

Wiéhrend die Massenbilanz und die Impulsbilanz aus mikroskopisch gemittelten
Groflen formal mit den lokalen, klassischen Gleichungen entsprechen, hebt sich
die mikroskopisch gemittelte Drehimpulsbilanz in Gl. 3.160 von der klassischen
Drehimpulsbilanz ab. Fiir eine Diskussion der COSSERAT-Theorie sind folgende
Erkenntnisse niitzlich.

Das vorgestellte mikroskopische Modell kniipft die Symmetrie der
CAucHY-Spannung an die Art der Lokalisierung bzw. Homogenisierung
sowie an die Annahme der Wechselwirkung durch Zentralkrafte. Eine
Drehimpulsbilanz ist hierzu nicht notwendig und liefert iiberdies nicht
jenen Zusammenhang.

Die Existenz von Momentenspannungen im mikroskopischen Modell
ist durch die Wahl einer Langenskale ¢ beim Homogenisierungsprozess
bedingt.

25Dies ist durch Einsetzen von d* = o€ und d? = —€ + « & sofort ersichtlich.
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Die mikroskopische Drehimpulsbilanz in Gl. 3.160 enthélt den Spannungstensor
nicht explizit. Die Gleichung behandelt das Gleichgewicht zwischen Momenten-
spannungsquellen und deren Ursachen.

Der fehlende explizite Bezug zwischen Spannung und Momentenspannung aus
mikroskopischer Sicht stellt fiir MURDOCH eine ungeloste Aufgabe dar.

Der néchste Abschnitt erarbeitet in einem erweiterten Kontinuumsmodell das
Verhéltnis zwischen Spannungen und Momentenspannungen auf andere Weise.

3.4 Spannung und Momentenspannung

Die klassische Impulsbilanz des Kap. 3.2.2 setzt in Gl. 3.84 zwei Kategorien von
Kraftwirkungen an: Volumenkrafte im Korper B und Traktionen t auf der Ober-
fliche OB. Letztere werden auch als Spannungsvektoren bezeichnet und sind mit

_ Af  df
T AAS0AA T dA
iiber die geweckte Reaktionskraft f einer Schnittfliche A definierbar.
Form und Kriimmung der Schnittflache verlieren im Grenzfall A — 0 jegliche

t: (3.164)

Bedeutung, lediglich die Ausrichtung des Normalenvektors n der Schnittflache
spielt eine Rolle. Diesem Sachverhalt liegt das CAUCHY-Theorem t = o - n zu-
grunde, womit der Spannungstensor o in der klassischen Kontinuumsmechanik
als lineare Abbildung eingefiihrt wird. Dies bedeutet, dass der Spannungstensor
einen Spannungsvektor an einer auf Punktgrofle geschrumpften Schnittflache

reprasentiert.
0
a11(0) o (dey)  on o1+ 8‘;111 day
< D
b | b | | b |
t1(0) 1, | ti(dy) 5 LI i DR 1 i
5 <« .. ; <« .. <« ..
AT2 P X1 d.fg 1 AT2 P X1 |l_> 1 AT2 P x1 |
I 5 I g i T1 i
> <+— > —p - >
dZL‘l
a) b) c)

Abbildung 3.13: Zweidimensionaler CAUCHY-Wiirfel in vereinfachter Situation. a)
Die Volumenkraft by, die Massentrégheit p#; sowie die Traktionen t; an den Schnitt-
flachen in z; Richtung bilden ein Kréftegleichgewicht. b) Die Traktionen werden nun
als Spannung o011 mit konstantem Verlauf in x5 Richtung, also tangential zur Schnitt-
flache) angetragen. c¢) Die Spannung 017 wird tiber eine TAYLOR-Reihe in z; Richtung

entwickelt, welche Terme quadratischer und héherer Ordnung vernachléssigt.
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Man gewinnt die lokale Form der Impulsgleichung 3.89, indem man ein Krafte-
gleichgewicht mit beiden Kategorien von Kraftwirkungen (Volumenkrifte und
Traktionen) und unter Beriicksichtigung von Massentriagheit an einem CAUCHY-
Wiirfel herstellt. Dieser Wiirfel ist zwar infinitesimal klein, jedoch noch so grof,
dass im Gegensatz zu einem Punkt auch noch eine Drehimpulsbilanz mdoglich ist.
In Abb. 3.13 ist an einer vereinfachten Situation (ebenes Problem und Traktion
nur in z;-Richtung) folgende Problematik erkennbar.

Wahrend in Abb. 3.13 a) der Spannungsvektor eindeutig anzutragen ist, stellt
sich in Abb. 3.13 b) die Frage, wie die Spannung tangential zur Schnittfliche
verlauft. Am Punkt stellt sich diese Frage nicht. Der in Abb. 3.13 b) und c)
gewahlte konstante Spannungsverlauf in Tangentialrichtung ist nicht notwendig,
um das lokalisierte Ergebnis der klassischen Impulsbilanz zu reproduzieren. Er ist
jedoch notwendig, um das lokalisierte Ergebnis der klassischen Drehimpulsbilanz
mit symmetrischer CAUCHY-Spannung zu liefern.

Ein konstanter Spannungsverlauf tangential zur Schnittflache ist eine von der lo-
kalen Betrachtung am Punkt herbeigefiihrte Annahme, die dazu fiihrt, dass
Spannungen o in einer Drehimpulsbilanz nur noch dann einen Einfluss haben,
wenn diese einen unsymmetrischen Tensor darstellen. Verzichtet man genau auf
diese Annahme und berticksichtigt bei einer Linearisierung der Spannung auch
Veranderlichkeiten in den anderen Richtungen
aaij(XO)Axl n agij(XO)sz n aaij(XO)Axg |
o0xy 0o 03
(3.165)

Lin O-ij (XO + AX) = O'ij<X0) —+

so kann der CAucHY-Wiirfel auch noch fiir etwas grofiere Abmessungen Az, und
Az, als Naherungsmodell einer wahren Situation angesehen werden. Zudem ist
das Modell durch eingepriagte Volumenmomente 1 erweiterbar, deren Gleichge-
wicht auf einen unsymmetrischen Spannungstensor fithren kénnen.

o N M
o11 011 011
e
«—
I 13 1 I 1 13
1 ] A [T ] { ]
C;> by Aol = [+ — b + (; O
1472 | | ; | Azy
i Tl 1 D i 1 2
> —
Az oty

Abbildung 3.14: Zweidimensionaler CAUCHY-Wiirfel in vereinfachter und statischer
Situation. Er ist durch eingepragtes Moment I3 und linearer Verénderlichkeit der Span-

nungskomponente o1; in zs-Richtung (also tangential zur Schnittfliche) erweitert.
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Abb. 3.14 orientiert sich an der vereinfachten Situation in Abb. 3.13 und wéhlt
zusatzlich den statischen Fall. Jedoch ist eine mogliche Veranderung der Spannung
011 tangential zur Schnittflache des CAucHY-Wiirfels durch die Randwerte of;
und o}, gekennzeichnet. Der Verlauf von o4; lasst sich in zwei Anteile zerlegen.
Den in z5-Richtung konstanten Anteil

on = % : (3.166)
sowie den in x9-Richtung linearen Anteil mit den Randwerten
ot —of 0% — gt

0‘{‘{(3}2 — ()) — % 7 g%[(;pz — Ag;g) — % (3.167)

Der linear verdnderliche Anteil besitzt keine resultierende Kraft in x; Richtung
und hat somit keinen Einfluss auf die Impulsbilanz. Doch resultiert aus diesem
Anteil ein aquivalentes Moment der Grofie

1 AI'Q M

A%Q (AZ'Q)Q M
279 011

)= (3.168)

m31:2(

Hierbei ist %% oM die Resultierende des oberen bzw. unteren Spannungsdreiecks
und % der Hebelarm zum Mittelpunkt O. Aus Gl. 3.168 ist ersichtlich, dass das
Moment mg; bei kleinen Abmessungen Az, mit quadratischem Exponent gegen
Null tendiert.

Das CoSSERAT-Kontinuum kann nun als die eben diskutierte Erweiterung der
Spannungsapproximation am CAUCHY-Wiirfel betrachtet werden. Wahrend mg;
in Gl. 3.168 die Einheit eines Momentes pro Lénge besitzt, wird im COSSERAT-
Kontinuum durch die Verteilung dieses Momentes tiber die Hohe x5 durch

gy = f—;; (3.169)

eine Momentenspannung ms; mit der Einheit Moment pro Flache definiert. Die-
se ist der Ersatz fiir den linear veranderlichen Anteil der Spannung oy, in 2o-
Richtung und kann mit eingepragten Volumenmomenten 1 im Gleichgewicht ste-
hen, so wie in Abb. 3.15 dargestellt.
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Abbildung 3.15: Zweidimensionaler CAUCHY-Wiirfel in vereinfachter und statischer
Situation. Die Momentenspannung ms; ersetzt im COSSERAT-Kontinuum die lineare

Veranderlichkeit der Spannung tangential zur Schnittflache.

Die COSSERAT-Theorie setzt in der Drehimpulsbilanz die beiden soeben exem-
plarisch diskutierten Kategorien von Momentenwirkungen an: Volumenmomente
I im Korper B und Traktionsmomente c auf der Oberflaiche 0B, z.B. ERINGEN
[61]. Letztere sind mit

= lim A_m = d_m

AAS0 AA dA
iiber das geweckte Reaktionsmoment m einer Schnittfliche A definierbar, vgl.
ms; in Gl. 3.168 und deren Ursache. Da auch fiir ¢ das CAUCHY-Theorem

c: (3.170)

c=m-n (3.171)

gilt, wird der Momentenspannungstensor m als lineare Abbildung eingefiihrt.

Die vektorielle Drehimpulsbilanz aus Gl. 3.100 erweitert?® sich damit auf

d
/(rxb—l—l)dv—}—/(rxt—l—c)da:a/pErdev , (3.172)
By 0B, By

wobei der Vektor r = x — x° den Abstand der Punkte x € B, vom festen
Drehpunkt x° darstellt.

Unter Verwendung von GIl. 3.101 bis Gl. 3.107, dem CAucHY-Theorem sowie
dem GAUSssschen Integralsatz ergibt sich aus Gl. 3.172 bei lokaler Erfiillung der
Impulshilanz die erweiterte Drehimpulsbilanz

/(div[ﬁ] +14+e:0)dv=0 . (3.173)

Bt

26Das Massenpunktsystem in Gl. 3.99 liefert keine Grundlage fiir diese Erweiterung.
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Die rechte Seite der Gl. 3.173 muss nach EHLERS [235] fiir mikropolare Medien

nochmals erweitert werden, was durch den Term p, B, in Gl. 3.160 angezeigt
wird. So ergibt sich die axiale lokale Form

. d
divim] +1+€: 0" = pa(@ w) (3.174)

wobei © der Mikrotragheitstensor pro Einheitsmasse und w die totale rotatorische
Geschwindigkeit ist. Es ist zu beachten, dass ® w Drehmomentenvektoren der
einzelnen Mikropartikel des polaren Mediums darstellen, die es im klassischen
Kontinuum angesichts des zugrunde gelegten Punktcharakters nicht geben kann.
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4 Konstitutive Materialbeschreibung

Die kinematischen Beziehungen aus Kap. 3.1 reichen fiir eine Losung des Rand-
wertproblems nicht aus. Dadurch entsteht der Zwang, aber zugleich auch die
Moglichkeit, konstitutive Gleichungen dem Modell hinzuzufiigen und damit das
Antwortverhalten des Materials zu definieren. Dies impliziert, dass durch die er-
weiterte Kinematik im COSSERAT-Modell ein zusétzlicher Bedarf an konstituti-
ven Gesetzen besteht. Es bedeutet aber auch mehr Moglichkeiten das Antwort-
verhalten zu spezifizieren.

Materialgleichungen liefern im Vergleich zu Kap. 3 auf andere Art und Weise die
Definition des Spannungstensors. Auch dessen Eigenschaften, ob z.B. prinzipiell
symmetrisch oder unsymmetrisch sind aus der Konstitution ablesbar. Dies wird
zunéachst an hyperelastischem Material vorgefiihrt.

Danach werden fiir diese Arbeit relevante Prinzipien zur systematischen Formulie-
rung der Konstitution betrachtet. Eine ausfithrliche Darstellung dieser Prinzipien
findet man z.B. bei NOLL [178] oder ERINGEN [60].

Die vorliegende Arbeit betrachtet ausschliefllich isotherme Prozesse, welche der
spezifischen Formanderungsenergie Potentialcharakter verleihen. Mit der Invari-
antentheorie gelingt eine skalarwertige Beschreibung der funktionalen Formande-
rungsenergie iiber Grund- und Simultaninvarianten, siche z.B. ERINGEN [59] oder
SPENCER [217].

Wie z.B. in SCHRODER & NEFF [209], KLINKEL [101], KLINKEL et al. [102] oder
BALZANI et al. [9] wird auch hier ein Strukturtensor zur Beschreibung trans-
versaler Isotropie verwendet. Die Argumenttensoren der Invarianten bestehen so
aus einem Strukturtensor und dem Verzerrungstensor, siehe z.B. BOEHLER [17],
SCHRODER & NEFF [210].

Nach der Behandlung linearer Elastizitat fiir COSSERAT-Modelle folgt eine Dis-
kussion zur stofflich und geometrisch linearen COSSERAT-Theorie. Es motiviert
das geometrisch und stofflich nichtlineare COSSERAT-Modell dieser Arbeit. Nach
der Erarbeitung daraus resultierender nichtlinearer Spannungen und Momenten-
spannungen schliefit das Kapitel mit der Gesamt- und Variationsformulierung.

4.1 Hyperelastisches Material
Wird die Existenz einer spezifischen, freien, inneren Forménderungsenergiedich-

te W vorausgesetzt, welche nur von F = Grad[ep] lokal abhéngt, spricht man
von simplem hyperelastischem Material. Unter Beriicksichtigung auflerer mecha-
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nischer Einwirkungen in der externen Energie IT®" fordert man durch

() = /W(F) dV +II**(¢p) — min . bzgl. ¢ (4.1)
Bo
die Minimierung der Gesamtenergie II(¢) des Korpers. Sind die &duferen

mechanischen Einwirkungen ausschliefllich konservativ, dann ist II(¢) eine
Potentialfunktion.

Die Variation der Gl. 4.1 gemaf

(¢, dp) = /(WV(F, OF) dV + 5117 (¢, 0p) = 0 (4.2)
Bo

fordert lediglich stationare Punkte der Minimierungsaufgabe.

Wird die spezifische Forméanderungsenergie W als Funktion des rechten CAUCHY-
GREEN-Tensors C = FTF € PSym formuliert, ergibt sich der 1. PIoLA-
KIRCHHOFF-Spannungstensor S; im Variationsproblem der Gl. 4.2 zu

SW(C) = (0cW(C), 6C) = (0cW (C) , FT 6F 4 §FT F)
= (2sym[0cW(C)], F' 0F) = (2Fsym[dcW (C)], 6F) . (4.3)

v~

Sy

Daraus folgt sofort die Symmetrie des 2. P1OLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors
S2 = ]i—“i1 Sl = QSym[GCW(C)] (44)

und damit auch die Symmetrie des CAUCHY-Spannungstensors

1
=— _FS,FT . 4.5
77 Qet[F] " 2 (45)

Die Wahl des rechten CAUCHY-GREEN-Tensors ergibt weiterhin Form-Invarianz
der spezifischen Formanderungsenergie W unter Starrkérperrotationen und Spie-
gelungen

C=F'F=U"R"TRU=U"U VRcO(@3) . (4.6)

Allerdings ist schon die SO(3)-Invarianz Forderung alleine hinreichend fiir die
Symmetrie des CAUCHY-Spannungstensors, denn es gilt

vQeSOB3): W(QF)=W(F) =o0cSym . (4.7)
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Dazu betrachtet man die Rotation Q(§) € SO(3) als Funktion des Parameters &
mit Q(0) = 1l und bildet

) 0 OW(QF) 0Q(F), _

WV QOF) =5 W(E) & (Gams =) =0

< (OgrW(QF), QA F)=0 , Ae€so(3)

= (QT0grW(QF)FT, A) =0 . (4.8)

Wahlt man nun ohne Einschréankung der Allgemeinheit Q(¢) = 11, kann Gl. 4.8
wegen der Antisymmetrie von A fir beliebige A nur erfiillt werden, wenn

skew[OpW(F)F'] =0 <  0pW(F) F' € Sym . (4.9)
S
Wegen
g (4.10)
7T det[F] '

folgt aus Gl. 4.9 unmittelbar die Symmetrie des CAUCHY-Spannungstensors.*’

So kann gesagt werden, dass eine Materialformulierung, welche nur
von F abhangt, also lokalen Charakter besitzt und zudem hyperela-
stisch und Links-SO(3) invariant ist, immer symmetrische CAUCHY-
Spannungen liefert.

Das CoSSERAT-Kontinuum erfiillt mit dem gekoppelten Verzerrungsmaf
U = RTF dieses Kriterium nicht.

4.2 Prinzipien zur Materialformulierung

Nun soll eine konkrete Funktion fiir die spezifische Forménderungsenergie
im COSSERAT-Modell aufgebaut werden, wobei grundlegende Prinzipien der
rationalen Kontinuumsmechanik zu beachten sind. Die Arbeit konzentriert
sich dabei auf isotropes und transversal isotropes Material in Verbindung mit
COSSERAT-Verzerrungen.

2T Nicht jeder Ausdruck fiir eine freie Energie, welcher SO(3)-Invariant ist, lisst sich als
W = W(C) darstellen. So ist z.B. W(F) = 1||F||> — det[F] eine SO(3)-Invariante Funktion,
jedoch nicht O(3)-Invariant, da Spiegelungen zwar die Norm erhalten, aber das Vorzeichen
der Determinante &ndern. Fordert man wie in Kap. 3.1.1 det[F] > 0 ist dieser Fall jedoch
ausgeschlossen.
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Ein Material ist isotrop und besitzt damit keine ausgezeichnete Richtung, falls
die spezifische Formanderungsenergie die Bedingung

W(FQ)=W(F) YQ eSO (4.11)

erfiillt. Die Gl. 4.11 bedeutet Rechts-Invarianz bei beliebig starrer Drehung der
Referenzkonfiguration. Der auf gedrehte Koordinaten bezogene Deformations-
gradient F* ergibt sich zu F*Q = F, falls X* = QX gilt. So ist Gl. 4.11 als
Forminvarianz der Formanderungsenergie W unter Drehung der Referenzkoordi-
naten zu verstehen.

Ein Material ist anisotrop, falls die Bedingung in Gl. 4.11 nur fiir eine materielle
7

Symmetriegruppe G S SO(3) gilt (z.B. KRAWIETZ [107])
WEFEQ) =W({F) vQeg . (4.12)

Da W (F) = W(C) die Objektivitiit garantiert, iibersetzt man beide Invarianz-
forderungen in die Darstellung W. Fiir [sotropie gilt dann

W(QT'CQ)=Ww(C) vQeSo3), (4.13)
und fiir Anisotropie
W(QICQ) =W({C) vQeg . (4.14)

Diese Arbeit befasst sich lediglich mit einem speziellen anisotropen Fall - der
transversalen Isotropie. Der Einheitsvektor a beschreibt die Vorzugsrichtung der
transversalen Isotropie und durch ||F al|? soll dies in der Forménderungsenergie
Bewertung finden. Die Richtung a wird in der Referenzkonfiguration gemessen.
Aus

Fa||>=(Fa,Fa)=(F'F =(F'F =(C,M 4.15

|Fal]*=(Fa, Fa)=(F Fa,a)=(F F,a®a) =(C, M) (4.15)
=M

motiviert sich die Verwendung eines Strukturtensors [M. Die Einschrankung auf

eine materielle Symmetriegruppe in Gl. 4.12 ist einzusehen, wenn der auf gedrehte

Koordinaten bezogene Deformationsgradient bei ungedrehter Richtung a, namlich

F — F* = F Q betrachtet wird und die Invarianz
IFal* — [FQal* = |Fal (4.16)

nur dann zutrifft, wenn Qa = a gilt. Dies definiert die materielle Symmetrie-
gruppe iber

G:={QeSOB3): Qa=a} |, (4.17)
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wobei a zugleich Eigenvektor und damit die Drehachse der Rotation Q darstellt.

Nach BOEHLER [17] kann jede anisotrope Funktion W als isotrope Funktion W
in einem erweiterten Satz von Strukturtensoren & durch

W(Q'CQ)=W(C),VvQeg «
W(C) = W¥C, ¢), W¥isotrop in (C, &) (4.18)

dargestellt werden, was auch als Isotropisierungsprinzip bezeichnet wird.
Im Fall der transversalen Isotropie reduziert sich & auf M = a ® a und die
Isotropieforderung an W lautet

WHQTCQ,Q"MQ) =W C,M) VQeSO(@3). (4.19)

Dabei ist zu beachten, dass M — Q” IMQ der Transformation a — Q”a korre-
spondiert. Dann erklart sich Gl. 4.19 von selbst: wird das Referenzkoordinaten-
system gedreht und wird gleichzeitig die Vorzugsrichtung entsprechend transfor-
miert (a — a* = QTa) bleibt die Energie invariant.

Das kann man auch aus

F-F=FQ=C—-C"=Q"CQ,VvQecSs0(3)
M—-M=a"®a*=Q'a®Q'a=Q"MQ, vQ € SO(3)
(C,M) — (C*,M*) =(QTCQ,Q"MQ), YQ € SO(3) (4.20)

und wegen Q"M Q =M, VQ € G durch
W(EC, M) =wQ'CQ,M),Qeg (4.21)

ersehen.

Um eine Darstellung der transversalen Isotropie zu erhalten, reicht es also die
isotropen Tensorfunktionen (C,M) — W#(C,IM) vollstindig zu charakterisieren.

Die Forderung in Gl. 4.19 legt es nahe, die Formanderungsenergie mit Hilfe von
isotropen Invarianten zu formulieren. Diese so genannte Integritatsbasis besteht
zunachst aus den Invarianten der Argumenttensoren H ~ C und M. Weiterhin
sind nach ERINGEN [59] nicht mehr reduzierbare Invarianten aus Produkten der
Argumenttensoren hinzuzuziehen, die sogenannten Simultaninvarianten. Da der
Strukturtensor M die Eigenschaften

M=M?=M> , tr[M]=1 (4.22)
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besitzt, verbleibt die Integritatsbasis

Grundinvarianten: tr[H], tr[H?], tr[H?], ... (4.23)
Simultaninvarianten: tr[HIM], tr[H*M], tr[H*M], ... . (4.24)

Die Integritatsbasis ist gegen jegliche orthogonale Transformation objektiv

tr[H] = tr|Q" H' Q]
tr(H'M] = tr[Q" H'MQ] , i=1,2,3,.. , QecO(3) . (4.25)

4.3 Lineare Elastizitat im isotropen Fall

Die spezifische Forminderungsenergie W' der klassischen, isotropen, linearen
Elastizitat ist tiber das symmetrische Verzerrungsmafl € = sym|[Grad[u]] durch

W = ptrle?] + 2 (le))” = el + S (onle)? (4.26)

definiert (siehe auch Tafel A.4).

Nun soll diskutiert werden, wie sich antisymmetrische Verzerrungen in der
Integritatsbasis und der Formanderungsenergie reprasentieren, falls sich Ver-

_ S
zerrungen H := U — 1l additiv aus einem symmetrischen Anteil H und einem

A
antisymmetrischen Anteil H zusammensetzen.?® Diese Aufteilung ist sinnvoll,
um die Materialparameter einer COSSERAT-Theorie mit der klassischen linearen
Elastizitat aus Gl. 4.26 abzugleichen.

Betrachtet man nur die Grundinvarianten in GI. 4.23, so untersucht man den
S
isotropen Fall. Wegen tr[H] = tr[H] und

S A A

te[H?) = (HH 1) = (H,H7) = (H + H, ({ + )"
— (L H) + (H, (5)7) + (], (1)) +

=0 =0
52 A
= tr[(H)] + tr[(H)7] (4.27)
erhalt man bei Beschrankung auf maximal quadratische Terme die drei Grundin-
varianten
S S A,
tr[H] , tr[(H)], tr[(H)"] . (4.28)

28 Da die Verzerrung H geometrisch nichtlinear ist, wird der Begriff der linearen Elastizitét,
womit sich dieser Abschnitt beschaftigt, auf die physikalische Grofie der Spannung beschrankt.



86 4 KONSTITUTIVE MATERIALBESCHREIBUNG

Mochte man zwischen antisymmetrischen und symmetrischen Verzerrungen in
der Formanderungsenergie unterscheiden, lautet der allgemeinste quadratische
Ansatz fir isotropes, zentrosymmetrisches, linear-elastisches Material

Wo (H) = o (F)?) + e 0[50 + 2 (1r[F1)?

= pt[lsym[U — L||* + pec [[skew[U — 1] ||* + %(tr[U —1])* . (4.29)

Den Ansatz in Gl. 4.29 findet man u.a. bei MINDLIN [141], ERINGEN?? et al. [63]
und NEFF [164]. Etliche Arbeiten zur COSSERAT-Theorie geben i, = p implizit
vor, indem in der Integritatsbasis keine Trennung in symmetrische und antisym-
metrische Verzerrungen vorgenommen wird.

In Gl 4.29 sind die Vorfaktoren der symmetrischen Verzerrungen bereits durch
direkten Vergleich mit Gl. 4.26 identifiziert. Die Lamé Konstanten p und A lassen
sich aus dem homogenen Zugtest und dessen mechanischem Modell ableiten (siehe
z.B. STEIN [218]). Die praktisch gemessenen Grofien Elastizitdtsmodul £ und
Querkontraktion v werden als Ingenieurkonstanten bezeichnet und besitzen zu
den Parametern p und A die bekannten Beziehungen

E Ev
u:m und )\:(I—I—I/)(l—QV) . (4.30)

Der Kopplungsmodul pu. spielt allerdings im homogenen Zugtest und des-
sen mechanischem Modell keine Rolle. Die homogene Zugdeformation
ist a priori frei von Drehungen® und antisymmetrischen Verzerrungen

A _ _
H= skew[U — 1] = skew|[U].

Ein Ziel dieser Arbeit ist die Diskussion der COSSERAT-Materialparameter, ins-
besondere des Kopplungsmoduls p.. Die Diskussion kann aus verschiedenen Blick-
winkeln gefithrt werden. In diesem Abschnitt kénnen Uberlegungen zur Gestalt
der spezifischen Formanderungsenergie den Parameter . belichten.

So tragt der Kopplungsmodul . zur Formanderungsenergie nur dann bei, wenn
die zusatzliche Kinematik R # 1l in Erscheinung tritt, es gilt

R=1 < R =polar[F] = U e Sym . (4.31)

Umgekehrt ist fiir den Grenzfall p. — oo klar, dass eine Forménderung skew|U]|
verhindert wird und damit R = 1l zu erwarten ist.

29 COWIN weist in [35] auf Probleme bzgl. der Darstellung von ERINGEN hin, siehe Tafel A.6.
30R = polar[F] = 1l
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Der Parameter p. ist wie eine direkte Drehfeder zwischen COSSERAT-Rotation
R und Makrorotation polar[F] aufzufassen. In Abb. 4.1 ist eine homogene Scher-
deformation gezeigt. Fiir den Fall einer hohen Federsteifigkeit, also einem grofien
Kopplungsmodul ., folgt die COSSERAT-Rotation der Makrorotation direkt.

Abbildung 4.1: Drehfedermodell fiir grofles . bei homogener Scherdeformation.

Fiir einen echt positiven Beitrag zur Formanderungsenergie aus unsymmetrischen
Verzerrungen in Gl. 4.29 lautet die Forderung an den Kopplungsmodul x,. > 0.%!

Im Gegensatz zu allen vorhergehenden Ansétzen in der Literatur bemerkt NEFF
[160], dass der Fall . = 0 trotzdem moglich ist und auf ein mathematisch wohl
gestelltes Problem fiihrt, da die Existenz von globalen Minima gesichert ist.*”

Es setzt jedoch voraus, dass man die nichtlineare Kinematik der COSSERAT-
Theorie, wie in Kap. 3.1.3 dargestellt, beibehalt. Ersetzt man diese Kinema-
tik durch lineare Beziehungen, wie es in der geometrisch linearen COSSERAT-
Theorie der Fall ist, schrankt man die Wahl des Parameters p. ein. Dies wird in
Kap. 4.5 vorgefithrt. Weitere Betrachtungen zum Einfluss von g, finden sich im
Anhang A.3.

4.4 Lineare Elastizitat im transversal isotropen Fall

SPENCER [217] gibt fiir transversal isotropes Material unter der Voraussetzung
einer spannungsfreien Referenzkonfiguration und eines linear-elastischen Materi-

31Fiir p. = 0 ist der Ansatz lokal nicht koerzitiv in dem Sinne, dass schiefsymmetrische
Verzerrungsanteile in der Verzerrungsenergie keine Kontrolle erfahren. Diese Problematik wird
in Kap. 4.6 behandelt und fiihrt zu einem modifizierten Ansatz der Verzerrungsenergie Wy,,.

32Wesentlich im Beweis der Existenz von globalen Minima mit Hilfe der direkten Methoden
der Variationsrechnung ist es zu zeigen, dass die Deformation ¢ und das Rotationsfeld R fiir
endliche interne Energie IT;,,: (¢, R) < K (mit der Schranke K) in gewissen Funktionsrdumen
selbst beschrénkt bleiben. Das Rotationsfeld wird durch die Kriimmungen und die Eigenschaft
|R| = V/3 stets kontrolliert. Fiir den Fall y. > 0 wird die Kontrolle der Deformation ¢ im
Anhang A.6 vorgefithrt. Fiir den Fall . = 0 werden Argumente, wie z.B. die KORNsche Un-

gleichung zusétzlich bendtigt und es wird auf [155] und [160] verwiesen.
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alverhaltens die spezifische Forméanderungsenergie

- A
Wi, =pr te?] + 5 (tr]e])?

+ atrleM] tr[e] + 2 (ug — pr) tr[e?IM] + = (tr[e M])? (4.32)

N

mit linearen, symmetrischen Verzerrungen & = sym|Grad[u]] an. Es ist dies der
allgemeinste, quadratische Ansatz in Termen der Integritatsbasis. Die fiinf Koef-
fizienten der Invariantendarstellung in Gl. 4.32 haben einen eindeutigen Bezug zu
Ingenieurkonstanten, vgl. Anhang A.5. Die Ingenieurkonstanten werden in ein-
axialen Zug-, Druck und Scherversuchen in Ebenen parallel oder orthogonal zur
Vorzugsrichtung ermittelt.

Unidirektional faserverstarkte Werkstoffe gehoren in der Regel zu der Gruppe
von Materialien, welche sich senkrecht (transversal) zur lokalen Faserachse
isotrop verhalten. Sie sind die Grundelemente jedes Mehrschichtverbundes bzw.
Laminates. Fiir eine ausfithrlichere Darstellung wird z.B. auf ALTENBACH et
al. [2], KOLLAR & SPRINGER [104] und EIDEL [53] verwiesen.

Hier wird fiir den transversal isotropen Fall die Zerlegung der Verzerrung in sym-

S A
metrische und antisymmetrische Anteile H =H + H in den Simultaninvarianten
untersucht. Bei maximal quadratischen Termen in H sind die Zerlegungen

Ge[HIM] = (HIML, 1) = (FL + H, M) = (EL,IMD) + (i1, M) — te[f1 M) (4.33)
——

=0

und

) S A S A, A S S A
tr[(H)*M] = ((H + H)",IM) = ((H)", M) +((H)",M)+(HH ,IM) +(H H ,[M)
S A, A S S A
=tr[(H)*M]+tr[(H)"M]+tr[HH M]+tr[HH M| (4.34)
A S 5 A

zu betrachten. Wegen tr[HH M| = —tr[H H M| gentigt es nur einen gemischten
Term in die Simultaninvarianten aufzunehmen. Die Integritatsbasis bei maximal
quadratischen Termen in H und Verzerrungen H ¢ Sym lautet im transversal
isotropen Fall

S S A
Grundinvarianten: tr[H], tr[(H)?], tr[(H)?], (4.35)

S S A S A
Simultaninvarianten: tr[H M], tr[(H)*M], tr[(H)*M], tr[HH M]. (4.36)
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Damit ergibt sich der allgemeinste Ansatz fiir transversal isotrope, linear-
elastische Forménderungsenergie

S A A S S S
Wi (H) = pup tr[(FD)?] + pee tr[(H)?] + §(t1“[H])2 + atr[H M] tr[H]
2 ug — ) (M + 5 (T M)?
o e[ (H)*M] + e[ M (4.37)

In GI. 4.37 sind die Vorfaktoren der symmetrischen Verzerrungen bereits durch
direkten Vergleich mit Gl. 4.32 identifiziert. Gegeniiber dem klassischen Fall
tauchen im COSSERAT-Modell die drei weiteren Koeffizienten g, u@ und p auf.

Diese Arbeit beschaftigt sich im weiteren nicht mit den Koeffizienten p¢ und
pb. Es sei jedoch bemerkt, dass numerische Proberechnungen mit p, = 0 dar-
auf hinweisen, dass dann p® = 0 und p’ = 0 erforderlich sind, um iiberhaupt
Gleichgewichtslagen zu erhalten.®?

In Tafel A.11 findet sich ein transversal isotropes, nichtlineares COSSERAT-
Modell, wie es aus diesem und weiteren Abschnitten hervorgeht und in dieser
Arbeit Verwendung findet.

4.5 Konsequenzen der linearen Cosserat-Theorie

Die nichtlineare Kinematik der COSSERAT-Theorie fithrt selbst in einfachen
Randwertaufgaben zu analytisch schwer losbaren Problemen. Durch Linea-
risierung der kinematischen Beziehungen vereinfachen sich diese. Es werden
nun die einzelnen Schritte und Konsequenzen beim Ubergang zu einer linearen
COSSERAT-Theorie entwickelt.

Das Gesamtrotationsfeld R € SO(3), welches iiber die nichtlineare Matrix-
Exponentialabbildung der Gl. 2.10 zum Drehvektor & € R?® verbunden ist, wird
um das neutrale Element R(0) = 11 linearisiert

R"™ : = Lin [R(0 + AA)] = Lin [exp[AA]]
= Lin[ll + AA+AA%+ . ]=1+AA . (4.38)

33 Hitte man beide gemischten Terme aus Gl. 4.34 in die Integrititsbasis aufgenommen, wire
jeweils ein weiterer Koeffizient in der Formanderungsenergie aufgetaucht. Doch hatte man das
Argument, dass die zugehorigen Koeflizienten vom Betrag her gleich sein miissen, da sie jeweils

A S S5 A
den gleichen Sachverhalt beschreiben. Wegen trfHH IM] = —tr[HH M] verschwindet dann
die Summe der beiden Terme, was % = 0 impliziert.
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Da am neutralen Element A = 0+ AA gilt, ergibt sich**
R"™:=1+A, Acso(3), a":=axl[A], a™eR’. (4.39)

Zudem werden nur lineare Terme der 1. COSSERAT-Verzerrung in Ansatz gebracht

(U—-m)":=Lin[R"F — 1] = Lin[(11 + A + ..)" (1 + Vu) — 1]
=Vu+A"=Vu-A=Vu+te-a™ |, (4.40)

wobei hier die Reihenentwicklung der Verschiebung u = 0+ Au und der Rotation
A =0+ AA am neutralen Element gleich eingearbeitet ist.

Der symmetrische Anteil der linearisierten 1. COSSERAT-Verzerrung aus Gl. 4.40
lautet

sym[(U — 1)"™] =

(Vu+ vVu®” — (A + A7) = ! (Vu+vu') . (4.41)
—— 2

=0

Somit ist der symmetrische Anteil der linearisierten 1. COSSERAT-Verzerrung
sym[(U — 1)!"] vom Drehvektor a!™ = axI[A] vollstindig entkoppelt und ent-
spricht dem klassischen Verzerrungsmafl e = sym|[Grad[u]].

Die {tibliche lineare 2. COSSERAT-Verzerrung basiert auf der Kriimmung R aus
Gl. 3.63 und ergibt sich zu

~. ~ 1 _ _
A" := Lin () = Lin (5 e: (RY Grad[R]))
= Lin (% e:(I+A+A*+ )" Grad[ll + A + A% + ...])>
= %e : Grad[A] = Grad[% €: A] = Grad[-a'™] . (4.42)

Da GIl. 4.42 lediglich Rotationen beinhaltet, ist eine kinematische Kopplung
in der geometrisch linearen COSSERAT-Theorie nur iiber den antisymmetrischen
Anteil der linearisierten 1. COSSERAT-Verzerrung

skew[(T — 1)) — % (Vu— vu” — (A — AT)) = % (Vu—vu’)— A (4.43)

gegeben.

34Die Linearisierung des Rotationsfeldes R. fiir die tangentiale Steifigkeit in Kap. 5 findet
nicht am neutralen Element statt, sondern am Entwicklungspunkt R. Dann lautet der lineari-
sierte Ausdruck gemiB Gl. 2.27 AR = Y R.
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Die spezifische Forménderungsenergie des linearen COSSERAT-Modells ist die
Summe einer Verzerrungsenergiedichte Wrgg und einer Kriimmungsenergiedich-
te WIn _ Diese bringen die geometrisch linearisierten COSSERAT-Verzerrungen in

quadratischen Ansatz und lauten

- 1 1 .
Wap(U™) = g5 (Va+ Va)* + pe[|5 (Vu = V') — AJ?

A1 2\
+3 (tr[5 (Vu+ Vu )]) : (4.44)
Wi (R™) = p L2 |Grad[-a™]|*, a™ = axI[A] . (4.45)

Aus Gl. 4.44 und GI. 4.45 ist ersichtlich, dass im Fall pu, = 0 eine Ent-
kopplung zwischen Deformations- und Rotationsfeld stattfindet. Das
Rotationsfeld ist dann lediglich iiber Randvorgaben und Kriimmungs-
energie determiniert und ohne Einfluss auf die Deformation. Daher
impliziert g, = 0 im linearen Fall klassisch lineares Materialverhalten.

Auch die Variationsformulierung der geometrisch linearisierten COSSERAT-
Theorie resultiert fiir g, = 0 in mechanischen Feldgleichungen fiir Impuls- und
Drehimpulsbilanz, welche den Feldgleichungen der linearen, klassischen Mechanik
entsprechen.

Weiterhin wird offenbar, dass die Kopplung fiir . = 0 keine linearen Anteile
zwischen Deformationsfeld und Rotationsfeld enthalt und als Kopplung zweiter
Ordnung zu verstehen ist.

4.6 Nichtlineare Verzerrungsenergie im Cosserat-Modell

Nachfolgend wird der volumetrische Anteil der quadratischen Verzerrungsenergie
im COSSERAT-Modell ndher untersucht und erweitert.

Der volumetrische Term der linearen COSSERAT-Theorie in Gl. 4.44 ist mit

A/ N\ A )

B (tr[i (Vu+ Vu )]) =3 (tr[Vu]) (4.46)
vom linearisierten Rotationsfeld A unabhingig. Dies erscheint physikalisch sinn-
voll, da Rotationen prinzipiell Ausrichtungen, nicht jedoch Volumenverhéltnisse
andern. In diesem Sinne sollten Rotationen im Mafl von Volumenanderungen
keine Rolle spielen.
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Dieser Forderung halt die geometrisch nichtlineare COSSERAT-Theorie in Gl. 4.29
nicht stand, denn im ” Volumenterm”

%(tr[ﬁ]f = %(tr[H])z = %(tr[U —1))? = %(tr[RTF — 1)) (4.47)

ist die Abhéingigkeit von R ersichtlich und motiviert eine Umformulierung. Dieser
Umformulierung liegt folgende Beziehung zugrunde

. 2 . SR , 1/ 1 ?
(tr[T—-1])" +o(JU-1|°) = 5(det[U] —1)*+ 5 (det[U] = 1) . (4.48)

Durch Hinzunahme der Terme o hoherer Ordnung geméafl Gl. 4.48, resultiert die
folgende Erweiterung fiir das COSSERAT-Modell

Wanp (U) =pt[lsym[U — ||* + prc|skew[U — 1]|*

A . ) 1 2
+ 5 ((det[U] —1)%+ (det[U] — 1) ) : (4.49)

Wegen

det[U] = det[R” F] = det[F] = det[R U] = det[U] (4.50)

spielen in Gl. 4.49 Rotationen im volumetrischen Verzerrungsanteil keine Rol-
le. Dariiber hinaus ist der Ansatz in Gl. 4.49 physikalisch besser fundiert als in
Gl. 4.29, da wegen Wy, (U) — oo fiir det[F] — 0 bzw. det[F] — oo eine vollige
Kompression bzw. Dekompression des Materials bei endlicher Formanderungs-
energie unmoglich ist.

Dies wird durch das Last-Verschiebungsdiagramm 4.2 eines homogenen, einachsi-
gen Zug- und Drucktests in Abb. 4.2 bestitigt. Das CosSERAT-Modell zeigt Ahn-
lichkeiten mit Materialformulierungen vom Typ NEO-HOOKE oder MOONEY-
RivLIN. Die COSSERAT-Parameter i, und L. spielen, wie bereits erwéahnt, beim
homogenen Zug- bzw. Drucktest keine Rolle.
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Last
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Abbildung 4.2: Last-Verschiebungskurve fiir homogenen Zug- und Drucktest.

Den Verlaufen in Abb. 4.2 liegt eine zwangungsfrei gelagerte, quadratische Probe
der Kantenldnge 1 mit den Materialparametern A = 100000 sowie p = 0.4225
zugrunde. Dies entspricht einem Elastizitatsmodul £ = 1.267498 und einer Quer-
kontraktionszahl v = 0.499997.

Das elastische Verhalten realer Materialien ist i. allg. in einem kleineren Deh-
nungsintervall vorzufinden, als es in Abb. 4.2 verwendet ist.

Insbesondere ist eine Stauchung von 100 % rein theoretisch und soll lediglich zei-
gen, dass die ST.-VENANT-KIRCHHOFF-Materialformulierung eine voéllige Kom-
pression prinzipiell zulisst,*® was bei den anderen Formulierungen nicht der Fall
ist.

Eine weitere, wesentliche physikalische Forderung an die Formanderungsenergie
besteht darin, dass der Korper genau dann keine Formanderungsenergie besitzt,
wenn er starr bewegt wird. Die Deformation einer starren Bewegung setzt sich
aus einer homogenen Drehung Q € SO(3) und einer homogenen Translation
a € R3 zusammen

p(X)=QX+a. (4.51)
Dann ist wegen R = Q = konst. = R=¢=0und
F=Cradp(X)]=Q, R(z)=Q =U=Q"'Q=1 (4.52)

keine Formanderungsenergie im COSSERAT-Modell vorhanden.

35Das ST.-VENANT-KIRCHHOFF-Material verliert zudem die gesamte Festigkeit.
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Es wird nun umgekehrt untersucht, fiir welche Situationen im COSSERAT-Modell
die Forméanderungsenergie verschwindet, d.h. im Folgenden wird angenommen,
dass

[ @) + e 20l av =0 (4.59)

gilt. Aus dem Ansatz der Kriimmungsenergie in Gl. 4.53 ist fiir L. > 0 ersichtlich,
dass Curl[R] = 0 gilt und damit das Rotationsfeld R konstant sein muss. Mit
dieser Kenntnis werden nun drei Falle auf verschwindende Forménderungsenergie
gepriift. Die Fille stellen z.T. unterschiedliche Forderungen an die Verzerrung U,
je nach Parameter p. und Ansatz der Forméanderungsenergie im Volumenterm.

Fall 1: p. > 0 und Trace-Volumenterm. Dann muss einerseits sym[U] = 1l und
andererseits skew[U] = 0 sein. Dann kann nur U = RTF = 1 gelten, was
F = R = const. impliziert [174]. Der Deformation verbleibt mit ¢(X) = RX +b
nur eine starre Drehung mit Translation, vgl. die Argumentation von GI. 3.47

bis Gl. 3.49.

Fall 2: p. = 0 und Trace-Volumenterm. Es gilt wieder sym[U] = 1 aber
eine lokale Kontrolle des antisymmetrischen Teils ist nicht mehr gegeben.
So kann U(X) = 1 + A(X) eine beliebige, nicht konstante, schiefsymme-
trische Matrix A(X) enthalten. Wegen RTF = 1 + A(X) gilt aber auch
Ve(X) = R + RA(X). Anwendung des Curl-Operators auf beiden Seiten
liefert 0 = Curl[R A(X)] = RCurl[A] und somit A(X) = const. Daraus folgt
@(X) = R(1l + A)X + b, was keine Einschrinkung auf starre Drehung mit
Translation darstellt.

Fall 2”: Diese Situation kann durch eine Randbedingung der Art U € Sym auf

einem Randgebiet I'p beseitigt werden, da dann A = const. = 0 folgt.

Fall 3: p. = 0 und Determinanten-Volumenterm. Es gilt wieder sym[U] = 11,
doch kommt die Forderung det[U] = 1 hinzu. Es kann zwar U = 1l + A(X) sein,
doch 1 = det[U] = det[ll + A(X)] = 1+ [|A(X)|* erzwingt A(X) = 0. Da dann
nur U = 1l in Frage kommt, folgt wieder ¢(X) = RX + b was wie in Fall 1 die
Einschrankung auf eine starre Drehung mit Translation bedeutet.

Wegen Fall 2 gewinnt der Ansatz in Gl. 4.49 eine weitere Bedeutung. So kann der
Determinanten-Volumenterm im Fall 3 die Einschrankung auf starre Drehung mit
Translation auch fiir u. = 0 erreichen. Ein einfaches Beispiel soll die Problematik
nochmals verdeutlichen.
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Setzt man eine homogene Verzerrung H = U — 1 = A, A € Skew in Gl. 4.29 an,
beschreibt sich die Verzerrungsenergie lediglich durch

Wi (A) = e tr[(A)?] (4.54)

Fiir p. = 0 ist der Ansatz in Gl. 4.29 lokal nicht koerzitiv, da die spezifische Ver-
zerrungsenergie Wy, antisymmetrische Verzerrungen H = A, A € Skew nicht
kontrolliert. Fiir diesen Fall ist wegen det[U] = det[R” F] = det[F] = 1 + ||A]|?
eine unkontrollierte Zunahme des Volumens zu erwarten, was ein numerischer
Test auch bestatigt.

Dazu wird eine Materialprobe der Lange 10 mit quadratischem Querschnitt der
Kantenlange 2 durch ein Torsionsmoment der Grofie 100 um die z-Achse belastet.
Das Torsionsmoment wird gleichméflig iiber das Volumen verteilt in die Struktur
eingetragen. Die Probe ist am unteren Stabende komplett gegen Verschiebungen

il

14
12
1

0.8
0.6
0.4
0.2
0

gelagert, die Verdrehungen sind frei.?® Die weiteren Materialdaten lauten £ =

1000, v = 0.3, e = 0 und L. = 0.1.
Qq o5 a3
0.045 0.045
0.035 0.035
0.025 0.025
0.015 0.015
0.005 0.005
-0.005 -0.005
-0.015 -0.015
-0.025 -0.025
W -0.035 -0.035
-0.045
Abbildung 4.3: Links: Unverformte Struktur mit Lagerungsbedingung. Rechts dane-

-0.045
ben: Rotationsfeld auf verformter Struktur fiir den Ansatz nach GI. 4.29.

In Abb. 4.3 sind die Ergebnisse fiir den Ansatz nach GIl. 4.29 zu sehen. Anti-
symmetrische Verzerrungen bedingen eine Zunahme des Volumens in der oberen
Halfte der Probe. Die Lagerung am unteren Stabende lasst keine Aufweitung des
Querschnitts zu. Die einzelnen Komponenten des Drehvektors é& von R zeigen,
dass der Effekt auch in inhomogener Form auftritt.

Wird hingegen der Ansatz nach GIl. 4.49 verwendet, tritt keine vergleichbare
Anderung des Querschnitts auf, vgl. Abb. 4.4.

36Bei Lagerung der Drehungen am unteren Stabende stellt sich eine Grenzschicht ein, das
Ergebnis wird dadurch aber nur lokal beeinflusst.
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0.08 0.08 08

f 0.06 0.06 07

0.04 0.04 06

: 0.02 0.02 05

/ﬁ%\ 0 0 0.4

P -0.02 0.02 03

-0.04 -0.04 02

W -0.06 -0.06 0.1
-0.08 0.08 0

Abbildung 4.4: Links: Unverformte Struktur mit Lagerungsbedingung. Rechts dane-
ben: Rotationsfeld auf verformter Struktur fiir den Ansatz nach GIl. 4.49.

4.7 Nichtlineare Spannung im isotropen Cosserat-Modell

oW,

Die COSSERAT-Spannung T ist aus Gl. 4.49 durch T = 55~ definiert. Die

Ableitungen der einzelnen Anteile lauten

O(|lsym[U — 1J||*) - . O(sym[U — 1)
50 =2sym[U — 1] : 50
—ogym[U—1]:J=2sym0 —1] ,  (455)
O(||skew[U — 1]||*) _ O(skew[U — 11])
50 = 2skew[U — 1] : 50

— 2skew[T — 11] : J= 2skew[U — 1] | (4.56)

O((det[0] — 1)2) 9(det[T] - 1)

— = 2(det[0] - )T
— 2 (det[0] — 1) det[O] T T, (4.57)

—9 (d L 1) (de_i_det[U] L5 (4.58)
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Damit lisst sich die COSSERAT-Spannung T durch

T =2 usym[U — 1] + 2 pu. skew[U — 1]

~~
Tlin

1 1 .
T 3et[o] ~ (det[U])Q) v

J/

+

((det [0]) — det[O] (4.59)

(ro] >

~~
Tnili

angeben. Es kann ein von U linear abhingiger Anteil T'" sowie ein nichtlinearer
abhingiger Anteil T™" identifiziert werden. Der lineare Anteil wird durch die
Definition der vierstufigen Materialmatrix

S A
C=2pJ+2pn.J (4.60)

L _ _ s
mit T = C: (U - 1) = (U — 1) : C kompakt notiert. Die Abbildungen J und

A
J sind im Anhang A.4 erklart, wobei aus Gl. 1.26 und Gl. 1.29 die Eigenschaft
Cijkl = Cklij resultiert.

Der nichtlineare Anteil ist iiber die Definition

Chy = A <(det[U])2 — det[U] + detl[I_J] — (det[lfj])2> (4.61)

[\

durch T = Cget[mfj*T kompakt notierbar.

4.7.1 Die Tangente der nichtlinearen Spannung

Die lineare Anderung AT™ einer inkrementellen Verzerrungsinderung AU am
Entwicklungspunkt U lautet

ATV = ) (U7 AUYUT + 1, UTAUTU T (4.62)
mit
A B _ 1 )
C? .= Z [ 2(det[U])? — det[U] — _ _ 4.63
. ( (@O - deU] ~ o+ (det[U])g) L e

sowie CJ,, = —Cg,; aus Gl. 4.61.
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4.8 Krimmungsenergie im Cosserat-Modell

Die gesamte Forménderungsenergie im COSSERAT-Modell setzt sich aus Ver-
zerrungsenergie und Kriimmungsenergie zusammen. Die in Kap. 3.1.3 erarbei-
teten Kriimmungsmafle :é, R und € werden zur Definition innerer, elastischer
Kriimmungsenergiedichte verwendet

wSnd = B4 281 = B+ 222 |RI)E ¢ >3 (4.64)

curv

_ =

WCurl

curv

Qt@

Pasor|ep )%:§<1+2L§<H§\|2+<tr[ﬁ]) Y .g>3 . (4.65)

Die Energiedichte WS4 ist unter Beachtung von Gl. 3.68 konform fiir £ und

curv

R formuliert. Die Energiedichte WS stellt wegen Gl. 3.70 eine obere Schranke

curv

fiir WS dar und hat einen Bezug zur Versetzungstheorie, vgl. Kap. 7.7 und 7.8.

curv

Die Form der Definitionen erlaubt mit dem Exponenten ¢ beliebig hohe Potenzen
der Kriitmmung zu erfassen. Aus der Literatur ist kein mechanischer Standardtest
zur Evaluierung der Materialparameter der Kriimmungsenergie bekannt. So wird
der Vorfaktor o zur Dimensionsreinheit und bestmoglicher Ubereinstimmung mit
anderen COSSERAT-Modellen gewihlt, z.B. SANSOUR [198], SCHAEFER [204],
KESSEL [99].

Man bezeichnet den Faktor L. als interne Lange, er stellt den eigentlichen
phénomenologischen Materialparameter dieser konstitutiven Beziehung dar. Er
tritt in anderen COSSERAT-Theorien oft in quadratischer Form (¢ = 2) auf und
wird meist mit einem geometrischen Mafl wie z.B. dem Korndurchmesser eines
Materialgefiiges, dem Porendurchmesser eines Schaumes oder der Randschicht-
dicke einer Probe in Zusammenhang gebracht. In Kap. 3.4 taucht in Gl. 3.168
auch das Quadrat der Abmessung des CAUCHY-Wiirfels im Zusammenhang mit
dem nichtlinearen Verlauf der Normalspannung tangential zur Schnittflache auf.

Aus der Kriimmungsenergiedichte wird die Momentenspannungen 9 bzw. M und
M beziiglich der Referenzkonfiguration definiert

aWGrad .
M= 2 = p L2 (L4 L|RDE R (4.66)
_ Grad R ; R
M = avgi;rv =pLl2(1+2L2|R)*)2"128 (4.67)
aWCurl ;
= ag;” =pl2(1+2L02)eP):""2¢ . (4.68)

%I
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ZW1schen der Momentenspannung i)ﬁ dritter Stufe und der Momentenspannung
M zweiter Stufe gilt die Beziehung fmw = €iap Majp-

Abbildung 4.5: Drehfedermodell zwischen individuellen Rotationen R. des Kontinu-
ums. Die Drehfedersteifigkeit steht in Bezug zu u L2.

Momentenspannungen beeinflussen die Drehimpulsbilanz. Daher liegt es nahe, L.
wie in Abb. 4.5 mit der Steifigkeit einer Drehfeder in Verbindung zu bringen. Diese
agiert zwischen den individuellen Rotationen R des Kontinuums. Der Exponent
q beeinflusst hierbei die Federkennlinie der Drehfeder, wie in Abb. 4.6 fiir Gl. 4.68
abgebildet ist.

(il S

T T T T T T T H@H
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

Abbildung 4.6: Qualitatives Verhalten zwischen Kriimmung und Momentenspannung

flir verschiedene Exponenten ¢.

4.8.1 Die Tangente der Momentenspannung

Die lineare Anderung A einer inkrementellen Verzerrungsanderung AR am
Entwicklungspunkt R lautet

AN =CS <ﬁ AR)R+CIAR | (4.69)
mit = 2uL4(§ —1)(1+L2|8)H2? (4.70)
Cfé = p L (1+ LRI (4.71)
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Die lineare Anderung A einer inkrementellen Verzerrungsanderung AR am
Entwicklungspunkt K lautet

T
AM =C2 (R AR) R+ CLAR (4.72)
: a._ 4.4 2 1312\ 42
mit C%=8p Ll (5 — 1) (L+2L2||R[D)I (4.73)
Cli=2pL2(1+2L2|R))E . (4.74)

Die lineare Anderung A9 einer inkrementellen Verzerrungsinderung A€ am Ent-
wicklungspunkt € lautet

AM =CS (¢, AC) €+ CIAC | (4.75)
mit C% =8y Lt (g — 1) (1+2L%|eHi2 (4.76)
Co=2uL?(1+2L2||€|?)2 "t . (4.77)

4.9 Gesamt- und Variationsformulierung des Modells

Die Definition von Randvorgaben komplettiert das COSSERAT-Modell zu einer
Gesamtformulierung. Dazu sind auf der Oberfliche 0B des Gesamtkorpers B
Teilflichen zu definieren, welche die Art der Randvorgabe spezifizieren.

Es kénnen der Deformation ¢ bzw. dem Rotationsfeld R auf den Begrenzungs-
flichen I'p C OB bzw. I'[, C 0B durch

P, = 9D direkte Vorgabe von Verschiebungen, (4.78)
= Rp, direkte Vorgabe von Drehungen , (4.79)
h polar[Ve], konsistente Kopplung mit Ve auf I'p '

DiriCHLETsche Randvorgaben vorliegen. Konsistente Kopplung bedeutet R =
polar[F| und somit die Stilllegung der zusétzlichen Kinematik R = 11.

Weiterhin stellt T's C 9B mit I'p N 's = () Begrenzungsflichen des Korpers dar,
auf denen Traktionen eines aufleren Potentials IIy einwirken.

Auf Begrenzungsflichen I'c C 0B mit T', N T'¢ = () wirken Oberflaichenmomente
eines dufleren Potentials I15;. So verbleiben noch freie Rénder I'y = 0B \ {I'p U
I'Lul'sUTl'¢}, welche durch NEUMANNsche (natiirliche) Randbedingungen fiir ¢
und R gekennzeichnet sind.
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Abbildung 4.7: Randbedingungen am COSSERAT-Kontinuum.

Zusammenfassend lautet die nichtlineare COSSERAT-Formulierung dieser Arbeit

M(p,R) = / (Winp(F, R) + WS (VR)] dV + 11(¢, R) — min. bzgl. (o, R)
Bo
(4.80)

mit obigen Randvorgaben und der Kinematik aus Kap. 3.1.3.

Physikalische Grofien sowie die Volumenintegration in Gl. 4.80 beziehen sich auf
Koordinaten der Referenzkonfiguration Bjy. Die Verzerrungsenergiedichte W,
wird gemafl Gl. 4.49 verwendet und im transversal anisotropen Fall nach Gl. 4.37
mit p¢ = p’ = 0 erweitert, vgl. auch Tafel A.11. Die Kriimmungsenergiedichte
Wenl basiert fiir beide Falle auf Gl. 4.65.

Volumenkrafte by, Volumenmomente 1y, Oberflachentraktionen t, sowie Ober-

flachenmomente ¢ tragen zur externen Energie IT°**(¢p, R) bei. Es sollen lediglich
konservative Belastungen behandelt werden.

Die Variation der Gl. 4.80 fiihrt auf das Zweifeldfunktional mit der Forderung
G : = 0ll(p, 5o, R, W)

curl
:/ |:<(9me’66> + <8Wcurv’6¢>:| dV—i— (5H6Xt(go, (590,].:_{, W)

; oU o¢
:/[<T,5I‘J>+<ﬁ,5¢>] dV—/po(<bo,5u>+<lo,w>)dV
Bo Bo

—/(<to,6u>+<co,w>)dAéo . (4.81)
0Bo
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fiir alle zulédssigen Variationen du, w, 6F(du, w) und 6€(w), wobei unter Verwen-
dung der Variation der 1. COSSERAT-Verzerrung gilt

SU=6R"F)=R"W'F+R"F . (4.82)

In GIl. 4.81 ist die Bilanzgleichung des Impulses und des Drehimpulses in schwa-
cher Form enthalten. Die Impulsbilanz lautet dann

/ [(T,R"6F) — po(by, du)| dV — / (to, 6u) dA =0 (4.83)
Bo 9By
und die Drehimpulsbilanz
/ (T, R"W'F) + (9, 6€¢) — (lo, w)] dV — / (co,w)dA =0 .  (4.84)
B() aBO

Die Gleichungen 4.83 und 4.84 bilden die Grundlage der Finite-Element-
Formulierung im folgenden Kapitel.

(p,R) : By C R? — R? x SO(3)
fBo me(V(P, R) + WCUTV(VR) dv + Hext(so’ R) — min. ngl (Qou R)

Rp , direkte Vorgabe von Drehungen
P, = 90> R\F],D = ¢ polar[V]|, konsistente Kopplung mit Ve auf I'p = T’}

frei, keine Bedingung an R

Wap(Vep, R) = pillsym[U — 1||* + pc||skew[U — 1]

+2 ((det[ﬂ] -1+ (detl[m a 1>2)
U =R'F ¢ Sym

Weure(VR) = & (142 L2(|€|*)% | ¢=CuwL[R]-R

Tafel 4.1: Isotropes, nichtlineares COSSERAT-Modell.
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5 Finite-Element-Formulierung

Ziel dieses Kapitels ist die Implementierung des vorgestellten COSSERAT-Modells
in ein Finite-Element-Programm. Damit sollen Naherungslosungen konkreter
Randwertprobleme simuliert werden.

Die nichtlineare Formulierung aus GI. 4.80 ist zur Einbettung in einen NEWTON-
RAPHSON-Algorithmus vorzubereiten. Dazu gehort zum einen die Erstellung ei-
nes diskreten Gleichungssystems, wie es durch Einfithrung von Ansatzfunktionen
in der Finite-Element-Methode erreicht wird. Zum anderen ist das Gleichungs-
system abschnittsweise zu linearisieren, woraus ein residualer Vektor und eine
tangentiale Steifigkeitsmatrix resultiert.

Schlussendlich ergibt die Losung einer Abfolge von linearen Gleichungssystemen
ein genihertes, diskretes Verschiebungsfeld u” und Drehfeld &”, welches dem
CoOSSERAT-Modell in abgeschwichter Form gentigt.

Die Abschwachung bedeutet zum einen, dass lediglich ein stationdrer Punkt an-
stelle des globalen Minimums gefordert wird und somit das Zweifeldfunktional GG
aus Gl. 4.81 geniigt. Zum anderen wird die betrachtete Struktur €2 und deren
Verhalten durch eine endliche Anzahl von n,, Teilgebieten 2, approximiert

Telm

Q= . (5.1)

Der obere Index h kennzeichnet stets die Approximation durch Finite Elemente.

5.1 Einfihrung von Ansatzfunktionen

Das Verschiebungsfeld u” und das Drehfeld & werden innerhalb der Teilgebiete
Q. durch Ansatzfunktionen N' und Knotenwerte u! bzw. &’ diskret beschrieben.
Hierbei bezeichnet I die Knotennummer und nel die Anzahl der Knoten pro
Element. Im Rahmen einer isoparametrischen Elementformulierung sind gleiche

Ansatzfunktionen N’ fiir u”, & sowie die Ortsvektoren X bzw. x zu wihlen
nel nel
XP=3"N'X' | x"=) N'x' |
I=1 =1
nel nel (52)
uh:ZNIuI , dh:ZNI&I
I=1 =1

Diese Arbeit verwendet ausschliefllich LAGRANGEsche Ansatzfunktionen, wo-
durch lediglich C° Kontinuitéit zwischen den Teilgebieten gewihrleistet ist.
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Weiterhin wird die Variation des Verschiebungs- und Drehfeldes auf

nel nel

ou" => "N'éu' | da"=> N'w (5.3)
I=1 I=1

reduziert, was die Willkiir und Allgemeinheit der Testfunktionen auf den
Ansatzraum und das Elementgebiet einschrankt.

Lineare Verinderungen der geniherten Felder u” und &" werden durch

nel nel
Auh:ZNIAuI , Adh:ZNIyI (5.4)

I=1 =1

erfasst.

5.2 Behandlung der Cosserat-Verzerrung

Die Ansatzfunktionen sind auf der Ebene von Geometrie, Verschiebung und Dre-
hung eingefithrt. Nun ist es in der Finite-Element-Methode oftmals niitzlich, diese
primére Ebene zur Beschreibung von Verzerrungen beizubehalten. Die klassische,
lineare Verzerrung e ist z.B. darstellbar durch

nel

I T
€= E B'-u | &= (e11,69,633,€12 + €21, €13 + €31, €23 + €32) (5.5)
I=1

mit der Operatormatrix

NL 00
0 N, 0
0 0 N{

B’ = 3 :
N, NG (5.6)
N, 0 N
0 N N}

Damit ist die Verzerrung e direkt durch Knotenverschiebungen u’ und den Ope-
rator BY beschrieben. Da in der klassischen Elastizititstheorie die Symmetrie der
Spannung vorausgesetzt wird, ist die Reduktion des Verzerrungstensors auf einen
Vektor mit 6 Komponenten in Gl. 5.5 iiblich.

Diese Reduktion ist in der COSSERAT-Theorie hinfallig, da unsymmetrische
Verzerrungen und Spannungen auftreten. Auch wiirde die Konstruktion eines
Verzerrungsvektors mit 9 Komponenten die numerische COSSERAT-Formulierung
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erschweren, weshalb darauf verzichtet wird.

Wihrend in der linearen COSSERAT-Theorie die Einfiihrung von Operatorma-
trizen B! an dieser Stelle zu einer kompakten Formulierung fiihrt, ist es in der
nichtlinearen COSSERAT-Formulierung erst zu einem spateren Zeitpunkt sinnvoll.
Zwei Griinde sind dafiir verantwortlich:

e Die multiplikative Kopplung zwischen Rotationsfeld R und Deformations-
feld F bedeutet eine nichtlineare Kopplung zwischen den primaren Groflen
a und u.

e Das Rotationsfeld R ist iiber die nichtlineare Funktion in Gl. 2.14 an das
Drehfeld e gekniipft.

Die approximative Verzerrung U”" = (R"TF" schreibt sich formal nach
Einfiihrung der Ansatzfunktionen in GIl. 5.2 durch die approximierten Tensoren

nel

F" = 1 + Grad[u"] = 1 + Zul ® Grad[N'] (5.7)
I=1
und
_ : ~hl 1— = h
Rh — COSHC_XhH ]1+ SIHU(: || Ah—|— C_O}SLH? || (_)ih®dh 7
[a]] o]
nel
Al=-a"-e , a"=) N'a' . (5.8)
I=1

Die Definition einer Operatormatrix B = Grad[N’] in Gl. 5.7 ist denkbar.
Da F” ein Tensor zweiter Stufe bleiben soll, ist das dyadische Produkt jedoch
obligatorisch. Fiir ein Vektorprodukt wie in Gl. 5.5 miisste die Operatormatrix
auf dritte Stufe erweitert werden, worauf wiederum verzichtet wird.

Die Variation und Linearisierung von F unter Hinzunahme von Testgrofien du’
bzw. linearen Verianderungen Au! an den Knoten lautet sinngemis8

nel
OF" = Grad[du"] = Z su’ ® Grad[N'] |
=1

(5.9)

nel
AF" = Grad[Au"] = )~ Au’ @ Grad[N']

I=1
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Zur besonderen Form der Variation und Linearisierung von Rotationen wird auf
Kap. 2.3 verwiesen. So schreibt sich die Variation und Linearisierung von R unter
Hinzunahme von Testgrofen w! bzw. linearen Anderungen y’ an den Knoten

durch

nel
5Rh:Wth:—Wh'E'Rh:ZNIWI'E'Rh )
=1 (5.10)

nel

ARh:Yth:—yh~e~Rh:ZNIyI~e~Rh
=1

Eine Operatormatrix B/ = N' e-R” ist hier denkbar. Jedoch ist die Verwendung
von 0R" = W"R" und AR" = Y"R" fiir spitere Umformungen vorteilhaft,
womit sich B’ eriibrigt. Die Gleichungen 5.9 und 5.10 besagen zunichst, wie die
Separation der Grofien du”, w", Au” und y" moglich ist.

Im Folgenden wird auf den oberen Index h verzichtet, da er ausnahmslos alle
Tensoren bekleidet. Die Variation und lineare Verdnderlichkeit der Verzerrung U
lautet

SU=6R"F)=R"W'F+R"F |,
AU=AR'"F)=R"Y'F+R"AF . (5.11)

Auch die lineare Verdnderlichkeit der Variation dU ist fiir die numerische Formu-
lierung notig

ASU = ART"WTF + R” 6F)
=R'Y'WI'F+R"W'AF + RT YT 6F . (5.12)

5.3 Behandlung der Krimmungsmessung

In Kap. 3.1.3 sind drei alternative Kriimmungsmessungen :é, K und € eingefiihrt.
Zur Vollstandigkeit werden die Variation und Linearisierung fiir alle drei Varian-
ten gezeigt.

Die Darstellung der kartesischen Komponenten in Indexnotation lost dabei die
symbolische Notation ab, da sonst Definitionen von uniiblichen Produkten not-



5.4  FE-Gleichungssystem des Cosserat-Modells 107

wendig sind. Die Variation der Felder schreibt sich wie folgt

~ 1 _ 1 _ _ _ _
(Sﬁij - 5(5 €iab Rca Rcb,j) = 5 €iab (ch Rfa Rcb,j + Rca ch,j be - ch Rca be,j)
1 _ _ 1 o
- 5 €iab Rca ch,j be - 5 €iab €rfc Wrj Rca be ’ (513)
ORiji = §(Rai Rak,j) = W Ry Rak,j + Ry Wap,j Ry + Roi Wap Rbk,j
- Rai Wab,j Rbk = €rba Wy 5 Rai Rbk s (514)

6€i; = 0(€acj Ryi Ryca) = €acj(Weo Ryi Rpco + Rpi Wy Rpeo + Ry Wt o Rie)
= €acj (RZ[; ij} Rfc,a + sz Wfb Rbc,a + sz Wfb,a Rbc)
= €acj sz Wfb,a Rbc = Wyq €rbf €acj sz Rbc . (515)

Da die Regeln fiir Variation und Linearisierung formal iibereinstimmen, kann die
lineare Verdnderlichkeit AR, AR und A€ ohne weiteres angegeben werden

~ 1 _ _ 1 _
AR = 5 iab Rea Yerj Ry = 5 €iab €rfeYrj R, Ry (5.16)
ARijr = Roi Yav; Rok = €rpa Yrj Rai R (5.17)
AC;; = €acj Ryi Yiva Roc = Yra €rvf €aci Ryi Roe - (5.18)

Die lineare Verdnderlichkeit der Variationen 5?3, 0R und 0C lauten

A(S-/éij = €pe Rap Yea Wesj Rye (5.19)
ARl = wy ye(Rei Rfk — Rep Rfi) ) (5.20)
Ad@zy = €acj Wroa ys(Rsi ch - Rri Rsc) . (521)

Wegen R = €mik :émj und ,/fiij = %eiab Rajp sind die Zusammenhange
5ﬁijk = Emik 5§mj 5?%' = %Emb 5§ajb
Aﬁijk = €mik A./émj A}iw == %Eiab Aﬁajb (522)
A(S.ka = €mik A(S./émj A(S./ém = %Eiab A(Sﬁajb

offensichtlich.

5.4 FE-Gleichungssystem des Cosserat-Modells

Das Zweifeldfunktional G aus Gl. 4.81 soll nun fiir den NEWTON-RAPHSON-
Algorithmus vorbereitet werden. Durch Einsetzen der approximativen Felder aus
Kap. 5.2 und Kap. 5.3 wird das Gleichungssystem der Finite-Element-Methode

op” - Kr(p") - Ap =0p”-Ry(p")  — Kz(p")-Ap=Ry(p")  (5.23)
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angestrebt. Hierbei ist K1 die tangentiale Steifigkeitsmatrix und R, der residua-
le Vektor. Wie bereits in Kap. 5.2 angemerkt, werden priméare Groflen an den
Knoten im letzten Schritt separiert. Sie seien im Prozessvektor p = (u, &), dem
virtuellen Prozessvektor dp = (du,w) und dem inkrementellen Prozessvektor
Ap = (Au,y) versammelt. Das = Symbol kennzeichnet den Entwicklungspunkt
der Linearisierung.

Das Zweifeldfunktional G lautet nach Linearisierung und FEinsetzen der Pro-
zessvektoren am Entwicklungspunkt p*

Lin G"(p*, 6p*, Ap) = G"(p*, 6p") + DG"(p*,6p*) - Ap . (5.24)

Dies stellt den Funktionswert G”(p*,dp*) sowie die lineare Verinderung
DG"(p*,0p*) - Ap um p* dar. Eine vollstindige TAYLOR-Entwicklung am Ent-
wicklungspunkt p* enthielte neben hoheren Termen auch noch bilineare Terme
als Resultat der geometrischen Kopplung zwischen Deformation und Rotation.
Diese Terme werden nicht berticksichtigt, um das lineare Gleichungssystem 5.23
zu erhalten.

Ubertriigt man die Forderung des stationiren Punktes an G" auch auf die Linea-
risierung, also Lin G"(p*, dp*, Ap) = 0, folgt aus Gl. 5.24

DGh(p*7 op*).Ap = —Gh(p*, p*) (5.25)

womit eine Entsprechung zu Gl. 5.23 (links) vorliegt.

Die rechte Seite in Gl. 5.25 beschreibt die Variation der inneren und aufleren
Arbeit am Entwicklungspunkt p* durch

~G"(p*,6p") =/Po((bo,5U>+<lo7W>)dV+ /(<t075U>+<Co7W>)dA
Bo 0By

+ /(—(T, §U) — (M, 6¢))dV . (5.26)
Bo
Im virtuellen Arbeitsanteil aus Spannungen (T,0U) tritt die 1. PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannung S; = R T in Erscheinung®”
(T,oU) = (T,R"F + RTW'F) = (RT,éF + W' F)
= (S;,0F) + (S;, W' F) . (5.27)

37 Die 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannung ist im klassischen Fall iiber die Bror-Spannung T
durch S; = RT gegeben. Es liegt hier jedoch nahe den Begriff auch fiir S; = R T zu benutzen.
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Die Separation der Prozessvariable du in (S;, 0F) gelingt durch

nel nel

(S1,6F) = (6F,8;) = > ou; ® Grad[N'] : S; = Y _éu’ - S; - Grad[N]
=1 I=1
nel
=> su'-B* | B :=8; Grad[N'] . (5.28)

Die Separation der Prozessvariable w in (S;, W’ F) iiber
nel

(S1, W'F) = (-W, S, F) = (w-€): (S;-F') =) w'-e:8 - F'N'
=1

nel

:ZWI-B’M , Bl:=e:S,-F'NT | (5.29)

Im virtuellen Arbeitsanteil aus Momentenspannungen (90, §¢) lisst sich die Pro-
zessvariable w gemafl Gl. 5.15 separieren

nel nel

<ﬁ7 5Q:> = Z wi €rbj Rbi Rjn ﬁnk €aik Nil = Z WI : BVI )
I=1 I=1
B = ¢y; Ryi Rjn My €air N e (5.30)

Damit lautet die Variation der inneren und dufleren Arbeit aus Gl. 5.26 am Ent-
wicklungspunkt p*

nelm nel
—G"(p*, 6p*) Z sul- Ref +wl. Ref (5.31)

I 1

mit den Elementvektoren

R¢/= /(poboNf—Baf)dv+/toNf dA

B oBg
w (5.32)
RS/ = /(pOIONI Bﬁf—B“)dv+/c0Nf dA

B oB

Die linke Seite der Gl. 5.25 beschreibt lineare Veranderlichkeiten der Variations-
formulierung am Entwicklungspunkt p* durch

DG"(p*,6p*).Ap = / (AT, 60) + (T, ASU) + (AT, 6€) + (30, A6C)) AV
Bo
(5.33)
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Da zunéchst alle duflere Arbeiten aus Kraften und Momenten verursacht sein
sollen, welche keine Funktionen von u und & darstellen, verbleiben nur Verdnder-
lichkeiten aus virtuellen, inneren Arbeiten. In Kap. 5.5 wird eine Momentenlast,
welche in Abhéngigkeit zu & steht, separat ergénzt.

Eine Zerlegung der Spannung T in den linearen und nichtlinearen Anteil T""
bzw. T gemif Gl. 4.59 ist fiir die weiteren Umformungen von Nutzen.
Da der Term (T RTWT'F) wegen

RT" WT'F) = f(U)(RUT W'F) = f(U) (RR"F T, W'F)

= f(U)FTF W) = f(U) (1, W) =0 (5.34)
verschwindet, gilt dies auch fiir
(AT §U) = (AT RT6F + RT WTF) = (AT RT6F) | (5.35)
sowie

(T, AsU) = (T, A(R" W' F + R 0F)) = (T"", AR" 6F)
= (T RTYTF) . (5.36)
Mit Gl. 5.35 und unter Verwendung der Materialmatrix C aus Gl. 4.60 schreibt
sich der Term (AT, §U) aus zu
(AT, sU) = (AT"™ §U) + (AT RT6F) = 6U : C : AU + (0F, RAT"H)
= (R"6F) : C: (RTAF) + (R"6F) : C: (R"Y'F)
+ (R"WTF): C: (RTAF) + (R"W'F) . C: (R"Y'F)
+ (0F, RAT™H) . (5.37)
Unter Verwendung von Gl. 5.12 und GI. 5.36 schreibt sich (T, A§U) durch
(T, AdU) = (T" AsU) + (T RTYT6F) = (T RTY'W'F)
+ <Tlin’ RTWTAF> + <r:_[1lin7 RTYT5F> + <r]_:1nili7 RTYT5F>
= (RT™ Y'WTF) + (RT"™ WTAF) + (RT,Y'§F)
= (SI" YWF) 4 (S" WTAF) + (S, YI6F) . (5.38)

Damit sind die linearen Veranderlichkeiten aus Gl. 5.33 aufgeschliisselt

DG"(p*, 6p*).Ap* :/((RT(?F) :C: (RTAF) + (RTF) : C: (RTY'F)
Bo
+ (R"W'F) : C: (RTAF) + (R"W'F) . C: (R"Y'F)
+ (0F, RAT™) 4 (Si* YWF) + (S WTAF)
+(S1, YIOF) + (AN, 6¢) + (M, AJE))dV . (5.39)
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Zur Separation der Prozessgrofien werden die Terme in Gl. 5.39 der Reihe nach
behandelt.

Term 1:
nel nel
(R76F) : C: (R"AF) = R], 5y Capea Ry Aupa =Y Y _ou' - B Au’
I=1 J=1
mit B’ = R, N}, Capeq Ric Nj&, @€, . (5.40)
Term 2:
nel nel
(RTéF) :C: (RTYTF) RT 5u,,b Cabcd Rcf Yk €k:fe ed = Z Z 511 BEIJ
I=1 J=1
mit B€IJ = Né RTQ Cabcd Rfc €k fe Fed NJ e e, . (541)

Wegen B!’ #£ B¢/! resultiert bereits aus Term 2 eine unsymmetrische Steifig-
keitsmatrix der Finite-Element-Formulierung.

Term 3:
nel nel
(R"W'F): C: (RTAF) =) Y w'- (B Au’
I=1 J=1
mit (BEJI)T = N:g Rra Cabed Rfc €k fe F., Nt e, e,
= N:I{ Rka Cabcd Rfc €rfe Fed NI e e . (542)
Term 4:

(RTWTF) O (RTYTF) = Rze Wy Epef Ffb Cabcd RZQ Yk €kgh th

nel nel

:ZZWI'BnIJ'yJ

I=1 J=1
mit Bnl‘] = NIRea Eref Ffb Cabcd Rgc €kgh th NJ e e, . (543)

Term 5:
Mit der linearen Verdnderlichkeit AT,y aus Gl 4.62 sowie der Beziehung
RU T =F-T folgt

OF : (RAT ;) = C1 (0F, RUTW (U, AU) + C,(6F, RU T AUT U T)
= Cl (OF, F YU AU) + C) (6F, FTAUTUT), (5.44)
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mit C . aus Gl. 4.63 und C], = —C%,, aus Gl. 4.61. Umformung von
(U T AU =R'FTR'Y'F)+ (RTF T RT AF)

=(RR'FTFTY") + (RRT'F T AF) = (F 7 AF)  (5.45)

sowie

FTAUTUT=FTR'Y'F+RTAF)'U T
=FTF'YR+AFTR)UT=YRU T+FTAFTRU*
=YF T +FTAFTF T (5.46)

ergibt

OF : (RAT,;) =CJ (6F, FIY(F~T AF) + C,(6F, Y F~T)
+ CJ (6F,F T AFTFT)

=Clet Ot Fry" Fig Aty + Cly 0t (— i) €nrs Fry
—I— Cdet 5um Frb Au;ﬁb Fk_a

nel nel
2225ul (B By Aud 4 oul -BYY -yl (5.47)
I=1 J=1
mit
B! =l NLF, ' F;' Nie, @ e, (5.48)
B’ = (], Nf F,'F ' Nje, ® e (5.49)
B = Cl Nlew Fle. ey . (5.50)
Term 6:
nel nel
(Slfn, YWF) = Siigb Yk €kac Wy €rcd Fap = Z ZWI Byt
I=1 J=1
mit B = N e,0q ST Faperae NV €, @€ . (5.51)
Term 7:
nel nel
(Sin WTAF) = Siigb Wy €rgl AUpp = Z Z w! . BM7 . Au’
I=1 J=1
mit B/ = N' S e, Nje, @ey . (5.52)
Term 8:
nel nel
(S1, YTOF) = S1ap Yk €har Ottry = »_ Y 6u’ - By’
I=1 J=1

mit B = N/ Siwerar N €, @ ;. (5.53)
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Term 9:
(AIR, 6€) = C3 (€, AC) (€, 0¢) + C (A, 5¢)
= C§ ¢y AT €,y 0C,, + CoOC,; AT
= C% Wy, d €reg €Edhn Rgm Reh Q:mn Q:ij Yk,a €kbf €acj sz Rbc
+ ij Wy.d €reg €dhj Rgi Reh Yk,a €kbf €acj sz Rbc
nel nel
=33 w (B 4 BYY) -y (5.54)
=1 J=1
mit dem Faktor Cg aus Gl. 4.76 und dem Faktor C’g aus Gl. 4.77 folgt
B¢IJ Ca Nd €reg €dhn Rgm Reh Q:mn Q:ij €kbf €acj Rfi Rbc N:C]L e X e 555)
Bx 1 CB Nd €reg €dhj Rgi Reh €kbf €acj Rfi Rbc N:é e, X e, 556)
Term 10:
L L nel nel
<m7 A5€> = mij Eacj wr,a Yk (sz ch Rm ch — Z Z W B¢ L.
=1 J=1
mit  BY" = N!90,; €oj (Rii Rrc — Ryi Rie) Ne, @ ey, (5.57)

Damit lautet die lineare Veranderlichkeit der Variationsformulierung am Entwick-

lungspunkt p*

Nelm Nel  nel

DG"(p*, 6p*).Ap = U ZZ du;- Ke” Au’ 4 u’- Ke”

=1 J=1
T+ wl iU{uff” Au’ + wl ;}{ygru v’
mit den Elementsteifigkeitsmatrizen
fgeTIJ:: /(B(SIJ +BYY £ B qv
55
iugeTIJ:: /((BeJI)T +BMY)dv
53
fgsﬁzz /(BdJ +B" +B7)dv
55

iUéJEFIJ:: /(BnIJ+BHIJ+B¢IJ+Bfo+B¢IJ)dV

B3

(5.58)

(5.59)
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Zusammenfassend lasst sich das lineare Gleichungssystem in der Form von
Gl. 5.23 angeben

Nelm Nel  nel uueIJ uyeIJ Nelm Nel  nel I ue[
Z Z K K Z Z R
V=1 =1 KeT” K¢ Vi1 u=1 R¢/

(5.60)

In der Blockstruktur der Steifigkeitsmatrix présentiert K¢ die Impulsbilanz und
wy
K¢/’ die Drehimpulsbilanz.*®

Die Volumenintegrale in Gl. 5.32 und Gl. 5.59 werden mittels einer numerischen
GauBpunktintegration ermittelt. Das Verfahren integriert mit m Stiitzstellen Po-
lynome bis zum Grad (2m — 1) exakt. Die Stiitzstellen bezeichnen die Punkte, an
denen der exakte Funktionswert des Polynoms (z.B. der tangentialen Steifigkeits-

uu
matrix K¢7) berechnet und mit einem Wichtungsfaktor multipliziert wird. Die
Summe dieser Werte iiber alle Stiitzstellen ergibt den Wert des Integrals. Fiir ein
8-Knoten-Volumenelement mit trilinearen Ansatzfunktionen wird eine 2-Punkt
Gauflintegration mit insgesamt 8 Stiitzstellen verwendet. Bei einem 27-Knoten-
Volumenelement mit triquadratischen Ansatzfunktionen wird eine 3-Punkt Gau-
Bintegration mit insgesamt 27 Stiitzstellen verwendet.

5.5 Strukturbezogene Momentenlast

Erfihrt ein deformierbares Kontinuum physikalische Effekte, aus denen einge-
pragte Drehmomente hervorgehen, kann eine COSSERAT-Formulierung diese
erfassen. Bewirkt die Momentenbelastung zudem maflig bis grofie Deforma-
tionen, welche wiederum die Momentenbelastung beeinflussen, bietet sich die
geometrisch nichtlineare COSSERAT-Formulierung in besonderer Weise an.

Aus der Elektrostatik und Magnetostatik sind Effekte bekannt, welche einge-
pragte (volumenbezogene) Drehmomente d geméasf

~ — —

d=P xE+M x H (5.61)

im Material verursachen, vgl. ERINGEN & MAUGIN [62].
So erfahrt i. allg. ein Material mit elektrischer Polarisation P innerhalb eines ho-

mogenen, elektrischen Feldes f} eingepragte Drehmomente. Da piezokeramische

uy wu
38 Es ist moglich die Nebendiagonaleintrige K&/7 und K$/7 aus dem Gleichungssystem zu
entfernen bzw. Impuls- und Drehimpulsbilanz sequentiell zu betrachten. Das Konvergenzver-
halten wird dadurch selbstverstandlich beeinflusst.
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Strukturen als polarisiertes Material hohen elektrischen Feldern ausgesetzt sind,
wird dieser Effekt z.B. in KaMLAH [97] im Kontext mit ponderomotorischen
Kraften diskutiert.

Bekannt durch die Funktion einer Kompassnadel ist das Drehmoment, welches
auf ein Material mit Magnetisierung 1\7[ durch ein dufleres, homogenes Magnet-
feld mit der magnetischen Erregung ﬁ ausgeiibt wird.?” Ist die Magnetisierung
parallel zum aufleren Magnetfeld, verschwindet das Drehmoment vollstandig.
Stehen beide Felder senkrecht zueinander, wird das Drehmoment maximal.

Die Momentenbelastung einer Kompassnadel hangt also davon ab, wie die
strukturelle Ausrichtung der Nadel ist. Ware die Nadel ein duflerst diinnes
Gebilde mit geringer Steifigkeit, wiirden sich die Enden der Nadel selbst dann in
Richtung der Erdmagnetpole ausrichten, wenn die Lagerung eine Drehung der
Nadel blockiert.

Allerdings wéare die Ausrichtung nicht vollstandig, sondern eine Funktion der
kleinen aber vorhandenen Steifigkeit sowie der vom deformierten Zustand
abhangigen Momentenbelastung.

Durch das Rotationsfeld R bzw. dessen Eigenvektor é, konnen strukturell be-
dingte Ausrichtungen des Materials unmittelbar mit den Effekten aus GIl. 5.61
gekoppelt werden

—

d=RP)XE+[R M)xH . (5.62)

Dies ist vor allem bei dinnen Strukturen, wie der besprochenen Kompassnadel
relevant. Die Beispiele in Kap. 6.2 und 6.3 behandeln daher ein Magnetband sowie
eine magnetische Kegelschale.

5.5.1 FE-Formulierung der strukturbezogenen Momentenlast

Die Implementierung einer strukturbezogenen Momentenlast wird fiir den Term

R 1\7[ X ﬁ der Magnetostatik vorgefiihrt.*” Weitere Erliuterungen zur hier be-

39Die Betrachtung homogener Felder E und 1\7[ erlibrigt die ndhere Beschreibung dieser Felder.
Weiterhin geht damit einher, dass keine resultierenden Kréfte, sondern nur Drehmomente als
Einwirkung auftreten.

40 Hier wird vorausgesetzt, dass die Magnetisierung 1\71 im ndherungsweise linearen Bereich der
remanenten magnetischen Flussdichte ET. betrachtet wird und ﬁzﬁ,. /o betragt. Weiterhin
ist die Magnetisierung 1\7[ nicht mit dem magnetischen Moment zu verwechseln, welches erst

durch Integration von 1\71 iiber das Volumen erhalten wird.
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trachteten Magnetostatik sind im Anhang A.7 zu finden. Fiir die Behandlung der
Elektrostatik ist lediglich M durch P bzw. H durch E zu ersetzen.

Da es sich um eine Momentenbelastung handelt, wird auf die Bezeichnung kon-
servative Belastung verzichtet. Prinzipiell lasst sich ein aufleres Potential fiir diese
Belastung in der Gesamtenergie angeben. Dass dies trotzdem auf unsymmetrische
Anteile in der Steifigkeitsmatrix fithrt ist auf das darin enthaltene COSSERAT-
Rotationsfeld zuriickzufiihren. Da die Steifigkeitsmatrix aus anderen Griinden
bereits unsymmetrisch ist, spielt dieser Sachverhalt jedoch keine weitere Rolle.

Die virtuelle Arbeit

ext
ollq= —/(d, w) dV (5.63)
Bo
beschreibt die Variation der auleren Arbeit durch eine Momentenlast d. Diese
wird uber
<d7W> = <R ]-\7[ X ﬁ,W> - Rab Mb €iac ﬁc w; :Mbﬁc RZ;W(E;
— (M ® H,RT W) = (DT, WR) (5.64)
=D

so umgeformt, dass sie der rechten Seite in GIl. 5.26 als positiver Term hinzugefiigt
werden kann. Damit lautet die erweiterte Variation der inneren und dufleren Ar-
beit am Entwicklungspunkt p*

~G"(p*, 0p*) = /pg((bo, ou) + (lp, w)) dVo + /((t, du) + (c,w))dA,

Bo 9Bo
+/<DT,WR>dV+/(—<T,5U>—@,Q)dv . (5.65)
Bo Bo

wobei D :1\7[ ® ﬁ die magnetostatische Einwirkung enthalt.

Die Separation der Prozessvariable w geschieht durch

<DT7 W R) - DZC Wab Rbc = Wj €igp Rbc Dca = —W; €iap Rbc Dca
nel

:wi€ibaRbcha =w-e:R-D= ZWI-B‘“ )
=1
mit B?'=e:R-DN’ . (5.66)
Der Elementlastvektor fiir Drehungen aus Gl. 5.32 erweitert sich damit auf

Ry = /(po I, N' =BT — B + B?H)dV + /qu dA . (5.67)
B 985
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ext
Die lineare Veranderlichkeit der virtuellen Arbeit J[T, am Entwicklungspunkt p*

erscheint wegen

ext

AT g= —/A(DT,WR> dv = /—<DT,WYR> av | (5.68)
80 8O

auch auf der linken Seite in Gl. 5.25 und ist eine Konsequenz des geometrisch

exakt behandelten COSSERAT-Rotationsfeldes. Die Separation der Prozessgrofien

w und y in

—(D", WYR) = —DI, W Yea Ry = —D2, (—€racw,) (—€reayi) Rap

nel nel

= Wy €rcq Dpa Rdb €cdk Yk = Z ZWI . BWIJ . yJ
I=1 J=1
mit Bv!/ = NI €rca Dia Rdb €l N‘]er @ e (569)

wy
ergibt die Erweiterung der Elementsteifigkeit K7 in Gl. 5.59 zu

wy
K{7/:= /(B”” +B*" + B + B + BY + B*")dv . (5.70)

55
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6 Analytische und numerische Beispiele

6.1 Test mit Magnetwiirfel

Ein einfacher Test an einem magnetischen Wiirfel soll die korrekte Implementie-
rung der Momentenlast aus Kap. 5.5 innerhalb der Numerik bestatigen.

Dabei wird zunéchst die magnetische Ausrichtung 1\7[ des Wiirfel in Bezug zur
duBeren magnetischen Erregung H um den Winkel « variiert, vgl. Abb. 6.1 (links).

Sowohl 1\7[ als auch ﬁ sind homogen. Der Wiirfel erfahrt dann ein gesamtes Dreh-
moment von

D= [RMxH dV:||RM||||ﬁ||/Cos[a]ede . (6.1)
80 80

In Abb. 6.1 (rechts) sind die Richtungen der Auflagerkrifte A als Ergebnis der
Finite-Element-Berechnung fiir —7/2 < a < 7/2 zu sehen.
Im Fall 7/2 < a < 37/2 wechseln sdmtliche Auflagerkréfte die Richtung.

4] 4]

— —
H A A
Y
M
(6%
T A A
<« AN

] 4l

Abbildung 6.1: Links: System mit Koordinatensystem und Richtung « der Magne-
tisierung M. Rechts: Auflagerkréfte unter Einwirkung der homogenen, magnetischen

Erregung H an einem starren Wiirfel.

Fiir einen starren®’ Einheitswiirfel mit Kantenlange 1, || M | =1 und || H |=1
erhalt man als Einwirkung ein gesamtes Drehmoment um die z-Achse der Grofie
cos [a]. Der Berechnung werden 36 Elemente mit linearen Ansatzfunktionen, ebe-
ner Verzerrungszustand und die Materialkennwerte £ = 10000, v = 0.3, p. = u
sowie L. = 0 zu Grunde gelegt. Man erhéalt im Test die zu erwartenden Auflager-
kréfte A = cos [a]/4.

4IDamit ist in diesem System R = 1l gewiihrleistet.
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Wird der Elastizitatsmodul des Wiirfels verringert, so dass kein starrer Wiirfel
vorliegt, beobachtet man eine Deformation, welche das resultierende Drehmoment
stets verringert, wie es auch bei der Ausrichtung einer Magnetnadel geschieht.

In Abb. 6.2 ist die Situation fiir &« = 45° und Abminderung des Elastizitdtsmoduls
auf £ = 10 gezeigt. Das gesamte Drehmoment aus auflerer Belastung verringert
sich im deformierten Zustand auf 88% des Wertes, welcher im undeformierten
Zustand bzw. starren Fall auftritt.

sl

45°

-« -«

t |

Abbildung 6.2: Links: System mit Richtung o = 45° der Magnetisierung 1\7[ Rechts:

Deformiertes Netz und Auflagerkréfte der weichen Probe unter Einwirkung von H.
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6.2 Magnetband unter strukturbezogener Momentenlast

Ein flexibles, magnetisches Band der Firma Max Baermann’ soll auf dessen
Anwendungspotential als Schalter oder Aktuator untersucht werden. Das Band
besteht aus magnetischen Neodym-Eisen-Bor(NdFeB) Partikeln innerhalb einer
Elastomermatrix, vgl. Abb. 6.3.

Abbildung 6.3: TEM Aufnahme polymergebundener Strontiumferrit und Neodym-
Eisen-Bor Partikel (etwas groflere Kugeln), aus [143].

Die magnetischen FEigenschaften des Materials sind einem Datenblatt des
Herstellers entnommen. Es zeichnet sich durch hohe Remanenz B, = 365.4mT
(T'" = TesSLA) und Koerzitivfeldstarke ﬁcz 580.1 kA/m aus. So ist ein &ufleres
magnetisches Feld der Grofle 7.29 T (gemessen in der umgebenden Luft) notig,
um die Probe bei Raumtemperatur vollstandig zu entmagnetisieren. Wird
die Probe einem &aufleren magnetischen Fluss von maximal 1.67 ausgesetzt
(gemessen in der umgebenden Luft), ist gemdfl dem Datenblatt des Herstellers
nur geringe Umpolung zu erwarten.

Eigene Messungen haben einen Elastizititsmodul von E = 300N/mm? ergeben,
die Querkontraktionszahl wird mit v = 0.45 geschatzt.

Das Band hat in der Ausgangsform die Breite 5mm, die Dicke d = 0.5 mm und
eine Gesamtlange von 2 L = 40 mm. Ein Langsschnitt ist in Abb. 6.4 zu sehen. Der
gekriimmte Abschnitt ist weiterhin durch die Bogenlange L, das Mafl a = 0.35 L
und die Magnetisierung || M, | = B,/10 entgegen der x-Achse charakterisiert.
Der gerade Abschnitt besitzt die Lange L und ist mit || 1\712 | = B, entgegen
der y-Achse magnetisiert. Die Einspannung betrifft nur Verschiebungen, es findet
keine Vorgabe an die COSSERAT-Rotation R statt.

Eine homogene, auflere magnetlsche Erregung A H welche in der umgebenden
Luft die Flussdichte A B Lo A HN 471077\ H erzeugt, wirkt homogen auf

42Dje Erfindung flexibler Magnetbinder geht auf Max Baermann, Bergisch Gladbach, im Jahr
1956 zuriick.
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die gesamte Struktur. Storungen im dufleren Magnetfeld durch das Band bleiben
unberiicksichtigt.

Die Situation wird durch ebenen Verzerrungszustand modelliert. Jeder Abschnitt
der Struktur ist mit 50 quadratischen Elementen in Langsrichtung und einem
Element iiber der Hohe diskretisiert. Ein zusatzlicher Biegetest mit derselben
Diskretisierung weist keine Lockingeffekte auf.

Y
= A
a/2 1\—>/I AB
! ~ —>
a/2 N M> o
4 F Vv v A Il\
a L

[P
I
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»|
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Abbildung 6.4: Schnitt durch magnetisches Band im undeformierten Zustand.

Die Parameter der COSSERAT-Theorie sollen in diesem Beispiel eine neutrale
Rolle spielen, da es primar um die Verwendung der strukturbezogenen Momen-
tenlast geht. Wie noch in weiteren Beispielen gezeigt wird, liegt das Verhalten
des COSSERAT-Modells fiir die Kombination g, = p und L. = 0 sowie die
Kombination p. = 0 und L. — oo nahe am Verhalten klassischen ST.-VENANT-
KircHHOFF-Materials, wenn man von extremen Verzerrungen absieht. Die
Kombination pg, = p und L. = 0 entspricht zudem einem BioT-Modell. So
basieren nachfolgende Ergebnisse auf dem COSSERAT-Modell mit p. = g und
L.=0.

Die Deformation der Struktur ist in Abb. 6.5 (links) fiir unterschiedliche

Flussdichten A ]§ dargestellt. Im Fall A = 1 wird die Flussdichte 17 in der
umgebenden Luft erreicht.

Die Stabendverdrehung in Abb. 6.5 (rechts) verdeutlicht das nichtlineare Ver-
halten der strukturbezogenen Momentenlast. Der gerade Abschnitt erfihrt in
der Ausgangslage keine Einwirkung, da Magnetisierung und aufleres Magnetfeld
parallel verlaufen. Der gebogene Abschnitt dreht den geraden jedoch so, dass
auch dort allmahlich Einwirkungen auftreten, was die Deformation zunehmend
verstarkt.
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Abbildung 6.5: Links: Verlauf der Deformation bei Erhohung der Flussdichte A ]§
Rechts: Stabendverdrehung « als Funktion des Faktors A.

Nahert sich jedoch die Stabendverdrehung einer halben Umdrehung o — 7,
schwacht sich die Einwirkung ab, da Magnetisierung und aufleres Magnetfeld
im geraden Abschnitt wieder zunehmend parallel verlaufen.

Der gerade Abschnitt des Schalters bzw. Aktuators nimmt ab einer Feldstarke
von ca. 1.6 7T die um 180 Grad gedrehte Position ein. Diese Ausrichtung dndert
sich auch fiir groflere Feldstarken nicht.
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6.3 Kegelschale unter strukturbezogener Momentenlast

Das flexible, magnetische Material aus Kap. 6.2 wird nun auf seine Relevanz als
Ventil untersucht.

Dabei presst sich eine Kegelschale mit Dichtungslippe gegen einen Dichtungs-
ring. Schale und Dichtungslippe sind aus demselben Material mit Magnetisierung

| M || = B, = 365.4mT entgegen der z-Achse, vgl. Abb. 6.6 und 6.7.

Durch magnetische Impulse soll sich das Ventil 6ffnen bzw. schlielen lassen. Die
homogene, duflere magnetische Erregung A\ ﬁ, welche in Luft die Flussdichte
A ]§: o A ﬁ% 471077\ ﬁ erzeugt, wirkt homogen auf die gesamte Struk-
tur. Storungen im auferen Magnetfeld durch den magnetischen Kegel bleiben
unberiicksichtigt. Fiir A = 1 wird eine Flussdichte von einem TESLA erreicht.
Das Feld kann z.B. durch eine Kupferdrahtwicklung von auflerhalb erzeugt wer-
den, so dass innerhalb des Ventils weder mechanische Stellglieder noch elektrische
Bauteile notig sind.

Abbildung 6.6: Magnetische Kegelschale mit Magnetisierung 1\7[ und Einwirkung A ]§

Das System soll unter Ausnutzung der doppelten Symmetrie berechnet werden.
Dadurch verschwinden in der x-z-Ebene Verschiebungen in y-Richtung sowie Dre-
hungen um die z- und z-Achse. In der y-z-Ebene verschwinden Verschiebungen
in z-Richtung sowie Drehungen um die y- und z-Achse.

Diese Forderungen stellen eine Einschriankung des Losungsraumes dar. So wer-
den u.a. unsymmetrische Beulformen ausgeschlossen. Auf die Untersuchung dieses
Sachverhaltes wird hier verzichtet.

Die Diskretisierung findet durch Finite-Elemente mit quadratischen Ansatzfunk-
tionen statt. Es wird ein Element in Dickenrichtung, vier Reihen in Radialrich-
tung und sechs Reihen in Meridianrichtung verwendet. Die Visualisierung legt
ein Netz durch alle Knoten, weshalb samtliche Abbildungen mit doppelt feinem
Netz erscheinen.
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Die Struktur ist in Abb. 6.7 im Querschnitt S1 vermaflt. Die Schalendicke betragt
t = 0.1mm und die tbrigen Mafle 1y = 5mm, ro = 10mm, r3 = 10.2mm,
ry = 11mm, hy = 0.4mm, hy = 0.8 mm, hy = 2.4mm.

Der Dichtungsring befindet sich in Schnitt S1 in einem kontrahierten Zustand, so
dass die Kontaktkraft F} zwischen Dichtungsring und Lippe verschwindet. Dieser
Zustand stellt kein natiirliches Gleichgewicht dar; die Kontraktion wird durch
eine fiktive Kraft Fy = 2.1 N auf den gesamten Ring erzwungen.

Nimmt man die fiktive Kraft weg, hebt sich der Dichtungsring und driickt wie in
Schnitt S2 gegen die Dichtungslippe mit einer Kraft £}, = 1 N. In dieser natiirli-
chen Gleichgewichtslage hat sich die Struktur bereits verformt und die Richtung
der Magnetisierung etwas verandert, vgl. Schnitt S2 in Abb. 6.7.

Dichtungslippe

|
|
8] |
I
|

Kegelschale

Dichtungsring

Abbildung 6.7: Schnitt S1 zeigt den Querschnitt des Systems mit Abmessungen in
der Referenzkonfiguration. Schnitt S2 zeigt den initialen Zustand fir A = 0.

Die Federkennlinie des Dichtungsrings ist Abb. 6.8 links zu entnehmen. Hebt die
Dichtungslippe unter auflerer Magnetlast vollig vom Dichtungsring ab, nimmt
dieser eine spannungsfreie Konfiguration ein. Seine Hohe betragt dann 2.3 hy.
Dies bedeutet, dass der Dichtungsring durch eine fiktive Kontraktion im Schnitt
Sl um e = (hy —2.3h1)/(2.3hy) = —0.57 gestaucht ist. Vereinfachend kommen
keine Reibungskrifte zwischen Dichtungsring und Dichtungslippe in Ansatz.

Die Kontaktkraft F} zwischen Dichtungsring und Dichtungslippe wird in Abb. 6.8
rechts als Funktion einer Vertikalverschiebung u aufgetragen. In der Abbildung
ist auch die zur Verschiebung u zugehorige Stelle gezeigt.
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Abbildung 6.8: Links: Federkennlinie des Dichtungsrings.
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als Funktion der Vertikalverschiebung wu.

Die Vertikalverschiebung w wird auch fiir das Last-Verschiebungsdiagramm in
Abb. 6.9 verwendet. Die Kurve reprasentiert das Verhalten der Schale bei einer
Berechnung mit dem Bogenlingenverfahren.** Markante Punkte im Verlauf sind
mit S1 bis S11 gekennzeichnet. In Abb. 6.7 bzw. Abb. 6.10 ist fiir jeden dieser
Punkte die Schale im Querschnitt zu sehen.

A
0.6 AS3
AN i
N N ya

JSl jsz \84 \810 S6/ Jsg

* T T T T T T T u
s 05 1.0 ‘}\B\Q 25 ;// 35 %0
0.4 S5 .
DO 89

0.6

Abbildung 6.9: Last-Verschiebungsdiagramm aus Bogenlangenverfahren fir Vertikal-
verschiebung u. Schnitte S1 bis S11 sind markiert.

Von Punkt S1 nach S2 verschwindet die fiktive Kontraktion des Dichtungsringes
und die Dichtungslippe hebt sich im Mittel um 0.2 mm an. Bei S3 fithrt das &dufle-

43Zur Behandlung des Bogenlingenverfahrens wird auf Riks [190] [191] verwiesen.
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re magnetische Feld mit A = 0.66 dazu, dass die Schale durchschlagt, wobei ein
Kontakt zum Dichtungsring noch vorliegt. Im Schnitt S4 ist die Schale wahrend
des Durchschlagens zu sehen. Die Kriimmung der Schale andert in S4 das Vorzei-
chen in radialer Richtung. In Schnitt S5 ist dies nicht mehr so und fiithrt weiter
zum stabilen Zustand S6. In Schnitt S7 hat sich die Schale unter Einwirkung des
auBeren Feldes nochmals angehoben, wobei der nachste Stabilitatspunkt erreicht
wird.

Das weitere umkrempeln der Schale geht ab Schnitt S8 mit einem Vorzeichen-
wechsel des auBleren Magnetfeldes einher. Nun dreht sich die Dichtungslippe bis
Schnitt S10 entgegen dem Uhrzeigersinn. Dabei verdndert sich die Ausrichtung
der Magnetisierung so, dass das Bogenlangenverfahren nach Schritt S11 den Pfad
nicht weiter verfolgen kann und somit das vollstandige umkrempeln der Schale.
Das nichtlineare Verhalten der Belastung fiihrt auf diese Schwierigkeit.

Abbildung 6.10: Schnitte S3 bis S11 aus Berechnung mit Bogenldngenverfahren.

Fiir die Beurteilung des Systems als Ventil reicht jedoch das Ergebnis bis Schnitt
S9. Das Last-Verschiebungsdiagramm in Abb. 6.9 macht deutlich, dass sich das
Ventil mit gewohnlichen magnetischen Feldstérken ¢ffnet und schlieit. Die Schale
schlagt dabei durch und behalt auch ohne dufleres magnetisches Feld einen geoff-
neten oder geschlossenen Zustand bei. Das Offnen erfolgt mit A = 0.66 und das
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Schliefen mit A = —0.41. Der Abstand zwischen Dichtungsring und Dichtungslip-
pe betragt im geoffneten Zustand 3 mm, falls das auflere Magnetfeld durch einen

Impuls 6ffnet und dann verschwindet.

Dynamische Effekte, wie die Schwingung der Kegelschale nach dem Durchschla-
gen werden im Rahmen dieser Arbeit nicht untersucht. Es sei nur erwahnt, dass
der vollstandig umgekrempelte Zustand des Magnetkegels in einer dynamischen
Simulationen ohne weiteres erreichbar ist, sieche Abb. 6.11.

Abbildung 6.11: Abfolge von Schnitten aus einer dynamischen Berechnung.
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6.4 Einfache Scherung mit Diskussion von Randvorgaben

Der Einfluss von Randvorgaben an die Rotation R im COSSERAT-Modell wird
nun anhand analytischer und numerischer Ergebnisse am Beispiel der einfachen
Scherung erortert. Auch aus diesem Blickwinkel ergeben sich Schlussfolgerungen
zur Bedeutung des Kopplungsmoduls ..

Die Deformation der einfachen Scherung wird zunachst motiviert und mathe-
matisch formuliert. Es folgt die analytische Losung im nichtlinearen COSSERAT-
Modell fiir homogene Fille. Auch eine Diskussion zur Eindeutigkeit der Losung
wird gefiihrt. Numerische Untersuchungen im Zusammenhang mit verschiedenen
Randvorgaben decken sich mit Vorhersagen der analytischen Losung, was zugleich
der Kontrolle des numerischen Modells dient. AbschlieSend zeigt eine durch Stébe
modellierte Wabenstruktur, wie sich Randvorgaben an die Rotation in bestimm-
ten Fallen auswirken.

6.4.1 Motivation und Formulierung der einfachen Scherung

Die einfache Scherung motiviert sich aus einer Zone, welche bei der ebenen Sche-
rung hinreichend weit von freien Randern entfernt ist. Die Deformation dieser
homogenen Zone kann durch eine Verschiebung u(z3) und eine Drehung a(z3)
charakterisiert werden, vgl. Abb. 6.12.%

Sssoa

Abbildung 6.12: Das deformierte Wabenmodell (links) zeigt eine homogene Zone im

N\ PaN

Inneren der Struktur, was die Kinematik der einfachen Scherung (rechts) motiviert.

Die ebene, quadratische Probe der Einheitshthe h = 1 in Abb. 6.12 (rechts) ist an
der Unterseite komplett gehalten. Die Oberseite verschiebt sich nur in 1-Richtung
um den Betrag u(xs = 1) = ~. Es treten keine Gradienten in 1-Richtung und

44Die Ausbildung der Zonen ist fiir das klassische BoLTZMANN-Kontinuum ebenfalls zu be-
obachten.
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keine Verschiebungen in 3-Richtung auf. Damit ist die Verschiebung u sowie die
Drehung @ ausschliellich eine Funktion der Koordinate x3.

Die Deformation ¢ und deren Gradient F beschreiben sich dann iiber

x1 + u(xs) 1 0 u(x3)
p(T1, T2, 73) = To , Grad[p(z3)]=F =10 1 0 , (6.2
x3 00 1

mit u(0) = 0, u(1) = 7. Das Rotationsfeld R € SO(3) bzw. dessen infinitesimale
Rotation A € s0(3) ergibt sich zu

cosa(zz) 0 sina(zs) 0 0 @(x3)
R(z3) = 0 1 0 . A(rs) = 0 0 0
—sin@(zs) 0 cosa(ws) —a(x3) 0 0

(6.3)

oa
Abkiirzend wird nun die Koordinate x3 durch = und die Ableitung a_a durch @
x

notiert.

Da fiir die Kriimmung [|&]|2 = |R"D.R||? = |DR||? und

—a’sina 0 @ cosa

DR = 0 0 0 =
—a' cosa 0 —a’ sina
IDR]?> = 2a” sin?a + 2@ cos’a = 2/ (6.4)

gilt, folgt [[DR? = |DA|? = 2 [@2.

Die Drehung @ soll auf dem oberen und unteren Rand beziiglich den Ableitungen
a™(0) = @™ (1),n € N periodisch sein. Durch
1
a(l/2+x)=a(1/2—-12), z€]l0, 5], (6.5)
fordert man weiterhin die Symmetrie der Drehung, was zugleich
a™(1) = (=1)"a™(0) impliziert. Daraus wiederum folgt @™ (1) = @™ (0) =0
firn=2k+1, ke N

Fiir die Verschiebung w wird auf dem Rand «'(0) = u/(1) verlangt, sowie
Symmetrie durch «/(1/2 4 x) = u/(1/2 — x).
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Die Verzerrung U = RT F und deren symmetrischer und antisymmetrischer An-
teil lauten dann

cosaa 0 v/ cosa— sina
U= 0 1 0 ,

sinaa 0 u'sina+ cosa

cos o 0 (ucosa)/2
sym[U] = 0 1 0 : (6.6)
(u'cos@)/2 0 u'sina+ cosa
0 0 (u'cos@—2sin@)/2
skew([U] = 0 0 0
(—u'cos@+ 2sin@)/2 0 0

Es wird die Formanderungsenergie aus Gl. 4.49 benutzt, wobei der volumetrische
Anteil keinen Einfluss hat, da fiir F aus 6.2 keine Volumenanderung stattfindet.

Weiterhin erscheinen kleine Drehungen |&| und Gradienten |u/| sinnvoll (was nicht
notwendigerweise infinitesimal klein bedeutet). Dies geht mit den Restriktionen
|a| < 7/2 und |v/| < 2 im Folgenden einher. Die Kriimmungsenergie aus Gl. 4.64
wird quadratisch mit dem Exponent ¢ = 2 angesetzt. Damit lautet das geome-
trisch exakte Variationsproblem fiir die einfache Scherung

1
/ (2 [lsym[U]]|* + pe [|skew [U][|* + 2 L2[@'|*) dx = min . bzgl. (u, @)
0
auf I'p: w(0)=0,u(l)=~, aufl,: @0)=a(l)=a,,
auf Iy : @(0)=a(1)=0, inB: [a< g /| < 2. (6.7)

Die spezifische Formanderungsenergie Wiyite in Gl. 6.7 ist im vorliegenden Beispiel
dann eine Funktion von «/, @ und @ geméaf

12 12 s 2—
Winite (v, @, @) = 1 <2(cos§ — 1)+ u? + w +2(cosa — 1)u'sin@
+ %COS2§ [2tana@ — ']’ + 2u L2|a@|? . (6.8)

Es werden zunéchst homogene und glatte Losungen mit ' = v fiir das Problem
6.7 gesucht. Dann spielt die Kriimmungsenergie keine Rolle (& = 0), was voriiber-
gehend die Wahl von L. = 0 rechtfertigt. Unter dieser Voraussetzung lasst sich
die spezifische Formanderungsenergie Wit wie in Abb. 6.13 durch Hohenlinien
auf (v, @) darstellen.
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Jem w
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Abbildung 6.13: Hohenlinien der inneren Energiedichte Wypite der homogenen Losung
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~—

W = fir L. = 0 und p. = 0 (links) bzw. p. = p (rechts). Die Kurven @ und as

stellen homogene Losungen in @ dar.

Es zeigt sich, dass Whpite fiir g, = 0 im Gegensatz zu p. = p nicht konvex in
(v, @) ist und bei gegebenem u’ = v mehrere homogene Losungen fiir @ in Frage
kommen.

6.4.2 Euler-Lagrange Gleichungen des Cosserat-Modells

Die EULER-LAGRANGE-Gleichungen erhalt man aus den freien Variationen der
Gl. 6.8 nach den Variablen u bzw. @. So resultiert das Gleichgewicht der Krafte
aus der freien Variation nach den Verschiebungen u unter Berticksichtigung der
Randbedingungen zu

d

You € C() ([O’ 1]’R) - 0= dt\tzo

1
/ Whnite (v’ + tou', @, @) dx
0

1
= 0= / [—pu” — p(2a'u’ sin@ cos @ + u” sin *@)
0

—2u ((cos@ — 1)@ cos@ — @ sin*@) — p. (—2a'v cos@sin@ + u” cos *a)

—2p, (—@' sin*a + @ cos”*a) ] dudz, (6.9)

wobei bereits die partielle Integration und das Verschwinden der Testfunktion
du € Cg°([0,1],R) auf dem oberen und unteren Rand eingearbeitet sind.

Das Gleichgewicht der Momente resultiert aus der freien Variation von Gl. 6.8
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nach der Drehung o

d

Véa € C*([0,1],[0,27)): 0=
dt),_,

1
/ Wﬁnite(u/; a+ téa, a, + t(sa,) dx
0

1
=0 :/ [—4u(cos&— 1) sin@ + pu’ sina cos@ + 2uu'(cosa — 1) cos@
0

[ 2 e —_ —_
— 2uu’ sina sin@ — p.u’” cosasin@ — 2.’ cos @ cos @

+2pcu’ sSin@sin@ + 4pesina@cosa@ — 4p L2a"] davda

+/0 4pl? [@ (1) 6a(1) — @' (0) da(0)] dx . (6.10)

Da éda(1) und da(0) beliebig ist, folgt aus der letzten Zeile, dass auf dem Rand die
natiirliche Randbedingung @'(0) = 0 und @' (1) = 0 im Fall L, > 0 auftreten muss.

Soll der Integrand in Gl. 6.9 punktweise verschwinden, folgt daraus die starke
Form des Kraftegleichgewichts

0=u"[2p+ (1 — pe) cos*al + 2(p — p)u'a’ sin@ cosa
+2(p+ pe) [cos®a — sin’al @ — 2ud cosa . (6.11)

Soll der Integrand in Gl. 6.10 punktweise verschwinden, folgt daraus die starke
Form des Momentengleichgewichts

0=pcosa (2(cosa — 1)+ u'sina) [u —2tana]

— pte (—cos@ sina [2tana — '] + 2) [’ — 2tana] — 4ul?a”. (6.12)

6.4.3 Homogene Losungen und Kriterium der Eindeutigkeit

Es wird nun eine homogene Losung fiir das Verschiebungsfeld gefordert, womit
nur noch die Losung u(z) = vy in Frage kommt. Damit ist auch die Ableitung
des Verschiebungsfeldes v’ = v bekannt und das Problem reduziert sich auf die
Losung fiir das Drehfeld a.

Zunachst werden alle homogenen Losungen @ fiir den Fall y. = 0 bestimmt,
welche zugleich die starke Form des Momentengleichgewichts
0=—4pu(cos@— 1)sina + ,uu'2 sina cos @

+ 2uu’(cos@ — 1) cos@ — 2pu' sin@ sina (6.13)

gewéhrleisten. Da cos@ = 0 keine Losung unter der Voraussetzung |u/| < 2 und
|al < 7/2 in Gl. 6.13 darstellt, darf diese durch cos@ dividiert werden. Nach
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Umsortierung und unter Beriicksichtigung von u' = v folgt
0=1[2(cosa—1)+~sina|(y—2tana) . (6.14)

Der erste Faktor [2(cos@ — 1) + v sin@| in Gl. 6.14 verschwindet offensichtlich
fiir @ = @7 = 0 und stellt die erste Losung dar.

Der zweite Faktor (7 — 2 tan@) verschwindet fiir @y = arctan[y/2], womit die
zweite Losung gefunden ist.

Die dritte Losung folgt nochmals aus dem ersten Faktor der Gl. 6.14. Setzt man
diesen gleich Null, ist es mit

1
% sin@ = 5(1 — cos @) (6.15)

gleichbedeutend. Setzt man die bekannten trigonometrischen Beziehungen

= a1 _
sin§:2sin% cos%, 5(1— COS@) = singg (6.16)
in Gl. 6.15 ein, ergibt sich
a a a sin 2 a
% {2sm% cos %} = sin2% = % = cos% = tan%. (6.17)

Zusammenfassend lauten die drei homogenen Losungen
_ _ 7 - v
a; =0, @, = arctan 5 O3= 2 arctan 5 (6.18)

Adaquate Herleitungen im Fall p, > 0 fithren zu dem Ergebnis, dass genau dann
drei homogene Losungen existieren, falls der Kopplungsmodul p. unterhalb einer
Grenze von pi. < p&* liegt, wobei

crit () Vitoy-2 (6.19)

crit
c

von der Scherung ~ abhangt. Fur u. > pS™ verbleibt nur die homogene Losung

Qip, wie es in Abb. 6.14 zu sehen ist.
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Abbildung 6.14: Links: Homogene Losungen @3 (obere Aste), @y (mittlere Geraden)
und @; (untere Aste) fiir unterschiedliche ./p Verhéltnisse sowie Scherungen . Rechts:

Der Verzweigungspunkt p&it/y ist eine Funktion der Scherung ~.

Die Verzweigung der homogenen Losung unterhalb von p&® bedeu-
tet, dass pu. > 0 nicht zur Gewahrleistung einer eindeutigen Gleichge-

crit

o von der Grofle der

wichtslosung geniigt! Im vorliegenden Beispiel hangt
Scherung ~ ab, was in ahnlicher Weise auch bei anderen Deformationen zutreffen
wird.

fhe/ p
0.8
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064 M
0.4+

0.2+

T T T T "Y T T T T T T 1 /y
0 2 4 6 8 10 0 20 40 60 80 100 120

Abbildung 6.15: Das Verhiltnis pit/p ist fiir beliebige Scherung « durch 1 be-
schrankt.

Das Verhiltnis p&/p ist in Abb. 6.14 (rechts) fiir physikalisch sinnvolle
Deformationen abgebildet. Aus mathematischer Sicht ist auch die in Abb. 6.15
gezeigte Schranke p. = p interessant, welche dann eine eindeutige homogene
Losung fiir beliebige Scherung ~ in diesem einfachen Beispiel gewahrleistet.

In einem linearen COSSERAT-Modell kann man die Verzweigung der

homogenen Losung fiir u&® nicht beobachten. Bereits die Approximation
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. .. _ a2 P _ ad . .
exakter Drehwinkel @ iiber cosa ~ 1 — &, sin@ ~ @ — §; und die Reduktion

der Energiedichte aus Gl. 6.8 auf Terme vierter Ordnung
1+ 52 12 54 —3 u/)

+ — -«

Wred(u’,a,a’)=u< 5 Ut

/ ! =2
+ 24, (% - a) K% - a) - % (3u’ — 25)] +2ul?|@|? (6.20)

andert die Charakteristik der Verzweigung.
Die EULER-LAGRANGE-Gleichungen, welche sich aus Gl. 6.20 ergeben, lauten

0 =" + 2(” B MC) aa'u (_4MC — 3”) a‘a’
p(l+a) + pe(l—a?)  p(l+a%) + p(l —a?)
T
_ 6.21
p(l+a?) + p(1 —a?) (6:21)
sowie
1 1 3

0=p <§a3 + Zau’Q - Zagu’ — Lﬁa”)

1 2 '
— fhe (Zau’2 + 553 — @ + (% - a)) . (6.22)

Homogene Losungen, welche das Kraftegleichgewicht in Gl. 6.21 sowie das Mo-
mentengleichgewicht in Gl. 6.22 bei einer Scherung v = 0.2 erfiillen, sind in
Abb. 6.16 (links) dargestellt.

(@] o
027 —— reduziert 02 T~~-_ - — linear
0.15 4 --- exakt 0.15 - \\\\\ --- exakt
: : ~
N\
\ \
1 )
0.1 === = 0.1 7
/
//
0.05 - 0.05 - s
fie/ 1 -7 fie/ pt
O T T T 1 0 T T T
0.002 0.004 0.006 0.008 0.002 0.004 0.006

Abbildung 6.16: Homogene Losungen @ fiir v = 0.2 und unterschiedliche p./p
Verhéltnisse. Links: Losung des reduzierten Ansatzes gemafi Gl. 6.20 im Vergleich zu
Ansatz aus Gl. 6.8. Rechts: Losung des linearen COSSERAT-Modells geméfl Gl. 6.23 im
Vergleich zum Ansatz aus Gl. 6.8.

Obwohl es unterhalb eines gewissen p./p Verhéltnisses wieder drei Losungen
in der reduzierten Theorie gibt, existiert kein echter Verzweigungspunkt fiir die
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Energiedichte der Gl. 6.20. Weiterhin weicht die Approximation in der Umgebung

crit

von i, =~ pgt von der homogenen Losung @, = arctan 7 ~ 3 deutlich ab.

2

Das CoSSERAT-Modell mit linearer Kinematik und Formanderungsenergie

12 12
W (0, @, @) = 1 + e (u_ — 0w + 2@2) +2u L)

2 2
u'? u’ 2
= H + 24 (5 — 5) +2u L& (6.23)

fithrt auf die EULER-LAGRANGE-Gleichungen der Form

0=u"—2 i a, (6.24)
Bt e
/
0=pLl%@" — p, (a - %) . (6.25)

Homogene Losungen, welche das Kraftegleichgewicht in Gl. 6.24 sowie das Mo-
mentengleichgewicht in Gl. 6.25 bei einer Scherung v = 0.2 erfiillen, sind in
Abb. 6.16 (rechts) dargestellt. Fiir homogene Losungen (u/,@) = const. ist das
Kraftegleichgewicht immer erfillt. Fiir g, > 0 ist die Losung eindeutig und lau-
tet @ = /2. Fir p. = 0 determiniert das linearisierte Momentengleichgewicht
die Rotation @ nicht mehr, beliebige Werte sind als vertikale Linie in Abb. 6.16
(rechts) angedeutet.

Es wird erwahnt, dass durchaus inhomogene Losungen fiir dieses Beispiel in NEFF
& MUNCH [175] gefunden wurden. Solche Mikrostrukturlésungen werden dort so-
wohl analytisch als auch numerisch beobachtet. Sie weisen in horizontalen, lami-
naren Schichten unterschiedliche Scherwinkel und Rotationen auf.

6.4.4 Variation der Randvorgaben

Um die Eindeutigkeit der homogenen Losung im Beispiel zu erhalten, dienen
Forderungen an die Rotationen auf dem Rand. Die folgende Diskussion basiert
auf Ergebnissen des Finite-Element-Modells gemafl Kap. 5, weshalb zunéachst
Probengeometrie und Materialparameter dimensionslos spezifiziert werden.
Danach wird der Drehwinkel @y auf dem oberen und unteren Rand bei einer
Scherung von v = 0.2 variiert und das Antwortverhalten untersucht.

In Abb. 6.17 ist die quadratische Probe mit der Kantenldnge 1 und deren Lage-
rung gegen Verschiebungen dargestellt. Es treten keine Verschiebungen in 2- und
3-Richtung auf. Der untere Rand wird in 1-Richtung gehalten, der obere um ~
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verschoben. Weiterhin sind nur Drehungen @ um die 2-Achse erlaubt. Verschie-
bungen in 1-Richtung werden mit u bezeichnet. Die in Kap. 6.4.1 beschriebene
Kinematik wird im Finite-Element-Model somit exakt wiedergegeben.

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

Abbildung 6.17: Finite-Elemente Netz mit Lagerungen (links und mittig) und Kine-

matik der einfachen Scherung (rechts).

Die Struktur wird mit 20 mal 20 Scheibenelementen diskretisiert. Die Elemente
besitzen 4-Knoten, lineare Ansatzfunktionen und beschreiben den ebenen Verzer-
rungszustand. Die Materialparameter p = 1000, A = 1500 und L. = 0.05 bleiben
durchweg konstant.

In Abb. 6.18 ist das Ergebnis des linearen COSSERAT-Modells beziiglich der Rand-
schubspannung 7 abgebildet. Diese ist fiir p. > 0 eine monotone Funktion der
Randvorgabe @, wobei fiir 1. = 0 das Ergebnis wie erwartet von den Rotationen
entkoppelt ist. Nur fiir @qg = 7/2 = 0.1 ist die Schubspannung 7 = v - u = 200
vom Kopplungsmodul p, unabhangig und stellt gleichzeitig die einzige homogene
Losung im linearen COSSERAT-Modell dar.

T

203

202 1

201

200

Abbildung 6.18: Schubspannung 7 der linearen COSSERAT-Theorie bei Variation der

Randvorgabe @y und unterschiedlichen Kopplungsmoduli p..
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In Abb. 6.19 ist das Ergebnis des nichtlinearen COSSERAT-Modells beziiglich der
Randschubspannung 7 abgebildet.*’

-
203
[ &= N’C = :u’
> - . = 0.01 p

202 *‘ —— [, = 'u(c:rlt

—— e = 0.003 p
201 4 —— . = 0.001 p

> fte =0

—— konsis. Kop.
200 A --
199 o @

-0.1 0.2 0.3

Abbildung 6.19: Schubspannung 7 der nichtlinearen COSSERAT-Theorie bei Variation

der Randvorgabe @y und unterschiedlichen Kopplungsmoduli ..

Nur fiir @g = as = arctan[y/2] = 0.0997 ist die Schubspannung 7 = 200.99 in
Abb. 6.19 unabhangig von der Wahl des Kopplungsmoduls .. Durch die entspre-
chende Vorgabe @, auf dem Rand, werden die homogenen Losungen mit oy, @y
und @3 auch numerisch erreicht.

In der Differenz zwischen 71 und 7 machen sich bereits geometrisch nichtlineare
Effekte durch die relativ grofie Scherung v = 0.2 bemerkbar. Fiir kleinere
Scherung verschwindet diese Differenz und die homogenen Losungen liefern einen
nahezu gleichen Schermodul, vgl. Abb. 6.14.

Die Forménderungsenergie Wy, fiir das nichtlinear COSSERAT-Modell ist in
Abb. 6.20 zu sehen. Fiir p. < p&* bilden die homogenen Losungen @; und as das
energetische Minimum, ansonsten die homogene Losung @s. Schnittpunkte mit
der gestrichelten Linie stellen homogene Losungen fiir @ dar, was sich durch das
Verschwinden der Kriimmungsenergie in Abb. 6.21 wiederspiegelt.

45Die Schubspannung 7 ist aus der 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannung.
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Abbildung 6.20: Forménderungsenergie der nichtlinearen COSSERAT-Theorie bei Va-

riation der Randvorgabe &g und unterschiedlichen Kopplungsmoduli p..

Der Verlauf der Krimmungsenergie in Abb. 6.21 erscheint fiir g, = 0 mit und
ohne konsistente Kopplungsbedingung qualitativ gleich. Eine Eindeutigkeit der
Losung ist fiir konsistente Kopplung jedoch gegeben.

Fir die Wahl L. = 0.05 nimmt die Kriimmungsenergie im Vergleich zur
Formanderungsenergie wesentlich kleinere Werte an, so dass sich die Gesamt-
energie von der Formanderungsenergie kaum unterscheidet.
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Abbildung 6.21: Krimmungsenergie der nichtlinearen COSSERAT-Theorie bei Varia-

tion der Randvorgabe @q und unterschiedlichen Kopplungsmoduli .

Aus einer weniger detaillierten Sicht, ergibt sich aus diesem Beispiel fiir die
praktische Anwendung des COSSERAT-Modells das Folgende.
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Die Variation der Randvorgabe durch unterschiedliche @, fithrt im Fall p. = p
zu grofler Verdnderung der Schubspannung 7, vgl. Abb. 6.18 bzw. 6.19. Dieser
Sachverhalt wird im folgenden Abschnitt als Grenzschichteffekt diskutiert.

Fiir kleines oder verschwindendes f. ist der Einfluss von oy auf die Schubspan-
nung vergleichsweise gering. So unterscheidet sich 7, und 7, aus den homogenen
Losungen lediglich um 0.5 %. Sofern die interne Lange L. im Vergleich zu den
Abmessungen der Probe um ca. Faktor 20 kleiner ist und der Kopplungsmodul
e < 0.01 p1, beeinflussen Randvorgaben an die Rotationen das Antwortverhalten
nur schwach. Dies gilt jedoch nicht, wenn man am exakten Verlauf des Rotati-
onsfeldes interessiert ist.

Die konsistente Kopplungsbedingung mit R = 1 auf I’} erscheint im Antwort-
verhalten neutral. Sie bedeutet die Stilllegung der zusitzlichen Kinematik des
CoOSSERAT-Modells auf dem Rand. Dies wird fiir die praktische Anwendung dann
relevant, wenn weder NEUMANNsche Vorgaben noch DIRICHLETsche Vorgaben
zutreffend erscheinen. Man erreicht damit im vorliegenden Beispiel die Eindeu-
tigkeit der Losung.

6.4.5 Einfluss von Grenzschichten auf den Schermodul

Die Schubspannung in Abb. 6.18 bzw. Abb. 6.19 stellt durch u = 7/~ ein direktes
Maf3 des Schermoduls dar. Man erkennt besonders fiir p. > 0.01 1 eine relevante
Abhangigkeit des Moduls von der Randvorgabe agy. Weitere Untersuchungen
haben gezeigt, dass diese Abhéangigkeit als Grenzschichteffekt weiterhin von der
Probenhohe sowie der internen Lange L. abhangt.

Eine Veréffentlichung von DIEBELS & STEEB [11] behandelt u.a. Grenzschichtef-
fekte an einer Wabenstruktur als Stabmodell unter Scherung. Uber Auflagerkriifte
wird auf den Schermodul des Modells geschlossen.

Dieser liegt stets hoher, als es mit demselben Modell aus einem homogenen Zug-
versuch zu erwarten ware. Weiterhin nimmt der Effekt bei geringer Probenhohe
zu. Im Unterschied zum Modell in Abb. 6.12 (links) werden die Stébe in [11] auch
gegen Verdrehung gelagert. Da in [11] die Stabrotationen konzeptionell mit den
Rotationen eines linearen COSSERAT-Modells in Verbindung gebracht werden,
entspricht dies hier der direkten Vorgabe von @4 = 0 im Modell der einfachen
Scherung.
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Nun sollen sich zunachst die Wabenstéabe an den Auflagerpunkten drehen konnen,
was in Abb. 6.22 durch die gelenkige Lagerung gegeben ist. Wie sich eine Verdre-
hung einstellt hdangt jedoch vom Verhéltnis zwischen Querschnittsfliche A und
Biegetragheitsmoment I ab.

A/I=100

A/1=1000

Abbildung 6.22: Scherung in einlagigem Wabenmodell mit verschiedenen A/

Verhaltnissen.

Nimm man an, dass die Balkenstruktur aus runden Staben mit Radius r besteht,
lautet das Verhiltnis A/l = (7 r?)/(wr?/4) = 4/r?. Da das Verhaltnis keine di-
mensionslose Grofle ist, werden nun konkret die Waben eines Aluminiumschaumes
untersucht.

Dessen Waben werden iiber den Wabendurchmesser d = 1mm charakterisiert.
Weiterhin ist die Querschnittsfliche der Wabenstidbe durch r = 4/4/1000 mm
und den Elastizititsmodul £ = 70000 N/mm? festgelegt. Schon allein die
Forderung zur Anwendbarkeit der Balkentheorie verlangt ungefihr » < 0.2mm
und somit ein Verhéltnis von mindestens A/l = 100/mm?. Nun liegt hier das
Verhaltnis A/I = 1000/mm? vor.

Die Struktur bestehe zunachst aus einer Lage mit sieben Waben, deren Stabe
oben und unten eingespannt sind. Die Oberseite wird gegeniiber der Unterseite
um eine halbe Wabenbreite geschert. In Abb. 6.23 ist die deformierte Struktur
sowie dabei auftretende horizontale Auflagerkrafte zu sehen.
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Abbildung 6.23: Gescherte Wabenstruktur mit horizontalen Auflagerkréften in [N].

Die Einspannung der Stébe entspricht einer Vorgabe der Rotation mit ag = 0
auf dem oberen und unteren Rand. Die Summe der horizontalen Auflagerkrafte
ist im Vergleich zur Berechnung mit gelenkiger Lagerung um den Faktor
32.01/28.96 = 1.11 hoher. Diese Erhohung ist in einer einlagigen Wabenstruktur
starker ausgepragt als in einer Struktur mit mehreren Lagen. So nimmt diese
Erhohung bei einer aquivalenten aber dreilagigen Wabenstruktur bereits auf den
Faktor 1.04 ab.

Dieses kurze Beispiel zeigt, dass die Wabenstruktur unter Scherung Informatio-
nen zur Lagerung der Balken benotigt. Nach DIEBELS & STEEB [11] ist hier
der Einfluss auf den Schermodul durch einen Grenzschicht zu erklaren. Die
CoOSSERAT-Theorie sei durch adaquate Randvorgaben, dem Parameter p. und
dem Paramter L. in der Lage, solche Einfliisse zu modellieren.

Aus Kap. 6.4.4 geht hervor, dass hierbei der Kopplungsmodul . eine ent-
scheidende Rolle spielt. Der Kopplungsmodul g, prasentiert sich bei dieser
Betrachtung weniger als Materialparameter, sondern als Grenzschichtparameter.
Hierbei stehen p. und L. allerdings in einem nicht entwirrbaren Verhaltnis, was
deren Zuordnung erschwert.

Abschlielend wird bemerkt, dass sich die einfache Scherung zur Identifikation
der internen Lénge L. im Fall homogener Losungen, wie sie analytisch und nu-
merisch beobachtet werden, nicht eignet. Es sind Deformationen notig, welche
ein inhomogenes Drehfeld provozieren, damit die Kriimmungsenergie und somit
L, tiiberhaupt eine Rolle spielt. Deshalb finden hier detaillierte Parameterstu-
dien beziiglich den COSSERAT-Parametern u. und L. an einem Torsionstest in
Kap. 6.6 statt.
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6.5 Transversal isotroper Zugtest

An einem Zugtest mit transversal isotropem Material soll eine mogliche An-
schauung des Rotationsfeld R diskutiert werden. Nach Ansicht des Verfassers
erfiillt R eine abstrakte Rolle im Kontext der Kinematik und der Minimierung
der inneren Formanderungsenergie.

Dies impliziert ein einfaches Anschauungsbeispiel, wie es der Zugversuch ist.
Bei homogener Zugdeformation in isotropem Material spielen Rotationen jedoch
keine Rolle, weder in der Kinematik noch in der Formanderungsenergie.

Nun habe das Material eine ausgezeichnete, verstdrkte Richtung (transversal
isotrop), welche von der Zugrichtung unter 45° abweicht. In Abb. 6.24 (links) ist
ein Versuchsmodell aus elastischem Schaum, armiert mit Holzzahnstochern, zu
sehen. Die rauhe Oberflache der Zahnstocher gewahrleistet einen guten Verbund
zwischen Matrix und Armierung.

Wird an dem Modell gezogen, drehen sich die Zahnstocher in Richtung
der Zuglangsachse um a =~ 10° gegen den Uhrzeigersinn. Aus Griinden der
Anschauung wird die Probe einer groen Langsdehnung von € ~ 15% unterzogen.

Abbildung 6.24: Versuchsmodell (links) und DA-FE-Modell mit Querkontraktions-
zahl v = 0.3 (mittig) bzw. v = 0 (rechts) unter Zugbeanspruchung.

Um diese experimentelle Beobachtung zu verifizieren, wird die Situation in einem
Finite-Element-Modell mit klassischem ST.-VENANT-KIRCHHOFF-Material
nachgestellt, vgl. Abb. 6.24 (mittig und rechts). Die Ebene der Zahnstocher kann
vereinfachend durch ebenen Verzerrungszustand modelliert werden, weshalb
4-Knoten Scheibenelemente Verwendung finden. Diese Elemente arbeiten mit
linearen Ansatzfunktionen.
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Die Matrix mit den Abmessungen b = 2 sowie h = 12 wird durch 30 mal 184
Elemente diskretisiert. Zusatzliche diskrete Elementreihen, welche unter 45°
geneigt sind, armieren die Matrix in ahnlicher Weise wie im Versuchsmodell.
Fiir Matrix und Armierung wird ein Elastizititsmodul von E; = 600 bzw.
Ey =7 FE; = 4200 gewahlt. Der Verbund zwischen Matrix und Armierung ist
vereinfachend an den Elementknoten voll hergestellt.

Eine weitere Vereinfachung betrifft die Wahl gleicher Querkontraktionen fiir
beide Materialien, welche zwischen v = 0 und v = 0.49 variiert wird. Dieses
Modell soll im weiteren als DA-FE-Modell abgekiirzt werden (diskret armiertes
Finite-Element-Modell).

Man beobachtet im DA-FE-Modell ebenfalls eine Drehung der Armierung um
a ~ 4° gegen den Uhrzeigersinn, wobei verschiedene Querkontraktionszahlen
eine untergeordnete Rolle spielen. Diese Drehung kann auch aus der polaren
Zerlegung des Deformationsgradienten im Anteil polar[F| abgelesen werden.
Dessen axialer Vektor besitzt die entsprechende Drehkomponente von o ~ 4°
gegen den Uhrzeigersinn.

O-ZE:E

w 34.1

27.2

0.06 505

0-04 13.3

0.02 o

0.00 o

'0.02 _7 5

-0.04 144
-0.06

Abbildung 6.25: Horizontale Verschiebung u,, Spannungskomponente o, und Span-
nungskomponente o, im DA-FE-Modell.

Das Verschiebungsfeld u, in Abb. 6.25 zeigt, dass sich die Zugprobe in der unteren
Hélfte nach links, bzw. in der oberen Halfte nach rechts verschiebt, was einer
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(umgekehrten) S-Kurve entspricht. Aus den Normalspannungskomponenten o,
bzw. o, erkennt man weiterhin, dass die Matrix an den Enden der Armierung
in horizontaler Richtung gedriickt wird, wahrend in vertikaler Richtung hohere
Zugspannungen aus der Faser in die Matrix iibergehen.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Armierung durch eine Drehung
gegen den Uhrzeigersinn die aufgezwungene Verlangerung fiir sich abschwéacht.
Dabei muss die umgebende Matrix deformiert werden, was aber durch deren
weicheres Materialverhalten weniger Formanderungsenergie benotigt als die volle
Verlangerung der steifen Armierung.

Aus dem DA-FE-Modell werden die phdnomenologischen Materialparameter des
klassisch transversal isotropen Materialmodells (KTI-Modell) durch Abgleich ge-
wonnen. Bei einer Querkontraktion von v = 0.3 im DA-FE-Modell liegen die
Werte des KTI-Modells bei F; = 1071, Ey = 531, 12 = 311, o3 = 229 und
v12 = 0.098.

y
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0.00 -0.01 67.5

-0.02 -0.02 45.0

-0.04 -0.03 225

-0.06 -0.04 0.0

Abbildung 6.26: Horizontale Verschiebung u,, polare Drehung o und Spannungs-
komponente oy, im KTI-Modell.

Wihrend das Versuchs- und DA-FE-Modell durch die Drehung der Armierung
einen testspezifischen Vorgang auf mikroskopischer Ebene zeigen, kann dies
das KTI-Modell nicht. Durch die Homogenisierung und durch den Verzicht
auf eine explizite Ausrichtung der Kontinuumspunkte sind nur Ergebnisse auf
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Makroebene verfiighar.

Die horizontale Verschiebung w, in Abb. 6.26 indiziert wie im DA-FE-Modell
eine S-Kurve. Die Neigung dieser S-Kurve gegen eine vertikale Linie entspricht
der polaren Drehung «. Diese makroskopische Drehung a korrespondiert mit der
beobachteten mikroskopischen Drehung der Armierung keineswegs. So ist z.B. im
mittleren Teil der Probe eine makroskopische Drehung im Uhrzeigersinn
zu erkennen.

Das CosserRAT-Modell mit p. = @ und L. ~ 0 unterscheidet sich in samtli-
chen Ergebnisverlaufen nur unwesentlich vom KTI-Modell. Dies ist darauf zuriick-
zufithren, dass sich die Mikro- und Makrorotation durch den hohen Kopplungsmo-
dul p. kaum differenziert. Fir L, > 0 fiihrt lediglich die Kriimmung der S-Kurve
zu energetisch zusétzlichen Anteilen in der Forméanderungsenergie, wodurch sich
das Material versteift.

Im CoOSSERAT-Modell mit p, = 0 sind hingegen die Ergebnisse von der internen
Lange L. auch qualitativ abhangig und prasentieren sowohl die klassische Losung
mit zusatzlicher Information auf Mikroebene, als auch Mikrostrukturlosungen
verschiedener Auspragung.

Es sei bemerkt, dass man sich im Kontext dieses Beispiels die interne Lange als
Drehfeder zwischen den Zahnstochern des Versuchsmodells vorstellen kann. Fiir
grofles L. verlaufen diese im iibertragenen Sinne nahezu parallel.

In einer faserverstarkten Matrix ist solch eine Drehfeder ein phanomenologischer
Parameter, der von vielen Eigenschaften abhéngt. Dazu gehort vor allem Lange,
Form, Steifigkeit und Abstand der Fasern, die Steifigkeit der Matrix sowie der Ver-
bund zwischen Faser und Matrix. Die Summe dieser Eigenschaften kann durch
einen einzelnen phanomenologischen Parameter, wie es L. ist, nur begrenzt er-
fassbar sein.

Doch ist offensichtlich, dass ein Material, dessen parallele Armierung kaum
Moglichkeiten hat von dieser Parallelitat abzuweichen, in einem homogenen Mo-
dell abbildbar ist (Fall grofles L.).

Kann sich hingegen die Armierung innerhalb der Matrix ohne Riicksicht auf be-
nachbarte Armierungen ungehindert drehen, ist zum einen die Homogenisierung,
zum anderen die Anwendung einer elastischen Theorie fester Korper fraglich (Fall
kleines L.). Vollig entkoppelte Drehungen (L. = 0) sind z.B. in losem Material
wie Sand denkbar. Tatsachlich deutet der numerische Test zur Scherfuge einer
Boschung in Kap. 8.5 darauf hin, dass sich mit einer kleinen interne Lange L.
die Charakteristik eines sandigen Bodens wiederspiegelt.
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«
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0.01 0.010
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Abbildung 6.27: Horizontale Verschiebung u,, polare Drehung o und COSSERAT-
Drehung @ fiir . = 0 und L, = 3.

In Abb. 6.27 sind Ergebnisse des COSSERAT-Modells fiir L. = 3 abgebildet. Fiir
L. > 3 andern sich die Ergebnisse nur unwesentlich, weshalb von einer grofien
internen Lange gesprochen werden kann. Das Verschiebungsfeld w, sowie das
polare Drehfeld « stimmen mit den Feldern aus dem KTI-Modell tiberein. Als
zusatzliche Grofle erscheint die COSSERAT-Drehung @, welche eine Drehung
der inneren Struktur gegen den Uhrzeigersinn aufweist und iiber den
gesamten Korper nahezu parallel verlauft.

Wird die interne Lange auf L. = 1 verringert, weicht die COSSERAT-Drehung von
dieser Parallelitat ab. Eine deutlich ausgepragtere S-Kurve ist die Folge, was in
Abb. 6.28 zu sehen ist.

Obwohl die S-Kurve keine kiirzeste Verbindung zwischen Ober- und Unterseite der
Zugprobe darstellt, wird diese Form angestrebt, damit die Fasern durch Drehung
einer Verlangerung entgegenwirken.

Bei weiterer Verringerung der internen Lange treten Mikrostrukturlosungen
auf, welche auf plausible Weise sowohl die Drehung der Fasern ermoglichen,
zugleich aber eine kiirzere Verbindung zwischen Ober- und Unterseite der Probe
beinhalten.
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Ug

0.16
0.11
0.05
0.00
-0.05
-0.11
-0.16

0.120
0.082
0.043
0.005
-0.033
-0.072
-0.110

Abbildung 6.28: Horizontale Verschiebung u,, polare Drehung o und COSSERAT-

Drehung @ fiir . = 0 und L, = 1.

So zeigt Abb. 6.29 fir L, = 0.6 den Ubergang zur doppelten S-Kurve. Fiir
L. = 0.4 ist diese doppelte S-Kurve deutlich ausgepragter. Fiir L. = 0.3 ist
der einfachen S-Kurve eine dreifache S-Kurve tiberlagert. Die Tendenz zu einer
immer hoher werdenden Anzahl an S-Kurven setzt sich jedoch hier nicht fort,
wie man flir L, = 0.2 erkennt. Vielmehr scheint sich die einfache S-Kurve wieder

durchzusetzen.

Ug

0.044
0.029
0.015
0.000
-0.015
-0.029
-0.044

Uy
0.063
0.042
0.021
0.000

-0.021
-0.042
-0.063

Uy
0.043
0.029
0.014
0.000

-0.014
-0.029
-0.043

Abbildung 6.29: Mikrostrukturlésungen fiir kleine interne Léngen L..

Die COSSERAT-Losungen basieren auf einem Netz mit 14 mal 84 bilinearen Fi-
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niten Elementen. Die Verringerung der internen Lénge auf Werte L. < 0.3 ist
in diesem Beispiel jedoch nur dann moglich, wenn das Finite-Element-Netz auf
mindestens 35 mal 210 bilineare Elemente verfeinert wird. Alle Ergebnisse werden
mit dem feineren Netz bestatigt und zeigen zudem besseres Konvergenzverhalten.

L.=04 L.=0.3 L.=02

Oyy Oyy Oyy Oyy
136.5 121.8 113.8 135.1
113.8 101.5 94.9 112.6
91.0 81.2 75.9 90.1
68.3 60.9 56.9 67.6
455 40.6 37.9 45.0
22.8 20.3 19.0 22.5
0.0 0.0 0.0 0.0

Abbildung 6.30: Vertikale Spannungskomponente o, fiir kleine interne Léngen L..

Die gezeigten Mikrostrukturlésungen verhalten sich prinzipiell weicher als fiir
grofles L.. Aus dem Maximalwert und den Verlaufen der vertikalen Spannungs-
komponente oy, in Abb. 6.30 geht jedoch hervor, dass kein klarer Trend fiir
kleiner werdendes L. vorliegt.

Die Integration der vertikalen Spannungskomponente iiber den oberen Rand
ergibt eine nach oben gerichtete Auflagerreaktion A. Die COSSERAT-LoOsung
L. = 3 ergibt A = 213.05, was bereits dicht an dem Wert fiir L, — oo mit
A = 213.14 liegt. Zum Vergleich ergibt die Mikrostrukturlosung fiir L, = 0.4 eine
Auflagerkraft A = 181.90, wéhrend sie fiir L, = 0.2 auf A = 190.48 ansteigt.

Es sei hierzu bemerkt, dass die Ergebnisse zwar eine Gleichgewichtslage darstel-
len, die Formulierung jedoch keine Gewahr fiir eine energetisch optimale Losung
gibt. Die gezeigte Mikrostrukturlosung fiir L. = 0.2 legt diese Vermutung nahe
und weiterhin die Notwendigkeit, das Gebiet mit einer hinreichend hohen Anzahl
an Finiten Elementen aufzulosen. Die Ergebnisse weisen somit lediglich auf die
Moglichkeit der nichtlinearen COSSERAT-Theorie hin, solche Losungen prinzipiell
Zu prasentieren.

Auch die Anschauung des Versuchsmodells ist lediglich aulerhalb der Mikrostruk-
turlosungen zutreffend.
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6.6 Torsionstest

Nach Ansicht des Verfassers ist der Torsionstest fiir das COSSERAT-Modell
ahnlich fundamental wie der Zugtest fiir klassische Modelle. Die Deformation
wird von Beginn an durch ein in Stablangsrichtung verdnderliches Drehfeld
beschrieben, wodurch die Bedeutung von Rotation und Kriimmung im Modell
zum Tragen kommt. So haben die Variation der Materialparameter L. und pu,
im Torsionstest einen wesentlichen Einfluss auf das Ergebnis.

Es wird ein Stab mit kreisformig konstantem Querschnitt betrachtet, wobei die
Stablange L = 6cm, der Stabdurchmesser D = 1.2cm, der Elastizitatsmodul
E =21000kN/ cm” und die Querkontraktionszahl v = 0.3 feste GroBen sind und
eine metallische Probe darstellen. Die im Test auftretenden Spannungen werden
die VON MISES-Vergleichsspannung®® von 30 kN/cm2 nicht iiberschreiten und
somit unterhalb der Streckgrenze von Stahl S355 liegen.

Der wolbfreie Kreisquerschnitt schlieit Effekte aus Wolbkrafttorsion aus, was den
erhohten Aufwand bei der Diskretisierung rechtfertigt. Das Finite-Element-Netz
wird zunachst durch eine Konvergenzstudie an klassisch linearem ST.-VENANT-
KirRCcHHOFF-Material auf seine Tauglichkeit gepriift. In Abb. 6.31 ist die prinzi-
piell gewéhlte Approximation des Kreisquerschnittes gezeigt, wobei die Element-
netze im Vergleich zum Kreis stets eine geringere Querschnittsflache haben und
damit einen geringeren Torsionswiderstand erwarten lassen.

Abbildung 6.31: Diskretisierung des Kreisquerschnitts mit 8 (mittig) bzw. 20 (rechts)

Elementen in Radialrichtung aufien (Aulensegmente).

Diese Querschnittsdifferenz wird mit zunehmender Netzfeinheit geringer, was je-
doch mit einer erheblichen Zunahme der Freiheitsgrade einher geht. In Abb. 6.32
ist die Netzfeinheit in Stablingsrichtung - was durch die Anzahl an dquidistan-
ten Elementschichten ES angezeigt wird - fiir verschieden feine Querschnitts-
diskretisierungen AS (Anzahl der Aussensegmente) variiert. Dabei wird die

46 — 2 2 2 _ _ _ 2 2 2
oy = \/azz+ayy+gzz Oz Oyy Ogx Ozz O-yyUZZ+3Tacy+37—zz+3Tyz
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gegenseitige Stabendverdrehung bei einer vorgegebenen Torsionsbelastung von
Mr = 0.56 kN /cm2 in Abhéngigkeit der Freiheitsgrade (DOF) aufgetragen. Es
werden 8-Knoten Volumenelemente verwendet, Vergleichsrechnungen mit 27-
Knoten Volumenelementen liefern aquivalente Ergebnisse.

2.30E-03
46 ES 64 ES — Analyt. L.
2.25E-03 - 22 ES —=— 12 AS
—o— 16 AS
o 2.20E-03 37ES —&—20AS
_é 7ES 19ES —=—24 AS
3 2.15E-03 - 13ES 25 ES —o—28AS
$ 210E-03 | /A/,/t/‘/f/‘ —x—32AS
©
c /E/Bj./ﬁez_f
2 2.05E-03 |
©
5 J
2.00E-03 A/./B///
1.95E-03
1.90E-03 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ DOF
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Abbildung 6.32: Stabendverdrehung fiir unterschiedliche Anzahl an Aussensegmenten
AS in Abhéngigkeit der dquidistanten Langsdiskretisierung mit Elementschichten ES.

Die Finite-Element-Losung konvergiert gegen die analytische Losung der gegen-
seitigen Stabendverdrehung ¢ mit
_ MrL 7 D* E

= Ir = == . .2
V=Cn o T YT T oy (6:26)

Da sich die Anzahl der Freiheitsgrade gegeniiber klassischer Formulierung im
CossSERAT-Kontinuum mehr als verdoppelt, wird die Diskretisierung mit 20
Auflensegmenten und ca. 7000 DOF fiir die weiteren Untersuchungen gewéahlt,
was 13 Elementschichten in Langsrichtung entspricht, vgl. Abb. 6.33.

Die Durchfithrung der numerischen Tests kann von dem Gebrauch des COSSERAT-
Kontinuums dadurch profitieren, dass die Lasteinleitung auf folgende Weise ge-
schieht. Ein Lastwiirfel iber der Probe erzeugt durch eingepragte Volumenmo-
mente ein gewlinschtes Torsionsmoment und leitet dies iiber eine steife Zwischen-
schicht homogen in die Struktur ein. Die Modellierung ist in Abb. 6.33 dargestellt
und erspart den Gebrauch paarweiser Einzelkrafte.

Am Stabanfang sind alle Verschiebungen fixiert, was dem Verkleben oder Ver-
schweiflen auf einer sehr steifen, festen Platte entspricht. Es ist damit auch keine
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Querdehnung moglich. Am Stabende wird ebenfalls iiber eine verklebte oder ver-
schweifite Platte die Torsionsbelastung in die Probe eingeleitet. Die Platte ist
zwar drehbar um die Stablangsachse, lasst aber auch hier keine Querdehnung der
Probe zu. Damit fiihrt das Stabende unter der gewahlten Beanspruchung genau
Verschiebungen auf einer Kreisbahn aus. Die Rotationen unterliegen weder an
den Stabenden noch auf dem freien Rand einer Vorgabe.

Die in Abb. 6.33 zu sehende Zwischenschicht wird deshalb mit einem fiktiven
Elastizitatsmodul modelliert, welcher um den Faktor 10000 grofler ist, als der der
Probe selbst.

Lastwirfel
™~ Stabende
:7: Zwischenschicht =N
| =
] -
T Stabanfang
\\'4’

Abbildung 6.33: Probekorper mit Lasteinleitungsdetail.

Die nachfolgenden Diagramme basieren auf Ergebnissen im Mittelpunkt des
Stabendes. Dort werden die Drehvektoren o, & und é& der Rotationen R, R und
R beziiglich der Verdrehung um die Stabliangsachse untersucht.

Die erste Testreihe variiert den COSSERAT-Kopplungmodul g und fixiert dabei
die interne Léange auf L. = 1, was als relativ grofler interner Langenfaktor angese-
hen werden kann. Die makroskopische Stabléngsverdrehung in Abb. 6.34 nimmt
fiir zunehmendes g, ab. Damit kann das Modell steiferes Verhalten als das klas-
sische Modell aufweisen. Dies ist auch bereits zu Beginn der Deformation in der
Anfangstangente zu erkennen.

Dieser Versteifungseffekt resultiert aus der direkten Kopplung durch p. zwischen
polar[F] und R. Der Versteifungseffekt verschwindet vollstindig bei Wahl von
e = 0. In diesem Fall iibernimmt R im wesentlichen eine iiber den Kérper kon-
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stante Verdrehung, namlich die Starrkorperrotation. Das Feld R iibernimmt die
Gradienten der Stablangsverdrehung. Die Kriimmung aus polar[F| und R stim-
men dann vollstandig miteinander iiberein und konnen somit als rein elastische
Kriimmung aufgefasst werden. Die elastische Kriimmung fithrt jedoch zu keiner
zusatzlichen Energie, wie es in einem ”second grade continua” der Fall ware.

My [kNcm)
6
5
4 —a— Linear
-3 ST.-VENANT-KIRCHHOFF
3 ——  pe = 100p
— pe = 10p
2 —— e = H
—— pe=0.1p
1 —— pe=0.01p
— pe=0.001p
—>— e = 0
0 ® T T T .
0 0.004 0.008 0.012 0.016 0.02 0.024 o [rad]

Abbildung 6.34: Moment-Verdrehungsdiagramm mit der Drehkomponente o aus

R = polar[F] um die Stablangsachse fiir L. = 1 ¢m = konst. und Variation von f.

Die folgenden beiden Diagramme lassen u.a. erkennen, wie die beiden COSSERAT-
Felder R und R zusammen agieren. Fiir die Wahl eines grofien Kopplungsmoduls
pte erzwingt das Modell Gleichheit zwischen polar[F] und R, was zu R — 1l fithrt
und einem verschwindenden Drehvektor aus R am Stabende, wie Abb. 6.35 zeigt.
Fiir p. = 0 setzt sich die Drehung polar[F| am Stabende zu zwei Hélften aus R
und R zusammen.
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My [kNcm)

6

5

4
—— J1.=100p

3 — pe=10p
= [e=H

2 —— pe=0.1p
—— pe.=0.01p

1 — 1=0.001p

0 0.005 0.01 &lrad] o 0.005 0.01 @ [rad]

Abbildung 6.35: Moment-Verdrehungsdiagramm mit der Drehkomponente & (links)

und @ (rechts) um die Stabldngsachse fiir L. = 1 e¢m = konst. und Variation von ..

In Abb. 6.36 wird die interne Lange L. bei gleichzeitig konstantem u,. = p variiert.
Fiir L. = 1 ¢m wiederholt sich das Ergebnis aus Abb. 6.34.

My [ENcm)]

6

X
4 —=— Linear
-8 ST.-VENANT-KIRCHHOFF
3 —-— L.=10cm
— L.=1cm
) —-— L.=0.5cm
—— L. =02cm
—-— L.=0.1cm
! — L.=0.05¢cm
g —>— [, =
0 T T T T T T
0 0.004 0.008 0.012 0.016 0.02 0.024 «[rad]

Abbildung 6.36: Moment-Verdrehungsdiagramm mit der Drehkomponente o um die

Stablangsachse flir p. = g = konst. und Variation von L.
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Die makroskopische Stablangsdrehung « in Abb. 6.36 nimmt fiir zunehmendes L.
ab. Damit kann das Modell wiederum steiferes Verhalten als das klassische Mo-
dell aufweisen und ist bereits zu Beginn der Deformation in der Anfangstangente
zu erkennen.

Dieser Versteifungseffekt resultiert wiederum aus der direkten Kopplung durch
tte = g zwischen polar[F] und R. Da die Rotationen am Rand frei sind, hat die-
ser Versteifungseffekt nichts zu tun mit einem erwartbaren Grenzschichteffekt.
Der Versteifungseffekt verschwindet vollstandig fiir L. = 0, was dem Ergebnis in
Abb. 6.34 fiir pu. = 0 gleicht, jedoch andere Hintergriinde hat.

Im diesem Fall agiert R nicht mehr und R iibernimmt sowohl die Starrkorperro-
tation als auch die Gradienten in der Stabléngsverdrehung. Fiir L. = 0 ergeben
Gradienten in R schlieBlich keine Kriimmungsenergie.

0.0E+00 2.0E-04 4.0E-04 & [rad]o 0.01 0.02 alrad]

Abbildung 6.37: Moment-Verdrehungsdiagramm mit der Drehkomponente & (links)

und @ (rechts) um die Stabldngsachse fiir . = p = konst. und Variation von L..

Abb. 6.37 zeigt, dass fiir L. = 0 das Feld R nicht mehr agiert und R sowohl die
Starrkorperrotation als auch die Gradienten der Stablangsdrehung tibernimmt.

Fir die Wahl p. = 0 und Variation der internen Lange L. ist weicheres Materi-
alverhalten in Abb. 6.38 zu beobachten.
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Linear

—_
7 -8 ST.-VENANT-KIRCHHOFF
;| —+ L.=1cm
- L.=0.1cm
7 - — L.=0.02cm
—-— L.=0.0lcm
1 - - L.=0.005cm
—-— L.=0.00lcm
0 T T T T T T
0 0.005 001 0015 002 0025 003 0035 o [rad]

Abbildung 6.38: Moment-Verdrehungsdiagramm mit der Drehkomponente o um die

Stablangsachse fiir y. = 0 = konst. und Variation von L..

Das weichere Materialverhalten ist durch die zusatzliche Kinematik im
CossSERAT-Modell begriindet. Im folgenden Kapitel wird eine physikalische Ur-
sache fiir die zusatzliche Kinematik abgeleitet. Es wird hier vorweggenommen,
dass die Norm der Kriimmung € = Curly[R] - R in Abb. 6.39 die Erhchung der
Versetzungsdichte aus NYEscher Kriimmung darstellt.*” Diese Erhchung ist an
die Wahl der COSSERAT-Parameter p. und L. gebunden.

L.=0.1cm L.=0.01lcm L.=0.005¢cm L.=0.00Lcm
5 0E-04 7.0E-02 1.2E-01 1.5E-01
4.5E-04 6.6E-02 1.1E-01 1.4E-01
4.0E-04 6.3E-02 1.1E-01 1.3E-01
3.5E-04 5.9E-02 1.0E-01 1.2E-01
3.0E-04 5.5E-02 9.5E-02 1.1E-01
2.5E-04 5.1E-02 8.9E-02 1.0E-01
2.0E-04 4.8E-02 8.3E-02 9.0E-02
1.5E-04 4.4E-02 7.6E-02 8.0E-02
1.0E-04 4.0E-02 7.0E-02 7.0E-02

Abbildung 6.39: Norm der Kriimmung € fiir . = 0 und unterschiedliche L.

4"Dies geht jedoch mit gewissen Forderungen an das Modell einher, vgl. Kap. 7.8.



6.6 Torsionstest 157

Im Fall g, = 0 und grofler interner Lénge L. verschwindet sowohl die Norm
der Kriimmung € als auch der steifigkeitsmindernde Effekt in Abb. 6.38. Damit
reguliert dieser Parameter eine Erscheinung, welche bei einem Abgleich mit ST.-
VENANT-KIRCHHOFF-Material die Forderung L. — oo stellt.

Im Fall p. > 0 verhalt sich das COSSERAT-Modell im Vergleich zu ST.-VENANT-
KIRCHHOFF-Material steifer, es sei denn die interne Lénge verschwindet L. — 0,
vgl. Abb. 6.36.

Soll der Schubmodul G im nichtlinearen COSSERAT-Modell unabhangig von
der Bauteilgrofle sein, was sich relativ zur internen Lénge L. skaliert, zeigen
die numerischen Resultate, dass dann nur g, = 0 in Frage kommt. Wie aus
Abb. 6.36 hervorgeht, tendiert fiir L. — oo der Schubmodul G — oo, wodurch
die Bezeichnung ”Materialkonstante” nicht mehr gerechtfertigt ist.

Man erkennt, dass der Parameter p, das prinzipielle Verhalten des
CossSERAT-Modells beeinflusst und damit iiber die Rolle eines Materi-
alparameters hinausgeht. Es ist eher zutreffend, im Zusammenhang mit
dem Kopplungsmodul g, von einem Modellparameter zu sprechen.
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7 Versetzungs- und Cosserat-Theorie

Die Stellung der COSSERAT-Theorie zu einer Versetzungstheorie soll in diesem
Kapitel untersucht werden. Dies motiviert sich zum einen aus dem formalen Uber-
gang der COSSERAT-Theorie zu einer gradientenplastischen Theorie in Kap. 7.1.
Zum anderen sind bereits Arbeiten zu diesem Thema bekannt, welche in Kap. 7.2
z.'T. erortert werden.

Danach folgen grundlegende Begriffe und Eigenschaften von Kristallen und Ver-
setzungen in Kap. 7.3 und Kap. 7.4. Bestehende Erkenntnisse sowie neue Ideen
versuchen in Kap. 7.4 bis Kap. 7.6 eine Briicke zwischen Vorgangen im Mikrobe-
reich und einer makroskopischen Kontinuumstheorie mit Versetzungen zu schla-
gen. In Kap. 7.7 gelingt es, die Kinematik der COSSERAT-Theorie mit Teilen
einer Kontinuumstheorie von Versetzungen zu verkniipfen und zu diskutieren.
Numerische Beispiele in Kap. 8 setzen u.a. die Uberlegungen fort.

7.1 Cosserat-Theorie und gradientenplastisches Modell

Arbeiten zu Plastizitatsmodellen mit hoheren Gradienten sind z.B. von STEIN-
MANN [221], MENZEL & STEINMANN [136], LIEBE et al. [129] und SVENDSEN
(223, 224] bekannt.

Die drei Anteile der inneren Energie eines gradientenplastischen Modells seien

1nt ~
fi= [ W) dv+/<uh+uF§Fp 0 4 L2 B, Curl[Fy]7) a4V, (7.0)
B, Anteill Anteil2 Anteil3
wobei eine multiplikative Zerlegung (siehe z.B. KoNDO [105], LEE [121], KRONER

[108]) des Deformationsgradienten F gemés
F=V.F,, F:TBy—TB,, V.:TB —TB,, F,:TBy—TB,, (7.2)

in den angegebenen Tangentialriumen angesetzt sei.*® Es wird darauf hinge-
wiesen, dass dies vom Ansatz F = F°FP F, : TBy — TB,, welcher in der
Kristallplastizitat Verwendung findet, abweicht.

Die innere Energiedichte W, basiert auf der elastischen Verzerrung
V. : TB; — TB;, welche nur zwischen Tangentialraumen der Momentankonfigu-
ration abbildet. Dadurch ist iiberhaupt erst die Zerlegung in symmetrische und

48 Analog zur links Polarzerlegung F = VR, V : TB; — TB; € PSym(3), R : TBy — TB; €
SO(3).
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antisymmetrische Anteile moglich, wodurch der isotrope Ansatz

We(ve) = MHSym[Ve - ]1]||2 + MCHSkeW[ve - ]l]H2

A - ) 1 ’
Afosion (B ) oo

formal dem Ansatz aus Gl. 4.49 der COSSERAT-Theorie entsprechen kann.

Anteil 2 in Gl. 7.1 beschreibt die Verfestigung des Materials bei plastischen
Vorgingen und wird durch A™ als Verfestigungsparameter gewichtet. Anteil 3

bringt eine besondere Form der Gradienten durch Curly[F,] in Ansatz und moti-
viert die Bezeichnung des Modells. Die interne Lange L. iibernimmt hierbei die
Rolle eines Regularisierungsparameters.

Unterliegt die Deformation einer Starrkérperdrehung Q gemaf
F—-QF=QV.F,=QV.Q"QF,, (7.4)
folgt aus der Erweiterung in Gl. 7.4, dass sich fir Fp —Q Fp das Verzerrungsmaf

V. — QV. QT objektiv verhalt.

Die Verzerrungsmafle in Anteil 2 und Anteil 3 der Gl. 7.1 zeigen sich wegen
Fg Fp —(Q Fp)T (Q Fp) = Fg Fp (7.5)
und

F)! Cur[F,] — (QF,) ' Curk[QF,] = F,' Q' Q Cwly[F,] = F, ' Curly[F,]
(7.6)

invariant gegen Starrkorperdrehung.

Variation der inneren Energie in Gl. 7.1 beziiglich Fp fithrt auf die thermodyna-
int

misch konjugierten Spannungen ¥ = g, II. Zusammen mit einer nichtlokalen,
elasto-plastischen Fliefregel, basierend auf der L1E-Ableitung von F, in der Form

_od -
—1
F, 2 Fe =1(2) (7.7)
und einer FlieBfunktion
fo M M3 (7.8)

wird das gradientenplastische Modell 7.1 geschlossen [161, 176, 169].
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Nimmt der Verfestigungsparameter h* sehr grofe Werte an (Grenzfall b — o0),
so muss bei endlicher Energie in 7.1 F, € SO(3) liegen und kann im Folgenden
als F, = R, € SO(3) erkannt werden. Damit geht G1. 7.2 iiber in

F=V.R,, F:TBy—TB,, V.:TB —TB,, R,:TBy—TB,. (7.9)

Der weitere Ubergang zur COSSERAT-Theorie findet dadurch statt, dass in G1. 7.9
die Linksstreckung V, ¢ PSym in eine Rechtsstreckung U, ¢ PSym geméf

F=R,U,, F:TB,—TB,, U.,:TBy—TBy,, R,:TBy,— TB, (7.10)

iiberfithrt wird. Der Ubergang ist eindeutig und es gilt

U.=R!V.R,. (7.11)

Nimmt man an, dass sich die Evolution fiir P~‘p asymptotisch einem stationdren
Punkt genéhert hat, folgt %Fp = 0. Dann geht Gl. 7.7 iiber in

f(x)=0 . (7.12)

Falls f(X) = 0 = X = 0, dann impliziert Gl. 7.12 ¥ = 0. Néhere Betrach-
tung zeigt, dass > = 0 in diesem Fall nichts anderes als die Momentenbilanz des
COSSERAT-Modells darstellt. Weiterhin verschwindet der Anteil 2 in GIL. 7.1 und
Anteil 3 geht iiber in die COSSERAT-Kriimmungsenergie.

Da die COSSERAT-Theorie mit U = U, und R = Rp allen Anforderungen obiger
Theorie geniigt (Abbildung der Tangentialrdume, Zugehorigkeit der Gruppen),
den entwickelten Spezialfall der inneren Energie exakt repréasentiert und die
Randbedingungen entsprechend angepasst werden konnen, liegt die Identifikation
zum obigen gradientenplastischen Modell vor.

Dies motiviert eine detailliertere Betrachtung zur Physik von Versetzungen und
deren Relevanz zum vorliegenden COSSERAT-Modell. Im nachfolgenden Ab-
schnitt werden u.a. nochmals Literaturstellen zu diesem Thema erortert.

7.2 Versetzungen in kristallinem Material

Die Entdeckung von Versetzungen geht nach NABARRO [151] auf eine Reihe von
Wissenschaftlern zuriick. Die Arbeiten von CLAUSIUSY, BURTON"?, KARMAN

49Cf. R. Clausius, Annln Phys. Chem. 76 46 (1849).
50C. V. Burton, Phil. Mag. [5] 33 191 (1892).
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& FOrpL!, MASING & POLANYI’?, PRANDTL?, OROWAN’*, TAYLOR”, BUR-
GERS” sind u.a. zu nennen. Den englischen Ausdruck fiir Versetzungen pragte
LoOVE"", in einer Abhandlung zur Elastizitit, welcher hier mit: "I have ventured
to call them dislocations” zitiert sei.

HEDGES & MITCHELL®® gelang es zuerst in Silber-Bromid Kristallen durch An-
lagerung von Silberatomen einzelne Versetzungslinien zu beobachten. Die Git-
terverzerrungen um eine Versetzungslinie konnen mit einer Reihe von Methoden
sichtbar gemacht werden.”® Diese eignen sich grundsitzlich auch zur Bestimm-
nung der skalaren Versetzungsdichte Ag.

Abbildung 7.1: TEM Bild eines reguldren (links) und eines irreguléren (mittig) Ver-
setzungsnetzwerks aus YANG et al. [240]. Rechts: Hexagonales Versetzungsnetzwerk
(dtinne Linien) zwischen Kleinwinkelkorngrenzen (starke Linien) in einer Silber-Chlorid
Probe aus JONES & MITCHELL [96].

Auch Wissenschaftler aus vollig anderen Gebieten verfassten Arbeiten zur Ver-
setzungstheorie. Als Beispiel seien interdisziplindre Arbeiten von THOMPSON®,
GRAY®! und RUDBERG®™ (vgl. Abb. 7.2) genannt.

SITh. v. Kdrman und L. Féppl, Enzykl. math. Wiss. 4 [31] 695 (1913).

52G. Masing und M. Polanyi, Ergebn. exakt. Naturw. 2 177 (1923).

53L. Prandtl, Z. angew. Math. Mech. 8 85 (1928).

5E. Orowan, Z. Phys. 89 634 (1934).

5G.1. Taylor, Proc. R. Soc. A145 362 (1934).

6J. M. Burgers, Proc. K. ned. Akad. Wet. 42 293 (1939).

5TA. E. H. Love, A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, 3rd ed., Cambridge
University Press, (1920).

58J.M. Hedges und J.W. Mitchell, Phil. Mag. 44, 223 (1953).

59 7.B. Atzen, IR-Mikroskopie, Transmissionselektronenmikroskopie (TEM), Feldionenmikro-
skopie.

50D’Arcy W. Thompson, Growth and Form, Cambridge University Press (1942).

61]. Gray, How Animals Move, Cambridge University Press (1953).

52E. G. Rudberg, J. Inst. Metals 88 97 (1959-60).
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Abbildung 7.2: Durch das aufeinanderfolgende Anheben immer nur eines Beines kann
sich eine Raupe fortbewegen. Das angehobene Bein versinnbildlicht eine Versetzung.
Aus RUDBERG [193].

Fast alle Aspekte der Plastizitdt griinden sich auf das Wesen von Versetzun-
gen, siehe z.B. DIETER [15], KRONER [109], GLEITER [75]. Weiterhin basieren
nach KRONER [112] sdamtliche Eigenspannungen eines Korpers auf inneren, ir-
reversiblen Materialumlagerungen, wie es z.B. durch Versetzungen geschieht. So
bringt KRONER Eigenspannungszustiande mit konkreten Versetzungsverteilungen

in Verbindung.

ORTIZ & REPETTO formulieren in [183] eine Kontinuumstheorie fiir duktile Ein-
kristalle, wobei geometrische Inkompatibilitat bei plastischer Deformation auftritt
und durch Drehung der inneren Struktur ausgeglichen wird.%® Dieser Ausgleich
ist in der Literatur durch geometrisch notwendige Versetzungen® erklart [151],
[34], [211], [117], [92], [75], [66].

Zur Stellung der COSSERAT-Theorie im Hinblick auf Versetzungen sind aus den
sechziger Jahren u.a. Verdffentlichungen von GUNTHER [38], SCHAEFER [20/]
und KRONER [115] bekannt, welche jedoch z.T. kontrovers diskutiert wurden
SIMMONS et al. [213]. KRONER [116] dokumentierte 1968 ein [IUTAM-Symposium,
welches die Kontinuumstheorie von Versetzungen und die COSSERAT-Theorie in
Kontext stellt.

Es ist hier jedoch von entscheidendem Interesse, dass KRONER in [110] die Er-
scheinung von antisymmetrischen Spannungen aufgrund von Versetzungen aus-
schlieBit, zugleich aber einen nichtsymmetrischen Verzerrungstensor fiir die Be-
handlung von Versetzungseffekten fordert.%

63 Zitat aus ORTIZ & REPETTO [I83]: "A strategy for minimizing the energy of the cry-
stal is, in essence, to attempt to construct compatible deformations satisfying the following
requirements: the plastic deformation field consists locally of single slip; the elastic deformation
consists locally of a lattice rotation, which ensures the absence of ”long-range stresses”; and the
average deformation matches a prescribed macroscopic value.”

64 Geometric Necessary Dislocations, kurz GND

65 Zitat aus KRONER [110]: "Es wird gezeigt, dass zur vollstiindigen Beschreibung des Zu-
stands eines Korpers, der durch Versetzungen beansprucht wird, nichtsymmetrische Verzer-
rungstensoren £ aber nur symmetrische Spannungstensoren ¢ herangezogen werden miissen.
Der antimetrische Teil von £ beschreibt Gitterrotationen bzw. -kriimmungen, wie sie z.B. bei
plastisch verformten Medien réontgenographisch nachgewiesen werden.”
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KRONERS Arbeiten denken die Verwendung einer COSSERAT-Theorie an, doch
entstammen sie einer Zeit, in welcher lineare COSSERAT-Modelle diskutiert wur-
den und damit die Wahl des Kopplungsmoduls p. = 0 nicht méglich ist, wie in
Kap. 4.5 vorgefiihrt.

Im Fall . > 0 fiihrt das lineare und nichtlineare COSSERAT-Modell jedoch i. allg.
zu ausgepriagten antisymmetrischen Spannungen ¢. Da im vorliegenden nichtli-
nearen COSSERAT-Modell dieser Konflikt durch die Wahl von p. = 0 beseitigt
werden kann, erscheint es lohnenswert, den Zusammenhang zwischen Versetzungs-
theorie und COSSERAT-Theorie erneut zu diskutieren.

7.3 Definition, Entstehung und Auftreten von Kristallen

Kristalle sind anisotrope, homogene Korper, welche aus einer periodisch angeord-
neten Struktureinheit bestehen. Die Struktureinheit bezeichnet man als Einheits-
zelle und deren Anordnung als Kristallgitter, wodurch eine innere Ordnung im
Kristall entsteht. Liegt ein Festkorper ohne innere Ordnung vor, wird dieser als
amorph bzw. als Glas bezeichnet.

Kristalline Materialien konnen in Polykristalle und Monokristalle (Einkristalle)
klassifiziert werden. Ein Polykristall besteht aus vielen kleinen Kristallen (Kristal-
lite), welche durch Korngrenzen getrennt sind. Doch selbst aufwéndig geziichtete
Einkristalle besitzen Gitterfehler wie z.B. Versetzungen.

Abbildung 7.3: Links: Aluminiumkristallite. Mittig: Schneeflocke mit Kristallisati-

onskeim im Zentrum. Rechts: Monokristall (Pyromorphit) mit kleinem Zwilling.

Sinkt die Temperatur einer Schmelze etwas unter den Schmelzpunkt, nimmt
die thermische Bewegung einzelner Atome einen so geringen Wert an, dass
gegenseitige Bindungen durch thermische Schwingung nicht mehr aufgebrochen
werden. Kiihlt die Schmelze geniigend langsam aus, kommt es zur Bildung
eines einheitlichen Kristallgitters, welches durch Fernordnung gepragt ist. Man
bezeichnet diesen Vorgang als Kristallisation.

Sinkt die Temperatur der Schmelze so schnell, dass sich die Atome nicht
periodisch ordnen konnen, so entsteht die amorphe Form, welche eine geringere
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Dichte als ihre kristallinen Gegenstiicke hat. Das einheitliche Gitter hat eine
kleinere freie Enthalpie als das amorphe Glas, welches lediglich tiber eine
Nahordnung verfiigt.

Ausgangspunkt fiir die Kristallbildung ist ein Kristallisationskeim, welcher
bei sinkender Temperatur wachst. Existieren viele solcher Kristallkeime oder
setzt die Kristallisation an mehreren Stellen gleichzeitig ein, so entsteht ein
Polykristall. In vielen Fallen kommt es im Zuge der Kristallisation zu einem
verwachsen zweier Kristalle gleicher Struktur und Zusammensetzung, welche
man in Folge als Kristallzwilling bezeichnet.

Kristalline Materialien sind im Bauwesen tiberall zu finden. Metalle erstarren im
Regelfall kristallin was auch samtliche Baustahlsorten betrifft. Zement und damit
auch die Matrix in Beton bildet beim Aushéarten Kristallite. Natursteine wie z.B.
Granit sind ebenfalls kristallin.

7.4 Versetzungen auf Mikroebene

Versetzungen stellen eindimensionale Gitterfehler im Kristall dar. Im Gegensatz
zu Punktfehlern (Leerstellen, Zwischengitteratome, Substitutionsatome), handelt
es sich bei Versetzungen um linienférmige Imperfektionen. Diese sind durch Feh-
len einer ganzen Linie von Atomen vorstellbar.

Gleitebene

versetzter
Bereich

nicht
versetzter
Bereich

Versetzungsschleife

Abbildung 7.4: Links: Gittermodell mit Stufenversetzung im Punkt A. Rechts: An-
sicht auf die Gleitebene. Die Versetzungsschleife verlauft im Punkt A senkrecht zum
BURGERschen Vektor p.

Die Versetzungslinie ist von einem Gebiet mit verzerrtem Gitter umgeben. Rich-
tung und Grofle der Verzerrung werden mathematisch durch den BURGERschen
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Vektor 3 erfasst, welcher sich entlang einer Versetzungslinie in Richtung und Be-
trag nicht dndert (z.B. KRONER [111], COTTRELL [31], NABARRO [151]). Im Fall

der Stufenversetzung ist 3 in Abb. 7.4 dargestellt.

Stehen BURGERscher Vektor Z und Versetzungslinie senkrecht aufeinander, wie
in Punkt A der Abb. 7.4, handelt es sich um eine reine Stufenversetzung. Liegen
BURGERscher Vektor und Versetzungslinie parallel, wie in Punkt B der Abb. 7.4,
handelt es sich um eine reine Schraubenversetzung. Es sind auch beliebige Misch-
formen zwischen diesen Grundtypen moglich.

Die Versetzungslinien von Stufen- und Schraubenversetzungen konnen nicht im
Medium enden, sondern bilden geschlossene Kurven oder ein Netzwerk wie in

Abb. 7.1 (rechts).

Das Verzerrungsfeld in der Umgebung einer Versetzung erzeugt ein Spannungs-
feld, was natiirlich mit Energie verbunden ist. Die Energie fiir ein Stiick Verset-
zungslinie variiert grundsatzlich mit der Orientierung der Versetzung im Kristall.
In isotropem Material kann man die Versetzungsenergie jedoch nahezu konstant
ansehen und als erste Naherung mit einem Stiick eindimensionaler Seifenhaut
der Vorspannung T identifizieren [34], [I51], [117]. Die Vorspannung T der Verset-
zungslinie wird ndherungsweise durch eine Funktion des gemittelten Schubmoduls
i und des BURGERschen Vektors Z gemaf

2
T=Cul) (7.13)

angegeben [34]. Die Konstante C; liegt im Bereich 0.3 bis 0.5. Im Folgenden
wird C7 = 0.5 verwendet. Das Spannungsfeld um eine Versetzungslinie bedeutet
zugleich, dass unter der Einwirkung eines aufleren Spannungsfeldes ein energeti-
scher Gradient fiir die Versetzung entsteht. Dies kann man als Kraftwirkung auf
die Versetzungslinie interpretieren. Nach NowIcK [180] steht die Kraftwirkung ¢
senkrecht zur Versetzungslinie und ihr Betrag lautet

.
g=rlol (7.14)

wobei 7 die Schubspannung in Gleitebene und Gleitrichtung ist. Da H?H langs der
Versetzungslinie konstant ist, wirkt ¢ wie eine konstante Streckenlast. Die Antwort
der Versetzungslinie auf eine Kraft ist eine Bewegung, deren Kinematik durch die
Kristallstruktur bestimmt ist. Es wird prinzipiell in Klettern und Gleiten der
Versetzungslinie unterschieden.

Klettern ist eine Kinematik senkrecht zur Gleitebene, was vor allem mit Storun-
gen im Kristallgitter und hohen Temperaturen als Aktivierungsenergie einher-
geht. Hier sei zunachst nur das Gleiten, eine Kinematik parallel zur Gleitebene
naher behandelt. Kristallebenen zwischen Atomlagen mit dichtester Packung und
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groflem Schichtabstand bilden Gleitebenen. Durchquert die Ausrichtung der Ver-
setzung solche Lagen kommt es zu Ausklinkungen (jogs). Weiterhin bevorzugt die
Versetzung in einer dichtest gepackten Kristallebene auch die dichtest gepackte
Richtung (PEIERL valleys), was i. allg. zu periodischen Knicken (kinks) fiihrt.
Diese Effekte sind nicht von vorrangiger Bedeutung fiir diese Arbeit und werden
im Folgenden zuriickgestellt.

Plastische Vorgange setzen bei genauerer Betrachtung nicht erst spontan beim
erreichen einer Fliefspannung ein. Es wird ein Potential im Material aufgebaut,
welches mit derselben Kinematik® wie das eigentliche Flielen einher geht. Ein
anerkanntes Modell von COTTRELL [34] und KRONER [109] basiert auf dem
zunichst reversiblen Ausbeulen®” von Versetzungslinien in der Gleitebe-
ne (Abb. 7.6), welches den Beginn des FRANK-READ-Mechanismus (Abb. 7.5)

darstellt.
-
—
= (S0 ).
—

Abbildung 7.5: FRANK-READ-Mechanismus zur Beschreibung des Ubergangs vom
Ausbeulen eines Versetzungssegments hin zum irreversiblen Drift. Linie a zwischen
Knoten A und Knoten B ist ein einzelnes Versetzungssegment, welches sich unter an-
wachsender Belastung zu den Kurven b,c,d und e entwickelt. Wahrend sich die Kurven
b,c und d bei Entlastung zur Ausgangslinie a zuriickbilden, hat sich Kurve e bereits
separiert. Da Kurve e bei Entlastung nicht zu Kurve a zuriickkehrt, handelt es sich um

einen irreversiblen Prozess.

In Abb. 7.6 ist eine Versetzungslinie durch Verankerungen in Punkt A und B am
Gleiten behindert und beult deshalb zunachst in einem Segment, ahnlich einer
gespannten Saite, aus. Fremdatome, andere Versetzungen oder Korn- und Phasen-
grenzen stellen Verankerungen dar. Die plastische Verformbarkeit nimmt daher
mit hoherer Anzahl von Fremdatomen, hoherer Versetzungsdichte und kleinerem
Korndurchmesser ab.

66Wandern von Versetzungen
STKRONER verwendet den Begriff des Ausbeulens fiir Versetzungslinien, was hier itbernommen
wird, jedoch nicht in Bezug zum Ausbeulen von mechanischen Strukturen zu bringen ist.
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Abbildung 7.6: Links: Ein Versetzungssegment der Lange L (gestrichelte Linie) ist an
den Punkten A und B verankert. Unter Schubbeanspruchung 7 in der Gleitebene beult
die Versetzung naherungsweise zu einem Kreisbogen mit dem Radius R, aus. Rechts:
Das TEM Bild zeigt das Ausbeulen einer Versetzungslinie in einzelnen Segmenten (aus
CHILDS und SLIFKIN [28]).

Fiir geringe Schubspannung 7 gibt z.B. NowIick [180] den Kriimmungsradius
beim Ausbeulen einer Versetzung durch

Re=T/(|[]l) = ull¥[/27) (7.15)

mit dem Schubmodul p an. Die Versetzungslinie A — B in Abb. 7.6 {iberstreicht
beim Ausbeulen die Fliache

Ay = (2/3) R20° ~ (2/3) R?(Lo/(2 R.))* = Ly /(12 R,) . (7.16)
Mit dem Kriimmungsradius aus Gl. 7.15 folgt fiir die Naherung in Gl. 7.16
3 —
Ag =~ (Lym)/(6pl o) (7.17)

Wird ein quadratischer Probewtirfel mit Einheitsvolumen V von einer Stu-
fenversgt)zung Z vollstandig durchwandert, so erfihrt dieser eine Schubverzer-
rung || b ||/V'/3. Uberstreichen nun N solcher Stufenversetzungen unter geringer
Schubbelastung 7 lediglich die Flache A, kann eine dazu linear proportionale
Schubverzerrung durch

-
1ol As

. L3TN
Cae *= V1/3 V2/3

— N
Nl g

(7.18)

definiert werden. Die skalare Versetzungsdichte A, ist die Summe aller N Verset-
zungslinienlangen Ly im Einheitsvolumen V und durch

Ag=(LoN)/V (7.19)
gegeben. Somit schreibt sich die Naherung in Gl. 7.18 auch durch

foe = (37 A/ (61) (7.20)
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Die Federsteifigkeit 7/c,. = (6 1)/(L3 Ag) aus Gl. 7.20 erfasst als reziproker Wert
die Kinematik aus Versetzungsausbeulen. Er ist mit dem reziproken Wert der von
Versetzungseffekten freien Schubsteifigkeit i in Reihe zu schalten

Vi =1/ji+ )7 - (7.21)

Die effektive Schubsteifigkeit p wird bei dieser Reihenschaltung um den Wert
Ap=p—fp=—(ae/T) 11 (7.22)
geringer. Unter Verwendung von Gl. 7.18 ergibt sich daraus
Apfi=—(1/6) L2 Aa . (7.23)

Die Abnahme des Schubmoduls ist in diesem Modell somit nicht mehr vom Be-
trag des BURGERschen Vektors p abhangig, sondern nur noch vom Quadrat der
Segmentlange Ly und der skalaren Versetzungsdichte Ay.

GLEITER [75] spricht in diesem Zusammenhang von einem anelastischen Prozef.®®
Er unterscheidet Anelastizitat durch Versetzungsrelaxation, Versetzungsresonanz
und Versetzungs-Defektwechselwirkung. Dabei wird die Anelastizitat durch Ver-
setzungsrelaxation, wie in Abb. 7.6 dargestellt, als wichtigster Effekt eingestuft.
Er basiert auf der Kopplung zwischen Versetzungs- und Kristallgitterenergie.

Anelastizitat geméafl Gl. 7.23 ist auch fiir den Elastizitatsmodul E zu erwarten,
da sich die Langsdeformation im Zugversuch als Kombination aus Scherung und
hydrostatischer Deformation zerlegen lasst. Im Fall isotroper Elastizitat gilt mit
dem Kompressionsmodul K die Beziehung

3/E=1/u+1/(3K) . (7.24)

Da der Kompressionsmodul keine Versetzungseffekte bemerkt® lautet die Diffe-
renz zwischen dem gemessenen Elastizitatsmodul £ und dem von Versetzungsef-
fekten freien Elastizitdtsmodul E

~

. 3 3 . EE
AB=B-F= e = e = (/a1 = . (7.29)

68 KRONER bezeichnet diesen Effekt in [109] als diaelastische Suszeptibilitit und weist darauf
hin, dass die Grofle des Effekts von der Ordnung Prozent ist. Der wahre Schubmodul sei das
auf eine Netzwerkdichte Null extrapolierte u.

69 Die Messung des Kompressionsmoduls findet in einem hydrostatischen Spannungszustand
statt, aus dem kein energetischer Gradient fiir eine Versetzung resultiert.
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Unter Verwendung von (1/4—1/p) = —e,/7 aus Gl. 7.21 und nach Division der
Gl. 7.25 durch F folgt

AE/E = —(ca. E)/(37) . (7.26)
Nutzt man die Beziehung aus Gl. 7.20 lasst sich Gl. 7.26 durch

AE/E = —(L2AGE)/(18 ) = L2 Ay (1 +1)/9 (7.27)

E
2(14v)
gleicht man die relative Abnahme des Schubmoduls aus Gl. 7.23 mit der relativen

Abnahme des Elastizitatsmoduls aus Gl. 7.27 durch einen Faktor

f= Apfp 3
AE/AE  2(1+v)

angeben, wobei auch die bekannte Beziehung p = eingearbeitet ist. Ver-

, (7.28)

so ist dieser nur noch eine Funktion der Querkontraktionszahl v. Im Grenzfall
v = 0 ist der anelastische Effekt auf den Schubmodul nach Gl. 7.28 um 50 %
hoher. Im Grenzfall v = 0.5 ist der Effekt auf beide Module gleich. Fiir Stahl
mit v = 0.3 ergibt sich ein um 15 % hoherer Effekt auf den Schubmodul. Dies
bedeutet jedoch, dass der Effekt durch einen Vergleich der Elastizitatsmodule aus
Zug- und Scherversuchen nur zu 15 % reprasentiert wird.

Dabher ist es sinnvoller den Effekt absolut zu messen. NOWICK berichtet in [180]
von Beobachtungen in Scherversuchen, welche eine Veranderung des Schubmoduls
p durch Versetzungseffekte zwischen 1% und 23% beziffern. Nach Einbringen von
Gitterstorungen durch Fremdatome oder durch Bestrahlung haben metallische
Proben einen hoheren Schubmodul erreicht als ohne diese Mafinahmen. Dies geht
mit der Beobachtung einher, dass Gitterstorungen die Segmentlange L, verkiirzen
und somit nach Gl. 7.23 den Effekt deutlich verringern.™

Dem Ausbeulen der Versetzungslinien in Abb. 7.6 steht eine Erhohung der
Versetzungsenergie entgegen. In BRUINSMA et al. [21] ist die Kinematik des
Versetzungsausbeulens und die damit verbundene Energie durch ein komplexes
Modell behandelt. Diese Arbeit beschrankt sich auf die vereinfachten Betrachtun-
gen ab Gl. 7.15, wobei die Ergebnisse mit denen aus [21] qualitativ vergleichbar
sind.

70 Zitat NowIck [180]: 7 All of these experiments add up to the rather remarkable fact that
if one wishes to measure precisely the shear modulus characteristic of a pure perfect crystal,
the very highest purity and well-annealed material should not be used. Rather, to obtain the
correct value, one must use slightly impure or irradiated material, in order to eliminate the
dislocation contribution.”
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Im Modell der Abb. 7.6 erfahren die Versetzungslinien eine geometrische Verléange-
rung AL = L — Ly, wobei sich die Bogenlange zu

L=2R.© , O =arcsin[Ly/(2R,)] (7.29)
berechnet und somit
AL =2R, arcsin[Lo/(2 R.)] — Lo (7.30)

ergibt. Die Approximation arcsin[z] & x ist hier nicht sinnvoll und weist auf
die hohere Ordnung dieser Verlangerung hin. Der funktionale Zusammenhang in
Gl. 7.30 mit dem mikroskopischen Ausbeulradius R, soll nun auf die makrosko-
pische Schubverzerrung e,. transformiert werden. Aus Gl. 7.15 mit 7.20 gewinnt
man

Ro= (|l b || L3 Aa)/(1220c) (7.31)

und Einsetzen in Gl. 7.30 ergibt

—
bl Lo A
AL = (6%1 arcsin {%aj — 1> Ly , Ci= HHTOd . (7.32)

Mit der Taylor-Entwicklung arcsin[z] = x + "g—? + o(z) und Abbruch nach dem
zweiten Term nahert man Gl. 7.32 an durch

52 L()
AL ~ 28
62

(7.33)

Die verzerrte Umgebung einer Versetzungslinie andert sich mit Verlangerung die-
ser Linie ndherungsweise nicht, womit nach Gl. 7.13 die Vorspannung 7" der Linie
konstant bleibt. Die Versetzungsenergie nimmt jedoch mit dem Ausbeulen und
der damit verbundenen geometrischen Verlangerung der Linie zu, was unter Ver-
wendung von Gl. 7.33 mit einer volumenspezifischen, anelastischen Energiedichte

ALT R YT
Wae - vV — A?lLovgae

(7.34)

einhergeht. Nowick [180] gibt fiir einen reinen Kristallwiirfel mit V. = 1cm?
typische Werte Ay ~ 1-10%/cm? und Ly ~ 3 - 10~°cm (ca. 1000 Atomabstinde)
an. Damit lasst sich W,. abschatzen zu

W ~ ﬁ 2 (7.35)

Geht man selbst von wesentlich kiirzeren Linienlingen Ly ~ 3 - 10 "cm und

2

einer niedrigeren Versetzungsdichte Ay ~ 1 -10°/cm? aus, ist die zu erwartende
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Energiedichteerhohung aus Schubverzerrung e,. im Vergleich zur elastischen
Schubverzerrungen ¢ um den Faktor 1075 schwicher. Die Konsequenz daraus
wird in Kap. 7.7 zur Diskussion des COSSERAT-Parameters p, wieder aufgegriffen.

Aus einem mikroskopisch motivierten Modell in Abb. 7.6 sind makroskopische
Groflen des anelastischen Effekts, namlich die Verzerrung c,. und die Energie-
dichte W, erarbeitet worden. Weitere Betrachtungen auf Meso- und Makroebene
sind jedoch notig um einen Zusammenhang zur COSSERAT-Theorie zu schaffen.

7.5 Kleinwinkelkorngrenzen und Korngrenzen

Die Interaktion von Versetzungen findet iiber relativ grofie Distanzen statt und
fithrt zu sogenannten Kleinwinkelkorngrenzen, vgl. Abb. 7.7.
Stufenversetzungen gleichen Vorzeichens, ordnen sich dabei in einer Linie an und
bilden Versetzungswande, was in der Literatur als Polygonisation bzw. Bildung
von Kleinwinkelkorngrenzen bezeichnet wird.

Eine Kleinwinkelkorngrenze vermittelt zwischen Orientierungsunterschieden be-
nachbarter Kristallite durch die Versetzungswand. Bis zu einem Orientierungs-
unterschied von ca. 15 Grad konnen Kleinwinkelkorngrenzen vermitteln und man
spricht noch von einem Einkristall. Ansonsten nimmt die Versetzungsstruktur
zwischen den Kristalliten komplexe oder ungeordnete Formen an, was als Korn-
grenze bezeichnet wird, siehe z.B. KRONER [I11].

2_Anziehung

AbstoBung

Anziehung

Abbildung 7.7: Bei der Polygonisation {ibt eine Versetzungswand auf andere Verset-
zungen Kréfte iiber relativ grofie Distanzen (”long-range”) aus. Liegt die Gleitebene der
Versetzung iiber oder unterhalb der beiden hyperbolischen Aste, wird die Versetzung

zur Linie der Versetzungswand angezogen, ansonsten abgestoffen. Aus NABARRO [151].

Kleinwinkelkorngrenzen folgen dem Ausbeulen der Versetzungslinien. Dabei
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durchwandert die Versetzungswand ein gewisses Gebiet. Das Kristallgitter die-
ses Gebietes erfahrt dadurch eine Verdnderung der Orientierung, siehe z.B. (NA-
BARRO [151]). Kleinwinkelkorngrenzen kénnen somit als zusétzliche Kinematik
betrachtet werden, welche die Deformation auf Kristallitebene relaxiert.

Es liegt nahe, die Ebene der Kleinwinkelkorngrenzen als Mesoebene zu bezeich-
nen. Denn es lassen sich einzelne Versetzungen in der Kleinwinkelkorngrenze er-
kennen, doch setzt sich die Wand tiber das individuelle Verhalten einzelner Ver-
setzungen hinweg. Der Schritt auf eine makroskopische Beschreibung in Kap. 7.6
sowie der Bezug zur COSSERAT-Theorie in Kap. 7.7 wird auf dieser Erkenntnis
basieren.

7.6 Eine Kontinuumstheorie fiir Versetzungen

Dieser Abschnitt stellt KRONERS Kontinuumstheorie der Versetzungen [105]
leicht modifiziert vor und gibt bildliche Erweiterungen, um den Bezug zur
CoSSERAT-Theorie anschaulicher zu gestalten.

Die gemittelte Wirkung von Versetzungsbewegungen lasst sich als Verzerrungs-
tensor erfassen, wobei reversible und irreversible Bewegungen zunéchst kei-
nen Unterschied darstellen. Dazu fithrt NYE [I81] einen zweistufigen Tensor
B = oj; e; ® e, zur raumlichen Beschreibung der Versetzungsdichte ein. Dieser
erfasst die Anzahl N von Versetzungslinien (pro Einheitsflache), welche mit BUR-
GERschem Vektor Z eine Einheitsflache mit Normale r = r; e, durchsetzen. Die
Komponenten von 3 lauten
— m

B=Nbr . {W} mit) =[5 (7.36)
KRONER verwendet Gl. 7.36 als Basis fur seine Kontinuumstheorie [108]. Bei der
notwendigen Mittelung verwischt sich jedoch der individuelle Charakter einzel-
ner Versetzungslinien. Das Tensorfeld der Versetzungen mifit an jedem Punkt

nur noch den Gesamt-BURGERS-Vektor db; aller durch ein beliebig gerichtetes,
inkrementelles Einheitsflachenelement dFj durchlaufenden Versetzungslinien

m

Bje = dbj/dFy [W] : (7.37)

Es wird darauf hingewiesen, dass KRONER in seinen Arbeiten die transponierte
Darstellung fiir 3 verwendet. Trotzdem wurde die in dieser Arbeit iibliche Form
fiir Ableitungen beibehalten.

KRONER bezeichnet 3 eine vollkommen orientierte, pauschale Versetzungsdichte.
Die Komponenten (3;;, sind als Versetzungslinien in k-Richtung zu deuten, deren
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BURGERs-Vektor in j-Richtung zeigt. Fiir j = k liegen Schraubenversetzungen,
sonst Stufenversetzungen vor.

Wie bereits erwahnt, wandern Versetzungen durch ein entsprechendes Kraftfeld
und verandern dabei Form und Orientierung von Kristalliten, was nun unter dem
Begriff Distorsion zusammengefasst wird.

Durch Kenntnis des Typs, der Anzahl und der Bewegungsrichtung aller Versetzun-
gen lasst sich die Distorsion beschreiben. Da es neun unabhangige Versetzungs-
komponenten «;, und drei unabhangige Wanderungsrichtungen w, gibt, besteht
die Distorsion aus 27 moglichen Ursachen.

Die Anzahl gewanderter Versetzungen pro Typ und pro Langeneinheit wird
durch Ny, ¢, 7,k = 1..3 erfasst, wobei ¢ die Wanderungsrichtung und j, £ den
Typ der Versetzung gemafl Gl. 7.37 angibt. Tabelle 7.1 fasst die physikalische
Bedeutung samtlicher Kombinationen in ¢, 7 und k£ zusammen.

Versetzungsart | Wanderungs- Wanderungs- Symbol
richtung modus
j # k| Stufenversetzung 1= gleiten 16
j # k | Stufenversetzung i#£ g klettern (erzeugt

i # k Dehnung in j-Richtung) 1K

j # k| Stufenversetzung 1=k Verschiebung langs
der Versetzungslinie 1L

1=k Schrauben- i F# ] gleiten (klettern ist
versetzung i # k prinzip. nicht moglich) a°

1=k Schrauben- 1=k Verschiebung langs
versetzung der Versetzungslinie ol

Tabelle 7.1: Ubersicht der Versetzungsarten und Wanderungsmodi.

1§15 L% ©f33
k 155 153 @533
1510 ®f L5 | | 1513 155 ks
j= 1515 @550 Lhss
®f11 o1 L1131 || 152 %o 155

G G K
®311 1301 1931

G K G
@311 1321 1331

—
—

Abbildung 7.8: Dreidimensionales Bild von N;;; mit Symbolen der Wanderungsmodi.
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Abb. 7.8 zeigt die Anordnung der Distorsionszahlen NV;;, unter Verwendung der
Symbole aus Tab. 7.1 in einem ijk-Rahmen.
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i ®
2

Abbildung 7.9: Mikromodelle zur Wirkung von N3j9, N399 und Nsso.

Neben dem Gleiten einer Stufen- oder Schraubenversetzung tauchen in den Wan-
derungsmodi auch Klettern und Léangsverschiebung von Versetzungslinien auf.
Wiéhrend das Klettern zu einer reinen Dehnung in j-Richtung fithrt, hinterlasst
die Wanderung langs einer Versetzungslinie kaum Distorsion.

Naherungsweise werden Eintrage aus Langsverschiebung einer Versetzungslinie
durch Nullkomponenten ersetzt. Dies weicht etwas vom Vorgehen KRONERS ab,
der diese Eintrdge per Definition seines Distorsionstensors eliminiert. Hier wird

die Distorsion £, definiert durch

ijk

p .
gijk .

:NiijgH , Nigp=0Vi=k . (7.38)
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Die Wirkung der verbleibenden 18 Distorsionskomponenten wird an Probewtirfeln
in Abb. 1.7 vorgefiihrt. Alle weiteren Falle finden sich im Anhang A.8.

Im linken Teil der Abb. 1.7 zeigt die Richtung w an, wie eine Versetzung mit
BURGERsvektor Z den Wiirfel vollstandig durchwandert. Im rechten Teil sind
daraus resultierende diskrete Dehnungen bzw. Scherungen abgebildet. Bei kon-
tinuierlicher Verteilung einer hohen Zahl solcher Vorgange sind makroskopische
Dehnungen D;; bzw. Scherungen S;; zu erwarten, was jeweils auf den Wiirfeln
rechts vermerkt ist.

Setzt man die makroskopischen Wirkungen D;; und S;; in den Distorsionsten-
sor an den Stellen der Ursache ein, erhalt man das Bild in Abb. 7.10. Es ist
ersichtlich, dass die 18 Wanderungsmodi lediglich 9 grundsatzlich verschiedene
Wirkungen haben, weshalb unter Ausnutzung der Antisymmetrie die Definition
eines zweistufigen Distorsionstensors

1
p
— 35 €kl E;

~p _
T ijk =

1 - .
9 —5 €ikl Nijk || b || s Nijk =0Vi=k (739)

moglich ist. In Gl. 7.39 wird die Distorsion & {iber die mikroskopische Ursache

N;ji und ; explizit beschrieben.

Si o Sy
K D, -8, 'S31
-S;; =S, Dy 0 0 0
J 0 0 0
0 0 0 D, S, §;
LS 8y 33
=S, D, -8,

Abbildung 7.10: Dreidimensionales Bild von 55  mit Wirkung der Wanderungsmodi.

Zugleich kennt man bei kontinuierlicher Verteilung einer hohen Zahl von Verset-
zungen die makroskopische Wirkung von &

[ Dll 512 SlS |
el = 521 Doy 823 . (740)
L SSI S32 D33 |

Der Tensor in Gl. 7.40 entspricht nach Art der Eintrige einem Verzerrungstensor.
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Die Funktion der Gl. 7.39 und 7.40 lédsst sich am Beispiel einer einfachen Sche-
rung veranschaulichen. Mochte man die Deformation in Abb. 7.11 allein durch
Versetzungsbewegung erreichen, kann tiber

R 1 -
€3 = 3 (Noit = Nu2) || b [ = /R (7.41)

die erforderliche Art und Anzahl an Versetzungsbewegungen bestimmt werden.

Abbildung 7.11: Versetzungsbewegungen fiihren zu einer einfachen Scherung.

7.7 Cosserat-Theorie als Kontinuum mit Versetzungen

In Kap. 7.4 und Kap. 7.5 wurde dargestellt, wie anelastische Deformation durch
Ausbeulen von Versetzungslinien stattfinden kann. Anelastische Deformation
ist reversibel,” basiert jedoch auf den gleichen Mechanismen wie Plastizitit,
vgl. z.B. [75]. Zur mikromechanischen Beschreibung von Ursache und Wir-
kung wurde in Kap. 7.6 der Distorsionstensor &° eingefithrt. Wie sich dieser
Distorsionstensor im COSSERAT-Modell reprasentieren kann wird nun dargestellt.

Dazu wird der Deformationsgradient F lokal in drei Anteile zerlegt, vgl. CLAYTON
et al. [30].™ Eine rein elastische Deformation, reprasentiert durch den Tensor F¢,
eine rein plastische Deformation mit FP und eine rein anelastische Deformation
mit F*. Damit ergibt sich

F=FF°F (7.42)

"L Anelastizitat geht auch mit viskosen, raten-abhingigen Effekten einher. Diese machen
sich aber nur bei hochfrequenten Lastwechselspielen bemerkbar und werden im Rahmen dieser
Arbeit nicht betrachtet.

2CLAYTON benutzt F = F¢F! FP, wobei FP die Gitterstruktur in einem gemittelten Sinn
intakt lisst. Weiterhin reprisentiert F¢F! die gesamte Gitterdeformation und F! ist die, nach
elastischer Entlastung verbleibende, Gitterdeformation aufgrund von Gitterfehlern, Defekten
und Gitterdrehungen.
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Schlieffit man zunachst permanente plastische Deformationen durch FP = 1 aus
und zerlegt F° polar gemafl F¢ = R° U*®, folgt

F=R°U°F* , U°ecPSym . (7.43)

Es ist ersichtlich, dass im Fall F#¢ # 11 die Rotation R® nicht mehr die polare Zer-
legung des Deformationsgradienten F darstellt, sondern eine davon unabhangige
Grofle. Genau hier spiegelt sich der Grundgedanke der COSSERAT-Theorie wieder.
Die Identifikation

R=R° , U=U°F* (7.44)

stellt die Briicke zwischen COSSERAT-und Versetzungstheorie dar. Die Verzerrung
U kann hierbei je nach Blickwinkel des Betrachters entweder die physikalische
Rolle U = U°F* oder die abstrakte Rolle U = R” F einnehmen.

Die zusitzliche Kinematik R in R erlaubt also der Verzerrung U in bestimm-
ten Grenzen vom elastischen und symmetrischen rechts-Streck Tensor U® abzu-
weichen und damit anelastische Deformationen F2¢ # 11 zu erlauben. Die Ein-
schrankung auf eine bestimmte anelastische Deformationen wird spéater diskutiert.

Definiert man den anelastischen Deformationsgradienten iiber die Distorsion &P
gemaf

F*:=1+¢&° (7.45)
und die elastische Verzerrung durch
Us:=101+¢€° , e°€Sym |, (7.46)
ergibt sich aus Gl. 7.44
U=UF*=1+¢e"+&"+e%&" . (7.47)
Mit dem antisymmetrischen bzw. symmetrischen Anteil der Verzerrung

skew[U — 1] = skew|[€P] + skew[e® €P] ~ skew[eP] | (7.48)

sym[U — 1] = €° + sym[eP] + sym[e® €P] ~ €° + sym[eP] (7.49)

konnen folgende Uberlegungen stattfinden.

Vernachléssigt man den quadratischen Term in Gl. 7.48, erhalt man eine von
elastischen Verzerrungen £° unabhangige Identifikation zwischen COSSERAT-und
Versetzungstheorie.
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In der spezifischen Forméanderungsenergiedichte der Gl. 4.49 wird die quadra-
tische Norm der antisymmetrischen Verzerrung skew[U — 1I] durch den Kopp-
lungsmodul p. beaufschlagt. In der spezifischen, anelastischen Formanderungs-
energiedichte der Gl. 7.34 wird das Quadrat der Verzerrung ¢, durch den Faktor
(3 1)/(A2 Ly V') beaufschlagt. Die skalare Verzerrung e,, reprisentiert fiir den Fall
des einsetzenden FRANK-READ-Mechanismus einen Anteil des allgemeinen Dis-
torsionstensors €”. Wie der Anteil €,, in €” angeordnet ist, spielt fiir den Abgleich
der Energiedichten beider Modelle im isotropen Fall keine Rolle und ein direkter
Vergleich liefert dann die Beziehung

pe=(Bp)/(AGLV) . (7.50)

Die Betrachtungen in Kap. 7.4 zur spezifischen, anelastischen Formanderungs-
energie gelten nur bei geringer bzw. einsetzender Deformation. In diesem
Bereich liefert die Abschatzung in Kap. 7.4 Werte fiir den Kopplungsmodul im
Bereich 1, = 107° u bis p. = 107! 1. Moglicherweise liegt in dieser Betrachtung
ein Hinweis, dass der Kopplungsmodul p. keine konstante Grofle darstellt,
sondern von der Deformation abhangig ist.

Symmetrische anelastische Verzerrungen sym[é®] sind in Gl. 7.49 auch bei Ver-
nachlassigung quadratischer Terme mit elastischen Verzerrungen e° additiv ge-
koppelt. Eine energetisch gesonderte Behandlung ist somit im COSSERAT-Modell
nicht moglich. Dies impliziert, dass die anelastische Verzerrung sym[éP] nicht
modelliert werden kann, schliellich sind verschiedene Materialparameter fiir die
vollig unterschiedlichen Effekte zu erwarten.

Dies geht auch mit der Tatsache einher, dass im COSSERAT-Modell lediglich
3 zusatzliche Freiheitsgrade eingefithrt werden und hier den drei Kinematen in
skew|[€P] zur Verfiigung stehen.

Nachfolgende Betrachtungen finden deshalb unter der Einschrankung
sym[eP] =0 (7.51)
statt. Die anelastische Deformation in Gl. 7.45 beschrankt sich dann auf
F* = 1 + skew|[é”] (7.52)
und stellt fiir kleine Werte skew[€P] eine linearisierte Rotation dar
R* ~ 1l + skew[eP] . (7.53)

Kleine Rotationen R* sind mit der Voraussetzung von Anelastizitat konform.
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In Abb. 7.12 ist fiir einen antisymmetrischen Fall™ in & das Mikro- und Makro-
modell dargestellt. Man erkennt die daraus resultierende Rotation.

-
I
I
I
I
I

€3 ¢ 5

Abbildung 7.12: Mikromodell (oben) und Makromodell (unten) fiir einen antisym-

metrischen Fall in P.

Der Deformationsgradient gemafl Gl. 7.43 lautet nach Einschrankung in GIl. 7.52

F=R*U°R* |, U°e€Sym |, (7.54)
und kann erweitert werden zu
F=R°R* (R*)TU°R* , (R*)TU°R™ € Sym . (7.55)

polar[F| U

Wie bereits in Gl. 7.55 markiert, findet sich die Polarzerlegung von F in der
Erweiterung wieder und ergibt die direkten Zusammenhange

polarf[F] = R°R* | U= (R*)TU°R* |, UecSym . (7.56)
Die Identifikation gemafl Gl. 7.44 lautet nun
R = R° = polar[F] (R*)" | U=U°R*=R*U , (7.57)

und kann den Ubergang zwischen den beiden Kontinuumstheorien detailierter als
in Gl. 7.44 angeben. Dies ist auch zu erwarten, nachdem sich der anelastische
Effekt nun auf Drehungen beschrankt.

Die Abweichung der COSSERAT-Rotation von der Makrorotation polar[F] wur-
de in Gl. 3.60 durch R = polar[F] R” mit der zusétzlichen Kinematik R zum

™3 Es gilt fiir die Verzerrungskomponenten: S13 = —S31 sonst S;; = 0.
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Ausdruck gebracht. Unter Verwendung der Identifikation in Gl. 7.57 ist die phy-
sikalische Ursache fiir zusiitzliche Kinematik R nun ersichtlich

R =R™ ~ 1l + skew[é?] . (7.58)

Die Zusatzkinematik R kann somit ihre Ursache in antisymmetrischer Distorsion
gP haben, falls dies nicht durch grolen Vorfaktor u. energetisch unterdriickt wird.
Im Rahmen dieser Arbeit werden nur anelastische Drehungen R* gemafl G1. 7.53
betrachtet, vgl. auch Abb. 7.13.

+++++++
+++++++
+++++

++ ++ +F++ |
+++++++
+++++++
+++++++

0 ¢ P @

Abbildung 7.13: Kinematik des COSSERAT-Kontinuums nach Identifikation mit an-

elastischer Drehung R?°.

Der axiale Vektor der Drehung R = R ~ 1l + skew[¢"] lautet niherungsweise

R 1
a = axl[R] &~ axl[skew[EP]] = 5 Cak £n € (7.59)

und beschreibt Gitterverdrehungen aus Distorsion durch Versetzungsbewegung.

Im Fall inhomogener Gitterverdrehungen definiert der Drehvektor & die NYEsche
Gitterkriimmung [181] durch

1
k = Grad[a] ~ Grad[ax|[skew[e”]]] = —sem )y e, @e; . (7.60)

2

In Gl. 7.60 ist auch der approximative Bezug zur anelastischen Verzerrung
skew[eP] zu sehen. Tatsdchlich zeigt NYE in [181], dass der Versetzungsdichte-
tensor 3 und die NYEsche Gitterkriimmung aus Gl. 7.60 in Beziechung stehen

B=r" —trlg]l (7.61)

&:ﬂT—%Umﬂl. (7.62)
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Unter Hinzunahme von GIl. 7.60 gewinnt man aus Gl. 7.61 den Zusammenhang
zwischen Versetzungsdichte 8 und anelastischer Verzerrung skew|[€”]

R 1 R
,B = K‘;T — tI‘[F{,] I~ (—5 €kl 8Zl,i + 5 €akl EIl;l,a 51]) e X €;

1 . .
= —5(53‘;1 €hkl 521@ dai — 0ij Ona €nki 5Zz,a) e e,

1 . 1 «
= —5(53'11 Oai — 0ij Oha) €nki é‘im € e = D) €jab €hib €hkl é‘il@ € ¥e;

1 R .

= —€jab Va(§ €nib €nkl Epy) €1 ® e; = =V, €y (skew[ep])a e e
= —(V x (skew[eP]"));; & ® e; = —(Curly[skew[€P]]);; &; ® e,
= —(Curl [skew[e”]])]; e; @ e; = —Curly[skew[eP]] . (7.63)

Gl. 7.63 besagt, dass NYEsche Kriimmung eine kompatible Kriimmung
darstellt™ und nur iiber antisymmetrische Anteile von é° zustande
kommt. Erfasst die COSSERAT-Theorie antisymmetrische Anteile von &P
durch R = R*, dann ist NYEsche Krimmung Bestandteil des Modells.

Es wird noch bemerkt, dass KRONER in [108] den Zusammenhang der Gl. 7.63
allgemeiner zu

B = —Curly[e”] (7.64)

angibt. In [110] folgt als Konsequenz aus Gl. 7.64 der Zusammenhang
1
Curlyes] + & = B7 — §tr[,3T] no, (7.65)

wobei der Term Curly[es] bei bestimmten Versetzungsverteilungen verschwindet,
welche zugleich einem energetischen Energieminimum entsprechen. Diese Vertei-
lungen werden in [110] genauer diskutiert:

"NYE betrachtet Scharen von diskreten Versetzungslinien in Kristallen, die so
dicht beieinander liegen sollen, dass es sinnvoll ist, iiber eine groflere Anzahl
von ihnen zu mitteln. NYEs Ergebnisse, soweit sie uns hier interessieren,
lauten: Jede solche Verteilung von Versetzungslinien lasst sich durch einen
nichtsymmetrischen ortsabhingigen Tensor 2. Stufe™ beschreiben. Mit jeder
Verteilung von Versetzungen ist eine bestimmte mittlere Kriimmung des
Gitters des betreffenden Kristalls verbunden. Diese andert sich nicht, wenn
man die Dichte der Versetzungen (etwa m; pro cm? und BURGERS-Vektor ;Z)

™ Kompatible Kriimmungen leiten sich iiber Gradienten eines Drehfeldes ab.
"Dies ist hier die Versetzungsdichte 3.
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steigert und gleichzeitig die BURGERS-Vektoren ZZ abnehmen lasst, so dass
die Produkte n; ZZ konstant bleiben. Wenn man in dieser Weise die 31 gegen
0 gehen lasst, verschwindet bei ganz speziellen Versetzungsverteilungen die
elastische Energie, wahrend die Gitterkrimmung erhalten bleibt. Das Bestre-
ben, solche Versetzungsanordnungen zu bilden, fithrt z.B. zu den bekannten
Erscheinungen der Polygonisation und der Feinkorngrenzenbildung. Fiir solche
Versetzungsanordnungen minimaler FEnergie konnte NYE den Zusammen-
hang zwischen Versetzungstensor 3 und Gitterkriitmmungstensor  angeben. Er
lautet k = B — %tr[ﬁT] 11.” Weitere Aspekte dazu sind im Anhang A.9 zu finden.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass das Auftreten lediglich anti-
symmetrischer Anteile von &’ die energetisch vorteilhafte Form der
Versetzungsverteilung in Kleinwinkelkorngrenzen impliziert.

a) FP=1,Fe=1

d) fast iiberall
F,F°, F» cS0(3)
F # const.

Abbildung 7.14: Die fiinf Zusténde eines Einkristalls. a) Unverzerrt. b) Elastisch ver-
bogen. c¢) Plastisch verbogen. d) Polygonisiert. e) Rekristallisiert. Bilder aus NABARRO
[151].

In Abb. 7.14 aus NABARRO [151] sind die fiinf idealisierten Zustédnde des Einkri-
stalls abgebildet. Zustand b) und c) zeichnen sich durch grofie elastische Verzer-
rungsenergie im Kristallgitter aus, denn ||[FI F, — 11|| > 0 da F, # SO(3).

Im Fall ¢) sind zudem Terme Curly[e,] in Gl. 7.65 zu erwarten. Dies ist im po-
lygonisierten Zustand d) nicht der Fall: Die lokale elastische Verzerrungsenergie
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ist sehr klein, es gilt iiberwiegend |[FZ F, — 11|| = 0, denn bis auf die Bereiche
der Versetzungswand besteht der polygonisierte Zustand nur aus Gitterdrehun-
gen, also F, € SO(3) fast iiberall. Die verbleibende Energie im polygonisierten
Kristall findet sich in den inkompatiblen Gitterdrehungen, welche sich nach Mit-
telung in nicht verschwindender NYEscher Gitterkriimmung niederschlagt. Man
kann NyEsche Gitterkriimmung makroskopisch durch die Forderung

Brye ~ Curl[FP], FP € SO(3), F° € SO(3) (7.66)

definieren.

Das Auftreten von lediglich F? € SO(3), F° € SO(3) korrespondiert
mit der energetisch vorteilhaften Form der Versetzungsverteilung in
Kleinwinkelkorngrenzen.

Das CossErRAT-Modell erlaubt in diesem Kontext plastische Verdrehungen durch
Polygonisation wie in Fall d). Somit behandelt das CossErRAT-Modell genau
den Fall der NyEschen Kriimmung, also dass Versetzungen Kleinwin-
kelkorngrenzen entlang von Versetzungswanden bilden.

Die Anordnung ganzer Versetzungswénde bei der Polygonisation erzeugt Span-
nungsfelder im Material, welche als nicht lokal zu betrachten sind.” Im Folgenden
wird untersucht, wie diese Spannungsfelder im Zusammenhang mit Momenten-
spannungen des COSSERAT-Modells stehen.

7.8 Momentenspannungen und Versetzungen

Nachdem der Bezug zwischen COSSERAT-und Versetzungstheorie hauptsachlich
auf kinematischer Ebene ercrtert wurde, soll nun die Bedeutung der Momenten-
spannung diskutiert werden.

Uber die Versetzungsdichte B8 aus Gl. 7.36 und der NYEschen Krimmung lasst
sich die Potentialfunktion

Wive = 5(8.5) = 5(k", k) — 2 (trlw]) (7.67)

angeben, welche wegen

OWnNvyE
0K

76 Spannungsfelder aus Versetzungswinden sind durch ”long range stresses” gekennzeichnet.

=k’ —tr[] 1 =3 (7.68)

Das Spannungsfeld einer einzelnen Versetzung hingegen durch ”short range stresses”, vgl. z.B.
[108], [151].
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speziell als Versetzungspotential aufzufassen ist.

Bringt man Wyxyg mit der Kriimmungsenergiedichte des COSSERAT-Modells in
Verbindung, hangt die physikalische Bedeutung von Momentenspannungen direkt
an dem Begriff der Versetzungsdichte.

Die Krimmungsmessung und damit die Kriimmungsenergiedichte basiert im
CossERAT-Modell jedoch nicht allein auf der zusatzlichen Kinematik Grad[f{]
und somit nach Gl. 7.58 auf Grad[R?¢], sondern auf Ableitungen der Gesamtro-

tation R.™"

Die Kriimmungen in Kap. 3.1.3 nutzen den antisymmetrischen Term K7 aus
Gl. 3.62, welcher sich nach Identifikation zur Versetzungstheorie in Gl. 7.58 durch

K’ = R"R; = (polar[F] R*")7 (polar[F] R“eT)J
= R (polar[F])” (polar[F]) ;R*" + R* R’ (7.71)

ausschreibt. Der erste Ausdruck in Gl. 7.71 wird lediglich mit R*® konjugiert,
ansonsten steht er in keinem Zusammenhang mit der anelastischen Kinema-
tik des Modells und somit in keinem Zusammenhang mit Versetzungen und
Nvescher Kriimmung. Er ist eine spezielle Form der zweiten Ableitung der
Deformation, was prinzipiell in Kontinua zweiten Grades in Ansatz gebracht
wird und elastische Gitterkriimmung beschreibt.

Der zweite Ausdruck in Gl. 7.71 betrifft hingegen lediglich die anelastische Kine-
matik des Modells und steht im Zusammenhang mit NyEscher Gitterkriimmung.

Es stellt sich nun die Frage, ob die gemischte Messung in Gl. 7.71 die Iden-
tifikation zur Versetzungsenergie in Gl. 7.67 zulasst. Tatsachlich stellen die
beiden Terme in Gl. 7.71 zwei verschiedene Ursachen fiir dieselbe Wirkung - eine
Momentenspannung, dar.

In Kap. 3.3.3 hat ein Homogenisierungsprozess gezeigt, dass die Lokalitat der
Formulierung iiber das Auftreten von Momentenspannungen entscheidet. Auch

""Die Verwendung von R als Prozessvariable innerhalb der COSSERAT-Theorie fithrt prinzi-
piell auf ein anderes mathematisches Modell als unter Verwendung von R.. Erkennbar wird dies
bei Betrachtung der ersten COSSERAT-Verzerrung fiir beide Falle:

U=R'F , (7.69)
U=RT"F=R (polar[F)T F=R U . (7.70)
In Gl 7.69 bleibt R als Prozessvariable und die Verzerrung als Funktion von F bestehen. In

Gl. 7.70 wird R als Prozessvariable angestrebt, was zugleich dazu fiihrt, nur noch einen Teil
von F, ndmlich die reine (symmetrische) Streckung U zu betrachten.
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in [115] werden Momentenspannungen als Konsequenz einer nicht lokalen Konti-
nuumstheorie betrachtet und zudem die Proportionalitaten

Momentenspannung ~ Elastische Gitterkrimmung
Momentenspannung ~ NYEsche Gitterkrimmung

erortert. Abb. 7.14 b) zeigt eine elastische Gitterkriimmung. Man erkennt in der
Abbildung, wie die Atome des Materials den Abstand zu den Nachbaratomen
im Vergleich zu Abb. 7.14 a) &ndern, woraus der grofite und zugleich auf
Atomabsténde lokalisierbare Widerstand gegen diese Deformation resultiert.

Die freien Elektronen eines Metalls, welche fundamental zur Kohésion des Kri-
stalls beitragen, werden in Abb. 7.14 b) jedoch auch auf Bahnen des gekriimmten
Zustandes gezwungen, was eine Erhohung der Energie bedeutet und daher
mit einem Widerstand gegen diesen gekriimmten Zustand einher geht [115].
Mochte man diesen Widerstand erfassen, kann dies in einer Kontinuumstheorie
durch Beriicksichtigung von Momentenspannungen geschehen. Die Bildung
von Kristallstrukturen deutet auf die Bedeutung und Lange der Bahnen freier
Elektronen hin und dass es sich hierbei um einen nichtlokalen Effekt handelt [115].

Zur Ursache von Momentenspannungen aus NYEscher Gitterkriimmung wird in
[115] die mikroskopische Spannungsverteilung einer Kleinwinkelkorngrenze unter-
sucht. Es zeigen sich Oszillationen und Unstetigkeiten im mikroskopischen Span-
nungsverlauf. Somit ist die Lokalisierung einer makroskopischen Theorie auf belie-
big kleine Volumenelemente dV nicht moglich, da es die Glattheit physikalischer
Felder voraussetzt.

KRONER verwendet deshalb ein finites Volumenelement AV, welches eine grofie
Anzahl von Versetzungen einschliefft. Der gewéhlte Homogenisierungsprozess fiir
AV lasst die Oszillationen im Verlauf der mikroskopischen Spannung nicht mehr
erkennen, jedoch resultiert aus den Unstetigkeiten eine Grofle, welche den Cha-
rakter einer Momentenspannungen besitzt.

Somit dringt nur noch die Information von Unstetigkeiten entlang einer Verset-
zungswand auf makroskopische Ebene vor und wird dort durch eine Momenten-
spannung approximativ erfasst. KRONER gelingt es damit einen Zusammenhang
zwischen Momentenspannungen und NYEscher Gitterkrimmung anzugeben, wel-
cher sich wie eine konstitutive Beziehung prasentiert

I/T\lij == aijkl Rl . (772)
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Im konkret gewahlten Fall regelmafBiiger Kleinwinkelkorngrenzen, folgt fiir die
konstitutiven Parameter a;;; die Proportionalitét

a2 (7.73)

Akl ~
" 1—v

wobel d der Abstand von Gleitebenen ist.

Die gemischte Form der Krimmungsmessung in Gl. 7.71 erfasst nun elastische
Gitterkrimmung und NYEsche Gitterkrimmung additiv und simultan.

Die interne Lange L. bzw. die Momentenspannung quantifiziert somit die
Wirkung zweier verschiedener Ursachen. Ist die elastische Krimmung gegeniiber
NvyEscher Krimmung vernachlassigbar, iibernimmt L. die eindeutige Rolle der
Konstitution gemafi Gl. 7.73. Fiir geringe Deformation erscheint diese Annahme
sinnvoll und deckt sich mit der Einschrankung in Kap. 7.7.

In numerischen Beispielen des Kap. 8 wird u.a. der vorgestellte Bezug zur Ver-
setzungstheorie diskutiert. Bei Beschrankung auf kleine elastische Kriimmung,
was Term 1 in Gl 7.71 betrifft, registriert das Kriimmungsmafl hauptsachlich
NvEsche Krimmung und damit die Veranderung eines Versetzungsfeldes. Da
diese Veranderung den Anfangszustand plastischer Effekte beschreibt, kann auch
von initialer Plastizitat geredet werden. Die Norm der Krimmung € entspricht
dann einer Zunahme der skalaren Versetzungsdichte A,.
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8 Numerische Beispiele Teil 2

8.1 Stochastische Rotationsimperfektion und Anwendung

Es wird zunéchst ein Verfahren zur Generierung einer stochastisch gestorten Re-
ferenzkonfiguration Bémp vorgestellt. Dieses zeichnet sich dadurch aus, dass ein
rotatorisches Imperfektionsfeld an den GAausspunkten die Storung bewirkt.

Die daraus resultierende Imperfektionsenergie kann das Verfahren so steuern,
dass unterschiedliche Elementgrofien zulassig sind, was fiir eine Finite- Element-
Formulierung notig ist. In einem Druckversuch findet das Verfahren Anwendung.

8.1.1 Algorithmus fiir rotatorisches Imperfektionsfeld

Obwohl die CosSERAT-Theorie durch das Rotationsfeld R den Punkten des Kon-
tinuums eine individuelle Richtung verleiht, ist diese in der Referenzkonfiguration
zunichst homogen und neutral R = 11. Reale Werkstoffe weichen i. allg. von solch
einer spannungsfreien, homogenen Situation ab, was die Grundidee in Abb. 8.1

motiviert.
o ® 0 0606 0 0 ® g 0 g 0 0
E{)mogeﬁl o0 00 00 IStOC}flaEt: ® 060 ® 0o o
assisc o0 0000 |mperfektion |oe oo oo
/vooooooo—booo.oo.
_ _ ee o0 0000 durch © o0 00 oo
) o0 00000 © 0 ¢ %4900
ee 00000 u+uimp ©o¢ ©0 %00
+++++++ stochast. ++++4+++ + 4+ ++++
++++4+4+4+ . +++++4++ ++4+ ++ 4+
+++++++| Imperfektion [+++++++| GG. |+4+ +++ ++
+++++++| —mm > |+ ++++¥++| —> ++++I++
+++++++ durch +4++4+++ +4+ 44+ + 4
homogen +++++++ _ +++++++ +++++++
COSSERAT- |+++++++ R Rinp ++t+t 4t +4+++++

Abbildung 8.1: Grundidee zur Einbringung stochastischer Imperfektionen.

Es wird durch den Drucktest in Kap. 8.1.2 belegt, dass das volle Spektrum
an erreichbaren Deformationen, bei perfekten stofHichen und geometrischen
Bedingungen innerhalb der COSSERAT-Theorie und deren Numerik verloren
geht. Insbesondere bei symmetrischen Geometrien und Randvorgaben, kann der
numerische Algorithmus ohne weitere Mafinahmen eine energetisch glnstigere,
asymmetrische Losungen nicht finden. Der Druckstab weist bekanntlich eine
Verzweigung der Losung auf und bietet sich als Beispiel an.
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In der Baustatik haben sich Verfahren wie die begleitende Eigenwertanalyse
zur Behandlung stabilitatsgefahrdeter Bauteile bewéahrt. Nahert sich die Losung
einer Verzweigung, wird das Bauteil durch eine Eigenform gestort, um der Defor-
mation einen eindeutigen Trend vorzugeben. In der Ingenieurpraxis geniigt es oft,
stabilitdtsgefihrdete Bauteile bereits mit einer Anfangsimperfektion (meist die
erste Eigenform) zu versehen. Die Wahl, Grofie und Richtung der Imperfektion
stellt jedoch eine Wertung dar, was der Willkiir realer Imperfektionen nicht
entspricht.

In Abb. 8.1 ist die Grundidee des hier angestrebten Imperfektionsverfahrens dar-
gestellt. Im klassischen Kontinuum ware die Storung der inneren Homogenitét
durch Addition eines Verschiebungsfeldes u;,,, denkbar.
Dem COSSERAT-Modell konnen auch wahlweise Rotationsimperfektionen Rip,,
durch R Ry, permanent iiberlagert werden. Da in der Anfangskonfiguration
zunichst F = R = 11 gilt, lautet die initiale COSSERAT-Verzerrung

U" = (RRiy,) " F=R], €5S0@3) . (8.1)

imp

Diese initiale Verzerrung U™ stellt fiir F = R = 1 i. allg. keinen Gleichgewichts-
zustand dar. Sucht man dafiir das Gleichgewicht im Finite-Element-Modell
gemafl Gl. 5.60, stellen sich bereits in der Referenzkonfiguration Drehungen
oy und Verschiebungen ug ein. Daraus resultieren Figenspannungen bzw. eine
spezifische Forméanderungsenergie Wip,,.

In Abb. 8.2 ist fiir einen quadratischen Wiirfel aus Stahl mit der Kantenlénge
1 cm das Ergebnis einer Storung durch Rotationsimperfektionen mit Wiy, =1 -
1075 kN/em? dargestellt.

[ Ctimmp | %

2.3E-06 3.2E-02
1.3E-06 2.7E-02
3.3E-07 2.1E-02
0.0E+00 1.6E-02
-6.7E-07 1.1E-02
-1.7E-06 5.3E-03
-2.7E-06 0.0E+00

Abbildung 8.2: Links: Norm des Eigenvektors aimp von Rimp. Mittig: VON MISES-
Vergleichsspannung oy [kN/em?]. Rechts: Verformung in 100000-facher Uberhéhung.

Die spezifische Forménderungsenergie Wiy, wird durch den Algorithmus der
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Abb. 8.3 in die Grenzen

Wimp € [0.99 W 1.01 Wt (8.2)

imp? imp

gezwungen. Die Grenzen erlauben hier willkiirlich eine Streuung der spezifischen
Forménderungsenergie Wi, von 2 %.

Durch den Aufbau der Storung direkt an den GAusspunkten, kann der Algorith-
mus alle Schritte mit eckiger Umrandung in Abb. 8.3 auf Elementebene, ohne
Kommunikation mit den Nachbarelementen durchfiihren.

Unverformte
Konfiguration

je 3 Zufallszahlen r; € [0; 1]
pro GAUSSpunkt generieren

Vektorkomponenten «o; = 7; ¢,
a; € [—cm;en], Storfaktor ¢ << 1

Mikrorotationsfeld Ry, aus
Drehvektor atmp, = «; €;

Storung der homogenen Situation
durch Imperfektion R Ry

Gleichgewicht
am Gesamtsystem

I/I/vimp
0.99W/ret 1,01t |

imp? imp

Nein | poptor ¢

al anpassen

Abbildung 8.3: Ablauf zur Erzeugung der rotatorischen Stérung.

Zunachst sind in jedem Element einmalig Zufallszahlen r;, ¢ = 1,2,3 pro
GAuUsspunkt zu generieren und zu speichern. Weiterhin wird in jedem Element
ein Storfaktor ¢ eingefiihrt, welcher die Zufallszahlen r; zu Komponenten der
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Drehvektoren @y, transformiert. Ist die Storung in allen Elementen aufgebaut,
wird durch den iiblichen Algorithmus das Gleichgewicht am Gesamtsystem er-
zeugt. Eine Nachlaufrechnung tiberpriift, ob die gemittelte, spezifische Formande-
rungsenergie |, B Winp dV/ [, B8 dV im Intervall der Gl. 8.2 liegt. Durch eine iterati-

ve Schleife wird der Storfaktor ¢ elementweise solange angepasst, bis das Intervall
eingehalten wird.

8.1.2 Drucktest

Ein Drucktest soll die Anwendung des Imperfektionsalgorithmus aus Abb. 8.3
vorfithren. Weiterhin ist die Stabilitat und Verzweigung der Losung innerhalb
der COSSERAT-Theorie Mittelpunkt der Diskussion. Dazu wird ein gedrungener
Stab der Lange L = 2 mit quadratischem Querschnitt der Flache A = 0.16
einer Stauchung unterzogen. Stabunter- und Oberseite der Druckprobe sind fest

mit einer starren Lasteinleitungsplatte verklebt, so dass Querverformungen dort
vollstandig behindert sind.

Das Material sei hoch elastisch”™ und habe innerhalb der Stauchung den konstan-
ten Elastizititsmodul £ = 1 - 10° sowie die Querkontraktionszahl v = 0.3. Wie
aus dem Last-Verschiebungsdiagramm 4.2 hervorgeht, ist das COSSERAT-Modell
in der Lage, Stauchungen dieser Groflenordnung zu beschreiben.
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Abbildung 8.4: Eigenformen der ersten sechs Eigenvektoren Ev des Druckstabes

aus einer Eigenwertanalyse am Stabilitatspunkt bei Verwendung von ST.-VENANT-
KIRCHHOFF-Material.

In Abb. 8.4 sind die niedrigsten Eigenformen einer begleitenden Eigenwertanaly-

se am Stabilitatspunkt bei Verwendung von ST.-VENANT-KIRCHHOFF-Material
dargestellt.

"8elastische Stauchung bis 15 % sei erlaubt
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Aus Sicht der Stabstatik handelt es sich um EULERfall IV mit der charakteristi-
schen Knicklinge s, = L/2 und der Knicklast Fiy = 72 E1/s?. Die EULERsche
Knicklast wird im vorliegenden Fall bei

Fkrit
Ekrit — ﬂ

bzw. ALt = €iit L = 0.2632 erreicht.

=0.1316 = 13.16 % (8.3)

Die Determinante der tangentialen Gesamtsteifigkeit K, (p*) am Entwicklungs-
punkt p* lasst auch im COSSERAT-Modell Riickschliisse iiber ein indifferentes
Gleichgewicht zu. Nahert sich det[K7| einem Nulldurchgang, deutet dies hier auf
eine Verzweigung hin.

Im doppelt logarithmischen Diagramm 8.5 ist die kritische Stauchung ey, bei Er-
reichen der Verzweigungslast iiber dem Verhaltnis p./p aufgetragen. Auffallig sind
zwei ausgepragte Plateaus im Verlauf. Nicht nur die Verzweigungslast, sondern
auch die Art der Verzweigung ist im vorliegenden Beispiel vom Kopplungsmodul
1. abhéngig. Der Studie liegt eine interne Lange von L. = 0.02 zugrunde.

100
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Abbildung 8.5: Kritische Stauchung ey,;; als Funktion des Verhéltnisses fi./p.

Wahrend am Verzweigungspunkt fir g, > 0.1 4 eine Imperfektion gemal Ev 1
bzw. Ev 2 auf einen stabilen Losungspfad fiihrt, ist dies fiir g, < 0.03 nur durch
eine Imperfektion gemafl Ev 5 aus Abb. 8.4 mdglich.

Aus dieser Beobachtung lasst sich schlieffen, dass sich das COSSERAT-Modell
beziiglich der Verzweigung nur dann wie ein klassisches Modell verhalt, wenn
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1o gentigend grof ist. Andernfalls tauchen alternative, vom Modell energetisch
favorisierte Deformationen in Erscheinung. So kann sich eine Struktur durch Ver-
windung durchaus verkiirzen, was Anschauungsmodelle in Abb. 8.6 exemplarisch

zeigt.

Abbildung 8.6: Modelle zur Veranschaulichung der Verwindung unter Druck.

Das obere Modell aus Holzscheiben, welches tiber fiinf Ebenen durch Holzstabe
miteinander verbunden ist, wird einer Druckbelastung in vertikaler Richtung aus-
gesetzt. Durch Verdrehung der mittleren Ebenen stellen sich die Holzstabe schrag,
was die Verkiirzung der Gesamtstruktur geometrisch bedingt. Die Drehung der
obersten und untersten Ebene ist dabei behindert. Auch kénnen sich die Holz-
scheiben nur drehen und in vertikaler Richtung bewegen, was durch einen fest
eingespannten Holzstab lings durch die Struktur erreicht wird. Alle Holzscheiben
koénnen sich jedoch langs des zentralen Holzstabes vertikal bewegen. Die Stabe
zwischen den Ebenen schlieen durch Gelenke mit Drehfedern aus Federstahldraht
an die Scheiben an, so dass sich das Modell nach Wegnahme der Druckbelastung
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in die Ausgangsposition zuriick bewegt.

Das untere Modell zeigt auf noch einfachere Weise, wie die gegenseitige Drehung
zweier durch Holzstdabe verbundener Ebenen dazu fiihrt, dass sich eine Struktur
geometrisch verkiirzt.

Im weiteren konzentriert sich diese Arbeit auf den Losungspfad, welcher durch
eine Imperfektion geméf Ev 5 (Verwindung) im COSSERAT-Modell auftritt.

Das Plateau fiir kleines p, im Diagramm 8.5 fallt mit der Losung p. = 0 zusam-
men. Auch éndert sich die Charakteristik der Losung fiir p. < 0.03 nicht, weshalb
nun Untersuchungen mit p. = 0 und unterschiedlichen internen Léngen L. folgen.

Die Determinante der tangentialen Steifigkeit K7 im Verhaltnis zur Determinan-
te der Anfangstangente K9 in Abb. 8.7 fithrt vor Augen, dass die Verzweigung
auch in Abhangigkeit der internen Lange L. steht. Ohne Vorgabe der mafige-
benden Imperfektion, ergibt sich stets ein Nulldurchgang, wenn auch erst bei
unterschiedlichen Stauchungen e.

det[K7|/det[KY]

10
L.=0.1 L.=1 bzw.
L.=0.02 L.=10
0.01
5
e [%
O T T T T T [ O]
0[0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
_5 T T T T

Abbildung 8.7: Verhiltnis det[Kr| zu det[KY] fiir s = 0 und unterschiedliche L.

In Abb. 8.8 ist der Verlauf der Determinante unter Verwendung verschiedener
Vorverformungen in der Referenzkonfiguration zu sehen. Die Art der Vorverfor-
mung entspricht den jeweiligen Eigenvektoren aus Abb. 8.4.
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det[K7|/det[KY]

5 \"\ .

Abbildung 8.8: Verhiltnis det[K7] zu det[K9%] fiir g = 0 und L. = 0.02. Die Re-
ferenzkonfiguration ist durch Vorverformung geméafl Eigenvektoren Ev 1 bis Ev 6 aus
Abb. 8.4 modifiziert.

Beinhaltet die Wahl der Vorverformung jedoch nicht die energetisch stabile De-
formation, oder ist die Beaufschlagung zu gering, beobachtet man weiterhin ein
Nulldurchgang der Determinante. Dies ist in Abb. 8.8 fiir den Fall y. = 0 und
L. = 0.02 exemplarisch vorgefiihrt. Lediglich eine Beaufschlagung mit dem Ev 5
fithrt in eine stabile Konfiguration.

Um die explizite Auswahl einer Anfangsverformung zu umgehen, kann der Al-
gorithmus aus Kap. 8.1.1 dienen. Die stochastische Stérung der Referenzkon-
figuration Bé)mp durch ein rotatorisches Imperfektionsfeld an den GAUSSpunkten
geniigt, um im Beispiel den Losungsalgorithmus auf den energetisch stabilen Pfad
zu bringen.

Fiir verschiedene stochastische Storungen verfolgt das Modell mit p. = 0 stets
eine Deformation, welche sich durch ein um die Stablangsachse drehendes Rotati-
onsfeld auszeichnet. Die daraus resultierende Verwindung ist unabhangig von der
eingebrachten Imperfektionsenergiedichte Wiy,,. Die Auspragung der Verwindung
hangt lediglich von der internen Lénge L. ab, vgl. dazu auch Abb. 8.12. Nur
die Drehrichtung der Verwindung ist vom stochastischen Imperfektionsfeld
abhangig, was jedoch keine Rolle spielt.

Das Verhéltnis der Determinante aus Kz zu K9 in Abb. 8.9 basiert auf Berech-
nungen mit g, = 0 und stochastischer Storung der Imperfektionsenergiedichte
Wimp = 1-1076.



8.1 Stochastische Rotationsimperfektion und Anwendung 195

det[Kr]/det[ K]

10 L, =
0.01 L.=
10
5
0 | | | | e [%]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 8.9: Verhiltnis det[K7] zu det[K%] fiir p. = 0, stochastische Rotations-

imperfektion und unterschiedliche L.

Aus dem Diagramm 8.7 und 8.9 geht weiterhin hervor, dass die Verzweigung der
Losung im Fall L. — 0 bei einer Stauchung ¢ — 0 zu erwarten ist, also ab dem
Beginn der Deformation.

Man erkennt jedoch auch eine obere Grenze fiir €y,. Die Verlaufe fir L. = 1
und L. = 10 unterscheiden sich kaum, was auch fiir noch groflere interne Langen
zutrifft.

Den folgenden Ergebnissen liegt eine stochastische Storung mit Wiy, = 1-107°
und die Verfolgung eines stabilen Losungspfades bis zur Stauchung ¢ = 10%
zugrunde. Die Verlaufe in Abb. 8.10 und 8.11 zeigen die Drehkomponente der
makroskopischen Drehung polar[F] um die Stablangsachse am verformten System.
Wiéhrend man fiir grofle interne Langen eine Verdrehung in der Deformation
erkennt, ist dies fiir kleine L. nicht mehr der Fall.

COSSERAT-

L.=1 L.=0.1 L.=0.02
0.254 0.158 0.013
0.222 0.138 0.012
0.190 0.118 0.010
0.159 0.098 0.008
0.127 0.079 0.007
0.095 0.059 0.005
0.063 0.039 0.003
0.032 0.020 0.002

Abbildung 8.10: Makroskopische Drehung um Stabldngsachse fiir groe und moderate

interne Langen L..



196 8§ NUMERISCHE BEISPIELE TEIL 2

Die makroskopische Drehung um die Stabléngsachse néhert sich fiir kleine interne
Langen dem Verlauf der ST.-VENANT-KIRCHHOFF-Losung an, wie der Vergleich
in Abb. 8.11 zeigt.

COSSERAT- ST.-VENANT-

L.=0.01 A Ay L. =0.001 KIRCHHOFF
5.4E-03 8.9E-04
4.7E-03 6.8E-04 3.0E-04
4.0E-03 4.7E-04 2.0E-04
3.4E-03 2.6E-04 1.0E-04
2.7E-03 5.6E-05 .OE+00
2.0E-03 -1.5E-04 -1.0E-04
1.3E-03 -3.6E-04 -2.0E-04
6.7E-04 -5.7E-04 -3.0E-04

Abbildung 8.11: Makroskopische Drehung um Stablédngsachse fiir kleine interne
Léangen L. im Vergleich zur ST.-VENANT-KIRCHHOFF-Losung.

Obwohl die Verwindung der Probe fiir kleine interne Langen L. verschwindet,
agiert die zusétzliche Kinematik des COSSERAT-Modells. Aufschluss dariiber gibt
Abb. 8.12, welche die Drehung aus Makrorotation polar[F| sowie die Drehung
aus COSSERAT-Rotation R in Stabmitte (bei L/2) als Funktion von L, auftrigt.
Die Kurven zeichnen einen Verlauf mit gewisser Differenz, welche als zusétzliche
Kinematik zu betrachten ist.

Drehung

0.4
[RAD) -

0.2
0.0 —t+— %
02 1+ —+— Makrorot.

. —%— Mikrorot.
-0.4 L.

0.0001 0.01 1 100

Abbildung 8.12: Verdrehung um die Stablidngsachse aus COSSERAT-Rotation und

Makrorotation fiir y. = 0 und verschiedene interne Langen L.

Die zusitzliche Kinematik R kann gegeniiber einem COSSERAT-Modell mit p, =
i die innere Forménderungsenergie verringern. Dies gilt besonders fiir kleine L.,
wobei eine untere und obere Grenze den Effekt beschriankt. So liegt die gesamte
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Forménderungsenergie in Abb. 8.13 zwischen den Grenzwerten 2546 und 3047,
wahrend sie fiir p. = g und L. = 0 bei 3422 liegt.

Energie

3200

3000 -

2800 -

2600 —&- Gesamt

—— Verzerrung
2400 w w L.

0.0001 0.01 1 100

Abbildung 8.13: Gesamte Forméanderungsenergie und Verzerrungsenergie fiir p. = 0

und verschiedene interne Langen L.

Die gesamte Formanderungsenergie unterscheidet sich lediglich im Intervall
L. € (0.003; 1) nennenswert von der Verzerrungsenergie. Auflerhalb dieses Inter-
valls fallt die Kriitmmungsenergie quantitativ nicht ins Gewicht. In diesem Beispiel
erreicht die Krimmungsenergie einen Maximalwert von 65 bei L. ~ 0.07.

Energie
1.0E+04
1.0E+02 -
1.0E+00 -
1.0E-02 —— Verzerrung
—O— Krimmung
1.0E-04 - ‘ ‘ O L.
0.0001 0.01 1 100

Abbildung 8.14: Verzerrungsenergie und Kriimmungsenergie im Vergleich. Auch hier

fiir g = 0 und verschiedene interne Langen L..

Aus Abb. 8.14 ist ersichtlich, dass die Kriitmmungsenergie der Verzerrungsenergie
quantitativ untergeordnet ist. Trotzdem ist das Verhalten beziiglich Stabilitat
und Deformation eng an die Wahl der internen Lénge und damit an die
Kriimmungsenergie gebunden.
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Die vorliegenden Ergebnisse des COSSERAT-Modells lassen sich fiir g, = 0 im Sin-
ne des Kap. 7.7 interpretieren. Bei kleinen internen Langen agiert die COSSERAT-
Rotation R so, dass sich weicheres Verhalten im Sinne von Anelastizitét einstellt.
Dieser Effekt kann bereits zu Beginn der Deformation einsetzen und auflert sich
nicht durch sichtbare Verwindung der Struktur. Dies geht aus der Makrorotation
in Abb. 8.12 fiir L. < 0.01 hervor.

Die zusétzliche Kinematik des COSSERAT-Modells ist weniger geometrisch son-
dern mehr als interne Variable initialer, plastischer Vorgange zu betrachten. Wird
die dafiir notwendige innere Kriimmung durch groflen internen Langenparameter
L. > 1 unterdriickt, reagiert das Modell mit einer direkt sichtbaren Verwindung
der Struktur.

Es sei noch bemerkt, dass die sichtbare Verwindung fiir grofie L. bei schlanken
Druckstaben weniger bis gar nicht mehr zu beobachten ist. Bei groler Schlankheit
knicken die Proben bei geringer Last aus und die Verwindung bleibt klein.

Zur Demonstration dieses Sachverhaltes wird die Lange des Druckstabes bei gleich
bleibendem Querschnitt zwischen L = 1 und L = 8 variiert. Den folgenden Er-
gebnissen liegt wieder eine stochastische Storung mit Wiy, = 1-107% und die
Verfolgung eines stabilen Losungspfades bis zur Stauchung ¢ = 10 % zugrunde.
In Abb. 8.15 sind die verformten Strukturen fiir die Parameter p. = 0 und L, = 1
zu sehen.
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Abbildung 8.15: Deformation fiir . = 0, L. = 1 und Variation der Probenlange.
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Die Probe der Lange L = 1 durchlauft keinen Stabilitatspunkt bis zur endgilti-
gen Stauchung von ¢ = 10%. Dementsprechend ist weder Verwinden noch
Ausknicken zu beobachten. Die Probe der Lange L = 2 entspricht dem oben dis-
kutierten Fall mit Verwindung. Fiir L = 3 ist die Verwindung bereits schwacher
ausgepragt. Fir L = 4 ist sowohl Verwinden als auch Ausknicken zu beob-
achten. Der Fall L = 8 ist nahezu frei von einer Verwindung und knickt stark aus.

Die Verwindung beeinflusst den Widerstand gegen das Zusammendriicken der
Probe. Jedoch ist der Effekt im Vergleich zur Abminderung des Widerstands
durch Knicken wesentlich geringer. In Abb. 8.16 ist die erforderliche Druckkraft
F fiir verschieden schlanke Proben iiber der Stauchung e abgetragen.

2.0E+04 il
- [, =1 !
1.5B+04 + —<= L =2
—-— [, = 3
1.0E+04 + — [ =
= L=38 Knicken
5.0E+03 -
0.0E+00 1 } €

Abbildung 8.16: Deformation fiir . = 0, L. = 1 und Variation der Probenlange.
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8.2 Kragarm

Ein gedrungener, eingespannter Stab aus Stahl wird einachsiger Biegung ausge-
setzt. Der Stab hat die Lange L = 5c¢m, einen quadratischen Querschnitt mit
Kantenléinge b = h = 1 c¢m, einen Elastizititsmodul von E = 21000 kN/cm? und
die Querkontraktionszahl v = 0.3.

Der Stab soll an der Einspannung mit einer starren Platte verschweifit sein,
so dass dort jegliche Verschiebungen unterbunden sind. Das Modell ist in
Abb. 8.17 dargestellt. Eine tiber die gesamte Balkenlange konstante Volumenlast
q = 0.04kN/cm?® belastet den Stab. Diese wird entgegen der 3-Richtung
gleichmafig iiber die Querschnittsfliche eingetragen.

Das Finite-Element-Netz soll auf Basis einer Vergleichsstudie gewahlt werden.
Die Absenkung f am Ende des Kragarmes berechnet sich nach TIMOSHENKO-
Balkentheorie mit einer effektiven Schubfliche von Ag = %A zu

3qL* N 3qL?
YELIE  5ubh

f = fBiegung + fSchub = = 0.00184 cm (84)
und wird als analytischer Vergleichswert herangezogen. Der Anteil aus Schub
betrédgt in der vorliegenden Situation 3.2% der Absenkung aus Biegung. Die Bal-
kenlosung liefert eine maximale Biegenormalspannung von 3 kN/cm? an der Ein-
spannung des Stabes.

Da in der Balkentheorie die Querkontraktion des Materials keine Beachtung fin-
det, auch beziiglich den Effekten an der Einspannung, wird in der Vergleichsstudie
mit v = 0 gearbeitet.

i Elemente

Abbildung 8.17: Diskretisierung und Lagerung des Stabs.

Durch Netzverdichtung an der Einspannung wird dem quadratischen Anstieg von
Biegemoment und Kriimmung in diesem Bereich Rechnung getragen. So sind 50%
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der 8-Knoten Volumenelemente™ im ersten Drittel der Probe verwendet.

Absenkung i =26 i =54 i =82
0.00186 | i
0.00184 —
0.00182
0.00180 1 — Analyt. Lsg.
0.00178 .5
0.00176 o k=8
0.00174 e k=14
0.00172 e k=20
0.00170 : : : :
1000 6000 11000 16000 21000 DOF

Abbildung 8.18: Absenkung am Stabende fiir ST.-VENANT-KIRCHHOFF-Material
und j = 7 Elemente in der Breite, £ Elemente tiber der Hohe und i Elemente in
Stabrichtung.

Aus Abb. 8.18 geht hervor, dass ein Finite-Element-Netz mit ¢ = 54, j = 7 und
k = 8 (3024 Elemente mit linearen Ansatzfunktionen) die analytische Losung
zufriedenstellend reprasentiert. Den weiteren Berechnungen liegt dieses Netz
zugrunde.

Das CoOSSERAT-Modell ergibt Last-Verschiebungskurven, welche dieselbe Cha-
rakteristik wie im Torsionstest aufweisen. Fiir pu. > 0 ist steiferes Verhalten des
Materials zu beobachten, was mit groflem L. zunimmt. Fir p. = 0 ist keine
nennenswerte Abweichung zur Steifigkeit klassischen ST.-VENANT-KIRCHHOFF-
Materials festzustellen, sofern L. gentigend grof3 - jedoch dann beliebig, gewahlt
wird. Mit p. = 0 und kleiner interner Lange L. tritt wiederum weicheres Verhalten
auf, was auf die zusatzliche Kinematik im COSSERAT-Modell zuriickgefithrt wird.

So zeigt Abb. 8.19 die Norm der Kriimmung €, welche hauptséchlich im Auflager-
bereich auf NYEsche Kriimmung und damit einer Erhohung der Versetzungsdichte
Ay hinweist. Fiir L. < 0.05 ¢m konzentriert sich die Erhohung der Versetzungs-
dichte in den unter Zugspannung stehenden Bereich auf der Oberseite.

"Elemente mit linearen Ansatzfunktionen
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5.0E-04 Lc =0.05cm
4.2E-04

3.4E-04
2.6E-04
1.8E-04

50602 [, = (0.005cm

4.1E-02
3.2E-02
2.3E-02
1.4E-02

50:08 [, =0.0lcm
4.1E-03

Abbildung 8.19: Norm der Kriimmung € fiir g, = 0 und unterschiedliche L..

Die Ursache fiir das unsymmetrische Verhalten bei kleiner interner Lange
L. wird durch die Unsymmetrie der Last-Verschiebungskurve bei Zug- und
Druckbeanspruchung begriindet, vgl. Abb. 4.2. Andere Unsymmetrien sind hier
nicht vorhanden. FEine Verformung im Zugbereich bendtigt im vorliegenden
CosSERAT-Modell geringere Formanderungsenergie als dieselbe Verformung im
Druckbereich. Die zusitzliche Kinematik R = R ist bestrebt, unter Bildung
von NyEscher Kriimmung, die COSSERAT-Verzerrung U so einzustellen, dass
die Gesamtenergie im Modell minimal wird.

Sofern man die Norm der Kriimmung € fiir p. = p iiberhaupt mit Versetzungs-
dichte in Verbindung bringen kann, zeigt Abb. 8.20, dass sich diese anders verhalt.
Die Absolutwerte sind geringer und naher an der Einspannung lokalisiert.
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80E-03 [, =0.1cm

4.0E-04 Lc =1ecm
2.4E-03

3.2E-04

2.4E-04 1.8E-03
1.6E-04 1.2E-03
8.0E-05 6.0E-04

0.0E+00

0.0E+00

40E-03 [, = 0.01cm
3.2E-03

356-03 [, =0.05cm
2.3E-03

Abbildung 8.20: Norm der Kriimmung € fiir g, = g und unterschiedliche L..
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8.3 Scheibe mit Loch

Die homogene, einaxiale Zugbeanspruchung eines Korpers wird durch ein
kreisrundes Loch gestort. Dabei auftretenden Kerbspannungen liegen iiber den
homogenen Spannungen im ungestorten Bereich. Aus experimentellen Versuchen
und numerischen Simulationen ist bekannt, dass plastische Effekte auf der
Berandung des Loches einsetzen, z.B. RAMM et al. [188] oder GRAMMENOUDIS
& TSAKMAKIS [79]. Dies fithrt im Weiteren zur Ausbildung eines Scherbandes
oder bei Wechselbeanspruchung zur Ermiidung des Materials.

Nachfolgende Untersuchung findet an einem scheibenartigen Ausschnitt einer lan-
gen Probe statt und setzt ebenen Verzerrungszustand voraus. Die Scheibe ist
b = 20 cm breit bzw. hoch, besitzt den Elastizititsmodul E = 21000 kN /cm® und
die Querkontraktionszahl v = 0.3. Das Loch mit Radius » = 1 cm liegt im Zen-
trum der Scheibe. Die maximale Belastung ist mit ¢ = 6 kN/cm so gewéhlt, dass
auftretende Spannungsspitzen® unterhalb der Streckgrenze von Stahl S355 liegen.
In der Scheibe sind unter dieser Last kleine Verzerrungen und damit auch kleine
elastische Kriimmungen zu erwarten. Weiterhin wird die COSSERAT-Rotation R
in der nahen Umgebung der Identitat liegen.

ttttttttta

\\ \\ \\ :
N ' 2.1E+01
VL] I 1.8E+01
<l 1.5E+01
<l 1.2E+01
q: 9.0E+00
~_ < 6.0E+00
] < 3.0E+00
<
\\\\\
\\
ll AAAA

Abbildung 8.21: Links: Grobes Netz, Geometrie und Randbedingungen des Mo-
dells. Mittig: VON MISEs-Vergleichsspannung fiir ¢ = 6kN/cm und ST.-VENANT-
KircHHOFF-Material. Rechts: Vergroflerung im Bereich der Stérung mit VON MISES-

Vergleichsspannung und feinem Netz.

Die Lagerung und Belastung des Modells ist Abb. 8.21 (links) zu entnehmen.
Unter Ausnutzung von Symmetrie wird nur die linke obere Ecke der Scheibe
modelliert. Auf den beiden Symmetrieachsen muss der Drehvektor & aus

80 als VON MISES-Vergleichsspannung gemessen



8.8 Scheibe mit Loch 205

Rotation R dem Nullvektor entsprechen, um Symmetrie zu gewihrleisten. Durch
Netzverdichtung im Bereich der Storung wird den zu erwartenden Inhomoge-
nitaten Rechnung getragen.

Die Spannungskonzentration am Rand des Loches wird durch die COSSERAT-
Parameter p, und L. beeinflusst. So ist Abb. 8.22 zu entnehmen, wie sich der
Kerbspannungsfaktor f := max{ov}/0homogen Mit Thomogen = ¢ - b/(b — r) fiir
zunehmendes L. bis zu einer gewissen Grenze vermindert.®!

Die Verminderung und deren Grenze hangt jedoch vom Parameter p. ab. Un-
abhangig von der Wahl der internen Lange L. ist fiir verschwindenden Parameter
(. keine Abminderung zu beobachten. Dies unterstreicht die Andersartigkeit des
CossERAT-Modells fiir . = 0, welches fiir die hier betrachteten kleinen Lasten
praktisch die klassisch, linear-elastische Antwort liefert. Auch fiir L. — oo fin-
det dann kein Abbau der Spannungskonzentration statt, da das Problem fast
entkoppelt.

2.8

2.6

2.4

2.2

2.0

bett |

1.8 T T T T [ Lc [cm]
0.001 0.01 0.1 1 10 100

Abbildung 8.22: Kerbspannungsfaktor.

Doch ist lediglich fiir p. = 0 die Norm der Kriimmung € auch noch weit aulerhalb
der Storung erhoht. Die Kriimmung € lokalisiert sich in Zonen, welche sich mit
zunehmender Hohe der Belastung z.T. erst entwickeln, wie in Abb. 8.23 gezeigt.

Die Variation der internen Lange L. fir u. = 0 verdndert das grundsatzliche
Verhalten nur quantitativ, die Form und Lage der Zonen bleibt weitgehend gleich.

81 Das analytische Ergebnis fiir den Kerbspannungsfaktor f, welches eine unendlich ausge-
dehnte Scheibe voraussetzt, kann auf die vorliegende endliche Scheibe durch die Definitionen
zum Kerbspannungsfaktor in guter Ndherung tibertragen werden, da r < b.
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Die Norm der Kriimmung in Abb. 8.22 weist im Sinne von Anelastizitat Bander
mit erhohter Versetzungsdichte auf. Unter geringer Belastung ¢ = 1 entwickelt
sich zunachst ein horizontales Band. Es verlauft damit auf einer Linie, in welcher
die Zugnormalspannung in vertikaler Richtung maximal ist. Bei zunehmender
Beanspruchung entwickelt sich ein starkeres und geneigtes Band. Unter der Be-
lastung ¢ = 6 tritt das horizontale Band in den Hintergrund und ein vertikales
Band erscheint.

2.0E-09 1.5E-08
1.8E-09 1.4E-08
1.7E-09 1.2E-08
1.5E-09 1.1E-08
1.3E-09 9.2E-09
1.2E-09 7.8E-09
1.0E-09 6.3E-09
8.3E-10 4.9E-09
6.7E-10 3.4E-09
5.0E-10 2.0E-09
2.0E-08 3.0E-08
1.9E-08 2.8E-08
1.7E-08 2.6E-08
1.6E-08 2.3E-08
1.5E-08 2.1E-08
1.3E-08 1.9E-08
1.2E-08 1.7E-08
1.1E-08 1.4E-08
9.3E-09 1.2E-08
8.0E-09 1.0E-08
qg=>5 q=6

Abbildung 8.23: Norm der Kriimmung € fiir L. = 0.01 ecm und zunehmende Bela-
stung q.

Diese sukzessive Entwicklung von Bandern mit erhohter Versetzungsdichte zeigt,
dass initiale Plastizitat in diesem Modell einen komplexen Hintergrund besitzt,
welcher z.B. nicht ausschliellich mit der Vergleichspannung in Abb. 8.21 kor-
respondiert. In diesem Zusammenhang kann es fiir ein Modell mit Plastizitat
vorteilhaft sein, diese Information zu involvieren, z.B. in einem FlieSkriterium.
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8.4 Halbkugelschale mit C)ffnung

Eine Halbkugelschale mit Radius R = 10 zur Mittelfliche, Wanddicke ¢ = 0.1
und einer Offnung unter ¥ = 18° zur Rotationsachse wird haufig zur Uberpriifung
nichtlinearer Schalenformulierungen verwendet. Die Belastung der Schale findet
durch Einzellasten am unteren Rand so statt, dass grofie Verschiebungen und
Drehungen auftreten, vgl. Abb. 8.24 (rechts).
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Abbildung 8.24: System der Halbkugelschale und unter Belastung F' = 1000.

Das elastische ST.- VENANT-KIRCHHOFF-Material ist durch den Elastizitatsmo-
dul £ = 6.825 - 107 und die Querkontraktionszahl v = 0.3 charakterisiert.

Das System soll unter Ausnutzung der doppelten Symmetrie berechnet werden.
Dadurch verschwinden auf der Linie S1 die Verschiebungen in y-Richtung sowie
die Drehungen um die z- und z-Achse. Auf der Linie S3 verschwinden die
Verschiebungen in x-Richtung sowie die Drehungen um die y- und z-Achse.

Die Forderungen beziiglich der Rotationen auf S1 und S3 stellen eine Ein-
schrankung des Losungsraumes fiir die COSSERAT-Theorie dar. Auf die
Untersuchung dieses Sachverhaltes wird hier jedoch verzichtet. Die Linien S2
und S4 unterliegen keinen Vorgaben an Verschiebungen und Drehungen.

Fiir ein hinreichend feines Elementnetz und durch Verwendung quadratischer
Ansatzfunktionen kann das Modell Lockingeffekte weitgehend unterdriicken. Es
geniigt die isoparametrische Vernetzung mit 16 Elementen auf den Linien S1 bis
5S4, sowie einem Element in Dickenrichtung der Schale. Bei einer Schalendicke
t = 0.01 waren mindestens 32 Elemente auf den Linien S1 bis S4 notwendig, um

Lockingeffekte zu unterdriicken.
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Da die Visualisierung ein Netz durch alle Oberflachenknoten legt, zeigt Abb. 8.24
und Abb. 8.29 Netze mit scheinbar doppelter Anzahl an Elementen.

Die Belastung F' = 1000 kann fiir . = p in 5 Lastschritten mit jeweils 6 Itera-
tionen erreicht werden. Fiir p. = 0 ist die Anzahl der erforderlichen Lastschritte
von der internen Lange L. abhangig. Wahrend fiir L. = 0.1 noch 10 Lastschritte
geniigen, werden fiir L. = 0.01 bereits 40 Lastschritte benotigt. Dabei treten be-
reits erkennbare Abweichungen zur klassischen Losung auf, was sich fiir kleineres
L. weiter verstarkt und immer feinere Lastinkrementierung erfordert.

In den folgenden Last-Verschiebungsdiagrammen liegt die Vergleichslosung einer
Schalentheorie nach WAGNER & GRUTTMANN [234] vor. Diese Losung wird auch
durch eine Schalenformulierung von SIMO et al. [215] bestétigt und ist in den
Diagrammen als ST.-VENANT-KIRCHHOFF-Losung gekennzeichnet.

Am Punkt A bzw. B der Abb. 8.24 wird die Verschiebung u bzw. v im Verlauf
der Laststeigerung erfasst und in den Diagrammen aufgetragen. In der Literatur
ist es iiblich v und v in demselben Diagramm aufzutragen, wovon hier jedoch aus
Griinden der Ubersichtlichkeit abgesehen wird.

In Abb. 8.25 und Abb. 8.26 variiert die interne Lange L. bei festem Kopplung-
modul g, = p. Die COSSERAT-Losung nahert sich fiir L, = 0 der ST.-VENANT-
KircHHOFF-Losung dicht an, der Unterschied ist auf verbleibende Lockingeffek-
te zurickzufithren und verschwindet bei feinerem Netz. Fir L. = 1 scheint die
Losung unbegrenzte Steifigkeit anzunehmen, was wie im Torsionstest als nicht
physikalisch sinnvoll erachtet wird.
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1000 i
900 M St.-Venant-Kirchhoff
800 L.=1
—— L[.=0.1
700 1
— L.=0.01
600 1
---- L.=0.001

F os0fy A
400 £
300 §
200 §

100 E

()

Abbildung 8.25: Last-Verschiebungsdiagramm v fiir y. = p und unterschiedliche L..

1000 -
900 4 —8—  St.-Venant-Kirchhoff
800 L.=1

—— L.=0.1
700

—— L.=0.01
600 ¢

->- L.=0.001

F 500
400 4

300 4

Abbildung 8.26: Last-Verschiebungsdiagramm w fiir y. = p und unterschiedliche L..

Im Fall g, = 0 zeigt Abb. 8.27 und Abb. 8.28 je nach interner Léange L. steiferes
als auch weicheres Verhalten.
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Abbildung 8.27: Last-Verschiebungsdiagramm v fiir g, = 0 und unterschiedliche L..
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2 X’ —— L.=0.01

“, //{ --x-- [.,=0.003
,‘ ‘ ~-x--- L.=0.001

1 2 3 4 ° °

Abbildung 8.28: Last-Verschiebungsdiagramm w fiir g, = 0 und unterschiedliche L..

Fir p. = 0 reprasentiert die Last-Verschiebungskurve mit L, = 1 naherungsweise
die obere Grenze der Steifigkeit. Fiir F' = 1000 ist die Losung mit L. = 10 nur
1.97 % und mit L, = 100 nur 1.99 % steifer.
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Weiterhin ist die Anfangstangente 7' fiir p. = 0 unabhéngig von der Wahl der
internen Lange L., was mit Beobachtungen in anderen Tests konform ist.

0.02
0.01

-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05
-0.06

Abbildung 8.29: Drehkomponente & der zusétzlichen Kinematik R fiir e = 0 und

verschiedene L..

Sowohl Verzerrungen als auch Kriimmungen sind im Beispiel so grofl; dass der
Anteil an elastischer Kriimmung nicht wie in den Beispielen des Kap. 6.6, 8.2
und 8.3 gering ist. So stellt nach der Diskussion in Kap. 7.8 die Kriimmung € ein
gemischtes Maf3 fiir elastische und NyYEsche Krimmung dar. Die interne Lange
L. bestimmt damit Momentenspannungen aus zwei unterschiedlichen Ursachen.
So ist es nicht eindeutig moglich, die Norm der Kriimmung € direkt mit der
Versetzungsdichte zu korrelieren. Davon wird hier auch Abstand genommen.
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Doch deutet das weichere Verhalten fiir yu. = 0 und L. = 0.001 im Verlauf der
weiteren Deformation auf die zusatzliche Freiheit im COSSERAT-Modells hin. Die
gezielte Betrachtung der zusatzlichen Kinematik R = R ist nach Gl 7.71 die
einzige Moglichkeit die beiden Ursachen der Kriimmung auseinander zu halten.

Deshalb wird durch die Drehkomponente a; der zusatzlichen Kinematik R in
Abb. 8.29 die Abweichung der COSSERAT-Rotation R von der Makrorotation
polar[F] gezielt dargestellt.

Wihrend sich fiir L. = 0.04 vor allem im Bereich der Lasteinleitung eine Drehung
a; einstellt, verlagert sich dieser Bereich fiir kleinere L. nach oben in einen Bereich
mit Biegezugspannungen.

Ein klassisches Materialmodell sagt =z.B. iiber die Vergleichsspannung
hauptsachlich im Bereich der Lasteinleitung Spannungsspitzen vorher. Im
COSSERAT-Modell ist dies auch der Fall, doch sind fiir g, = 0 weitere Infor-
mationen in den Ergebnissen enthalten.

So tiberlagern anelastische Effekte aus Biegezugbereichen die Effekte im Lastein-
leitungsbereich, sofern die interne Lange L. klein ist.
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8.5 Scherfugen einer Boschung

Ausblickend soll demonstriert werden, wie die innere Kinematik der COSSERAT-
Theorie bekannte Verhéltnisse beim Grundbruch einer Boschung wiederspiegelt.
Die Norm der Kriimmung €, welche bisher mit einer Erhohung der Versetzungs-
dichte in Zusammenhang gebracht wird, erscheint bei diesem aus dem Grundbau
bekannten Beispiel als Indikator, wo und wie mit dem Einsetzen von Scher- bzw.
Gleitfugen zu rechnen ist.

Boden mit geringer Kohision®” cp und hohem Reibungswinkel®® ¢p bilden
beim Versagen der Boschung ebene, boschungsparallele Gleitflachen. In kohasiven

Béden werden dagegen gekriimmte Gleitflichen (Gleitkreise) beobachtet.

Eine Verdffentlichung von SCHANZ [206] untersucht mit Hilfe der Finite-Element-
Methode die Standsicherheit einer homogenen, dranierten Boschung mit Nei-
gungsverhiltnis 2:1. Die Geometrie sowie ein Elementnetz®* sind in Abb. 8.30
dargestellt.

b1 . bl bl

ho

ha

Abbildung 8.30: Geometrie und ein Elementnetz entnommen aus SCHANZ [200].

Die Berechnung von SCHANZ setzt ebenen Verzerrungszustand voraus. Die seit-
lichen Rander und die Netzunterkante werden, jeweils senkrecht zur Kante, mit
festen Lagern gehalten. Es wird elastisch, ideal-plastisches Stoffgesetz mit MOHR-
COULOMBSCHER Bruchbedingung verwendet. Grundwasser wird nicht beriick-
sichtigt, auch werden keine Auflasten angesetzt.

Abb. 8.31 und 8.32 zeigen den Verschiebungsplot aus [206] im rechnerischen

82 Die Bodenmechanik versteht unter Kohision (auch Haftfestigkeit oder Scherfestigkeit) die
zusammenhaltenden Krafte in bindigen Bbéden. Sie ist nur bei Boden merklich, die sehr kleine
Korner enthalten, wie z.B. Ton und Schluff. Die Kohésion sorgt im Boden oder im feinkornigen
Lockergestein fiir den inneren Zusammenhalt der einzelnen Teilchen untereinander.

83 Der Reibungswinkel oder Winkel der inneren Reibung ist der Winkel, unter dem korniges
Material belastet werden kann, ohne abzurutschen oder zu versagen. Er ist ein Mafl fiir die
Reibung und Rauigkeit der Korner untereinander. Bei Schiittgut nennt man den Winkel auch
Schiittwinkel, bei einer Aufschiittung Béschungswinkel.

84 Das Elementnetz ist hier von zwei Fallen nur fiir Fall 1 dargestellt.
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Bruchzustand fiir zwei Falle. Der Verfasser hat mit der gestrichelten Linie den
Bereich abgegrenzt, welcher sich relativ zum anderen bewegt.

cg = 10 kN/m?
YB = 20°

,,,,,
N mae

Abbildung 8.31: Fall 1 zeigt eine boschungsparallele Gleitfuge, aus SCHANZ [2006].

Fall 1 mit der Geometrie h; = 5m, ho = 10m, by = 20m und den Bodenpara-
metern £ = 100 MN/m? v = 0.3, v = 20kN/m3, o = 20° und cg = 10 kN/m?
zeigt eine weitgehend boschungsparallele Gleitfuge. Es handelt sich hierbei um
einen schwach kohéasiven Boden mit mittlerem Reibungswinkel, wie man es z.B.
bei einem Sandboden vorfindet.

Cp = 5Ok‘N/m2
pp =0°

Abbildung 8.32: Fall 2 zeigt einen Gleitkreis als Boschungsversagen, aus SCHANZ
[206].

Im Fall 2 mit der Geometrie h; = 10m, ho = 10m, by = 20m und den Bodenpa-
rametern £ = 100 MN/m? v = 0.3, = 20kN/m?, o5 = 0° und cg = 50 kN/m?
bildet sich ein Gleitkreis. Es handelt sich um einen stark kohésiven Boden, wel-
cher keine innere Reibung besitzt. Ton oder Schluff (Silt) sind Beispiele fiir solche
Boden.

Nachfolgend wird die Boschung mit dem COSSERAT-Modell untersucht. Es wird
ebenfalls ebener Verzerrungszustand vorausgesetzt, jedoch ein groflerer Bereich
in der Umgebung der Boschung simuliert, wie es Abb. 8.33 zeigt.

Die Abmessungen h; = 200m, ho = 10m, by = 20m, by = 100 m, by = 100 m sind
so gewahlt, dass die Lagerungsbedingungen hinreichend weit von den Vorgangen
im Bereich der Boschung entfernt sind. Dadurch ist es fiir diese Vorgénge uner-
heblich, ob die Lagerung an den Réandern beide Verschiebungskomponenten oder
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nur die Verschiebungskomponente senkrecht zum Rand fixiert. Die Drehungen
des COSSERAT-Modells sind auf dem Rand frei.

by b3 by
f———— fe——> fe———>
Yy =
N
< th /é \S\
< / X
N [
SIS
Se N /
N %4
\‘\ |
— ==
Y

Abbildung 8.33: Abmessungen und qualitatives Finite-Element-Netz fiir die Berech-
nung mit der COSSERAT-Theorie.

Aus visuellen Griinden ist in Abb. 8.33 ein Finite-Element-Netz mit 810 Elemen-
ten dargestellt, was qualitativ das Netz der Berechnung mit 3480 Elementen re-
prasentiert. In der Berechnung werden 48 Elemente tiber die Hohe Ay, 20 Elemente
iiber die Hohe hs, 20 Elemente tiber die Breite b, 10 Elemente iiber die Breite
b, und 30 Elemente tiber die Breite b3 verwendet. Thre Anordnung verdichtet sich
im Bereich der Boschung. Die Elemente besitzen lineare Ansatzfunktionen.

Abbildung 8.34: Ausschnitt des COSSERAT-Modells im Bereich der Boschung fiir

te=0und L.=0.005m. Helle Bereiche zeigen eine erhchte Norm der Kriimmung ¢ an.

Die gestrichelte Linie in Abb. 8.34 deutet im Zentrum der hellen Bereiche dar-
auf hin, dass hier Informationen fiir eine boschungsparallele Gleitfuge vorliegt.
Basiert die Fliefiregel eines elasto-plastischen Modells auch auf der Norm der
Kriimmung €, ist die erhohte Wahrscheinlichkeit einer plastischen Deformation
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in diesen Bereichen gegeben. Die Ahnlichkeit der gestrichelten Linie in Abb. 8.34
und Abb. 8.35 zu Fall 1 aus der Berechnung von SCHANZ ist offensichtlich.

Abbildung 8.35: Ausschnitt des COSSERAT-Modells im Bereich der Boschung fiir

e = 0und L. = 0.02m. Helle Bereiche zeigen eine erhohte Norm der Krimmung ¢ an.

Fiir groflere Werte der internen Lange L. nimmt die gestrichelte Linie in Abb. 8.36
und Abb. 8.37 immer mehr die Form eines Gleitkreises an.

Abbildung 8.36: Ausschnitt des COSSERAT-Modells im Bereich der Boschung fiir

e = 0und L. = 0.08 m. Helle Bereiche zeigen eine erhohte Norm der Krimmung ¢ an.

Die interne Lange L. beeinflusst die Kriimmung € so, dass die gestrichelte Linie
im Zentrum erhohter Norm von € den Effekt von Bodenparametern beziiglich
der Scherfuge wiederspiegelt. Hierbei kann L. mit dem Verhéltnis der Boden-
parameter cg/pp in Verbindung gebracht werden, also zum Verhéltnis zwischen
Kohasion und Reibungswinkel des Bodens.

Es sei nochmals hervorgehoben, dass es weiterer Forschung bedarf um zu klaren,
inwiefern sich das COSSERAT-Modell zur Vorhersage von Grundbruchvorgéngen
eignet.
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Die hier rein qualitativen Vergleiche lassen immerhin die Vermutung zu, dass in
der betrachteten Boschung bereits im elastischen COSSERAT-Modell Tendenzen
zu erkennen sind, wo und wie sich irreversible Vorgange entwickeln. Dies erin-
nert an die zusitzliche Kinematik bei Anelastizitdt in Kristallen, welche durch
das COSSERAT-Modell beschrieben werden, vgl. Kap. 7.7. In Erdreich ist die
zusatzliche Kinematik des COSSERAT-Modells jedoch mit anderen physikalischen
Ursachen zu begriinden.

Abbildung 8.37: Ausschnitt des COSSERAT-Modells im Bereich der Boschung fiir

e = 0und L. = 0.32m. Helle Bereiche zeigen eine erhohte Norm der Krimmung € an.

Der Verfasser weist in diesem Zusammenhang darauf hin, dass das vorliegende
CossERAT-Modell keinen konkreten Mechanismus, wie man ihn z.B. in einem
plastischen Modell kennt, bietet. Auch ist die interne Lange L. nicht direkt mit
einem Korndurchmesser sondern mit phanomenologischen Parametern wie Kohe-
sivitat und Reibungswinkel des Bodens gekoppelt.

Von einer hoheren Warte aus betrachtet, bietet das vorliegende COSSERAT-Modell
jeglicher Deformation an, durch eine bestimmte zusétzliche Kinematik die Ge-
samtenergie zu minimieren, sofern der Kopplungsmodul p. dies durch kleine oder
verschwindende Werte zulasst. Die Minimierung kann weiterhin desto lokaler er-
folgen, je kleiner die interne Lange L. ist. Dies erklart die unterschiedlichen Be-
reiche in Abb. 8.34 bis 8.37, welche durch die gestrichelten Linien abgegrenzt
werden.

Wie es auch in Kap. 6.5 am Beispiel eines transversal isotropen Zugtests diskutiert
wird, stofft man mit L. — 0 an eine Grenze des Modells, da die Auflosung des
inneren Zusammenhalts im Material nicht mit den Grundsatzen eines homogenen
Modells in Ubereinstimmung zu bringen ist.
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9 Zusammenfassung und Awusblick

Die vorliegende Arbeit beschéaftigt sich mit der Formulierung, Anwendung und
Interpretation einer geometrisch exakten COSSERAT-Theorie. Die wichtigsten
Schritte lassen sich wie folgt zusammenfassen:

e Der Behandlung von Rotationen im dreidimensionalen Raum wird besonde-
re Beachtung geschenkt. Durch die Verwendung von Quaternionen gewinnt
die numerische Formulierung an Effizienz und Genauigkeit. Das Wesen von
Quaternionen ist innerhalb der geometrischen Algebra erklart. Zur numeri-
schen Behandlung endlicher Rotationen wird ein Algorithmus konstruiert.

e Das COSSERAT-Kontinuum erhalt neben einem Verschiebungsfeld ein Dreh-

feld zur Beschreibung der Kinematik. Diese Erweiterung wird herausgear-
beitet und spater auf mogliche Ursachen untersucht.
Die Drehimpulsbilanz erweitert sich durch unsymmetrische Spannungen,
Momentenspannungen und eingepragte Momente. Der Hintergrund fiir un-
symmetrischer Spannungen und Momentenspannungen wird u.a. mit Hilfe
eines Homogenisierungsmodells erortert. Als Ergebnis ist die COSSERAT-
Theorie in das Feld nicht-lokaler Kontinuumstheorien zu stellen.

e Die Anwendung dieser geometrisch exakten COSSERAT-Theorie wird mit
Hilfe einer nichtlinearen Finite-Element-Formulierung durchgefiihrt. Da die
Rotationen endlich und im dreidimensionalen Raum sind, ist die Umsetzung
in einen NEWTON-RAPHSON-Algorithmus zwar aufwindig, doch schema-
tisch. Das Drehfeld wird zur Formulierung einer strukturbezogenen Momen-
tenlast genutzt, was u.a. zur Simulation diinner magnetischer Strukturen
innerhalb eines aufleren Magnetfeldes niitzlich ist.

e Die konstitutiven Beziehungen dieses COSSERAT-Modells werden in mehre-
ren Schritten erarbeitet. Ein teilweiser Abgleich mit der klassisch linearen
Elastizitat im isotropen und transversal isotropen Fall findet statt. In der
Formanderungsenergie aus COSSERAT-Verzerrung taucht jedoch im isotro-
pen und transversal isotropen Fall ein Materialparameter auf, welcher als
Kopplungsmodul p. bekannt ist. Die Wahl dieses Kopplungsmoduls ist um-
stritten.

e Durch eine Erweiterung der Formanderungsenergie, was auf nichtlineare
Spannungen fiihrt, erhélt das vorliegende Modell die Moglichkeit, dem
Kopplungsmodul p. kleine Werte oder gar den Wert 0 zuzuweisen. Das
Drehfeld wird in diesem Fall allein durch die nichtlineare Kinematik an
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die Verschiebungen gekoppelt. Eine geometrisch lineare COSSERAT-Theorie
kann somit die Option . = 0 nicht bieten.

e Die Regularisierung des Drehfelds findet iiber Kriimmungsenergie statt,
welche als Parameter eine interne Lange L. involviert. Da L. in nicht
entwirrbarer Wechselwirkung mit g, steht, erscheint die Wahl von L. = 0
oder u. = 0 attraktiv, um klare Aussagen fiir das COSSERAT-Modell zu
treffen. Fiir den ersten Fall mit L. = 0 bietet sich die Kombination mit
ie = p an, da dann ein klassisches BioT-Modell vorliegt. Fiir den zweiten
Fall mit g, = 0 kann L. als phanomenologischer Parameter mit physikali-
schen Experimenten abgestimmt werden. Dies kann nur dann erfolgreich
sein, wenn sich der mafigebende physikalische Effekt im COSSERAT-Modell
theoretisch wiederspiegelt und weiterhin im Experiment angesprochen wird
(z.B. im Torsionstest).

e Der Kopplungsmodul g, ist nach Ansicht des Verfassers weniger als Materi-
alparameter, sondern als Modellparameter zu betrachten. Er beeinflusst das
Verhalten des Modells in der Weise, dass verschiedenartige physikalische Ef-
fekte im Grundsatz involvierbar sind. In dieser Arbeit wird der Randschicht-
effekt, der Effekt aus Mikrostruktur, die elastische Gitterkriimmung® so-
wie die NYEsche Krimmung diskutiert. Filir den letztgenannten Fall wird
eine deformationsabhangige Veranderung von p,. physikalisch begriindet in
Erwagung gezogen.

In numerischen Beispielen wird die Zuverlassigkeit der verwendeten Algorithmen
und des Finite-Element-Modells grundlegend vorgefithrt. Ein analytisches
Vergleichsbeispiel dient sowohl zur Diskussion der COSSERAT-Theorie als auch
zur Uberpriifung der numerischen Formulierung. Ein Vergleich mit Ergebnissen
aus der Literatur findet ebenso statt. Allerdings ist dies nur fiir bestimmte
COSSERAT-Parameter moglich. So sind dem Autor keine numerischen Unter-
suchungen iiber das Verhalten einer COSSERAT-Theorie bekannt, welche dem
Kopplungsmodul g, den Wert 0 zuweisen.

Fiir die spezielle Wahl von p. = 0 treten im COSSERAT-Modell nicht-klassische
Deformationen auf. Mikrostrukturlosungen in einem transversal anisotropen Zug-
test unterstreichen zum einen die Abweichung von einer rein lokalen Theorie.

85Die Wahl des Kopplungsmoduls z. > 0 liefert im wesentlichen ein Gradienten-Elastizitéits-
modell.
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Last-Verschiebungskurven zeigen zum anderen, dass eine zusatzliche Kinematik
die Steifigkeit der Probekorper tatsachlich herabsetzt.

Eine Erklarung dafiir wird iiber den Zusammenhang zu einer Kontinuumstheo-
rie fiir Versetzungen erzielt.® Es liegen bereits Arbeiten zu einer Beziehung
zwischen COSSERAT-und Versetzungstheorie vor, wobei eine nichtlineare
CoOSSERAT-Theorie mit verschwindend kleinem Kopplungsmodul p. jedoch
nicht bekannt ist. Diese Forderung ist in der vorliegenden Arbeit an einem
einfachen Versetzungsmodell erarbeitet worden. Als Konsequenz erlaubt die
nichtlineare COSSERAT-Theorie unsymmetrische Verzerrungen ohne tibermafi-
ge unsymmetrische CAUCHY-Spannungen. Fir p. = 0 sind unsymmetrische
CAucHy-Spannungen ein Produkt der nichtlinearen Formulierung und damit
von hoherer Ordnung.

Als physikalisches Bindeglied zwischen COSSERAT-und Versetzungstheorie
wird die NYEsche Kriimmung betrachtet. Unter diesem Aspekt zeigen weitere
numerische Beispiele u.a. das Potential des vorliegenden COSSERAT-Modells
fiir eine gradientenplastische Theorie. In der COSSERAT-Kriimmung finden sich
im vorliegenden Modell unter gewissen Voraussetzungen Hinweise zu initialen,
plastischen Vorgangen.

Im Zuge weiterer Forschungsarbeiten werden folgende Punkte von Interesse sein:

e Zur effizienten Berechnung strukturmechanischer Bauteile bietet sich eine
Schalenformulierung an, welche auf der vorgestellten COSSERAT-Theorie
basiert. Einen Vorschlag dafiir findet man in NEFF & CHELMINSKI [166].

e Zur Simulation magnetischer Einwirkung auf magnetische Strukturen ist
das COSSERAT-Modell geeignet, auch im Fall des hier behandelten Volu-
menmodells. Der Interaktion zwischen dem Magnetfeld der Struktur und
dem einwirkenden Magnetfeld ist hier allerdings keine Rechnung getragen.
Die Kopplung dieser Felder bietet weitere Moglichkeiten zur Forschung.
Weiterhin kann im Rahmen einer elektromechanischen Kopplung fiir z.B.
piezokeramisches Material der Effekt von ponderomotorischen Kréften un-
tersucht werden. Hinter diesem Begriff verbergen sich Momentenspan-
nungen, welche aus Polarisation und elektrischem Feld hervorgehen. Das
COSSERAT-Modell erfasst Momentenspannungen als Zustandsgrofe.

e Fin gradientenplastisches Modell kann den vorgestellten Bezug des
CoSSERAT-Modells zur Versetzungstheorie beispielsweise zur Definition ei-

86Was andere Ursachen nicht ausschlieft.
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nes FlieBkriteriums nutzen. So bekommen initiale plastische Vorgiange be-
reits Einfluss auf die weitere Deformation.

Ein mikromorphes Modell besitzt als konsequente Erweiterung der
CoSSERAT-Kinematik ein weiteres Feld zur Beschreibung lokaler, volume-
trischer Anderungen. Das CosSERAT-Modell dient so als Ausgangspunkt
fiir diese Erweiterung. Zur Simulation schaumartiger Materialien ist solch
ein mikromorphes Modell von Interesse.

Beim transversalen Zugtest in Kap. 6.5 wird fiir den Fall g, = 0und L. — 0
angesprochen, dass es zu numerischen Problemen kommt. Dies ist bei dieser
speziellen Parameterwahl auch in anderen Beispielen zu beobachten. Die-
sen Fall kann man als Material mit latenter Mikrostruktur betrachten, vgl.
z.B. CaPRIZ [23]. Eine vollstandige Losung dieses Problems in 2-D gibt
die Diplomarbeit von FISCHLE [05]. So bestétigen sich in der Arbeit von
FI1SCHLE experimentelle Beobachtungen beziiglich plastischer Deformatio-
nen in einem Einkristall aus Kupfer, welche in der Arbeit von ZAAFARANI
et al. [241] behandelt werden. Der 2-D Losungsansatz weist weiterhin den
Weg, latente Mikrostrukturlosungen auch in 3-D numerisch zu erzielen.
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A Anhang

A.1 Der Curl-Operator

Der Curl-Operator fiir Tensorfelder mindestens erster oder hoherer Stufe wird
allgemein auch als Rotation bezeichnet. Dies wird in dieser Arbeit vermieden,
da der Begriff anders belegt ist.

Der Curl-Operator fiir ein Vektorfeld v(z,y, z) € R* wird durch

Curl[v] : = vz Iy e, + v, 9v e, + vy Ov, e
o \oy  0z) " 0z 0ox )" or oy ) ~°
= Gijk% € = V xXv (11)

i

definiert und stellt wiederum ein Vektorfeld dar.

Fiir zwei Vektorfelder vi(z,y, z), va(x,y, 2) und ein Skalarfeld U(z,y, z) gelten
folgende Rechenregeln

Curl[vy + vq] = Curl[vy] + Curl[vs] (1.2)
Curl[Uv] = U Curlv] 4+ Grad[U] x v . (1.3)

Die Definition des Curl-Operators motiviert sich aus der Forderung, dass jedes
Potentialfeld v mit v = Grad[U(z, vy, )] stets wirbelfrei ist

Curl[Grad[U]] =0 (1.4)

und liefert die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das Feld
v(z,y, z) konservativ ist. Dies wird fiir jedes beliebige Skalarfeld U(x,y, z) immer
erfiillt falls

Curl[Grad[U]] .=V x (Grad[U]) =V x (UV) =V x (VU) . (1.5)

Stellt man diese Forderung im iibertragenen Sinn auch an die Rotation des Gra-
dienten eines Vektorfeldes v(z, vy, 2)

Curl[Grad[v]] =0 (1.6)
wird dies fiir jedes beliebige Vektorfeld v(x,y, z) stets erfiillt wenn

Curl[Grad[v]] ;== V x (Grad[v])T =V x (va V) =V x (Vav) . (17
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Die Transposition in Gl. 1.7 ist fiir obige Forderung notwendig und impliziert
sich aus der Definition des Gradienten eines Vektorfeldes. Identifiziert man den
zweistufigen Tensor A mit A = Grad[v] schreibt sich Gl. 1.7 zu

Curl,[A] ;== V x (A)T =V, €0 Ariej @ep . (1.8)
Da in der Fachliteratur immer wieder auch folgende Definition auftaucht
Curly[A] := (V x (A)")T = (Curl,[A])T | (1.9)

wird die zusétzliche Indizierung mit b bzw. f eingefiihrt. In der Definition mit
b ist immer das Kreuzprodukt zwischen Nablaoperator und einer Zeile von A
spaltenweise angeordnet, wahrend dieses Kreuzprodukt in der Definition mit §
wieder zeilenweise angeordnet ist.

ORrT1Z & REPETTO verwenden z.B. in [184] den Ausdruck A x V, welcher niher
an der Definition mit f liegt

A xV =—-Curly[A] . (1.10)
Die Rotation eines beliebigen Vektorfeldes ist stets quellfrei
Div[Curl[v]] =0 (1.11)
womit sich auch zeigen lasst, dass
tr[Grad[Curl[v]]] =0 . (1.12)
Ebenso ist die Rotation Curly[A] eines beliebigen Tensorfeldes A stets quellfrei
Div[Curly[A]] = Div[(Curl,[A})"] =0 , (1.13)

wobei die Aussage in Gl. 1.13 nur dann richtig ist, wenn die Transposition des
Curl,[A] verwendet wird.
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A.2 Ubersicht einiger Kontinuumsmodelle

Die fiir diese Arbeit relevanten Kontinuumsmodelle werden in kompakter Form
dargestellt. Dies dient als Hilfestellung, auf Vollstandigkeit wird verzichtet.

Deformation ¢ : By CR* —R? | F =V
s, Win (V) dV + 1% () — min. bzgl. ¢ P = 9p
Wi (F) = ][0 = 1P + 3 (6e[U — 1])°

U =+VFTF , symmetrischer Strecktensor

Tafel A.1: Isotropes, physikalisch lineares BioT-Modell.

Deformation ¢ : By CR*—R? | F =V

fBo WEL (V) dV + 11%¢(¢) — min. bzgl. ¢ P, = 9p

e 2
WHA(F) = U~ 02+ 3 (@erU] 17+ (der ~ 1))

U =+VFTF | symmetrischer Strecktensor

Tafel A.2: Isotropes, physikalisch nichtlineares BroT-Modell.

Deformation ¢ : By CR* —R? | F =V
fBO Wsvk (V) dV + 1% () — min. bzgl. ¢ | P = 9p
Wevi(F) = £ C — 1|2 + 2 (t2[C — 1])*

C=FTF |, rechter CAuCHY-GREEN-Tensor

Tafel A.3: Isotropes ST.-VENANT-KIRCHHOFF-Modell.
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Deformation ¢ : By CR* —R? | F =V

fBo Whin(e) dV + 11 (p) — min. bzgl. ¢ P, = 9D

W = el +  (trfe])?

e =sym|[Ve — 1] =sym[Vu| , infinitesimaler Verzerrungstensor

F=1+Vu , Verschiebung u

Tafel A.4: Isotrope, lineare Elastizitat.

Deformation ¢ : By CR* — R? | F =V
S, WL () AV + TI™ () — min. brgl. ¢, ¢ = gp

Withns = 17 [l€]|* + 3(tr[e])?

Trans

+atrleM] trle] + 2 (ur — pr) tr[e?M] + 2 (tr[eM])?
M =a®a , Vorzugsrichtung a
e =sym[Ve — 1I] = sym[Vu] , infinitesimaler Verzerrungstensor

F=1+Vu , Verschiebung u

Tafel A.5: Transversal isotrope, lineare Elastizitét.




226 A ANHANG

LAME-Parameter g, A
klassischer Schermodul G = p

fic K
CoSSERAT-Kopplungszahl N? := = , 0<N<1
ptpe  2(pt + k)

COSSERAT-Kopplungsmodul p. = g , o u == e

A A

klassische Po1ssoN-Zahl v := =
2+ 2 +2X+k

_ _ _ A
NEFF: Wop(€) = o [[syml[e]|[* + pe [[skew e]|* + 3 (tr[e])*

+ C ||= - Mc

. @)+ 5 (rfe))?

*

el + e &%) + 2 ()

ERINGEN: Wy,,(€) = pr

2
V+B

Wcurv -

Jsym{V@)? + 12 skew [V + & el

¢ = axl[A] vgl. Tafel A.12

Tafel A.6: Verschiedene Darstellungsformen der Energie in linearen, mikropolaren
Theorien [35].

Die Bedingungen an die Wahl der Materialparameter lauten:
w>0, 2pu+3X>0, u.>0
Y+B>0, (y+B)+3a>0, y—3>0
vergleiche dazu auch NEFF [159)].

Tafel A.7: Positiv semi-definite COSSERAT-Energie im linear elastischen Fall.
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NEFF & FOREST [173] S. 259:
0 =DeWup(&) = (1 + pe) € + (0 — pc) €7 + Aafe] 1L

NEFF [159] S. 4:
o = DgWip(€) = 2 usym[e] + 2 p. skew([g] + A tr[e] 1L
LAKES [119] S. 55 (u* entspricht hier nicht u, sondern 2 p* + k = 2 p):

0 =DgWip(€) = (2" + k) sym[g] + kskew[g] + A tr[e] 1L

ERINGEN [50] S. 120 (verwendet dort allerdings p anstelle von p*):
0 =DgWyp(8) = (u* +r)e+ p el + Arfe] 1l

NOWACKI [179] (es ist a = . und v = €):
o = DyWaup(y) = (1 + @)y + (p = a)y" + Atrfy] 1

Tafel A.8: Verschiedene Darstellungsformen der Spannungs-Dehnungsbeziehung
in linearen, mikropolaren Theorien.

(p,R) : By C R? — R? x SO(3)
Js, Wanr(Vep, R) dV + 11%(p) — min. bzgl. (¢, R)

Pl = 9D direkte Vorgabe von Verschiebungen

B B B 2
W (B.R) = lsyml0 — W+ 3 ((0et{0) ~ 12+ (r 1))
U =RF ¢ Sym

skew[FRT]- R Modellierungsvariante
skew[S; FT]- R Modellierungsvariante

%R(X, t) = {

Fir 4R(x,t) = 0 folgt z.B. skew[S;F’] - R = 0, was der Momenten-
gleichung im COSSERAT-Modell (siehe Tafel A.10) fiir L. = 0 entspricht.

Tafel A.9: Visko-elastisches Modell von NEFF [154] zur Beschreibung von ” Grain-
Boundary-Relaxation”.
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(p,R) : By C R? — R? x SO(3)
fBo me<vcp7 R) + WCUTV<VR) dv + Hext(so’ R) — min. ngl (Qou R)

Rp , direkte Vorgabe von Drehungen
Plry, = 9D R‘F{; = q polar[V]|, konsistente Kopplung mit Ve auf I'n = I'}

frei, keine Bedingung an R

Wap(Vep, R) = pillsym[U — 0][[* + pic|skew[U — 1]

+2 ((det[ﬁ] -1+ (detl[m a 1>2)
U =RTF ¢ Sym

WaN (VR) =4 (1+2L2€]*)? , €=CuL[R]-R

curv

Tafel A.10: Isotropes, nichtlineares COSSERAT-Modell.




A.2  Ubersicht einiger Kontinuumsmodelle 229

(p,R) : By C R? — R? x SO(3)
fBo me(V(p, R) + WCUTV(VR) dv + Hext(so’ R) — min. ngl (Qou R)

Rp , direkte Vorgabe von Drehungen
Plry, = 9D R‘F{; = q polar[V]|, konsistente Kopplung mit Ve auf I'n = I'}

frei, keine Bedingung an R

Wap(Vep, R) = pir [|sym[U — L[> + e [|skew[U — 1]

+2 ((det[ﬁ] ~ 1 + (i — 1)2)
+ atr[sym[U — 1]M] tr[U — 1]
+2 (g — pr) tr{(sym[U — 11])*M]
+ 2 (afsym[O — 1) M)

IM =a®a , Vorzugsrichtung a

U =R'F ¢ Sym

WE(VR) = £(1+2L2||€)>)2 , €=Cuwl[R] 'R

curv q

Tafel A.11: Transversal isotropes, nichtlineares COSSERAT-Modell.
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(p,A) : By CR?— R3 x 50(3)

(VA) dV + 1% (¢, A) — min. bzgl. (¢, A)

curv

o, W23V, &) W

Ap , direkte Vorgabe von Drehungen
Plr, = 9D A|F],3 = q skew[Vu], konsistente Kopplung mit Vu auf I' = I’}

frei, keine Bedingung an A

Wi (Tip, &) = syl ¥l 2+ prskew[ V] — AJ1 + 3 (txfsym( ]
A €so(3) , a™=axl[A]

Whn (VA) = pu L? ||Grad[—a!™]||2.

curv

Koeffizientenvergleich von Wi mit W, in Tafel A.6 ergibt:
a=0F=0undy=2ulL%
Koeffizientenvergleich von WS aus Tafel A.10 mit Wy in Tafel A.6 ergibt:

a=v>0und g =0.

Tafel A.12: Isotropes, lineares COSSERAT-Modell.

(¢, R) : By CR3 — R? x SO(3)

S, W (Vep, R) AV + 117 (¢, R) — min. bzgl. (¢, R)

P, =9 er/ =Rp, direkte Vorgabe von Drehungen
D

Wi (Veo, R) = pllsym[U — ][> + piclskew[U — 1]

A 7] — 1)2 : 2
v ((det[U] -7+ <det[U] - 1> )

U = RTF ¢ Sym fiir . < p

U = RTF € Sym fiir p. > p

siche NEFF [171] {

Tafel A.13: Isotropes, relaxiertes BroT-Modell.
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A.3 Betrachtungen zum Kopplungsmodul

Die innere Verzerrungsenergiedichte W,, wird fiir einen konkreten Fall in 2-D im
Hinblick auf den Kopplungsmodul x,. untersucht.

In Abb. 1.1 ist dargestellt, wie sich ein Punkt und dessen grau markierte Umge-
bung innerhalb des Kontinuums durch U = R(«a) verdreht.

Abbildung 1.1: Verdrehung eines Punktes und dessen Umgebung innerhalb eines

Kontinuums.

Ein Winkel o parametrisiert hierbei die Rotation durch

R:( COS ¥ SlIlOz) (114)

—sina  cos o

und es gilt

smﬁﬂ:<“““ O) . (1.15)

0 COS (v

Da wegen det[U] = det[R] = 1 keine Volumenédnderung stattfindet, betrégt die
Verzerrungsenergiedichte W, des hier verwendeten COSSERAT-Modells fiir den
Fall p. = p

IU—-1)?=|R-1|>=2(cosav—1)?+2sin200 =4 (1 — cosa)  (1.16)
und fiir den Fall g, =0
|sym[U] — 1||? = |lsym[R] — 1||> = 2(1 — cosa)? . (1.17)

Der Verlauf der Verzerrungsenergiedichten aus Gl. 1.16 und 1.17 ist in Abb. 1.2
in Abhéngigkeit der Verdrehung « zu sehen. Kleine oder verschwindende Werte
fiir p. fithren in diesem Beispiel dazu, dass sich W,,, von einer trigonometrischen
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Funktion 1. Ordnung zu einer trigonometrischen Funktion 2. Ordnung hinbewegt.
Doch in beiden Fallen gilt W}, = 0 nur dann, wenn o« =27 n, n € N.

Abbildung 1.2: Verzerrungsenergiedichte Wy, in Abhangigkeit der Verdrehung o.

Die Ableitung der Verzerrungsenergiedichte wird als Federkennlinie mit der Re-
aktionskraft Tx gegen die Verdrehung « in Abb. 1.3 aufgetragen. Unabhangig
von der Wahl fiir . ist die Federkennlinie im Bereich —7/2 < o < 7/2 streng
monoton wachsend. Es ist jedoch zu erkennen, dass die Reaktionskraft im Fall
ite = 0 eine horizontale Tangente an der Stelle o = 0 besitzt.

Tr(c)
Y1 pe=n
2_
phe=0
T T «
—m/2 /2
9]
4

Abbildung 1.3: Federkennlinie mit Reaktionskraft Tr gegen die Verdrehung a.

Nun lasst flir den Bezug zwischen Tk und « eine mechanische Analogie finden
und zwar im Verhalten einer Saite der Lange 2r, welche auf einer Kreisbahn
ausgelenkt wird, wie es in Abb. 1.4 gezeigt ist.
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Abbildung 1.4: Auslenkung einer Saite auf einer Kreisbahn um den Winkel «.

Die Lange L hiangt von der Auslenkung um den Winkel « in der Weise

L*(a) = 7% (5 — 4 cosa)
= Lla)=rv5—4cosa=r+/1+(4—4cosa) (1.18)

ab (Cosinussatz). Taylorentwicklung und Vernachlissigung hoherer Terme fiithrt
auf die Approximation

1
L(a)wr[1+§(4—4cosa)]:r[1+2(1— cosa)| . (1.19)
Fiir den rechten Teil der Saite lautet dann das Quadrat der Langenanderung
(L() =) ~ (r[1+2(1 — cosa)] —7)> =47*(1 — cosa)® (1.20)

was qualitativ mit der Verzerrungsenergiedichte aus Gl. 1.17 fiir den Fall g, = 0
iibereinstimmt.



234 A ANHANG

A.4 Isotrope Abbildungen

Der Gruppe aller zweistufigen Tensoren werden lineare Abbildungen definiert,
welche wiederum auf zweistufige Tensoren mit speziellen Eigenschaften fiithren.

e Die Abbildung der Spur:
Das dyadische Produkt zweier Einheitstensoren 1l definiert iiber

tr
J::]1®]1:5ij5klei®ej®ek®el (121)

eine Abbildung vierter Stufe mit der Eigenschaft
tr tr

Jij=Jdrij - (1.22)

tr
J bildet jeden zweistufigen Tensor A auf den Einheitstensor 1l ab, welcher
noch mit der Spur von A zu multiplizieren ist®’

tr

J: A=A Iff: tI“[A] 1= Tkk (5@‘ e ® e; . (123)

e Die Abbildung der Symmetrie:

S
Die Abbildung J (symmetric-constraint) vierter Stufe wird definiert {iber

s 1
J= 5 (51,k 5jl + 0 (syk:) e; ® €; Xer®e (124)

und projiziert aus einem beliebigen Tensor zweiter Stufe A den symmetri-
schen Anteil

S S
J A=A J=sym[T] . (1.25)
Es gilt die Eigenschaft
S S
Jijkl:Jklij . (1.26)

e Die Abbildung der Antisymmetrie:

A
Die Abbildung J (skew-symmetric-constraint) vierter Stufe wird definiert
iber

A

1
J:=5 (G0 — dudje) ei®e; @ e @ e = g6 Guei®e; Qe Qe

(1.27)

1
2

tr
87In der Literatur wird J manchmal durch II symbolisiert.
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und projiziert aus einem beliegen Tensor A zweiter Stufe den antisymme-
trischen Anteil

A A
J: A=A :J=skew[A] . (1.28)
Es gilt die Eigenschaft
A A
Jijkl:Jklij . (1.29)

e Die Selbstabbildung:
Die Abbildung II (general-no-constraint) vierter Stufe wird definiert iiber

.= J2—|—J3:5ik6ﬂei®ej®ek®el (130)
und projiziert einen zweistufigen Tensor A wieder auf sich selbst ab
OI:A=A:TT=A . (1.31)
Es gilt die Eigenschaft
e = 1y (1.32)
e Die Abbildung der Transposition:
T
Die Abbildung I vierter Stufe wird definiert iiber
T
I.= 6@‘[ 6jk e ® €; X ep X e (133)

und projiziert den zweistufigen Tensor A in seine transponierte Form

T T
I: A=A :II=A" . (1.34)
Es gilt die Eigenschaft
T T

A.4.1 Isotrope zentralsymmetrische Materialien

Nach MINDLIN [1412] spielen fiir zentrosymmetrische, isotrope Materialgesetze
tr S A
die Abbildungen J, J und J eine wesentliche Rolle, da sie invariant bei zentraler

Inversion und beliebiger Rotation sind. Ist in solch einem Material die von einer
Verzerrung € geweckte Spannung o linear abhangig, dann gilt

T S A
U:(CL13+G2J+CL3J)Z€:ICZ€:€IC . (1.36)
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Die Kommutativitat in Gl. 1.36 folgt aus den Eigenschaften 1.22, 1.26, 1.29 und
bedeutet in Indexnotation C;ji = Cpj. Der Tensor C vierter Stufe wird auch
Stofftensor genannt.

So schreibt sich der Stofftensor fiir hyperelastisches Material mit den Lamé Kon-
stanten p und \ wegen

Ev
“W=A = A=) (1.37)
E
a2:a3:2u:1+y (1.38)
zZu
tr S A
Cije =A T +2p(J + J) = Adij Ot + 2 1 0irdj (1.39)
und lasst sich anschaulich darstellen wie folgt
kKl — 11 22 33 12 13 23 21 31 32
ij |
11 Ap A A 0O 0 0 0 0 O
22 A A u A 0O 0 0 0 0 O
33 A A Ad4p 0 0 0 0 0 O
12 0 0 0 g 0 0 0 0 0 (1.40)
13 0 0 0 O w 0 0 0 O
23 0 0 0 0O 0 pw 0 0 O
21 0 0 0 0O 0 0 wu 0 O
31 0 0 0 0O 0 0 0 wu O
32 0 0 0 0O 0 0 0 0 u

Es ist zu beachten, dass die Wahl von ay = a3 fiir ein symmetrisches Verzerrungs-
maf} € keine Bedeutung hat und somit a3 gar nicht zur Diskussion steht. Dies ist
in der COSSERAT-Theorie mit prinzipiell unsymmetrischen Verzerrungen nicht
der Fall.

A.5 Stofftensor und transversale Isotropie

Die Beschreibung der Formanderungsenergie in Kap. 4.4 basiert auf der Invari-
antendarstellung mit Koeffizienten pr, pr, A, @ und (. Aus praktischen Mate-
rialversuchen sind jedoch i. allg. Ingenieurparameter wie Elastizitatsmoduli E;
Schermoduli y1;; und Querkontraktionen v;; in Raumrichtungen ¢ bzw. j bekannt
(z.B. ALTENBACH et al. [2]). Die Richtungen i, j seien im Folgenden orthogonal,
weiterhin soll es sich zunachst um orthotropes Material handeln.
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Die Umrechnung zwischen Koeffizienten in der Invariantendarstellung und Inge-
nieurparametern ist unter bestimmten Voraussetzungen eindeutig und basiert auf
dem linear-elastischen Materialgesetz

Clio=¢ (1.41)

durch den elastischen Tangentenmodul C. Aus Griinden der Darstellung werden
die Komponenten der Verzerrung € und der Spannung o nun vektoriell angeord-
net, was unter Ausnutzung der Symmetrie von € und o lediglich sechs Eintrage
erfordert. Dann prasentiert sich Gl. 1.41 in Matrixschreibweise

E% _VE% _l%s 0 0 0 011 €11
_V;_ll % —‘jEL: 0 0 0 099 €92
_va _ w2 L 0 0 0 o €
Cfl . _ Ey Es L3 33 = 33 1.42
7 0 0 0 L 0 o0 Tiy o |
0 0 0 0 = 0 13 €13
0 0 o o0 0o -l Ta3 €23

K23
und spiegelt am einfachsten die Zusammenhange zwischen Spannung und Deh-
nung durch das HoOKsche Gesetz wieder. Die Definition der Querkontraktion
vy =t (1.43)
€ji
besagt, dass bei einer erzwungenen Dehnung in Richtung j zugleich eine freie Deh-
nung in Richtung i auftritt. Fiithrt man z.B. einen homogenen Zugversuch mit o4y
(alle anderen Spannungskomponenten sind null) durch, folgt unter Verwendung
des HoOKschen Gesetzes aus Zeile 1 in Gl. 1.42

V19 0922
—— 092 = €11 << —Vig—0 = €11 < —Vi2€0 = €11 . (1.44)
EQ E2

Aus der Annahme symmetrischer Spannungen und Verzerrungen folgt, dass C™*
ebenfalls symmetrisch ist und die Beziehungen

V12 Y21 3 V31 Va3 V32
—_— = = = — 1.45
Ez E1 E3 E1 E3 EZ ( )

gelten. Dies fithrt auf eine Darstellung mit neun Materialparametern

E% _fE% _ZE?Z 0 8 8 011 €11

s _1E_3 022 €22

Cl.g= E3 (1) 0 0 O33 | _ | €33
N_ 0 O T12 €12

sym HL 0 713 €13

-L T23 €23

=
I¥)
@

(1.46)
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Im Fall der transversalen Isotropie soll nun die Vorzugsrichtung mit der 1-
Richtung zusammenfallen. Dann gilt

Ey = B3, v19 = 113, b2 = M3 (1.47)

und die auf 6 Ingenieur-Parameter reduzierte Darstellung

E% _%_22 _%_22 0 0 0 o1 €11
E% _%3 0 0 0 022 €22
-l g = % ? 00 7B L= | | (148)
E 0 0 T12 €12
sym M—L 0 T13 €13
L T23 €23

=
)
@

folgt. Die Schermoduli werden oft durch w12 = 13 = pp baw. pes = pr in lateraler
bzw. transversaler Richtung unterschieden.®®

Da in der transversalen Ebene zusétzlich die Gleichung

Es

Tt (1.49)

H23 =
gilt, beschreiben fiinf Ingenieurkonstanten die fiinf Koeffizienten in Invarianten-
darstellung.

Die freie Forménderungsenergie in Gl. 4.32 ergibt durch zweimalige Ableitung
nach € den transversal isotropen Tangentenmodul C" = 92 W, in Argumenten
der Materialkoeffizienten aus Invariantendarstellung

ANdpp —2pr+2a+3 A4+a  A+a 0 0 0
A+ 2ur A 0O 0 0
i _ A2ur 0 0 O (1.50)
pr 0 0
sym uwr 0
Hr

Die Materialkoeffizienten der Invariantendarstellung préasentieren sich durch die
Matrixkomponenten
MT:CtGiG’ ”L:CZL’ )‘:C;Z?w
a=CY, — Cy, B = CY + C3y — 4CY, + 2C — 2CT) (1.51)

88 Dies ist auch fir By = Er, By = Er, via = vy, und ves = vy, moglich, was jedoch nicht
iblich ist.
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welche aus einer Invertierung von C~ 5" aus Gl. 1.48 in Ingenieurparametern

vorliegen

Cti

D :

El(l—u§3) Ei1(14v23)viz Ei1(1+wv23)rie
D D D
EQ*E1V%2 E2V23+E1l/%2
D D
Ey—Eqv2,
D
sym

2 2 2
o EQ — E2V23 — 2E11/12 — 2E1V121/23

Es

0

0
Hi12

o O o O

M2

o O O O O

23

(1.52)

2
=1 — vy3 — 2v19101 — 2019091103 .

Die Invertierung setzt die positive Definitheit von C™"* und somit die Forderun-

gen
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Aus GI. 1.51 und GI. 1.52 erhélt man die Umrechnungsvorschrift
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mit D aus GIl. 1.52.

D

—4p19 + 2p03

(1.53)

Durch sinngemafies Vorgehen erhélt man die Umrechnungsvorschrift von Materi-

alkoeffizienten der Invariantendarstellung auf Ingenieurkonstanten
A dprA
- e

A+ pr
A= 20up + 4pp ) — Mg + dpppr — 2p + BA 4 Bur — a?,
B := pr (4o + 8y, — 4 + 26) + MAps + ) — o

,UZSINT;NH:,UL;El

B

, V12 =

2pr(A + )

(1.54)
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A.6 Zur Existenz globaler Minima fiir positiven Kopp-

lungsmodul

Es wird fiir den Fall 0 < p. < i gezeigt, dass im COSSERAT-Modell bei endli-
cher interner Energie I1;,,;(p, R) < K (mit der Schranke K) die Deformation ¢
ebenfalls beschrankt ist. Dies spielt im Beweis der Existenz globaler Minima mit
Hilfe der direkten Methoden der Variationsrechnung eine wesentliche Rolle.

Hznt(soy

/me (F,R) + WS (VR) dV > /me (F,R)

Curv

:/MWNU—MW+M$@MU—MW

Bo
A _ ) 1 2
+ n ((det[U] - 1)*+ (det[U] — 1) ) dv

Z/MmmW—MW+mﬁmMU—MWdV (1> o)

Bo

z/ﬁﬂwﬂU—MW+mﬁmﬂU—MWdV

Bo
— [l O av= [ RE - ) av
Bo BO

= uc/ IRTF|? —2(RTF, 1) +3 = uc/ |F|I> = 2(RTF, 1) 4+ 3 dV

> e [ 1P = 2[R P ) +3 4V = e [ I 2B V343 av
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Bo Bo quadr.GLin||F||

K
= [ |F|>=2|F|V3+3dV < "

C

K
:>/HFH2 dV:/HVLpHQ V<O (1.55)

c
Bo BO

Diese Abschatzung impliziert, dass fiir g, > 0 die minimierende Deformation ¢
im SOBOLEV-Raum H'(B)) liegt, siche NEFF [160, 155].

Hierbei ist H'(By) = {¢ : By = R’ [ ll¢ll> + [[Ve[|?dV < oo}. Es ist be-
merkenswert, dass die Abschitzung unabhéngig vom Rotationsfeld R giiltig ist,
sobald man einen positiven Kopplungsmodul p. annimmt.
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A.7 Erlauterungen zur Magnetostatik

Die magnetische Flussdichte

— — — —

B(H) = 1o H + M(H) (1.56)

setzt sich im inneren eines Materials aus der aufleren magnetischen Erregung
H und der Magnetisierung M zusammen. In Vakuum reduziert sich Gl. 1.56

auf ]§: Lo ﬁ, somit erfasst 1\7[ die Materialeigenschaft vollig. Die magnetische
Feldkonstante po = 471077 wird im Vakuum gemessen.

In magnetischen Werkstoffen ist die Magnetisierung 1\7[ eine Funktion von ﬁ und

der Vorgeschichte von ﬁ, was die Hysteresekurve in Abb. 1.5 zeigt.

Abbildung 1.5: Hysteresekurve fiir ferromagnetisches Material.

Wird ferromagnetisches Material durch magnetische Erregung mit der Sattigungs-
feldstarke Hy magnetisiert, verbleibt nach dem Entfernen von Hy die remanente
magnetische Flussdichte B, im Material, was mit der irreversiblen Magnetisierung
—_— 7: —_—
M =B- (1.57)
gleichzusetzen ist. Wird vollstandig magnetisiertes Material einer der Magne-

tisierung entgegengesetzten magnetischen Erregung mit Koerzitivfeldstarke H.
ausgesetzt, verliert es seine Magnetisierung vollig.

In dieser Arbeit wird lediglich der naherungsweise linear verlaufende Bereich in
der Umgebung von B, betrachtet. Hier lasst sich Gl. 1.56 durch

— — — T — —1

B= 1o H+ M (H)+ M (1.58)
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T

mit einer reversiblen Magnetisierung M und der irreversiblen Magnetisierung

— 1
M beschreiben. Die gesamte Magnetisierung setzt sich dann geméfl

M=M (H)+ M (1.59)
additiv aus beiden Anteilen zusammen. Uber die Definition der magnetischen
Suszeptibilitét

a —
K= —¥ (1.60)
0H
schreibt sich Gl. 1.58 auch durch
B=jio H+pok H+M =po H (1+5)+M . (1.61)
—_———
M

Uber das Vorzeichen der magnetischen Suszeptibilitit x konnen Stoffe in zwei
Gruppen unterteilt werden.

Die Gruppe der Diamagnete mit —1 < x < 0 haben das Bestreben, bei auflerer
magnetischer Erregung ﬁ das Magnetfeld 1\7[ in ihrem Inneren abzuschwachen.
Die Gruppe der Paramagnete mit x > 0 richtet ihre atomaren (und/oder mole-
kularen) Magnete in Richtung der magnetischen Erregung ﬁ aus und verstarkt
damit das Magnetfeld 1\7[ im inneren eines Korpers. Ferromagnete sind als Un-
tergruppe der Paramagnete zu betrachten und haben die Besonderheit, dass ihre
Suszeptibilitat gemafl Gl. 1.60 von der Vorgeschichte der magnetischen Erregung
abhéngt, was sich in der Steigung der Hysteresekurve in Abb. 1.5 wiederspiegelt.

Der Faktor p, = (1 + k) in Gl. 1.61 wird auch als magnetische Permeabilitéit
bezeichnet und liegt fiir Diamagnete zwischen 0 und 1. Fiir Paramagnete ist
pr > 1 und fiir Ferromagneten sind Werte bis 1, = 5 - 10° (amorphe Metalle)
bekannt.

Das eingepragte, volumenbezogene Drehmoment d in Kap. 5.5 unterliegt der
Einschrankung fiir Gl. 1.58 und erfasst wegen

d=M x H= (uox H+ M )x H=M xH . (1.62)

nur die irreversible Magnetisierung M .
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A.8 Distorsion an mikroskopischen Probewiirfeln

In Kap. 7.6 wird die Wirkung wandernder Versetzungen als Distorsionstensor
efjk eingefithrt. Ergénzend zu Abb. 1.7 folgen nun alle weiteren Félle.

Es wird angemerkt, dass bei einer Stufenversetzung die Versetzungslinie (Dau-
men), der BURGERsche Vektor (Zeigefinger) und die Richtung der eingescho-
benen Kristallebene (Mittelfinger) in einem Rechtssystem mathematisch positiv
definiert werden (rechte Hand Regel).
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Abbildung 1.6: Mikromodelle zur Wirkung von Naj3, Noosz und Nass.
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Abbildung 1.7: Mikromodelle zur Wirkung von Ny13, N123 und Nyss.




A.8 Distorsion an mikroskopischen Probewirfeln 245
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Abbildung 1.8: Mikromodelle zur Wirkung von N3q1, N321 und Nisq.
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Abbildung 1.9: Mikromodelle zur Wirkung von Noj1, Noo1 und Nagq.
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Mikromodelle zur Wirkung von Nij2, N12o und Niszo.
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A.9 Weitere Aspekte zur Versetzungstheorie

DIETER erklart in [45] den Spezialfall der Polygonisation:

"The term polygonization was used originally to describe the situation that occurs
when a single crystal is bent to a relatively small radius of curvature and then
annealed. Bending results in the introduction of an excess number of dislocations
of one sign. These dislocations are distributed along the bent-glide planes as
shown in Fig. 1.11a. When the crystal is heated, the dislocations group themselves
into the lower-energy configuration of a low-angle boundary by dislocation climb.
The resulting structure is a polygonlike network of low-angle boundaries (Fig.
1.11b).

Since low-angle boundaries consist of simple dislocation arrays, a study of their
properties should provide valuable information on dislocation behavior. PARKER
and WASHBURN® demonstrated that a low-angle boundary moves as a unit
when subjected to a shear stress.”

L 4 — 1 ] —
L L L /""—-[L\
N L n L4
/\ —_— ——
L L L
/_\

Abbildung 1.11: Die durch Biegung resultierenden Versetzungen gleichen Vorzeichens

streben die Gruppierung in Kleinwinkelkorngrenzen an. Entnommen aus DIETER [15].

Eine bereits in Kap. 7.4 erwahnte Eigenschaft von Versetzungen kann aus Gl. 7.63
oder GI. 7.64 ersehen werden. Versetzungen bilden stets geschlossene Kurven oder
Netzwerke, wodurch der Versetzungsdichtetensor 3 ein von Quellen freies Feld ist

Div|3] =0 . (1.63)

KRONER [108] teilt wandernde Versetzungen in zwei Gruppen ein. Zur ersten
Gruppe gehoren diejenigen Versetzungen, die sich im Laufe der Verformung im
Innern des Korpers wieder annihilieren oder aus dem Korper austreten. Diese
Versetzungen sind am Ende des Vorgangs nicht mehr da. Die zweite Gruppe
bilden diejenigen Versetzungen, die im Innern des Korpers mit einer raumlichen
Dichte 3 verbleiben. Der zweistufige Distorsionstensor aus Gl. 7.39

p 1 P 1 - .
8jl = —5 €ikl 8ijk = —5 €kl Nijk H b H s Nijk =0Vi=k s (164)
89E. R. Parker and J. Washburn, Trans. Metall. Soc. AIME, vol. 194, pp. 1076-1078, 1952.
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welcher nach einer formalen Homogenisierung einen Verzerrungstensor mit den

Eintragen
[ Diy Si2 Sis |
e’ = | Sy Day S (1.65)
| S31 Sz Das |

darstellt, wird nun durch eine HELMHOLZ-Zerlegung weiter untersucht
eP = Grad[sP] + Curl[ZP] . (1.66)

Der Anteil Grad[sP] in Gl. 1.66 stellt eine kompatible Distorsion dar” und wird
durch Versetzungen der ersten Gruppe erzeugt. Kompatible Distorsion resultiert
somit nur aus Versetzungen, welche sich gegenseitig annihilieren oder aus dem
Korper austreten. In Abb. 1.12 ist solch ein Fall dargestellt, in welchem Verset-
zungen in einen Korper hinein wandern, ihn vollstandig durchwandern und dann
wieder austreten.

—
I
I
o L ____
I
I
4—
a) b)

Abbildung 1.12: a) Versetzungen wandern in einen Kérper hinein und durchwandern

ihn vollstandig. b) Es resultiert ein deformierter, kompatibler Kérper.

In Abb. 1.12 hat sich innerhalb des Korpers die Versetzungsdichte nicht verandert,
was auch mit Gl. 7.64 durch 8 = —Curly[Grad[sP]] = 0 ersichtlich ist. Die Schar
der Versetzungen hat in jedem Teilkorper die gleiche Distorsion erzeugt und man
stellt somit keine Inkompatibilitaten innerhalb des deformierten Korpers fest.

Bleiben jedoch wahrend der Wanderung Versetzungen mit einer Dichte 3 stecken,
so wird die verformende Schar dauernd kleiner und die Distorsion nimmt nach
Gl. 7.64 durch Curl;[é”] = —3 ab, womit auch das negative Vorzeichen plausibel
ist.

In Abb. 1.13 bleibt die Schar der Versetzungen genau in der Mitte des Korpers
stecken. Vor Durchfithrung der Versetzungswanderung, wird der Korper in der

P Gradient eines Vektorfeldes
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Mitte in zwei Teile gedanklich zerschnitten. Die Versetzungswand durchwandert
nur den linken Teil, welcher eine plastische Distorsion erleidet.

—
 — R S— Y —
JL— ————————————————————————— '— ————————
— o —
e i. e —
I
g Y | :_ ________
4—
a) b)

Abbildung 1.13: a) Versetzungen wandern in einen Korper bis zur Mitte hinein.
b) Die Inkompatibilitit der Versetzungswand muss in ¢) durch Uberlagerung einer

nichtplastischen Distorsion ausgeglichen werden, damit der Korper kompakt bleibt.

KRONER [108] schreibt zu Abb. 1.13: ”Man bemerkt, dass der Zusammenhang der
Volumenelemente zerstort ist. Die Gitterstruktur hat jedoch die gleiche Richtung
wie am Anfang. Dass die Volumenelemente im allgemeinen nicht mehr aneinan-
der passen konnen, folgt leicht aus der Uberlegung, dass der Distorsionstensor &P
neun unabhangige Komponenten hat. Aus der Elastizitatstheorie weil man aber,
dass er nur drei unabhangige Komponenten haben diirfte, wenn der Zusammen-
hang gewahrt bleiben sollte, und zwar miifite er die Form Grad[s"] haben, ... .
Hieraus folgt, dass die plastische Distorsion Curl[ZP] fiir das Nichtpassen verant-
wortlich ist. Zerschneiden wir den Korper nicht vor der Versetzungswanderung,
so bleibt er natiirlich kompakt. Das heifit, es muf3 sich der plastischen Distorsion
P eine nichtplastische Distorsion €° iiberlagern, die dafiir sorgt, dass der Kérper
zusammenbleibt. Die Distorsion €® muf offenbar einen Anteil

Curl[Z°] = —Curl[ZP] (1.67)
enthalten, welcher im allgemeinen nicht mehr spannungsfrei ist. ... Schliellich
wird €° noch einen elastischen Anteil Grad[s®] enthalten

e® = Grad[s®| + Curl[Z°] |, (1.68)

der dafiir sorgt, dass die elastische Energie so gering wird, wie es nur mit der
vorgeschriebenen plastischen Distorsion eP vertraglich ist. Die gesamte Distorsion,
die der Korper erleidet ist also

e® + eP = Grad[s] + Curl[Z°] + Grad[sP] + Curl[ZP]

= Grad[s®] — Curl[ZP] 4+ Grad[sP] + Curl[ZP] = Grad[s® + sP] (1.69)

Die Verschiebungen s®+ sP geben an, wohin jeder Punkt des Mediums aus seiner
Ausgangslage durch die Versetzungswanderung verschoben wird und zeigen, dass
diese Verschiebungen teils plastischer teils elastischer Natur sind.”
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Man kann dies jedoch auch so auffassen, dass man vom energetischen Stand-
punkt vor allem plastische Distorsionen zu erwarten hat, welche moglichst keine
elastischen Spannungen erzeugen, sondern Kompatibilitat iiber antisymmetrische
Anteile von Curl[ZP] herstellen. Solch eine Situation ist in Abb. 1.13 ¢) dargestellt.
Hier treten starre Drehungen der Volumenelemente auf, bei denen die Netzebenen
spannungsfrei mitgedreht werden. Die dabei entstehende Netzebenenkriimmung
ist der Sonderfall der NYEschen Kriimmung.

KRONER bemerkt weiterhin, dass die elastische Distorsion €° ein Zustandstensor
ist, wihrend dies fiir e? nicht zutrifft, da die Distorsion Grad[sP] zwar die duflere
Form eines Mediums (vgl. Abb. 1.12), nicht aber seinen Zustand é&ndert; denn
nach einer reinen Distorsion Grad[sP] sind am Ende weder Spannungen noch
Gitterkrimmungen noch Versetzungen im Korper.

KRONER spricht so in [112] den Bezug zur COSSERAT-Theorie an:

” In ihrem im Jahre 1909 erschienenen Buch [33] haben die Gebr. COSSERAT-die
Theorie eines Korpers entwickelt, dessen ”Punkte” nicht nur elastisch verscho-
ben, sondern dariiber hinaus in mefibarer Weise elastisch verdreht werden konn-
ten. Schon damals dachte man an kristalline Koérper als Anwendungsgebiet, doch
blieb unklar, wie man sich z.B. den Zustand eines Kristalls vorzustellen hatte,
dessen Bausteine zwar Drehungen, aber keine Verschiebungen erlitten hatten. ...
Man kann sich das Zustandekommen einer makroskopisch spannungsfreien
Drehung der Gitterstruktur eines Massenelements heute gut veranschaulichen.
Wie BURGERS & BRAGG gefunden haben, gibt es gewisse flichenhafte Anord-
nungen von Versetzungen (sog. Korngrenzenanordnungen), die keine makrosko-
pischen Spannungsfelder hervorrufen, sondern nur Orientierungsanderungen zwi-
schen benachbarten Kristallbereichen vermitteln. Wirken beispielsweise auf das
Massenelement Momente ein, die seine Orientierung drehen wollen, so kann es die-
sem Zwang nachgeben, wenn sich in bestimmter Anordnung Versetzungsschleifen
bilden, die das Element drehen und gleichzeitig als Korngrenzen den Ubergang zu
den Nachbarelementen vermitteln. Die Versetzungsbildung, oder noch besser, die
damit dquivalente Drehung der Massenelemente kann elastisch genannt werden,
wenn nach Wegnahme der Drehmomente eine zur Riickdrehung fithrende An-
nihilation der Versetzungsschleifen erfolgt. Wirken auf alle Massenelemente des
Korpers Momente wie oben, jedoch in verschiedener Starke, so werden sich orts-
veranderliche Drehungen der Gitterstruktur ergeben, die in einer makroskopisch
spannungsfreien Gitterkriimmung resultieren.”
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