STRIKTIONSPUNKT UND DRALL AUF DEN
SCHROTENDEN AXOIDEN EINES STARREN KORPERS

J. Wittenburg

Kurzfassung

Bei einer allgemeinen rdaumlichen Bewegung eines starren Korpers ist in jedem Augenblick der
Geschwindigkeitszustand des Korpers der einer Schraubenbewegung mit einer Schraubachse und
einer Steigung. Die Bewegung der Schraubachse relativ zum Bezugssystem und relativ zum Kdérper
erzeugt je eine Azoid genannte Regelfliche. Die sog. schrotende Bewegung der beiden Axoide
relativ zueinander ist die Uberlagerung einer Translation entlang der momentan gemeinsamen
Schraubachse und einer Abrollbewegung um die Schraubachse. Beide Azoide haben entlang der
gemeinsamen Schraubachse in jedem Punkt jeweils gleiche Tangentialebenen. Die Verteilung der
Tangentialebenen entlang der Schraubachse wird durch den Striktionspunkt auf der Schraubachse
und durch den sog. Drall eindeutig beschrieben. In der Kinematikliteratur fehlen Formeln zur Be-
rechnung des Ortsvektors des Striktionspunktes und des Dralls aus Grofien, die tiblicherweise als
Funktionen eines Parameters bekannt sind. Diese sind der Ortsvektor v, die Geschwindigkeit v,
und die Beschleunigung @, eines kirperfesten Punktes A sowie die Winkelgeschwindigkeit & und
die Winkelbeschleunigung & des Korpers. In der vorliegenden Arbeit werden derartige Formeln
angegeben.
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1. Schraubachse. Steigung. Azoide

Der momentane Bewegungszustand eines starren Korpers wird durch fiinf Gréflen beschrieben,
namlich durch den Ortsvektor 7, die Geschwindigkeit ¢/, und die Beschleunigung d, eines beliebig
gewéhlten kérperfesten Punktes A sowie durch die Winkelgeschwindigkeit & und die Winkelbe-
schleunigung & des Korpers (alles relativ zu einem Bezugssystem). Die Geschwindigkeit und die
Beschleunigung des korperfesten Punktes P am Ort g = AP sind

T=T+@xp, d=a.+TX7+3Tx(Bx]). (1)

Im folgenden wird der allgemeine Fall vorausgesetzt, dafl die Bewegung des Korpers weder eben
noch eine Drehung um einen festen Punkt ist und dafl & # 0 und & # 0 ist. Dann ist auch
& x & # 0.

Alle korperfesten Punkte auf einer beliebigen zu & parallelen Geraden haben momentan gleiche
Geschwindigkeiten (auf jeder Geraden eine andere Geschwindigkeit). Es gibt genau eine Gerade
parallel zu @, deren Punkte eine Geschwindigkeit in Richtung von & haben, d.h. die Geschwindig-
keit ¥ = pw mit einem Skalar p der Dimension Lange. Fiir alle Punkte dieser Geraden gilt also
pw = U, +& X p. Sei u der Lotvektor von A auf die ausgezeichnete Gerade. Dann gilt insbesondere

P =T+ X . (2)

Vektorielle und skalare Multiplikation dieser Gleichung mit & liefern bei Beachtung der Voraus-
setzung & - 4 = 0 fiir « und p die Ausdriicke

C_JXUA CZ)”I?A
> P=—35—

(3)

Wenn man in (1) als Punkt A einen beliebigen Punkt auf der durch @ bestimmten ausgezeichneten
Geraden wihlt, dann ist die Geschwindigkeitsverteilung im Korper

U=

w? w?

T=pd+dx7, (4)

d.h. die Uberlagerung der Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit & um die ausgezeichnete Gerade
und der Translation mit der Geschwindigkeit pd entlang der Geraden. Das ist die Geschwindigkeits-
verteilung einer Schraubenbewegung. Die ausgezeichnete Gerade ist die momentane Schraubachse



und p ist die Steigung der Schraube. Die Geschwindigkeit ¢ eines beliebigen korperfesten Punktes
auferhalb der Schraubachse hat die Richtung der Schraubenlinie durch diesen Punkt.

Die Schraubachse ist zeitlich verdnderlich. Sie bewegt sich relativ zum Bezugssystem und relativ
zum Korper. Dabei ist sie die Erzeugende einer im Bezugssystem festen Regelfliche und einer im
Korper festen Regelfliche. Die im Bezugssystem feste Regelfliche wird Rastaroid Fy genannt und
die korperfeste Regelfliche wird Gangaxoid F genannt.

Definitionsgeméfl haben Fy und Fg in jedem Augenblick die momentane Schraubachse (im fol-
genden X genannt) als gemeinsame Gerade. In jedem Punkt von ¥ haben Fy und Fg auch eine
gemeinsame Tangentialebene. Beweis: Sei kg eine beliebige auf F¢ feste Kurve, die die Erzeugen-
den von Fg schneidet, und sei P derjenige Punkt, der in jedem Zeitpunkt ¢ sowohl auf k¢ als
auch auf ¥ liegt. Entlang k, bewegt sich P mit einer Geschwindigkeit ¢, und entlang ¥ mit
einer Fiithrungsgeschwindigkeit v. Auf Fr bewegt sich P auf einer anderen Bahnkurve kg mit der
Geschwindigkeit v = v, + . Die Ebene von ¢ und v; ist auch die Ebene von v, und ;. Diese
beiden Ebenen sind die Tangentialebenen von Fy und F. Ende des Beweises.

Die Gleit-Roll-Bewegung des Gangaxoids auf dem Rastaxoid heiffit im Deutschen nach Reuleaux
Schroten und im Englischen Raccording.

2. Striktionspunkt und Drall einer Regelfiiche

Um Aussagen iiber Tangentialebenen einer beliebigen Regelfliche zu gewinnen werden neue Be-
zeichnungen eingefithrt. Die Kurve 7, (¢) + @ (t) wird in 7 (¢) umbenannt und statt o (¢) wird der
Einheitsvektor €'(¢) entlang der erzeugenden Geraden verwendet. Der Parameter ¢ mufl nicht die
Zeit sein. Mit einem weiteren freien Parameter A hat die Regelfliche die Parameterdarstellung

(siehe [1])
Z(t,N) =7 (t)+ Ne(t) . (5)

Da ebene Bewegungen und Drehungen um einen festen Punkt ausgeschlossen werden, ist die Regel-
fliche weder ein allgemeiner Zylinder (alle Erzeugenden sind parallel) noch ein allgemeiner Kegel
(alle Erzeugenden gehen durch einen festen Punkt). Ausgeschlossen werden auch Regelfldchen, bei
denen €(t) als Tangenteneinheitsvektor von 7 () definiert ist. S

Die Tangentialebene im Punkt Z(¢, \) wird von dem Tangentenvektor ¥ = 7+ Ae¢ an die Kurve A =
const durch den Punkt und von dem Vektor € der Erzeugenden durch den Punkt aufgespannt. Die
beiden Vektoren bestimmen den Normaleneinheitsvektor 7 der Tangentialebene in diesem Punkt:

(F+X\é) x &

_— 6
|(F+ \é) x €] ©)

7=
Im folgenden werden Aussagen iiber eine einzige Erzeugende ¢ = const (beliebig) gemacht. In
den unendlich fernen Punkten A\ — —oo und A — +oo der Erzeugenden strebt 7 gegen die
entgegengesetzt gerichteten Vektoren (man beachte die Identitét |€ x é] = |€])

™
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(7)

(8)

ist orthogonal zu 7i_., und zu 77, . Derjenige Punkt auf der Erzeugenden ¢t = const, in dem 7l
Normaleneinheitsvektor der Tangentialebene ist, wird Striktionspunkt S der Erzeugenden genannt.
Im Punkt S hat 75 nach G1.(6) die Richtung (7“ + \€) X € mit unbekanntem \g. Folglich ist mit
Gl( ) [(F—I— Xs€ ) X €] x € = 0. Bei Beachtung der Orthogonalitéit €- ¢ = 0 ergibt sich daraus

(F- €+ A 2)52 0 und folglich

As = ——5 . (9)



Damit hat der Striktionspunkt auf der Erzeugenden ¢ = const nach Gl1.(5) den Ortsvektor
€

Ts=T+A€=T——5¢€. (10)

e

Die Kurve Zs(t) auf der Regelfldche heifit Striktionslinie der Regelfléche.
Auf der Erzeugenden t = const (beliebig) bilden die zueinander orthogonalen Vektoren €, 7ig und
Tl_oo = € X flg im Striktionspunkt angetragen das natiirliche Achsensystem. Sei ¢(\) der Winkel,
um den die Tangentialebene im Punkt A gegen die Tangentialebene im Striktionspunkt gedreht ist.
Mit G1.(6) fiir 7(A) berechnet man cos ¢ = 7is - 77 und sin ¢ = 1i_, - 77. Einfaches Ausmultiplizieren
liefert bei Beachtung von Gl.(9) die Ergebnisse

=y

& 7xé _ & (s — N)é”
COSY = — M= e = e e (11)
€] |(T+ Ae) x €| €T+ Ae) x el |e][(F+ Ae) x €]
Daraus folgt die fiir jede Regelfliche giiltige Aussage
Y S Lo
tanp = S(S mit 5="¢ T’er. (12)
e

Auf der Erzeugenden t = const ist ¢ eine Konstante. Der Drehwinkel () ist eine ungerade Funk-
tion der Entfernung A\s — A vom Striktionspunkt. Beim Ubergang vom Fernpunkt A\ — —oo zum
Fernpunkt A — 400 dreht sich die Tangentialebene um den Winkel 7. Im Striktionspunkt hat
sie die Halfte dieser Drehung ausgefiihrt. Die Konstante §(¢) bestimmt die Verteilung der Tan-
gentialebenen ldngs der Erzeugenden. Sie wird in der englischen Literatur distribution parameter
genannt und im Deutschen Drall.

Striktionspunkt und Drall konnen auch wie folgt interpretiert werden. Man betrachtet zwei Er-
zeugende zu Parameterwerten ¢t und ¢ + At. Sie sind windschief. Sie haben ein gemeinsames Lot,
eine Lotlinge ¢ und einen Verdrehwinkel o« um das Lot. Das Lot ist die Achse der Schraube, mit
der die eine Erzeugende in die andere iiberfiihrt wird, und ¢ und « sind die Translation bzw.
der Drehwinkel der Schraubung. Auch im Grenzfall At — 0 existieren eine Schraubachse und die
Steigung Al%r_r}o(ﬁ/a) der Schraube. Man kann zeigen (siehe [1]):

- die Schraubachse hat die Richtung von 7_.,
- die Schraubachse schneidet die Erzeugende ¢ = const im Striktionspunkt
- die Steigung der Schraube ist der Drall 4.

3. Striktionspunkt und Drall der Axoide des starren Koérpers
Es wurde gezeigt, dafl das Gangaxoid und das Rastaxoid in jedem Punkt der momentan gemein-
samen Schraubachse gleiche Tangentialebenen haben. Daraus folgt nun, dafl beide Axoide auf der
Schraubachse denselben Striktionspunkt und denselben Drall haben.
In der Literatur fehlen Formeln zur Berechnung des Striktionspunktes und des Dralls aus den
Groflen 7y, Uy, G5, @ und &. Derartige Formeln werden im folgenden angegeben. Mit den Bezeich-
nungen von Abschn.1l. hat die momentane Schraubachse die Gleichung

FO) = Fo 4 g 2y Ay (13)

<] w? ||

Der Normaleneinheitsvektor s der Tangentialebene im Striktionspunkt S hat nach GIL.(8) die
Richtung von € = (€ x €) x € . Das ist wegen & = wé und & = W€ + we die Richtung von
(0 X ) x &. Also ist

= WX XS (14)
|(J x &J) x o
Der mit 7(\) zusammenfallende korperfeste Punkt hat nach Gl.(1) die Beschleunigung
. . AL
a(A) =d0) — —dxd. (15)

||



Darin ist @(0) die Beschleunigung des korperfesten Punktes am Vektor 7, +@ auf der Schraubachse:

& X (& X Ty)
———

Q0) = @y +& X 4 — w’

l

ﬁ: A_Q_J’X/l_]’A—i_

(16)

w

Die Beschleunigung @(A) hat eine Komponente in Richtung von & infolge der Translation und
eine Komponente in Richtung des Normaleneinheitsvektors 7i(A) infolge der Rollbewegung. Diese
Komponente wird im folgenden mit @.(\) bezeichnet. Insbesondere hat im Striktionspunkt die
Beschleunigung ds = d@()\s) Komponenten in Richtung von & und von 7is. Daraus folgt mit Gl.(14),
dafl dg, & und & komplanar sind:

Gs- @ xd=0. (17)

In diese Gleichung wird der Ausdruck aus GL.(15) mit A = Ag eingesetzt. Die Auflésung der

Gleichung liefert
Asd0)-Fxd
& (@ x @)

(18)

Substitution in Gl.(13) ergibt schliefllich den gesuchten Ausdruck fiir den Ortsvektor 7 des Strik-
tionspunktes:

55 (19)

_|_

Ts = Ty

(20)

Man zeichne die zueinander orthogonalen Vektoren 7ig und & x & und unter dem Winkel ©(A)
gegen 7ig den Vektor 7i(A) und die gleichgerichtete Komponente @,(\) der Beschleunigung a(\).
Der Vektor & weist aus der Zeichenebene heraus. Man liest ab:

=\ -7 )G x O
N @1
a,(A)] @ (M) & x ]
Darin ist mit den Gln.(14), (15), (17) und (20)
. 5 R 5 . . . R IR ((.:5 X (.:5)2
a.(\) - 7is = d(\) - ris = a(0) - s, a,(A\)-dxd=(Ag—A) @ (22)
W
Folglich ist
= Qe N Bx6]_ (a— V@ x9)? 23)
ao)-is || a0) - (& x @) x 3]
Der Vergleich mit (12) liefert den gesuchten Ausdruck fiir den Drall:
5Zﬂ®ﬂ@xf?ﬁﬂ (24)

Mit den GIn.(19) und (24) kann man die Striktionslinie und fiir jeden Punkt dieser Linie den zu-
gehorigen Drall angeben, sobald 7y, s, d,, & und & eines Korpers als Funktionen eines Parameters
bekannt sind.

Zusammenfassung

Fiir den Ortsvektor des Striktionspunktes und fiir den Drall der schrotenden Axoide des starren
Korpers wurden neuartige Ausdriicke angegeben. Sie verwenden dieselben Groéflen, mit denen
Lagen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen von Korperpunkten bestimmt werden.
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