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Bestimmung der Parameter
einer Regressionsellipse
in allgemeiner Raumlage

Michael Losler,
Martin Nitschke

Dreidimensionale Koordinaten von diskreten
Punkten eines zu untersuchenden Objektes
konnen mit verschiedenen geodatischen Mess-
systemen erfasst werden. Um jedoch eine quali-
tative Aussage beziiglich der Grof3e, Form oder
Lage dieses Objektes treffen zu konnen, werden
Algorithmen zur Schéitzung von Approximati-
onsformen benétigt. Das Ableiten von Formma-
Ben mithilfe der Methode der kleinsten Quadrate
bildet die Grundlage bei der Qualititsiiber-
wachung und -analyse z.B. im Anlagen- und
Maschinenbau. Am Beispiel der Ellipsenausglei-
chung werden in diesem Beitrag zunichst Be-
stimmungsverfahren in der Ebene beschrieben,
die anschlieBend auf den allgemeinen raumlichen
Fall iibertragen werden und in einem einfach zu
implementierenden funktionalen Modell zur
Parameterschitzung miinden.

Einleitung

Mithilfe von Laserscannern oder den Methoden der Pho-
togrammetrie lassen sich innerhalb kiirzester Zeit voll-
stindige Objekte erfassen. Koordinatenmessmaschinen
oder Lasertracker sind dariiber hinaus préadestiniert, Ob-
jektteile hochgenau zu vermessen. Unabhingig von der
eingesetzten Messtechnik wird im Allgemeinen die ge-
wonnene Punktwolke weiterverarbeitet und stellt noch
kein Endergebnis dar. In diesem Zusammenhang spielt
die Formanalyse eine grofle Rolle. Hierbei wird versucht,
entweder die gesamte Punktwolke oder Teile von dieser
durch bestimmte Regelgeometrien zu beschreiben, wie
z.B. Kugel, Ebene, Kegel oder Zylinder. Mit den gewon-
nenen Formparametern konnen bspw. Riickschliisse auf
die Fertigungsqualitit (Geradheit, Ebenfldchigkeit, Rund-
heit usw.) des Objektes gezogen werden (GRONE und
Scuwarz, 1995). Neben den schon genannten rdumlichen
Formen sind auch klassische 2D-Formen wie bspw. Ge-
raden, Kreise oder Ellipsen in den 3D-Raum zu iiber-
fiihren. So ldsst sich bei rotativen Bewegungen mithilfe
von 3D-Kreisen die Drehachse geometrisch bestimmen
und letztlich durch eine rdumliche Regressionsgerade be-
schreiben, was bspw. bei der Referenzpunktbestimmung
von Radioteleskopen Anwendung findet (z.B. LOsLER
und EscHELBACH, 2009). Aber auch abseits der klassischen
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Formanalyse in der Messtechnik spielen ebene Formen im
Raum eine wichtige Rolle z.B. bei der Bestimmung von
Orientierungsparametern fiir scannende Messsysteme
mithilfe eines Dreharms (HENNES und RicHTER, 2008)
oder bei der Beschreibung von Satellitenbahnen durch
im Raum liegende Ellipsen — 1. Keplergesetz (z.B. BAUER,
2002).

In diesem Beitrag wird ein anschauliches Modell zur
Schitzung der Parameter einer Regressionsellipse in all-
gemeiner raumlicher Lage beschrieben. Hierzu werden
zunidchst zwei Standardverfahren zur Ellipsenausglei-
chung in der Ebene aufgezeigt, die sich mithilfe einer Dre-
hung auch auf den rdumlichen Fall iibertragen lassen und
dort zweistufig gelost werden konnen. Da es sich bei
dieser zweistufigen Losung nicht um eine orthogonale
Regression handelt, wird im Anschluss ein einfach zu im-
plementierendes funktionales Modell zur Schitzung der
Form- und Lageparameter einer allgemeinen Regres-
sionsellipse abgeleitet.

Ansatze zur Ellipsenausgleichung in der Ebene

Die allgemeine Ellipsengleichung in der Ebene lautet
(z.B. NITSCHKE, 2005)

((xi — xp)cos o+ (y; — yo) sin oc>2+

a

+<—(xi—xo)sinoc+(yi—y0)005“>2_1 —0 (1a)

b

bzw. in Matrizenform als Parameterdarstellung
Xi—Xo| | cosa
Vi—yo| | —sina
(1b)

Dabei ist « der Drehwinkel, um den die Ellipse gegeniiber
der Normallage geneigt ist, a bzw. b bezeichnen die grofie
bzw. die kleine Halbachse, Py = [xo yo]T den Ellipsen-
mittelpunkt und P; = [x; y;|]" einen beliebigen Ellipsen-
punkt. Mit der linearen Exzentrizitit e

e=Va’—b? (2)

und des Drehwinkels o lassen sich die beiden Brenn-
punkte F; und F, durch polares Anhidngen an den
Ellipsenmittelpunkt Py bestimmen (Abbildung 1).

Zur Bestimmung der fiinf Ellipsenparameter schligt
(Benning, 2010) eine Ausgleichung im GauB-Helmert-
Modell vor, bei der Gleichung(la) zum einen partiell

sinoc] {acosti

cos o bsint~]’ mit 0 < 4; < 27
1
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Abb. 1: Ellipse in allgemeiner Lage in der Ebene

nach den fiinf unbekannten Parametern abgeleitet wird
und diese in der Jacobi-Matrix A zusammengefasst wer-
den und zum anderen die Designmatrix B mit den partiel-
len Ableitungen nach den Beobachtungen aufgestellt
wird. Die Linearisierung erfolgt hierbei zunichst an
den Beobachtungen L, und den Nidherungswerten der Un-
bekannten X,. Das zu 16sende Gleichungssystem ergibt
sich in Blockmatrizenschreibweise zu:

BQLLBT A - -—wl k (3)
AT 0 0| |x

wobei Q;; die Kofaktormatrix der Beobachtungen und w
der Widerspruchsvektor ist. Der Vektor X enthilt die
Unbekannten und k die Lagrangeschen Korrelaten. Das
nicht-lineare Gleichungssystem wird iterativ gelost und
der Differenzfortschritt X in jedem Durchlauf an den Ni-
herungswerten X, und die Verbesserungen v an den Beob-
achtungen Ly der letzten Iteration angebracht (GHILANI
und WoLr, 20006).

X=Xo+x (4a)

L=Ly+V

Die erste Niherung X, kann dabei z.B. aus einer Grafik
oder direkt aus der Punktwolke abgeleitet werden.

Die Ellipse gehort zu den Kurven zweiter Ordnung (Ke-
gelschnitte) und hat damit eine Gleichung der Form

(4b)

aix’ + ary* + V2asxy + asx + asy + ag = 0. (5)

Die Bestimmung der Koeffizienten von Gleichung (5)
kann wiederum im GauB-Helmert-Modell nach (3) er-
folgen, welches um eine geeignete Bedingungsgleichung
zu erweitern ist (JAGER et al., 2005). Die unbekannten
Formparameter der Ellipse sind anschlieBend aus den
Koeffizienten a; abzuleiten. Mit diesem Ansatz lassen
sich prinzipiell alle Kurven 2. Ordnung ohne Vorgabe
von Niherungswerten bestimmen. Hierzu zédhlen neben
der Ellipse: die Hyperbel und die Parabel. Eine Beschrei-
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bung und Herleitung dieses Ansatzes ist ausfiihrlich in
(DRrIXLER, 1993) zu finden.

Grundsitzlich ist dieser Ansatz dann sinnvoll, wenn auch
der Typ des Kegelschnitts (Ellipse, Parabel, Hyperbel) aus
der Punktwolke mitbestimmt werden soll. Ist jedoch be-
kannt, dass die gegebenen Punkte beispielsweise auf einer
Ellipse liegen, kann bei ungleichmiBig verteilten Punkten
(etwa alle in der Nihe eines Scheitels) der Ansatz(5)
trotzdem eine Hyperbel liefern. Ferner wird es numerisch
schwierig sein, eine Parabel zu detektieren. Weiterhin
konnen weder Form- noch Lageparameter direkt in (5) ab-
gelesen werden; hierzu ist eine Hauptachsentransforma-
tion erforderlich; vgl. zum Beispiel den Abschnitt {iber
Kegelschnitte in (GramLIcH, 2004). Eine Tabelle zur
direkten Typbestimmung eines Kegelschnittes aus den
Koeffizienten befindet sich etwa in (GoTTwALD et al.,
1995). Weitere nicht-iterative Losungsverfahren zur Para-
meterbestimmung mit (5) mittels Eigenwertzerlegung
liefern u.a. (FitzGiBBON et al., 1999) und (HALIR, 2000).
Ein Vergleich der Ergebnisse zwischen der geometrischen
Schitzung mit (1) und der sogenannten algebraischen
Bestimmung mithilfe von (5) wird ausfiihrlich in (GANDER
et al., 1994) diskutiert.

Schrittweise Bestimmung der
3D-Regressionsellipse

Zur Beschreibung einer im Raum liegenden Ellipse ist
Gleichung (1b) lediglich um zwei Drehungen zu erwei-
tern, etwa um die y-Achse um einen Winkel £ und um
die x-Achse um y:

X; — Xo acost;
Yi=Yo | = Re(7)Ry(B)R.(2) | bsint; |, mit 0 <#; < 2m.
Zi — 20 0

(6)

Das Losen von Gleichung (6) kann zweistufig erfolgen.
Zunichst wird die Ebene (7) bestimmt, die durch die El-
lipsenpunkte P; bestmdglich beschrieben wird:

worin ng der normierte Einheitsvektor und d der Abstand
der Ebene vom Ursprung ist.

AnschlieBend ist diese Ebene mit den Punkten so zu dre-
hen, dass sie parallel zur XY-Ebene liegt und damit
zi =z0 =d gilt. In dieser Lage konnen die Parameter
der Ellipse mit den auf diese Ebene projizierten Punkten
unter Nutzung eines der o.g. Verfahren berechnet werden.
Die Drehung der Punkte kann auf verschiedenen Wegen
erfolgen. Besonders anschaulich gestaltet sie sich hier
mithilfe einer Einheitsquaternion g.

. . & . €
=qo +iq1 +]jq2 + kg3 = cosi—i—usmi,
mit i> 4+ j* + k* = ijk = —1 (8)

Dabei sind ¢ der Drehwinkel und u = iu; + ju, + kus die
Quaternion, die dem die Drehachse definierenden Ein-
heitsvektor [ u, u3]" entspricht. Eine didaktisch gute
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Abb. 2: Rotationsachse und -winkel aus rdumlicher Lage
der Ellipse

Einfilhrung in die Quaternionen-Algebra liefert bspw.
(Kutpers, 2002).

Soll eine Rotation mithilfe ¢ von dargestellt werden, so
ist zunéchst der Punkt P in eine Quaternion p zu iiber-
fiihren, indem der Skalarteil py Null gesetzt wird und
p = ip; + jp2 + kp; die Koordinaten des Punktes P ent-
hilt. AnschlieBend erfolgt die Drehung von p durch

pe=apq . ©)
Eine Umformung von ¢ in eine dquivalente und ggf. ge-

brauchlichere Rotationsmatrix R ist in (NITSCHKE und
KNICKMEYER, 2000) zu finden:

R = (g5 —q"a)l +2aq" — gglq x], (10a)
worin [¢ x| die schiefsymmetrische Matrix
0 -4 ¢ qi
[ x]=1| g3 0 —qi|, mitq= |q (10b)
¢ q 0 93
ist.

Die Rotationsachse u, um die die Ellipsenpunkte gedreht
werden miissen, damit sie parallel zur XY-Ebene liegen,
muss senkrecht auf der Z-Achse und dem Normalenvektor
no der Ebene stehen. Sie lédsst sich iiber das Kreuzprodukt
bestimmen (vgl. Abbildung 2).

(11)

Der noch fehlende Drehwinkel ¢ in (8) ist der Winkel, den
die Z-Achse mit ng einschlief3t:

u= [noy_ — R, O] !

(12)

Durch die Drehung der Ellipse in eine zur XY-Ebene
parallele Lage reduziert sich das eigentliche 3D-Problem
in ein zweidimensionales, sodass die Minimierung nicht
an der eigentlichen Zielfunktion (6) erfolgt, sondern an
(1) bzw. (5) mithilfe der Projektion der Punkte in der
Ebene. Die so ermittelten Koordinatenparameter der
Ellipse sind anschlieSend noch in die Ausgangslage durch

cose = ny,.
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Umkehrung von (9) zu iiberfiihren. Eine @hnliche zwei-
stufige Losungsstrategie schlagen (JiaNG und CHENG,
2005) auch zur Schitzung von 3D-Kreisen vor.

Direkte Schatzung der Parameter einer
3D-Ellipse

Geometrisch anschaulicher gelingt die Parameterschiit-
zung der Regressionsellipse iiber die Abstandssumme
eines Punktes P; zu den beiden Brennpunkten F; und
F, der Ellipse, die dem doppelten Betrag der grofen Halb-
achse a entsprechen muss.

L+ 1L =2a,

wobei [; bzw. [, der Abstand P;F| bzw. P;F5 ist.

Fiir die Schitzung der Regressionsellipse ist Glei-
chung (13) mit der Ebenengleichung (7) zu kombinieren.
Damit die Losung eindeutig wird, sind drei Nebenbedin-
gungen hinzuzufiigen. Neben dem Normalenvektor der
Ebene, der auf die Linge 1 zu normieren ist, miissen
die beiden Brennpunkte der Ellipse in der Regressions-
ebene liegen.

(13)

néx + ngv + n(z)z =1 (14a)
no X, + no,yr, +no.zr, =d (14b)
no, X, + no,yr, +no,zr, = d (14c¢)

Insgesamt besitzt das aufzustellende Gleichungssystem
somit elf unbekannte Parameter, die sich in zwei Gruppen
unterteilen X = [Xgyipse XE;,W]T, mit:

XEllipse = [XF, YF, ZF, XF, YF, ZF, a}T (15a)
und
Xebene = [0, 1o, no_ d]" . (15b)

Die kleine Halbachse b ldsst sich mit (2) bestimmen, wo-
bei 2e¢ dem Abstand zwischen beiden Brennpunkten ent-
spricht. Der Mittelpunkt der Ellipse ergibt sich aus:

Py = 0.5(F) + F). (16)

Eine Schitzung aller Parameter in einem Modell kann in
einem Gaul3-Helmert-Modell mit Unbekannten in den Re-
striktionen erfolgen. Hierzu ist (3) zum einen um die drei
notwendigen Bedingungsgleichungen (14a, b, ¢) und zum
anderen um die Gleichungen (2) und (16), die zur Bestim-
mung der Zusatzparameter benotigt werden, zu erweitern.

BQLLBT A 0 k] —Ww
AT 0 K'||x|=]0 (17)
0 K 0 ky —r

Dabei ist die Konditionsmatrix durch K gegeben und die
Widerspriiche dieser Bedingungen im Vektor r zusam-
mengefasst. Der Unbekanntenvektor X vergroBert sich
noch einmal um die vier Zusatzparameter des Mittelpunk-
tes Py = [xo Yo zO]T und der kleinen Halbachse b.

Die rdumliche Orientierung der Ellipse wird nun nicht
mehr explizit durch drei Drehwinkel beschrieben, sondern
ist einerseits durch den Normalenvektor der Ebene und
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andererseits durch die Lage der Brennpunkte parametri-
siert. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass das Aus-
gleichungsproblem nicht in zwei Teilprobleme zerlegt
wird und somit die Minimierung an der eigentlichen Ziel-
funktion stattfindet. Ist eine (vollbesetzte) Kovarianzma-
trix Qg fiir die Ellipsenpunkte z.B. aus einer vorangegan-
genen Ausgleichung vorhanden, kann diese direkt in (17)
beriicksichtigt werden. Liegen fiir die zu schitzenden
Ellipsenparameter keine Néiherungswerte vor, bietet
sich zunichst eine zweistufige Auswertung an, die bei Be-
darf mit einem robusten Optimierungsalgorithmus wie
bspw. dem von LEVENBERG (1944) und MARQUARDT
(1963) entwickelten Levenberg-Marquardt-Algorithmus
kombiniert werden kann. Gleichung (13) gilt dariiber hi-
naus fiir beliebige Ellipsen, sodass selbstverstindlich auch
eine Parameterbestimmung in der Ebene mit dieser erfol-
gen kann. Neben den FormmafBen der Regressionsellipse
liegen nach der Ausgleichung auch vollstindige Kova-
rianzinformationen dieser Parameter vor, die zum einen
die Giite der bestimmten GroBen aufzeigen und zur Qua-
litdtsbeurteilung heranzuziehen sind und zum anderen
beim Ableiten weiterer Gro3en im Unsicherheitsbudget
zwingend Beriicksichtigung finden sollten (HENNES und
HEeisTER, 2007).

Nachteilig ist, dass der Algorithmus versagt, wenn beide
Halbachsen der Ellipse gleich grofl sind und die Form
einen Kreis beschreibt, da in diesem Fall ein Rangdefekt
auftritt. Die beiden Brennpunkte fallen hierbei mit dem
Ellipsenmittelpunkt zusammen.

Py=F =F, (18)

Gleichung (17) kann somit nicht durch Bilden der reguli-
ren Inversen gelost werden, sodass entweder iiber die
Pseudoinverse eine optimale Losung mit kleinster
Norm zu bestimmen ist oder besser ein einfacheres (pas-
senderes) funktionales Modell gewéhlt werden sollte.

Beispiele und Quellcode

Mit Gleichung (6) konnen beliebige Punkte auf einer El-
lipse berechnet werden, wenn entsprechende Formpara-
meter vorgegeben sind. Die Parameter einer fiktiv ge-
wihlten Soll-Form sind in Tabelle 1 gegeben.

Tab. 1: Parameter der Soll-Ellipse

Parameter | X Yo 20 a b Y B o

10m 120° | 70°

Wert 25m| Sm | 7Tm | 3m | 50°

Der Normalenvektor ny der Ebene ergibt sich zu:

no, 0 0.8660
no, | = Re(7)Ry(B)R-() [0 | = | 0.3830 [, (19)
no, 1 -0.3214
sodass sich mittels von (7) ein Abstand vond = 16.6288m
ergibt.

Die Verteilung der Ellipsenpunkte kann tiber den Parame-
terwinkel ¢ in (6) gesteuert werden. Als Datengrundlage
sollen zunichst 20 Punkte dienen, die gleichverteilt auf
der Ellipse liegen. Da von diesem Idealfall in der Praxis
nicht immer auszugehen ist, wird im zweiten Beispiel die

1 1
Lage der 20 Punkte mit —gn <t < gn derart einge-

schrinkt, dass diese sich lediglich an einem Scheitel
der Ellipse konzentrieren. Als letztes Beispiel soll der
Sonderfall Kreis dienen, in dem a = b = 7 gesetzt wird.
Fiir die Riickbestimmung der Formparameter werden die
ermittelten Punkte dariiber hinaus noch mit einem normal-
verteilten Rauschen in allen drei Komponenten von
o = Smm iiberlagert. In Tabelle 2 sind die ermittelten Er-
gebnisse der Simulationen zu finden, die in Abbildung 3
dargestellt sind.

Tab. 2: Formmafe der geschiitzten Ellipsen

Parameter Gleichverteilung Scheitelpunkt Kreis
Xo 10.001 9.985 9.999
Yo 25.002 25.054 25.000
20 5.003 5.063 5.001
a 6.999 6.923 7.003
b 3.000 2.980 6.999
no, 0.866 0.866 0.866
1o, 0.383 0.382 0.383
no, —0.322 —0.323 —0.322
d 16.624 16.577 16.619

— Regressionsellipse
Mittelpunkt PO
Brennpunkt F1
Brennpunkt F2 N
% Ellipsenpunkte

Abb. 3: Ellipsenpunkte und geschiitzte Regressionsform
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Die geschitzten Ellipsenparameter bei einer gleichverteil-
ten Anordnung der Punkte im ersten Beispiel passen er-
wartungsgemill gut zu den vorgegebenen Formmalen.
Auch die Schitzung der Kreisform gelingt ohne Probleme
mit dhnlicher Qualitét. Die einseitige Punktkonzentration
an einem Scheitel der Ellipse verschlechtert die Para-
meterbestimmung sichtlich, sodass grundsitzlich bei
der Erfassung von Objekten eine gleichméifige Verteilung
zu empfehlen ist. Werden die unverrauschten Ellipsen-
punkte jeweils ins Modell eingefiihrt, so werden bei allen
drei Beispielen die Soll-Parameter zuriickbestimmt, wo-
bei fiir den Kreis aufgrund des o.g. Rangdefektes die Lo-
sung nur iiber die Pseudoinverse gelingt.
Programmcode in MATLAB, der sich leicht in andere
Programmierumgebungen iibertragen ldsst, steht unter
http://diegeodaeten.de/ellipsenausgleichung/ zur Verfii-
gung. Dort ist auch der Quelltext zu den o.g. Beispielen
zu finden.

Resiimee

Die klassische Aufgabe der Formanalyse besteht darin,
die Beschreibung von Punktwolken in einer mathematisch
einfach zu interpretierenden Form vorzunehmen. Die
hierbei zu wihlende Approximationsform soll die Punkte
bestmoglich reprisentieren. Die Messtechnik trigt somit
maBgeblich zur Qualitétssicherung bei, indem sie Form-
mafe von Objekten bestimmt. So ist es erst nach der
Formanalyse moglich, bestimmte Eigenschaften bzw.
Merkmale eines Objektes wie z.B. Geradheit, Rundheit
oder Ebenheit mathematisch zu beschreiben, zu priifen
und letztlich zu kontrollieren.

Fiir die Regressionsellipse wurden in diesem Artikel gén-
gige Verfahren zu Parameterschitzung in der Ebene auf-
gelistet und eine mogliche Ubertragung auf den rdumli-
chen Fall diskutiert, welche zweistufig zu I6sen ist. Ab-
schlieBend wurde ein leicht zu implementierendes mathe-
matisches Modell zur direkten Ableitung der Parameter
einer raumlichen Regressionsellipse aufgezeigt. Anhand
von typischen Beispielen wurde die generelle Eignung
des Algorithmus pragmatisch belegt.
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