Phasenraum-Masterintegrale zur
Berechnung der Higgsproduktion in
Gluonfusion

Zur Erlangung des akademischen Grades eines

DOKTORS DER NATURWISSENSCHAFTEN
an der Fakultét fiir Physik des
Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT)
genehmigte

Dissertation

von
Dipl.-Phys. Maik Hdschele

aus Karlsruhe

AT

Karlsruher Institut fur Technologie

Referent: Prof. Dr. M. Steinhauser
Korreferent: Prof. Dr. K. Melnikov
Tag der miindlichen Priifung: 26.06.2015



Dieses Werk ist lizenziert unter einer Creative Commons Namensnennung —
Weitergabe unter gleichen Bedingungen 3.0 Deutschland Lizenz
(CC BY-SA 3.0 DE): http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/de/



Inhaltsverzeichnis

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

. Einleitung

. Vom Wirkungsquerschnitt zu Phasenraum-Masterintegralen

Effektive Theorie . . . . . . . . . . .
Virtuelle und reelle Korrekturen . . . . . . . . .. . ... ... ....

Partonischer und hadronischer Wirkungsquerschnitt . . . . . . .. ..

Status theoretischer Vorhersagen zum Wirkungsquerschnitt . . . . . .

Unitaritdt in umgekehrter Form . . . . . . . ... ..o

Topologie . . . . . . . .

Reduktion auf Masterintegrale . . . . . . ... ... .. ... ... ..

Definition der Phasenraum-Masterintegrale . . . . . .. ... .. ...

2.8.1.
2.8.2.

Definition als Schleifenintegral im euklidischen Raum . . . . . .
Definition als Phasenraumintegral . . . . . . ... ... . ...

Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

3.1. Motivation fiir soften Grenzfall x — 1 . . . . . . . . . . . .. .. ...
3.2. Konventioneller Ansatz . . . . . . . . . ..

3.3.

3.2.1.
3.2.2.
3.2.3.
3.2.4.
3.2.5.
3.2.6.
3.2.7.

3.2.8.

Kugelkoordinaten in D Dimensionen . . . . . .. ... .. ...
2-Teilchen-Phasenraum . . . . . . ... ... ... .. .....
3-Teilchen-Phasenraum . . . . ... .. ... .. ........
4-Teilchen-Phasenraum . . . . . .. .. ... ... .. .....
Schleifeneinsetzungen . . . . . . . ..o Lo
Integrationsformeln . . . . . .. ... ... ... ...
NNLO-Beispiele . . . .. . ... .
3.2.7.1. Reell-virtuelle Masterintegrale . . . . ... ... ...
3.2.7.2. Reelle Masterintegrale . . . . . .. .. ... ... ...
N3LO-Beispiele . . . . . . . ..

Rotationsinvarianter Ansatz . . . . . . . . . . . ... ...

3.3.1.

3.3.2.

Entwicklung reeller Korrekturen im soften Grenzfall . . . . . .
3.3.1.1. N3LO-Beispiel . . . ... ... ... ... .......
3.3.1.2.  Anmerkungen . . ... ... ... oL
Vom Phasenraum-Masterintegral zum Mellin-Barnes-Integral

3.3.2.1. Integrationsformeln fiir Winkelintegrale . . . . . . . .
3.3.2.2. Anmerkungen . . ... ... .. L.

© N O ot w W

iii



Inhaltsverzeichnis

4,

v

3.3.3. Mellin-Barnes-Darstellung der soften Masterintegrale und nu-
merische Losungen . . . . . . . . ..o oL 43
3.3.3.1. Mellin-Barnes-Darstellung der soften Masterintegrale 43
3.3.3.2.  Numerische Losung der soften Masterintegrale . . . . 45
3.3.3.3.  Analytische Losung des soften Masterintegrals Fiq(€) 47

Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale 49
4.1. Differentialgleichungen fiir Masterintegrale . . . . . . . . . . ... ... 50
4.2. Kanonische Form der Differentialgleichungen . . . . . ... ... ... 51
4.2.1. Basiswechsel . . . .. ... ... 52
4.2.2. Kanonische Basis . . . . . . . .. ... ... .. 52
4.3. Suchen und Finden geeigneter Kandidaten . . . . . . . . . .. ... .. 54
4.3.1. Feynman-Parameter . . .. ... ... ... ... ........ 55
4.3.2. 2-Punkt Subgraphen . . . .. .. ... oo 56
4.3.3. Gezielte Linearkombinationen . . . . . . . . ... ... ... .. 57
4.3.4. Normierung . . . . . . . . . . .. 57
4.3.5. Unitaritétsschnitte und gezieltes hinzufiigen von Skalarprodukten 59
4.3.6. Ahnlichkeitsbeziehungen . . . . . . . . . ... ... ... .... 61
4.4. Konstruktion gekoppelter Systeme . . . . . . ... ... L. 62
4.4.1. Charakteristische Form der Differentialgleichungen hoherer Ord-
NUNE . o v v v v e e e e e e e e e e e e e 63
4.4.2. Konstruktion der kanonischen Basis . . . . ... ... ... .. 65
4.4.3. Algorithmus fiir zwei gekoppelte Masterintegrale . . . . . . . . 66
4.4.4. Beispiel des 3-Teilchen Phasenraumintegrals . . . . . . . . . .. 67
4.4.5. Beispiel mit nicht verschwindender Inhomogenitat . . . . . . . 68
4.4.6. Drei und mehr gekoppelte Differentialgleichungen . . . . . . . . 69
4.4.7. Algorithmus fiir mehrere gekoppelte Masterintegrale . . . . . . 71
4.4.8. Beispiel drei gekoppelter Masterintegrale . . . . . . .. ... .. 72
4.5. Kanonische Basis auf NNLO . . . . . . ... .. ... ... .. ..... 75
4.6. Kanonische Basis und Ergebnisse auf N3LO . . . . . .. ... ... .. 81
4.6.1. Durchgefiithrte Tests . . . . . . .. .. ... ... ... ... 82
4.6.2. Bemerkungen zu Spezialfillen . . . . . . . ... ... 83
Kollineare Abstrahlung des Anfangszustands 87
5.1. Splitting-Funktion und Faltung . . . . . .. ... ... ... ... ... 87
5.2. Splitting-Funktionen héherer Ordnungen . . . . . . . . . . .. ... .. 91
5.3. Berechnung von Faltungen . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 94
5.3.1. Mellin Transformation . . . . . . ... .. .. ... ... .... 94
5.3.2. Algorithmus . . . . . . . ... ... 95
5.4. Ergebnisse . . . . . ..o 95
Partonische Wirkungsquerschnitte auf N3LO 97
6.1. qf = H+qq . ... ... . . 97
6.2. Fermionischer Anteil von q¢q = H 4+qq . . . . . . . . . . .. ... ... 105



Inhaltsverzeichnis

7. Zusammenfassung 107
Anhang
A. Abbildungen 109
B. Beigefiigte Dokumente und Dateien 111
C. Tabellen 113
D. Herleitung des 4-Teilchen-Phasenraums im Ruhesystem von £k, ko, k3 119
D.1. Anzahl relevanter Dimensionen . . . . . . ... .. .. ... ...... 119
D.2. Energie- und Impulserhaltung . . . . . . .. .. .. ... ... ... 119
D.3. Anzahl der Integrationsvariablen . . . . .. ... ... ... ... ... 120
D.4. Parametrisierung von py und ¢ . . . . . . . ... 120
D.5. Parametrisierung von ki, ko und k3 . . . . . ... ... 121
D.6. Faktorisierung des Phasenraums . . . . . . .. . ... ... ... ... 123
D.7. Berechnung von [ dPSEE) .......................... 124
D.8. Berechnung von fdPSEll) .......................... 127
D.9. Zusammensetzen des Phasenraums . . . . . .. ... ... .. ... 130
Literaturverzeichnis 133






1. Einleitung

Der Higgs-Mechanismus wurde von Francois Englert, Robert Brout, Peter Higgs,
Gerald Guralnik, Carl Hagen und Sir Thomas Kibble in die Teilchenphysik ein-
gefiihrt [1, 2, 3]. Er beschreibt, wie Eichbosonen durch spontane Symmetriebrechung
ihre Masse erhalten. Da die Symmetrie dabei nicht durch explizite Terme in der
Lagrangedichte verletzt wird, ist die resultierende Theorie renormierbar, enthélt aber
zwanslaufig unvollstdndige skalare Multiplets. Im Standardmodell der Teilchenphy-
sik [4, 5, 6] wird eine SU(2)r, x U(1)y spontan zu einer U(1). gebrochen. Dadurch
ergeben sich zum einen Massen fiir W*, W~ und Z°. Zum anderen verliert das
komplexe Higgsdublett drei seiner Freiheitsgrade. Es resultiert ein reelles, massives
skalares Boson, das Higgs-Boson.

Im Jahr 2012 konnte ein skalares Teilchen von den Detektoren ATLAS und CMS am
Large Hadron Collider (LHC) nachgewiesen werden [7, 8]. Unter der Annahme, dass
es sich dabei um das Higgs-Boson handelt, sind alle Parameter des Standardmodells
bekannt, welches als renormierbare Theorie Vorhersagen bis zu héchsten Energieen
machen kann. So konnte das Standardmodell unsere Natur bis zur Planck-Skala,
der Energieskala, bei der Gravitationseffekte dominant werden, beschreiben [9, 10].
Dennoch bleiben Fragen, die vornehmlich aus der Kosmologie kommen, in diesem
Modell unbeantwortet. So weist das Standardmodell kein elementares Teilchen auf,
welches die Rolle der Dunklen Materie einnehmen konnte. Des weiteren gibt es nur
wenige Ansiétze diese als z.B. aus Top-Quarks zusammengesetzt aufzufassen [11].
Aber auch iiber das Ritsel der Dunklen Materie hinaus, gibt es zahlreiche Griinde,
die sich sowohl aus fundamentalen als auch aus dsthetischen Fragen ableiten lassen,
nach Physik jenseits des Standardmodells zu suchen. Dazu zdhlen beispielsweise die
Vereinheitlichung der Wechselwirkungen oder auch eine dynamische Generierung der
Baryonenasymmetrie.

Zur Beantwortung dieser Fragen werden typischerweise Theorien mit erweiterten
Higgssektoren, wie zum Beispiel supersymmetrische Modelle untersucht, aber auch
solche, in denen das Higgs-Boson nicht elementar, sondern zusammengesetzt ist.
Eine der spannendsten offenen Fragen ist also die nach der Natur des gefundenen
Higgs-Bosons. Hat es tatséchlich die vom Standardmodell vorhergesagten Eigenschaf-
ten, oder gibt es bislang unbeobachtete Abweichungen, die wir einer iibergeordneten
Theorie zuschreiben kéonnen? Untersuchungen am LHC beschreiben das Higgs-Boson
gegenwértig als mit dem Standardmodell vereinbar [12]. Es sind also weitere An-
strengungen, sowohl auf experimenteller, als auch auf Seite der Theorie nétig, um
die Natur des Higgs-Bosons zu entschliisseln. In diesem Zusammenhang ist eine
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préazisere Berechnung der Standardmodellvorhersagen unabdingbar, was insbesondere
den am LHC dominanten Produktionsprozess des Higgs-Bosons in Gluonfusion mit
einschliefit. Diese Arbeit leistet dazu einen wesentlichen Beitrag, sowohl mit der
Berechnung der auftretenden Phasenraumintegrale, als auch mit der Anwendung und
Weiterentwicklung aktueller mathematischer Methoden.

In Abschnitt 2 stellen wir dazu den Zusammenhang zwischen dem totalen inklusi-
ven Wirkungsquerschnitt der Higgsproduktion in Gluonfusion und den Phasenraum-
Masterintegralen dar. Wir berechnen diese in Abschnitt 3 im Grenzfall energiearmer
abgestrahlter Gluonen und Quarks. Es folgt eine Diskussion der Berechnung der Pha-
senraumintegrale mit voller Abhéngigkeit von der partonischen Schwerpunktsenergie
mittels Differentialgleichungsmethode in Abschnitt 4. Hierbei geben wir anhand kon-
kreter Beispiele zahlreiche Hinweise, wie sich eine dazu addquate Basis von Masterin-
tegralen finden ldsst. Anschlieflend beschreiben wir in Abschnitt 5 den Formalismus
zur Behebung von Divergenzen, die durch kollinear abgestrahlte Partonen aufteten.
Schliefflich kommen wir in Abschnitt 6 zu den partonischen Wirkungsquerschnitten,
die sich nach Einsetzen der Losungen der Masterintegrale ergeben, bevor wir in Ab-
schnitt 7 eine Zusammenfassung geben. Teile der hier vorgestellten Arbeit fiihrten zu
den Publikationen [13, 14, 15, 16].



2. Vom Wirkungsquerschnitt zu
Phasenraum-Masterintegralen

Im Standardmodell ist der dominante Produktionsprozess fiir ein Higgs-Boson der
Masse mj, =~ 126 GeV am LHC durch Gluonfusion gegeben. In diesem Abschnitt wol-
len wir erldutern, wie sich die Berechnung des totalen inklusiven Wirkungsquerschnitts
dieses Prozesses auf Masterintegrale reduzieren ldsst. Dazu werden wir zunéchst in Ab-
schnitt 2.1 die effektive Theorie, in der wir arbeiten, einfithren. In Abschnitt 2.2 disku-
tieren wir Quantenkorrekturen zu dem Prozess. Der Ubergang vom partonischen zum
hadronischen Wirkungsquerschnitt folgt in Abschnitt 2.3 und miindet in Abschnitt 2.4
im Status gegenwirtiger Theorievorhersagen. In den Abschnitten 2.5, 2.6 und 2.7
erliutern wir die zu Grunde liegenden Techniken, die uns zu den in Abschnitt 2.8
definierten Masterintegralen fithren. Die in diesem einfithrenden Kapitel beschriebene
Rechnung, welche die Generierung der Feynmandiagramme, das Abbilden auf Topolo-
gien und die anschlieBende Reduktion auf Masterintegrale mit einschlie8t, wurde von
Jens Hoff durchgefiihrt und ist in seiner Dissertation beschrieben [17].

2.1. Effektive Theorie

Am Proton-Proton Beschleuniger LHC ist Gluonfusion der dominante Produktions-
kanal fiir das Higgs-Boson. Da die Kopplung zwischen massiven Teilchen und dem
Higgs-Boson proportional zur Masse der Teilchen ist, dominiert im Standardmodell
das schwere Top-Quark. Der schleifeninduzierte Produktionsprozess ist auf der linken
Seite von Abb. 2.1 dargestellt. Die einlaufenden Impulse der Gluonen p; und ps fiigen

I}A

P2,

Abbildung 2.1.: Diagramm fithrender Ordnung zur Berechnung der Higgsproduktion
in Gluonfusion. Die dicke Fermionlinie stellt das Top-Quark dar. Im Limes m; — oo
wird die Topschleife zu einem effektiven Gluon-Gluon-Higgs Vertex zusammengezogen.

den Massenskalen mjy und m; von Higgs-Boson und Top-Quark, eine weitere Skala,
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die partonische Schwerpunktsenergie hinzu, dessen Quadrat sich aus

s = (p1+p2)® = 2p1py (2.1)

ergibt. Dabei haben wir ausgenutzt, dass die einlaufenden Partonen auf ihren Mas-
senschalen (engl. on-shell) sind, d.h. dass

pi=ps=0 (2.2)

gilt. Wir betrachten in dieser Arbeit QCD-Korrekturen zum totalen inklusiven Wir-
kungsquerschnitt, d.h. wir fassen diesen als Storungsreihe in der starken Kopplungs-
konstante auf. Wéhrend auf fithrender (LO) und néchstfithrender (NLO) Ordnung in
my exakte Berechnungen des Wirkungsquerschnitts moglich sind, vgl. Abschnitt 2.4,
werden bereits auf iiberndchstfithrender (NNLO) Ordnung Néherungen notwendig, um
den Prozess analytisch zu berechnen. Daher machen wir uns die Hierarchie m; > my,
zu Nutze und arbeiten in einer effektiven Theorie, in der das Top-Quark ausintegriert
ist, siehe Ref. [18, 19, 20]. Im Grenzwert m; — oo werden QCD-Beitrige des Top-
Quarks unterdriickt, wihrend die Top-Quark-Schleife, welche Gluonen an das Higgs-
Boson koppelt, zu einem effektiven Vertex zusammengezogen wird, siche Abb. 2.1. Die
zugehorige effektive Lagrangedichte ist durch

H
Loy = ——C1(my)O + LD (2.3)

wobei ES))CD die QCD-Lagrangedichte mit fiinf masselosen Quarks, H das Higgs-
Boson, v den Vakuumerwartungswert und C(m;) den Wilson-Koeffizienten des Ope-
rators

1
O1 = 1Gu G (2.4)

mit dem Gluon-Feldstirketensor G, bezeichnet, gegeben. In der effektiven Theorie
bleibt lediglich eine logarithmische Abh#ngigkeit von der Top-Masse zuriick, welche
in Cy(m¢) absorbiert wird. Damit verringert die Verwendung der effektiven Theorie
nicht nur die Schleifenordnung um Eins, sondern ebenfalls die Anzahl auftretender
Skalen, was die Berechnung stark vereinfacht. Wir betonen, dass der Limes m; — oo
der effektiven Theorie zusétzlich die Hierarchie m; > /s impliziert. Am LHC kénnen
weitaus grofiere partonische Schwerpunktsenergien /s > my erreicht werden. Der
Hochenergiebereich ist jedoch durch den Abfall der Parton-Verteilungsfunktionen
(PDF) unterdriickt. AuBlerdem wurde die effektive Theorie durch explizite Unter-
suchungen auf NLO und NNLO, siche Abschnitt 2.4, als gute N#éherung bestétigt.
Wir gehen daher davon aus, dass wir sie auch auf iiberiibernéchstfiithrender Ordnung
(N3LO) verwenden konnen.

Im Rahmen dieser Arbeit treten sowohl ultraviolette (UV), infrarote (IR), als auch
kollineare Divergenzen auf. Alle diese Divergenzen werden dimensional regulari-
siert [21], d.h. wir rechnen in D = 4 — 2¢ Dimensionen, und verwenden das MS-
Renormierungsschema. Zur Behebung von UV Divergenzen miissen wir die starke
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Kopplung auf 3-Schleifenniveau renormieren [22, 23]. Die zugehorige Renormierungs-
konstante ist gegenwértig bereits auf 4-Schleifenniveau [24, 25, 26] bekannt. In der
effektiven Theorie verwenden wir die QCD mit n; = 5 masselosen Quarks, d.h. die
MS renormierte starke Kopplung an der Renormierungsskala p ist durch

as(p) = a{"=" () (2.5)

gegeben. Wie in Ref. [27] beschrieben, ldsst sich die Renormierung des Operators Oy
aus Gln. (2.3) und (2.4) auf die Renormierung von «; zuriickfithren, sodass keine
weiteren Renormierungskonstanten notwendig sind.

2.2. Virtuelle und reelle Korrekturen

Quantenkorrekturen zum Prozess der Higgsproduktion in Gluonfusion, lassen sich wie
bei jedem teilchenphysikalischen Prozess in zwei Klassen einteilen: Virtuelle Korrektu-
ren, bei denen virtuelle Teilchen ausgetauscht werden, was zu geschlossenen Schleifen
und damit verbundenen Schleifenintegralen fiihrt und reelle Korrekturen, welche Ab-
strahlung von Partonen darstellen. In Abb. 2.2 geben wir Feynman-Diagramme zur
Veranschaulichung der Korrekturen auf NLO an. Wéahrend wir auf LO lediglich den
Gluon-Gluon (gg)-Eingangskanal vorfinden, eréffnen sich bereits auf NLO durch das
Abstrahlen von Partonen neue Eingangskanile. Zum Beispiel kann, wie in Abb. 2.2
(c) dargestellt, ein Quark an ein Gluon koppeln, welches am Fusionsprozess teilnimmt.
Dies fiihrt zur Erzeugung eines Higgs-Bosons zusammen mit einem abgestrahlten
Quark, was einen Beitrag zum Quark-Gluon (gg)-Eingangskanal liefert. Klappt man
in diesem Diagramm das einlaufende Gluon und das auslaufende Quark um, sodass
ein Gluon abgestrahlt wird, so erhélt man einen Beitrag zum Quark-Antiquark (¢q)-
Kanal, Abb. 2.2 (d). Fiigt man dagegen dem oberen Gluon in Abb. 2.2 (c¢) analog
dem unteren Gluon eine Quarklinie hinzu, so erhilt man die in Abb. 2.2 (e) darge-
stellten Beitrige zu den Quark-Quark-Kanilen gq und ¢q’, wobei q # ¢’ gilt. Abb. 2.2
(f) stellt den gekreuzten Beitrag dar, der nur zum gg-Kanal beitrdgt. Damit werden
bereits auf NNLO, die partonischen Kanéle komplettiert. Zur Berechnung des Wir-
kungsquerschnitts muss iiber den Phasenraum der auslaufenden Teilchen, d.h. iiber
ihre Viererimpulse integriert werden. Wahrend bei virtuellen Korrekturen wie Abb. 2.2
(a) lediglich das Higgs-Boson produziert wird, dessen Viererimpuls durch Energie und
Impulserhaltung auf die Summe der einlaufenden Impulse py + py festgelegt ist, fithren
reelle Korrekturen dazu, dass man auf NLO iiber den Phasenraum zweier, auf NNLO
iiber den dreier und auf N3LO iiber den Phasenraum von vier Partonen integrieren
muss. Diese Phasenraumintegrale liegen im Fokus dieser Arbeit. Selbstverstéindlich
treten auf NNLO und N3LO auch gemischt reell-virtuelle Korrekturen auf, die auf
Phasenraumintegrale fithren, welche Schleifenintegrale im Integranden besitzen.
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(d) (e) (f)

Abbildung 2.2.: Beispieldiagramme, welche zur NLO Korrektur der Higgsproduktion
in Gluonfusion beitragen: (a) virtuelle Korrektur durch Austausch eines Gluons, (b)
reelle Abstrahlung eines Gluons, (c) reelle Abstrahlung eines Quarks und (d) reelle
Abstrahlung eines Gluons bei Quark-Antiquark Annihilation. Beispiele fiir NNLO
Korrekturen: (e) reelle Abstrahlung zweier Quarks und (f) reelle Abstrahlung zweier
identischer Quarks.

2.3. Partonischer und hadronischer Wirkungsquerschnitt

Wie in Abschnitt 2.1 erldutert treten in der effektiven Theorie nur zwei Massenskalen
m% und s auf. Wir definieren daher den dimensionslosen Parameter

xr = —". (2.6)

Der renormierte, totale inklusive partonische Wirkungsquerschnitt &;;() mit parto-
nischen Indizes 7,5 = g,q,q,q hingt somit von x und dem dimensionalen Regulari-
sierungsparameter €, den wir hier unterdriicken, ab. Die verbleibende Massenskala s
kann aus dimensionalen Uberlegungen rekonstruiert werden. Wir setzen daher s = 1.
Damit das Higgs-Boson produziert werden kann, muss ausreichend Energie vorhanden
sein, d.h. s > m% und daher

0<z<1. (2.7)

Des weiteren definieren wir den reduzierten partonischen Wirkungsquerschnitt &;;(x)
durch
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Dieser ist eine Storungsreihe in der starken Kopplungskonstante

. Grrm | . Qs . as\2 . as\3
o) = S a0+ 26w+ (%) 60 + (%) 6 @)

Lo [@)1 } (2.9)

sodass z.B. der LO Wirkungsquerschnitt durch

0(1 —x)

~(0
5y (z) = OigOjg—

iy (2.10)

gegeben ist. Wiahrend wir die Renormierung von UV Divergenzen bereits in Ab-
schnitt 2.1 angesprochen haben, werden wir in Abschnitt 5 die Renormierung kol-
linearer Divergenzen diskutieren. Fiir einen realen Hadronenbeschleuniger, wie den
LHC, ist natiirlich nur der physikalische, hadronische Wirkungsquerschnitt messbar?,
welcher sich aus dem partonischen Wirkungsquerschnitt und der MS renormierten
Parton-Verteilungsfunktion f/'(z) fiir das Hadron h durch die Faktorisierungsformel

1 1
_ N T _
Ohy+ha—HAX = Z/O dwl/o dzy [ (21)63 <—> F12(w2) (2.11)
i

122

ergibt. Dieser ist ein Maf} fiir die Wahrscheinlichkeit, dass in der Kollision der Ha-
dronen h; und heo, ein Higgs-Boson H potentiell zusammen mit weiteren Teilchen X
erzeugt wird.

2.4. Status theoretischer Vorhersagen zum
Wirkungsquerschnitt

Seit der theoretischen Untersuchung des Higgs-Mechanismus vor etwa einem halben
Jahrhundert und der Ausarbeitung moglicher Produktionskanéle an Beschleunigern
wurde fortlaufend daran gearbeitet, theoretische Vorhersagen zu verfeinern. Im
Folgenden geben wir eine Ubersicht iiber QCD-Korrekturen zum totalen inklusiven
Wirkungsquerschnitt der Higgsproduktion in Gluonfusion, siehe auch Ref. [28]. Eine
Zusammenfassung zum Status differentieller Wirkungsquerschnitte ist in Ref. [29]
gegeben.

Der LO Wirkungsquerschnitt [18, 30] mit exakter Abhingigkeit von Higgs- und
Top-Masse wurde in den 70er Jahren berechnet. NLO Korrekturen wurden in
den 90er Jahren zunichst im Rahmen der effektiven Theorie [31] im Grenzwert
my — oo berechnet und schliefllich auch in der vollen Theorie [32, 33] mit endlicher

Top-Masse. Fiir den LHC liefert das NLO Ergebnis eine Korrektur von 100% auf das

'Ein realer Detektor deckt nicht den gesamten Raumwinkel ab. Bei der Messung eines totalen in-
klusiven Wirkungsquerschnitts muss daher in nicht abgedeckte Bereiche extrapoliert werden.
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LO Ergebnis, was eine Berechnung des NNLO Wirkungsquerschnitts unabdingbar
machte. NNLO Korrekturen in der effektiven Theorie wurden in Refn. [34, 35, 36]
berechnet. Eine NNLO Rechnung mit exakter Abhéngigkeit von der Top-Masse
ist zum gegebenwirtigen Zeitpunkt nicht durchfithrbar. Es ist jedoch moglich eine
asymptotische Entwicklung in 1/m? zu konstruieren, um nschstfiithrende Terme
zu berechnen, welche in der effektiven Theorie vernachldssigt wurden. Nachdem
virtuelle [37, 38] und reelle [39, 40] Korrekturen in dieser Entwicklung berechnet
wurden, konnte in Refn. [39, 40, 41, 42] eine Interpolation zum Hochenergielimes [43]
durchgefithrt werden. Bei einer Higgs-Masse von 126 GeV betrédgt der Effekt einer
endlichen Top-Quark-Masse in der NNLO Korrektur auf den Wirkungsquerschnitt
jedoch weniger als 1%, was das Arbeiten in einer effektiven Theorie auch auf N3LO
gerechtfertigt erscheinen lésst.

Wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, wird in der effektiven Theorie der Wilson-
Koeffizient €7 des Operators O; eingefithrt. Dieser wurde in Ref. [44] iiber ein
Niederenergietheorem aus der Entkopplungskonstante der starken Kopplung bis
einschliefllich O(a?) berechnet, was ausreichend fiir eine N3LO-Berechnung der
Higgsproduktion ist. Heutzutage ist diese Grofle sogar in hoherer Schleifenordnung
bekannt, siehe Refn. [45, 46].

Sowohl die Renormierung ultravioletter als auch die kollinearer Divergenzen bendtigt
Wirkungsquerschnitte niedrigerer Schleifenordnungen in hoheren Ordnungen der
e-Entwicklung. Diese findet man in Refn. [14, 47]. Die zugehorigen NNLO Master-
integrale mit ausreichender Anzahl von Termen in der e-Entwicklung findet man in
Refn. [42, 48]. Mittels der in Refn. [49, 50] bis in 3-Schleifenordnung angegebenen
Splitting-Funktionen konnten auflerdem alle benétigten Faltungen [14, 47, 15] mit
Wirkungsquerschnitten niedrigerer Ordnungen berechnet werden, welche in die
Counterterme zur Renormierung kollinearer Divergenzen eingehen.

Der 3-Schleifen Formfaktor des effektiven Gluon-Gluon-Higgs Vertex [51, 52, 53]
enthilt die virtuellen N3LO-Korrekturen. N3LO-Anteile mit zwei 1-Schleifen Bei-
tridgen und einfacher reeller Emission wurden in Refn. [54, 55| berechnet. Des
weiteren wurden Korrekturen zum Wirkungsquerschnitt, die sich aus 2-Schleifen
Beitrdgen mit einfacher reeller Emission zusammensetzen nicht nur im soften
Grenzfall s &~ m7 [56, 57], sondern auch in voller Abhéngigkeit der partonischen
Schwerpunktsenergie [58, 59] berechnet. AuBerdem wurde die Berechnung von
Korrekturen mit einer Schleife und reeller Emission zweier Partonen im soften Limes
in Refn. [60, 61, 62] durchgefiihrt. Die vollsténdig reellen Korrekturen [63] wurden im
Rahmen einer soften Entwicklung erschlossen.

Nachdem der softe Grenzfall des Wirkungsquerschnitts in Refn. [60, 64] berechnet
wurde und der néchstfithrende Term [65] zunéchst die Konvergenz der soften Ent-
wicklung in Frage stellte, konnte diese Ungereimtheit durch eine softe Entwicklung
in 1 — x bis iiber die 30. Ordnung hinaus in Ref. [66] ausgerdumt werden. Nach
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fiinf Termen in der soften Entwicklung ist der Fehler, der durch Abbrechen der Rei-
henentwicklung entsteht, vernachldssigbar. Fiir hohe Ordnungen in der Entwicklung
des partonischen Wirkungsquerschnitts ist ein kleiner systematischer Anstieg zu
erkennen, welcher jedoch durch die Parton-Verteilungsfunktionen im hadronischen
Wirkungsquerschnitt unterdriickt ist. Daher ist das dort angegebene Ergebnis stabil
und fiir phenomenologische Fragen gut geeigent. Fiir eine Schwerpunktsenergie von
13 TeV am LHC und eine Renormierungsskala p, die mit der Faktorisierungsskala
identifiziert wurde, erhalten die Autoren bei y = my fiir den hadronischen Wir-
kungsquerschnitt eine Korrektur von NNLO nach N3LO von +10%, wiirend sich die
Kurven bei ca. p = 0,4my, schneiden. Der N3LO Wirkungsquerschnitt liegt bei ca.
44 pb mit einem durch Skalenvariation abgeschéitzten Fehler von wenigen Prozent.
Diesem Ergebnis waren, wie schon beim Schritt von NLO nach NNLO, siehe Ref. [67],
verschiedene Nidherungen [68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78] iiber NNLO
hinaus vorangegangen, welche unter anderem auf der Resummation softer Logarith-
men [79, 80, 81, 82| beruhen. Eine Diskussion, verschiedener Resummationsansétze
findet man in Ref. [83]. Es ist bemerkenswert, dass die jiingeren, aus N#herungen
erhaltenen Ergebnisse [75, 77, 78] gut mit dem Resultat [66] iibereinstimmen.

Auf N3LO liegt bislang lediglich ein Ergebnis des partonischen Wirkungsquerschnitts
fir ¢q¢ — H + qq' in voller Abhéngigkeit der partonischen Schwerpunktsenergie
vor [16].

2.5. Unitaritdt in umgekehrter Form

Wir betrachten in dieser Arbeit reelle Korrekturen zur Higgsproduktion. Die Metho-
de der Unitaritdt in umgekehrter Form (engl. reversed unitarity) wurde in Ref. [35]
entwickelt, vgl. auch Ref. [63]. Sie nutzt Cutkoskys Schnittregeln (engl. cutting ru-
les) [84] aus, um Phasenraumintegrale in Schleifenintegrale mit geschnittenen Propa-
gatoren umzuschreiben. Auf letztere konnen Standardmethoden der Vielschleifenrech-
nung angewendet werden, was ihre Berechnung stark vereinfacht. Erlauterungen zu
Schnittregeln findet man in der Standardliteratur [85], ausfiihrlichere Diskussionen in
Refn. [86, 17].

Um die Methode zu erldutern betrachten wir den Beitrag zum NLO Wirkungsquer-
schnitt aus Abb. 2.2 (b) bei dem ein Gluon abgestrahlt wird. Dazu wird das Diagramm
zuniichst betragsquadriert und anschliefend iiber den zwei Teilchen Phasenraum?

1
/dP82 = W /qu 5(+) (q2 - mi%) /del 5(+) (k%) 6(D) (pl +p2—q— kl)
(2.12)

2Eine ausfithrliche Diskussion von Phasenraumintegralen in D Dimensionen folgt in Abschnitt 2.8.2
und Kapitel 3, vgl. Gl. 3.14.
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[aps,

Abbildung 2.3.: Ein Beitrag zum NLO Wirkungsquerschnitt wird durch Anwendung
von Schnittregeln mit einem Schnittdiagramm identifiziert, welches die Kinematik
einer Vorwirtsstreuung erfiillt. Die gepunktete Linie markiert den Schnitt und damit
den geschnittenen Higgs- und Gluonpropagator.

von auslaufendem Gluon mit Impuls k£ und Higgs-Boson mit Impuls ¢ integriert, siehe
Abb. 2.3 links. Die Vorschrift

60 (p* = m?) = 5(p* —m*)e(p") (2.13)

stellt sicher, dass die Integrale sich nur {iber positive Energieen erstrecken. Mithilfe
der Schnittregeln kénnen wir die Deltafunktionen, welche die auslaufenden Teilchen
auf ihre Massenschale zwingen, durch Schnittpropagatoren ersetzen

5 (2 — m?) - <L> (2.14)

2 —m?

Dazu werden Schnittpropagatoren durch die Diskontinuitét

1 1 Di 1 1 1 1
———) =——2Disc| 55 | = ——— -
p?—m? ), 27 p? — m?2 2wt \p2 —m2+i0 p%2—m2—i0

(2.15)

definiert3. Eliminiert man den Phasenraumimpuls k; durch die D-dimensionale Delta-
funktion, so lisst sich ¢ als Schleifenimpuls eines Diagramms mit Schnittpropagatoren
definieren, siche die rechte Seite von Abb. 2.3. Das zugehorige Diagramm hat die Ki-
nematik einer Vorwértsstreuung, d.h. die einlaufenden Impulse p; und ps sind gleich
den auslaufenden ps und py:

b3 = D1,
P4 = P2 (2.16)
In dimensionaler Regularisierung sind die den Schnittdiagrammen zugeordneten

Integrale, also Funktionen von e, m% und s und damit, wie die partonischen Wir-
kungsquerschnitte aus Abschnitt 2.3, von e und z.

®Die hier gegebene Definition des Schnittpropagators entspricht derjenigen aus Refn. [42, 85, 17].
Sie weicht von Refn. [35, 63] um ein Vorzeichen ab. Da die Normierung der in dieser Arbeit
berechneten Masterintegrale, durch den Phasenraum, d.h. durch die linke Seite von Gl. (2.14)
gegeben ist, bleiben die Ergebnisse davon unberiihrt.
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2.5. Unitaritédt in umgekehrter Form

Da integration by parts (IBP)-Relationen [87, 88] unabhéngig von der Vorschrift
des Imaginérteils i{0 des Propagators sind, kénnen diese auch auf Schnittpropaga-
toren wie in Gl. (2.15) angewendet werden. Das bedeutet insbesondere, dass auch
geschnittene Schleifenintegrale auf wenige Masterintegrale reduziert werden kénnen.
In Abschnitt 2.7 betrachten wir diesen Umstand genauer. Durch die Verwendung
der Methode der Unitaritdt in umgekehrter Form wird iiber die Reduktion auch
das Losen von Phasenraummasterintegralen mittels Differentialgleichungsmethode
moglich, siehe Abschnitt 4.

Auf NLO erhélt man in diesem Formalismus, wie gerade beschrieben, 2-Teilchen-
Schnittintegrale, die die reelle Abstrahlung eines Teilchens beschreiben. Auf NN-
LO erhélt man aus 3-Teilchen-Phasenraumintegrationen entsprechend 3-Teilchen-
Schnitte, aber auch Interferenzdiagramme aus einer 1-Schleifenkorrektur mit einem
Baumgraph, welche jeweils ein abgestrahltes Parton enthalten, vgl. Abb. 2.4 (a). Sol-
che Diagramme fiihren auf 2-Teilchen-Schnitte, jedoch mit einer virtuellen Schlei-
feneinsetzung. Betrachtet man den Formalismus auf N3LO so ergeben sich entspre-
chend 4-Teilchen-Schnittintegrale, 3-Teilchen-Schnitte mit Schleifeneinsetzung und 2-
Teilchen-Schnitte mit einer 2-Schleifeneinsetzung, siche Abb. 2.4 (b), oder zwei 1-
chleifeneinsetzungen wie in Abb. 2.4 (d). Im Rahmen dieser Arbeit werden vornehm-
lich reine Phasenraumintegrale betrachtet, d.h. 3-Teilchen-Schnitte auf NNLO und
4-Teilchen-Schnitte auf N3LO, aber auch solche, die eine 1-Schleifeneinsetzung be-
sitzen, also 2-Teilchen-Schnitte auf NNLO und 3-Teilchen-Schnitte auf N3LO, siche
Abb. 2.4 (a) und (d).

~ [Q000@RG0
|
|

)

Abbildung 2.4.: Beispiele fiir Schnittdiagramme: (a) 2- und 3-Teilchen-Schnitt auf
NNLO. (b) 2-Teilchen-Schnitt mit 2-Schleifeneinsetzung zusammen mit 3- und 4-
Teilchen-Schnitt, (¢) 3- und 4-Teilchen-Schnitt aus dem ¢¢’ und gg-Kanal und (d) 2-
Teilchen-Schnitt mit zwei 1-Schleifeneinsetzungen zusammen mit 3-Teilchen-Schnitten
auf N3LO.
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2.6. Topologie

Die im letzten Abschnitt erlauterten Schnittdiagramme, fithren nach Summation iiber
Farb- und Polarisationszustéinde auf eine Summe skalarer Integrale. Diese kénnen
auf Integralfamilien, sogenannte Topologien, abgebildet werden. Eine ausfiihrliche
Diskussion von Topologien, insbesondere in Bezug auf den hier diskutierten Prozess
der Higgsproduktion findet man in Ref. [17]. Das Erzeugen von und Abbilden auf
Topologien wurde von Jens Hoff iibernommen, der dazu das von Alexey Pak initiierte
Programm TopoID [89] entwickelt hat. Die in diesem Programmpaket verwendeten
Algorithmen, welche unter anderem Symmetrien zwischen Integralen identifizieren
und eine Moglichkeit geben, Integrale in verschiedenen Topologien darzustellen,
sind ausfithrlich in seiner Doktorarbeit [17] erldutert. Wir wollen hier lediglich
grundlegende Eigenschaften von Topologien diskutieren.

Eine Topologie kann als Verallgemeinerung eines Feynmanintegrals mit folgenden Ei-
genschaften aufgefasst werden:

1. Alle Propagatoren sind skalar.

2. Die Exponenten der Propagatoren, die wir im folgenden Indizes {a;} nennen,
sind beliebig.

3. Die Nenner der Propagatoren sind linear unabhéngig.

4. Die Nenner der Propagatoren sind vollstdndig, in dem Sinne, dass jedes Skalar-
produkt aus Schleifenimpuls und internem Impuls oder zweier Schleifenimpulse
durch die Propagatoren ausgedriickt werden kann.

Wir schreiben eine Topologie als T.(a1,as,...), wobei T' der Topologiename, ¢ der
Name eines Schnitts* und a,as, ... die Indizes, der Propagatoren 1,2, ... sind. Fehlt
der untere Index ¢, so betrachten wir die Summe iiber alle Schnitte der Topologie:

T(a1,az,..) = »_ Te(a1,az,...). (2.17)

Zur Verdeutlichung betrachten wir die explizite Darstellung der NLO Topologie

TNLOz(a1,a2,a3) = C(e)/dDL <L21+x>jl <(P1 ¥ ;2 n L)2>j2 ((P2 JlrL)2>a3
(2.18)

die in Abb. 2.5 dargestellt ist. Um konsistent mit Ref. [17] zu sein, definieren wir
Topologien in euklidischer Metrik®. Da L2 > 0 oder auch (P + P> + L)2 > 0, ist

4Im Allgemeinen ist der Name des Schnitts eine Liste der geschnittenen Linien. Wenn eindeutig,
schreiben wir den Namen auch als Anzahl geschnittener Linien.

®Wir haben euklidische Impulse durch Grofibuchstaben dargestellt. Das Pendant zu Gl. (2.1) und
s=1list (P + P»)? = —1.
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2.6. Topologie

Abbildung 2.5.: Die NLO Topologie TNLO3(a1, az, as). Die massive Higgslinie ist als
doppelte Linie dargestellt, die gestrichelte Linie markiert den Schnitt. Nicht kursive
Zahlen zeigen von links einlaufende und nach rechts auslaufende Impulse P und P, an,
kursive Zahlen kennzeichnen Propagatoren geméfl der Position ¢ der entsprechenden
Indizes a;.

eine Interpretation als Phasenraumintegral gemiafl Gl. (2.14) offensichtlich nur im
Minkowski-Raum moglich. Eine Diskussion hierzu werden wir fithren, wenn wir in
Abschnitt 2.8 die Phasenraummasterintegrale definieren. Die dortigen Definitionen
werden auch e-abhingige Normierungsfaktoren, wie das hier eingefiihrte C(e),
eindeutig festlegen. Der Ubergang von der Topologie zum Integral ist durch Festlegen
der Indizes {a;} auf konkrete Werte gegeben.

Auf NLO lassen sich alle Integrale auf die gerade diskutierte Topologie abbilden. Die-
se Topologie hat nur drei Propagatoren, also einen weniger als das zugehorige Feyn-
mandiagramm, auf der rechten Seite von Abb. 2.3. Grund hierfiir ist die Forderung,
dass die Propagatoren einer Topologie linear unabhéngig sind. Auf NNLO lassen sich
alle Integrale auf die in Abb. 2.6 gegebenen neun Topologien abbilden. Aufierdem
betrachten wir in dieser Arbeit N3LO Integrale des g¢’-Kanals. Der Wirkungsquer-
schnitt setzt sich aus 220 Diagrammen zusammen. Die zugehorigen Integrale wurden
von Jens Hoff [17] auf 17 Topologien abgebildet, siche Abb. 2.7. Wir diskutieren au-
Berdem fermionische Beitrige, d.h. Beitrige proportional zur Anzahl leichter Quarks
ny, zum qq-Kanal. Um die Integrale, welche aus den 8 dazu beitragenden Diagrammen
hervorgehen, zu berechnen, betrachten wir dariiber hinaus die Topologie BT71, die
ebenfalls in Abb. 2.7 angegeben ist. Die angegebenen Topologien besitzen 12 Indi-
zes, obwohl ein Diagramm maximal 10 Propagatoren fassen kann. Dies ist notwendig,
um die Forderung der Vollstéindigkeit der Nenner der Propagatoren zu erfiillen. Dazu
werden zusétzlich zu den gewohnlichen Propagatoren sogenannte irreduzible Skalar-
produkte eingefiithrt, deren Index per Definition < 0 ist, sodass sie nur im Zé&hler der
Integrale auftreten. Eine Definition der N3LO Topologien ausgedriickt durch Impulse,
welche auch diese Skalarprodukte beriicksichtigt, ist in elektronischer Form in den zu
dieser Arbeit beigelegten Dateien [90] gegeben.
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Abbildung 2.6.: Neun Topologien TTX (a1, as, as, a4, as, ag, a7) durch die alle Master-
integrale auf NNLO ausgedriickt werden kénnen. Die massive Higgslinie ist als fette
Linie dargestellt, wohingegen gestrichelte Linien die Schnitte kennzeichnen. Nicht kur-
sive Zahlen zeigen von links einlaufende und nach rechts auslaufende Impulse P; und
P, an, kursive Zahlen kennzeichnen Propagatoren geméfl der Position 7 der entspre-
chenden Indizes a;.
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BT1 BT2

BT3 BT4

BT5 BT6

Abbildung 2.7.: N3LO Topologien BT X (a1, as,as, a4, as, ag, ar, as, ag, a1g, @11, a12).
Fiir X =1,2,...,17 sind dies die Topologien des ¢¢’-Kanals. Dariiber hinaus tritt bei
der Berechnung des Beitrags propotional zu n; des qg-Kanals die Topologie BT71 auf.
Die massive Higgslinie ist als fette Linie dargestellt, wohingegen gestrichelte Linien
die Schnitte kennzeichnen. Nicht kursive Zahlen zeigen von links einlaufende und nach
rechts auslaufende Impulse P; und P» an, kursive Zahlen kennzeichnen Propagatoren
geméfl der Position ¢ der entsprechenden Indizes a;.

15



2. Vom Wirkungsquerschnitt zu Phasenraum-Masterintegralen

BT7 BTS

BT9 BT10

BT11 BT12

Abbildung 2.7.: Fortsetzung.
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BT13 BT14

BT15 BT16

BT17 BT71

Abbildung 2.7.: Fortsetzung.
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2.7. Reduktion auf Masterintegrale

Die Reduktion der auf Topologien abgegbildeten, skalaren Integrale erfolgt im
Wesentlichen durch den Laporta Algorithmus [91]. Dazu werden IBP Relationen auf
konkrete Integrale angewendet, um sie durch einfachere Integrale auszudriicken, siehe
auch Ref. [17], was nach einer Ordnung verlangt, die durch Zahl der Propagatoren
und Summen positiver und negativer Indizes festgelegt ist. Diese Ordnung reflektiert
die Schwierigkeit ein gegebenes Integral zu 16sen. Der Laporta Algorithmus verwendet
also eine endliche Anzahl konkrete Integrale, d.h. konkrete Werte der Indizes.
Auflerdem lassen sich im Sinne der gegebenen Komplexitéit einfachste Integrale
definieren, welche wir als Masterintegrale der Reduktion bezeichnen. Damit ldsst sich
ein Gleichungssystem definieren, welches mittels Gauf-Algorithmus so vereinfacht
wird, dass jedes Integral einer gegebenen Topologie durch Masterintegrale der
Topologie ausgedriickt wird. Die Integrale werden dann zur Weiterverwendung in
einer Reduktionstabelle gespeichert.

Wie in Abschnitt 2.5 angesprochen, werden Schleifenintegrale mit Schnittpropagato-
ren wie gewohnliche Schleifenintegrale reduziert. Es gibt jedoch eine vereinfachende
Ausnahme: Verschwindet der Exponent eines geschnittenen Propagators (2.15), so
verschwindet auch das zugehorige Integral. Dies lésst sich als Ersetzung

Kﬁ)] L 0neN (2.19)

auffassen. Die Reduktion liefert unter anderem Integrale mit eliminierten Schnittpro-
pagatoren. Diese konnen daher sofort auf Null gesetzt werden, was die Reduktion
vereinfacht.

Auf NLO erhilt man nur ein Masterintegral, welches iiblicherweise mit TNLO(1, 1,0)
identifiziert wird. So ergibt die Mathematica Implementierung des Reduktionspro-
gramms FIRE [92, 93] beispielsweise

2(1 —2¢)(1 +€e+ex)

TNLO2(1,2,1) = (1+e)(1—2x)3

TNLOs(1, 1,0). (2.20)

Auf hoheren Schleifenordnungen gibt es mehr Masterintegrale und daher ergeben
sich auf der rechten Seite von Reduktiongsleichungen Linearkombinationen von
Masterintegralen. Die Koeffizienten dieser Linearkombinationen sind wie im hier
angeghenen Beispiel rationale Funktionen in x und e.

Auf NNLO verwenden wir Reduktionstabellen, welche im Zusammenhang der Ar-
beit [42] entstanden sind. Diese fithren auf die in Ref. [94] angegebenen Masterinte-
grale Uy, Us, ..., Uy7. Wir geben in Abschnitt 4.5 eine explizite alternative Basis der
Masterintegrale an. Fiir die N®LO Topologien aus Abb. 2.7 wurden die Reduktions-
tabellen im Zusammenhang der Arbeit [17] generiert. Dazu wurde der private Code
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2.8. Definition der Phasenraum-Masterintegrale

rows [95] und die C++ Version von FIRE [96] verwendet. Die zugehorigen Masterinte-
grale der 18 Topologien sind in Tab. C.1 angegeben. Viele dieser Integrale sind linear
abhéngig, sodass sich die Zahl unabhéngiger Integrale auf 112 reduzieren lisst, von
denen 108 zum Wirkungsquerschnitt des gq’-Kanals beitragen, siehe Ref. [17]. Zum
fermionischen Anteil des gg-Kanals tragen lediglich 5 Masterintegrale bei. Nur eines
davon, ndmlich BT71(1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,1,0), siche Abb. 2.8, kann nicht durch die
Topologien des qq¢’-Kanals ausgedriickt werden.

Abbildung 2.8.: N3LO Masterintegral BT71(1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,1,0), vgl. Abb. 2.7.

2.8. Definition der Phasenraum-Masterintegrale

Wie wir in Abschnitt 2.6 gesehen haben, arbeiten wir mit Topologien in euklidischer
Metrik, wéhrend Phasenraumintegrale im Minkowski-Raum definiert sind. In diesem
Kapitel, wollen wir den Zusammenhang beider Metriken darstellen und eine vollsténdi-
ge Definition — inklusive Normierungsfaktoren — der in dieser Arbeit betrachteten
Masterintegrale angeben. Wir geben dazu die Relation zwischen Imaginérteil und
Diskontinuitéit eines Feynmandiagramms I(x, €)

2iIm[I(z, €)] = Disc[I(z, €)] (2.21)

an, was der Relation von Matrixelementen, wie sie in Diskussionen des optischen
Theorems auftreten, entspricht, vgl. z.B. [85].
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2.8.1. Definition als Schleifenintegral im euklidischen Raum

Wie in Ref. [94] beschriebenb, definieren wir Masterintegrale zunzchst im Euklidischen
Raum durch

l
1 a’L; 1 1

Disc|I = — g | | 2.22

ISC[ (-%'76)] TE! / (27{_)[) D?«l Dgz ’ ( )

beitragende Schnitte i=1

mit den Inversen der Propagatoren

Dy =L{+z,D; =V}, (2.23)
wobei L; und V; D-dimensionale, euklidische Impulse bezeichnen, dem Normierungs-
faktor

F(e) = %ST;? (2.24)

und der Anzahl der Schleifen [. Die Summe der beitragenden Schnitte impliziert,
dass insbesondere der Higgspropagator geschnitten ist und geschnittene Propagatoren”
durch ihre Diskontinuitét

1 1
— — Di — 2.25
D; isc <D1> ( )
zu ersetzen sind.

2.8.2. Definition als Phasenraumintegral

Wir wollen hier eine dquivalente Definition als Phasenraumintegral im Minkowski-
Raum angeben. Die Defnition des Phasenraums in D Dimensionen lautet

. 1 D 2 2

n—1 n—1
11 /dej 5 (k2) 6@ (pl tp—qg— ) k:) . (2.26)
j=1

i=1

vgl. Gl (2.13). g bezeichnet dabei den Impuls des massiven Higgs-Bosons, k; entspre-
chen den Impulsen reell emitierter leichter Partonen. Fiir reell-virtuelle Korrekturen
schreiben wir eine 1-Schleifeneinsetzung S als

1 1
S = )P /le 11 o (2.27)

jes i

Die dort angegebenen Ergebnisse entsprechen jedoch nicht den hier beschriebenen Diskontinuitéiten,
sondern wie wir in Abschnitt 2.8.2 erkldren, Imaginérteilen im Sinne von Gl (2.21).
"nach Ubergang in den Minkowski-Raum
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2.8. Definition der Phasenraum-Masterintegrale

mit

Dj =3, (2.28)

wobei v; D-dimensionale Impulse bezeichnen. Des Weiteren definieren wir

s = Anzahl der Schleifeneinsetzungen,
n = Summe der Indizes nicht geschnittener Propagatoren,
¢ = Summe der Indizes geschnittener Propagatoren,

a = Summe aller Indizes. (2.29)
Die so definierten Groflen erfiillen die Relationen

[+1=c+s,
a=c+n. (2.30)
Will man nun von der Definition des Schnittintegrals im Euklidischen (2.22) zu einem
Phasenraumintegral mit Minkowski-Metrik gelangen, so treten Faktoren —1,4, —i auf.

Diese kommen aus den im Folgenden beschriebenen Rechenregeln fiir die verschiedenen
Schritte des Ubergangs:

e Von euklidischer zu Minkowski-Metrik
1
Integrationsmaf: / d°L — = / d°L
7

o = (=)l(=1)* (2.31)
P2+ m2 P2 —m2

Skalarprodukte: P? — —p?

Propagatoren:

e Schnittpropagatoren

Disc {m] — —Z27T(S(+) (p2 - m2) = (—Z)c

(2.32)

e Aus der Integration einer jeden Schleifeneinsetzung erhalten wir einen Faktor 7.
Insgesamt ergibt sich also ein Faktor
(=)' (=1)*(=)°()° = i(=1)". (2.33)

Aus dem Zusammenhang von Imaginérteil und Diskontinuitdt (2.21) ergibt sich also
mit der Definition im euklidischen Raum (2.22) und dem Faktor (2.33) fiir rein reelle
(rr) NNLO Masterintegrale

WmlBo(e.] = (V' g [P [ g (239

j€ungeschnitten ~ J
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2. Vom Wirkungsquerschnitt zu Phasenraum-Masterintegralen

fiir reell-virtuelle (rv) NNLO Masterintegrale

ulRwo(e. ] = (-5 [apsanre 35| T 5o

jeungeschnitten ~ J
fiir rein reelle (rrr) N3LO Masterintegrale
1 1
——— [ dPS -
27 [F(e)]3 / ]I D%

j€ungeschnitten ~— J

Im][ §§Lo(x7€)] = (=1)"

und fiir reell-reell-virtuelle N3LO Masterintegrale

1 1 1
Im (I3} o (,€)] = (—l)nm /dPS3m Re {{S} H DY

j€ungeschnitten ~ J

(2.36)

(2.37)

Diese vier Gleichungen definieren die in dieser Arbeit betrachteten Masterintegrale.
Diese sind also als® Imaginiirteile der zugehérigen Integrale definiert. Sowohl die Aus-
driicke der Masterintegrale im soften Limes, vgl. Gln. (3.31), (3.35), (3.39), (3.41)
und (3.62), als auch die Masterintegrale in voller z-Abh#ngigkeit entsprechen diesen
Definitionen. Dies gilt insbesondere fiir die NNLO [94] und N3LO [90] Losungen.

8von Higgsschnitten stammende
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften
Grenzfall

Wie in Abschnitt 2.8 erldutert wurde, kénnen die Masterintegrale, welche aus der
Reduktion hervorgehen, als Phasenraumintegrale interpretiert werden. Dieses Kapi-
tel betrachtet also Phasenraumintegrale in D = 4 — 2¢ Dimensionen. Als eine gut
verstidndliche Einfiihrung in dieses Thema empfehlen wir die Doktorarbeit von lan
Blokland [97].

Wir betrachten in diesem Kapitel also den Prozess

n—1
pi+p—=a+ Y ki (3.1)
i=1
mit den einlaufenden Impulsen pi,ps und den auslaufenden Impulsen ¢, k;, wobei
lediglich ¢ massiv ist. Die zur Definition des Phasneraums (2.26) gegebenen on-shell-
Bedingungen sind

i)

0,
m. (3.2)

P =p3 =k

[\

2
Wir verwenden auch hier! s = (p; + p2)? = 1 und = = % wie in Abschnitt 2.3
definiert. In vielen Féllen, driicken wir e-abhéngige Vorfaktoren auflerdem durch die
in Abschnitt 2.8 definierte Grofe

I'(1+e)

F(e) = an)z— (3.3)

aus.

3.1. Motivation fir soften Grenzfall + — 1

Der softe Grenzfall ist so definiert, dass im Prozess der Higgs-Boson-Produktion ge-
rade ausreichend Energie s 2> m,% vorhanden ist, um das massive Teilchen an seiner
Produktionsschwelle, d.h. in Ruhe, zu produzieren. Fiir emittierte Partonen, die zu
reellen Korrekturen fiithren, bleibt in diesem Limes daher kaum Energie tibrig. Sie sind
also energiearm, bzw. weich (engl. soft). Dieser softe Grenzfall ist damit durch x — 1
gegeben, was sich mit der Schwellenvariable

y=1—x (3.4)

In manchen Formeln geben wir s zur Verdeutlichung explizit an.
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

als y — 0T schreiben lisst.
Es gibt einige gute Griinde diesen Grenzfall zu betrachten:

1. Es wurde bereits auf NNLO gezeigt, dass eine softe Entwicklung in y eine gute

Néherung des totalen inklusiven hadronischen Wirkungsquerschnitts liefert, sie-
he Ref. [34]. Die dortige Analyse ergab, dass bereits die fithrenden drei Terme bis
zur Ordnung y' das Ergebnis bis auf weniger als 1% Abweichung beschreiben.
Auf N3LO [66] reichen fiinf Terme um das Ergebnis gut zu beschreiben.

. Der softe Limes von Masterintegralen kann als Randbedingung bei deren Be-

rechnung mittels Differentialgleichungsmethode verwendet werden, mehr dazu
in Kapitel 4.

. Der partonische Wirkungsquerschnitt in voller s-Abhéngigkeit setzt sich, neben

Funktionen in z, aus Distributionen zusammen. Zum einen enthélt er eine Del-
tafunktion 0(1 — x). Dieser Anteil tritt nur im gg-Kanal auf und zwar bei den
virtuellen Korrekturen einerseits und dem soften Limes reeller und reell-virtuell
gemischter Korrekturen andererseits, vgl. Ref. [60]. Weitere Beitriige des gg-
Kanals sind entweder regulér? in 2 = 1 oder kénnen durch Plus-Distributionen
ausgedriickt werden. Dabei ist die Plus-Distribution durch die Wirkung auf eine
Testfunktion f(x) durch

/01 " [lnj(:v)L f(z) = /01 dz 1?1'_(3:) [f(z) = f(1)] (3.5)

1—z x

definiert. Diese Distributionen kénnen, wie in Ref. [35] diskutiert, aus dem soften
Limes der Masterintegrale extrahiert werden. Jedes Masterintegral setzt sich im
soften Limes aus einer Summe zusammen, wobei jeder Term proportional zu
(1—x)%t ist. Fiir a > —1 kénnen derartige Terme als Taylorreihe in e entwicklet

werden. Fiir ¢ = —1 kann man eine Entwicklung in Distributionen
1-— 1 In(1 —
(1 — x)~1tbe :5( 7) + + be In(1-2)
be l—z] A
(be)? [In%(1 — x) 3
@) 3.6
SN e (<) (3.6)

durchfiihren. Eine kurze Herleitung dieser Gleichung ist z.B. in Ref. [98] gegeben,
wo auch der Fall a < 1 diskutiert wird. Betrachtet man ein Masterintegral I mit
softem Limes

I(x — 1,¢) Z Ch(e x)atbe, (3.7)

2Insbesondere sind alle Eingangskanile aufier gg regulir.
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3.2. Konventioneller Ansatz

so kann man es mithilfe von Gl. (3.6) regularisieren. Die Vorschrift dazu ist
durch

I (z,e) = I(x,€)+;C’b(€)(1 —x)‘”l[{é(lbz 7) + [ ! L +}

1—=x

_{1ix+bhi(1_;x)+...}] (3.8)

gegeben. Der Term in der eckigen Klammer ist dabei die Differenz

[(1—a) 0 — (1 =)~ 1], (3.9)

wobei der erste Term in Distributionen und der zweite Term als Taylorreihe in €
entwickelt wurde. Der softe Limes der Masterintegrale kann also genutzt werden,
um den partonischen Wirkungsquerschnitt im Limes x — 0 zu regularisieren,
was eine Vorraussetzung fiir ein spéiteres Falten mit Splitting-Funktionen ist,
siehe Abschnitt 5.

3.2. Konventioneller Ansatz

Als Leitfaden fiir die in diesem Abschnitt besprochenen Methoden auf NNLO dienten
insbesondere private Unterlagen und auch in form [99, 100] geschriebener Code
von Alexey Pak, welche im Kontext der Arbeiten [40] und [42] entstanden sind. Im
Rahmen der hier vorgelegten Arbeit wurde die Berechnung der soften Entwicklung
aller NNLO-Masterintegrale in Mathematica eigenstdndig implementiert. Gleiches
gilt fiir die Berechnung der N3LO-Beispiele, die wir in Abschnitt 3.2.8 betrachten.

Im Folgenden wollen wir konventionelle Parametrisierungen des in Gl. (2.26) gege-
benen Phasenraums fiir zwei, drei und vier auslaufende Teilchen diskutieren. Dazu
eignen sich sphérische Koordinaten in D Dimensionen.

3.2.1. Kugelkoordinaten in D Dimensionen

Die Darstellung eines euklidischen Vektors K mit Komponenten K; in Kugelkoordi-
naten ist von der Form

K1 = |K|sin(¢1) . ..sin(¢p_s)sin(¢p_1),
Ky = |K|sin(éy) .. .sin(¢pp_2) cos(dp_1),

Kp-1 = |K]sin(¢1) cos(¢o),
Kp = |K|cos(1). (3.10)
Das Volumenelement ergibt sich dann zu

d°K = dQpd|K||K|P~* (3.11)
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

mit dem Winkelanteil

dQp = dey sin? 2(¢1) deo sin® 3 (2) ... dpp_2 sin(¢p_2) dép_1, (3.12)

wobel der Raumwinkel durch

QD:/dQD

™ 21
:/0 d¢1 sm (¢1)/ d¢2 sm (¢2) /0 d¢D_2 Sin(¢D_2)/O d¢D_1

2w
= F(%) (3.13)

Nle]

gegeben ist.

3.2.2. 2-Teilchen-Phasenraum

Der Phasenraum fiir zwei auslaufende Teilchen ist gemé&fl der Definition (2.26) durch

1
/dP82 = W /qu 5+ (QQ - m}%) /de‘l 5+ (k’%) 5P (p1+p2—q— k1)
(3.14)

gegeben. Die Impulse im Schwerpunktsystem ergeben sich unter Beriicksichtigung von
on-shell-Bedingungen und Viererimpulserhaltung:

p1= \/75(1,0D2,1)T,
p2 = \/7—(1 Op—2,—1)7,
ki = \/7—(1 —z)(1,0p_3,sin 6, cos )T,
q= g (14 2,0p_3,—(1 —x)sinf, —(1 — x)cos )", (3.15)

wobei 0p_; eine Sequenz von D — i Nullen darstellt. Das Phasenraumintegral (3.14)
héngt also von einer nichttrivialen Winkelintegration ab und mit der Substitution

1 0

— % (3.16)

ergibt es sich zu

SF(E)(] — g)l2 1
/dPs2 _ “QFf;(me ) . /0 dz [2(1 — 2)] ¢ (3.17)

Ferner erhélt man die Parametrisierungen

(p1 — k1) = =s(1 = 2)(1 - 2),
(p1 —q)? = —s(1 — )z (3.18)
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3.2. Konventioneller Ansatz

3.2.3. 3-Teilchen-Phasenraum

Die Herleitung der im Folgenden angegebenen Parametrisierung des Phasenrauminte-
grals

/ dPS3 = (277)%3 / dPq ™) (¢* —m}) / dPly 6 (k) / dPky 6 (K3)

8P (p1+p2 — q — k1 — ko) (3.19)

findet man in Anhang E von Ref. [101]. Im Ruhesystem von k; + ko ergibt sich

ki = —“;12(1,OD,4,sin¢sin9,cos¢sin 6,cos6)7,
ko = Y ;12 (1,0p_4, — sin ¢psin , — cos ¢ sin @, — cos )T,
s—t T
p1= 1,0p—2,1)",
NG )
-
2
. s —mi — s1a Op_s s(tu — smj,) (s —m2)(u—m3) — s12(t +m?)
21/812 ’ - s—1 ’ 2w/812(5—7f)
(3.20)
mit den Lorentz-Invarianten
t= 2p1Qa
U = 2p2Qa
Ss12 = 2k1ko = s+ m,% —t—u. (3.21)

Eine Parametrisierung von ps ergibt sich mittels Energie- und Impulserhaltung durch
die anderen Impulse. Driickt man v und ¢ durch

u=s(1—w(l-uzx)),

wz(1 —w)(1 — z)?
t=s <x +w(l—z)— il_ w(i(i ) ) > , (3.22)

aus, erhilt man die Parametrisierung®

 1-2¢ [F(e)]? (1 — ) [ c1en [T e
/dP83 =s 21 + )T (1 — 2¢) /0 df sin 9/0 do sin”““ ¢

1 1
/ dz [z(1 —2)]°¢ / dw [w(1 — w)]* 21 —w(l —z)] . (3.23)
0 0

3In Gleichung (E.11) von Ref. [101] ist ein Druckfehler (sin 8)"~* — (sin ¢)"~*.
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

3.2.4. 4-Teilchen-Phasenraum

Analog zu Abschnitt 3.2.3 wurde im Rahmen dieser Arbeit eine Parametrisierung
des 4-Teilchen-Phasenraums im Schwerpunktsystem der leichten auslaufenden Impulse
k1, ko, k3 durchgefiihrt. Die zugehorige Herleitung ist aufwiandig und wird in Anhang D
im Detail diskutiert. Fiir die Impulse p; und ¢ kénnen wir die Formeln aus Gl. (3.20)
iibernehemen, wenn wir s durch sjo3 = (k1 + ko + k3)2 ersetzen, vgl. dazu mit
Gln. (D.10), (D.14). Die Parametrisierungen von ki, ke und ks stellen dagegen eine
nicht-triviale Erweiterung von Gl. (3.20) dar und werden ausfiihrlich in Anhang D.5
erldutert, wobei auch der Variablenwechsel (D.51) mit K(©) = 553 zu beriicksichtigen
ist.

Der Phasenraum

/dPS4 = W%/dl)qé(*) (¢* —m}) /de1 5 (k) /de2 5 (k)

[ P8 (1) 8 (o1 + 2 — g — by o — o)
(3.24)
ergibt sich dann geméf Gl. (D.75) zu
_ F(e)]?(1 — x)>6¢ i N i -
dP :235 [ / db+ s 1259/ d ., 2e
/ S1=s 7l3(1 4 €)I'(1 — 26)'(—e¢) Jo 1 ! 0 1 sin =

/ Ay sin~* b, / dy sin~ 1% ),
0

0

1 1
/ dw w?3¢(1 — w)?> 731 — (1 — x)w]_2+25/ dz 2721 — 2)7¢
0 0

1 1
/ dnini= (1 —ny)~° / dnany (1 —ng) ™" (3.25)
0 0

Der Phasenraum liegt in vollstdndig faktorisierter Form vor. In Abschnitt 3.2.8 zeigen
wir anhand von Beispielen, wie man mit der hier gegebenen Parametrisierung Master-
integrale mit wenigen Propagatoren berechnen kann. Fiir kompliziertere Phasenraum-
Masterintegrale ist Gl. (3.25) jedoch ungeeignet. Grund dafiir ist, dass viele der mogli-
chen Propagatoren, die sich aus Skalarprodukten der Impulse py,q, k1, ko und k3 zu-
sammensetzen, in der angegebenen Parametrisierung auf unhandliche, nicht faktori-
sierende Ausdriicke, die auch Wurzeln enthalten, fiihren. Dies ldsst sich mit der Tat-
sache begriinden, dass die hier angegebene Parametrisierung nicht rotationsinvariant
ist, was insbesondere im Ausintegrieren des Winkels 0y = <I(l%, Eg), vgl. Gln. (D.26)
und (D.38), zum Ausdruck kommt. Daher kénnen explizit rotationsinvariante Integra-
tionsformeln, wie zum Beispiel Formeln aus Ref. [102], die Winkelintegrale in Mellin-
Barnes-Integrale tiberfiithren, nur sehr eingeschréinkt verwendet werden. Die hier disku-
tierte Parametrisierung kann analog im Ruhesystem von ¢, k1, ko durchgefiihrt werden,
was das Problem fehlender Rotationsinvarianz jedoch nicht beseitigt.

Daher werden wir in Abschnitt 3.3 eine Parametrisierung betrachten, die explizit ro-
tationsinvariant ist und dariiber hinaus, den soften Limes x — 1 ausnutzt.

28



3.2. Konventioneller Ansatz

3.2.5. Schleifeneinsetzungen

Bei der Berechnung von reell-virtuellen Korrekturen auf NNLO, erhélt man Masterin-
tegrale, bei denen zwei Propagatoren geschnitten sind und ein ungeschnittenes Schlei-
fenintegral, das wir hier mit Schleifeneinsetzung bezeichnen. In diesem Fall integrieren
wir zunéchst die Schleifeneinsetzung aus und werten anschlieBend die Integration tiber
den Phasenraum aus. Dazu bendétigen wir jeweils die Formeln (D.1), (D.3) und (D.4)
aus Ref. [101] fiir die in Abb. 3.1 dargestellten 2-, 3- und 4-Punkt-Funktionen, die wir
im Folgenden wiedergeben:

Mit v? # 0 ergibt sich fiir die 2-Punkt-Funktion

dP1 1 ) I2(1—e .
Sy(v?) = / m)D 2+ 02 = zF(e)ﬁ(—vQ) . (3.26)

Die 3-Punkt-Funktion wird mit v? # 0, v3 # 0 und v3 = 0

p 20 [ = ()
Sg(v%,vg) ::/(d ! 1 :iF(e) I (1 ) [ ! 2 }

2m)P 12(1 + v1)2(l — v9)? e2I'(1 — 2e) v? — v
(3.27)
und fiir die 4-Punkt-Funktion erhalten wir mit v? = v3 = v3 = 0, v # 0 und
Vij = (vi +v5)?
dPl 1
Si(v3, Via, Vig, Vag) =
4(’1)4? 12, V13, 23) / (27T)D 12(l +U1)2(Z — 1)2)2(1 — Uy — 1)3)2
2I%2(1 —¢) 1
— _iF
FlO) 201 =20 ViaVis
2
2\ —€ viVi3 )
—v Fi(l,—el—6¢——F"
[( 1720 < VigVaz
—(=V12) 21 (1, —61—¢ —@>
Vas
Vi
— (—Va3) 2P (1, 61— ¢ —£> (3.28)
Vig

3.2.6. Integrationsformeln

Viele Integrale iiber die Phasenraumparameter kénnen direkt von Mathematica gelGst
werden. Integrale und Relationen, die hypergeometrische Funktionen betreffen fin-
det man zum Beispiel in Integraltabellen in Kapitel 7 und 9 von I.S. Gradsteyn
und I.M. Ryzhik [103] und deren e-Entwicklungen kénnen mit dem Programmpa-
ket HypExp.m [104, 105] durchgefiihrt werden. Dariiber hinaus ist folgende Formel zur
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

—>— <€ >
v U3 U1 U1 U4
(%) V2 U3
—>— <€ >
So Sa S

Abbildung 3.1.: Schleifeneinsetzungen fiir 2-, 3- und 4-Punkt-Funktion. Pfeile be-
zeichnen die Richtung duflerer Impulse v;.

Integration von Winkeln, sieche Gl. (A.4) [106] bzw. Gl. (F.4) Ref. [101], von zentraler
Bedeutung:

T T sin?72¢ @ sin=2¢ ¢
/0 d@/o d¢ (1 —cosh)i(1 — Acosf — Bcos psinb)i
FNl—j5—eI(1—i—e)l'(1—2e)
['(2—i—j—2€¢)[(1—¢)?

1+ A
o (i,j,l—e; E > (3.20)

=m2l—iJ

fiir A2 + B? = 1, vgl. auch Gln. (44), (49) aus Ref. [102]. Und dariiber hinaus Gln.
(32), (41) aus Ref. [102]

T T o 1—2€ g o —2€ T'(1 — e 1 _
[ [ oo Osin =20 _ oy p D= T3 —0)
0 0

1+ ccosf)i (2 — 2¢)
jJj+13 2

—_— - - 3.30

2 1(27 2 9 , € ( )

3.2.7. NNLO-Beispiele

Im Folgenden berechnen wir 2- und 3-Teilchen Schnitte des Integrals
Uiz = TTG(1,1,1,1,1,1,1), siehe Abb. 2.6.

3.2.7.1. Reell-virtuelle Masterintegrale

Das NNLO Masterintegral Uj7q = TTGo(1,1,1,1,1,1,1) hat eine Box als Schleifen-
einsetzung, siehe Gl. 3.28. Mit den Skalarprodukten aus Gl. (3.18) gilt es

U = —mf{e[/dps2 (%54(35, L—(1—2)(1—2),—2(1 - x))

1
G mJ (3.31)

zu berechnen. Nun entwickeln wir den Ausdruck im soften Limes y — 0 und inte-
grieren iiber die Phasenraumvariable z. Diese Integration beinhaltet Integrale iiber
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3.2. Konventioneller Ansatz

hypergeometrische Funktionen, welche mittels Euler-Transformation (9.131 1.) aus

Ref. [103]

21 (a, B37;2) = (1 - 2) "2y <ow - By Zi >

1
_ z
=(1-2)"R <ﬁ,7—a;7;;> (3.32)
und Gl. (7.512 5.) aus Ref. [103]
! I'(o)
dp_ll—"_lF,;;:p Fa (o, B, p;v,p + 031
[ a0 =0 R i) = T .8+ i)

fiir Re(p) > 0,Re(0) > 0,Re(y+ 0 —a—f) >0 (3.33)

gelost werden konnen. Damit treten im Ergebnis hypergeometrische Funktionen 3F5
auf, welche mittels HypExp.m [104, 105] problemlos in e entwickelt werden kénnen.
Wir erhalten

_126
+ 1—2443—1%—16(2
y

€
[96C2C3 — 144¢s
Y

3 3
3e Y
U _Y _v

[ = 144G + 166 e +

{96@1% — 84¢s
Yy

—1+4¢ +8¢3

- 6044] e+ — 1+ 42 + 8(3 — 80(aCs + T2(5 | €

+O(eh) + O(y). (3.34)

3.2.7.2. Reelle Masterintegrale
Das NNLO Masterintegral Uy = TTGs(1,1,1,1,1,1,1) ist durch
1 1
2 /dPS3 2 2 2 2
2r[F(e)] (1 — k1 — @) (p1 — k1 — k2)? (k1 + k2)% (k1 + q)

gegeben. Zun#chst driicken wir die Nenner durch die Parametrisierung in Ab-
schnitt 3.2.3 aus

Uiy = (3.35)

(pr — k1 —q)* = ——{1—1— (1 —=22)cosf+2y/(1—=z) zcosqﬁsm@}y—i—(’)( )
(p1 = k1 = k2)* = —(1 —w)y + O(y*)
(k1 +k2)? = w(l —w)zy® + O(y°)
(k1 +4q)* =1+ O(y). (3.36)

Die Winkelintegration iiber # und ¢ wird mithilfe von Gl. (3.30) mit i =0 und j =1
durchgefiihrt. Wir erhalten

—€ —w)w] X [(1 = 2)2] ¢
v Uine = T(1— ze)rr(i —)e)P2(1 Yo = )(1]— w[)(ul)z Hoy o). @an
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

Die Integrale iiber w und z kénnen schliefilich durch Gammafunktionen ausgedriickt
werden

I%(—¢)
eST'(1 — 4e)I?(e)

y* Uiy = — y '+ 0. (3.38)

3.2.8. N3LO-Beispiele

B1 B2

Abbildung 3.2.: N3LO Masterintegrale By = BT174(0,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0) und
By = BT154(1,1,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0), vgl. Abb. 2.7.

Wie bereits in Abschnitt 3.2.4 diskutiert wurde, lassen sich nur einfache Ma-
sterintegrale mit der dort angegebenen Parametrisierung losen. Als triviales Bei-
spiel soll zunéchst der Phasenraum selbst berechnet werden. Dieser ist durch

By = BT174(0,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0) aus Abb. 3.2 gegeben. Durch Integration
von Gl. (3.25) erhalten wir
B — 1 /dPS4 :6F2(1 — )T*(—e€) sin®(en) (1 — )>~6¢
27 [F(e)]3 m30(6 — 6e)
oF7 (3 — 36,2 — 2¢6;6 — 6e;1 — ) . (3.39)

Die Hypergeometrische Funktion lédsst sich mittels HypExp.m in € entwickeln. Der
Ubersicht wegen geben wir hier nur den fithrenden Term

12-12(1 —2) + (1 —z)?

(1— )t

(14 2)zinz)
(1—x)°

9F7 (3 — 36,2 — 2¢6;6 — 6e; 1 — ) =10

+60 +O(e) (3.40)

an. Das Ergebnis (3.39) stimmt mit Gl. (3.15) aus Ref. [63] iiberein. Als nichttriviales
Beispiel betrachten wir das Integral By = BT154(1,1,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0) im soften
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3.3. Rotationsinvarianter Ansatz

Limes, welches Fy(€) aus Ref. [63] entspricht, siche Abb. 3.2. Es ist durch

1 1
B = 5emn | TS R R TP

gegeben. Mit der Parametrisierung aus Abschnitt 3.2.4, bzw. Anhang D ergibt sich

(3.41)

1
(p1 — kg — k3)? = —5(1 —w)(2—n1 +nicosb)y+ O (y2) ,
(k1 + k2)2 = ningzw(1l — w)y2 + 0O (yg) . (3.42)

Alle Integrationsvariablen, bis auf n; und 6y liegen in faktorisierter Form vor und
konnen ohne weiteres ausintegriert werden. Die 1-Integration wird mithilfe der Inte-
grationsformel (3.30) ausgefithrt. Wir erhalten

By =y

e [9 9120 (1 — €)1 (—3€)T3(—¢) sin(err)?
7304 —66)T(L —¢)

—2e(1 — —e 1 2
m - m)™ 2 b ( 5 & o] )2> y*+ 0 (v°) (3.43)

_51; )
2—m 2 2 (2—mnq

mithilfe der Identitét (9.134 1.) aus Ref. [103]

1 122 o
R <%7%35+5;(2%)2>:(1_§) oFi (0, 3:28:2)  (3.44)

und der Integrationsformel (3.33) konnen wir die Integration iiber n; ausfithren und
erhalten

By — [9 22¢T(1 — 26)T2(1 — €)T(—3€)I3(—e) sin®(en)

mIT(4 = 66)T(2 = 36)T (3 —¢)

3Fy (1,1 — 26,1 — 6,2 — 36,2 — 26, 1) 4> + O (v°) |. (3.45)

Dieses Ergebnis stimmt unter Beriicksichtigung der Normierung mit Ref. [63] {iberein.
Auch hier kann mittels HypExp.m eine Entwicklung in € durchgefiihrt werden

3Fo (1,1 — 26,1 — €2 — 36,2 — 26;1) =(Co + (=5 + 7(3)e
+ (6C2 — 35¢3 + 30Cs)€? + O(e%),  (3.46)

wobei wir hier lediglich die fithrenden Terme angeben.

3.3. Rotationsinvarianter Ansatz

In Abschnitt 3.2.4 haben wir gesehen, dass die dort beschriebene Parametrisierung
Probleme in der praktischen Berechnung von Phasenraumintegralen aufweist, wobei
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

wir den Mangel an Rotationsinvarianz als Ursache ausgemacht hatten. Eine Parame-
trisierung, in der der Phasenraum invariant unter Drehungen bleibt und die ihn in
Mellin-Barnes-Integrale tiberfithrt wurde in Ref. [54] entwickelt. Diese Art von Para-
meterintegralen hat sich in den vergangenen Jahren zu einer der stérksten Methoden
herauskristallisiert um Viel-Schleifenintegrale zu losen, fiir ausfiihrliche Diskussionen,
siche z.B. Ref. [107]. Dariiber hinaus wurde in Ref. [54] eine softe Entwicklung fiir
Phasenraumintegrale beschrieben, welche diese auf softe Masterintegrale reduziert.
Beide Methoden wurden im Rahmen dieser Arbeit implementiert und zur Berechnung
reeller Masterintegrale im soften Limes verwendet. Ein weiterer alternativer Ansatz
zur Berechnung der hier betrachteten Phasenraumintegrale findet sich in Ref. [108].

3.3.1. Entwicklung reeller Korrekturen im soften Grenzfall

Im Folgenden beschreiben wir die in Ref. [54] entwickelte Mehtode zur soften Ent-
wicklung von Phasenraum-Masterintegralen. Wir arbeiten weiterhin in der Notation,
welche zu Beginn dieses Kapitels eingefiihrt wurde, schreiben jedoch die Summe der
leichten Impulse als

n—1
> ki =ky. (3.47)
=1

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die Definition (2.26) des Phasenrauminte-
grals

1
/ P50 = Gy D / dq5) (¢* = mj)
n—1
11 (/ dPk; ) (k§)> 8P (pr+pa—q—ks).  (3.48)
j=1

Wir fithren das Integral iiber den massiven Impuls ¢ aus und erhalten

n—1
1
/dPSn = Gme I1 </ dPk; 6 (’ﬁ)) ot ((m +py — ks)? - mi) :
j=1
(3.49)

Wiéhrend die einlaufenden Impulse unabhéngig vom Schwellenparameter y des pro-
duzierten massiven Teilchens sind, wachsen die Impulse der zusétzlich produzierten
leichten Partonen an, wenn man y von der Schwelle y = 0 ausgehend erhéht. Daher
reskalieren wir die Impulse und erhalten mit s =1

b1 = \/EPL
b2 = \/5P2,

ki = /sypit2 = ypit+2,

n—1 n+1
ks =3 ki=y Y pi=uyps, (3.50)
i=1 =3
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3.3. Rotationsinvarianter Ansatz

was mit
dPkj = yPdp; s,
5 (p2
J+2
0 (k) = 6 (v°p2) = 72(/2 > (3.51)
und
6 (1 +p2 = k) =i ) = 3 (1= 2y(p1 + p2)ps + v — (1 =)
0 (=2(p1 + p2)pg + (1 — 2)pd + 1)
y
5 ([p1 + p2 — py)* — ap?
- ( ) (3.52)

Y

das asymptotische Verhalten des Phasenraumintegrals

y(P=2)(n-1)-1 ntl 5 ) ) )

j=3
(3.53)

an der Schwelle y — 0 offenlegt. Die entscheidende Frage ist, wie wir Gl.(3.53) in
y — 0 entwickeln konnen. Geméfl Abschnitt 2.5 kénnen wir on-shell Deltafunktionen
in geschnittene Propagatoren umschreiben, was uns zu

y(P-2)(n-1)-1 ntl D o(4) (2 1
dPS, = —F—— </d p; 0\ (p3 > (3.54)
/ (2m)(r=H)D=n H ’ ( ]) 1 +p2 — pz]2 - prZ .

J=3

fithrt. Die Entwicklung des massiven Propagators im soften Limes ist dann einfach
eine geometrische Reihe

1 B 1
[p1 + po — py]?

—apt  (p1+p2)(p1+p2 — 2ps) + yps:

-3 v o) : (3.55)
i—o 1+ p2)(p1+p2— sz)]k-i-l

Fiir das Phasenraumintegral erhalten wir damit die softe Entwicklung

1 k

[(Pl +p2)(p1 +p2 —2p5) |,

(r2)"

(3.56)

/dPSn _ y(D72)(n71)71 Z(_l)kyk/dpsi

k=0
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

mit der Definition des soften Phasenraums

. 1 n+1 b 1 1
/dPSn " (2m)(n-DD-n H (/d bi <p_§>c> [(Pl +p2)(p1 +p2 — 2py) |,

Jj=3
n+1
1

~ (2m)(-DD-n };[3 (/ dPp; o) (p?)) 8 (1 + p2)(p1 +p2 — 2py)) -

(3.57)

Die Deltafunktion des Higgspropagators mit “+4”-Konvention sollte dabei so aufge-
fasst werden, dass die Nullkomponente des Impulses p; 4+ p2 — yps-, der durch den
Higgspropagator fliefit, grofer als Null ist, vgl. Gl. (3.52), d.h.

5 (1 + p2)(p1 + p2 — 2p5)) = 6 ((p1 + p2) (p1 + p2 — 2py)) O (p§°’ +p + 0(?/))
=0 ((p1 +p2)(p1 +p2 — 2p5)) . (3.58)

Gln. (3.55) und (3.56) zeigen, dass eine Entwicklung des massiven Propagators, bzw.

des Phasenraums im soften Limes dazu fiithrt, dass man erstens hohere Potenzen des
1
p1+p2)(P1+p2—2p%) |,

duktes pQZ erhiélt. Diese konnen gesenkt werden, indem man eine Reduktion in der in
diesem Abschnitt definierten soften Kinematik durchfiihrt. Genauer gesagt, kann jeder
Koeffizient der Entwicklung (3.56) in der xz-unabhéngigen Kinematik reduziert wer-
den, die durch die reskalierten Impulse p; aus Gl. (3.50) gegeben ist, zusammen mit
dem damit verbundenen soften Higgspropagator, sowie den soften leichten Schnitt-
Propagatoren. Treten in einem Integral weitere, ungeschnittene Propagatoren auf, so
werden die zugehorigen Impulse wie in Gl. (3.50) reskaliert und die Propagatoren an-
schlieBend in Taylorreihen entwickelt. Die Reduktion in softer Kinematik liefert softe
Phasenraum-Masterintegrale, welche unabhéngig von der kinematischen Variablen x
sind und damit lediglich vom dimensionalen Regulator e abhingen. Bevor wir mit kon-
kreten Beispielen beginnen definieren wir die Invarianten, die sich aus den in Gl. (3.50)
reskalierten Impulsen ergeben

soften Higgspropagators [( und zweitens Potenzen des Skalarpro-

sij = (Tipi + Tip;)? mit -1 fure=1.2,
AR +1  fiiri=3,4,...,n—1,
S345 = 534 + S35 + S45 = (p3 + pa + ps5)>. (3.59)

Auflerdem fiihren wir eine Indexschreibweise fiir das softe n-Teilchen-
Phasenraumintegral ein

S [\ . 1 s, D 1 1 i
/dPSn(Z) = WH (/d Pi <p_3>c> [(m +p2)(p1 +p2 —2p5) |,

=3
(3.60)

die Potenzen i des soften Higgspropagators beriicksichtigt.
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3.3. Rotationsinvarianter Ansatz

3.3.1.1. N3LO-Beispiel
Der 4-Teilchen-Phasenraum selbst kann also geméf Gl. (3.56) als

PS, =y b (PSZ (1) - y/dPSZ(Q) 5345 + yQ/dPSZ(?)) S345 + O(y3)> (3.61)

geschrieben werden. Wie in Ref. [54] beschrieben, lassen sich die Integrale
[ dPS5(2)s345 und [ dPS5(3)s3,; auf den soften Phasenraum PS§ = PSj(1) re-
duzieren und sind unter Beriicksichtigung des Vorfaktors in Ubereinstimmung mit
Gl. (3.39).

Abbildung 3.3.: N3LO Masterintegral Bz = BT174(0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0,0),
vgl. Abb. 2.7.

Als komplizierteres Beispiel betrachten wir By = BT174(0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0,0)
aus Abb. 3.3

1
2lF (e Bs = /dPS4 (p1 — p2 — k3)%(p1 — k2 — k3)?
1
N /dPS4 (p1 — p2 — yps)*(P1 — ypa — Yps)?
B /dPS4 (1+ysi5 + ’y525)yl(814 + 515 + Ys45) (3.62)
Damit ergibt sich die softe Entwicklung
2alF (O B =y~ [ apsio) ——
- y</dPSZ(1) ﬁ + /dPSZ(l) (5141%5)2
+ / dPS5(2) ﬁ) + 0(y2)]. (3.63)
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

Die auftretenden Integrale konnen auf den soften Phasenraum reduziert werden, d.h.

1 5 — be
dPS;(1 =— PS5 (1

S15 + S25 3 —4e
dPS5(1 = PS5 (1
/ Si(1) siu+si5  2(1— 2e) Si(L),

s S45 o 1—e¢ s
s S345 o 2(1 - 6)(2 - 36) s
/ dPS;(2) Py o Psi() (3.64)

und mit PS§(1) = PSj und Gl (3.77) erhalten wir

29 13 1781

24 48 240 2400

Bg = 3176 [ 1.2, O(%) + < — — ——c+ (9(8)) Y+ O(;ﬂ)} . (3.65)

Die hier diskutierte Methode eignet sich insbesondere zur Berechnung einer grofien
Anzahl von Masterintegralen, da sowohl die angegebene Entwicklungsvorschrift fiir
den soften Limes, als auch die anschliefende Reduktion auf Masterintegrale automa-
tisierbar ist.

3.3.1.2. Anmerkungen

Bevor wir mit der Parametrisierung des soften Phasenraums und der Berechnung der
Phasenraummasterintegrale fortfahren, mochten wir hier noch einige Anmerkungen
zur praktischen Berechnung machen.
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1. Vor der Anwendung der hier beschriebenen soften Entwicklung ist eine Repa-

rametrisierung der Impulse notwendig. Diese ist so definiert, dass k%, k2, k:% die
Nenner der leichten Schnitt-Propagatoren bezeichnen. Die Vorzeichen werden
fixiert indem man verlangt, dass der Impuls, der von links nach rechts durch
den Higgspropagator fliefit gleich p; + ps — ki — ko — k3 ist.

. Der hier gegebene Algorithmus wurde fiir n = 4 im Rahmen dieser Arbeit in

Mathematica implementiert. Zur Reduktion wurde die Mathematica Version von
FIRE verwendet. Fiir die Anbindung der soften Entwicklung an FIRE wurden
Codebausteine von Takahiro Ueda verwendet.

. Die Entwicklung und Reduktion in softer Kinematik wurde in Minkowski-Metrik

durchgefiihrt.

. Durch die softe Entwicklung &ndern sich Propagatoren und neue Skalarprodukte

kommen hinzu, vgl. Gln. (3.62) und (3.63). Bei vielen Integralen kommt es so
zu linearen Abhéngigkeiten unter Propagatoren und Skalarprodukten. Da die
Reduktion nur mit linear unabhéngigen Grossen arbeiten kann, wurde das Paket
partf.m von Jens Hoff angebunden, welches lineare Abhéngigkeiten identifiziert
und Regeln fiir eine Partialbruchzerlegung zuriickgibt.



3.3. Rotationsinvarianter Ansatz

3.3.2. Vom Phasenraum-Masterintegral zum Mellin-Barnes-Integral

Im letzten Abschnitt 3.3.1 wurde gezeigt, wie Phasenraum-Masterintegrale im sof-
ten Limes auf softe Phasenraum-Masterintegrale reduziert werden kénnen. Die soften
Phasenraum-Masterintegrale miissen geeignet parametrisiert werden, damit wir sie
schlieBlich auswerten kénnen.

Eine verbreitete Technik, siehe z.B. [107], Schleifenintegrale in Mellin-Barnes-Integrale
zu iiberfithren, ist, sie zunéchst in eine Feynman-Parameter-Darstellung zu bringen
und dann mehrfach die Formel

1 11 [hee Y?
TR T /m d=TO+ 2T (2) gy (3.66)
fiir die auftretenden Summen im Nenner zu verwenden. Die rechte Seite von Gl. (3.66)
ist ein Konturintegral in der komplexen Ebene, wobei die Kontur so gewéhlt ist, dass
Pole der Gammafunktion I'(- - -+ 2) links von der Kontur und Pole von I'(- - - — z) rechts
von ihr liegen. Anschlieend kénnen die Feynman-Parameter ausintegriert werden.
In Ref. [54] wurde eine Methode zur Uberfiihrung von soften Phasenraum-
Masterintegralen in Mellin-Barnes-Integrale entwickelt, welche wir im Folgenden be-
schreiben wollen.

Ein Phasenraum-Masterintegral besitzt die Form

F(e) = / dPSS, ({p;}.p1sp2). (3.67)

Da wir hohere Potenzen des Higgs-Propagators reduzieren kénnen und Summen von
Invarianten* durch Einfithren von Mellin-Barnes-Integralen getrennt werden kénnen,
koénnen wir annehmen, dass sich f nur aus 2-Teilchen-Invarianten zusammensetzt, d.h.

f({Pj},m,pz) = H sz‘_kj‘é: = H(Tiijk)_ak (zpikpjk)_ak' (3.68)
k k

Der Beitrag [ [, (7, 7j,)”“* kommt aus Gl. (3.59) und liefert lediglich ein Vorzeichen.
Diese Form kann ausgenutzt werden, indem man eine Phasenraumparametrisierung
wihlt, in der Energieen und Winkel fiir jeden Viererimpuls faktorisieren. Ist dies
der Fall, so faktorisieren Energieen und Winkel auch in Gl. (3.68) und damit auch
fiir das gesamte Phasenraum-Masterintegral, was eine erhebliche Vereinfachung der
Rechnung bedeutet. Eine derartige Parametrisierung ist durch die Energie-Winkel-
Parametrisierung (engl. energies and angles) im Ruhesystem von p; und ps

pi = %Eiﬂh

Bi=By=1,

Br=(1,0p—2, )7,

Bo = (1,0p_o,—1)" (3.69)

4Ein Beispiel fiir eine solche Summe ist s14 + s15 in Gl (3.63), die auch in soften Masterintegralen
auftreten kann.
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

gegeben®. E; parametrisiert die Energie eines Partons und f; bezeichnet seinen D-
dimensionalen Geschwindigkeitsvektor entlang des Impulses p;. Das Integrationsmafl
eines leichten auslaufenden Partons ergibt sich dann zu
aPpid™) (p?) = dpdlpil 1517720 () 6 (01")? — i) a2f).,
Lo D— 1 .
= ap”dlgi 5”0 (51") - WOl (o1 = 15il) a0y,

1 0)\D— 0
2dp( )(pi ))D 39 <p§ )) ng
=2~ (P-VgE, o(E;) EP2dal) |, (3.70)

wobel wir im letzten Schritt 6(2E;) = 6(E;) benutzt haben. Fiir den soften Schnitt-
propagator des Higgs-Bosons erhalten wir mit p; 4+ ps = (1,0p_1)" und Gl. (3.58)

n+1
8 ((p1 + p2)(p1 + p2 — 2ps)) = 6 (1 - ZEZ> . (3.71)

=3

Das Maf3 des soften Phasenraums kann daher durch
n+1 n+1
dPSE = (2r)"~ (DD g=(n=1)(D-1) 5 < ZE) [ToE)EP2aE0f) | (3.72)

parametrisiert werden. Das softe Phasenraum-Masterintegral aus Gln. (3.67)
und (3.68) wird dann zu

F(e) = /dPSZH(Tiijk)ak (2pipj.) "

k

=25 [aps; T[m,m0) (B B) (B 5) ™ (373)
k
Da sowohl im Phasenraum (3.72), als auch im Integranden des Masterintegrals (3.73)
Energien und Winkel faktorisiert vorliegen, kénnen wir diese separat ausintegrieren.
Fiir die Integration iiber Energieen erhalten wir eine verallgemeinerte Betafunktion

1 /n+1 n+1 F(a )
/ 122 Z B ntl (3.74)
0 i3 a3 + -+ an+1)

wobei die obere Integrationsgrenze aufgrund der d-Funktion von oo auf 1 gesenkt
wurde. Fiir jedes Parton im Endzustand erhalten wir eine Raumwinkelintegration der
Form

aQyy_,

°In der hler gegebenen Darstellung ist die Nullkomponente des Viererimpulses p unglelch £,

nimlich £t = pgo)

(3.75)
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3.3. Rotationsinvarianter Ansatz

In Ref. [102] wurde diese Klasse von Winkelintegralen in Mellin-Barnes-Darstellung
iiberfithrt. Damit ist gezeigt, dass man jedes softe Phasenraum-Masterintegral® in
ein Mellin-Barnes-Integral iiberfithren kann. Wir betonen, dass Ref. [102] Gebrauch
von der Rotationsinvarianz der Winkelintegrale (3.75) macht, welche in der in
Abschnitt (3.2.4) betrachteten Parametrisierung nicht gegeben war. Auflerdem ist
die hier gegebene Losungsstrategie auf allgemeine n-Teilchen-Schnitt Phasenraum-
Masterintegrale anwendbar.

3.3.2.1. Integrationsformeln fiir Winkelintegrale
Im Folgenden wollen wir diejenigen expliziten Formeln aus Ref. [102] angeben, von

denen im Rahmen der Berechnung von soften Phasenraum-Masterintegralen Gebrauch
gemacht wurde. Der einfachste Fall von Gl. (3.75) liefert den Raumwinkel (3.13)

3
O 2m2~ ¢
/ W = (3.76)

Dieser liefert mit Gln. (3.72) und (3.74) den soften Phasenraum

=11 —e¢)
T2(n—1)(1—¢)]

PSS = / dPS5, = (27) 2 H3+(n=le o=(n=1)(2=¢) (3.77)

was fiir n = 4 und unter Beriicksichtigung der Normierung mit dem Limes z — 1 von
Gl. (3.39) iibereinstimmt. Das Winkelintegral mit einem Propagator ergibt

dQ%),l _ 92—a—2¢ 1—5M
/ (BB ’ T I2—2—a) (3.78)

Im Fall von zwei Propagatoren verwenden wir keine Darstellung durch eine hypergeo-
metrische Funktion, wie in Gl. (3.29), sondern ein Integral iiber die Mellin-Barnes-
Variable z19

/ ) - 92—a—2e 1
(Bjr Bi)* (Bj, i) 2 - T(a)T(a)(2 — o — 2¢)

+i00 2B\
/ @ [(—z12)l (a1 + 212) (a2 + 212)[ (1 — o — € — 212) (%) » (3.79)

—i00 211

Sohne Schleifeneinsetzung
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

wobei wir in dieser und in den folgenden Formeln oo = ), o schreiben. Die Formel
fiir m > 1 masselose Propagatoren lautet allgemein

dQ(Z) 2270{726 1—e +ico [m—1 m d
D-1 _ m / H Lk.lr(_zkl)vzlfl

T (B p0™ T2 —a 20T Dlaw) S | L L o
m k—1 n
I (o o 3 o)
k=1 =1 I=k+1
m—1 m
F(l—a—e—z sz>, (3.80)
k=1 l=k+1
wobei wir
Vg = (%) (3.81)
und %(m2 —m) Mellin-Barnes-Variablen zy; eingefiihrt haben. Bei der Berechnung der

hier betrachteten Masterintegrale tritt maximal m = 4 auf.
Wenn genau zwei Propagatoren auftreten, die die beiden einlaufenden Impulse p; und
po enthalten, verwenden wir auflerdem

/ dQ%),l C2rer2plme (1l —ay — (1 — o — €) (3.82)
(B18i)*1 (B2i)%2 — T(1—¢) (2 —a — 2e) ’ '

was als Spezialfall von Gl. (3.29) fiir A = —1 und B = 0 aufgefasst werden kann.

3.3.2.2. Anmerkungen

1. Die hier diskutierte Losungsstrategie wurde im Rahmen dieser Arbeit in
Mathematica implementiert. Zum Arbeiten mit Mellin-Barnes-Integralen, was
insbesondere analytische Fortsetzung, e-Entwicklung und numerische Integration
mit einschlieBt, wurde das Paket MB.m [109] mit den dazu angegebenen Fortran-
Bibliotheken, siehe Refn. [110] und [111], verwendet. Auferdem wurde von
MBresolve.m [112] zur analytischen Fortsetzung und barnesroutines.m [113]
zur Anwendung der Barneschen Lemmata und der daraus abgeleiteten Korrolare
Gebrauch gemacht.

2. Bei den hier betrachteten soften 4-Teilchen-Schnitt Masterintegralen miissen
drei Raumwinkelintegrationen der Form (3.75) ausgefithrt werden. Die Reihen-
folge in der man Raumwinkel- durch Mellin-Barnes-Integrale ersetzt ist beliebig,
fithrt aber auf unterschiedliche Darstellungen. Nach dem Ubergang von den drei
Raumwinkel- zu Mellin-Barnes-Integralen wenden wir die Barneschen Lemmata
an. Das hat zur Folge, dass einige Mellin-Barnes-Integrationen wegfallen. Es ist
daher beim Ubergang von Winkel- zu Mellin-Barnes-Integralen a priori nicht
ersichtlich, welche Reihenfolge der Ersetzung die geringste Zahl verschachtelter
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3.3. Rotationsinvarianter Ansatz

Mellin-Barnes-Integrationen liefert. Die Implementierung wurde daher so gestal-
tet, dass alle sechs Moglichkeiten durchlaufen und sechs mogliche Mellin-Barnes-
Darstellungen, von denen einige identisch sein kénnen, erzeugt werden.

3. Es ist zu beachten, dass die Verwendung von Barneschen Lemmata auch nach
der Laurent-Reihenentwicklung in € zu weiteren Vereinfachungen fithren kann.

3.3.3. Mellin-Barnes-Darstellung der soften Masterintegrale und
numerische Lésungen

Im Folgenden wenden wir die erlduterten Methoden auf die soften 4-Teilchen-Schnitt
Masterintegrale an. Dabei betrachten wir die neun nicht-trivialen” Masterintegrale aus
Ref. [54], d.h. den soften Phasenraum und von Fy(e),..., Fig(€), sowie ein weiteres,
welches unter anderem bei der soften Entwicklung der Masterintegrale der Topologie
BT1 auftritt und das wir mit Fj;(e) bezeichnen. Um einen Vergleich mit Ref. [54] zu
erleichtern, wiahlen wir die dortige Normierung, d.h. wir normieren alle soften Master-
integrale auf den soften Phasenraum und geben die Ergebnisse in Minkowski-Metrik
an.

3.3.3.1. Mellin-Barnes-Darstellung der soften Masterintegrale

Die Definitionen der Masterintegrale lauten

1 dPS;;
F: =
2(¢) PS3 / (s13 + S15)534

Ry e / dPS;
€) .=
s PS J s14823834

Fae) e / dPS;
€) .=
* PS3 ) s13815834545

R / dPS;
€) = )
> PS5 J (s14+ S15)5235345

1 dPS;
Fg(e) = / L )
6(c) PS} J (513 + 514)(514 + 515)523534

P L / dPS;
€) .=
! PS5 ) s15824834835

1 dPS;
Fg(e) = / 4 )
8(¢) PSy J (13 + s15) (823 + $24)534535

Fo(e) 1 / dPSj
€) .= ,
’ PSi ) si5(S14 + S15)5235345345

Fio(e) 1 / dPS§
€)= )
10 PS} J (s23 + 524) (524 + 525)534545

1 PSS
F; = . 3.83
1(€) PS5 / (513 + 514) (514 + 515) (35

Talso alle aufier dem Phasenraum PS§ aus Gl. (3.77) mit n = 4
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

Wir geben im Folgenden fiir jedes in Gl. (3.83) definierte Masterintegral eine gefunde-
ne Mellin-Barnes-Darstellung mit minimaler® Anzahl verschachtelter Mellin-Barnes-
Integrationen an. Fiir Fg(e), Fg(e) und Fig(e) finden wir Darstellungen mit zwei Mellin-
Barnes-Integralen, fiir das komplizierteste softe Masterintegral Fy(e) lediglich eine mit
einem Dreifachintegral. Die anderen soften Masterintegrale besitzen eindimensionale
Mellin-Barnes-Darstellungen. Aufierdem tritt fiir Fy(e) aufgrund angewendeter Kor-
rolare der Barneschen Lemmata die Digamma-Funktion 1 auf und wir erhalten hier
eine Summe mehrerer Terme. Wir betonen, dass die hier gefundene Mellin-Barnes-
Darstellung des kompliziertesten soften Masterintegrals Fy(e) eine Integration weni-
ger, als die in Ref. [54] angegebenene Darstellung, enthilt. Dadurch wird das Integral
einem von Chihaya Anzai implementierten Algorithmus [114] zugénglich und die hier
gegebene Darstellung konnte von ihm als Reihenentwicklung in € bis zur Ordnung €!
analytisch berechnet werden, was zu einer Bestétigung des Ergebnisses aus Ref. [54]
fiihrte. Die Mellin-Barnes-Darstellungen der Phasenraum-Masterintegrale im soften
Grenzfall ergeben sich zu

+ico g, —0e)l(—€)l(—2¢6 —z)l(—€—2)L(—= 2 e+ 2
FQ(G):_/ dz (6 — 6e)I'(—e)T'(=2¢ — 2)I'( JT(=2)0(1 + 2)I(1 — € + 2)

oo 2mi ['(3—66)I'3(1 —e)I'(1 — 2¢e — 2)] ’
[0 dz 27172 /7T (6 — 6€)[(2 — 2¢)['(—2€)T(—e)
Fae) _/Z-oo 2mi T2 - 66)T4(1— T3 —e)
I(—1—e—2)0(=2)T?(1+ 2)['(1 — e+ 2)
['(1—2e+2) ’
Prle) — T dz T(6 — 66)[3(—e)['(—1 — 26 — 2)T(=2)T3(1 + 2)['(—e + 2)
1) = /m omi T3(1 — e)D(—66)T(1 — 2¢ + 2)0(1 — e + 2) :
o) — Hioo gy T(6 — 66)(1 — 36)I(—e)T(—2¢ — 2)T'(—2)T2(1 4+ 2)T(1 — € + 2)
5(e) = /m omi T(2— 66)T(2 — 2)T2(1 — €)T(2 — 3¢ + 2) :
B F0 d21dze T(6 — 66)(—1 — 2¢ — 21)['(—€ — 21)T(—21)T(1 + 21)
Fole) = - /m (27172')22 T(1— é@m - el) : :

D(1—e+420)0(=1 =€ — 20)T(—22)T?(1 + 20)['(1 — € + 20)
I'(1 —2€e— 21 + 29) )
+i00 p — 6e 4_6 11— % — . 3 ;
Fr() —/ dz T(6 — 66)T*(—e)T(—1 — 2¢ — 2)D(—2)T3(1 + 2)

Cico 2 (1 — e)I'(—6e)T'(1 — 26 + 2) ’
Fa(e) = /H‘X’ dz1dz T'(6 — 66)[2(—e)['(—1 — 2€ — 21)[(—21)T(1 4+ 21)T(1 — e + 1)
ST (@mi)? T4(1 — )T (—66)T(—2¢ — 21)
(=1 —2¢ — 29)(—22)2(1 + 22)I'(—€ — 21 + 29)
(1 — 2€+ 29) ’
+i%0 d21dze T(6 — 66)(—e)T (=1 — 2)['(—2 — 3¢ — 21)
Fy(e) = - /_m (27172‘)22 T(—1- 66)r41(1 — ) :

8Verlgeiche den zweiten Punkt der Anmerkungen in Abschnitt 3.3.2.2
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3.3. Rotationsinvarianter Ansatz

P(—1—e—2)T(14+2)T(1 — €+ 21)T (=1 — 22)[(—=2 — 2e — 29)
I'(—2e¢)

T2(2 4 2)T(1 — € + 29)
F(—36 — 21+ 22)
N /HOO dz1dz T(6 — 66)?(—e)T'(—1 — 21)I'(—2 — 3e — 21)I'(1 + 21)

Cise  (271)? [(—1—6e)I(1 —¢)
Il —€e+42z1)I'(—1 —22)T' (=2 — 2¢ — 22)T(2 + 22)T(1 — € + 22)
F(l — 2¢ + 2’1)
(3421 + 29)
P(l — 3¢ + 22)
/HOO dz1dzodz3 I'(6 — 6€)I'(—1 — 4e)T'(—¢)I'(—1 — 21)[(1 + 21)
e (2mi)3 I'(—1—6e)I*(1—¢)

(=2 —€— 21 — 29)T(—22)T(1 + 22)['(—2€ + 29)
[(—=1— 21 — 29)'(—4e + 29)
P(—l — Zg)r(—e + 21+ 29 — Zg)P(Q + Zg)r(l — €+ zg)F(—zl — 29 + 23)

(1 —2€e + z3)
i gz T(6 — 66)T(—1 — 36)3(—e)T (=1 — 2)I(—2 — 2¢ — 2)
* /Z.OO i T(—1 - 665 (1 — )T(~2¢)
224 2)['(1 — € + 2)Y(—2¢)
I'(1—3e+2)
B /HOO dz1dzo T'(6 — 66)I'(—1 —4e)['(—e)['(=2 — € — 2z1)['(2 + 21)
Ciso  (2m1)2 ['(—1—6e)I'*(1—¢)
P(1—2e+21) (=1 —29)(—€+ 21 — 229)[(2 4 22)T'(1 — € + 22)
I'(1—4e+z)
D(—2z1 4 22)¢Y(1 — 2e + 21)
(1 — 2€+ 29) ’
Fio(e) = /HOO dz1dza T'(6 — 66)T'(—¢)I'(—1 — 26 — 21)T'(—21)I'(1 4+ 21)T'(1 — €+ 21)
Cieo  (27i)? 41— e)T'(—6€)'(—2¢ — 21)
(1 — 29)T(—€ — 29)[(22)T (=1 — 26 + 29)['(—1 — € — 21 + 29)
['(—2¢+ 22) ’
F00 dz T'(6 — 6€)['(—2€ — 2)['(—€ — 2)['(=2) (1 + 2)T(1 — e + 2
Fule) :/_m omi H T(4— ()?e)(r2(1 - 2)1“((1 z 2(6— z)) ( !

(3.84)

Die in Gl. (3.84) angegebenen Mellin-Barnes-Darstellungen liegen auch in den zu dieser
Arbeit beigelegten Dateien [90] vor.

3.3.3.2. Numerische Lésung der soften Masterintegrale

Zur Berechnung der Randbedingungen der Differentialgleichungen fiir 4-Teilchen-
Schnitt Masterintegrale, siehe auch Kapitel 4, wurden die in Ref. [54] angegebenen Er-
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3. Phasenraum-Masterintegrale im soften Grenzfall

gebnisse fiir die soften Masterintegrale Fs(e), F5(¢), ..., Fip(€) und das Ergebnis (3.86)

fiir F;(€e) verwendet. Als unabhéngiger Test dieser Ergebnisse, werden die oben an-

gegebenen Mellin-Barnes-Darstellungen in € entwickelt und nach weiterer Anwendung

der Barneschen Lemmata numerisch integriert. Wir erhalten

_ 60¢2

e
+7727,22181¢* + O (€°)

90 693 (1917 — 60C2) , —2268 + 462, — 300
Fy(e) = — —5 + U917 —60¢2) 4026 = 30065 4 539,96510
€ € €

€
+17,25724€ + 49,34129¢* + O (%),

Fy(e) + 40,99249 + 285,93301¢ + 858,42272¢2 + 2575,66107¢>

600 10020 70560 303480 — 4803
F4(€) = — 6—4 + 63 - 62 + .
— 1001900,67551 + 3041097,45313¢ — 9122458,64560¢> + O (%) ,
120
Fs(e) = — G _ 28,83973 — 376,85964¢ — 1073,87091¢>
€
— 3116,29564¢ + O ('),
10 137 740,79736  2046,76566  2414,98937
Fole) R + €3 B €2 * €
—1009,02(9) — 72(2)e + O (%),
360 4932  —24300 + 720¢; 55080 — 9864(s + 4320(3
Fr(e) =— 3 T a T 3 + 2
33154,01281
— " 1+13240,37126 + 1812,83428¢ + O (%),
€
60 822 —4050 4 240(> 9180 — 3288(s + 2400¢3  8179,15362
Fy(e)=— 5 +—F + + -
€ el €3 €2 €
+1110,64384 — 3584(2)e + O (¢?) ,
160 1712 2784 —120¢,  33935,84851  216027,72672
Fy(e) = - + + _

€ et €3 €2 €

+ 744708(1) — 2280472(8)e + O (€?),

120 2004 14112 60696 + 240
FlO(G) :_6—4+ 63 - 62 + CB

€
— 204202,84407 + 621037,64247¢ — 1863831(9)e” + O (),

Fi1(€) =20C + 79,46153¢ + 254,23406¢% 4 794,60902¢> + 2447,77173¢*
+ 7471,28407¢° + O (%) . (3.85)

Die fithrenden Terme in der e-Entwicklung sind frei von Integrationen und daher
analytisch angegeben. Numerische Ergebnisse sind durch Kommazahlen dargestellt.
Fiir eindimensionale Mellin-Barnes-Integrale geben wir keinen Fehler an. Wir haben
aber gepriift, dass fiir diese Beitrége die absolute Abweichung von den in Ref. [54]
und GI. (3.86) angegebenen Ergebnissen kleiner als 107 ist. Fiir mehrfache Mellin-
Barnes-Integrale geben wir den Fehler der numerischen Integration auf die letzte an-
gegebene Stelle in runden Klammern an. Dieser Fehler wird geméfi der Beschreibung
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3.3. Rotationsinvarianter Ansatz

von MB.m [109] aus der Wurzel der Summe der Quadrate der Fehler einer jeden nu-
merischen Integration abgeschétzt. Auch hier stimmen die Ergebnisse im Rahmen der
angegebenen Genauigkeit mit Ref. [54] iiberein.

3.3.3.3. Analytische Lésung des soften Masterintegrals Fi;(¢)

Das softe Masterintegral Fii1(e) entspricht dem soften Grenzwert von
BT1(1,1,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0), vgl. Abb. 2.7. Es wurde in Ref. [54] nicht berechnet. Wir
gehen davon aus, dass es in den in Ref. [54] betrachteten Wirkungsquerschnitten
nur zu hoheren Ordnungen in y beitrdgt, die dort nicht betrachtet wurden. Alle
Mellin-Barnes-Integrale, die in der e-Entwicklung des in Abschnitt 3.3.3.1 gegebenen
Ausdrucks bis zur Ordnung €’ auftreten konnten von Chihaya Anzai [114] analytisch
gelost werden. Der so erhaltene Ausdruck

Fi1(€) = 20¢; + €(—54Ca + 140¢3) 4 €2(36¢3 — 378(3 4+ 600¢4)
+ €3(252¢3 + 160(aC3 — 1620¢4 + 1860(s5)
+ €1(—432¢2¢3 + 560¢2 + 1080¢, — 5022¢5 + 6420¢6)
+ €7(288(a (3 — 1512¢3 4 4800¢3C4 + 3348C5 + 960(2Cs — 17334(s + 15240(7)
+ O(e5) (3.86)
stimmt mit der numerischen Losung (3.85) iiberein und erfiillt insbesondere die
in Ref. [54] fir die Masterintegrale Fs(e), F5(¢),..., Fip(€) gefundene Eigenschaft,

namlich dass alle Koeffizienten in der angegebenen Basis von Zetafunktionswerten
ganze Zahlen sind.
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir
Phasenraum-Masterintegrale

In den vergangenen Jahrzehnten hat sich die Differentialgleichungsmetho-
de [115, 116, 117, 118, 119] zur Berechnung von Masterintegralen bewihrt
(padagogische Einfiihrungen in die Methode der Differentialgleichungen befin-
den sich zum Beispiel in [120, 107]). Mit ihrer Hilfe kann die Berechnung der Integrale
in zwei Teilprobleme aufgespalten werden: Die Bestimmung der Abhéngigkeit der
betrachteten Masterintegrale von der kinematischen Variablen x, welche durch
die Losung von Differentialgleichungen gegeben ist und die Fixierung der dabei
auftretenden Integrationskonstanten durch Berechnung der Integrale in einem
kinematischen Grenzfall. Dabei ist zu beachten, dass der kinematische Punkt x = 0,
wie in [48] betont wurde, nicht als Randbedingung geeignet ist, da die Integrale
im allgemeinen im masselosen Grenzfall zusétzliche infrarote Pole besitzen und ein
stetig-differenzierbarer Ubergang zu z > 0 somit nicht gewihrleistet ist. Die im vori-
gen Kapitel 3 bestimmten soften Entwicklungen um x = 1 eignen sich dagegen zum
Bestimmen der Integrationskonstanten. In Abschnitt 4.1 geben wir die Herleitung der
Differentialgleichungen fiir Integrale mit vorliegender Kinematik an und beschreiben
in Abschnitt 4.2, wie man die Differentialgleichungen mittels Basiswechsel auf eine
sogenannte kanonische Form [121] bringen kann und erldutern ihre Vorteile.

Die Existenz einer kanonischen Form wurde zunéchst vermutet [121] und durch viele
Anwendungsbeispiele auf 2-Schleifen- [121, 122, 123, 124, 125, 126, 127, 128, 129] und
3-Schleifenniveau [130, 131, 132, 133, 58] gestiitzt, die die Anwendung der Methode auf
viele verschiedene kinematische Konfigurationen, sogar auf einskalige Probleme [131],
aufzeigen. In verschiedenen Arbeiten wurden Algorithmen zur Konstruktion einer
kanonischen Basis, d.h. eine Basis die kanonische Differentialgleichungen erfiillt, fiir
auftretende Teilprobleme entwickelt, z.B. fiir Differentialgleichungen die polynomial
von € abhingen [123], fiir endliche Integrale in D = 4 Dimensionen [132], sowie
eine Strategie fiir die Konstruktion ausgehend von einer Basis, deren endlicher Teil
der homogenen Differentialgleichungen durch Dreiecksmatrizen gegeben sind [126],
welche schliefllich von einem allgemein formulierten Algorithmus fiir zweiskalige
Probleme [134] iiberragt wurden. Wihrend das Thema in den Vorlesungsnotizen [135]
lediglich andiskutiert wurde, findet man eine ausfiihrliche, piddagogische Diskussion
iiber kanonische Differentialgleichungen in [136].

In diesem Kapitel, soll ein ebenfalls pddagogischer Zugang zur Differentialgleichungs-
methode und kanonischen Basen unter dem Gesichtspunkt der Higgsproduktion in
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Gluonfusion gegeben werden, wobei gerade die Methoden zum Auffinden kanonischer
Basen diskutiert werden, die tatséchlich in dieser Arbeit verwendet wurden. Ein Grof}-
teil des hier dargestellten Inhalts wurde in [13] verdffentlicht. Das Kapitel ist wie folgt
gegliedert. Zunéchst diskutieren wir in Abschnitt 4.1, wie man Differentialgleichun-
gen fiir Masterintegrale aufstellen kann. Anschlielend definieren wir in Abschnitt 4.2
die Eigenschaften der kanonischen Basis. In Abschnitt 4.3 geben wir an, welche be-
kannten Methoden verwendet wurden, die Vermutungen nahelegen, mit deren Hilfe
sich gute Kandidaten fiir eine kanonische Basis erraten lassen. Im darauf folgenden
Abschnitt 4.4, geben wir im Rahmen dieser Arbeit entwickelte neue Ideen an, die zu
einem Algorithmus fiir gekoppelte Systeme von Differentialgleichungen ausgebaut wer-
den konnten. Wir schlieBen dieses Kapitel mit der Diskussion der NNLO und N3LO
Ergebnisse in den Abschnitten 4.5 und 4.6.

4.1. Differentialgleichungen fiir Masterintegrale
Im folgenden wollen wir aufzeigen, wie man Differentialgleichungen fiir die vorliegen-

den Masterintegrale herleiten kann. Dazu betrachten wir die Ableitung nach x eines
Integrals tiber die Schleifenimpulse {L;}

ax/IZIdDLi C(Py, Py, {Li}) (inxyﬂ
_ /UdDLi C(Py, Py,{Li}) 0, (ﬁ)k

— _k/HdDLi C(Py, Py, {L;}) (ﬁ)kﬂ, (4.1)

wobei C' die masselosen Propagatoren und etwaige Normierungsfaktoren enthélt und
der Impuls @) des Higgspropagators als Linearkombination der Impulse Pj, Py, {L;}
aufzufassen ist. Wir sehen also, dass sich durch die Ableitung bis auf den Vorfaktor
—k lediglich der Index des Higgspropagators um eins erhéht. Das so erhaltene Inte-
gral wird auf eine Linearkombination von Masterintegralen reduziert. Wendet man
den Ableitungsoperator auf diese Weise auf alle N Masterintegrale an, so erhélt man
ein lineares, gekoppeltes System aus N Differentialgleichungen, dessen Koeffizienten
rationale Funktionen in x und e sind. Dieses ist von der Form

Or f(z,€) = /Nl(:v, e)f(ac, €), (4.2)

mit dem Spaltenvektor f von Masterintegralen der Linge N und der N x N
Koeffizientenmatrix A.

Wir betrachten als einfaches Beispiel die NLO Topologie aus Abb. 2.5. Wie in
Abschnitt 2.7 erldutert wurde, lidsst sich diese Topologie auf ein Masterintegral
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TNLO2(1,1,0) reduzieren. Geméf Gl. (4.1) erhalten wir

1-2
0, TNLOy(1,1,0) = ~TNLO2(2,1,0) = —~ ‘

— TNLOy(1,1,0), (4.3)

wobeil im letzten Schritt die Reduktionstabelle verwendet wurde.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden nicht von Anfang an kanonische Basen verwendet.
Vielmehr wurden die erhaltenen Differentialgleichungen auf NNLO mittels eines von
Alexey Pak implementierten Algorithmus, der z.B. in [40] und [42] Verwendung fand
und in Mathematica implementiert wurde, direkt gelost. Direkt heifit hierbei, dass
zunéchst die homogene Losung gesucht und anschlieend mittels Variation der Kon-
stanten eine inhomogene Losung gefunden wurde. Die Integration wurde mithilfe von
HPL.m [137, 138] durchgefiihrt, welches eine Implementierung Harmonischer Polyloga-
rithmen (HPL) [139], die wir mit H bezeichnen,

H) =1, H A(z)= /0 "4 ha(F) Hy(#),

ho(@) = &, hi(z) = — h_l(x):lix

x 1—z’

(4.4)

und deren Eigenschaften bereitstellt. Die Integrationskonstanten wurden durch
Abgleichen mit den in Abschnitt 3.2.7 behandelten soften Entwicklungen bestimmt.
Somit konnten die Ergebnisse aus [42] getestet werden, was nach Auffinden klei-
nerer Fehler, die erst auf einer Ordnung in € sichtbar werden, die die damalige
NNLO-Rechnung iibersteigt, zu einer Uberarbeitung der Ergebnisse [94] fiihrte.
Dieses enthélt sowohl die Ergebnisse mit voller x-Abhéngigkeit, als auch die soften
Grenzwerte y — 0 mit entsprechender 3+~ Abhingigkeit, vgl. Abschnitt 3.1.

Auf N3LO erweist sich dieser Ansatz zunehmend als unbrauchbar, da die auftretenden
Koeffizienten der Differentialgleichungen sehr kompliziert werden. Auflerdem treten
Félle auf in denen bis zu n = 5 Masterintegrale gekoppelt sind. Der eben genannte
Algorithmus entkoppelt diese Differentialgleichungen durch Bildung einer Differenti-
algleichung n-ter Ordnung, welche noch komplizierter ist. Dariiber hinaus benétigen
wir fiir einige Masterintegrale hohe Ordnungen in der Entwicklung im dimensionalen
Regularisierungsparameter e. Das bedeutet: Auch wenn homogene Losungen fiir die
auftretenden Integrale gefunden werden konnen, scheitern wir in der Regel an der
Integration die bei der Variation der Konstanten auftritt. Im Folgenden Abschnitt
wollen wir eine Methode vorstellen, die dieser Problematik Rechnung trigt.

4.2. Kanonische Form der Differentialgleichungen

Wie im vorangegangenen Abschnitt bereits erldutert wurde, sind die auftretenden
Differentialgleichungen der Masterintegrale, die durch die Reduktion gefunden wer-
den, i.A. zu kompliziert um auf direktem Weg gelost werden zu konnen. Die Wahl
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

der Masterintegrale ist jedoch wie die Wahl einer jeden Basis nicht eindeutig. Es ist
wohl bekannt, dass man Masterintegrale geschickt wihlen kann, sodass deren Diffe-
rentialgleichungen einer einfacheren Form geniigen. Jedoch wurde erst kiirzlich eine
kanonische Form [121] vorgeschlagen, die das Losen der Differentialgleichungen trivial
macht. Bevor wir zu dieser Form kommen, zeigen wir, wie ein Basiswechsel im Fall
von Masterintegralen vollzogen werden kann.

4.2.1. Basiswechsel

Gegeben sei eine alte Basis f , z.B. die Masterintegrale, welche die Reduktion geliefert
hat. Wahlt man nun neue Basisintegrale f, so sind diese iiber

flzye) = B(m,e)f(a:,e), (4.5)

mit der alten Basis verkniipft, wobei die N x N Matrix B entweder aus der Reduk-
tionstabelle abgelesen werden kann, das ist der Fall, wenn f durch eine andere Wahl
von Indizes definiert ist, oder neu definiert wird. Wir berechnen nun die Ableitung
von Gl. (4.5) und erhalten mithilfe von Gl. (4.2)

00 (w,¢) = (<x,e< >)
SRICAER)
f(2.0) + B(w,e) (A(z,0)f(,¢))
o)

= [(@0:B(x,0) + B(z, )4 f
) B~

— |(@.B(x,€)) + Bz, e)fi( 9] 1( ) (x,€). (4.6)
Das definiert die Differentialgleichung der neuen Basis f
Ouf = Af, mit A(z,€) = [(0,B(x,¢€)) + B(x,€)A(z,€)] B~ (z, ). (4.7)

Stellt man eine alternative Basis f bereit, so kennt man auch die Form ihrer Differen-
tialgleichungen A, da man die Reduktionstabelle verwenden kann, um sowohl A als
auch B zu erhalten’.

4.2.2. Kanonische Basis

Eng verkniipft mit einer geeigneten Wahl von Basisintegralen ist der Begriff der
reinen Funktion. Um diesen genauer zu erldutern, definiert man zunéchst die Anzahl
von iterierten Integrationen, die benétigt werden um eine Funktion zu definieren,
als das Gewicht der Funktion. Haben alle Terme einer Funktion das gleiche Gewicht

Tch méchte mich an dieser Stelle bei Takahiro Ueda fiir die Bereitstellung der Mathematica Funk-
tion FastInverse[] zur schnellen Inversenbildung groflier Matrizen bedanken, welche sich bei der
Invertierung von B als sehr niitzlich erwies.
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und liefert die Ableitung von f eine Funktion bei der alle Summanden das vorange-
gangene Gewicht reduziert um eins aufweisen, so nennt man f rein [121, 140]. Da
diese Definition das Auftreten von Produkten aus transzendentalen Funktionen und
algebraischen Koeffizienten (aufier Zahlen) in f verbietet, haben Masterintegrale die
reine Funktionen sind, in der Regel eine kompaktere Form.

Gemifl Henns Vermutung [121], existiert eine Basis f von Integralen, in der alle Ma-~
sterintegrale reine Funktionen sind und die Differentialgleichungen

Opf(m,€) = eA() f(z, ), (4.8)

erfiillen, d.h. e faktorisiert von der Matrix A. Um sicherzustellen, dass f reine Funk-
tionen sind, sollte A von der Form

Az) =Y (4.9)

)
xr — T
& k

sein, mit Konstanten x; und konstanten Matrizen «j. Die Form der Differentialglei-
chungen (4.8) und (4.9) bezeichnen wir als kanonische Form, Masterintegrale die
derartige Differentialgleichungen erfiillen als kanonische Basis. Wie wir im folgen-
den erliutern, treten die am Ende von Abschnitt 4.1 beschriebenen Probleme beim
Integrieren der Differentialgleichungen in diesem Fall nicht auf, da dieser Schritt der
Rechnung im Falle kanonischer Differentialgleichungen trivial ist: Entwickelt man das
System aus Differentialgleichungen (4.8) in €

[e.9]

0. f(x) = A(0)f (), mit flz,e) = Y e fM(a), (4.10)

n=—oo

so kann man es Ordnung fiir Ordnung l6sen. Das entwickelte System (4.10) entkop-
pelt, d.h. es treten lediglich Funktionen niedrigerer Ordnung f*~ in der rechten
Seite der Differentialgleichungen fiir f) auf. Aufgrund der Form (4.9) ist die Losung
daher durch die Definition iterierter Integrale gegeben, vorausgesetzt man kennt die
Randbedingung in einem Punkt z = xg.

Die Matrix A trigt den singuliren Punkten des Prozesses Rechnung. Manche Sin-
gularitdten lassen sich daher leicht interpretieren, andere entziehen sich einer naiven
Erklarung. Fir x = 0 wird die Higgslinie masselos, wodurch zusétzliche infrarote Di-
vergenzen eingefiihrt werden konnen. Auflerdem entwickeln die Diagramme bei x = 1,
genauer gesagt bei x < 1, einen nicht verschwindenden Imaginérteil, da das Higgs-
teilchen dann tatsichlich produziert werden kann. Des Weiteren finden wir einen Sin-

guliren Punkt bei = —1, was sich in der kanonischen Form (4.9) niederschligt?:
= a b c =
Alz) = — —+ A 4.11
(7) e e BT3(2), (4.11)

?Die Ergebnisse der kanonischen Basisintegrale besitzen einen weiteren singuléren Punkt fiir  — oo
in der unphysikalischen Region.
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

wobei die Matrizen a,b und ¢ nur rationale Zahlen enthalten. Fiir alle betrachteten
Topologien auer der N3LO Topologie BT3 finden wir Agrs = 0. In diesem Fall ist
sichergestellt, dass die bis zu beliebiger Ordnung in € entwickelte Losung der Diffe-
rentialgleichungen iterierte Integrale sind, welche sich durch HPLs, siehe Gl. (4.4),
ausdriicken lassen. Diese kénnen wie bereits erwahnt mit dem Mathematica Paket
HPL.m [137, 138] behandelt werden. Der erste Term der Losung ist eine Konstante,
der néchste enthélt im Allgemeinen auflerdem HPLs vom Gewicht eins, der néchste
zusitzliche HPLs vom Gewicht zwei, usw. Daher ist das Ergebnis eine Linearkom-
bination von HPLs mit konstanten Koeffizienten. Wenn die Integrationskonstanten
entsprechendes Gewicht haben, sind die Masterintegrale reine Funktionen.

Im Fall der Topologie BT3 finden wir

d e

A =
B3(T) = =t T

(4.12)

mit rationalen Matrizen d und e. In diesem Fall ist A offensichtlich nicht von der
Form (4.9). Die Losung dieses Systems ist nicht Teil dieser Arbeit, sondern wurde
von Alexander Hasselhuhn bewéltigt. Hierbei ist erstens eine Variablentransformation
notig um die Form (4.9) zu erreichen und zweitens sind die Losungen nicht mehr in
der Klasse der HPLs.

4.3. Suchen und Finden geeigneter Kandidaten

Erst vor kurzem wurde ein Algorithmus veroffentlicht, um kanonische Basen zu
konstruieren [134], jedoch gibt es bislang noch keine veréffentlichte Implementierung,.
Daher wurde in dieser Arbeit eine Reihe bekannter Leitlinien, wie man Kandidaten
finden kann, die eine kanonische Basis bilden kénnten, angewendet. Die Differen-
tialgleichungsmatrix A solcher Kandidaten ldsst sich gemdfi Gl. (4.7) konstruieren
und somit kann man die kanonische Eigenschaft direkt nachweisen oder falsifizieren.
Ein wesentlicher Grund, warum ein solcher Versuchs- und Irrtumsansatz iiberhaupt
moglich ist, findet sich in der Tatsache, dass die Differentialgleichungsmatrix Schritt
fiir Schritt konstruiert werden kann. Man kann dem System schrittweise Integrale
mit immer mehr Propagatoren hinzufiigen, da ein weiteres Integral mit mehr oder
gleich vielen Linien die Differentialgleichungen der bereits betrachteten Integrale
nicht beeinflusst. Eine Ausnahme bilden Masterintegrale, die durch ihre Differen-
tialgleichungen gekoppelt sind. Jedoch greifen hier weitere Methoden, wie wir in
Abschnitt 4.3.6 und Abschnitt 4.4 sehen werden.

Im folgenden diskutieren wir in der Literatur bekannte, verwendete Prinzipien, die zu
einem gezielten Raten einer kanonischen Basis fiihren.
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4.3. Suchen und Finden geeigneter Kandidaten

4.3.1. Feynman-Parameter

Die Eigenschaft, dass die hier diskutierten reinen Funktionen, wie im letzten Ab-
schnitt 4.2 diskutiert, aus iterativ integrierten Logarithmen aufgebaut sind [121] birgt
Finschriankungen moglicher und Hinweise auf geeignete Kandidaten. Um diese sicht-

bar zu machen skizzieren wir die Feynman-Parameter-Darstellung eines Integrals I,
siehe z.B. [107],

o U({a)) TL 0% 6(S,0n — 1)
-/ Hd W (o) ’

ey =a— (l +1)D/2,
ew =a—1D/2,

a=> a, (4.13)

wobei [ die Anzahl der Schleifen, U und W Polynome in den Feynman-Parametern «;
und a; die entsprechenden Indizes sind. Ein Integral der Form

doj———  keN, 4.14
[ {al} oF ()

J

wobei ¢ ein irreduzibles Polynom ist, ist gegeniiber Integralen anderer Form vorzu-
ziehen, da es eher eine reine Funktion in x liefert, siche dazu auch die Diskussionen
von d-log Formen in Refn. [141, 136].

Wir verdeutlichen diese Aussage am NLO-Beispiel, sieche Abb. 2.5. Obwohl die Ab-
weichung der Differentialgleichung (4.3) des Masterintegrals TNLO2(1,1,0) von der
kanonischen Form (4.8) durch geeignete xz-Normierung behoben werden kann, siehe
Abschnitt 4.3.4, wollen wir versuchen sie vom Standpunkt der parametrischen Dar-
stellung (4.13) zu verstehen. Fiir die NLO Integrale ergibt sich U = )", oy, und auf-
grund der J-Funktion gilt U = 1. Des weiteren finden wir fiir TNLOy(1,1,0) a = 2
und daher ey ~ 0, wobei wir unter “~” die D = 4 Néhnerung?® verstehen. Vergleichen
wir nun mit Gl. (4.14) so ergibt sich k ~ 0, was fiir die nicht-kanonische Form von
Gl. (4.2) verantwortlich ist. Wollen wir dagegen k = ey ~ 1 erreichen so benétigen wir
a = 3. Dazu kann man z.B. den Index der massiven Higgslinie um eins erhéhen, was
auf TNLO2(2,1,0) fiihrt, oder einen weiteren Propagator hinzufiigen TNLO9(1,1,1).
Im ersten Fall liefert das Erhohen des Index der Higgslinie einen zusétzlichen Faktor
a1 im Zahler, der sich gegen einen globalen Faktor oy im W-Polynom kiirzt. Nun
kann man mittels Gl. (4.7) Differentialgleichungen konstruieren, welche tatséchlich

®Bei der Suche nach Kandidaten fiir eine Kanonische Basis kann die e-Abhéingigkeit von Potenzen
ignoriert werden. Siehe hierzu z.B. Ref. [130].
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

von kanonischer Form sind?:

2¢
—x
2€
—x

0 TNLO2(2,1,0) = -——TNLO(2,1,0),

0, TNLOy(1,1,1) = TNLO9(1,1,1). (4.15)
Es lohnt sich, diese Tatsache im Hinterkopf zu behalten, da diese Diagramme als Sub-
graphen auf héheren Schleifenordnungen auftreten. Andert man die Masterintegrale
auf diese Weise, d.h. erhoht man einen Index eines 2-Punkt Subgraphen auf zwei oder
fiigt ihm einen Propagator hinzu und erweitert ihn somit zu einem Dreieck, so erhélt
man vielversprechende Kandidaten, siche dazu auch Ref. [130].

AufBlerdem lésst sich aus dem Vergleich der Feynman-Parameter-Darstellung (4.13)
mit der Form (4.14) eine allgemeine Feststellung begriinden: Identifiziert man, wie in
obigem Beispiel W mit g, so erhélt man

a—2~ey~k=123,... (4.16)

Auf NNLO, also fiir [ = 2, ergibt sich ¢ = 5,6,7. In der Tat, ist jedes Element der
kanonischen Basis, die wir in Abschnitt 4.5 angeben, aus Linearkombinationen von
Integralen mit genau dieser Summe von Indizes aufgebaut! Daraus lésst sich folgende
allgemeine Tendenz ableiten: Hat ein Integral wenige Propagatoren, sodass a < 1+ 21,
so miissen wir Punkte auf die Linien setzen oder Propagatoren hinzufiigen, um k& zu
erhohen, siehe auch Abschnitt 4.3.2. Ist die Anzahl der Propagatoren eher grof}, so
ist k ebenfalls grofl. Betrachtet man beispielsweise k > 2 so kénnen wir k£ bzw. ¢ um
eins senken. Anschlieffend gilt immer noch k& > 1. Demzufolge kann man in diesem
Fall gezielt Skalarprodukte hinzufiigen, siehe Abschnitt 4.3.5. Hat ein Masterintegral
der Reduktion k = 1,2, manchmal auch 3, so ist dies oft ein guter Kandidat.

Wir schlieflen den Abschnitt mit einer letzten interessanten Bemerkung: Die hier an-
gefithrten Argumente basierten hauptséchlich auf der diagrammatischen Struktur der
Integrale, aber weniger (bis auf das kiirzen von a; in obigem Beispiel) auf der expli-
ziten Struktur des W-Polynoms in Gl. (4.13) und waren daher nahezu unabhéngig
von der Kinematik. Es ist daher nicht iiberraschend, dass einige Integrale der kanoni-
schen Basis in Abschnitt 4.5 Ergebnissen dhnlicher Topologien mit anderer Kinematik
gleichen, die man in der Literatur findet, siche Abschnitt 4.3.6.

4.3.2. 2-Punkt Subgraphen

Um zu zeigen, wie masselose 2-Punkt Subgraphen behandelt werden kénnen um die
zugehorigen Masterintegrale auf kanonische Form zu bringen, betrachten wir den 3-

1Obwohl die Differentialgleichungen beider Integrale identisch sind, unterscheiden sich deren Losun-
gen aufgrund verschiedener Randbedingungen um einen z-unabhéngigen Vorfaktor C'(e). Betrach-
tet man im eindimensionalen Fall einen Basiswechsel B(z, €) von einer kanonischen Basis zu einer
beliebigen anderen kanonischen Basis so findet man B(z,€) = C(€), was begriindet, dass die hier
gegebenen Differentialgleichungen gleich sind.
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Teilchen Phasenraum, siehe Abb. 2.6 auf S. 14,
TTA;5(1,1,1,0,0,0,0) =: TTA3(1,1,1), (4.17)

wobei wir die hinteren Nullen der Lénge wegen weglassen. In unserer Reduktionstabelle
ist dieses Integral an ein weiteres TTA3(1,1,1,—1,0,0,0) mit einem Skalarprodukt
gekoppelt. Geméfl der Beschreibung aus Ref. [130] machen wir uns zu Nutze, dass die
Integration eines masselosen 2-Punkt Subgraphen mit Indizes by und bo, bis auf einen
Vorfaktor, einen Propagator mit Index by + by — 2 + ¢ liefert. Daher ergibt sich

V" = TTA3(2,2,1) ~ TNLO5(2,1 + ¢,0) ~ TNLO5(2,1,0), (4.18)

was geméfl der Diskussion im vorangegangenen Abschnitt 4.3.1 ein guter Kandidat
sein sollte.

4.3.3. Gezielte Linearkombinationen

Der zweite Kandidat, der an V;* aus Gl. (4.18) gekoppelt ist, kann durch Konstruktion
einer geeigneten Linearkombination gefunden werden. Dazu vergleichen wir wieder
einmal Gl. (4.13) mit Gl. (4.14) fiir kK = 1, d.h. in einem ersten Schritt setzen wir ey ~
k = 1. Damit haben wir a = 5 und ey =~ —1 fixiert. Die parametrische Darstellung
von dem gerade behandelten Kandidaten V}* fillt beispielsweise in diese Klasse

' alagé(zk . — 1)
TTA:(2:2.1) /H dag (ag +ajas + agaz) Wiz, {ai}) (4.19)

TTA3(1,2,2) das bis auf eine Ersetzung von ajag durch asas von gleicher Struktur
ist, liefert dagegen keine Differentialgleichung kanonischer Form. Man kann jedoch
versuchen W in Gl. (4.19) mit ¢ in Gl. (4.14) zu identifizieren, was bedeutet, dass wir
das U-Polynom (oo + agag + asas) kiirzen miissen. Das ldsst sich durch Addition
dreier Integrale zu

Vs = TTA3(2,2,1) + TTA3(2,1,2) + TTA3(1,2,2) = 2TTA5(2,2,1) + TTA5(1,2,2)
(4.20)

erreichen, wobei jedes Integral einem Term in U entspricht.

4.3.4. Normierung

Konstruiert man die Differentialgleichungen fiir die Kandidaten V|* und V5 mithilfe
von Gl. (4.7) so findet man, dass lediglich Ajy eine ungeeignete Form besitzt

: 0 0
g%A_<O L) (4.21)

11—z
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

Das nicht verschwindende Diagonalelement entspricht der homogenen Differentialglei-
chung von V5 in niedrigster Ordnung in € und damit in beliebiger Ordnung [120]. Um
diesen Beitrag wegzuheben fiihren wir einen e-unabhingigen Normierungsfaktor n(z)
hinzu, d.h. wir ersetzen V5" — n(x)Vy* was auf

. 1 On(x)
lim Agy =
SR T 1 4 * n(x)

=0 (4.22)

fithrt. Daraus ergibt sich n(z) = 1 — . Die ersten zwei kanonischen Basiselemente auf
NNLO sind daher

V1 = 6TTA3(2, 2, 1),
Vo =e(l —x)[2TTA3(2,2,1) + TTA3(1,2,2)] (4.23)

und erfiillen die Differentialgleichungen

+ 12
L > . (4.24)

T
4
11—z

SNSRI

Die Vorfaktoren e wurden eingefiihrt, damit die Integrale bei endlicher Ordnung be-
ginnen. Diese Art der Konstruktion der gekoppelten Sonnenaufgangsdiagramme kann
zu beliebiger Schleifenordnung verallgemeinert werden. So ergeben sich als kanonische
Masterintegrale auf N3LO:

€?BT174(0,2,2,0,0,2,0,0,1,0,0,0),

2(1 — ) [BT174(0,1,2,0,0,2,0,0,2,0,0,0) + 3BT174(0,2,2,0,0,2,0,0,1,0,0,0)] .
(4.25)

Wir fahren mit dem NNLO Beispiel fort und fiigen dem Problem das né#chste
Masterintegral der Topologie TTAjs hinzu. Als Kandidat wéhlen wir V5" =
TTA3(1,1,1,1,0,1,0), was ein Integral aus der Basis der Reduktion ist. Da in seiner
Parameterdarstellung (4.13) a = 5 ist, ist diese Wahl durch Abschnitt 4.3.1 motiviert.
Als Differentialgleichungsmatrix ergibt sich

3e € €
AN A -
Ao (g 21 o) (4.20
1 1 2¢
= 2¢2x x

wobei der 2 x 2 Block links oben zu den Integralen (V7, V52) gehort und wie in Gl. (4.24)
eine kanonische Form besitzt. Die nicht-diagonalen Elemente in der letzten Zeile sind
nicht proportional zu e. Diese Elemente entsprechen inhomogenen Beitrigen in der
Differentialgleichung fiir V5. Das Problem kann durch n(e)-Normierung, d.h. durch
eine Ersetzung V5 — n(e)V5 behoben werden. In diesem Fall ist n(e) = €3, sodass

Vi = 2TTA3(1,1,1,1,0,1,0) (4.27)
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die kanonische Basis des 3 x 3 Teilproblems vervollstéandigt.

Zusammenfassend halten wir fest, dass eine diagonale Normierungsmatrix
si(xz,€), =7,
B} = i(®:e) - (4.28)
0, i 7 7,
genutzt werden kann, um die Koeffizientenmatrix der Differentialgleichungen

OuS; Si
auf gewiinschte Weise zu dndern. Eine padagogische Betrachtung zu weiteren z- und
e-Vereinfachungen der Differentialgleichungsmatrix A findet man in Ref. [136] und
einen vollstandigen Algorithmus in Ref. [134].

Als Randbemerkung wollen wir betonen, dass prinzipiell Basen existieren, fiir die € von
der A-Matrix wie in Gl. (4.8) faktorisiert, die Matrix jedoch nicht von der angestrebten
Form (4.11) ist. Als Beispiel betrachten wir

Vi = (14 €)e2xTTA3(1,1,1,2,0,1,0) (4.30)

statt V3 was die letzte Zeile in Gl. (4.26) &ndert

3e € €
2 stz O

A= -8 24 A . (4.31)
e Shrg X

Die nicht-diagonalen Elemente in der letzten Zeile fithren zu nicht-logarithmischen
Funktionen in der Losung von V5" und daher kann das Ergebnis keine reine Funktion
sein.

4.3.5. Unitaritatsschnitte und gezieltes hinzufiigen von Skalarprodukten

Wenn ein Integral kanonisch sein soll, so muss das insbesondere fiir die fithrende Sin-
gularitit des Integrals gelten, d.h. fiir die niedrigste Ordnung in der e-Entwicklung®.
Dazu kénnen wir uns die Methode der Unitarititsschnitte zu Nutze machen, fiir eine
padagogische Einfiihrung siche Ref. [136].

Wir veranschaulichen diese Methode am Beispiel eines Boxintegrals mit einer
massiven Linie im s-Kanal. Die fithrende Singularitdt der Box ist proportional zu
(sp — m2)_1tg1, wobei s, und ¢, die Mandelstamvariablen der Box bezeichnen. Dies

ldsst sich z.B. zeigen indem man alle Propagatoren der Box durch dé-Funktionen

*Weitere Betrachtungen in diese Richtung finden sich beispielsweise in Refn. [140, 142].
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ersetzt® (daher der Name Unitarititsschnitte), was einer Lokalisierung des Schleifen-
impulses in vier Dimensionen entspricht. In der Anwendung liasst sich das wie folgt
nutzbar machen: Taucht eine Box als Subgraph in einem Integral hoherer Ordnung
auf, so lokalisieren wir den Schleifenimpuls dieser Box, d.h. wir ersetzen in dem
Integral die Box durch die fithrende Singularitit (s, — m2)_1t;1. Anschlielend fiigen
wir ein Skalarprodukt hinzu, um entweder (s, — m?)~! oder tb_l zu kiirzen. Ist das
FErgebnis der Manipulation ein kanonisches Masterintegral einer Schleifenordnung
weniger, so wihlen wir dieses Integral als Kandidaten. Ist dies nicht der Fall, so
sind entweder weitere Manipulationen notig oder wir sind gezwungen einen anderen
Ansatz zu wéhlen.

Fin konkretes Beispiel ist durch die gekoppelten Masterintegrale der Reduktion

BT5(1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,0),
BT5(1,1,1,1,1,1,—1,1,1,1,0,0) (4.32)

der Topologie BT5 gegeben, siehe Abb. 2.7. Wir werden lediglich ein kanonisches
Masterintegral mithilfe von Unitaritédtsschnitten finden, das andere wurde mithilfe
des in Abschnitt 4.4 gegebenen Algorithmus konstruiert. Im ersten Schritt lokalisieren
wir die rechte untere Box”

Im zweiten Schritt multiplizieren wir mit ¢, d.h. wir ersetzen die fehlende Box auf
der rechten Seite durch den massiven Propagator (s, + x)~*

SDerartige fithrende Singularititen kénnen aber auch automatisiert mit einem Programm wie
FIESTA [143] bestimmt werden, wenn man den Spezialfall betrachtet, in dem die dufleren Impulse
der Box auf der Massenschale sind ¢? = 0.

"Der Ubersicht wegen, vernachlissigen wir in den folgenden Diagrammen die Schnitte aus dem
Formalismus der Unitaritéit in umgekehrter Form, siche Abschnitt 2.5.
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1 ~tp] =

./ :

wobei wir den Index —1 des hinzugekommenen Propagators durch ein Kreuz dar-
gestellt haben. Das so erhaltene Integral auf der linken Seite hat diagrammatisch die
gleiche Struktur, wie

Wy = (1 — 2)TTF5(1,0,1,1,1,1,1) (4.33)

aus Gl. (4.79) und Abb. 4.2, auch wenn im dortigen Abschnitt fiir den 3-Teilchen-
Schnitt ein anderes Masterintegral gewihlt wurde. Wir iibernehmen die Normierung
n(x) = (1 —z) aus Gl. (4.33), beriicksichtigen, dass ¢, gerade dem siebten Index in
BT5 a7y = —1 entspricht und erhalten nach n(e)-Normierung

(1 — 2)BT5(1,1,1,1,1,1,-1,1,1,1,0,0), (4.34)

was tatséchlich ein kanonisches Masterintegral ist. Das daran gekoppelte kanonische
Masterintegral wurde mithilfe des in Abschnitt 4.4 gegebenen Algorithmus konstruiert,
ist also durch einen langen Ausdruck gegeben, der sich in den Ergebnisdateien [90]
befindet.

4.3.6. Ahnlichkeitsbeziehungen

Wie in Abschnitt 4.3.1 bereits diskutiert wurde, hiangt die kanonische Eigenschaft
guter Kandidaten haufig nur schwach von der Kinematik ab. Als Beispiel betrach-
ten wir fiinf gekoppelte Masterintegrale der Topologie BT4. Eines davon ist durch
BT4(1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0) gegeben, die anderen unterscheiden sich hiervon le-
diglich durch zusétzliche Skalarprodukte. Die in Abb 4.1 gezeigte, von den sechs Pro-
pagatoren dieser Integrale aufgespannte Subtopologie definiert, wenn auch in anderer
Kinematik, die in Ref. [131] betrachtete Topologie K4. Die kanonischen Masterinte-
grale fiir BT4 konnen, bis auf Normierungsfaktoren, durch direkte diagrammatische
Korrespondenz zu fiinf der sieben in Ref. [131] gegebenen kanonischen Masterintegrale
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10

w
N

Abbildung 4.1.: Subtopologie BT4(ay, a9, as, 0, as,0,a7,0,0,a19,0,0) von BT4, vgl.
Abb. 2.7.

g6, - -+, g10 aus den dortigen Gln. (3.7), (3.8) und (3.9) gefunden werden:

go = €3xTTS4(2,1,1,0,1,0,1,0,0,2,0,0),

g10 = €3xTTS4(1,2,2,0,1,0,1,0,0,1,0,0),

gs = €3(1 — x)TTSy(1,1,1,0,2,0,2,0,0,1,0,0),

g7 = €*TTS,(1,2,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0),

g6 = €*TTS4(2,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0). (4.35)

Die Relation “=” bedeutet, dass die Indizes der Integrale in gleicher Weise auf die
Propagatoren verteilt sind.

4.4. Konstruktion gekoppelter Systeme

Im folgenden betrachten wir Systeme aus n gekoppelten Differentialgleichungen. Da-
bei tritt folgendes Problem auf natiirliche Weise auf: Stellt man Kandidaten fiir n
gekoppelte Masterintegrale auf und betrachtet das fiir diese resultierende System aus
Differentialgleichungen, so findet man meist, dass dieses System keine kanonische Form
besitzt. Sogar wenn einer der Kandidaten ein kanonisches Masterintegral ist, das mit
(n—1) weiteren entsprechend gewéhlten Integralen eine kanonische Basis bilden wiirde,
verhindert eine schlechte Wahl der anderen Integrale eine kanonische Form. Es wire
jedoch hilfreich zu wissen, ob und welches dieser Integrale ein kanonisches Masterin-
tegral ist, sodass man es behalten und die anderen verwerfen konnte.

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie man unter Verwendung der Tatsache, dass
das gekoppelte System aus n Differentialgleichungen #quivalent zu einer Differenti-
algleichung nter Ordnung fiir eines der Masterintegrale ist, ein kanonsich gewé&hltes
Masterintegral von einem schlecht gewéhlten Kandidaten unterscheiden kann. Die zu-
grundeliegende Idee ist, dass die sich ergebende Differentialgleichung hoherer Ordnung
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fiir jedes Masterintegral unabhéngig von der Wahl der eliminierten Integrale und in
diesem Sinne eindeutig ist®. Damit definiert die Differentialgleichung héherer Ord-
nung das Masterintegral selbst und nimmt fiir ein kanonisches Masterintegral eine
charakteristische Form an, die auf der Annahme beruht, dass ein Satz kanonischer
Masterintegrale fiir das gekoppelte System existiert. Dariiber hinaus zeigen wir, dass
sobald ein kanonisches Masterintegral eines gekoppelten Systems gefunden wurde, die
Annahme der Existenz einer kanonischen Basis erlaubt, die (n — 1) daran gekoppelten
kanonischen Masterintegrale zu konstruieren.

4.4.1. Charakteristische Form der Differentialgleichungen héherer
Ordnung

Wir betrachten den Fall zweier gekoppelter Masterintegrale fi; und fo, um die Methode
im Detail zu diskutieren:

fi=anfi+aafs+ Zﬁigi,
i

f5=ao1f1 +asfo+ ZTZigia (4.36)
i

wobei Striche Ableitungen nach x bezeichnen und g; auf der rechten Seite Masterin-
tergrale sind, die bereits behandelt wurden und eine kanonische Basis bilden, welche

9= g (4.37)
i

erfiillt. Alle hier betrachteten Grofien sind Funktionen von x und e. Wir bilden eine
weitere Ableitung der ersten Zeile von Gl. (4.36) nach x und finden

[l =afi +anfi +aafa+ annfs + Z (r1i9i +r1197) - (4.38)

)

SchlieBlich eliminieren wir fy und f4 durch Gl. (4.36) und g} durch Gl. (4.37) und
erhalten eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir f:

a’ aja)

" 12 / / 12

1 =— (-an T a22> f1+ <a11 T, + aioa01 — a11a22> fi
12

12
alor
+ Z,: <—%2h — agarii + a1are; + 1Y + Zj: le%‘i) 9i
=: —le{ + Cofl + Z Coigi. (4.39)
i

Es ist wichtig zu betonen, dass diese Differentialgleichung unabhéngig von fo ist und
damit alleine das Verhalten von f; bestimmt. Die Koeffizienten Cy, Cy und Cp; sind
also invariant unter einem Basiswechsel der nur fp mittels fo — bo1 fi +baafo+> -, £2:9:
transformiert. Wir betrachten nun zwei Fille:

8Ist zur Beschreibung eines Masterintegrals eine Differentialgleichung nter Ordnung nétig, aber es
liegt eine Differentialgleichung (n + 1)ter Ordnung vor, so ist diese selbstverstindlich nicht ein-
deutig, jedoch trotzdem unabhéngig von eliminierten Masterintegralen.
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

Fall 1: f; und f> sind kanonische Masterintegrale.

Wir untersuchen, welche charakteristische Form der Differentialgleichung héherer Ord-
nung fir f; vorliegen sollte, wenn f1 und fo sowie die g; kanonische Masterintegrale
sind. In diesem Fall sind a;;, r;; und «;; proportional zu €. Daher kénnen die Koeffizien-
ten C1, Cp und Cy;, die durch Gl. (4.39) definiert sind, in e-unabhiingige Koeffizienten
zerlegt werden

=00 4 ec,
CO = ECél) + EQC(S ),

Coi = eCSY) + &, (4.40)
die durch
C{O) _ a12’
ai2
cm _ 1
1= (—a11 —az),
C’él) _ 1 < _ C‘11(112> ’
€ aio
o _ 1
0 == (a12a21 — a11a22) ,
o =3 (-1 ),
€
1
CS?) =2 <—a227‘12 + a12r2; + Z 7“1]%@) (4.41)

J

gegeben sind.

Fall 2: f; ist ein kanonisches Masterintegral aber f> nicht.

Sogar wenn f kein kanonisches Masterintegral ist und damit a;; und 7;; nicht von
kanonischer Form sind, kénnen wir die Unabhéngigkeit der Koeffizienten C;, Cy und
Co; aus Gl. (4.39) von der Wahl von f5 ausnutzen. Auch wenn sich Cfm), Cém), Co(lm)
nicht mehr wie in Gl. (4.41) durch a;j, r;; und o;; ausdriicken lassen, existiert eine
Zerlegung in € wie in Gl. (4.40) weiterhin. Diese erlaubt uns zu rekonstruieren welche
Koeffizienten aw und 7} ;; In einem System von kanonischen Differentialgleichungen
auftreten wiirden, wenn fo als kanonisches Masterintegral fJ gewihlt wire, unter
der Annahme, dass solch ein f} existiert. Da in solch einer Basis C7, Cy und Cyy;

ausgedriickt durch @;; und r}; von der gleichen Form wie in Fall 1 sind, kénnen wir
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4.4. Konstruktion gekoppelter Systeme

P

GL (4.41) verwenden, um a;

und rzpj zu bestimmen:

aﬁ)Q, + Cfo)a% =0,
9] /

p/_ G192 p __~(1)
ay; ——p-ap =€Cy 7,
D)
P _ P (1)
agy = —ay; —€Cy 7,
P D (2)
p _ 411029 2y
A5 = +e€
21 p
D) ayg
P /

p/_ %12 p _ oD

r ry. = X
17 P 17 07
a1g
P D b (2)
p _ G271 "% 5Cy,
P = - ¢ (4.42)
21 ap ap ap
12 12 12

Wir konnen dieses System von Differentialgleichungen Zeile fiir Zeile nach ay; und r};

16sen und die Integrationskonstanten von al,, a}; und r¥; auf Konstanten proportional
zu € setzen, die wir jeweils mit ecio, €c11 und €eky; bezeichnen.

4.4.2. Konstruktion der kanonischen Basis

Da wir nun alle Matrixelemente afj und rfj wie in Fall 2 des letzten Abschnitts
erhalten haben, kann man ein kanonisches Masterintegral f} konstruieren, das den
Differentialgleichungen, geniigt die durch afj und rfj impliziert werden. Die Matrix

des Basiswechsel

1 0 0
B=|0 1 o0 (4.43)
Bai bar  bao

von Basis (g5, f1, f2), die den Differentialgleichungen mit Matrix A geniigen, zur ka-
nonischen Basis (g;, f1, f3) mit AP erfiillt Gl. (4.7), beziehungsweise

B' = A’B — BA, (4.44)

wobeil die Matrizen A und AP durch

Oéij 0 0 Oéij 0 0

_ . J S p p p
A= 1|ry; a1 a|, AP = | ], ay; aj, (4.45)

p p p

T2i G21 A22 Ty Qg1 Aoy

gegeben sind.

Jede Komponente der vorletzten Zeile, welche f; entspricht, von Gl. (4.44) fiihrt auf
jeweils eine lineare Gleichung fiir Bo;, be; und bos. Die Zeile dariiber ergibt triviale
Gleichungen, wohingegen die Zeile darunter Differentialgleichungen ergibt, die zur
Uberpriifung der Konsistenz dienen. Mit der Bestimmung der Matrix B, erhilt man
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

einen expliziten Audruck von fJ als Linearkombination der g;, f1 und fo.

Bislang haben wir die Integrationskonstanten ci9, c11 und kq; welche in Fall 2 ein-
gefiihrt wurden noch nicht fixiert. Aufgrund Gl. (4.42) ist a}, proportional zu ¢;5 und
ab, und 75, sind proportional zu 01}1, wohingegen a};, ab, und r; unabhingig davon
sind. Daher kann man 01_21 als numerischen Normierungsfaktor von fJ, siehe Gl. (4.28)
und (4.29), interpretieren. Aulerdem spannen 01}1, c11 und kq; einen mehrdimensio-
nalen Losungsraum fiir f} auf und decken damit die gesamte Klasse von kanonischen
Masterintegralen, die an f; gekoppelte Partner sind, ab.

4.4.3. Algorithmus fiir zwei gekoppelte Masterintegrale

Bislang haben wir gezeigt, wie man zu einem kanonischen Masterintegral fi, ein wei-
teres kanonisches Masterintegral fJ konstruieren kann, das an f; gekoppelt ist. Das
fiihrt uns zu einem Algorithmus, der priift, ob f; ein kanonisches Masterintegral ist:
In der Annahme, dass f; ein kanonisches Masterintegral ist, versucht man f gemiiss
der vorangegangenen Herleitung zu konstruieren. Scheitert man an einem Punkt, so
folgert man, dass f; kein kanonisches Masterintegral ist. Schafft man es dagegen fJ
explizit zu konstruieren, so kann man explizit iiberpriifen, ob f; und fJ tatsichlich
eine kanonische Basis bilden, was dquivalent dazu ist eine konsistente Losung fiir die
Matrix B aus Gl. (4.44) zu finden. Im Detail heifit das:

1. Berechne die Koeffizienten C1, Cy und Cp; in der Differentialgleichung hoherer
Ordnung fiir fi aus a;; und r;; geméf Gl. (4.39).

2. Unter der Annahme, dass f; ein kanonisches Masterintegral ist, sollte sich zeigen,
dass C1, Cy und Cy; Zerlegungen in € wie in Gl. (4.40) haben, ansonsten kann
f1 kein kanonisches Masterintegral sein und sollte damit verworfen werden.

3. Berechne afj und rfj aus Cfm), Cém) und Cé;n) mit Gl. (4.42). Fordert man, dass
diese von der gewiinschten Form

p p no ni n_i
ijvrijN6<?+1_x+1+x> (4'46)

a

sind, wobei ng, n1 und n_q Zahlen sind, miissen die Differentialgleichungen fiir
aly, afy und rY; einfach zu 16sen sein. Sind sie dagegen schwierig zu 16sen so sind
sie hochstwahrscheinlich nicht von obiger Form?. Ist eines der konstruierten Ma-
trixelemente afj und rfj nicht von der Form Gl. (4.46), kann f; kein kanonisches
Masterintegral sein.

4. Finde den Basiswechsel (4.43) zur Basis, die die kanonischen Differentialglei-
chungen erfiillt, die durch afj und rfj gegeben sind, durch Losen von Gl. (4.44).
Aus diesem Basiswechsel erhélt man fJ. Gibt es keine Losung von Gl. (4.44)
mit Ansatz Gl. (4.43), so kann f; kein kanonisches Masterintegral sein.

9Man kann Gl. (4.46) als Ansatz fiir die Differentialgleichungen verwenden, sodass alle Differential-
gleichungen, die wir berechnen miissen, zu algebraischen Gleichungen werden.
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Wir betonen, dass Gl. (4.46) als Bedingung der kanonischen Form verwendet wurde,

jedoch benétigen wir fiir die Herleitung von fJ lediglich die Annahme, dass afj und
Tfj proportional zu € sind. Daher kann der hier gegebene Algorithmus auch auf Pro-
bleme im Rahmen kanonischer Differentialgleichungen angewendet werden, die andere

Formen von A(z) aus Gl. (4.9), z.B. die erweiterte Form (4.11) mit Gl. (4.12) erfordern.

Die hier gegebene Losungsstrategie wurde in Mathematica implementiert und erwies
sich bei der Suche nach kanonischen Masterintegralen als sehr hilfreich. Die Anzahl
der Masterintegrale, die zur Inhomogenitdt beitragen, kann prinzipiell beliebig sein,
sodass in der praktischen Anwendung teilweise mehr als 20 Masterintegrale in der
rechten Seite behandelt wurden. Im folgenden wollen wir zwei iibersichtliche NNLO
Beispiele angeben, bevor wir die Verallgemeinerung auf n gekoppelte Masterintegrale
diskutieren.

4.4.4. Beispiel des 3-Teilchen Phasenraumintegrals

Wir wenden nun den oben diskutierten Algorithmus auf die zwei gekoppelten
Phasenraum-Masterintegrale TTAg3(aq, as, as) an, die wir bereits im vorangegangenen
Abschnitt 4.3 diskutiert haben. Als Beispiel betrachten wir

f1 == ETTA3(2, 2, 1),
fo = TTA3(2,1,1). (4.47)

Wir haben in der dortigen Diskussion gesehen, dass f; = Vi ein kanonisches Masterin-
tegral ist. Dennoch werden wir zur Veranschaulichung den Algorithmus auf dieses Paar
von Integralen anwenden. Die Differentialgleichungen haben keine Inhomogenitét, also
gilt fiir die rechte Seite

r1i =0,
ro; = 0. (4.48)

Wir betrachten die Koeffizienten der Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir f; und
rekonstruieren damit AP:

cu c11+3 cl2 4 c12
AP — T 1-z T 1-z 4 49)
=€\ _cilcuu+l)  (cit+3)(cii—1) e+l e—1 |- ( .
c1oT ci2(l—x) T 11—z

Daraus erhalten wir

1—ec11(1 —4e) — 2¢(1 + ) 2¢(1 — 2€)(1 — 3¢)

= ol h i (4.50)

Haben wir fJ einmal gefunden, so konnen wir direkt iiberpriifen, ob f; und fJ
kanonische Differentialgleichungen mit AP erfiillen.

Bislang haben wir die Integrationskonstanten ci; und cq2 nicht festgelegt. Wie bereits
diskutiert, bestimmt cjo die Normierung von f§ . Wahlen wir ¢;; = —3 und ¢j2 = 1,
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

so finden wir AP aus Gl. (4.24) und fJ wird zu Va, was aus der Reduktion hervorgeht.
Andere interessante Losungen sind durch ¢;; = 1, ¢12 = 1 oder ¢;1 = —1, ¢15 = 2
gegeben, fiir die wir ab; = ab, finden und die zweite Zeile von AP unabhiingig von
1/(1 — x) beziechungsweise von 1/x wird.

Vertauscht man dagegen f; und fo in obigem Beispiel (4.47) und verwendet damit

fl = TTA3(27 17 1)7
fo = €TTA4(2,2,1), (4.51)

so ergibt bereits das Matrixelement, welches von C’fo) herriihrt,

1
aly = €cia <—1 + 5) , (4.52)

was im Widerspruch zur angestrebten Form (4.46) steht. Daher kénnen wir folgern,
dass f; = TTA3(2,1,1) kein kanonisches Masterintegral ist.

4.4.5. Beispiel mit nicht verschwindender Inhomogenitat

Wie wir in Abschnitt 4.5 sehen werden, gibt es ein weiteres Paar bestehend aus Vi
und Vo unter den kanonischen NNLO Masterintegralen. Thre Differentialgleichungen
enthalten V; und V5 als Inhomogenitidten. Wir wenden den Algorithmus auf eine Basis
an in der V471 sowie V4 und V5 richtig gewéhlt sind, aber das zu Vi1 gekoppelte Integral
von Vi9 abweicht. Setzen wir

g1 = V1 = 6TTA3(2, 2, 1),
g2 =Vo =¢(1—12)[TTA5(1,2,2) + 2TTA3(2,2,1)],
fi =V = TTF5(1,0,1,1,1,0,1),

fo = €TTF3(1,0,2,1,1,0,1) (4.53)
an, liefert der Algorithmus AP in kanonischer Form:
aP bP
AP = — 4.54
‘ < T i 1-— x> (4:54)
mit
-3 1 0 0
—6 2 0 0
aP =
k11 k12 c11 12
_ 011k11;2k12+2 _ 26111612Jr221661112+10k‘12*1 — (C11+lc)1(2011+2) —(c11 +3)
(4.55)
und
0 1 0 0
0 4 0 0
P
bP = 0 0 0 0 (4.56)
2(k11—1) _ 2k11+4k12—1 2(c11+2) )
c12 2c12 c12

68



4.4. Konstruktion gekoppelter Systeme

Legen wir nun die Integrationskonstanten auf
1
C12 = 1, Cc11 — —1, k‘12 == Z, kﬁll =-1 (457)

fest, finden wir Ubereinstimmung mit der Differentialgleichungsmatrix aus Ab-
schnitt 4.5 und das rekonstruierte f2p wird zu Vqs.

4.4.6. Drei und mehr gekoppelte Differentialgleichungen

Es ist moglich obige Herleitungen auf drei und mehr Masterintegrale zu erweitern. Wir
betrachten also n gekoppelte Masterintegrale (n > 2) die auf einmal zur kanonischen
Basis hinzugefiigt werden. Ausgangspunkt ist die Differentialgleichung von Ordnung
m (m > 1)1

fm) = Alm=1l g (4.58)
wobei die Matrix A" rekursiv durch
/

Al = (A[W”) +Am-U4 A= g (4.59)
definiert ist. Wir erhalten eine Differentialgleichung nter Ordnung fiir f; indem wir
(n — 1) Integrale fj,, fj,, --., fj,_, aus dem System der n Differentialgleichungen fiir

! fi(Q)7 e fl.(") eliminieren. Wir betrachten also zunéchst die Gleichungen fiir f,
fi(2)’ ceey fi(n) als lineares Gleichungssystem:
MF =@, (4.60)

wobei F' und G Spaltenvektoren der Lange n und M eine n x n Matrix ist, die durch

fi
F— fjl
fjnfl
(1) [0]
5 = Xoketign,jmy Aix o
G = : )
(n) [n—1]
i = Zkg{i,jl,...,jn,l} Ay Tk
(0] (0] (0]
Aii Aijl T Aijn—l
M = : : : (4.61)
Aty Al
(X 171 e 1In—1

Um eine kompakte Struktur der Formeln sicherzustellen, werden Integrale die bereits kanonisch
gewdhlt wurden und als Inhomogenitdt angesehen werden kénnen mit in den Basisvektor f auf-
genommen.
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale
gegeben sind. Wir suchen nun eine Losung fiir das erste Element von F. Dazu ver-

wenden wir die Cramersche Regel und finden

- detM1
 det M’

fi=1 (4.62)

wobei sich die Matrix M; aus M ergibt indem man die erste Spalte von M durch G
ersetzt

(1) [0] (0] [0]
fz B Zkg{’i,j17---,jn71} AZk fk AZ]I o Aijnfl
M, = : : : (4.63)
(n) [n—1] [n—1] [n—1]
fi - Zkg{i,jl,...,jn_l} Alk fk Al]l e Aijn—l

Die Determinanten zu M und M; kénnen nun entlang der ersten Spalte nach Minoren
entwickelt werden:

det M = Apu Al

m=1
det My = Z AN fl(m) - Z AEZHH Tr | (4'64)
m=1 kZ{i,J1,Jn—1}

wobei A,,; der Kofaktor fiir My (und M) ist, den man erhélt indem man die Deter-
minante der Matrix, welche sich durch Streichen der aten Zeile und der ersten Spalte
von M; ergibt, bildet und mit (—1)"*! multipliziert. Setzt man diese Determinanten
nun in Gl. (4.62) ein, so erhélt man ein Ergebnis der Form

> Cnf™ = > Couf, (4.65)
m=1

k¢{j1,dn—1}

wobei die Summation auf der rechten Seite {iber alle Integrale aufler den eliminierten
lduft, also iiber alle kanonischen Masterintegrale die bereits gefunden wurden und f;.
Die Koeffizienten C,,, und Cy; ergeben sich zu

Aml
Anl '

Crn = Cor =Y Craly . (4.66)
m=1

0]

Nimmt man nun an, dass f; ein kanonisches Masterintegral ist, d.h. Ai] ~ €, 80 ergibt

sich folgende Struktur in e fiir die Beitrige
AZ[?L] et e

App~ . e

n(n+1)
mrrsl

m (4.67)
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und daraus die Strukturen in e fiir die Koeffizienten:

En_lcr(r?il) 4ot 6n(n—l—l)/Z—mCVT(YVLL("Jrl)/Q*m)

Cm = en—1pm=1) ¢ ... 4 en(n=1)/2p(n(n-1)/2)

G"Céz) +.,.+6n(n+1)/2céz(n+1)/2)

COk - 6n—lD(n—l) 4+ en(n—l)/QD(n(n—l)/Q) :

(4.68)

Die Koeffizienten C),, und Cjy,. sind rationale Funktionen in € und der Satz an Differen-
tialgleichungen um die Matrix AP, die im Falle einer kanonischen Wahl der eliminierten
Integrale fj,, fj,, ..., fj,_, auftreten wiirde, zu rekonstruieren, wird relativ uniiber-
sichtlich und kompliziert. Die grundlegende Idee ist eine Entwicklung von C, und
Cor in € bis zu einer Ordnung durchzufithren, die ausreicht um die volle Matrix AP zu
rekonstruieren. Eine naive Zdhlung ergibt, dass n Ordnungen fiir jeden Koeffizienten
berticksichtigt werden miissen.

Ist AP einmal vollstindig bestimmt, so kann man den Wechsel B zur zugehorigen
kanonischen Basis konstruieren. Die Marix B wird parametrisiert, indem man
die (n — 1) Zeilen, welche f;,, ..., fj,_, entsprechen, mit Variablen by fiillt. Die
Matrixgleichung Gl. (4.44) enthélt Ableitungen dieser Variablen; man muss jedoch
keine Differentialgleichungen 16sen. Die nicht-trivialen Gleichungen der n untersten
Zeilen der Matrixgleichung kénnen wie folgt gelost werden: Beginnt man mit der iten
Zeile, deren Eintrdge auf der linken Seite alle Null sind, so hat man einen Satz von
linearen Gleichungen, die nach allen Variablen einer Zeile aufgelost werden kénnen.
Als néchstes betrachtet man ebendiese Zeile. Auf der linken Seite kann man die
Kettenregel der Ableitung verwenden und Ableitungen noch ungeldster Variablen mit
den entsprechenden Komponenten der Matrixgleichung ersetzen. Dann setzt man die
Losung der bereits gelosten Variablen ein. Die sich daraus ergebenden Gleichungen
liefern den néchsten Satz linearer Gleichungen, die alle Variablen einer anderen Zeile
bestimmen. Durch Wiederholung dieses Verfahrens kann man alle Variablen der
(n — 1) Zeilen bestimmen, wobei die als letztes betrachtete Zeile zur Uberpriifung der
Konsistenz dienen kann.

4.4.7. Algorithmus fiir mehrere gekoppelte Masterintegrale

Die Verallgemeinerung des Algorithmus aus Abschnitt 4.4.3, der priift, ob f; bzw. Fy,
siehe Gl. (4.61), ein kanonisches Masterintegral ist, kann wie folgt formuliert werden:

1. Konstruiere die Differentialgleichung hoherer Ordnung fiir f;, d.h. berechne die
Koeffizienten C,, und Cyj, aus Gl. (4.66).

2. Priife die e-Abhéngigkeit von C,, und Cyg, die wie in Gl. (4.68) sein sollte.

3. Entwickle C), und Cy; in €. Berechne genug Terme um nach den Elementen
von AP auflésen zu konnen. Die Differentialgleichungen sollten durch den An-
satz (4.46), oder eine Erweiterung davon, vgl. Gln. (4.11) und (4.12), gelost
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werden konnen. Es ist ausreichend eine bestimmte Losung fiir AP zu finden,
solange diese im néchsten Schritt auch auf eine Losung fiir B fiihrt.

4. Konstruiere B und priife dessen Konsistenz unter Verwendung von Gl. (4.44).

Sollten die Tests in irgendeinem Schritt versagen, kann man folgern, dass f; kein
kanonisches Masterintegral ist.
Wir schliefflen mit einigen Bemerkungen:

e Durch die Verwendung eines Ansatzes wie Gl. (4.46) bei der Bestimmung der
Elemente von AP, kénnen alle Differentialgleichungen, die in diesem Algorithmus
auftreten auf algebraische Gleichungen reduziert werden.

e In der Praxis enthdlt A manchmal Elemente die Null sind. Setzt man die Ele-
mente an den gleichen Positionen in AP auf Null, so kann dies die Berechnungen
sehr vereinfachen, vorausgesetzt diese zusétzlichen Bedingungen auf die Form
von AP fiithren zu Losungen von AP und B.

e Andert man den Ansatz (4.46), so kann der Algorithmus auch auf andere For-
men (4.9) in z erweitert werden.

Im Folgenden Abschnitt, werden wir ein nichttriviales Beispiel dieser Losungsstrategie
diskutieren.

4.4.8. Beispiel drei gekoppelter Masterintegrale

Wir betrachten die Masterintegrale der Reduktion mit den meisten (neun) Propaga-
toren der nicht-planaren Topologie BT3, siehe Abb. 2.7. Diese bilden ein gekoppeltes
System von drei Integralen

BT3(1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0),
BT3(1,1,1,1,1,1,1,1,1,0, —1,0),
BT3(1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1,0,0). (4.69)

Um den gerade besprochenen Algorithmus aus Abschnitt 4.4.7 anwenden zu kénnen,
miissen wir also zunéichst ein kanonisches Masterintegral finden. Dazu verwenden wir
wieder die Methode der Unitaritétsschnitte aus Abschnitt 4.3.5 und lokalisieren die
obere Box!!

"Der Ubersicht wegen, vernachlissigen wir in den folgenden Diagrammen die Schnitte aus dem
Formalismus der Unitaritéit in umgekehrter Form.
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p

2

Nun multiplizieren wir mit t;, sodass lediglich der massive Propagator aus der Box
iibrigbleibt

2

Das so erhaltene Integral auf der linken Seite hat diagrammatisch die gleiche Struktur,
wie das kanonische Masterintegral

Vig = €3(1 4+ )TTK3(1,1,1,1,1,1,0) (4.70)

aus Gl. (4.80) und Abb. 4.3. Wir iibernehmen die Normierung n(z) = (1 + z) aus
Gl. (4.70), beriicksichtigen, dass t; gerade dem zehnten Index in BT3 ajp = —1 ent-
spricht und erhalten nach n(€)-Normierung

(1+2)BT3(1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1,0,0), (4.71)

als Kandidaten fiir ein kanonisches Masterintegral. Will man nun den Algorithmus fiir
gekoppelte Masterintegrale anwenden, wird man ein sehr kompliziertes Gleichungssy-
stem vorfinden. Es ist daher sinnvoll weitere Masterintegrale auszuprobieren, um eine
Basis zu finden, in der ein Nebendiagonalelement in A gleich Null ist. Damit nehmen
wir auf den letzten Punkt in Abschnitt 4.4.7 Bezug. Da wir eine hohe Anzahl von Indi-
zes haben, suchen wir geméf} der Diskussion in Abschnitt 4.3.1 nach Kandidaten ohne
Punkte auf den Linien. Wir finden, dass die folgenden Masterintegrale die gewiinschte
Eigenschaft haben
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

faz = (1 +2)BT3(1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1,0,0),

fa3 = €BT3(1,1,1,1,1,1,1,1,1,0, —1,0),

for = €[BT3(1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0) — BT3(1,1,1,1,1,1,1,1,1,-1,0,0)
~2BT3(1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,-1,0)], (4.72)

namlich eine Null in der drittletzten Zeile von

6*’lenh(x) . 0 0 0 s
. — £ 0 14 3e 4 1t3¢
A(:Ca 6) = _1+§ _i_xg _ 1+43e¢ € r (473)
e 1+z T T T
_ 143 2e _ 24Te
(1+x)? 1+ 1+z

besitzen, wobei wir uns hier der Ubersicht wegen auf das gekoppelte 3 x 3 System
beschrinken. Die anderen 21 kanonischen Masterintegrale, die wie in den Ergebnissen
zu BT3 [90] gewihlt sind, beriicksichtigten wir in Apy(7,€) und die durch diese
gegebene Inhomogenitét ist lediglich durch Punkte angedeutet.

Wir machen nun einen Ansatz fiir die kanonische Differentialgleichungsmatrix

Alnh (3:) 0 0 0
. 0 a2 24()
AP _ as2 22() 22 24 474
(z,€) = ags 22(x) agzos3(r) agzoa(x) |’ ( )
azsa22(x) aga23(x) aga24(x)

der an der gleichen Stelle, wie A eine Null enthilt. Dies vereinfacht die auftreten-
den Gleichungen stark. Nun betrachten wir die Koeffizienten der Differentialgleichung
hoherer Ordnung, die sich aus Gl. (4.66) ergeben:

a22 04(T)  any95(2) _3 €
Co(z,€) = a22 24(7) @24 23(7) ol = z ¥ (@),
2

Ci(z,€) = 2[022 o4z a,22 24255)“,24 23(T) a9 94(7) +O>e) = % +O(e),

)]
T

[a92 24(x a9 24(x)azs 23(x)  a 24(x) x
/ !/ / /
Co 2(z,€) = _9%2 22( T)ah 94 (T) 4 o %22 22(2)ag, 2421(5'3) _ Q99 92(%)aby 93(2)

22 24(T) [a22 24()] a4 23(7)

ag2 22(T)ahy 94 (%) agy 93(7) " ag2 22()ags o4 ()
+a ) — + Ol(e
a2 21(x)azs 23() 20 = @) (€

1—=x

Die oberen beiden Gleichungen liefern mit Ansatz (4.46) bis auf Integrationskonstan-
ten age 94 und asy o3, wihrend die dritte Gleichung ass 99 bestimmt. Zur Konstruktion
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4.5. Kanonische Basis auf NNLO

der kanonischen Basis reicht es eine nichttriviale Instanz der Gleichungen zu bestim-
men, z.B.

33

no, 2423 = —1,m0, 22024 = —1,n0, 2222 = oL = -7 (4.76)

und die anderen Koeffizienten sind gleich Null. Beriicksichtigt man in der e-
Entwicklung fiir Cy einen weiteren Term und in den Entwicklungen fiir C; und Cj 99
zwel weitere Terme, so lassen sich die fiinf weiteren nicht verschwindenden Elemente
des 3 x 3 Systems von AP in Gl. (4.74) bestimmen.

Die Inhomogenitédten lassen sich auf analoge Weise bestimmen, wobei man beriick-
sichtigen muss, dass der Ansatz (4.46) fiir einige Matrixelemente um Gl. (4.12) er-
weitert werden muss, um Losungen zu finden. Der fiihrende Term in € von Cpy mit
k < 22 ist proportional zu € und liefert ass 1, @99 9, . .. a9 21, der néchstfithrende liefert
@24 1,024 2, - - - @24 21 und der darauf folgende schliellich as31,a03 2, ... a2321.

Der Basiswechsel hat nun die zu Gl. (4.43) analoge Form

1 0 0 0

0 1 0 0
bog 22(w,€) bazos(w,€) bozou(x,€)
bog 22(x,€) bagos(w,€) bogou(x,€)

B(z,e) = (4.77)

Mit diesem Ansatz liefert die 22. Zeile von Gl. (4.44) die Matrixelemente
bog 1,024 2, ... bog 91 und die 24. Zeile ba3 1, bo3 2, . .. bag 21, wahrend die 23. Zeile Konsi-
stenz mit dem gefundenen Ergebnis sicherstellt.

4.5. Kanonische Basis auf NNLO

In diesem Abschnitt geben wir eine kanonische Basis die wir auf NNLO gefunden
haben an, zusammen mit der Differentialgleichungsmatrix A die sie erfiillt. Alle Ma-
sterintegrale der Topologie 1" haben in dieser Basis die Form

M) = ling(@) 3" eaT ({ah) (4.78)
k

wobei d; eine ganze Zahl, n;(x) ein z-abhéngiger Vorfaktor, ¢;; ganze Zahlen und {a}y
festgelegte Sétze von Indizes sind. Alle hier angegebenen Integrale sind mit lediglich
einem Schnitt definiert. Die Definition der Topologien ist in Abb. 2.6 gegeben. Des
weiteren ist zu betonen, dass die Wahl der kanonischen Basis nicht eindeutig ist.
In vielen Fillen haben wir alternative kanonische Masterintegrale gefunden, die eine
kompliziertere n(e) Normierung aufweisen. Die hier angegebene Basis hat dagegen eine
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

20

1 1 1 ' 1 1

2 3 2 2 } 2 2 2
X X X

TTF(2,0,2,1,0,1,0) TTFy(1,0,1,1,1,1,1) TTFy(1,2,0,0,1,1,0)
X X X

1 } 1 1 i 2 1 } 1

2 i 2 2 i 1 2 3 2
X X X

TTFy(1,1,1,0,1,1,0) TTGy(1,1,1,1,1,1,1) TTJy(1,1,1,1,1,1,0)

Abbildung 4.2.: 2-Teilchen-Schnitt Diagramme, die in unserer Wahl von kanonischen
Masterintegralen auf NNLO auftreten. vgl. Abb. 2.6.

einfache monomiale Form in €, wie in Gl. (4.78):

W1 = €TTF(2,0,2,1,0,1,0),

Wy = €3(1 — 2)TTF(1,0,1,1,1,1,1),

W3 = 2TTFy(1,2,0,0,1,1,0),

Wy = 3TTF5(1,1,1,0,1,1,0),

W5 =€e3(1 —2)TTGy(1,1,1,1,1,1,1),

We = e(1 —2)TTJy(1,1,1,1,1,1,0), (4.79)

sind die 2-Teilchen-Schnitt Masterintegrale, wohnigegen

Vi = €TTA3(2,2,1,0,0,0,0),
Vo = e(1 — x)[TTA3(1,2,2,0,0,0,0) + 2TTA3(2,2,1,0,0,0,0)],
Vs = €3TTA3(1,1,1,1,0,1,0),

Vi=e(1—2)TTA5(1,1,1,1,1,1,1),
Vs = €*(1 — 2)TTC3(1,2,1,0,1,1,0),

Vs = €(1 — 2)2TTCs(1,1,1,1,1,1,1),
Vi = €3(1 — 2)TTD3(1,1,1,1,1,1,1),

Vg = 3TTE3(1,0,1,1,1,0, 1),

Vo = €TTE3(1,1,1,1,1,1,0),
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4.5. Kanonische Basis auf NNLO

1

2 2

X X i
TTA3(2,2,1,0,0,0,0) TTA3(1,2,2,0,0,0,0) TTA3(1,1,1,1,0,1,0)
X >f . X
I i 2 ' 1 ’ ! | ’
) 3 . 2—@—1 , K.l
X X X
TTAs(1,1,1,1,1,1,1) TTC3(1,2,1,0,1,1,0) TTC3(1,1,1,1,1,1,1)
X
1 : 2
2 3 1
X
TTDs(1,1,1,1,1,1,1)
X
1 e 1 1 | 1 1 | 1
// \\ \\
2 // 2 2 } 2 2 } 2
X X X
TTE3(1,1,1,1,1,1,1) TTF3(1,0,1,1,1,0,1) TTF5(1,0,1,1,1,0,2)
X X
1 L 2 1 ~ 2
2 // 1 2 // 1 ,
X X X
TTG3(1,1,1,1,1,1,1) TTH5(1,1,1,1,1,1,1) TTJ5(1,1,1,1,1,1,0)

X
\

1 1

2

\X X
TTKs(1,1,1,1,1,1,0) TTKs(1,1,1,1,1,1,1)

2

Abbildung 4.3.:  3-Teilchen-Schnitt Diagramme, die in unserer Wahl von ka-
nonischen Masterintegralen auf NNLO auftreten. Integrale TTEs(1,1,1,1,1,1,1)
und TTHs(1,1,1,1,1,1,1), besitzen zwei identische Schnitte, d.h. in die-
ser Darstellung gilt TTE(1,1,1,1,1,1,1) = 2 TTEs(1,1,1,1,1,1,1) und
TTH(1,1,1,1,1,1,1) = 2 TTH3(1,1,1,1,1,1,1). vgl. Abb. 2.6.
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

Vip = €2TTE3(1,1,1,1,1,1,1),

Vi = €TTF3(1,0,1,1,1,0,1),

Vis = €22TTF5(1,0,1,1,1,0,2),

Viz = (1 — 2)TTG3(1,1,1,1,1,1,1),

Vig = (1 +2)TTH3(1,1,1,1,1,1,1),

Vis = €3(1 — 2)TTJ3(1,1,1,1,1,1,0),

Vie = (14 2)TTK3(1,1,1,1,1,1,0),

Viz = ®2[TTK;5(1,1,1,1,1,1,1) — TTK3(1,1,1,1,1,1,0)], (4.80)

die 3-Teilchen-Schnitt Masterintegrale sind'?. Sie wurden so normiert, dass sie bei
endlicher Ordnung beginnen. Die 2- und 3-Teilchen-Schnitt Diagramme, die in dieser
Basis auftreten, sind jeweils in Abb. 4.2 und Abb. 4.3 dargestellt.

Die 2-Teilchen-Schnitt Masterintegrale erfiillen die Differentialgleichungen (4.8)
und (4.11) mit

00 0 0 00
1 -1 0 0 00
00 0 0 00
2711 1 2 —2 0 0|’ (4.81)
2 -2 2 2 00
0 0 —4 —4 0 0
20000 0
020000
00 3000
2=10 000 0 0 (4.82)
006 0 2 0
00000 4
und
62:0, (483)

2Die hier angegebene Basis hat die gleiche Anzahl von Integralen wie die Basis der Reduktion aus
Ref. [42], von der man weif}, dass sie nicht minimal ist, da eine lineare Relation zwischen den
dortigen Integralen Ui, U1a, Us und Ug existiert.
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4.5. Kanonische Basis auf NNLO

wohingegen wir fiir die 3-Teilchen-Schnitt Masterintegrale
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und
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finden.

Wie bereits diskutiert, geniigen (V1,V3) und (Vi1, Via) gekoppelten Differentialglei-
chungen. Die anderen Integrale bilden ein dreieckiges System, sodass man einem be-
reits konstruierten Teil der kanonischen Basis einen Kandidaten hinzufiigen und priifen
kann, ob er tatséichlich kanonisch ist oder nicht, was das zu Beginn von Abschnitt 4.3
diskutierte Schritt-fiir-Schritt-Verfahren ermoglicht. Manche der hier angegebenen ka-
nonischen Masterintegrale haben &hnliche diagrammatische Struktur, wie die Master-
integrale aus Ref. [121], wo ebenfalls 2-Schleifen-Integrale mit vier externen Beinchen,
jedoch mit anderer Kinematik betrachtet wurden.

Wir haben die hier angegebenen Masterintegrale W; und V; bis zur Ordnung €% berech-
net, was einem maximalen Gewicht von sechs in den auftretenden HPLs entspricht.
Dazu wurden die in Kapitel 3 bertrachteten Entwicklungen der Masterintegrale der
Reduktion im Limes x — 1 als Randbedingungen. Wir haben gepriift, dass die Losun-
gen von W; und V; reine Funktionen sind. Dariiber hinaus haben wir unter Verwendung
von B~! auf die Basis der Reduktion zuriickgewechselt und mit dem iiberarbeiteten
Ergebnis aus Ref. [42], siche die Diskussion in Abschnitt 4.1, Ubereinstimmung gefun-
den und zwar bis zur dort angegebenen Ordnung in €, welche fiir eine N3LO Rechnung
ausreicht, siehe auch Ref. [48]. Wir betonen, dass in der kanonischen Basis die Master-
integrale Ordnung fiir Ordnung in € entkoppeln und daher lediglich der fithrende Term
im Grenzfall x — 1 fiir jedes Masterintegral ausreicht, um alle Integrationskonstanten
zu bestimmen.
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4.6. Kanonische Basis und Ergebnisse auf N3LO

Auf N3LO wurden die Topologien BT1, BT2,..., BT17 aus Abb. 2.7 betrachtet.
Bei deren Reduktion ergeben sich 111 von TopoID als unabhingig identifizierte
Masterintegrale, von denen 108 zum Wirkungsquerschnitt des g¢’-Kanals beitragen.
Verwendet man die Differentialgleichungsmethode, so miissen aus Konsistenzgriinden
alle 111 Integrale berechnet werden. Dariiber hinaus wurde die Topologie BT71
betrachtet. Sie enthilt lediglich ein Masterintegral, das nicht auf die anderen 17 Topo-
logien abgebildet werden kann, sodass die Gesamtzahl unabhéngiger Masterintegrale
112 ist. Da es schwierig ist diese Vielzahl von Integralen gemeinsam zu behandeln,
wurde im Rahmen dieser Arbeit die kanonische Basis aller Masterintegrale Topologie
fir Topologie konstruiert. Dies fiihrte jedoch dazu, dass viele Integrale mehrfach
behandelt wurden, da sie, oder gleichwertige Basisintegrale mit z.B. einer anderen
Wahl von Skalarprodukten, in mehreren Topologien vorkommen. Mittels TopoID
kann ein Integral, das in einer Topologie bekannt ist, in einer weiteren ausgedriickt
werden, sofern diese das Integral auch enthélt. Somit konnte bei Konstruktion
der kanonischen Basis in einer Topologie auf kanonische Masterintegrale bereits
betrachteter Topologien zuriickgegriffen werden.

Da nicht alle Reduktionstabellen bis zur gleichen Hohe der Indizes vorliegen'®, wurde
beim verwenden von Relationen zwischen Topologien immer zuvor auf Reduktions-
masterintegrale reduziert. Dariiber hinaus liefert auch die Konstruktion gekoppelter
Systeme mittels der Losungsverfahren aus Abschnitt 4.4 Ausdriicke in Reduktions-
masterintegralen. Diese Ausdriicke sind in der Regel grofl und uniibersichtlich und
insbesondere nicht von der kompakten Form'* (4.78), welche wir fiir die kanonischen
NNLO Masterintegrale gefunden haben. Daher sind die kanonischen Basen auf N3LO
mitsamt der zugehorigen Differentialgleichungen und weiteren Zusatzinformationen
ausschlieflich als Textdateien zugénglich [90]. Hierbei wurden Masterintegrale immer
als Summe iiber alle beitragenden Schnitte aufgefasst.

Alle 17 Topologien, die sich durch HPLs ausdriicken lassen, also alle aufler BT3,
sieche Abschnitt 4.2.2, wurden im Rahmen dieser Arbeit gelost. Dabei wurden die
kanonischen Masterintegrale, je nach Bedarf bis zur Ordnung €® bis €3 gelost, was auf
HPLs von Gewicht sechs bis acht fiihrt.

Die Integrationskonstanten wurden wie folgt bestimmt: Fiir die Randbedingungen
betrachten wir die Masterintegrale der Reduktion im Grenzwert z — 1. Alle 4-
Teilchen-Schnitt Integrale wurden mit einer eigenen Implementierung der in Kapi-

13Beispielsweise liegt die Reduktion des kanonischen Phasenraumintegrals mit drei Punkten auf den
Linien aus Gl. (4.25) nicht in der Tabelle einer jeden Topologie vor, in der der Phasenraum als
Masterintegral auftritt.

MPir die Topologie BT4 wurde in Ref. [13] unter dem Namen sea snake Topologie eine Losung in
kompakter Form diskutiert. Diese enthélt jedoch auch eine andere Wahl und Form von kanonischen
Masterintegralen als die, die in den Lésungen dieser Arbeit angegeben wird.
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

tel 3.3 diskutierten soften Entwicklung im Rahmen dieser Arbeit berechnet!®. Die
3-Teilchen-Schnittintegrale wurden im soften Grenzfall von Chihaya Anzai gel6st.
Sie wurden dazu dhnlich wie in Kapitel 3.3 zunéchst auf Mellin-Barnes-Integrale
zuriickgefithrt und dann in Mehrfachsummen iiberfiihrt, siehe auch die Algorithmen
in Ref. [114]. Die einzige Ausnahme stellt der 3-Teilchen-Schnitt {1,7,9} des Master-
integrals BT9(1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0), vgl. Abb. 2.7, dar

BT9{177,9}(L 0,1,0,1,1,1,0,1,1,0, 0) = yl_ﬁeMg + O(yz)

=~ %2 166 +12In(5)Go — 665 + (104 + 96 n(y)Ga — 361 (y)°C
A2 86 4 36 m(5)Gs |+ O07) + O), (1.87)

wobei M in Ref. [62] berechnet wurde. Die so erhaltenen Schnittintegrale wur-
den dann zu Mehrschnittintegralen addiert und mittels Basiswechsel auf kanonische
Masterintegrale im soften Limes transformiert. Diese wurden dann mit den im soften
Limes entwickelten Losungen der Differentialgleichungen gleichgesetzt um die Integra-
tionskonstanten festzulegen'®. Die Losungen der kanonischen Masterintegrale wurden
zusammen mit den Losungen der Redunktionsmasterintegrale ebenfalls als Textdatei-
en [90] gespeichert.

4.6.1. Durchgefiihrte Tests

Die kanonischen Masterintegrale besitzen keine nicht-logarithmischen Divergenzen
y — 0, d.h. keine Beitriige 3’ mit ¢ < 0 im soften Limes, und haben daher die bis
zur Ordnung n in y und m in € entwicklete Form

I(y — 0,¢) = Z Z Z Ciire'y’ In*(y). (4.88)

i=0 j=0 k=0

Zur Bestimmung der Randbedingung wird lediglich der konstante Term j = 0
benotigt. Ist dieser gleich Null, so verschwindet das Masterintegral im soften Grenz-
fall, was eine Randbedingung fiir die zugehorige Differentialgleichung darstellt. Daher
werden nicht alle Reduktionsmasterintegrale in Form von soften Entwicklungen
bendtigt, um die Integrationskonstanten der Differentialgleichungen aller kanonischen
Masterintegrale festzulegen, vgl. Tab. C.2.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden folgende Tests auf die berechneten Masterintegrale
durchgefiihrt:

5Auch in diesem Schritt konnte TopoID verwendet werden, um bereits betrachtete Integrale aus
anderen Topologien verwenden zu koénnen.

1%Tn Einzelfillen wurde das Abgleichen von softer Entwicklung und Lésung der Differentialgleichung
auf Ebene der Reduktionsmasterintegrale durchgefiihrt, was jedoch keinen wesentlichen Unter-
schied macht.
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4.6.2.

4.6. Kanonische Basis und Ergebnisse auf N°LO

Terme hoherer Ordnung in y der Entwicklung (4.88) kénnen mit der Losung der
Differentialgleichung verglichen werden. In Tab. C.3 sind diejenigen Masterinte-
grale der Reduktion aufgelistet, die auf diese Weise getestet werden konnten. Die
zu jedem Masterintegral angegebene Zahl gibt an, wieviele nicht verschwindende
Ordnungen in y der soften Entwicklung mit der Losung der Differentialgleichung
verglichen wurden.

. Alle kanonischen Masterintegrale sind reine Funktionen.

Setzt man die Masterintegrale der Reduktion in den Wirkungsquerschnitt fiir
qqd — H + qq’ ein, so verschwinden die hochsten Pole im Regularisierungspa-
rameter ¢ ° und e *. Nach UV-Renormierung und Massenfaktorisierung ver-
schwinden auch die niedrigeren Pole ¢, €72 und ¢ !. Die berechneten Ma-
sterintegrale fiithren also auf eine endliche Vorhersage des partonischen gqq'-
Wirkungsquerschnitts. Das gleiche gilt fiir den fermionischen Anteil des Wir-
kungsquerschnitts q¢ — H + qq.

Bemerkungen zu Spezialfillen

Wir wollen anhand der sechs Reduktionsmasterintegrale

T9(1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0),
9(1 0,1,-1,1,1,1,0,1,1,0,0),

T3 = BT9(1 0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0),

T4 = BT9(1 0,1,1,0,1,1,1,1,1,-1,0),
BT9(1,0,1,1,-1,1,1,1,1,1,0,0),

T6 = BT9(1 1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,0) (4.89)

und der zugehorigen kanonischen Masterintegrale

Uy
Us
Us
Uy
Us
Us

= (1 —2€)¢'BT9(1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0),
¢*(1 — )BT9(1,0,1,0,1,1,2,0,1,1,0,0),
= ¢’(1—2)BT9(1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0),
= ¢®BT9(1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,-1,0) — ¢BT9(1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0, 1),
= ¢*BTY9(1,-1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0),
= ¢*BT9(1,1,1,1,1,1,1,-1,1,1,0,0). (4.90)

der Topologie BT9, vgl. Abb. 2.7, auf zwei technische Details aufmerksam machen.
Die Masterintegrale 17, T5 bzw. Uy, Us bilden ein gekoppeltes System von Differenti-
algleichungen. Gleiches gilt fiir 73, Ty und 15, bzw. Us, Uy und Us.

Entwickelt man die Losung einer Differentialgleichung im soften Limes, vgl. Gl. (4.88),
und findet, dass alle logarithmischen Beitrige lnk(y) propotional zu »/ mit j > 0 sind,
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4. Kanonische Differentialgleichungen fiir Phasenraum-Masterintegrale

so folgt, dass das zugehorige kanonische Masterintegral im soften Limes verschwindet.
Grund dafiir ist, dass diese Logarithmen durch die in Abschnitt 3.1 beschriebenen
yItbe Faktoren generiert werden. Besitzt ein Masterintegral | verschiedene solcher
Beitriige {y/t01e, yitbze . 4d+biel 5o reicht es aus zu testen, dass die Logarithmen
{In'(y),In(y), ...,In'(y)} mit konstanten Vorfaktoren, also j = 0, verschwinden,
um zu zeigen, dass das kanonische Masterintegral verschwindet. Siehe dazu auch die
Diskussion von Randbedingungen in Ref. [58].

Zur Veranschaulichung dieser Methode entwickeln wir die Losung der Differentialglei-
chung des Masterintegrals U; bis zur Ordnung y' im soften Grenzfall. Die Integrations-
konstanten die von Masterintegralen aus der Inhomogenitét der Differentialgleichung
stammen, wurden bereits bestimmt und eingesetzt. Die so erhaltene Grofie besitzt
Beitriage proportional zu lnk(y) mit k= 1,2,...,5, die wir mit Ul(k) bezeichnen. Wir
finden

3472
3

15
+ 108U3[0] + 18U [1] + 3Us[2] + 77T2U1 [0]) 4 €°(—864 + 687% + 648U>[0]

g :y{&(_z; + 3U3[0]) + €3(—24 + 18U [0] + 3Us[1]) + ¢*(—144 +

1
+ 108U [1] + 18U5[2] + 3Us[3] + 457U [0] + 757#(]1[1] + 336(3

5274

1
— 45U5[0]¢3 — 135U1[0]¢C3) + €5(—5184 + 40872 —

+ 388805 0]

15
+ §7T4U2 [0] 4 648U5[1] 4 108U5[2] 4 18U3[3] + 3Us[4] + 2707>U [0]

+ %#‘Ul 0] 4+ 457U, [1] + %HUI 2] 4 2016¢3 — 270U5[0]¢3
— 45U [1]Gs — 81001 [0)Gs — 13507 [1)Gs) + O() } + O2),
U :y{63(12 — 9U[0]) + €*(72 — 54UL[0] — 9U[1]) + €°(432 — 3472 — 32405 [0]

45
— 54U (1] — 9U,[2] — szUl [0]) + €4(2592 — 20472 — 1944U,[0]

— 324U, (1] — 54U5[2] — 9U»[3] — 1357%U,[0] — 42—57r2U1[1] — 1008¢3
+13505[0)Gs + 40501 0]Gs) + O(eT) } + O(3),

v :y{e4(—24 + 18T[0]) + € (—144 + 108U3[0] + 18U3[1]) + (—864 + 687
+ 64805 (0] + 108U, [1] + 1805[2] + 45721 [0]) + O(T) } + O(y),

U :y{e5(36 — 27U5[0]) + €5(216 — 162U5[0] — 27U, [1]) + 0(67)} +O®2),

—21 162
U1(5) :y{eﬁ 6 +56 Us[0]

+O()} +0(?), (4.91)

wobei U;[j] die Integrationskonstante der e-Ordnung j zum Masterintegral U; bezeich-
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4.6. Kanonische Basis und Ergebnisse auf N°LO

net. Gl (4.91) zeigt, dass alle logarithmischen Beitrége keine Terme proportional zu
y" enthalten. Damit verschwinden alle logarithmischen Beitréige und mit dem oben
gegebenen Argument gilt

lim Uy = 0. (4.92)
y—0

Das bedeutet, dass auch die nicht-logarithmischen Beitriage

1
lim U =U7[0] + Uy[1]e + g (4”4 37°U2[0] + 601 [2)e?

y—0
- %(1879@[1] + 36U, [3] — 432¢3 + 324U5[0]C3 4 540U [0]¢3)e3
+ O(h), (4.93)

wobei wir hier nur die fithrenden Terme in der e-Entwicklung angegeben haben, im
Grenzfall y — 0 verschwinden miissen. Setzen wir Gl. (4.93) gleich Null, so erhalten
wir Relationen zwischen den Integrationskonstanten

0=U1[0] = U1[1],
0 = —4n? 4 372U,[0] + 6U1[2],
0 = 1872Us[1] + 36U, [3] — 4323 + 324U5[0]¢3 + 540U [0]Cs. (4.94)

Fiir das kanonische Masterintegral Us finden wir eine zu Gl. (4.91) analoge Form.
Wir miissen das Integral Ty daher nicht im soften Limes berechnen, um die Integra-
tionskonstanten Ug|i] festzulegen.

Wir betrachten nun das Masterintegral Uy. Seine Integrationskonstanten lassen sich
prinzipiell mithilfe von soften Entwicklungen von T3, Ty und T fixieren!”. Aus dem
fiihrenden Term der soften Entwicklung eines jeden Reduktionsmasterintegrals ergibt
sich

Uy =0+ 0(°). (4.95)

Die soften Grenzfille der Reduktionsmasterintegrale liefern also einen Term propor-
tional zu y~! in Uy und es kommt zu einer Kanzellierung der Beitrige. Dies ist im
Einklang mit der Form (4.88). Zur Bestimmung der Integrationskonstanten von Uy
briauchte man in diesem Fall also hohere Terme in den soften Entwicklungen der
beitragenden Reduktionsmasterintegrale. In diesem Fall kann jedoch direkt die Line-
arkombination

BT9(1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,—1,0) — BT9(1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,—1),  (4.96)

welche das kanonische Masterintegral Ug definiert, betrachtet werden. Dieses kann als
BT9(1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0) mit einem Zéhler interpretiert werden. Der zugehorige
fiihrende Term der soften Entwicklung konnte von Chihaya Anzai berechnet werden.

YDariiber hinaus tragen natiirlich auch softe Entwicklungen von Masterintegralen, welche weniger
Propagatoren besitzen, bei, die wir hier nicht explizit angeben.
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5. Kollineare Abstrahlung des
Anfangszustands

In diesem Kapitel wollen wir uns einem anderen Problem zuwenden, das eng mit
dem Phasenraum verbunden ist, namlich der kollinearen Abstrahlung des partoni-
schen Anfangszustands. Dazu betrachten wir die Impulse (3.15) des Phasenrauminte-
grals (3.14). Mit dem Impuls des emittierten masselosen Partons k; und dem Impuls
p1 eines einlaufenden Partons, erhalten wir fiir den Nenner des Propagators’

(p1 — k1) = —%(1 —z)(1 — cosf). (5.1)

Verschwindet der Winkel 6 zwischen den Impulsen oder anders gesagt, ist der
abgestrahlte Impuls K parallel zum Impuls p} des Anfangszustands, so wird der
Propagator divergent. Man spricht dabei von einer kollinearen Divergenz. Diese
Divergenz tritt offensichtlich nur dann auf, wenn der betrachtete Propagator einem
masselosen Teilchen zugeordnet ist. Bereits eine kleine Masse wiirde sie regularisieren.

Wiéhrend UV Divergenzen durch Renormierung beseitigt werden und das Kinoshita-
Lee-Nauenberg Theorem [144, 145] sicherstellt, dass sich infrarote Divergenzen in der
Summe von virtuellen und reellen Korrekturen eines Streuprozesses aufheben, be-
darf es eines eigenen Formalismus, um die gerade diskutierten kollinearen Singula-
ritdten masseloser Teilchen konsistent zu beseitigen. Dieser wird Massenfaktorisie-
rung genannt und soll im folgenden Abschnitt erliutert werden. Eine grundlegende
Einfiihrung in das Thema findet man in der Standardliteratur, z.B. Ref. [85]. Emp-
fehlenswert ist aber auch die piddagogische Diskussion des Drell-Yan-Prozesses [146].

5.1. Splitting-Funktion und Faltung

Gemif obiger Erlduterungen treten bei der Phasenraumintegration kollineare Diver-
genzen auf. Wir wollen diese auf der Ebene des Wirkungsquerschnitts behandeln. Dazu
wollen wir das Grundprinzip des Formalismus der Massenfaktorisierung anhand des
qg-Kanal der Higgsproduktion auf NLO erldutern. Die kollinearen Divergenzen haben
zur Folge, dass der addierte Wirkungsquerschnitt reeller und virtueller Korrekturen
nicht endlich ist

Gort(x) + G5 () # endlich, (5.2)

!Dies ist der Propagator der NLO-Topologie aus Abb. 2.5.
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5. Kollineare Abstrahlung des Anfangszustands

Ziel ist es also, einen Counterterm 56((1;) (x) zum Wirkungsquerschnitt zu konstruieren?,

sodass

o\ (x) = i (2) + 5N (2) + 664 (x) = endlich. (5.3)
Physikalisch sollte der Counterterm kollineare Abstrahlung des Anfangszustands bein-
halten. Das bedeutet, er sollte aus dem LO Wirkungsquerschnitt hervorgehen, wobei
im Anfangszustand ein zusétzliches Parton kollinear abgestrahlt wird. Der Winkel der
Abstrahlung ist durch 0 = 0 festgelegt, die Energie ist durch Energieerhaltung einge-
schrankt, kann aber alle erlaubten Werte annehmen. Die Idee ist demnach, den LO
Wirkungsquerschnitt mit kollinearer Abstrahlung zu betrachten, wobei wir iiber alle
erlaubten Energiewerte summieren und mit der Wahrscheinlichkeit der Abstrahlung
bei der jeweiligen Enerige gewichten. Da der LO Wirkungsquerschnitt nur den gg Ein-
gangskanal besitzt und wir den Beitrag zum gg Kanal des NLO Wirkungsquerschnitts
berechnen wollen, miissen wir den Fall betrachten, dass ein Quark unter Abstrahlung
eines Quarks in ein Gluon iibergeht, welches dann am LO gg Prozess teilnehmen kann.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Quark ¢ ein Quark abstrahlt und dabei zu einem
Gluon g wird, ist durch die Altarelli-Parisi-Splitting-Funktion [147, 148, 149] Pé;)(xs)
gegeben?. Diese ist in Abb. 5.1 dargestellt.

Abbildung 5.1.:  Splitting-Funktion Pé(})(azs) fiir den Ubergang eines Quarks in ein
Gluon unter Abstrahlung eines Quarks.

Das Gluon tréigt lediglich den Bruchteil xs der Energie E des einlaufenden Quark, d.h.
E =x4F (5.4)

und die on-shell Bedingungen sind
p’ =)’ =0, (5.5)

wobei ungestrichene Groflen dem einlaufenden Quarks und gestrichene Grofien dem
auslaufenden Gluon zuzuordnen sind. Betrachten wir dariiber hinaus eine kollineare
Abstrahlung pl|p’, so ergibt sich

2Der obere Index gibt an, dass es sich um den NLO Wirkungsquerschnitt handelt.
3Der obere Index gibt an, dass es sich um den fithrenden Beitrag in o handelt.
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5.1. Splitting-Funktion und Faltung

P = zp. (5.6)

=t

Abbildung 5.2.: Schematische Darstellung des Counterterms 5&((1;) (x) aus Gl (5.3).

Dieser setzt sich aus der Splittingfunktion Pg(;) (zs) und dem LO Wirkungsquerschnitt
(0)

Ggq (¢') zusammen, welche durch den Operator ® verkniipft sind. Die hier gegebene
Darstellung ist kein Feynman-Diagramm im engeren Sinne.

Den renormierten Wirkungsquerschnitt erhalten wir also durch Addition eines Coun-
terterms, den wir bildhaft in Abb. 5.2 dargestellt haben. Dabei wurde ein binrer
Operator ® eingefiihrt, welcher Splitting-Funktion und Wirkungsquerschnitt verbin-
det und im Folgenden entsprechend unserer Forderungen definiert werden soll. Mit
s = 2p1po ergibt sich die Schwerpunktsenergie des LO Wirkungsquerschnitts 55(]2) (')
zZu

s' = 2p\py = x:2p1p2 = s (5.7)
und damit

2 2

m m
—h — xs—,h =z =z, (5.8)

S S

2

wobei wir z’ := TZ,” definiert haben. Um diesen Zusammenhang sicherzustellen, sollte

® eine Deltafunktion §(x — xsz’) enthalten. AuBerdem miissen wir alle moglichen
Konfigurationen berticksichtigen, d.h. wir summieren bzw. integrieren iiber alle x, €
[0,1] und 2’ € [0,1]. Fiir den Counterterm ergibt sich nach Multiplikation mit

- 1
5051;) (x) = -

~(0) ¢ s 1 ~(0),
P(l) ® M] (x) — l/ dmsdﬂz’ 5($ _ $s$/)P(1)(xs)Ugg (I$ )
0 x

. (5.9)

99 i € 99
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5. Kollineare Abstrahlung des Anfangszustands

Der Operator ® ist also eine Faltung

1
[f ®@g](x) = /0 dridxs §(x — x129) f (21)9(22), (5.10)

welche offensichtlich kommutativ ist. Da 552,) (x) ~ (1 —x), siehe Gl. (2.10), ldsst sich
dieser Counterterm (5.9) mit

4 4 2
POy =24 = 4 22 5.11
auswerten. Die hier angegebene Splitting-Funktion, wie auch die anderen 1-Schleifen

QCD Splitting-Funktionen sind in Ref. [149] angegeben.

In hoheren Schleifenordnungen werden die Ausdriicke jedoch komplizierter. Aufler-
dem miissen alle beitragenden Moglichkeiten betrachtet werden, partonische Indizes
von Splitting-Funktionen und Wirkungsquerschnitten miteinander zu verkniipfen?.
Mit den k-Schleifen Beitréigen zu den Splitting-Funktionen fiir den Ubergang eines
Partonen j in ein Parton ¢

T B T T
(5.12)

P(@) = dyd1 - 2) + 2@ + (2) PP+ (%) PP @) + 0| (2)']

ergeben sich z.B. diejenigen Beitriige zum N3LO gg-Kanal, die den gerade behandelten

(1)

Wirkungsquerschnitt &q; (x) enthalten, zu

~(1)
P2 Gqg (%)
a9’ ® z
~(1)
1 Gqg (2) 1
P¢1(9)®T®Pg(g)’

~(1)
1 1 g9 (2)
Pssg)®Pq(g)®77

1 1 a (33)
PY @ PD @ 12 (5.13)

Offensichtlich muss auf N3LO eine Vielzahl komplizierter Faltungen berechnet
werden, was einen Algorithmus unabdingbar macht. Im Rahmen dieser Arbeit wurde
der von Alexey Pak und Takahiro Ueda entwickelte Algorithmus MT.m [15] verwendet,
den wir in Abschnitt 5.3 diskutieren wollen.

4Auf hoheren Schleifenordnungen wird die Zusammenfiithrung von Splitting-Funktionen zu Uber-
gangsfunktionen I';j(z) zur Konstruktion von Countertermen unausweichlich. Eine ausfiihrliche,
formale Diskussion dazu und ihre Rolle bei der Renormierung von Parton-Verteilungsfunktionen
findet man in Jens Hoffs Dissertation [17].
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5.2. Splitting-Funktionen héherer Ordnungen

In Gl (5.13) sind die Beitrige in Zeile zwei und drei aufgrund der Kommutativitét
der Faltung identisch. Jede Faltung mit einer Splitting-Funktion der Schleifenordnung
k geht in den Counterterm der Massenfaktorisierung wie in Gl. (5.9) proportional zu
einem Pol €% ein. Gem Gl. (5.13) miissen wir NLO Wirkungsquerschnitte daher bis
zur Ordnung € berechnen, um den endlichen Anteil zum N3LO Wirkungsquerschnitt
zu erhalten. Den LO Wirkungsquerschnitt benétigen wir aus gleichem Grund bis
zur Ordnung €3, die NNLO Wirkungsquerschnitte bis zur Ordnung e. Des weiteren
wurden die 2-Schleifen (NLO) und 3-Schleifen (NNLO) Splitting-Funktionen in
Refn. [150, 151, 49, 50] berechnet. Diese werden wir im Folgenden betrachten.

5.2. Splitting-Funktionen héherer Ordnungen

Wir fithren zur besseren Lesbarkeit eine verkiirzte Schreibweise ein und unterdriicken
die Argumente von Splitting-Funktionen und partonischen Wirkungsquerschnitten,

~ (k)

. . k) =~
d.h. wir schreiben von nun an P;;, PZ(] ), o;; und o -

Um die Massenfaktorisierung korrekt durchzufiihren, miissen wir Splitting-Funktionen
verwenden deren Partonindizes analog zu den in Abschnitt 2.3 diskutierten Eingangs-
kanélen der partonischen Wirkungsquerschnitte definiert sind. Fiir die Splittinfunk-
tionen, welche ein Gluon enthalten, kénnen wir die Ergebnisse aus Ref. [49]

Fyg: Pog> Pyg (5.14)
direkt iibernehmen®. Die dort angegebene Parton-Verteilungsfunktion Py, die wir

im Folgenden in Abrenzung weiterer Definitionen mit F,, bezeichnen, beschreibt die
Summe iiber alle Quarks

P,y = Py + P+ (ng— 1)(Pyy + Py, (5.15)

vgl. Ref. [47]. Sie wurde zwar in unserer Verdffentlichung [14] verwendet, aber wie
in Ref. [47] betont wurde, lassen sich damit die renormierten partonischen Wirkungs-
querschnitte nicht sauber definieren. Wéhrend wir auf 1-Schleifenniveau, weil ein abge-
strahltes Gluon weder den Quarkflavour noch seine elektrische Ladung #indern kann®,
nur eine Quark-Quark Splitting-Funktion haben und das richtige Ergebnis

3 1
() _ p() - _2_ =T _ 2
PV =P 5 +6(1—xz)+ [1 — HUL (5.16)

°Bei der Konvertierung der Ergebnisse aus Refn. [49, 50] ist zu beachten, dass wir die Splitting-
Funktion (5.12) als Entwicklung in <= definieren und der obere Index fiir die Schleifenordnung bei

k =1 beginnt. AuBlerdem weicht die Definition von Pq(g) um einen Faktor 2n; ab.
“Daher Pq(;) = Pq(;/) = Pq(;/) =0.
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5. Kollineare Abstrahlung des Anfangszustands

erhalten, bendtigen wir auf 2- und 3-Schleifenniveau andere und offensichtlich mehr

Definitionen um alle Quark-Kanile zu beschreiben. Wir definieren also vier’ un-
abhéingige Splitting-Funktionen fiir die Flavourindizes ¢ und j

Faq = Prias»

Foq = Pra

Pyy = Pyq; mit @ # 7,

Pyg = Pyq; mit @ # j, (5.17)

wobei die rechten Seiten in Ref. [50] durch Valenzquark (v) und Seequark (s) Splitting-
Funktionen
PQ¢Qj = (5Z'quvq + quq’
Pq#jj =: 5ij (;/(Y + quq— (518)
ausgedriickt werden. Die Ergebnisse in Ref. [50] werden schlielich durch reine Flavour
Singulett (ps)- und nicht Singulett (ns)-Splitting-Funktionen ausgedriickt, die durch

+ .
Py :=F + P}

Q@
P = PqVq - quq’
Pos == (P, + Pyy),
Phs == (P, — Py;) (5.19)

gegeben sind. Entscheidend fiir diese Arbeit ist, wie sich die Splitting-
Funktionen (5.17), welche zwischen Quarks, Antiquarks und Flavours unterscheiden,
durch die Ergebnisse (5.19) aus Ref. [50] ausdriicken lassen. Mit Gl. (5.18) ergibt sich

Pua = 5P+ Po) + 5 (Bos + P2,

qu: %(PI;;_PH_S)_{_QLW(PPS_PES)’

qu’ - QLm(Pps +P§s)7

Pug = 5 (P = P2). (5.20)

Auflerdem ist erwdhnenswert, dass Pﬁé(l) = Pﬁé@) = 0, sodass wir fiir Higgsproduktion
nicht zwischen F,, und P, unterscheiden miissen. Fiir den Drell-Yan-Prozess ldsst

sich diese Vereinfachung nicht machen, da Psé(g') #0.

In Ref. [15] haben wir uns dazu entschieden die Splitting-Funktionen P, P, Pps, Pi

ns? ns?
als Basis zur Bildung aller moglichen Faltungen zu verwenden. Daher wurden im beige-

legten File splitfnsMVV.m die gerade definierten Splitting-Funktionen, wie in Tab. 5.1

"Es gilt Pyg = Pyq und Pjq = Pyg.
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5.2. Splitting-Funktionen héherer Ordnungen

splitfnsMVV.m | Splitting-Funktion

Pggl Py
Pgql Py
Pqg1 Py
Pqq1 Prﬁsl )
Pgg2 Pg)
Pgq2 P
Pqg2 Pfy
Pnsp2 P;;’@)
Pnsm2 Pn_s’(Q)
Pps2 Pég )
Pgg3 Pgy)
Pgq3 Py
Pqg3 Pf
Pnsp3 PI;;’(?’)
Pnsm3 Pn_s’(g) + Pﬁg(g)
Pps3 P1§:3 )

Tabelle 5.1.: Notation der Splitting-Funktionen in splitfnsMVV.m aus Ref. [15]. Der
obere Index der die Schleifenordnung anzeigt wurde in dieser Definition im Vergleich zu
Refn. [49, 50] um +1 verschoben. PI?S( ) st proportional zum nicht-trivialen Farbfaktor

dabcd“bc . Dadurch lisst es sich in Pnsm3 = P, (3) + P $,(3) von Pns( ), welches keinen
solchen Farbfaktor besitzt, separieren.

angegeben, bereitgestellt. Die hier gegebene Diskussion impliziert insbesondere, dass
die in Ref. [14] berechneten Faltungen unvollstéindig sind. Alle Faltungen, die mit
H(2)

P,;" durchgefithrt wurden, miissen geméf Gl. (5.20) durch jeweils drei Faltungen mit
PE® P® und Pg ) ersetzt werden

50 i 50 50 50
29 @ PV g PR - 79 o P @ PE® 2% ¢ P g Pp®, 7% ¢ PO @ PO
X X X

ps
~(1) ~(1) ~(1) 5
% o b 20 g py), B 1, 5L g 1)
Py (1) ~(1) (1)

Oag ®P(2) — 299 ®P+( )’ Oag ®P*7(2) 949 ® P( ) (5‘21)
X

ns

um tatséchlich alle benétigten Faltungen mit Splitting-Funktionen zur Renormierung
des N3LO Wirkungsquerschnitts bereitzustellen.
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5. Kollineare Abstrahlung des Anfangszustands

5.3. Berechnung von Faltungen

5.3.1. Mellin Transformation

In diesem Abschnitt wollen wir die Grundlagen des Algorithmus MT.m darstellen,
bevor wir den Algorithmus in Abschnitt 5.3.2 skizzieren. Dabei fassen wir uns sehr
kurz, da der Algorithmus nicht nur in drei Publikationen [42, 14, 15], sondern auch
in Jens Hoffs Dissertation [17] ausfiihrlich beschrieben wird.

Grundpfeiler des Algorithmus bildet die Mellin-Transformation M, die eine Funktion
f(z) vom kontinuierlichen z-Raum in den diskreten n-Raum iiberfiihrt

1
Mn[f(:v)]:/ drz" 1 f(x). (5.22)

0

Diese Transformation ist offensichtlich linear und hat die besondere Eigenschaft, dass
Faltungsintegrale im n-Raum zu Produkten werden

My [[f @ gl(z)] = My[f (2)]My[g()]- (5.23)
Auflerdem gilt
My 2" (@)| = Myyalf (@) (5.24)
und unter Vorraussetzung, dass f(x) regulir fiir x — 1 ist,
M, [%} = 2" (@), - = )M () (5.25)

wobei wir n als grof§ genug annehmen, sodass "~ !f(x) im Grenzfall x — 0 ver-
schwindet.

In den Faltungen von Wirkungsquerschnitten und Splitting-Funktionen treten Kombi-
nationen von HPLs bis zu einem Gewicht von 4 mit Faktoren x—%, (1—2)~!, (1+2)7 !,
Polynomen in x, 6- und + Distributionen auf, vgl. die Diskussionen in Abschnitten 3.1
und 4.2.2. Mellin-Transformationen von HPLs und ihrer Ableitungen kénnen durch
Harmonische Summen [139, 152]

i@ a >0,

(-1)"i% a<0 (5.26)

S(’I’L) = 1’Sa7§(n) = Zfa(z) SE(Z)afa(Z) = {
i=1

dargestellt werden, wobei das Gewicht als Summe der Betréige der Indizes einer Har-
monischen Summe definiert ist®. Da HPLs im Allgemeinen jedoch logarithmische Di-
vergenzen ~ In'(1 — x) fiir x — 1 besitzen, fithren wir eine regularisierte Ableitung

My [951] = 1M, [9:£(2)| = RUF@)) = (0 = DMac[f@)), (5:27)

8Fiir weitere Diskussion von Mellin-Transformationen und harmonische Summen verweisen wir auf
Refn. [153, 154].
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5.4. Ergebnisse

ein, wobei der Regulator R die logarithmisch divergenten Terme in f(z) verwirft. Fiir
nicht divergente Funktionen geht die regularisierte Ableitung (5.27) in die gewohnliche
Ableitung (5.25) iiber. Auerdem ist per Definition (5.27)

M, [éﬂ] =5(1 - 2) (5.28)

und auch + Distributionen lassen sich wie in Refn. [42, 14, 15] und in Ref. [17] be-
schrieben durch regularisierte Ableitungen von HPLs ausdriicken.

5.3.2. Algorithmus

Gemifl Gl (5.23) ist die Berechnung von Faltungsintegralen nach Transformation
in den n-Raum eine gewohnliche Multiplikation. Die entscheidende Frage, der wir
im Folgenden nachgehen wollen, ist, wie wir die Inverse Mellin-Transformation der
aus der Faltung hervorgehenden Ausdriicke konstruieren kénnen, um Losungen der
Faltungen im z-Raum zu erhalten. Dazu konstruieren wir, wie folgt, ein lineares
Gleichungssystem: Wir betrachten Mellin-Transformationen von HPLs und deren
regularisierten Ableitungen bis zu einem festen maximalen Gewicht. Wie wir im
vorangegangenen Abschnitt motiviert haben, schliefit das Mellin-Transformationen
von auftretenden Distributionen mit ein. Im n-Raum erhalten wir so Monome der
Form n—l,c, S‘fl(: ),(—1)”8‘2—(,?). Diese Monome stellen die Variablen des Gleichungssy-
stems dar. Mittels Gauf-Algorithmus l6sen wir nach ihnen auf. Die so erhaltene
Losung ist dann gerade die inverse Mellin-Transformation. Damit lassen sich alle
in den n-Raum transformierten Faltungen von partonischen Wirkungsquerschnitten
und Splitting-Funktionen in den z-Raum riicktransformieren, d.h. alle auftretenden

Faltugen berechnen.

MT.m ist eine Mathematica Implementierung des hier skizzierten Algorithmus. Sie baut
auf dem bereits in Abschnitt 4.1 erwédhnten Paket HPL.m auf und verwendet das FORM
Paket harmpol [139, 155] zur Berechnung der Mellin-Transformationen von HPLs. Ein
alternativer Algorithmus ist in Ref. [47] beschrieben.

5.4. Ergebnisse

Da jede Faltung mit einer Splitting-Funktion der Schleifenordnung k, wie wir in Ab-
schnitt 5.1 diskutiert haben, mit einem Pol e ¥ einhergeht, benstigen wir fiir den N3LO
Wirkungsquerschnitt insbesondere die NNLO Wirkungsquerschnitte bis zur Ordnung
€. Daher wurden im Rahmen dieser Arbeit, wie in Abschnitt 4.1 und Abschnitt 4.5
erlautert, alle NNLO Masterintegrale bis zur benttigten Ordnung in € berechnet. Die
vollstandig renormierten LO, NLO und NNLO Wirkungsquerschnitte wurden von Jens
Hoff [17] bereitgestellt. Mit den in Abschnitt 5.2 diskutierten Splitting-Funktionen
und MT.m wurden in dieser Arbeit alle benétigten Faltungen berechnet. Diese sind in
Tab. 5.2 dargestellt und wurden in Ref. [14] veroffentlicht. Insbesondere wurden die
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5. Kollineare Abstrahlung des Anfangszustands

Faltung Ordnung Name des Files
NO+IL0
(&g‘)/x) ® Pj(]:) n=01,2 Stil<n><ij>-P<r><jk>.m
r=123
_ (n+r+s)
(Ui(?) /z) ® P](,:) ® P,S) N 0 1LO Stil<n><ij>-P<r><jk>-P<s><kl>.m
n=0,1; Cde s . .
PZ‘([S) ® (5’1(;1)/56) ® Pj(l:) s 1.9 P<s><il>-Stil<n><ij>-P<r><jk>.m
~(0) PD o p) o pM) s .
(G;;" /x)@ Py’ @ Py’ @ P, NLO Sti10<ij>-P1<jk>-P1<k1>-P1<lm>.m
]Di%) ® (52(;)) /z) ®Pj(;) ®P1§11) P1<im>-Sti10<ij>-P1<jk>-P1<kl>.m

Tabelle 5.2.: Klassifizierung der Faltungen aus Ref. [14] bis zur Ordnung N3LO. Fiir
=5 Statt Py,
vgl. die Diskussion in Abschnitt (5.2), verwenden wir hier nicht Pq(q2 ), Pq(g), Pq(j,) sondern
pH@ p=2 p@)

ns y L'ns sy Lps -

die Partonindizes gilt 4, j, k,l,m € {g,¢,q7,¢'} und auBlerdem &

auf der rechten Seite der Ersetzungen (5.21) angegebenen Faltungen berechnet. Dies
fiihrt auf eine Anderung der Ergebnisfiles von Ref. [14]

StilOgg-Plgq-P2qq.m —Stil0gg-P1lgq-P2nsp.m, StilOgg-Plgq-P2nsm.m,
StilOgg-Plgq-P2ps.m,
Stillgb-P2qq.m —Stillgb-P2nsp.m,Stillqb-P2nsm.m,
Stillgb-P2ps.m,
Stillqg-P2qq.m —Stillqg-P2nsp.m,Stillqg-P2nsm.m,
Stillqg-P2ps.m, (5.29)

wobei wir die neuen Files der rechten Seite ebenfalls in den Ergebnisfiles dieser
Arbeit [90] bereitstellen.

In der Notation von Tab. 5.2 ergeben sich zwei Faltungen auf NLO, 18 auf NNLO und
88 auf N3LO. In Ref. [47] wurde Ubereinstimmung mit unseren Ergebnissen gefunden.
Manche der in den letzten beiden Zeilen von Tab. 5.2 gegebenen Faltungen sind auf-
grund der Kommutativitdt der Faltung gleich. Auch die neu berechneten Faltungen
mit 2-Schleifen Quark-Quark Splitting-Funktionen sind unter Beriicksichtigung von
Gl. (5.20) in Einklang mit den Ergebnissen aus Ref. [47].
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6. Partonische Wirkungsquerschnitte auf
N°LO

Mit den in Abschnitt (4.6) diskutierten Losungen der Phasenraum-Masterintegrale [90]
ldsst sich der partonische Wirkungsquerschnitt fiir g’ — H + q¢’ bzw. der fermioni-
sche Anteil von qq — H + gq berechnen. Dazu setzen wir zunéchst die Masterintegrale
in den N3LO Wirkunkgsquerschnitt ein. AnschlieBend addieren wir drei weitere Bei-
trage. Der erste kommt aus der Renormierung des Operators Oy, der zweite aus der
as-Renormierung und der dritte entspricht der Massenfaktorisierung, die wir in Ab-
schnitt 5 diskutiert haben, siche Gl. (264) aus Ref. [17]. Als Ergebnis erhalten wir
endliche partonische Wirkungsquerschnitte. Diese geben wir in den beiden folgenden
Abschnitten an.

6.1. ¢ — H + qq¢

Der partonische Wirkungsquerschnitt des ¢¢’-Kanals, liefert erstmals auf NNLO einen
nicht verschwinden Beitrag zur Higgsproduktion in Proton-Proton-Kollisionen, siehe
Abb. 2.2 (e). Mit Gl. (2.9) ergibt sich daher ‘71(122 = ~((12 = 0. O’((;I? findet man in Gl. (54)
von Ref. [35]. Setzen wir sowohl die Faktorisierungs- als auch die Renormierungsskala
auf die Higgsmasse, d.h. iy = 1 = my, so ergibt sich, sieche Ref. [16],

_ 1 4
5% =m 27(:c + 22 Hi(2) + 52 (11a® — 402 + 188) Hi (@) — - (@ + 2)°GH{ (@)
16
243 (7722% 4+ 11562 — 2213) Hj(z) — 5(gc —1)(z + 3)Hy(2)HE(2)
1 40
- % (313922 + 5218z — 7620) Ho(z) — 2—7(35 — 1)(z + 3)H?(x)Hy(z)
4
—7 (832 + 264 + 148) Ho 11 () + S (1072% + 344w + 164) Ho 1 (v)Ho ()
32 70
~ 5 (22 + 2 +4) GHo(z) — ﬁ(ac —1)(13z + 33)Hy (x)Ho(z)
56 40 5 8 5
- 2—7(5'3 +2)? Ho o1 () Ho() + 2—7(5'3 +2)"Ho,1,1(x)Ho(z) — ﬁ(z +2)7¢
4 8 1
— 5@ 2)2(3Ho(x) — 2—7(95 —1)(x + 3)H}(x) — 37~ 1)(2549x + 15343)
1 11 8
- (@ =119z + 7TV HE () — 3@+ 2)2Hg, (z) — 3@+ 2)2¢oHo 1 ()
2 2
+ 513 (21527 — 904w — 1402) (o + 513 (4692 + 18402 — 218) Ho 1 ()
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6. Partonische Wirkungsquerschnitte auf N>LO

41 4
- E(m —1)(169z + 519)H; (z) — 1 (1192% + 464z + 260) Ho 0,1 (z)
+ 2+ 2 Hoo0n(x) + oo (e +2)Hoo (@) + oo (o — D)@ + 3G H (@)
o7 €T 0,0,0,1( o7 € 0,1,0,1(L o7 €T €T 2117
8 ) ) 8 2
+ §(m +2)?Ho 1 (z)Hg (z) + §(x +2)2Ho111(2) + =1 (132° + 184z +4) (3
1 3 2 3 112 2 3
+ o5 (1064x° — 28532° + 107433z — 41149) Hy(z) — ﬁ(x +2)°Hop 1(z)Hy ()
1 4
-5 (132® 4 1352 + 164) Hy(z) + > (292° — 28z + 28) (L H{ ()
8 7
+ 7@+ DO - 204)H 1 (x)H () + 57 (@ = D97z + 285) H, (z)H3 ()
130
- 30 (1752% — 308z + 216) H{(z) — 5 ——(z —2)*Ho _1(x)Hj ()
356 836
- 2—7( —3)(x + 1)H? (z)Hj (z) + ?(x —1)(x + 3)H{ (z)Hj (z)
+ =25 (464802° — 2866567% + 37533367 — 1756017) H{(x)
35
+ g (1182 + 85)v/4x + 1HE (x) — 8—1 (1052% — 1548z — 1900) (o H{ (x)
35 70
~ (92% — 27 — 8) Hyy(x)Hg (v) + g(az —3)(x + 1) H_1 g4(x)Hi ()
35 1
5 (2 — 6)xHo (1) Hg () — =51 (1083z* — 2556z — 3046) Ho,—1(z)Hg (x)
1
+ @(x +1) (802* + 12889z — 46117) H_y (z)H{ (x)
35 1
S G 2)2Ho, 1 a() HE (2) + @=1) (4002% — 1019z + 35945) H: (z)Hg (z)
35 1
o @ 6)Ho sa () HE () + > (12202% — 4844z — 7485) Hy 1 (z)Hg (x)
356 140
+ 2—7(90 — 2)*Ho,—1,-1(2) H () + 5 (@ = 3)(@ + 1) Hosa (1) H-1(x)Ho(2)
836
_ 2_7 (31727 — 16122 + 212) Ho1(2)Hj (z) — W(gc +2)%Hy 1 1 (x) HE (2)
8 592
+3 (1322 + 31z + 30) G Hp (z) + 2@ 3+ ) H3 | (x)Ho(x)
3212 4
S " (x — 1) (z + 3)H} (2)Ho(z) — S (3612% — 10442 + 36) (5 Ho(x)
28 2
+ 51 In*(2)(z — 2)?Hy(z) — s+ (10422 + 1633z — 7915) H? | () Ho ()
224 1 14
+ 5L <§> (z —2)*Ho(z) + ﬁg(x +1) (2802% — 1213z — 5327) H_y(z)Hy(x)
1 ) ) 160 -
+ 5—4(56 — 1) (5922% — 847x + 53333) Hi (x)Ho(z) — 2—7@ —2)°Hg _(z)Ho(x)
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6.1. q¢ — H + q¢

1
— —— (4210402° — 3947072% — 12461502z + 7407221) Ho(x)

8748
1 56
-3 (792% — 1028z — 212) H§ () Ho(z) — 5 In?(2)(z — 2)%¢aHo(x)
1
5 (30082% — 10503z + 2021762 — 46836) (2 Ho ()
35
+ %\/43; + 1(118x + 85) Hyy(2) Ho(x) — > (92% — 22 — 8) Ho 54(1)Ho(z)
35 70
— 5(56 — 2)2CQH0754(1)H0($) + 5(56 — 2)2H,17s4(1)H0,34(1)H0(£C)
140 140
+ ?(.%' — 3)(1‘ + 1)H_1784784(.%')H0(1') — 7(1‘ — 3)(.%' + 1)H07_1784(.%')H0(.%')
70 70
+3 In(2)(z — 2)? Ho 0,54(1) Ho(x) — g(x —6)xHo,54(1)Ho(z)
70 70
+ 5(%’ — 6).%'H070754(.%')H0(1') — ? IH(Q)(.%' — 2)2H0754754(1)H0(1')
70 70
+ E(CE — 6)xHo s4,54(1)Ho(x) — g(az — 6)xHo sa,54(x)Ho(x)
70 5 70 5
- 5(33 —2)°H _1,0,0,54(1)Ho(z) — 5(33 —2)°H _1,0,54,54(1)Ho()
70 5 70 5
- 5(33 —2)°H 1 64,0,54(1)Ho(x) — 5(33 —2)"Ho,—1,54,54(1) Ho()
70 5 70 5
- 5(36 —2)"Ho,—1,s4,54(x)Ho(z) + 5(96 —2)“Ho,0,—1,54(1)Ho(x)
2 1
+ %(m —2)?Ho -1 (x)Hg () — g(gc — 1) (9082” + 79167 — 135025) Hy(z)Hy(x)
35 4
-5 (92° — 22 — 8) Hyy(z)*Ho(x) — 2—7(95 +1)(373x — 1101)(o H 1 (x) Ho(z)
8 4
~ 8 (3063:2 — 474z — 497) Ho_1,—1(z)Ho(z) — 2—7(3: —1)(307x + 963)Co H1 () Ho(z)

+ % (162° — 50132% + 4140z + 28873) Ho,_1(z)Ho(z) — %(:ﬂ —2)?Ho s4.54(1)
+ %(ﬁ — 2)2<2H0,,1(CE)H0(£C) + g(x + 1)(27$ — 79)H,1(£C)H07,1($)H0($)
- ?(m 22 Hy 4(1) Ho 1 () Ho () — %(m —1)(250 + 117)Hy (2) Ho 1 () Ho ()

. % (29602° + 180092 — 2034z + 69166) Ho 1 () Ho ()

_ %(m — 2)2Hy 1 (x)Ho 1 (z) Ho(z) + g(ﬂc +1)(372 — 113)H_ (x) Ho,1 (z) Ho(x)
+ %78(3: +2)%¢oHo 1 (z)Ho(x) + %(ﬂf — 1)(475x + 1383) Hy (z) Ho 1 (7) Ho ()

+ @(az —2)*Hy 0,—1,54(x) Ho(z) — ;_g (432% — 160z — 111) Ho, 1,1 (x) Ho(x)

4
- W(gc —2)%Hoo—1-1(z)Ho(z) + > (812% — 620z — 112) Ho o —1(z)Ho(x)
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6. Partonische Wirkungsquerschnitte auf N>LO

100

896 2
—(x—2)%Hpo— Hy(z) — —
+ 5o (2 = 2)"Hop—11(2)Ho(2) — o

16
——52(x——2)QEﬂLQOF4(x)Hb(x)——5?(43x2——160x——111)}ﬂlL_4(x)Eﬁ(x)

2 592
+ ﬁ (923$2 — 8188x — 6336) H(],Ll(CC)Ho(x) — 2—7(56 — 2)2H07,17,17,1($)H0(56)

4 896
+ § (275$2 — 820z + 484) H0,070,1(£C)H0(£C) + ?(Cﬂ — 2)2H0,071,,1($)H0($)

(39962 — 17088z — 31681) Ho o1 (2)Ho(z)

64 4
+ — (92® — 20z + 36) Ho1,0,—1(x)Ho(z) + — (372* — 838z + 842) (3Ho(z)

27 27
2, 3212 )
+3 (2% — 13402 — 524) Ho 10,1 (x)Ho(z) — —5?—(a:+—2) Hoy11.1(x)Ho(x)
196 500
+t5 In(2)(x — 2)*¢3Ho(x) — 7(90 —1)(x + 3)CH7 (x)
1 2
+—51(x——1)(256m2——237x—%23559)}{fﬁt)+—1§g(2269x2——1338x—%9038)gg
35 35 872
+ E(Cﬂ — 6)zHo(1)* + g(ﬂf — 6)zHo,(z)? + W(Cﬂ —3)(z + 1) H? ()
1208
7a4x—1xx+3ﬂ#ug—iﬁgu—4)@4m&¥+2mmwx—amm40Hﬂm

1 1
+ o7 (6307 — 60 +214) H} (2) — 5= (4942” — 52120 — 4845) H ,(a)
1

26244

L 56
—1%8@%%’—%W%ﬁ+lﬂwmx—%%®0@—gf#@xm—$@+g

448 . (1 35
_ —Li4 <§> (:C _ 3)($ + 1) + mm<118$ + 85)H0,s4(1)

112
+ (z — 1) (571362% — 1139639z + 29021665) +——§§71n2(2)(x =3)(z+ 1)

+z%x—3mp+ngﬂwgn—§§@ﬁ-@x-@}ﬁdmﬂwgn

9 27
140 140
—--;5—($ = 3)(w + 1)H_1,54(1)Ho s4(1) *--}5—($ = 3)(w + 1)H -1 s4(z)Ho,s4(1)
35 35
~ 108 4z + 1(118x 4 85)Ho sa(x) + 77 (91‘2 — 2 — 8) Hgy(x)Ho sa(x)
70 70 )
—-1;($-—6)xfﬂxydl)f%§4ﬂf)+-g;(x-—2)AHb§4U)fﬂx—Lwd1)
70 140

— 5(1‘ — 2)2H0784(1)H07_1784(.7J) — 7 ln(2)(x — 3)(.%' + 1)H070754(1)

35 35
- — (93:2 — 2z — 8) Hopsa(1) + — (9:62 — 2r — 8) Ho o sa(x)

27 27
140 35

+77m@xx—3mw+UmMM4U+§?@ﬁ-@x—@fmﬂﬂu)
35 140

~ 7 (92% — 22 — 8) Hosa,04() + T(ﬂf =3)(x+1)H_1,0,0,4(1)
140 140

?(Z’ — 3)(1‘ + 1)H_17070784(.%') + ?(Z’ — 3)(.%' + 1)H_170754754(1)



6.1. q¢ — H + q¢

B %(m —3)(x + 1)H _10,54,5a(x) + %(m = 3)(@ + 1) H 1,540,54(1)
B 1?(% —3)(x +1)H_1 5a05a(x) + %(m —3)(z + 1) Ho,~1,54,54(1)
a %(w = 3)(x + 1)Ho,—1,51,54(2) — %O(Cﬂ —3)(@ +1)Hoo,-1,54(1)
20 = 3)(o o ) Hog,1,08(2) — 52— 22Ho 10,5001
+ ?(Cﬂ — 2)?Ho,—1,0,64,54(2) — ?(Cﬂ ~ 2)* Ho,—1,54,0,54(1)
+ ?(ﬂﬁ — 2)?Ho,—1,54,0,54(7) + %(95 —2)*Ho0,-1,0.54(1)
_ %(ﬁ — 2)2H070,—1,07s4($) . 1470(35 - 2)2H0707_1754784(1)
+ %(m — 2)?Ho,0,—1,54,54(2) + %(m = 2)*Ho00.-1,54(1)
- 1;%&(33 —2)%Ho,0,0,-1,54(2) + ?(ﬂf —2)*Ho,0,0,54,-1(1)
- ?(;,; — 2)*Ho,0,0,64,-1(7) + %(ﬂf ~2)*Ho,51,0,-1(1)
70 2 4 2
- g(az —2)"Ho0,54,0,—1(7) — ﬁ(ﬂf +1) (427 + 400z — 1489) G H 1 (v)
20 = ) D Hog (D 1(2) — 15 — 3w + D Hosssa(DH 1 (2)
B ﬁ(x .y (52112902 — 42806 — 2393137) Hy (z) + %(m —2)?Ho 1 (z)Ho 1 —1()
B 2%3(95 _1) (418952 7T + 32665) CGHi(z) + %(m - 2)2H0,07s4(1')H0,—1(1')
+ % (5022 — 1312 — 165) CoHo 1 (x) — %(90 = 3)(x + 1) H2, (2) Ho 1 ()

14 70

- ﬁg(az +1) (2802 — 1213z — 5327) Ho _1(z) — g(az —2)%Ho 0.a(1)Ho_1 ()
140 70

— 5 (@ =3)(z+ 1) Hos(1)Ho-1(z) + (2 — 2)?Ho,s1,64(1) Ho,—1(x)

+ %(m +1) (1042° + 1633z — 7915) H_1(2)Ho,—1()
- %(m —3)(z + 1)H31(x)H071(x) + %(m —1)(z + 3)H12(x)H071(x)

1
+ a8 (216562° — 1062512% — 38232z + 710568) Hy 1(z)
256

4
-3 (23732% — 4638z — 8990) (o Ho 1 () + (- 2)2Ho 1 (x)Hoo,1(x)

2
_ %(x +1) (322° — 55672 + 18887) H_y(z)Ho 1(x)

8 2 4 2
— %(x — 1) (142” + 1942 — 355) Hy(x)Ho,1 (x) + =1 (51x* — 430) Ho 1 (x)Ho ()
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6. Partonische Wirkungsquerschnitte auf N>LO

102

4 872

—§1ﬁx+1ﬂqu+ém%x—7m@fhrh4@y—E;@—Qfgﬂgqrﬂ@
1184 592

+ (@ =3)(z + DH-1(2) Ho,-1,-1(2) + o (2 — 2)*Ho,—1 () Ho,—1,-1(x)
64 2

+E{x—QFH@M@H@qﬁﬂx%Fﬂ3@+ﬂ)@%Q—SMWx+1%&ﬁHQ4J@)
128 32

+ (@ =3) (@ + 1) H-1(2)Ho,-1.1(z) — —(z ~ 2)*Ho, -1 (2)Ho, 1,1 ()
1 3 9 1048 2

~ 3 (11227 + 29432” — 24948z + 11629) Ho,—1(z) — —5?—(1:——2) C2Ho,0,—1()
140 ) 32

+ =5 (@ = 2)"Hosa(1) Hoo,-1(2) + o (w + 1) (4o — 15) H-1(z) Ho,0,-1(2)

- %(m — 1)(25z + 117)Hy (2) Hop,—1 () — g(w — 2)”Ho -1(x) Ho,-1()

1
—-§Z§(4112x3—%17235x2—%8928x——11415)}ﬂlql(x)

16 16
+ — (832 — 3162 + 68) oHoo,1(7) — — (2 + 1)(7Tz — 23)H_1(x)Ho 0,1 (2)

27 9
4 128
— 2—7(56 — 1)(407$ + 1179)H1 (CC)H070,1($) + ?(x — 3)(56 + 1)H,1(CC)H071,,1(£C)
4 176
+§I@%m2—%&m+6%)mnuﬂ%@ﬂ@+~Eﬂx—2me4@ﬂ%@ﬂm

2 32
+§Bm+1ﬂwﬁ—5%hﬂ4&%ﬂﬂmﬁﬂ@—Eﬂx—mﬁhqmﬂﬁ$4@)

1 500
+55 (36002* + 288272 —-502201:+—145505)1¥Q14(x)-%-?5—¢c4-2)2ngyalﬂ(m)

128 8
+ (2= 3) (@ + DH-1(2)Hop1(2) + 5 (2 — 1)(2 + 3) Hi(x) Ho 1 (2)
64 ) 2 )
_ 3(55 — 2) H07,1($)H0,171($) + 2—7 (27$ + 1836x + 812) H071($)H0,171($)
1184 128
— 7 (@=3) @+ Ho,—1,-1,-1(z) = (¢ = 3)(@ + 1) Ho,-1,-1.1(2)
128 128
- 7(33 —=3)(@+1)Ho,—1,1,-1(x) — 7(33 = 3)(z +1)Ho,-1,11(2)
32 8
——5?(x—+])(4x——15)fﬂlq_1r4(x)——gi(75x2—%840x——718)}ﬂla_14(x)
2 2
—-5?(179x2-—2740m-%22)}ﬂla0;4(x)+-5?(555m2-—5808m-—11551)}ﬂla04(m)
8 ) 128
_ ﬁ (751‘ + 840x — 718) H070717_1(.%') — ?(Z’ — 3)(1‘ + 1)H0717_17_1(.%')
128 4
—-—g—(x——3)@E%—1)fﬁLL,1J(x)——éi-(201x2%—552x——1132)}ﬂlLoﬁJ(x)
2 128
«+g(%Mﬁ—&%%x—ﬁ%@fmum@y“34x—@@+nﬂm&4@)
2 1184
+ 5= (190522 — 9008z — 8556) Ho,1,1,1(z) — —5?—(1:—-2)2fﬂl_1xx_1f_1(x)



6.1. q¢ — H + q¢

32 2368
+ 5 (@ = 2)"Ho11,0-1(2) = (@ = 2) Hop1,-1,-1(2)
568 128
+ 5 (# = 2)*Hop—101(2) + —=(2 = 2)*Ho o111 (x)
568
+ g (@~ 2)2Ho,0,0,-1,-1(%) — 48(z — 2)*Ho0,0,-1,1()
512 ) 8 )
%——?5—(x —2)?Ho 0,00 -1() — > (5772 — 1580z + 1296) Ho,0,0,0,1(2)
2 16 2
—48(x — 2)°Ho0,0,1,-1(%) — > (592” — 108z + 236) Ho0,1,0,—1(x)
4 9 128 2
—-55(295x ——2996x——316)}ﬂlqlpﬂ(m)———g—(x——Q) Hpo11,-1()
32 64
+ 5 (@ =2 Hop—10-1(2) = (@ = 2)*Hop 101 (2)
512, 4 )
__75?.( +4) Ho1,00,-1(2) + 37 (712 + 4460z + 1780) Ho1,0,0,1(2)
64 2
—-?;(x——Q)ZfﬂLLQ1F4(x)—-§?(151x2%—5788x—#2716)}ﬂ1L0JJ(x)
64 2
+ E(CE — 2)2H0,171,07,1(£C) — ﬁ (61562 + 19722 + 948) H0,171,071($)
4832 16
— 7($ + 2)2H0,171,171(£C) + ﬁ (31562 + 354x + 58) <5
392 2 5 )
—-Eﬁ;ln(Zﬂx-—Eﬂ(x—%l)C —-513(848m + 8192% + 102132x — 25745) (3
2 35
—i?@Mﬁ+&%mwa&3@@—?ﬂm—m%ﬁﬂuxg
4 32
— ﬁ(x + 1)(4452 — 1329)H_1(.%')C3 — 2—7(.%' — 1)(76.%' + 249)H1 (x)(3
296 424
+ 7(33 —2)?Ho,_1(2)(s + 7(55 +2)?Ho1(7)C3 (6.1)

Der Ausdruck in den eckigen Klammern in Gl. (6.1) ist der fermionische Anteil, der
bereits in Ref. [17] angegeben wurde. Wenn b nur Elemente 0 und =£1 enthilt, so
bezeichnet Hy(x) HPLs, siche Gl. (4.4). Im angegebenen Wirkungsquerschnitt treten
nicht alle fiinf Buchstaben

1 1 1 1 1 (6.2)

' 1—2 142 144z 1+4z]’ ’
vgl. Gln. (4.11) und (4.12), gemeinsam in einer Funktion auf. Vielmehr konnten in
Gl (6.1) alle iterierten Integrale, die iiber HPLs hinausgehen, durch das Alphabet

ho() = i b () = ﬁ hoa(z) = i(ﬁ - 1> (6.3)

ausgedriickt werden, wobei hgy(z) eine Linearkombination aus dem ersten und dem
vierten Buchstaben aus Gl. (6.2) ist. Die entsprechenden Funktionen in Gl. (6.1) wur-
den analog zu HPLs mit Hj(x) bezeichnet, wobei die Elemente von b nur 0, 1 und s4
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6. Partonische Wirkungsquerschnitte auf N>LO

enthalten. Damit taucht der letzte Buchstabe in Gl. (6.2) nicht in &C(I:;’? auf. Auflerdem
besitzen die in Gl. (6.1) auftretenden iterierten Integrale ein maximales Gewicht von 5.

Ein Buchstabe mit einer Wurzel, der hgy entspricht, wurde bereits unter dem Namen
fun, in Ref. [156] eingefithrt. Iterierte Integrale die hsy enthalten, kénnen auch
mittels Variablenwechsel z — (1 — z')/(2')? als Goncharov-Polylogarithmen [157] mit
komplexem Alphabet dargestellt werden.

In Ref. [65] Gln. (2.26) und Gln. (2.27) findet man Ergebnisse fiir die fithrenden
Logarithmen in In(1 — z) mit exakter z-Abhéngigkeit. Wir haben diese Logarithmen
aus unserem Ergebnis (6.1) extrahiert und Ubereinstimmung mit Ref. [65] gefunden.
Wie in Ref. [16] erwdhnt wurde 148t sich das Ergebnis (6.1) numerisch auswerten. Fiir
py = p = my, ergibt sich beispielsweise fiir = 0,3

<w>3~(32(0,3)

g
SEPAREL _ 40,5120 g (6.4)
(eld) 52 03) i

wobel wir as(mp,) = 0,1129 verwendet haben, wie es sich aus den Parametern [158]

my, = 125.7,
m, = 91,1876,
as(m.) = 0,1184 (6.5)

mit RunDec.m [159], ergibt!. Der Effekt in Gl. (6.4) wirkt gro. Man sollte jedoch
zuniichst einmal beriicksichtigen, dass es sich hierbei, bezogen auf den q¢’-Kanal um
eine NLO Korrektur handelt. So ist fiir den gg-Kanal der Effekt von LO nach NLO
ebenfalls von der Gréflenordnung 1. Vergleicht man dagegen mit dem NNLO Ergebnis
des gg-Kanals so findet man

as(mp) 35.(3) (0 3)

(5 )2 w0 7 g ppQslmn) g g, (6.6)
s (m) )% = (2) m

< p ) Ggg (0,3)

also ein Verhéltnis von 10%. Wir wollen hierbei jedoch betonen, dass wir lediglich
reduzierte, partonische Wirkungsquerschnitte an einem einzigen kinematischen
Punkt x verglichen haben. Der Effekt des Ergebnisses (6.1) auf den hadronischen
Wirkungsquerschnitt ist vernachlassighar.

Wir geben in Abb. 6.1 als Endresultat daher nur den Vergleich von 2- und 3-Schleifen
auf partonischer Ebene an. Gezeigt ist die Abhéngigkeit des partonischen Wirkungs-
querschnitts von z, vgl. Gln. (2.8) und (2.9). Bei z = 0,3 ist der N3LO Wirkungsquer-
schnitt nahezu drei mal gréfler als der NNLO Beitrag. Vergleicht man mit Gl. (6.4)

!Siehe Ref. [160] fiir die Implementierung CRunDec in C++.
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6.2. Fermionischer Anteil von qq — H + qq

so ist zu beachten, dass im N3LO Wirkungsquerschnitt O’((;I? und a((;;z addiert werden

und der Ubergang vom reduzierten zum nicht-reduzierten Wirkungsquerschnitt aus
Gl (2.8) einen zusitzlichen Beitrag liefert. Bei = 1, also m? = s, verschwinden die
Wirkungsquerschnitte, da keine Energie fiir die Abstrahlung der Partonen ¢, ¢’ vorhan-
den ist. Die Kurven wachsen fiir kleinere x jedoch stark an und gehen bei ca. z ~ 0,9
in ein Plateau iiber, das sich bis etwa x ~ 0,2 erstreckt. Bei sehr groflen partonischen
Schwerpunktsenergien x < 0,2 divergieren die Kurven. Dies kann auf Ebene der bei-
tragenden Integrale gedeutet werden, vgl. auch die Diskussion zu Beginn von Kapitel 4.
x — 0 bedeutet, dass das Higgs-Boson im Vergleich zur Schwerpunktsenergie leicht
wird. Fiir ein masseloses Teilchen = 0, treten zusétliche infrarote Divergenzen auf,
was bedeutet, dass ein Ubergang @ — 0 nicht stetig vollzogen werden kann.
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Abbildung 6.1.: Partonische Wirkungsquerschnitte des g¢’-Kanals auf NNLO (gestri-
chelt) und N3LO (durchgezogen) fiir pup = p = my,.

6.2. Fermionischer Anteil von qq — H + qq

Auch der gg-Kanal tritt erstmals auf NNLO auf, sodass 6((12) = &‘(1‘11) = 0 gilt, siehe
Gl. (2.9). AuBer dem Beitrag aus Abb. 2.2 (e) gibt es aber auch den aus dem gekreuzten

Diagramm aus Abb. 2.2 (f). Daher ergeben sich in diesem Fall mehr Masterintegrale
und wir betrachten hier nur den fermionischen Beitrag 5512)”1, der proportional zu der
Anzahl masseloser Quarks n; ist. Dieser kann, wie in Abschnitt 2.7 erwahnt wurde, auf

fiinf Masterintegrale reduziert werden. Vier davon kénnen auf die Topologien des qq'-

105



6. Partonische Wirkungsquerschnitte auf N>LO

Kanals abgebildet werden, sodass das einzige zusétzich zu betrachtende Masterintegral
durch BT71(1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,1,0) gegeben ist, siche Abb. 2.8. .2 ist in GI. (52)
von Ref. [35] angegeben. Fiir uy = i = my, ergibt sich

~(3) 1

2 2 3
Ggqml = — 972( 1+ x)(46477 4+ 11151x) — %(—188 + 60z + 192°)Ho(z)

217(2 + 2)2 Hy ()" — 217( 1+ 2)(771 + 3192) Hy ()

4 20
+ g(284 + 72z + 112*)Hy o1 () + g(76 + 40z + T2*)Ho 1,0(z)

8
— (=295 + 178z + 12722) Hy o o()

2
= (268 + 1842 + 432°)H, -
+ 27( + 184z + 432°)Hp 1,1 (x) 543

80 0
27( L+2)3+x)Hio1(z) - 27( L+ )3+ 2)Hi,0(x)
16 32 )
5 (F1+2)B+ x)Hy1(r) + 2—7(2 + )" Ho,0,0,1()
40 4 )
+ 27(2 +2)?Ho1,0(7) + 5(2 + x)*Ho0,1,1(2)
32 40
81(17+ 192 + 42°)Ho 1,0,0(2) + 27(2+1’) Ho10.1(7)
40 8
27(2 +2)?Ho,1,0(2) + 5(2 +x)?Ho111(7)
40 16
- —(2-2z+3")Hipp0(x) — (2 2z +2*)Hi100.(2)
81 81
16
—(2-2 H 1402 — 9522 + 1
81( T+ x ) 1717070( ) 243( 0 952x + 07.%' )C
1 2 8
~—Hy(z)? 2213 + 112 — (2
+ 5 o(x)*(— 243( 3 + 1128z + 76022 ) 27( —i—m) (2)
2 8
o+ Ho (@) (55 (—3247 + 2120 + 7880%) — (2 +2)°C)
70 16 )
+ Hio(x)(— 81( 1+$)(33+13$)+g(2—2$—|—$ )C2)
2 1
(128 + 44 1 H, — —4 — 285122
+ 243( 8 + 448 + 187x%)(3 + o(:c)(243(7680 890z — 2851x2)
16 4
— — (24 + 4z + 32H) o + —(—4 — 20z + 2°)(3)
81 81
1 16
+ Hy(z)(— 486( 14 2)(21399 + 7433z) + 2—7(—1 +2)(3+2)Co
32 1
+ 57 (2 -2z +2%)(G) + ( 180 — 212z — 412%)¢y. (6.7)

Das Ergebnis 148t sich also durch HPLs mit einem maximalen Gewicht von 4 aus-
driicken.

106



7. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden Phasenraum-Masterintegrale zur Berechnung des totalen
inklusiven Wirkungsquerschnitts der Higgsproduktion in Gluonfusion berechnet,
welche dariiber hinaus auch in der Berechnung des Drell-Yan-Prozesses Anwendung
finden. Diese konnen im Sinne der Unitaritdt in umgekehrter Form (engl. reversed
unitarity) als Schleifenintegrale mit Schnitten aufgefasst werden, was erlaubt Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung fiir sie aufzustellen. Diese dienen der Berechnung
der Masterintegrale in voller Abhéngigkeit von der partonischen Schwerpunktsener-
gie. Mittels eines Basiswechsels konnten Differentialgleichungen kanonischer Form
gefunden werden, deren Losung durch die Definition iterierter Integrale gegeben ist.
Unsere Publikation Ref. [13] stellt die erste Anwendung der Differentialgleichungen in
kanonischer Form auf Phasenraumintegrale dar. Dariiber hinaus konnte im Rahmen
dieser Arbeit ein Algorithmus entwickelt werden, um gekoppelte Systeme kanonischer
Masterintegrale, ausgehend von einem einzigen kanonischen Masterintegral, zu
konstruieren.

Dabei wurden alle NNLO Phasenraum-Masterintegrale, sowie die N3LO Master-
integrale des q¢’-Kanals, also des Prozesses q¢' — H + qq’, betrachtet. Auf N3LO
konnte dabei eine Topologie identifiziert werden, welche Integrale enthilt, die sich
nicht in der Funktionenklasse harmonischer Polylogarithmen (HPLs) ausdriicken
ldsst. Die Randbedingungen zur Festlegung der auftretenden Integrationskonstanten
fir 2- und 3-Teilchen-Schnitt Masterintegrale auf NNLO und 4-Teilchen-Schnitt
Masterintegrale auf N3LO wurden berechnet. Alle Differentialgleichungen von
NNLO-Masterintegralen wurden bis zu einer Ordnung in e gelost, die zur Renor-
mierung des N3LO Wirkungsquerschnitts ausreicht. Fiir alle Masterintegrale der 16
N3LO Topologien des gq’-Kanals, die sich durch HPLs ausdriicken lassen, wurden
ebenfalls Ergebnisse in voller Abh#ngigkeit von der partonischen Schwerpunktsenergie
berechnet. Auf analoge Weise wurden die Masterintegrale einer weiteren Topologie,
die im fermionischen Anteil des gg-Kanals auftritt, gelost.

Die NNLO Phasenraum-Masterintegrale wurden verwendet, um den NNLO Wirkungs-
querschnitt bis zur Ordnung €' zu bestimmen. Dieser wird benétigt, um alle Konvo-
lutionen mit Splittingfunktionen zur Beseitigung kollinearer Divergenzen des N3LO-
Wirkungsquerschnitts zu berechnen, was im Rahmen der Publikationen [14, 15] um-
gesetzt wurde. Mit den Ergebnissen der N3LO Masterintegrale wurde der Wirkungs-
querschnitt des ¢q’-Kanals fiir Higgsproduktion am LHC [16] berechnet!. Dieser kann

!Dariiber hinaus konnten auch die fermionischen Anteile des gg-Kanals ermittelt werden.

107



7. Zusammenfassung

als Prototyp fiir dominante partonische Kanéle angesehen werden, mit dem Ziel, das
bestehende Ergebnis einer soften Entwicklung [66] zu testen. Dariiber hinaus ist dies
das erste Ergebnis eines partonischen Wirkungsquerschnitts auf N>LO, das in voller
Abhéngigkeit von der Schwerpunktsenergie vorliegt.
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A. Abbildungen

Zur Erzeugung weiterer diagramatischer Darstellungen in
Abbn. 2.1, 2.2, 2.3, 24, 3.1, 5.1 und 5.2 wurde JaxoDraw [161, 162] verwendet,
welches auf Axodraw [163] aufbaut.

Ich bedanke mich bei Takahiro Ueda, dass er mir die von ihm mit JaxoDraw erzeugten
Abbn. 2.5, 2.6, 4.2 und 4.3 aus der gemeinsamen Veroffentlichung [13] zur Verfiigung
gestellt hat.

Abbn. 2.7, 2.8, 3.2, 3.3, 4.1 und die in den Formeln von Abschnitten 4.3.5 und 4.4.8
wurden mit einem von Takahiro Ueda geschriebenen Mathematica Paket erzeugt,

welches direkt auf die von TopoID erzeugten Definitionen zuriickgreift.

Abb. 6.1 wurde mit Mathematica erzeugt.
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B. Beigefiigte Dokumente und Dateien

Wir geben im Folgenden eine Ubersicht der zu dieser Arbeit beigefiigten Dateien [90].
Detailliertere Beschreibungen findet man im README [90]. Die Definitionen der Topo-
logien aus Abb. 2.7 befinden sich in N3LO_tops.txt. MBrepFi.m enthélt die Mellin-
Barnes-Darstellungen aus Gl. (3.84). Der Ordner canBas enthélt die kanonischen Ba-
sen aus Abschnitt 4.6. Die Losungen der Masterintegrale aus Tab. C.1 befinden sich
in den Ordnern N3LOgpBT Results und N3LOrBT Results. SchliefSlich sind im Ordner
conv die Konvolutionen der rechten Seite von Gl. (5.21) bzw. Gl. (5.29) abgelegt.
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C. Tabellen

Im Folgenden zeigen wir drei Tabellen, die sich auf die N®LO Reduktionsmaster-
integrale beziehen, welche sich aus der Reduktion der in Abb. 2.7 dargestellten
Topologien ergeben. In Tab. C.1 ist eine Auflistung dieser Masterintegrale dargestellt.

Bei der Berechnung der Masterintegrale mittels kanonischer Differentialgleichungen,
wird lediglich ein Teil der Masterintegrale in Form von soften Entwicklungen bendotigt,
um die Integrationskonstanten zu bestimmen. Diese benétigten Reduktionsmaster-
integrale sind in Tab. C.2 dargestellt. Dabei geben wir auch die minimale Ordnung
n der soften Entwicklungen der Reduktionsmasterintegrale an, die ausreicht, um
den y°-Term der soften Entwicklung aller kanonischen Masterintegrale festzulegen.
Beispielsweise, bedeutet der Eintrag BT1(1,0,1,0,-1,0,1,1,0,0,0,0) mit n = 5, dass bei
der Berechnung der Topologie BT1 das Masterintegral BT1(1,0,1,0,-1,0,1,1,0,0,0,0)
bis zur Ordnung y° verwendet wurde, um die in dieser Topologie auftretenden
Integrationskonstanten der kanonischen Masterintegrale festzulegen.

Es wurden jedoch mehr Reduktionsmasterintegrale in soften Entwicklungen berechnet,
als diejenigen, die in Tab. C.2 dargestellt sind und dariiber hinaus wurden in vielen
Fillen auch hohere Ordnungen in y berechnet. Diese Masterintegrale sind in Tab. C.3
gezeigt. Dabei ist auch die Anzahl von Ordnungen in y mit nicht verschwindenden
Koeffizienten dargestellt, die iiberpriift wurden. Beispielsweise bedeutet der Eintrag
BT1(1,0,1,0,-1,0,1,1,0,0,0,0) mit n = 3, dass fiir dieses Masterintegral nicht nur die
benstigte Ordnung 7°, sondern drei weitere Ordnungen, also 3%, %7 und y® berech-
net und mit der Losung der Differentialgleichungen im Grenzwert x — 1 verglichen
wurden.
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C. Tabellen

BT8(1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0)
BT8(1,1,-1,0,1,0,0,0,1,0,0,0)

Liste aller Reduktionsmasterintegrale der N2LO-Topologien aus

1.

Tabelle
Abb. 2.7.
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Tabelle C.1.

115



C. Tabellen

Masterintegral n Masterintegral n
BT1(1,0,1,0,-1,0,1,1,0,0,0,0) 5 | BT1(1,0,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0) 5
BT1(1,1,1,0,-1,0,1,1,0,1,0,0) 3 | BT1(1,1,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0) 3
BT2(1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0) 5 | BT2(1,0,-1,1,0,0,1,1,0,1,0,0) 4
BT2(1,1,0,1,0,0,0,0,1,1,0,0) 4 | BT2(1,1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0) 3
BT2(1,1,-1,1,0,0,0,1,0,1,0,0) 4 | BT2(1,1,0,1,0,0,0,1,0,1,0,0) 4
BT2(1,0,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0) 3 | BT2(1,1,1,0,-1,0,1,1,0,1,0,0) 4
BT2(1,1,1,0,0,-1,1,1,0,1,0,0) 4 | BT2(1,1,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0) 4
BT2(1,1,-1,1,0,0,0,1,1,1,0,0) 3 | BT2(1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,0,0) 3
BT2(1,1,0,1,0,1,-1,0,1,1,0,0) 3 | BT2(1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0) 3
BT2(1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,0,0) 1 | BT2(1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0) 0
BT2(1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,0,0) 0o | BT2(1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0) 1
BT2(1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,0) o | BT2(1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0) 0
BT3(1,0,-1,1,0,0,1,1,0,0,0,0) 5 | BT3(1,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,0) 5
BT4(1,0,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0) 5 | BT5(1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0) 5
BT5(1,1,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0) 3 | BT5(1,1,-1,1,0,0,0,0,1,1,0,0) 4
BT5(1,1,0,1,0,0,0,0,1,1,0,0) 4 | BT5(1,1,0,1,-1,1,0,0,0,1,0,0) 4
BT5(1,1,0,1,0,1,0,0,0,1,0,0) 4 | BT5(1,0,0,1,-1,0,0,1,1,1,0,0) 4
BT5(1,0,0,1,0,0,0,1,1,1,0,0) 4 | BT5(1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,0,0) 4
BT5(1,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0) 4 | BT5(1,1,0,1,0,1,1,0,-1,1,0,0) 3
BT5(1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0) 3 | BT6(-1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0) 5
BT6(0,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0) 5 | BT6(-1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0) 1
BT6(0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0) 1 | BT7(0,1,1,0,0,1,1,0,0,1,0,0) 3
BT7(0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0) 3 | BTS8(1,1,-1,0,1,0,0,0,1,0,0,0) 5
BTS8(1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0) 5 | BT9(1,0,0,0,0,0,1,1,0,1,0,0) 5
BT9(1,0,0,-1,0,1,1,0,1,1,0,0) | 4 | BT9(1,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0) 4
BT9(1,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0) 3 | BT9(1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0) 3
BT9(1,0,1,0,0,0,1,0,1,1,0,0) 3 | BT9(1,0,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0) 2
BT9(1,0,1,0,1,0,1,1,1,-1,0,0) 3 | BT9(1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,-1) 3
BT9(1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0) 3 | BT9(1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0) 2
BT9(1,0,1,-1,1,1,1,0,1,1,0,0) 2 | BT9(1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0) 0
BT9(1,0,1,1,-1,1,1,1,1,1,0,0) 0 | BT9(1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,-1,0) 0
BT9(1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,0) 0 | BT10(1,1,-1,0,0,1,0,0,0,1,0,0) | 5
BT10(1,1,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0) 5 | BT11(1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0) 5
BT12(1,0,1,-1,0,1,0,0,1,0,0,0) | 5 | BT12(1,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0) 5
BT13(1,1,-1,1,0,0,0,0,1,0,0,0) | 5 | BT13(1,1,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0) 5
BT13(1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0) 3 | BT13(1,0,1,1,0,1,0,0,1,0,0,0) 3
BT14(1,0,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0) 5 | BT15(1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0) 5
BT15(1,0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0) 3 | BT15(1,1,0,1,0,0,1,0,1,0,0,0) 3
BT15(1,1,0,1,0,0,0,1,1,0,0,0) 3 | BT15(1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0,0) 3
BT15(1,1,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0) 2 | BT15(1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,0,0) 1
BT16(1,0,1,0,-1,0,0,1,1,0,0,0) | 5 | BT16(1,0,1,0,0,0,0,1,1,0,0,0) 5
BT17(0,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0) 5 | BT71(1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0) 3
BT71(1,0,1,1,1,1,1,1,0,0,1,0) 0

Tabelle C.2.: Liste benétigter Reduktionsmasterintegrale der N3LO-Topologien aus
Abb. 2.7 zur Festlegung der Integrationskonstanten. Bei der Auflistung ist eine mini-
male Ordnung n der soften Entwicklungen der Reduktionsmasterintegrale angegeben,
die ausreicht, um den y°-Term der soften Entwicklung aller kanonischen Masterinte-
grale festzulegen.
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Masterintegral

Masterintegral

BTI1(1,1,1,0,0,-1,1,1,0,1,0,0)
BT1(1,1,1,-2,1,0,1,1,0,0,0,0)

BT1(1,1,1,0,1,-1,1,1,0,0,0,0)
BT1(1,1,1,0,1,0,1,1,0,0,0,0)
BT1(1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0)
BT1(1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0,0)
BT1(1,1,1,-1,0,1,1,1,0,1,0,0)
BT1(1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,0,0)
BT1(1,1,1,1,-1,1,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,0,-1,0,0,1,0,0,1,0,0)
BT2(1,1,0,1,-1,1,0,0,0,1,0,0)
BT2(1,-1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0)
BT2(1,0,0,1,0,1,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,0,-1,0,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,-1,0,1,1,0,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,0,0,1,1,-1,0,1,0,0)
BT2(1,1,0,1,-1,1,0,0,1,1,0,0)
BT2(1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,0)
BT2(1,1,0,1,1,-1,0,1,1,0,0,0)
BT2(1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,-1,0)
BT2(1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,-1,0,1,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,0,1,0,0,1,1,1,1,0,0)
BT2(1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,-1,1,1,0,1,1,1,1,0,0)
BT4(1,0,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0)
BT4(1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,0)
BT4(1,1,1,-1,1,0,1,0,0,1,0,0)
BT4(1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,-1,0)
BT4(1,0,0,1,1,1,1,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,0,-1,0,0,0,1,0,1,0,0)
BT5(1,1,0,0,0,0,0,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,0,0,1,0,0,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,1,0,-1,0,0,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,1,-2,0,1,0,1,0,1,0,0)
BT5(1,1,1,0,-1,1,0,1,0,1,0,0)
BT5(1,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0)
BT5(1,1,0,1,0,0,1,0,1,1,0,0)
BT5(1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,-1,0)
BT5(1,1,1,1,1,1,0,0,0,1,0,0)
BT5(1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,0)
BT6(0,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0)
BT6(0,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0,0)
BT6(0,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0)
BT6(0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0)

BT7(-1,1,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0)
BT7(0,1,1,0,0,1,1,1,1,1,0,0)
BT8(1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0)
BTS8(1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,0)
BTS8(1,1,0,-1,1,0,0,1,1,1,0,0)
BTS8(1,1,-1,1,1,0,0,1,1,1,0,0)
BTS8(1,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,0)

BT9(1,0,0,0,0,0,1,1,0,1,0,0)
BT9(1,0,1,1,0,1,0,1,1,0,0,0)
BT9(1,0,1,1,-1,0,1,1,0,1,0,0)
BT9(1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,-1,0)
BT10(1,1,-1,0,0,1,0,0,0,1,0,0)
BT10(1,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0)
BT10(1,1,-1,0,1,1,0,0,1,1,0,0)
BT10(1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,0)

WWUILRWWWRWWRARWRRERFNWWRARRR,WHEFFEFRFNWWREWIIWWWWWERRFERFRFWHRWWWRRRWRENDFERFRRWRWWWWWWWWw w3

BT1(1,1,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0)
BT1(1,1,1,-1,1,0,1,1,0,0,0,0)
BT1(1,1,1,0,1,0,1,1,-1,0,0,0)

BT1(1,0,1,1,1,0,1,1,0,1,0,0)
BT1(1,1,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0)
BT1(1,1,1,0,0,1,1,1,0,1,0,0)
BT1(1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0)
BT1(1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0)
BT1(1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0)
BT2(1,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0)
BT2(1,0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,-1,0,0,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,0,0,-1,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,-1,-1,1,1,0,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,0,-1,1,1,0,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,0,0,1,1,0,0,1,0,0)
BT2(1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,0,-1)
BT2(1,1,-1,1,1,-1,0,1,1,0,0,0)
BT2(1,1,0,1,1,0,-1,1,1,0,0,0)
BT2(1,1,0,1,1,0,0,1,1,0,0,0)
BT2(1,1,1,1,1,0,0,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,0,1,1,1,0,0,1,0,0)
BT2(1,1,1,0,0,1,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,1,0,1,0,1,1,1,0,1,0,0)
BT2(1,-1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,0)
BT2(1,1,1,1,-1,1,1,1,0,1,0,0)
BT4(1,0,0,0,1,0,1,-1,0,1,0,0)
BT4(1,0,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0)
BT4(1,1,1,-2,1,0,1,0,0,1,0,0)
BT4(1,1,1,0,1,0,1,-1,0,1,0,0)
BT4(1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,0,0)
BT4(1,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0)
BT5(1,1,-1,1,0,0,1,0,0,1,0,0)
BT5(1,1,1,-1,0,0,0,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,1,-1,0,1,0,1,0,1,0,0)
BT5(1,1,1,0,0,1,-1,1,0,1,0,0)
BT5(1,1,0,1,1,0,0,0,1,1,0,0)
BT5(1,1,0,1,-1,1,1,0,0,1,0,0)
BT5(1,1,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0)
BT5(1,1,1,0,1,0,0,1,1,1,0,0)
BT5(1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0)
BT5(1,1,1,1,1,1,-1,1,1,1,0,0)
BT6(-1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0)

BT6(0,1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0)

BT6(-1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,0,0)
BT6(-1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,0)
BT7(-1,1,1,0,0,1,1,0,0,1,0,0)

BT7(0,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,0)
BT8(1,1,-1,0,1,0,0,0,1,0,0,0)
BT8(1,1,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0)
BT8(1,1,-1,0,1,0,0,1,1,1,0,0)
BT8(1,1,0,0,1,0,0,1,1,1,0,0)
BT8(1,1,0,1,1,0,0,1,1,1,0,0)
BT9(1,0,0,-1,0,1,0,1,1,0,0,0)
BT9(1,0,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0)
BT9(1,-1,1,1,-1,0,1,1,0,1,0,0)
BT9(1,0,1,1,0,0,1,1,-1,1,0,0)
BT9(1,0,1,1,0,0,1,1,0,1,0,0)
BT10(1,1,0,0,0, ,0,0)
BT10(1,1,0,0,1, ,0,1,0,0)
BT10(1,1,0,0,1,1,0,0,1,1,0,0)
BT11(1,-1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0)

-

,0,
1,0,0,0,
1,0,1,0,

B WWERWNNOREWUUARRERRENWAORRFEEFWWHEHRERFWANFEFAWRWWWAORREFEFFEFWWHWWNFEWWWRERERORWWWWWW=WNS

Tabelle C.3.: Auflistung iiberpriifter Reduktionsmasterintegrale der N3LO-Topologien
aus Abb. 2.7. Dazu wurden softe Entwicklungen mit Losungen der Differentialgleichun-
gen verglichen. n ist die Anzahl nicht verschwindender Ordnungen in y, die iiberpriift

wurden.
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: Fortsetzung.

Tabelle C.3.
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D. Herleitung des
4-Teilchen-Phasenraums im
Ruhesystem von kq, ko, k3

Die folgende Herleitung ist eine nichttriviale Erweiterung der Parametrisierung des
2 — 3 Teilchen Phasenraums fiir den Drell-Yan Prozess aus Ref. [101]. Eine wesentliche
Besonderheit dieser Art von Parametrisierungen ist, dass sie in D = 4—2¢ Dimensionen
durchgefiihrt werden. D-dimensional bedeutet zunéichst einmal eine beliebige Zahl D,
wobei wir eine Zeitdimension und D — 1 Raumdimensionen betrachten. Des Weiteren
ist D — 1 grof} genug, sodass alle betrachteten Impule linear unabhingig gewahlt
werden konnen, soweit sie nicht durch Viererimpulserhaltung oder durch die Wahl
eines bestimmten Bezugssystems miteinander in Verbindung stehen. Daher wollen wir
zunéchst ermitteln, wieviele der D — 1 Raumdimensionen benotigt werden, um den
Prozess zu beschreiben.

D.1. Anzahl relevanter Dimensionen

Alle Teilchen sind auf ihrer Massenschale, d.h. die vollstindige Information der
Raumzeit-Impulse befindet sich in den Raumkomponenten. In einem 2 — 4 Pro-
zess gibt es sechs verschiedene Impulse. Da wir in der Wahl des Bezugssystems frei
sind und Viererimpulserhaltung gilt, sind lediglich vier davon linear unabhéngig. Sie
spannen einen vier-dimensionalen Euklidschen Unterraum des (D — 1)-dimensionalen
Euklidschen rédumlichen Unterraums des D-dimensionalen Minkowskiraums auf. Da
der gesamte Prozess in diesem vier-dimensionalen Unterraum stattfindet, benttigen
wir vier Raumkomponenten um den Phasenraum zu parametrisieren. Diese vier be-
zeichnen wir als die relevanten Raumkomponenten. Die iibrigen D — 5 rdumlichen
Komponenten sind fiir alle Impulsvektoren gleich, dariiber hinaus sind sie konstant
und koénnen daher, durch Wahl eines geeigneten Bezugssystem, gleich Null gew#hlt
werden. Wir werden Op_; schreiben, um zu kennzeichnen, dass D — ¢ benachbarte
Eintréige eines Impulses mit Nullen gefiillt sind.

D.2. Energie- und Impulserhaltung

Wir beschreiben den 2 — 4 Prozess durch die einlaufenden Impulse pq,p2 und die
auslaufenden Impulse ¢, k1, k2, k3. Alle Impulse befinden sich auf ihrer jeweiligen Mas-
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D. Herleitung des 4-Teilchen-Phasenraums im Ruhesystem von ki, ko, k3

senschale:
p%:pgzk%:kgzkgzo,f:m%. (D.1)

Auflerdem lautet die Viererimpulserhaltung:

p1+p2=ki+ka+ks+gq (D.2)
Daraus folgt

S123 = 8 +ms —t —u, (D.3)
s = 2p1(]€1 + k?z + k?g) +t, (D4)
t+u=2q(ky + ko + k3) + 2m3, (D.5)

wobei die Definitionen
s123 = (k1 + ko + k3)?, (D.6
t:= 2qp1, (D.7)
u := 2qpa, (D.8)

verwendet wurden. Daher haben wir im Schwerpunktsystem von ky, ko, k3

k1 + ko + ks = ({/S12 ,OD_l)T. (D.Q)

D.3. Anzahl der Integrationsvariablen

Gemifl der Argumentation in Abschnitt D.1 betrachten wir 4-dimensionale raumli-
che Impulsvektoren und iiber die vier auslaufenden wird integriert. Jeder rdumliche
Impulsvektor besitzt daher einen Betrag und drei Winkel. Zunéchst benutzen wir
Impulserhaltung, um einen einlaufenden Impuls p5 festzulegen. Durch Wahl eines ge-
eigneten Bezugssystems, also durch Benutzung eines Lorentzboosts, kénnen wir die
Summe der auslaufenden k1 + ko + k‘3 leichten Impuls eliminieren. Energieerhaltung
legt eine weitere Integrationsvariable fest. In der im Folgenden diskutierten Parame-
trisierung ist das der Winkel 05 zwischen den auslaufenden Impulsen k1 und Ky. Wir
rotieren den einlaufenden Impuls pf, sodass er parallel zur z-Achse verlauft. In vier
Raumdimensionen verbleiben zwei weitere Rotationen. Eine wird benutzt um den Vek-
tor ¢ so zu drehen, dass er nur einen Winkel beziiglich p; besitzt. Die andere kann
verwendet werden, um einen weiteren Winkel zu eliminieren. Die vier Betréige und
zwolf Winkel der Impulsvektoren ¢, El, Eg, Eg reduzieren sich damit schliefllich auf
drei Betrige und fiinf Winkel, also acht Integrationsvariablen.

D.4. Parametrisierung von p; und ¢

Die Formeln fiir p; und ¢ wurden bereits in Ref. [101] angegeben. Wie in Abschnitt D.3
bereits angemerkt wurde, nehmen wir O.B.d.A. an, dass p; in Richtung der z-Achse
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D.5. Parametrisierung von ki, ko und k3

liegt. Unter Benutzung von Gl. (D.4), Gl (D.9) und der on-shell-Bedingung (D.1)
erhalten wir

s—1t
2y/5123
Unter Verwendung der Definition (D.7) fiir ¢ und Relation (D.5) zusammen mit

Gl. (D.9), erhalten wir zwei Gleichungen fiir die Komponenten! ¢ und ¢¥ von
¢ mit den Losungen

1= (1,0p—2,1)". (D.10)

() _ t+u—2mp

D.11
2,/5123 ( )
und
4) _ _\/812375 n t+u— Qm%
4 N s—1 2\/8123
_ (s —mp)(u —mj) — s1a(t +mj) ’ (D.12)

2,/8123(8 - t)
wobei im letzten Schritt Gl. (D.3) verwendet wurde. Im Schwerpunktsystem der leich-
ten Impulse ist § = Py + pa festgelegt und wir kénnen eine Rotation finden, die ¢*
nicht dndert und ¢ = ¢@ = 0 und ¢® > 0 liefert. Wir benutzen die on-shell-
Bedingung (D.1) fiir ¢ und machen nochmals von Gl. (D.3) Gebrauch und erhalten

4 = 75“(1; - ‘Z;Zi) . (D.13)

Damit finden wir schlie3lich

-
/ 2
. s —mi — $123 Op_s s(tu — smy) (s —m2)(u—m3) — s123(t + m3)
2‘/8123 ’ - s—t ’ 2”5123(8 — t) ’
(D.14)

in Analogie zu Ref. [101].

D.5. Parametrisierung von £k, ky und k3

Im Folgenden parametrisieren wir El und Eg in Kugelkoordinaten, wobei der rela-
tive Winkel 69 = <I(l%, Eg) Teil der Parametrisierung sein soll. Dazu betrachten wir
zunéichst zwei Vektoren &} und kb, die den gleichen Winkel 6y = <t(k}, k) einschlieBen.
In einem Koordinatensystem in dem lgi in z-Richtung verlauft gilt

K, = k1] (02, 1), (D.15)
k_’; — |ka|(0p_3,sin By, cos 62) T . (D.16)

Bei den Impulskomponenten p( betrachten wir nur relevante Komponenten i = 0,1, 2, 3, 4.
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D. Herleitung des 4-Teilchen-Phasenraums im Ruhesystem von ki, ko, k3

Nun benutzen wir eine Eulerartige Drehung in 4 Dimensionen, die beide Vektoren
in Kugelkoordinaten bringt und dariiber hinaus - da es sich um eine Drehung han-
delt - den Winkel 0y zwischen ihnen nicht &ndert. Eine explizite Drehung, die das
bewerkstelligt, ist durch das Produkt von fiinf Matrizen

costpy siny; 0 0O 1 0 0 0

Axcd | —sin®yy cosyy 0 O 0 cos¢p; sing; O

B, 61,01, 92, 62) = 0 0 10 0 —sing; cos¢; 0O

0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 costy  sinyy 0 0 1 0 0 0

01 0 0 —sinyy costo 0 0O 0 cosga singy O

0 0 cosf; sinb; 0 0 1 0 0 —sings cos¢y 0O

0 0 —sinf; cos6Oy 0 0 0 1 0 0 0 1
(D.17)

gegeben, die sich aus fiinf Drehungen um fiinf verschiedene Winkel zusammensetzt.
Wir bemerken an dieser Stelle, dass es sich hierbei nicht um eine Euler-Drehung in vier
Dimensionen handelt?, was man z.B. daran erkennt, dass nach Matrixmultiplikation
in Gl. (D.17) das Matrixelement R} gleich Null ist. Wesentlich ist hier, dass die
Drehung die Vektoren in Kugelkoordinaten rotiert. Wir finden ndmlich mit der D — 1-
dimensionalen Drehmatrix

1.p_ 5 0 -
R:( D-9x(0-9 4;2&345)) (D.18)
(D—-5)x4

die Form
El = Rk_’; = |l€1 |(sin 1)1 sin ¢ sin 0, cos 11 sin ¢y sin 61, cos ¢y sin b1, cos 91)T, (D.19)

was offensichtlich von der Form (3.10) ist und aulerdem

ko = sz = |Eg| ( cos 05 sin ¢q sin vy sin 64
+ (cos ¢ cos 01 sin ¢q sin 1hy + sin ¢o(cos ¢y cos Py sin Yy + cos Py sin)g)) sin O,
— sin ¢ sin 11 sin 19 sin Oy + cos Y (cos O sin ¢y sin 04
+ (cos ¢2 cos 01 sin ¢1 + cos ¢1 cos g sin ¢9) sin O3,

(— cos g sin ¢y sin ¢ sin Oy + cos ¢y (cos O3 sin O + cos ¢ cos Oy sin s)),

(cos 61 cos O3 — cos ¢o sin 0 sin 92))T, (D.20)
was ebenfalls in Kugelkoordinaten ist, da das Setzen von 6y = ¢1 = 91 = 0 auf

ko = Rk:_é = |Eg|(sin 19 8in ¢ sin Bo, cos Y9 Sin ¢g sin s, cos o sin Ho, cos 92)T (D.21)

“Eine Eulerdrehung in d = 4 Dimensionen besitzt d(d — 1)/2 = 6 Winkel.

122



D.6. Faktorisierung des Phasenraums

fithrt. Unter Verwendung der on-shell-Bedingungen (D.1) lassen sich die D-
dimensionalen Impulsvektoren, als

ky = (||, k)T, (D.22)
ky = (|kal, k2) T (D.23)

schreiben. Der Vektor ks ergibt sich dann direkt aus der Wahl des Ruhesystems, d.h.
aus

ki 4 ko + k3 = (v/5123,0,0,0,0)T. (D.24)

Daher gilt
ks = —k1 — ko (D.25)
und mit der on-shell-Bedingung k3 = 0 erhalten wir einen Ausdruck fiir k:éo), was wir

mit k:éo) aus der nullten Komponente von Gl. (D.24) identifizieren. Daraus ergibt sich

cos 0 2\/?1\“?2! —2!741!\/812 —2!742!\/812 +8123 (D.26)
9 = )
2|1 |2

Da sin 05 positiv auf dem Intervall [0, 7] ist, gilt ferner

sinfy = ++/1 — cos? 6. (D.27)

D.6. Faktorisierung des Phasenraums

Der 2 — 4 Teilchen Phasenraum ist durch
o 1 D o(+)(,2 2 D +) (1.2
/ dP kg 6 (k2) / dP ks 6 (k2)6P) (p1 + po — k1 — ko — k3 — q), (D.28)

gegeben, vgl. Gln. (2.13) und (2.26). Durch die Einfiihrung von

K = ki + ko 4+ k3, mit K? = 58123 (D.29)
konnen wir analog zu Ref. [101] den Phasenraum in zwei lorentzinvariante Faktoren
zerlegen

__ 1t (1) (2)
/dPS4 = (27T)(T_4)/CZPS4 /dPS4 (D.30)
mit
/dPS(1 /dD /dDK/ ds1a3 6P (g2 — m?)
K2 — 8123)6( )(pl +p2—q— K) (D31)
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D. Herleitung des 4-Teilchen-Phasenraums im Ruhesystem von ki, ko, k3

/dPS(2 /del/deg/dega (k2)

) (k2)6D) (k20PN (K — ky — kg — k3). (D.32)

und

Die Idee dieser Aufspaltung ist beide Teile in verschiedenen, geeigneten Bezugssyste-
men zu berechnen und | dPSS) durch Lorentz-Invarianten auszudriicken, d.h. durch
Skalarprodukte. Damit ist der gesamte Phasenraum [ dPS; im Bezugssystem von
i dPSf) gegeben, welches das Schwerpunktsystem von ki + ko + k3 sein wird. Die
gleiche Strategie wurde beispielsweise auch in Ref. [164] angewendet.

D.7. Berechnung von fdPSf)

Wie gerade erwiihnt, wollen wir [ dPSf)

berechnen, d.h. K = 0. Damit ist

im Schwerpunktsystem von ki + ko + k3

SOV K — Ky — kg — kg) = 6P V() + ky + k)6 (KO — k¥ — {0 — 1) (D 33)

Wir verwenden §(+)(k?), um die k:go) Integrale und 6P~ (k; + ky + k3), um die Inte-
gration iiber Eg auszuwerten. Das fiihrt auf

dD-DE dDP-DE 1 . . R,
[aps = [Tt [ GO | R~ [y + R
2‘/{:1‘ 2‘/?2‘ 2“{1 —i—kg’

(D.34)

Schreibt man
5K — [Fr] — o] — 1By + Fal) = 6(g(1Ra] [Ral cos 6) (D.35)

mit

g(|K1), |kal, cos b)) := K© — |ky| — |ka| — \/112112 + 2|k1|| k2| cos B + |K2|2,  (D.36)

so ist offensichtlich, dass die iibriggebliebene d-Funktion genutzt werden kann, um
eine der drei Variablen |k1|, k2| oder 65 zu eliminieren, wobei der Winkel fy<t(ky, ko)
aus dem Skalarprodukt El ko hervorgeht. Deshalb haben wir die Parametrisierung fiir
k2 in Abschnitt D.5 so gewdhlt, dass dieser Winkel explizit auftritt. Es stellt sich als
bequem heraus, die Integration iiber 0 auszuwerten. Wir fordern also

g(|El|’|E2|’COSHS) =0, (D37)
was

Oy [[Fa| — 2(F1| + [Fa]) K© 4 (K(©)2

0s 69 = —
2|ke1 [k

, (D.38)
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D.7. Berechnung von [ dPSf)

in Ubereinstimmung mit (D.26), liefert. Mit
1 1Rz
VU] + s — KO)2

g (|E1, |Eal, cos 63) = — (D.39)

und ks in Kugelkoordinaten erhalten wir

D—1p.
/dPSf) :/d _,kl/ d‘k2‘| ko|%~ 26/dQD 2/ dcos By (1 — cos® )¢
2‘/?1’ 0 2“{2

§(cos (f2) — cos (69))

= — = o (D.40)
2\/]k1]2+2\k1\]k2]c0s92+\kQP 9/ (Fe, ] cos 63)]
Wenn die d-function ausgewertet wird, kiirzt sich die Wurzel
\/|l§1|2 + 2|1 |[Fs| cos 03 + [kz|? = \/(|E1| + [ks| — K(©)? (D.41)
gegen den Nenner von ¢', sodass wir
1 Lo o
/dPSf) = g/d(Dl)kl !k1!2/0 d|k2| ‘k2‘26/d9g)2
(1 — cos?09)7°O(1 — cos 69)O(1 + cos 69) (D.42)

erhalten, wobei die erste ©-Funktion dafiir sorgt, dass der J-Peak bei cos 9 < 1 und
die zweite, dass er bei cos 98 > —1 liegt. D.h. die ®-Funktionen stellen sicher, dass
der Ausdruck verschwindet, wenn sich der §-Peak auflerhalb des Integrationsbereichs
befindet. Insbesondere dndern sie die Integrationsgrenzen wie folgt: Aus der ersten
O-Funktion ergibt sich

R K(0) o
cos 09 < 1= |ko| > 5 K1 | (D.43)
und aus der zweiten
K(0) o o K(0) K(0)
cosb) > —1= [ — — || | |ko| < | — — |F1| | —. (D.44)
2 2 2
Wenn wir die zweite Ungleichung l6sen wollen, stellt sich die Frage, ob ( ]kl ) >
ist. Wir zeigen das durch Widerspruch und nehmen also an, dass (% - |k1|) < 0. Da
(KQ(O) — |k1]) = 0 wegen Gl. (D.44) nicht moglich ist, folgt
K© K0) K(0)
(T—|k‘1|> <0:>|k‘1|>T/\|k32|>T (D.45)
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D. Herleitung des 4-Teilchen-Phasenraums im Ruhesystem von ki, ko, k3

wobei sich die zweite Bedinung aus Gl. (D.44) ableiten ldsst. Das bedeutet aber, dass

1| + [ko| > K© = [ks| = K© — |ky| — |ko| <0, (D.46)
was offensichtlich ein Widerspruch ist. Daher gilt also (£— o — |k1]) > 0 und damit
K(©) K©
k1| < — A |ka| < —5 (D.47)

wobei die zweite Ungleichung aus Gl. (D.44) folgt. Wir passen die Integrationsgrenzen
entsprechend der Bedingungen (D.47) und (D.43), welche sich aus den ©-Funktionen
ergeben haben, an und erhalten

Kk (0)

T2
[aps? =5 [aal), [aof) / AR o AR
—|k1|

(1 — cos®69)~¢. (D.48)
Im né#chsten Schritt vereinfachen wir die Integrationsgrenzen der \/5;] Integrationen

mithilfe eines Variablenwechsels (|k1], |k2|) — (n1,n2). Wir fordern dazu, dass die
neuen Variablen

L L KO L KO o
ng(‘/ﬁ’,‘kg‘) I N9 (‘/{?1‘,7> =1Any (‘/{?1‘,7— “ﬁ’ =0 (D.49)

erfiillen. Dartiber hinaus machen wir den Ansatz, dass n; und no jeweils linear in |E1|
und |ko| sind, was auf folgenden Variablenwechsel fiihrt:

e 2|k |
1 — K(0)7
7 | + 1 for |k‘1| >0 (D.50)
1
oder umgekehrt
K(0)
k1| = ——na,
2
R K©
[a| = —5—((n2 = D)1 + 1) (D.51)
mit dem Betrag der Jacobi-Determinante
K(0)
|det J(n1,n2)| = (T) ni. (D.52)
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D.8. Berechnung von [ dPSfll)

Der Integrand mit der unschénen cosf9 Abhingigkeit (D.38) nimmt die einfache,
faktorisierte Form

ey |~ 2€ Ky 726 (1 — cos? 09) 7€ = 22¢(KO) e 2n(1 —ny) (1 —ng) ¢ (D.53)

an. Der Phasenraum, ausgedriickt durch die gerade eingefiihrten Integrationsvariablen,

wird zu
2) 81 2e ) (2
/ dPS 123 / aoll) / dQ}, / dny / dna
ny 2 ny (1 —mp) (1 — o)™, (D.54)

wobei wir K(© durch die Lorentz-Invariante s123 ausgedriickt haben.

D.8. Berechnung von fdPSff)

Dieser Teil der Herleitung ist im Grunde genommen bereits in Ref. [101] gegeben. Der
Vollstédndigkeit halber Werden er die Formeln hier nochmals herleiten. Wir werden
fdPS(l) ohne den Faktor 5123 aus dem Resultat (D.54) von fdPS( betrachten,
behalten jedoch im Hinterkopf, dass dieser mit den entsprechenden d-Funktionen von
i dPSS) aus Gl. (D.31) und den Variablenwechseln, die wir im folgenden benutzen
werden, behandelt werden muss, wenn wir die beiden Teile des Phasenraums zu einer
Gesamtformel zusammensetzen werden.
Zur Berechnung von [ dPSEll) beginnen wir mit der Definition (D.31) im Schwerpunkt-
system von pj + po, d.h.

p1+p2 = (1/5,0,0,0,0)7, (D.55)

woraus
8P (p1+p2—gq—K) =07+ K)6(vs — ¢ — K©) (D.56)

folgt. Benutzen wir 5(+)(q2 — m}%) um die ¢(© Integration zu beseitigen und 5(D_1)((T—|—
K ) um das Integral iiber K zu eliminieren, finden wir

D —
apst) — d”q dKO [ ds
4 \/T 123
m

S (K@Y — () - 5123)0(V/5 — /@ +m3 — K©).  (D.57)

Wir verwenden die zweite d-Funktion um das K () Integral zu l6sen und erhalten

dadurch eine ©-Funktion, die sicherstellt, dass der §-Peak bei /s — 1/¢% + m% >0
liegt, ndmlich

D-1g
/dPSff) :/ a /d5123
\/ —|—m

S (s +m3 — 25/ @ +m3 — 5123)0(/s —m? — ).  (D.58)
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D. Herleitung des 4-Teilchen-Phasenraums im Ruhesystem von ki, ko, k3
Die iibriggebliebene §-Function elminiert das sjo3 Integral, was eine weitere ©-

Funktion zur Folge hat, die dafiir sorgt, dass der §-Peak bei s—|—m%—2\/§ 7+ m% >0
liegt:

[ aps? - /27% @(3 Sk i) s m - ). (0:59)

<

Aus der Energie-Impuls Relation (D.2) geht hervor, dass s > m% ist und daher = 5 \[

\/S — m% gilt, sodass lediglich die erste @-Funktion relevant ist, d.h. wir kénnen die
¢ Integration in sphérischen Koordinaten angeben und die obere Integrationsgrenze
geméf

2
ok 2-2¢
/dPS m = /ng)Q/ dcos ), (1 — cos? Hq)_e/ v d](ﬂ‘qi (D.60)
0

VN2 +m;,

abschneiden. Wir verwenden nun folgende Parametrisierung, die im Schwerpunktsy-
stem von p1 + po giiltig ist,

N

p1 = 7(15 0,05 0’ 1)Ta

Vs

b2 = 2 (150,050’_1)1—’

g = (\/|d@1? +m3,0,0,|q] sin 0y, |q] cos 6,)T, (D.61)

um zu den Lorentz Invarianten Variablen ¢ aus Gl. (D.7) und u aus Gl. (D.8) zu
wechseln

t =2p1qg = \/|q1* + mi\/s — |q]\/s cos b,
u = 2poq = 1\/|q1? + m3\/s +|ql\/s cos b, (D.62)

oder invertiert
Vy(u,t)
2\/_ ’
u\/g (u,t) — t\/g (u, t
g(u t)
glu,t) := —dmis + 12 + 2tu + u2, (D.63)

|91 =

cos b, =

wobei wir die negative Losung fiir |¢] verworfen haben. Das Vorzeichen von cos 6,
(D)

ist fiir die Rechnung irrelevant, da cosf, im Integrand von [ dPS;
auftritt und auch der Betrag der Jacobi-Determinante

t+u
Vsg(u,t)

nur quadratisch

| det J(t,u)| = (D.64)

128



D.8. Berechnung von [ dPSfll)

ist unabhéngig von diesem Vorzeichen. Der Integrand wird zu
e @ 9wt

\/m =95t + )

und die Integrationsgrenzen transformieren sich von ihrer rechteckigen Form, nachdem
sie parametrisiert wurden, zu einer eher komplizierten Form

e—1 ut+m?+s
/ aps() = 84 / d0? / du / "t (tu— m2s). (D.66)

(1 — cos?6,) sS(tu —mis) € (D.65)

h
h u

Im letzten Schritt vereinfachen wir die Integrationsgrenzen durch einen Variablen-
wechsel und fordern sowohl

w(u) :w(s) =0Aw(sz) =1,
s’x
z(u,t) : z2(u,—u+sr+s)=0Az|u,— | =1,
u
mi = sz (D.67)

als auch, dass w und z jeweils linear von u und ¢ abhéingen, was auf

we STU
- s(1—x)’
2
— su— t
p= L 5 STU U for st <u<s (D.68)
(s —u)(sx —u)
fiihrt oder umgekehrt
=s(1—w(l—ux)),
wz(1l —w)(1 — x)?
t= 1—2x)— . D.69
s(ac—i—w( x) T —w(l—2) ( )
Der Betrag der Jacobi-Determinante ist
21— 2)3(1 —w)w
det = . D.
det T, 2)| = S (0.70)

Eine Parametrisierung der Integrationsvariablen u und ¢ liefert in der Tat die Integra-
tionsgrenzen [0, 1], die wir angestrebt haben. Der Integrand wird zu

(tu —mis) C=s 21 —z) 2w (1 —w) (1 —2)"° (D.71)

und damit erhalten wir

1—e
/dPSS):’S 32€/d9g2/ dw/ dz
(1—-2)w

“l-w)lT 1 -2 (D.72)
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D. Herleitung des 4-Teilchen-Phasenraums im Ruhesystem von ki, ko, k3

D.9. Zusammensetzen des Phasenraums

Bevor wir den gesamten Phasenraum zu einer Formel zusammensetzen, betrachten
wir, was wir zu Beginn des letzten Abschnitts D.8 diskutiert haben, ndmlich,

/dPSS) 8%5326 = /dPSS)(s + m% —t—u)t%

= /dPSfll) 81726w1726Z172e(1 _ w)172e(1 - 1_)2746(1 —w(l— x))*1+267
(D.73)

wobei wir Gl. (D.3) und Gl. (D.69) benutzt haben. Schliefllich setzen wir Gl. (D.54)
und Gl. (D.72) in die Faktorisierte Form (D.30) ein und erhalten

277 5 s 5—6€ (@) (1) (2)
/dPS4 = WS (1 — .%') /dQD—Q/dQD—l /dQD—Q
1 1
/ dw/ dzw?73¢(1 —w)?73¢(1 — (1 — z)w) 2217261 — 2) ¢
0 0

1 1
/ dnq / dno n%_Qe(l —ny) “ny (1 —ng)” (D.74)
0 0

Diese Parametrisierung liegt, wie die verwandte 1 — 4 Parametrisierung aus Ref. [164]
in vollsténdig faktorisierter Form vor. In Abschnitt D.3 hatten wir argumentiert, dass
wir acht Integrationsvariablen benétigen. Da in Gl. (D.74) bereits vier Integrations-
variablen vorliegen, konnten wir vier Winkel von den Raumwinkelintegrationen ab-
spalten und die tibrigbleibenden Raumwinkel ausintegrieren. Wir haben jedoch in
Abschnitt D.5 fiinf Winkel 1, ¢1, 01,12 und ¢ eingefithrt. In der Tat kommt der
Winkel v jedoch in keinem der moglichen Skalarprodukte zwischen den Impulsen
vor, also kénnen wir ihn ebenfalls ausintegrieren. Was ist der Grund hierfiir? Der
Winkel ¢ stammt von k; in GL (D.19) und ks in Gl (D.20). Per Konstruktion gilt
jedoch kiky = ]Ell\gg\cos f, und Elgg = El(—El — Eg), womit diese Skalarprodukte
unahéngig von 1 sind. Da %1 nicht in den Komponenten sz’) und sz’) vorkommt,

siche Gl. (D.19) und selbiges fiir k§3) und k§3) gilt, siche Gl. (D.20), sind auch die
Skalarprodukte mit pj aus Gl. (D.10) und ¢ aus Gl. (D.14) unabhéngig von ;. Die
Tatsache, dass 1 nicht in Skalarprodukten auftritt, entspricht gerade der letzten Ro-
tation, welche in der Diskussion in Abschnitt D.3 erwdhnt wurde.

Integriert man also die irrelevanten Winkel aus, so erhélt man die endgiiltige Form
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D.9. Zusammensetzen des Phasenraums

fiir den 2 — 4 Teilchen Phasenraum:
/dPS4 = 52731 — 2)575Cy (e)

/ df; sin'=%< 6, / déy sin~2€ ¢y / dy sin~2¢ ¢y
0

0 0

i 1
/ dips Sinfler ¢2/ dw w2736(1 _ w)2736(1 _ (1 _ x)w)*2+26

0 0

1 1 1
/ dz 21721 — z)_E/ dnyni=2(1 — nl)_e/ dnany (1 —ng)™¢, (D.75)
0 0 0

mit
27124’667{.77“”36
I'(1—2e)l'(—e)

Cy(e) :== (D.76)
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