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RESUMEN

EI presente articulo estudia la relacion
que existe entre el grado de implicacion
de los alumnos en la invencién de proble-
mas matemdticos y el desarrollo de su
competencia matemdtica. Nos pregunta-
mos si la invencién-reconstruccién de
situaciones problematicas desarrolla la
competencia matemdtica en alumnos de
1° y 2° de Educacién Secundaria Obliga-
toria. El disefio —pretest-postest— es cuasi-
experimental comparativo de dos grupos,
sobre un total de cuatro grupos de alum-
nos. La muestra estuvo compuesta por 85
alumnos de un centro educativo de la
Ciudad Auténoma de Ceuta. Se elabora-
ron seis cuadernos de trabajo con 17
situaciones problemdticas cada uno. El
programa se aplicé durante un total de 62
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ABSTRACT

The current article studies the relation
between the degree of involvement of
pupils in the invention of mathematical
problems and, the development of their
mathematical competence. We ask our-
selves if the invention-reconstruction of
problematic situations develops mathe-
matical competence in students of 15t
and 2nd grades of Compulsory Sec-
ondary Education. The design —pretest-
postest- is a quasi-experimental compar-
ison of two groups, out of a total of four
groups of pupils. The study sample was
made up of 85 pupils from an education
centre in the Autonomous City of Ceuta.
Six workbooks, with 17 problematic situ-
ations in each one, were made. The pro-
gramme was used during 62 sessions of
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sesiones de 50 minutos cada una. Los
resultados muestran que la invencion-
reconstruccion de problemas desarrolla
la competencia matemadtica.
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Competencia matemdatica, Resolucion
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Secundaria Obligatoria, Diddctica de la
Matemadatica, Invencion.

50 minutes each. The results show that
the invention-reconstruction of problems
develops mathematical competence.
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INTRODUCCION

La resolucién de problemas constituye una importante reflexién educati-
va a partir de 1980. En los congresos internacionales de educacién matemaética,
particularmente en Adelaida (ICME-4, 1984) y Budapest (ICME-5, 1988), tienen
especial repercusion las ideas de Shoenfeld (1985) y se convirti6 en una corrien-
te esencial para poner en préctica tratamientos didacticos enfocados a procesos
especificos de resolucién. En esta década, la resolucién de problemas fue objeti-
vo principal de la ensenanza de la matemaética, segin la recomendacién del
documento An agenda for action publicado por la Asociacién Nacional de Pro-
fesores de Matematicas de los Estados Unidos (NCTM). Desde entonces, la preo-
cupacion en las escuelas, instituciones e investigacion porque la resolucién de
problemas fuese una actividad del pensamiento, ha generado una inquietud de
bisqueda por entender las dificultades que tienen los escolares en este tema
que, cada vez mas, se identifica como “fracaso escolar”. Los datos que se reco-
gen, antes de realizar la investigacion, revelan una incorrecta aplicacién de los
conocimientos a las situaciones probleméticas y una eleccién de estrategias pro-
cesales en las que, generalmente, interviene el azar y no el razonamiento; la
impetuosa necesidad de llegar a un resultado es lo que maés le importa al alum-
no. La iniciativa, la creatividad, la concentracién y la asimilacion de técnicas de
base en la resolucién de situaciones, son escasas y estan subrayadas por una rei-
teracion de movimientos apoyados en la imitacién de intenciones vacias
—muchas veces no comprendida—, y, por lo tanto, desnaturalizada en los proce-
sos y resultados. La participacion, la autoestima y la seguridad del alumno, asi
como el gusto por la tarea mencionada, intervienen habitualmente de forma
negativa.
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La invencion

Se empieza a tomar en serio la invencién a partir de la encuesta de “L'En-
seignement Mathématique” sobre el método de trabajo de los mateméticos
[Publicada por H. Fehr con la colaboracién de T. Flournoy y E. Claparéde (Paris
y Ginebra, 1908)], que estimulé y provocé la conferencia sobre “Invencién
matemaética” Poincaré (1909) , y los trabajos posteriores de Hadamard (1947),
pretendiendo que se entienda la invencién de situaciones probleméticas, como
método capaz de desarrollar la actividad mental en la resolucién de problemas,
garantizando la autonomia de las sucesivas construcciones.

En el ambito educativo estas ideas sobre la invencién de problemas se desa-
rrollan por el pedagogo aleman Kerschensteiner', con gran aceptaciéon por parte
de la comunidad educativa. El hecho de que estas ideas, segin Aizptn (1972), ten-
gan escasa aplicaciéon en la clase de mateméaticas, demuestra que el reconoci-
miento de la teoria no implica el asentamiento en la practica®.

La competencia matematica

El estudio del desarrollo de la competencia matematica en alumnos de la ESO
es un aspecto que tiene un interés creciente dentro de la Educacion Matematica. La
competencia matematica ha sido definida por numerosos autores (Escamilla, 2008;
Rico y Lupianez, 2008). En sus inicios, existié una discusion entre los investigadores
que trabajaban con la nocién de competencia matemética basada en establecer su
relacién o contraposicién con la nocién de comprensién. En este sentido, Godino
(2002) considera que la competencia se centra en un componente practico, saber

1 Georg Kerschensteiner, nacid y murié en Munich (1854 — 1932) Pedagogo aleman que fijé una estrecha relacion entre la
teoria y la practica educativas. Sus trabajos tuvieron mucha resonancia en la primera mitad del siglo XX.

2 “Y la experiencia dice que estos mismos enunciados (los derivados de la interpretacion infantil a partir de expre-
siones matematicas) son muchas veces punto de arranque de otras cuestiones importantes, como deben ser autén-
ticamente los verdaderos. [...] En una segunda etapa, ya dirigida, no partiremos de igualdad alguna, sino que pedi-
remos enunciados tales que para responder a la pregunta planteada hayan de realizarse operaciones fijadas; por
ejemplo, pediremos enunciados que exijan una adiciéon y una multiplicacién; que exijan dos adiciones; una sustrac-
cién y una multiplicacion, etc. [...] Tradicionalmente, es sélo el Maestro quien plantea los problemas, y se le suele
aconsejar que lo haga utilizando estrictamente los datos precisos. El adulto que estudia Matematicas sabe que asf
aparecen también los que se le ofrecen a él y este convenio tiene como base més lo que suele llamarse elegancia
de planteo que otra cosa. Pero ni en el mundo de la investigacion ni en el de las aplicaciones, ni aun siquiera en el
de las relaciones humanas, surgen los problemas con tal limpieza conceptual de enunciado, sino que es el propio
investigador quien ha de seleccionar los datos prescindiendo de los superfluos o eliminando los contradictorios.” AlZ-
PUN (1972, pp. 127-129).
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hacer, mientras que la comprensién lo hace en un componente teérico, saber qué
hacer y por qué. Entre los estudios llevados a cabo sobre la competencia matematica
destaca el proyecto KOM (Kompetencer og matematikloering) llevado a cabo en Dina-
marca entre los afios 2000 y 2002, basado en una propuesta elaborada por Niss
(1999), y por medio del cual se caracterizé el curriculo de matematicas en términos
de competencias desde la escuela hasta la universidad. Posteriormente, ha habido
otros paises que han incluido las competencias bésicas en sus curriculos, como es el
caso de Portugal (Abrantes, 2001), Paraguay, Colombia, Pert, Canada y Espana a tra-
vés de la LOE (Ley Organica 2/2006, de Educacién). Algunas investigaciones relacio-
nadas con la competencia matematica de alumnos de Educacién Secundaria Obliga-
toria son las llevadas a cabo por Marcos (2009) y Roig y Llinares (2006).

Existe una intima relacién entre la competencia matematica y la resolucion de
problemas (Goni, 2008). Sin embargo, para Lester y Charles (2003) no estan claras las
relaciones entre el desarrollo de conceptos y el de las competencias en resolucion de
problemas. T6rner, Schoenfeld y Reiss (2007) seleccionaron a un grupo de expertos®
para hacer una revisién de las investigaciones en resolucién de problemas llevadas a
cabo en sus paises. En Espafia destacamos las investigaciones llevadas a cabo por Aiz-
pan (1972), de Guzman (1984), Fernandez Bravo (2002) y Puig y Cerdéan (1988).

Pretendemos comprobar si la utilizacién del programa de invencién-recons-
truccién de situaciones probleméticas (elaborado por Ferndndez Bravo, 2010)
desarrolla en alumnos de 1° y 2° de ESO la capacidad de pensar y razonar mate-
maticamente, plantear y resolver problemas matematicos, argumentar matemati-
camente, utilizar simbolos y formalismos matematicos y comunicarse con y sobre
las matemaéticas.

Diseno

El diseno de esta investigacion fue un disefio cuasi-experimental compara-
tivo de dos grupos, sobre un total de cuatro grupos de alumnos de ESO; desde 1°
de ESO hasta 2° de ESO. Al pertenecer los sujetos de cada curso a dos estados de
control se subraya en el disefio la caracteristica: Pretest-Postest. Ambos grupos

(experimental y control) fueron evaluados antes y después de la aplicaciéon del
programa de invencién-reconstruccién de situaciones problemaéticas.

3 Integrado por: Michele Artigue, Hugh Burkhardt, Norma M. Chang, Jinfa Cai, Michiel Doorman, Victoria Hand, Catherine
Kessel, Mariana Levin, Luis Moreno Armella, Joao Pedro da Ponte, Bharath Sriraman, Julianna Szendrej y Stefan Ufer.
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Tabla 1. Esquema del diserio Pretest-Postest empleado en la investigacion

GRUPOS PRETEST INTERVENCION POSTEST

ExPERIMETAL (GE) T1 X T3

ConTtroL (GQC) T2 T4
Muestra

El contexto del estudio es un centro de titularidad publica de la ciudad auté-
noma de Ceuta. Nos planteamos mejorar el desarrollo de la competencia matemati-
ca de los alumnos de 1° y 2° de ESO, basandonos en: los resultados notablemente
mejorables en la prueba de diagnéstico realizada por el Ministerio de Educacion a los
alumnos del citado centro; en la evolucién desfavorable del porcentaje de aprobados
en Matemadticas de 1° y 2° de ESO; y, en el didlogo con profesores y en la observa-
cion de los alumnos de 1° y 2° de ESO tanto en el aula como fuera de ella.

35%
30%

30%
0
262 25%
25%
- 20%
15%

15%
10%

5%

0%

Curso 2003/04 Curso 20004/05 Curso 2005/06 Curso 2006/07 Curso 2007/08

Figura 1. Evolucién del porcentaje de aprobados en Matematicas de 1° y 2° de ESO
en el centro educativo donde se desarrollé la investigacion

De un total de 145 alumnos de 1° y 2° de ESO de un centro educativo de la
ciudad auténoma de Ceuta, se seleccionaron 85 alumnos, 39 de 1° de ESO y 46 de
2° de ESO. Se eligieron al azar dos grupos como experimentales (un 1° y un 2° de
ESO) y dos como grupos control (un 1° y un 2° de ESO). Los grupos experimenta-
les y de control formaron grupos naturales ya que no se escogieron los alumnos.
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Tabla 2. Descripcion de la muestra utilizada en la investigacién

IES “ALMINA” DE CEUTA

CURSO EXPERIMETAL (GE) ConTtroL (GC)
1° ESO 19 sujetos 20 sujetos
2° ESO 21 sujetos 25 sujetos

Poblacion: 145 alumnos Muestra: 85 alumnos
Error estandar <0.015 Fiabilidad: 95%

Hipotesis
Hipétesis fundamental del estudio: Si se utiliza el programa de_invencion-

reconstruccion de situaciones problematicas con alumnos de 1° y 2° de ESO,
entonces se desarrollard la competencia matematica de estos alumnos.

Variables e instrumentos

La variable independiente de este estudio fue el programa de invencion-
reconstruccion de situaciones problematicas.

Para evaluar si el programa de invencién-reconstruccién de situaciones pro-
blematicas desarrolla la competencia matematica se utilizaron las variables depen-
dientes: pensar y razonar matemdaticamente, plantear y resolver problemas mate-
maticos, argumentar matematicamente, comunicarse con y sobre las matematicas,
y, utilizar simbolos y formalismos matematicos.

Basdndonos en el didlogo con expertos en investigacién educativa y con
otros profesores del centro donde se llevé a cabo la experiencia, las variables
intervinientes que iban a poder estar sistematicamente relacionadas con la
variable independiente, y que podian afectar en forma diferencial a los valores
de las variables dependientes, fueron las siguientes: la ocupacién de los padres,
la situacion familiar, el nivel de estudios de los padres y la dificultad para las
matematicas.

Para evaluar las variables dependientes se disefié un instrumento al que lla-
mamos prueba para medir el desarrollo de la competencia matematica (PRUCO-
MAT). Esta prueba fue validada por el método de triangulaciéon de expertos y pos-
teriormente experimentada con éxito como prueba piloto con 379 alumnos, 206 de
1° de ESO y 173 de 2° de ESO de dos centros educativos de la ciudad auténoma
de Ceuta distintos al centro donde se llevé a cabo la investigacion.
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Para medir las variables intervinientes se elaboré un cuestionario que fue
rellenado por los padres de los alumnos antes de poner en practica el programa de
invencién-reconstruccién de situaciones problemaéticas.

Material

Se confeccionaron seis cuadernos de trabajo para el alumno con 17 situa-
ciones problematicas cada uno. Cada cuaderno de trabajo se centr6 exclusiva-
mente en uno de los metamodelos descritos en Fernandez Bravo (2010).

Procedimiento

En la fase pretest, que tuvo lugar en el mes de septiembre de 2009, los alum-
nos de 1° y 2° de ESO cumplimentaron, de forma simultanea y en su aula habi-
tual, la prueba para medir el desarrollo de la competencia matematica (PRUCO-
MAT). Ningtn profesor participante en esta investigacién corrigié las pruebas de
sus alumnos. Dicha correccién se llevo a cabo de forma consensuada entre todos
los miembros del equipo investigador.

La fase de intervencion se llev6 a cabo mediante la aplicacion del programa
de invencién-reconstruccién de situaciones problemaéticas a los dos grupos expe-
rimentales en dos sesiones semanales de 50 minutos de duracién cada una, den-
tro del horario lectivo y en el aula correspondiente. El ntimero total de sesiones en
las que se aplico el programa en cada grupo fue 62. El horario fijado para estas
sesiones coincidié en todos los cursos. El equipo investigador se habia formado
anteriormente mediante seminarios de grupo para la aplicacién practica del pro-
grama de invencién-reconstruccién de situaciones problematicas. Este equipo
estuvo formado por cuatro profesores que fueron los que impartieron docencia a
los dos grupos experimentales y a los dos grupos control junto con el investigador
principal que no participé en la labor docente. Con una periodicidad quincenal se
llevaron a cabo reuniones en las que participaron los dos profesores de las aulas
experimentales y el investigador principal; en ellas, se compartieron las experien-
cias particulares de cada aula y se analizé la actuacién del profesor como posible
repercusion, positiva o negativa, en las observaciones expuestas; la organizacion
del aula, el enfoque practico, la relacién personal e interaccién. Como nos ense-
nan Castillo y Cabrerizo (2006).

La fase postest se llevé a cabo en el mes de junio de 2010. A los alumnos se
les aplicé la prueba para medir el desarrollo de la competencia matematica (PRU-
COMAT) el mismo dia de la semana y a la misma hora que en la fase pretest. La
correccién de las pruebas sigui6 el mismo procedimiento que en la fase pretest.
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RESULTADOS

En primer lugar, se estudi6 mediante un analisis de la varianza si existian
diferencias estadisticamente significativas (p<0,05) en las variables dependientes
evaluadas en la fase pretest, obteniéndose respuesta negativa para todas ellas.

Con la finalidad de comparar los cambios producidos por la utilizaciéon
del programa de invencién-reconstruccion de situaciones probleméaticas en los
grupos experimentales se realizé un anélisis de varianza multiple en relacion
con todas las variables evaluadas, investigando, también, la repercusién del cita-
do programa en los valores de las variables intervinientes. Se estudi6 la existen-
cia o no de diferencias significativas respecto a la ocupacion de los padres, la
situacion familiar, el nivel de estudios de los padres y la dificultad para las mate-
maéticas, obteniéndose respuesta negativa en todos los casos.

Tabla 3. Resultados del ANOVA realizado comparando los grupos experimental y
control de 1° de ESO

VARIABLE F P

Pensar y razonar mateméticamente 34,643 ,000
Plantear y resolver problemas matematicos 1.800,474 ,000
Argumentar mateméaticamente 6.482,398 ,000
Utilizar simbolos y formalismos matematicos 672,778 ,000
Comunicarse con y sobre las mateméticas 918,506 ,000

Tabla 4. Resultados del ANOVA realizado comparando los grupos experimental y
control de 2° de ESO

VARIABLE F P

Pensar y razonar mateméticamente 33,349 ,000
Plantear y resolver problemas matemaéticos 626,704 ,000
Argumentar mateméaticamente 11.145,311 ,000
Utilizar simbolos y formalismos matematicos 2.059,933 ,000
Comunicarse con y sobre las mateméticas 1.262,090 ,000
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Tanto en 1° como en 2° de ESO, la razén F indic6 que los cambios pretest-
postest fueron estadisticamente significativos al 100% en todas las variables
dependientes estudiadas. Los cambios producidos en los grupos experimentales
de la fase postest fueron significativos respecto a todos y cada uno de los otros gru-
pos. No se presentaron diferencias significativas (postest-pretest) entre los grupos
control de 1° y 2° de ESO.

Como complemento a la interpretacion de los resultados que obtuvieron los
alumnos en PRUCOMAT, se introdujo la nocién de nivel de desarrollo de la com-
petencia matemdtica (NICOMAT) que es el grado en que el alumno desarrolla
dicha competencia tras la aplicacién del programa de invencién-reconstruccién de
situaciones problemaéticas (para ello se hizo un andlisis comparativo de los resul-
tados obtenidos por el alumno en PRUCOMAT de las fases pretest y postest). Se
distinguieron los siguientes:

* NICOMAT 0: El alumno no mejora en el desarrollo de ninguna capacidad
de las medidas en PRUCOMAT.

* NICOMAT 1: El alumno mejora en el desarrollo de una capacidad de las
medidas en PRUCOMAT.

* NICOMAT 2: El alumno mejora en el desarrollo de dos capacidades de
las medidas en PRUCOMAT.

* NICOMAT 3: El alumno mejora en el desarrollo de tres capacidades de
las medidas en PRUCOMAT.

*  NICOMAT 4: El alumno mejora en el desarrollo de cuatro capacidades de
las medidas en PRUCOMAT.

* NICOMAT 5: El alumno mejora en el desarrollo de cinco capacidades de
las medidas en PRUCOMAT.
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Figura 2. Resultados de NICOMAT: 1° ESO
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Figura 3. Resultados de NICOMAT: 2° ESO
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Se observé que la totalidad de los alumnos de los grupos experimentales de
1° y 2° de ESO mejoraron en el desarrollo de las cinco capacidades evaluadas en
PRUCOMAT. Los resultados de los grupos control de 1° y 2° de ESO fueron consi-
derablemente mejorables. Esto evidencia que el programa de invencién-recons-
truccién de situaciones problemaéticas desarroll6 de manera muy considerable la
competencia matematica en alumnos de 1° y 2° de ESO. Se pretendié ver hasta qué
punto podian ser explicados los cambios que se habian producido, por la aplica-
cién del programa de invencién-reconstruccién de situaciones problemaéticas, en
cada variable, por los cambios que se habian producido en las otras variables. Para
cuantificar la relacién se calculd: el coeficiente de correlacién multiple y el coefi-
ciente de determinacién corregido o ajustado. La prueba de significacién del coe-
ficiente de correlaciéon se realiz6 considerando la hipétesis alternativa como bila-
teral (es decir, el coeficiente de correlacion poblacional es distinto de cero). Para
analizar las condiciones de aplicacién de la regresién, se realiz6 un anélisis de los
residuos, observando la exigencia de normalidad de estos.

Tabla 5. Andlisis de regresion lineal multiple: 1° ESO

COEFICIENTE COEFICIENTE DE VARIABLES QUE
DE CORRELACION DETERMINACION F NO INTERVIENEN CuUrvA
MULTIPLE CORREGIDO EN ECUACION
PRM .885 .770 .000 0 Normal
PRPM .996 .991 .000 0 Normal
AM .996 .992 .000 0 Normal
USFM .995 .989 .000 0 Normal
CM .996 .992 .000 0 Normal
Tabla 6. Andlisis de regresién lineal multiple: 2° ESO
COEFICIENTE COEFICIENTE DE VARIABLES QUE
DE CORRELACION DETERMINACION F NO INTERVIENEN CURrvA
MULTIPLE CORREGIDO EN ECUACION
PRM .906 .812 .000 0 Normal
PRPM .986 .971 .000 0 Normal
AM .998 .996 .000 0 Normal
USFM .998 .996 .000 0 Normal
CM .997 .994 .000 0 Normal
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Tanto en 1° como en 2° de ESO, se observé que los cambios producidos en
esas variables se podian explicar por los cambios que se habian producido en
todas y cada una de las demas variables, con una fiabilidad media del 95%. La sig-
nificacién F indica que el acierto por azar es cero, y la distribucién es normal. Por
tanto, las predicciones que se pudieran establecer para los alumnos de 1° y 2° de
ESO del centro educativo considerado tendrian un alto grado de fiabilidad.

DiscuUsION

El fin principal de este estudio consistié en comprobar si la utilizacién del
programa de invencién-reconstruccién de situaciones problematicas desarrolla la
competencia matematica en alumnos de 1°y 2° de ESO. Con esta investigacidn, se
ha aportado evidencia empirica de la importancia de la actividad de inventar y
reconstruir situaciones problemaéticas, para favorecer el desarrollo de la compe-
tencia matematica en alumnos de 1° y 2° de ESO.

Los resultados de la investigacion sefialan un incremento significativo de
la competencia matematica en los alumnos de los grupos experimentales. Espe-
ramos que este incremento pueda ser confirmado estadisticamente mediante
futuros estudios una vez ampliada la muestra con centros de titularidad priva-
da, concertada y de un entorno no urbano. De estos resultados, se puede con-
cluir que si se utiliza el programa de invencién-reconstruccion de situaciones
problemaéticas con alumnos de 1° y 2° de ESO, entonces se desarrolla la compe-
tencia matematica de estos alumnos. De lo anterior deducimos que se prueba la
hipétesis del estudio.

De estos resultados, se puede concluir lo siguiente:

* Cudnto mas incompleta se presente una situacion problemdatica, capaz de
ser reconstruida por el alumno, mayor es la posibilidad que tiene de ser
consciente de las relaciones que intervienen en su resolucién. Las situa-
ciones que se presentan de forma completa y terminada debilitan el
aprendizaje, al ignorarse la dindmica de relaciones intelectuales que han
intervenido en el proceso de su construccion.

* La invencién de situaciones problemdaticas permite al alumno descubrir el
error y reconocerlo para evitarlo en la construccién de nuevos conoci-
mientos. La concienciacién del error es, para el alumno, reflexion, y para
el profesor, disminucién de la ignorancia que posee sobre lo que sus alum-
nos desconocen. Tal conocimiento adquiere un significado que da utilidad
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al medio en el que se desenvuelven las relaciones de ensefianza-aprendi-
zaje. El diagndstico, la deteccion, correccién y superacion de los errores,
como parte legitima de los procesos de mejora en el rendimiento de la
resolucion de problemas matemdaticos, ha surgido en un marco concep-
tual consistente, basado en la aplicacion de los modelos utilizados en el
Programa de Intervencion.
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