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KAPITEL 1

EINLEITUNG

In der Mathematik besteht ein Graph aus einer Menge von Knoten und einer Menge von Kanten,
wobei jede der Kanten eine Verbindung zwischen zwei Knoten repréisentiert. So einfach diese
Beschreibung auch ist, sie ist doch flexibel genug, sodass wir quer durch alle Wissenschaften und
generell in der uns umgebenden Welt eine Vielzahl von Strukturen finden, die sich durch Graphen
modellieren lassen. Je nach Situation variieren dabei die Interpretationen der Knoten und
Kanten. Ein Historiker, der einen Stammbaum untersucht, hat einen Graphen vor sich, genauso
wie ein Biologe, der sich mit der Ubertragung einer bestimmten Krankheit innerhalb einer
Population von Individuen beschéftigt. Im Beispiel des Stammbaums beschreiben die Kanten
eine direkte Abstammung, wohingegen eine Kante im zweiten Beispiel fiir eine Ubertragung
der Krankheit steht. Durch das Erstarken der Computertechnologie und der Rechenleistung
in den letzten Jahrzehnten sind wir in der Lage immer gréflere und komplexere Graphen
zu untersuchen. Uns begegnen solche Beispiele, wenn wir uns von unserem Navigationsgerat
ans Ziel fithren lassen, oder wiahrend wir im Internet den Verlinkungen zwischen Webseiten
folgen. Dabei sind im ersten Fall die Knoten und Kanten durch Kreuzungen und Straflen
und im zweiten Fall durch Webseiten und Verlinkungen gegeben. Doch bei der Komplexitét
mancher Netzwerke stoflen auch moderne Computer an ihre Leistungsgrenze. Etwa umfasst das
menschliche Gehirn im Durchschnitt 89 Milliarden Neuronen (Knoten), die durch 100 Billionen
Synapsen (Kanten) miteinander verbunden sind. Um Strukturen dieses Ausmafles zu analysieren
sind deterministische Methoden oft nicht ausreichend. Eine Alternative bieten Modelle zufilliger
Graphen, deren statistische Eigenschaften untersucht werden kénnen, nachdem sie der jeweiligen
Fragestellung angepasst wurden.

Zwei grundlegende und bereits lang studierte mathematische Modelle zufélliger Graphen

sind der Erdés-Rényi-Graph und der Gilbert-Graph. Das zuerst genannte Modell geht auf
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die Arbeiten [14] [15] aus dem Jahr 1959 zuriick. Der darin vorgestellte Graph besitzt die
Knotenmenge {1,...,n}, wobei n € N eine fest gewéhlte natiirliche Zahl ist. Der Zufall kommt
bei den Kanten ins Spiel. So ist jedes Paar von Punkten mit Wahrscheinlichkeit p € [0, 1] durch
eine Kante verbunden, unabhéngig von allen anderen (méglichen) Kanten. Damit ist dieser
Graph zwar zuféllig, hat jedoch keine geometrischen Eigenschaften, da seine Knoten keine

raumliche Komponenten besitzen.

Abbildung 1.1.: Erd6s-Rényi-Graph mit 20 Punkten und Verbindungswahrscheinlichkeit 0.1.

Die Ecken des Gilbert-Graphen, welcher im Jahr 1961 in [16] erstmalig auftaucht, sind
hingegen (zufillige) Punkte in R? (mit d € N), die durch einen Punktprozess ¢ erzeugt werden.
In diesem Modell sind zwei Punkte x,y € ( immer dann durch eine Kante verbunden, wenn
ihre rdumliche (euklidische) Distanz |x — y| eine vorgegebene Schranke r > 0 nicht tibersteigt.
Bei gegebenem ( sind folglich die Kanten des Gilbert-Graphen deterministisch. Der Gilbert-
Graph wird in der englischsprachigen Literatur auch Random Geometric Graph genannt, wobei
besonders auf das Buch [37] verwiesen werden muss, das eine Vielzahl wichtiger Resultate zu
diesem Modell bereitstellt. Der Gilbert-Graph kann visualisiert werden, indem um jeden Punkt
von (¢ eine Kugel mit Radius r/2 gezeichnet wird. Wann immer sich zwei Kugeln schneiden,
werden die zugehorigen Zentren durch eine Kante verbunden, siche Abbildung

Im Fokus der vorliegenden Arbeit steht das Random Connection Model (RCM), welches in
der Lage ist, die rdumlichen Aspekte des Gilbert-Graphen mit den zufélligen Kanten des Erd&s-
Rényi-Graphen zu kombinieren. Die Knoten des RCMs werden, wie die Knoten des Gilbert-
Graphen, durch einen Punktprozess ¢ in R? erzeugt. Bei gegebenem ¢ werden je zwei Punkte
z,y € ¢, ¢ # y, unabhéngig von allen anderen Punktpaaren, mit Wahrscheinlichkeit ¢(x,y)
durch eine Kante verbunden. Dabei ist ¢: R? x R — [0, 1] eine messbare und symmetrische
Funktion, die wir im Folgenden auch Verbindungsfunktion nennen werden. Durch entsprechende
Wahlen der Verteilung von ¢ und der Verbindungsfunktion ¢ lassen sich Modelle mit hochst
unterschiedlichen Eigenschaften erzeugen. Besteht etwa ( aus einer festen Anzahl von Punkten
in R? und wird ¢(z,y) := p € [0,1], 2,y € R?, gewihlt, so erhalten wir den Erdds-Rényi-
Graphen, insofern wir die rdumlichen Positionen der Punkte aufler Acht lassen. Auch das
Modell des Gilbert-Graphen wird vom RCM umfasst, indem die Verbindungsfunktion ¢(z,y) :=
1{|z —y| < r}, 2,y € R, verwendet wird. An dieser Stelle sei jedoch festgehalten, dass die



hier présentierten Ergebnisse zwar fiir den Gilbert-Graphen, aber nicht fiir den Erd6s-Rényi-
Graphen gelten, da in letzterem auch beliebig lange Verbindungen (mit gleich bleibender)
Wahrscheinlichkeit moglich sind.

. ..4% A/A A

Abbildung 1.2.: Ausschnitt eines Gilbert-Graphen in R2.

Um mit der grofien Flexibilitdt des RCMs arbeiten zu kénnen, setzen wir stets voraus, dass
der den Knoten zugrundeliegende Punktprozess ¢ ein Poisson-Prozess ist. Dadurch iibertragt
sich die Unabhéangigkeit, welche dem Poisson-Prozess innewohnt, auf unser Modell, was fiir uns
von grofler struktureller Bedeutung ist. Aulerdem erlaubt der Poisson-Prozess, im Unterschied
zu Prozessen mit einer festen und endlichen Anzahl von Punkten, stationire RCMe auf R? zu
definieren. Ein RCM, das auf einem stationdren Poisson-Prozess basiert, taucht in der Literatur
erstmalig im Jahr 1991 in [38] auf. Darin wurde zum einen die Existenz einer kritischen
Intensitat fiir das Auftreten von Perkolation gezeigt und zum anderen Eigenschaften der
Zusammenhangskomponenten des Modells untersucht. Weitere Aussagen zu Perkolation, auch
auf Grundlage allgemeinerer stationdrer Punktprozesse, sind in [5} 32, 33] zu finden. In der
Literatur zu Perkolation tauchen auch Gittermodelle in Z? auf, deren Kanten zufillig und
unabhéngig sind, wobei die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten durch eine Verbindungsfunktion
gegeben sind. Das RCM kann als eine stetige Version dieser diskreten Modelle betrachtet
werden. Entsprechende Referenzen sind [7, 8| [19]. Aussagen iiber Konnektivitét, isolierte
Knoten, Kantenldngen und Knotengrade des RCMs bieten [10} 17, 22, (30} [31} (39} [40], wobei
in diesen Quellen teilweise mit endlichen Poisson-Prozessen gearbeitet wird. Es gibt auch
Verallgemeinerungen des RCMs auf den Torus. Beispielsweise untersucht [11] den Durchmesser
eines solchen Modells.

Die hier genannten Fragestellungen spielen auch in anderen (zufélligen) Netzwerken eine
grofie Rolle und sind dabei oft durch konkrete Anwendungen, etwa in der Telekommunikation,
motiviert. Einen sehr guten Uberblick iiber relevante Modelle und Themen an dieser Schnittstelle
zwischen Mathematik und Anwendung gewéhren die Biicher [13][20]. Auch in die Statistik
haben Methoden, basierend auf zufélligen Graphen, Einzug gehalten, siehe beispielsweise [18].

Dort kommen sie insbesondere bei der Klassifikation grofier Datenmengen und der Analyse



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

von Clustern zum Einsatz, vergleiche [1] [34]. Schliefllich verweisen wir noch auf das Buch [35],
welches eine groBe Ubersicht iiber Beispiele und Anwendungen bietet. Darin werden (zuféllige)
Netzwerke auch im Kontext verschiedener anwendungsbezogener Disziplinen beleuchtet, wie
etwa der Biologie, der Soziologie und den Informationswissenschaften.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich zum einen mit einem (klassischen) RCM in R? und
zum anderen mit einem markierten RCM, dessen Punkte aus einer Ortskoordinate in R¢
und einer zufélligen Marke in [0, 00) bestehen. Fiir die Priasentation ausgewéhlter Ergebnisse
beider Modelle betrachten wir zunichst ein allgemeines RCM in einem Borelraum X. Die
Knoten des Modells entstammen dabei einem Poisson-Prozess 7 in X mit einem diffusen und
o-endlichen IntensitéitsmaBl A. Weiterhin sei p: X2 — [0, 1] eine messbare und symmetrische
Verbindungsfunktion. Sind die Punkte von n vorgegeben, so wird jedes Paar von Punkten
z,y €1, x # y, mit Wahrscheinlichkeit ¢(z,y) durch eine Kante verbunden, unabhéngig von
allen anderen Punktpaaren. Der resultierende (ungerichtete) zuféllige Graph mit Knotenmenge 7
ist das allgemeine RCM und wird mit I',(n) bezeichnet. Die maximalen zusammenhéngenden
(induzierten) Teilgraphen des RCMs nennen wir (Zusammenhangs-)Komponenten. Dieser
allgemeine Rahmen ldsst sich sowohl auf ein klassisches (unmarkiertes) als auch auf ein
markiertes RCM spezialisieren.

Im unmarkierten Fall arbeiten wir mit X = R? und einem stationiren Poisson-Prozess
n in RY. Folglich ist sein Intensititsmaf durch A = S)\; gegeben, wobei Ay das Lebesgue-
MaB auf R? bezeichnet und f > 0 gelte. Weiter nehmen wir an, dass fiir z,y € R? die
Verbindungswahrscheinlichkeit ¢(x, y) lediglich von z—y abhéngt und somit p(z,y) = ¢(0,z—y)

gilt. Daher schreiben wir abkiirzend ¢(x) anstelle von (0, z). Generell gelte die Voraussetzung

0</g0(:v)da:<oo.

Dabei stellt die Positivitdt des obigen Integrals sicher, dass in I',(n) iiberhaupt Kanten
auftreten, und die Endlichkeit gewéhrleistet, dass die Punkte des Modells im Mittel nur
endlich viele Nachbarn besitzen. Fiir gegebenes k € N identifizieren wir jede Komponente von
I',(n), die aus k Knoten besteht, mit ihrem lexikographisch kleinsten Punkt. Den zugehorigen
stationdren Punktprozess bezeichnen wir mit 7, und fiir eine messbare Menge A C R? sei
Ne,k(A) die Anzahl von Punkten aus 7, 4, die in A liegen. Abbildung zeigt zur Illustration
einen Ausschnitt eines RCMs in R?, in dem alle Komponenten der Gréfe vier farbig markiert
sind.

Im Folgenden umfasse die Menge K¢ alle kompakten und konvexen Mengen A C R
deren Inneres nicht leer ist. Die Elemente von K¢ werden auch konvere Kérper genannt. Fiir
einen konvexen Korper A € K? sei r(A) der Inradius von A. Die folgenden asymptotischen
Resultate gelten stets fiir Folgen (A4, )nen von konvexen Kérpern mit r(A4,,) — oo fir n — oo.
Dieses asymptotische Regime bezeichnen wir abkiirzend mit r(A) — oo. Es ist mit dem
thermodynamischen Regime in Resultaten zum Gilbert-Graphen vergleichbar (siehe [37, Seite
9]), wobei bei letzterem die Intensitit des Prozesses ansteigt und gleichzeitig die maximale

Distanz fiir eine Verbindung sinkt. Schliefilich sei N eine auf R standardnormalverteilte



Zufallsvariable und —% bezeichne Konvergenz in Verteilung. Das erste Resultat ist ein zentraler

Grenzwertsatz fiir die Anzahl der Komponenten der Gréfle k.
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Abbildung 1.3.: Ausschnitt eines RCMs in R?, wobei alle Komponenten der GroBe vier farbig
markiert sind.

Theorem 1.0.1. Fiir jedes k € N gilt

N,k (A) — Eny 1 (4)

4N fir r(A) — .
Var (1,,,(4))

Unter der Annahme, dass die Verbindungsfunktion lediglich vom Abstand der beteiligten
Punkte abhingt und in diesem monoton fallt, ist ein Beweis von Theorem in [4] zu
finden. Dabei muss jedoch fur & > 2 zusétzlich gefordert werden, dass der Tréager der Ver-
bindungsfunktion beschrankt ist. Im Fall der isolierten Knoten, k& = 1, formuliert auch [42]
einen entsprechenden Grenzwertsatz. Der in [42] gefithrte Beweis weist jedoch Fehler auf, was
in [4] festgestellt und korrigiert wurde. Auch in [40] wird ein zentraler Grenzwertsatz fiir die
Anzahl der Komponenten der Grofie k gezeigt, allerdings fiir eine unterschiedliche Klasse von
Verbindungsfunktionen.

Wir préasentieren ebenfalls eine multivariate Version des zentralen Grenzwertsatzes aus

Theorem [1.0.1] Dazu zeigen wir die Existenz der asymptotischen Kovarianzen

¥ _ Cov(ngi(A);n,.,;(A))
BJ) .— ] ® A
T r(Al)goo )\d(A) ’

1,7 €N,

und weisen nach, dass fiir jedes k € N die (asymptotische) Kovarianzmatrix (ag,’é))l <ij<k

positiv definit ist. Wir erhalten damit folgenden multivariaten zentralen Grenzwertsatz.

Theorem 1.0.2. FEs seien m € N, ki,...,k, € N paarweise verschieden und Ny, ein m-

dimensionaler zentrierter Zufallsvektor mit Normalverteilung und Kovarianzmatriz % =
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( (ki ki)

0.0 )1§z‘,j§m' Dann gilt

1

e (M (A) = En iy (A, g (A) = Enp, (A)) %5 Ny fiir 1(A) — oo
Ai(A)

Durch eine Verscharfung der Voraussetzungen an die Verbindungsfunktion sind wir in der
Lage auch einen quantitativen zentralen Grenzwertsatz fiir die Anzahl von k-Komponenten zu

beweisen. Dazu sei ¢: [0, 00) — [0, 1] eine messbare Funktion mit

o(z) < @(lz]), = € ]Rd7 o(s) <p(t), 0<s<t, und /95(]:1:|)1/3 dz < oo. (1.0.1)
Fir zwei reelle Zufallsvariablen X und Y bezeichne

dr(X,Y) = sup [B(X < 1) — B(Y < 1)
teR

die Kolmogorov-Distanz zwischen den Verteilungen von X und Y.

Theorem 1.0.3. Es sei k € N und es gelte 1) Dann existieren positive Konstanten 7 > 0
und C > 0, welche von B, ¢, ¢ und k abhdngen, so dass

dK<77so,k(A)—E77so,k(A)7N> < C
Var (1, 1(A)) Ad(4)

fiir alle A € K¢ mit v(A) > 7 gilt.

Wir betrachten nicht nur endliche Komponenten einer bestimmten Groéfie, sondern auch
Komponenten einer bestimmten Form. Dabei zéhlen wir alle Komponenten des RCMs I',,(7), die
isomorph zu einem vorgegebenen zusammenhédngenden Graphen G sind. Den entsprechenden
Punktprozess der lexikographischen Minima dieser Komponenten bezeichnen wir mit 7, . Die
Theoreme und gelten in entsprechender Form auch fiir diesen Prozess, genauso wie
eine Variante von Theorem bei welcher mehrere Graphen gezéhlt werden. Ein vergleich-
barer multivariater zentraler Grenzwertsatz fiir den Gilbert-Graphen kann in [37, Theorem
3.11] gefunden werden. Dariiber hinaus behalten die univariaten zentralen Grenzwertsitze aus
Theorem und ebenfalls ihre Giiltigkeit, wenn das betrachtete Funktional eine nicht
triviale Linearkombination von Anzahlen verschiedener Graphen ist.

Neben der Anzahl von Graphen einer bestimmten Gréfle oder Form, interessieren wir uns
auch fiir die Gesamtzahl aller endlichen Komponenten in einem gegebenen Beobachtungsfenster.
Es sei 7, der Punktprozess der lexikographischen Minima aller endlichen Zusammenhangskom-
ponenten und 7j,,(A) die Anzahl derselben in einer messbaren Menge A C RY. Wihrend bereits
[38, Theorem 2] ein starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir dieses Funktional bereitstellt, sind
wir in der Lage die Existenz und Positivitdt der asymptotischen Varianz, sowie einen zentralen

Grenzwertsatz zu zeigen.



Theorem 1.0.4. Der Grenzwert

: Var (7,(A))
lim ——————==
r(A)—oo )\d(A)

existiert, liegt in (0,00) und es gilt

Mp(A) — Eny(A)
Var (7,(4))

AN fir r(A) — oo.

Dieser Grenzwertsatz basiert auf den genannten multivariaten Ergebnissen (sieche Theorem
und approximativen Argumenten beim Umgang mit den beteiligten Varianzen. Einen
vergleichbaren zentralen Grenzwertsatz fiir die Gesamtzahl aller endlichen Zusammenhangskom-
ponenten des Gilbert-Graphen ist in [37, Theorem 13.27] zu finden. Dessen Beweis verwendet
jedoch einen unterschiedlichen Ansatz, bei welchem Ergebnisse der Perkolationstheorie zum
Einsatz kommen.

In dem hier vorgestellten klassischen RCM héngen die durch ¢ gegebenen Verbindungswahr-
scheinlichkeiten lediglich von der Differenz der Positionen der Punkte ab. Als Voraussetzung
fiir quantitative zentrale Grenzwertsétze (vergleiche Theorem [1.0.3) muss verschérfend an-
genommen werden, dass ¢ durch eine Verbindungsfunktion dominiert wird, welche nur vom
Abstand der Punkte abhéngt und in diesem monoton fillt (siehe (1.0.1)). Um die Flexibilitét
des Modells zu erhéhen, verallgemeinern wir das RCM, indem wir die Punkte zufillig und
unabhingig markieren. Dazu wihlen wir X := R x [0, 00) und 7 als einen Poisson-Prozess in
X mit IntensititsmaBl A := fA\g ® V, wobei V ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf [0, co) ist und
B > 0 gilt. Damit ist n hier die unabhé&ngige Markierung eines stationdren Poisson-Prozesses in
R? mit Marken in [0, 00) und Markenverteilung V. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Verbindung
zwischen zwei Punkten héngt in diesem Modell nicht nur von der rdumlichen Distanz (in
R?) der Knoten ab, sondern auch von ihren jeweiligen Marken in [0, 00). Mit der Absicht
vergleichbare Ergebnisse wie im unmarkierten RCM zu beweisen, sind mit Blick auf
einige Voraussetzungen an den Einfluss der Marken auf die Verbindungswahrscheinlichkeiten zu
erwarten. Zur Definition der Verbindungsfunktion ¢ seien W ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf R,
W eine Zufallsvariable mit Verteilung W, die unabhéngig von 7 ist und g: [0,00)? x R — [0, 1]
eine messbare Funktion, welche in den ersten beiden Argumenten symmetrisch und monoton

wachsend ist. Damit definieren wir
o((z,7r), (y,8) = P(|lz —y| < g(r,s,W)), (z,7), (y,5) € R? x [0, 00). (1.0.2)

Mit dieser Wahl von ¢ sinkt die Verbindungswahrscheinlichkeit im Abstand der Knoten. Weiter
sorgen die Eigenschaften von g dafiir, dass grofiere Marken auch die Chancen auf Verbindungen
erhohen. Wie auch im klassischen Fall bezeichne I',(n) das durch diese Verbindungsfunktion

definierte markierte RCM. Um sicherzustellen, dass in diesemm Modell {iberhaupt Kanten
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auftreten, setzen wir im Folgenden stets die Bedingung

/ / g, s, w) V2(d(r, s)) W(dw) > 0

stillschweigend voraus. Zur Betonung des Zusammenhangs zwischen der Verbindungsfunktion

¢ und der Funktion g, schreiben wir zukiinftig g, anstelle von g.
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Abbildung 1.4.: Links: Boolesches Modell als zufillige abgeschlossene Menge in R?. Rechts:
Zugehoriger zufilliger Graph.

Das wohl bekannteste Beispiel eines Modells aus der Literatur, welches in den hier vorge-
stellten Rahmen passt, ist das Booleschen Modell (siehe etwa [33]). Dieses ist zunéchst als eine
spezielle zufillige abgeschlossene Menge in R¢ definiert. Zu deren Erzeugung interpretieren
wir die rdumlichen Komponenten der Punkte aus n als Zentren abgeschlossener Kugeln und
ihre Marken als deren Radien. Die Vereinigung aller Kugeln bildet das (sphérische) Boolesche
Modell. Einen zufélligen Graphen erhalten wir, indem wir die Punkte aus n genau dann durch
eine Kante verbinden, wenn sich ihre Kugeln schneiden, siehe auch Abbildung Der bereits
diskutierte Gilbert-Graph kann als Spezialfall des Booleschen Modells betrachtet werden, bei
welchem die Radien aller Kugeln konstant und identisch sind. Mit Blick auf das Boolesche
Modell als zuféllige abgeschlossene Menge, verweisen wir noch auf [21], worin insbesondere
zentrale Grenzwertsétze fiir geometrische Funktionale des Booleschen Modells gezeigt werden.
In der vorliegende Arbeit identifizieren wir das Boolesche Modell jedoch ausschliellich mit dem
hier beschriebenen zufilligen Graphen. Im Rahmen des markierten RCMs erhalten wir das
Boolesche Modell (als zufélligen Graphen) durch die Wahl g, (7, s,w) := 17+ s, r,s € [0, 00),
w € R. Allerdings nutzt das Boolesche Modell die Moglichkeiten des markierten RCMs nicht in
vollem Umfang aus. Denn bei vorgegebenen markierten Punkten sind die Kanten des Modells
deterministisch, was auch direkt an der Funktion g, abgelesen werden kann, die nicht von

ihrem letzten Argument abhéngt.



Das in [9] vorgestellte markierte RCM weist auch bei gegebenen markierten Punkten zufillige

Kanten auf. Die dabei verwendete Verbindungsfunktion lautet

P((0): (3:5)) i= 1= e aw) (2,7), (4, 5) € RY x [0, 00),

wobei a1, az > 0 fixierte Modellparameter sind. Durch geeignetes Wéhlen der Funktion g,
und der Verteilung W ist es auch hier moglich, die Verbindungsfunktion in der Form
darzustellen (siehe Beispiel [5.0.1)). Dieses Modell ist ebenfalls Gegenstand der Arbeit [3], die
sich hauptséchlich mit der Simulation dieses RCMs auf dem Torus beschéftigt. AuBlerdem kann
das Modell als eine stetige Version des Perkolationsmodells in Z¢ aus [7] angesehen werden,
das dieselbe Verbindungsfunktion fiir die (markierten) Gitterpunkte verwendet.

Unter geeigneten Voraussetzungen an die Funktion g, lassen sich alle bereits genannten
Ergebnisse des klassischen RCMs (die Theoreme bis auch im markierten RCM mit
der allgemeinen Verbindungsfunktion aus (1.0.2)) zeigen. Dabei sind Bedingungen der Form

// g (1,7, )YV (dr) W(dw) < oo (1.0.3)

erforderlich, wobei ¥ € N je nach Situation variiert. Der multivariate zentrale Grenzwertsatz aus
Theorem gilt im markierten Modell, falls mit ¥ = max{max{k; : 1 <i <m},9}
erfiillt ist. An der Abhéangigkeit dieser Voraussetzung von den Grofien der gezéhlten Graphen
ki, 1 < i < m, ist die erh6hte Komplexitdt des Modells zu erahnen. Aus diesem Grund
lassen sich die Ergebnisse des klassischen RCMs auch nicht als Spezialfille der Ergebnisse des
markierten Modells formulieren. Eine Version des quantitativen univariaten Grenzwertsatzes
aus Theorem l&sst sich im markierten RCM unter der Voraussetzung mit ¥ =9
zeigen. Hier ist es moglich durch eine alternative Varianzabschétzung (siehe Theorem
eine Abhéngigkeit zwischen der Voraussetzung und der Grofle des gezdhlten Graphen
zu vermeiden. Schliellich behélt auch der zentrale Grenzwertsatz fiir die Gesamtzahl aller
endlichen Zusammenhangskomponenten (T heorem im markierten Modell seine Giiltigkeit,

allerdings nur, falls
// 9o (T, rw)” V(dr) W(dw) < co

fiir jedes ¥ € N gilt.

Im Unterschied zum Gilbert-Graphen sind die Kanten im (un)markierten RCM nicht nur
zufillig, sondern koénnen, je nach Wahl der Verbindungsfunktion, auch beliebig lang sein.
Insbesondere deswegen ist es uns nicht moglich die Methoden, die bei den Resultaten aus der
Literatur zum Gilbert-Graphen zu finden sind, auf das RCM direkt anzuwenden. Stattdessen
zeigen wir Varianzabschatzungen und Ergebnisse zur Normalapproximation zunéchst in einem
allgemeineren Rahmen. Dazu sei abermals X ein Borelraum und 7 ein Poisson-Prozess in X mit
einem diffusen und o-endlichen Intensitdtsmafl A. Sind die Punkte aus n gegeben, so markieren
wir jedes mogliche Paar von verschiedenen Punkten aus 7 zufillig mit Elementen eines weiteren

Borelraums M, wobei die Markierung unabhéngig von allen anderen Punktpaaren stattfindet.
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Der resultierende Punktprozess ¢ ist damit eine paarweise Markierung der Punkte aus n. Mit
geeigneten Wahlen von M und der Verteilung der Marken kann das allgemeine RCM aus &
gewonnen werden. Die Anzahl der Komponenten einer bestimmten Grofle in einem gegebenen
Beobachtungsfenster ist dann eine Funktion von £. Allgemein fithren wir fiir Funktionen
von £ Differenzenoperatoren ein und zeigen Varianzabschéitzungen, dabei insbesondere eine
Poincaré-Ungleichung und einen quantitativen (univariaten) zentralen Grenzwertsatz. Hierzu
verallgemeinern wir Resultate iiber Poisson-Funktionale aus [27] und [29]. Dies geschieht
unter anderem mit Hilfe einer Approximation von & durch einen Poisson-Prozess, auf welchen
bisherige Resultate angewendet werden kénnen.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt. In Kapitel [2| werden die wichtigsten benétigten Grundlagen
aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und der Theorie der Punktprozesse eingefiihrt und die
verwendete Notation fixiert. Weiterhin sind dort einige Notationen und Konzepte aus der
Graphentheorie und die Formel von Steiner zu finden.

Die paarweise Markierung £ von Poisson-Punkten in einem Borelraum X wird in Kapitel
behandelt. Genauer stellt Abschnitt Formeln fiir erste und zweite Momente zur Verfiigung.
In den beiden darauf folgenden Abschnitten definieren wir Differenzenoperatoren und beweisen
Varianzabschétzungen, wobei insbesondere die Poincaré-Ungleichung zu nennen ist. Abschnitt
liefert schliefllich unter einigen Integrabilitdtsvoraussetzungen einen quantitativen zentralen
Grenzwertsatz fiir Funktionen von &.

In Kapitel [4| untersuchen wir das klassische (unmarkierte) RCM, basierend auf einem
stationédren Poisson-Prozess in R?. Wir verwenden die allgemeinen Resultate aus Kapitel
um in Abschnitt [4.1] Formeln und Abschétzungen asymptotischer Varianzen zu zeigen. Diese
flieflen dann insbesondere in die (quantitativen) zentralen Grenzwertsétze fiir das Zahlen von
bestimmten endlichen Komponenten aus Abschnitt ein. Dariiber hinaus wird fir den Beweis
der zentralen Grenzwertséitze das allgemeine Resultat aus Abschnitt benottigt. In Abschnitt
[4.3] prisentieren wir einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Zahl aller endlichen Komponenten.
Schlieflich betrachten wir in Abschnitt noch die Anzahl von Knoten mit einem vorgegebenen
Grad und verwenden unsere bisherigen Methoden, um auch hier Varianzabschéitzungen und
einen quantitativen zentralen Grenzwertsatz zu zeigen.

Kapitel 5| ist dem markierten RCM gewidmet, welches auf einem unabhéngig markierten
stationdren Poisson-Prozess in R? beruht. Dabei orientiert sich der Aufbau dieses Kapitels an
den ersten drei Abschnitten von Kapitel |4/ In den ersten beiden Abschnitten von Kapitel
betrachten wir, wie im klassischen Modell, die Anzahl von bestimmten endlichen Komponenten.
Fiir diese zeigen wir abermals Formeln und Abschéitzungen asymptotischer Varianzen und
damit zentrale Grenzwertsétze. Zusétzlich préisentieren wir eine alternative Abschétzung einer
asymptotischen Varianz, die es uns ermoglicht, einen zentralen Grenzwertsatz fiir bestimmte
Zahlgroflen unter abgeschwéchten Voraussetzungen zu beweisen. Auch im markierten Modell
ist es moglich einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Anzahl aller endlichen Komponenten zu
zeigen, was Gegenstand von Abschnitt ist. Insgesamt beruht Kapitel [5|auf den allgemeinen
Methoden aus Kapitel [3| und den Ideen von Kapitel |4, wobei jedoch die grofiere Allgemeinheit

des markierten Modells eine direkte Anwendung der bisherigen Argumente verhindert. So muss
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etwa beim Beweis der Positivitdat der asymptotischen Varianz eine andere Herangehensweise
gewahlt werden.

Abschlieflend ist im Anhang ein Lemma iiber Poisson-Prozesse zu finden, welches bei der
Varianzabschétzung in Abschnitt zum Einsatz kommt.






KAPITEL 2

(GRUNDLAGEN

Im Folgenden bezeichnen N, Z und R die natiirlichen, die ganzen und die reellen Zahlen.
Weiterhin umfasse Ny := N U {0} alle natiirlichen Zahlen und die Null. Abkiirzend definieren
wir fiir k € Nog U {oo} die Mengen

[k] :={n e N:n <k} und [k]o := [k] U {0}.

Mit diesen Definitionen gilt insbesondere [k] = ) fiir £ = 0 und [k] = N fiir £ = oo. Fiir eine
reelle Zahl x € R sei |x| die grofite ganze Zahl, welche kleiner oder gleich x ist, das heifit

|z] :==max{z € Z:z < x}.

Die Zahl d € N sei beliebig, aber fortan fest gewihlt. Damit sei R? der d-dimensionale

Euklidische Raum, ausgestattet mit der Euklidischen Norm | - |, also
d
|| := fo, z=(x1,...,24) € R
i=1

AuBerdem bezeichne | - |5, die Maximumsnorm auf R?, definiert durch
|| oo := max{|z;| : i € [d]}, z=(x1,...,24) € RL

Zur Vereinfachung der Schreibweise interpretieren wir die Elemente in R? als Zeilenvektoren

und bezeichnen den zu z € R transponierten Vektor mit z’.
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Fiir eine beliebige Menge A sei 14, bzw. 1A der Indikator auf A, das heifit

{1, T €A,
1A(z) :==14(z) :=
0, z&A,

und |A| := card(A) die Kardinalitdt der Menge A. Den (topologische) Rand einer Menge
A C R? bezeichnen wir mit dA. Ist A C R? eine kompakte Menge und = € R%, so sei

d(z,A) :=min{|ly — x| : y € A}

die Euklidische Distanz zwischen z und A.
Weiter schreiben wir By fiir die Borelsche o-Algebra auf R, die von den offenen Mengen
erzeugt wird, und )y fiir das Lebesgue-Maf auf (R%, B).

Fiir einen gegebenen Punkt 2 € R? und einen Radius r > 0 sei
Bl(z,r):={yeR¥: |z —y| <7}

die abgeschlossene Kugel um x mit Radius 7 (beztiglich der Euklidischen Norm). Das Lebesgue-
MaB der Einheitskugel kiirzen wir mit xq := Ag(B%(0,1)) ab.

Die Supremumsnorm fiir reellwertige Funktionen f: R — R wird mit

[flloo := sup{|f(z)| : = € R}

bezeichnet.

Fiir eine abzéhlbare Menge I und k£ € N verwenden wir die Schreibweise Z# far die
11,..,0k €1
Summation iiber alle k-Tupel von paarweise verschiedenen Elementen aus I, also die Summation

iiber alle (iy,...,i) € I* mit i,, # i, fiir m # n.

2.1. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE UND PUNKTPROZESSE

Gegeben sei im Folgenden stets ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit o-Algebra A und
Wahrscheinlichkeitsmafl P. Der Wahrscheinlichkeitsraum werde als hinreichend grofl angenom-
men, sodass alle auftretenden Zufallselemente auf ihm definiert werden kénnen. Wir verwenden
die Schreibweisen E[-], Var(-) und Cov(:,-) fir den Erwartungswert, die Varianz und die
Kovarianz. Ist 7 C A eine Sub-o-Algebra, so bezeichnen E[-|F] und P(-|F) den beding-
ten Erwartungswert und die bedingte Wahrscheinlichkeit unter der Bedingung F. Auflerdem
schreiben wir % und —%» fiir Gleichheit beziehungsweise Konvergenz in Verteilung. Fiir p € N
enthalte LP(PP) alle Zufallvariablen X: Q@ — R mit E|X|? < co. Weiter bezeichnen wir die
Norm X — (E[X|P)Y/? auf LP(P) im Text als LP-Norm.

Nachfolgendes Lemma liefert eine einfache und doch sehr niitzliche Abschitzung fiir den
Erwartungswert eines Produkts von Zufallsvariablen. Es kann leicht mit vollstdndiger Induktion

und der Ungleichung von Holder bewiesen werden.
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Lemma 2.1.1. Es secien k € N und Xq,..., X reelle Zufallsvariablen mit E|X2k| < oo fiir
i € [k]. Dann gilt
E|X: - X < (Bl EIXE)Y

Im Folgenden fithren wir einige Sprechweisen fiir Punktprozesse ein und nennen die fiir
uns wichtigsten Resultate aus diesem Bereich. Dabei verzichten wir auf die grofitmogliche
Allgemeinheit und beschrianken uns auf den Kontext der spiteren Kapitel. Wir verweisen dabei
generell auf [28], wobei die Verweise an bestimmten Stellen noch prézisiert werden.

Es sei (X, X) ein Borelraum, das heifit (X, X’) ist ein messbarer Raum und es existiert
eine messbare Bijektion 7" zwischen X und einer messbaren Teilmenge von (0, 1], welche eine
messbare Inverse besitzt. Weiter sei N(X) die Menge aller Teilmengen von X, die hochstens
abzéhlbar unendlich viele Elemente enthalten. Fiir ein p € N(X) und eine Menge B € X
schreiben wir pu(B) := card(B N p). Wir definieren A (X) als die kleinste o-Algebra auf X, so
dass fiir jede Menge B € X die Abbildung

N(X) > p— u(B) (2.1.1)
messbar ist. Damit enthélt V' (X) insbesondere alle Mengen der Form
{p e N(X) : u(B) =k}, Be X, ke NyU{oo}.

In analoger Weise definieren wir die Mengen N(Y) und N (Y) fiir einen beliebigen messbaren
Raum (Y,)).

Ein Punktprozess in X ist ein Zufallselement ¢ in N(X). Damit ist {(B) fir jedes B € X eine
Zufallsvariable in Ny U {oo}. Nach unserer Definition von N(X) ist ( auflerdem ein einfacher
Punktprozess, das heifit es gilt (({z}) < 1 fiir alle z € X P-fast sicher. Das Intensititsmayjs
eines Punktprozesses ( ist definiert als das Mafl X 5 B — E[((B)] auf (X, X’). Weiter heifit
ein Maf8l v auf X diffus oder atomfrei, falls v({x}) = 0 fiir alle z € X gilt.

Fiir messbare Funktionen u: X — R U {—00, 00} definieren wir u™ (x) := max{u(z),0} und
u” (z) := max{—u(x),0}, jeweils fir € X. Damit sei fir yp € N(X)

Z u(z) = Z ut(z) — Zu*(x),

TEN TEW TEW

insofern obiger Ausdruck nicht die Form co—oo hat. Ist Letzteres der Fall, sosei > ¢, u(x) := 0.
Mit diesen Definitionen kénnen wir die Formel von Campbell formulieren, die ein wichtiges

Werkzeug im Umgang mit Punktprozessen ist, siche beispielsweise [28, Proposition 2.7].

Theorem 2.1.2. Es seien u: X — R U {—00,00} eine messbare Funktion und ¢ ein Punkt-

prozess auf X mit Intensititsmafy X. Dann ist 3¢, u(z) eine Zufallsvariable. Weiter gilt

EZu(az) = /u(a:) A(dx),

ze(C

falls u >0 oder [ |u(z)| \(dz) < co.
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Es seien ¢ ein Punktprozess auf X, k € N, x,..., 2, € X und I C [k]. Wir definieren den

Punktprozess
C(ﬂci)iez =(U{z; i eI}

Dieser enthélt neben den Punkten aus ¢ auch die (deterministischen) Punkte (z;)icr.

Einen besonderen Stellenwert unter den Punktprozessen, besonders in der vorliegenden
Arbeit, nimmt der Poisson-Prozess ein. Fiir dessen Definition fithren wir an dieser Stelle auch
die Poisson-Verteilung einer Zufallsvariablen ein. Eine Zufallsvariable X hat eine Poisson-

Verteilung Po(+) mit Parameter v > 0, falls

’Yk
P(X =k) :eﬂﬁ, k € Ny
gilt. Fiir v = 0 gilt P(X = 0) = 1, wobei wir die Festlegung 0° := 1 verwenden. Wir lassen
auch die Wahl v = oo zu. In diesem Fall gelte P(X = o0) = 1.

Definition 2.1.3. Es sei \ ein diffuses und o-endliches Maf$ auf X. Ein Punktprozess n in X

heifst Poisson-Prozess mit Intensititsmafl \, falls er die beiden folgenden FEigenschaften besitzt.
(i) Fiir jedes B € X ist n(B) Poisson-verteilt mit Parameter \(B).

(ii) Fir jedes n € N und jede Auswahl von paarweise disjunkten Mengen Bi,...,B, € X
sind die Zufallsvariablen n(B1),...,n(By) stochastisch unabhdngig.

Mit Proposition 6.9 aus [28] und Theorem 3.6 aus [28] erhalten wir die Existenz eines solchen
Poisson-Prozesses, wobei die genannte Proposition die Einfachheit des Prozesses sicherstellt
und das Theorem die eigentliche Existenz. Weiterhin gewahrleistet die o-Endlichkeit in obiger
Definition, dass Poisson-Prozesse mit dem selben Intensitdtsmaf in Verteilung iibereinstimmen,
siehe hierzu beispielsweise Proposition 3.2 in [28]. Im Folgenden sei A ein diffuses und o-endliches
Maf} auf X und 7 ein Poisson-Prozess in X mit Intensitdtsmafl A. Da X ein Borelraum ist und A
ein o-endliches Maf}, folgt mit Korollar 6.5 in [28] die Existenz einer Folge von Zufallselementen

(Xn)nen in X und einer Ny U {oo}-wertigen Zufallsvariable x, so dass P-fast sicher
n={X,:n € x|} (2.1.2)

gilt. Dabei ist xk P-fast sicher die Kardinalitit von 7, also k = n(X).

Von besonderem Interesse sind fiir uns (unabhéngig) markierte Poisson-Prozesse. Markierun-
gen konnen auch generell fiir Punktprozesse eingefithrt werden, worauf wir an dieser Stelle
jedoch verzichten. Wir betrachten daher weiterhin den Poisson-Prozess n mit der Darstellung
aus (2.1.2). Bei der folgenden Definition orientieren wir uns an Kapitel 5 in [28]. Es seien
(Y,)) ein messbarer Raum und K: X x J — [0, 1] ein Ubergangskern von X nach Y. Das
heift, fiir jedes € X ist die Abbildung K (x, - ): Y — [0, 1] ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Y
und fiir jedes C' € Y ist die Abbildung K(-,C): X — [0, 1] messbar. Weiter sei (Y, )nen eine

Folge von Zufallselementen in Y, sodass die bedingte Verteilung von (Y}, ),¢[4], bei gegebenem
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x und gegebenen (Xp, )¢y, das Produktmafl @5 _) K (X5, -) ist. Damit sind die Zufallsvariablen

(Y2)ne[x) insbesondere unabhéngig. Wir nennen den Punktprozess

& ={(Xn,Yn) :n€[k]}

eine K-Markierung von 7. Existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf Y mit K (z, ) = Q fiir
alle x € X, so wird ¢ eine unabhdngige Q-Markierung von n genannt. In diesem Fall hdngt die
Verteilung der Marke nicht vom Punkt ab. Ist £ eine K-Markierung von 7, so liefert Theorem
5.6 in [28], dass & ein Poisson-Prozess auf X x Y mit Intensitdtsmal A ® K ist, wobei

(A ® K)(C) ;:/ 1{(z,y) € C} K(z,dy) \(dz), CeXa).

Die nachfolgende Formel ist bei Rechnungen mit Poisson-Prozessen hiufig sehr niitzlich. Da
sie in [28] lediglich als Ubungsaufgabe (Exercise 3.6) formuliert ist, fithren wir an dieser Stelle
einen kurzen Beweis. Dieser verwendet das Laplace-Funktional eines Punktprozesses, siehe [28|
Definition 2.8] und [28, Theorem 3.9], das eine konkrete Formel fiir das Laplace-Funktional von
Poisson-Prozessen liefert. Da das Laplace-Funktional im Folgenden ansonsten nicht vorkommt,

verzichten wir an dieser Stelle auf eine Definition.

Lemma 2.1.4. Es sei A ein diffuses und o-endliches Mafl auf X und n ein Poisson-Prozess

in X mit Intensitdtsmaf X. Dann gilt fir alle messbaren Funktionen u: X — [0, 1]
E [ u(z) = exp ( _ /(1 —u(z) A(da:)).
xen

Beweis. Es sei u: X — [0, 1] eine messbare Funktion. Wir definieren f := —log(u), wobei
log(0) := —oo. Mit Theorem 3.9 in [28] folgt

Eexp ( - Z f(x)) = exp ( - /(1 — ef@) A(dx)) = exp ( - /(1 —u(x)) )\(dx)).
=

Weiterhin gilt

E exp ( - Z f(a:)) = Eexp (Z log(u(az))> =E H u(x),

TEN zen TEN
womit die Behauptung folgt. O

Ein sehr wichtiges Werkzeug im Umgang mit Poisson-Prozessen ist die (multivariate) Mecke-
Gleichung (vergleiche Theorem 4.4 in [28]).

Theorem 2.1.5. Es sei A ein diffuses und o-endliches Maf auf X und n ein Poisson-

Prozess in X mit Intensititsmafi A. Dann gilt fiir jedes k € N und jede messbare Funktion
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f:XFx N(X) — [0, 0]

E Z;A f(a:l,...,a:k,n):/Ilﬂf(acl,...,3:k,nx1 _____ o) NP (d(z1, .. o).
T, TREN
Bevor wir uns mit der Normalapproximation von Funktionalen eines Poisson-Prozesses
beschéftigen, fithren wir noch den Begriff der Stationaritdt ein (vergleiche beispielsweise Kapitel
8 in [28]). Dazu gelte voriibergehend X = RY. Fiir y € R? definieren wir die Verschiebung
0,: N(R?) — N(R?Y) durch

0,u(B) := u(B +vy), pcN(R?), BCR? messbar,

wobei B+ := {x+y : x € B}. Ein Punktprozess ¢ in R? wird stationdr genannt, falls 6,¢ 4 ¢
fiir alle z € RY gilt. Falls ¢ stationir ist und

v :=E¢([0,1]%) < o0

gilt, so ist das Intensitdtsmafl von ¢ durch y\g gegeben (siehe [28] Proposition 8.2]). Dabei
geht entscheidend ein, dass aus der Stationaritdt von ¢ die Translationsinvarianz des Inten-
sitdtsmafles folgt und, dass das Lebesgue-Mafl das einzige translationsinvariante Maf3 auf
R? ist, unter welchem der Einheitswiirfel [0,1]? das Maf$ eins besitzt. Die GroBe v wird in
diesem Zusammenhang die Intensitdt von  genannt. Auflerdem kann es P-fast sicher nicht
vorkommen, dass ein stationirer Punktprozess ¢ in R% aus einer positiven und endlichen Anzahl
von Punkten besteht. Es gilt
P(0 < ¢(RY) < o0) = 0,

siehe [28] Proposition 8.4]. Ist 1 ein Poisson-Prozess in R?, dessen IntensititsmaB ein positives

Vielfaches des Lebesgue-Mafles ist, so ist n stationér (siehe [28, Proposition 8.3]).

2.2. NORMALAPPROXIMATION VON POISSON-FUNKTIONALEN

Der vorliegende Abschnitt prisentiert einige bekannte Resultate im Zusammenhang mit
Normalapproximation von Poisson-Funktionalen. Diese werden wir in spateren Abschnitten auf
Funktionale eines paarweise markierten Poisson-Prozesses verallgemeinern, welche wir dann
wiederum auf Funktionale des klassischen und des markierten RCMs anwenden werden.

Zunéchst definieren wir zwei Distanzbegriffe fiir die Verteilungen von Zufallsvariablen, welche
fiir die Formulierung von Aussagen iiber Normalapproximation benttigt werden. Dazu seien X
und Y Zufallsvariablen in R. Die Wasserstein-Distanz di(X,Y) ist definiert durch

G(X,Y):= sup [EA(X)—EA(Y),
heLip(1)

wobei Lip(1) die Menge aller Lipschitz-stetigen Funktionen h: R — R bezeichnet, deren
Lipschitz-Konstante hochstens 1 betragt. Mit Verwendung der Dreiecksungleichung, der
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Lipschitz-Eigenschaft und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz erhalten wir

d(X,Y) <E[X — Y| < /E[X — Y|2. (2.2.1)

Somit kann die Wasserstein-Distanz sowohl durch die L!'-Norm auf L!(P) als auch durch
die L?-Norm auf L?(P) abgeschiitzt werden. Wir werden aulerdem die Kolmogorov-Distanz
di(X,Y) benétigen, die durch

dic(X,Y) = sup|P(X < t) —B(Y < 1)].

teR
definiert ist. Damit ist die Kolmogorov-Distanz zwischen zwei Zufallsvariablen gleich der
Supremumsnorm der Differenz ihrer Verteilungsfunktionen. Besitzt eine der beiden beteiligten
Zufallsvariablen eine Lebesgue-Dichte, die durch eine Konstante ¢ > 0 beschrankt ist, so gilt

folgende niitzliche Ungleichung

dr(X,Y) <4/2cdi1(X,Y),

die beispielsweise in [41, Proposition 1.2] gefunden werden kann. Aufierdem halten wir fest,
dass sowohl die Konvergenz der Kolmogorov-Distanz als auch die Konvergenz der Wasserstein-
Distanz Konvergenz in Verteilung impliziert.

Es seien N eine standardnormalverteilte Zufallsvariable, A eine diffuses und o-endliches Maf
auf X und 7 ein Poisson-Prozess in X mit Intensitdatsmafl \. Weiter sei L, der Raum aller
Zufallsvariablen F' in R, fiir die eine messbare Abbildung f: N(X) — R existiert, so dass
F = f(n) P-fast sicher gilt (siehe [28] Seite 211]). Eine solche Zufallsvariable F' € L, wird auch
Poisson-Funktional und die zugehorige Funktion f Reprdsentant von F' genannt.

Fiir F' € L, mit Représentant f, k € N und 1, ..., € X definieren wir den Differenzen-

operator k-ter Ordnung durch

D§17-~~7$kF = Z (_1)k_|l‘f(77(mz)161) (222)
IC[k]

Diese Definition ist P-fast sicher eindeutig, da aufgrund der Mecke-Gleichung (Theorem [2.1.5))

fiir zwei verschiedene Repréasentanten fi und fo von F und fiir jedes m € N

Fizy,zm) = f2(Nzr,zm) P-fast sicher

fir A\"-fast alle (z1,...,x,) € X™ gilt. Fir die Differenzenoperatoren erster und zweiter

Ordnung gelten insbesondere

Dy F =Dy F = f(ne,)— f(n) wnd DI , F=f(News) = f(Ner) = [ () + f(0).

Auch eine iterative Definition der Differenzenoperatoren ist moglich, siehe hierzu [28, Seite 187].

Die Differenzenoperatoren sind in der stochastischen Analysis von groler Bedeutung (siehe



20 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

beispielsweise [27, 28] [36]). Mit ihrer Einfithrung sind wir in der Lage die Ungleichung von
Poincaré fir Poisson-Funktionale zu formulieren, welche wir in Theorem auf paarweise
Markierungen von Poisson-Prozesses verallgemeinern. Die Poincaré-Ungleichung liefert eine

obere Schranke fiir die Varianz von Poisson-Funktionalen, deren zweites Moment endlich ist.

Theorem 2.2.1. Es sei I € Ly, ein Poisson-Funktional mit EF? < co. Dann gilt
Var F < / E(D,F)? \(dz).

Ein Beweis der Poincaré-Ungleichung kann beispielsweise in [28, Theorem 18.7] gefunden
werden, wobei die obige Form der Ungleichung urspriinglich auf [45] zuriickgeht. Vorldufer der
Ungleichung bietet die Arbeit [6].

Um eine obere Schranke fiir die Wasserstein-Distanz zwischen einer standardnormalverteilten
Zufallsvariable und einem Poisson-Funktional ' € L, angeben zu konnen, benétigen wir
die folgenden Ausdriicke, in welchen Differenzenoperatoren der ersten und zweiten Ordnung
auftauchen. Diese sind gegeben durch

12 1/2
A (d(ml,xg,xg)) s

x2,T3

ar =2 [ [EDnFRDnr?] " [B02, L (D2, 0, F)’)

1/2
azi= | [B(D2 o F)* (D2, o, ) Xodar,oa)) |
g = /E|DxF|3>\(dx).

Bei der Abschitzung der Kolmogorov-Distanz sind noch die drei folgenden zusétzlichen Aus-
driicke erforderlich, ndmlich

3/4

= LEpoya / [E(D,F)]" Mda),

(%] 9

a5 = [ / E(medx)} "

L1/2 ) /2 ) 4o 1/2
o= | 0[5y [5(D2, 1P| " 3B, ) a2

Theorem 2.2.2. Es sei I' € Ly ein Poisson-Funktional mit EF? < oo, EF =0, Var F = 1
und
E/(DxF)Q)\(d:c) < 0.

Dann gelten
dl(F7N) <ay+az+as

und

dK(F,N) <o +as+ a3+ a4+ as + ag.

Dieses Resultat ist in [27, Theorem 1.1 und Theorem 1.2] zu finden und kann auch in [2§]

nachgelesen werden.
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2.3. GRAPHENTHEORIE

In diesem Abschnitt werden die spater bendtigten Notationen und Konzepte aus der Graphen-
theorie eingefithrt. Dabei definieren wir die auftretenden Begriffe nicht in der gréfit moglichen
Allgemeinheit, sondern passen sie an den Kontext der restlichen Arbeit an. Fiir einen Uberblick
aller hier definierten Begriff und allgemein zur Graphentheorie verweisen wir auf [12].

Ein (ungerichteter) Graph G = (V, E) ist gegeben durch eine abzéhlbare Menge V' und eine
Menge E mit

Ec {{z,y}:z,yeV,x#y} (2.3.1)

Somit ist E eine Teilmenge aller zweielementigen Mengen von V. Die Elemente von V' werden
Knoten, Ecken oder Punkte genannt und die Elemente von E' Kanten. In unserem Kontext

wird die Knotenmenge V meist eine abzihlbare Teilmenge von R sein. Wir bezeichnen mit
|G| :=|V| = card(V)

die Gréfle oder Ordnung von G, also die Anzahl der Knoten in G, wobei |G| = co zugelassen
ist. Gilt |G| < o0, so heifit der Graph G endlich.

Zwei Knoten z,y € V| x # y, werden benachbart genannt, wenn {z,y} € E gilt. Alternative
Sprechweisen sind: ,x und y sind Nachbarn (in G)“ und ,z und y sind (im Graphen G)
durch eine Kante verbunden®. In diesem Fall schreiben wir auch = <+ y in G. Gilt hingegen
{z,y} &€ E, so verwenden wir die Schreibweise x ¢ y in G. Aufgrund von ist eine Kante
zwischen einer Ecke x € V' und der Ecke selbst ausgeschlossen.

Fir einen Knoten z € V sei

deg(z, Q) = Z I{zx <y in G}
yeVv

der (Knoten-)Grad von z, also die Anzahl aller Nachbarn von z. Knoten ohne Nachbarn, das

sind Knoten mit Grad Null, werden isoliert genannt. Ist die Knotenmenge V' endlich, so gilt

1
3 z;/deg(a:, G) = |E|, (2.3.2)
xTE

da beim Summieren iiber alle Knotengrade jede Kante genau zweimal gezahlt wird. Weiter sei
maxdeg(G) := sup{deg(z) : z € V'}

der mazimale Knotengrad von G.
Ein Teilgraph von G ist ein Graph G’ = (V/, E') mit V' C V und E’ C E. Besteht E’ aus
allen Kanten {z,y} € E mit 2,y € V', so wird G’ ein induzierter Teilgraph genannt. Fiir k € N

und paarweise verschiedene x1,...,x; € V sei

Gind({ml, ceey l’k}, G) = ({3}1, ey l’k}, {{{BZ, l’j} 21,7 € [k‘]} N E)
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der von x1,. ..,z in G induzierte Teilgraph. Seine Knotenmenge ist durch {x1, ..., z;} gegeben
und er umfasst alle Kanten zwischen diesen Knoten, die auch im Graphen G vorkommen.
Ein Pfad ist ein Graph P = (V, E) mit

V ={xo,z1,..., 21} und E = {{xo, 21}, {x1, 22}, ..., {Tr_1, 28} },

wobei k € Ny gilt und zg, x1, ...,z paarweise verschiedene Punkte sind. Die Zahl k ist gleich
der Anzahl der Kanten in P und wird die Ldnge des Pfades genannt. Die Punkte zg und x
werden auch als die Endpunkte des Pfades P bezeichnet. Im Falle k = 0 enthélt der Pfad
lediglich einen Endpunkt und keine Kante. Weiterhin ist ein Kreis ein Graph K = (V, E) mit

V=A{x1,...,z1} und E = {{z1,z2}, ..., {zp—1, 21}, {zk, x1} },

wobei k > 3 gilt und x4, ...,z paarweise verschiedene Punkte sind. Die Grofle k entspricht
hierbei sowohl der Anzahl von Knoten, als auch der Anzahl von Kanten, also k = |V| = |E|,
und wird die Ldnge des Kreises genannt.

Es seien k € Nyg, G = (V,E) ein Graph und z,y € V zwei Knoten. Wir schreiben
SPELN y in G, falls G einen Pfad als Teilgraphen enthélt, welcher hochstens die Léange k
hat und dessen Endpunkte x und y sind. Gilt auBerdem V C R? und ist A eine Teilmenge von
R?, so schreiben wir z SR A G, falls ein Knoten y € V N A existiert mit x &Ehy y in G.
Liegt x selbst in A, so gilt x SR A in G trivialerweise fiir jedes k € Npy.

Ein Graph G = (V, E) wird zusammenhdngend genannt, falls V' # ) gilt und alle Knoten
aus V durch einen Pfad in G verbunden sind. Ein zusammenhédngender Graph, welcher keinen
Kreis enthélt, heifit Baum. Die Knoten eines Baumes mit Grad eins werden auch Blditter
genannt. Wird ein Blatt eines Baumes entfernt, so ist der entstehende Graph ebenfalls ein
Baum. Per Induktion lésst sich leicht zeigen, dass jeder zusammenhéngender Graph mit £k € N
Knoten genau dann ein Baum ist, wenn er £ — 1 Kanten besitzt. Hieraus und mit folgt
direkt, dass jeder endliche Baum, der aus mindestens zwei Ecken besteht, auch mindestens ein
Blatt besitzt. Aulerdem enthélt jeder zusammenhéngende Graph einen Baum als Teilgraphen,
welcher alle Knoten des urspriinglichen Graphen umfasst. Ein solcher Baum heifit Spannbaum.

Ist G’ = (V', E’) ein zusammenhéngender induzierter Teilgraph eines Graphen G = (V| E)
und enthélt F keine Kanten zwischen Knoten aus V' und V' \ V', so wird G’ eine Komponente
von G genannt. Wenn keine Missverstindnisse zu befiirchten sind, so nennen wir auch die
Knotenmenge V' selbst Komponente von G.

Zwei Graphen G = (V, E) und G’ = (V', E’) heifien isomorph, falls eine Bijektion T: V' — V'
existiert, sodass fiir alle z,y € V mit « # y genau dann {x,y} € E gilt, wenn {T'(z),T(y)} € E’
gilt. In diesem Fall schreiben wir auch G ~ G’. Durch diesen Begriff von Isomorphie erhalten
wir eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Graphen. Fiir gegebenes k € N bestehe die
Menge Gy, aus jeweils genau einem Vertreter jeder Aquivalenzklasse von zusammenhingenden
Graphen mit Knotenmenge [k]. Weiter sei G := |J;2; G;. Damit umfasst G -bis auf Isomorphie-

alle endlichen und zusammenhéngenden Graphen.
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2.4. KONVEXE KORPER UND DIE FORMEL VON STEINER

Es bezeichne K¢ die Menge aller kompakten und konvexen Teilmengen von R?, deren Inneres
nicht leer ist. Die Elemente von K¢ werden konveze Kérper genannt. Fiir einen konvexen
Korper K € K¢ sei

r(K) :=sup{r >0: BY(z,r) C K, z € K}

der Inradius von K. Um bei der Formulierung kommender Grenzwertaussagen die Ubersichtlich-
keit zu erhthen, verwenden wir die abkiirzende Schreibweise r(K) — oo. Diese bedeutet, dass
die jeweilige Aussage fiir jede beliebige Folge konvexer Korper (K, )nen mit der Eigenschaft
r(K,) — oo (fir n — o) gilt.

Fiir beliebige Mengen A, B C RY sei

A+B:={a+b:ac A be B}

die Minkowski-Summe der Mengen A und B. Weiter heifit fiir einen konvexen Korper K € K¢

und € > 0 die Minkowski Summe
K+ BY0,e) = {z e R?: d(z,K) <&}

der Parallelkorper von K zur Distanz . Nach der Steiner-Formel (siche beispielsweise [43]
Seite 208] oder [44], Seite 600]) ist das Lebesgue-Ma8 eines Parallelkérpers von K ein Polynom

in €, das den Grad d besitzt. Die iibliche Form der Steiner-Formel lautet

d

Ma(K + BY0,)) = Y e’ rg-iVi(K),
=0
wobei die Groflen Vo(K),. .., Vy(K) die inneren Volumina von K genannt werden. Durch die

Steiner-Formel koénnen die inneren Volumina fiir alle konvexen Korper K¢ definiert werden,
wodurch man die Funktionale Vp, ..., Vy auf K% erhilt. Dabei stimmt V; mit dem Lebesgue-
Mal Ay auf K% iiberein. Fiir K € K? gilt auerdem Vp(K) = 1 und 2V;_;(K) entspricht
der Oberfliache von K, die durch das (d — 1)-dimensionale Hausdorff-Mafl des Randes von K
gegeben ist, vergleiche etwa [44] Seite 601].






KAPITEL 3

DAS ALLGEMEINE MODELL

Dieses Kapitel dient der Einfiihrung des RCMs in einem allgemeinen Borelraum. Dazu definieren
wir zunéchst eine paarweise Markierung eines Poisson-Prozesses, durch welche (bei geeigneter
Wahl der Markenverteilung) das RCM erzeugt werden kann. Abschnitt liefert Formeln
flir erste und zweite Momente von Komponentenzahlen in diesem allgemeinen RCM. In
Abschnitt fiihren wir insbesondere Differenzenoperatoren fiir Zufallsvariablen ein, welche
beziiglich der paarweisen Markierung messbar sind. Diese helfen uns in den letzten beiden
Abschnitten Varianzabschétzungen und einen quantitativen zentralen Grenzwertsatz fiir solche
Zufallsvariablen zu zeigen. Dabei kommen entsprechende Resultate iiber Poisson-Funktionalen
aus [27] und [29] zum Einsatz.

3.1. DEFINITION DES ALLGEMEINEN MODELLS

Es seien (X, X') ein Borelraum und A ein diffuses und o-endliches Mafl auf (X, X'). Weiterhin
bezeichne < eine (zweistellige) transitive Relation auf X, sodass {(z,y) € X% :z < y} eine

messbare Menge ist und z < x fiir alle x € X falsch ist. Aulerdem setzen wir
AM[z]) =0, zeX, (3.1.1)

voraus, wobei die Menge [z] := X\ {y € X : y < z oder z < y} all diejenigen Elemente aus
X umfasst, welche beziiglich der Relation < in keiner Beziehung mit x stehen. Mit den hier

getroffenen Voraussetzungen folgt direkt = € [z] fir alle z € X.

Bemerkung 3.1.1. Die Forderungen, dass A diffus ist und die Existenz einer Relation mit
der Eigenschaft (3.1.1), sind keine Einschrinkungen der Allgemeinheit.
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Sei beispielsweise (X', X”) ein beliebiger Borelraum mit einem o-endlichen Maf§ \'. Wir
definieren X := X' x [0,1], & := &’ ® B und A := X ® Ai|jg17. In diesem Fall iibertrégt sich
die Atomfreiheit von A1|(g,1) auf A und durch

(2',s) < (¥, t) = s<t

kann fiir A-fast alle (2, s), (v/,t) € X eine Relation definiert werden, welche die Eigenschaft

besitzt.

Im Folgenden sei 1 ein Poisson-Prozess in X mit Intensitdtsmaf3 A. Damit gilt P-fast sicher
n=1{X,:n € [k}

mit einer Folge von Zufallselementen (X, ),en in X und einer NoU{ oo }-wertigen Zufallsvariablen
K, vergleiche (2.1.2). Die Punkte von 1 werden als Knotenmenge des RCMs dienen. Um spéter
zuféllige Kanten zwischen diesen Punkten erzeugen zu koénnen, werden alle Paare von Punkten

unabhéingig voneinander markiert. Zur Einfiihrung dieser paarweisen Markierung sei zunéchst
X1 = {e e N(X) : ¢(X) = 2}

der Raum aller Punktpaare von X. Analog definieren wir A2 fiir beliebige messbare Mengen
A C X. Wird die g-Algebra NV(X) auf messhare Teilmengen von X! beschrinkt, so ist dieser
Raum ebenfalls ein Borelraum (siehe [25, Lemma 1.7]). Es sei (M, M) ein weiterer Borelraum,
M ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (M, M) und (Z,,»)mn>1 eine Folge unabhéngiger und
M-verteilter Zufallsvariablen in M. Zusétzlich sei die Folge (Zy, 1,)m,n>1 auch unabhéngig vom

Poisson-Prozess 1. Wir definieren den Punktprozess ¢ in X[ x M durch
E={{Xm, Xn}, Zmn) : X < Xpn, m,n € [K]}. (3.1.2)

Der Punktprozess £ ist somit eine unabhéngige Markierung aller Paare von Punkten aus 7.
Dabei kann jedes Punktpaar als potentielle Kante des RCMs gesehen werden. Ist der Prozess
& gegeben, so lassen sich die Punkte von 7 aus diesem rekonstruieren (siche Bemerkung .
Weiter sei ¢: X? — [0, 1] eine messbare und symmetrische Funktion. Im Folgenden wird
¢ Verbindungsfunktion (Connection Function) genannt. Fiir die Definition des RCMs wéhlen
wir speziell Ml := [0, 1] und M := Aq]j . Als zugehorige o-Algebra M verwenden wir die
Borelsche o-Algebra By auf [0, 1]. Wir definieren den Punktprozess y auf X[ durch

X = {{Xm, Xn} : X < Xoty Zinn < (X, X)), m,n € [s]}.

Jedes Punktpaar aus x représentiert eine Kante des RCMs. Das RCM, als zufélliger Graph, ist
dann folglich gegeben durch das Paar I',(n) := (1, x).

Sind die Punkte aus n gegeben, so ist die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass zwei Punkte
Xm, Xn €1, X; < X, m,n € [k], durch eine Kante verbunden sind, gleich ¢(X,,, X,).
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Analog definieren wir den zufélligen Graphen I',(u) fiir beliebige Punktmengen p € N(X).
In Abhéngigkeit von der gewdhlten Verbindungsfunktion ¢ sei

G, :={G € G : G tritt als Komponente in I',(n) mit positiver Wahrscheinlichkeit auf}

und weiter fur k € N
Gk#, =Gi N G<p~

Auflerdem definieren wir fiir m € N
GZW& = {(G1,...,Gm) € GJ : G1,...,Gy, sind paarweise verschieden}.

Je nach gewéhlter Verbindungsfunktion ¢ kann G, # G gelten, wie das folgende Beispiel
verdeutlicht.

Beispiel 3.1.2. Es seien X = R?, A\ = \o, 7 > 0 und G = ([7], {{1,i} : i € {2,...,7}}) ein
Graph. Die Verbindungsfunktion ¢ sei gegeben durch o(z,y) = 1{|z —y| < r}, 2,y € R2
In diesem Fall enthélt das RCM TI'y,(n) P-fast sicher keine Komponenten, die isomorph zum
Graphen G sind.

3.2. FORMELN FUR ERSTE UND ZWEITE MOMENTE

Im vorliegenden Abschnitt fithren wir fiir das RCM I',(n) ZéhlgroBen fiir die Anzahl von
Komponenten einer bestimmten Grofle oder Form ein. Weiterhin beweisen wir hier Formeln
fiir die Erwartungswerte und Kovarianzen dieser Komponentenzahlen.

Es seien k € N und G € Gy. Wir definieren den Punktprozess 7, ¢ in X durch

NG :={x1 € n: es gibt Punkte z9,...,x, € n mit 1 < x2 < -+ < 2, sodass

Ginda({z1,...,21},T4(n)) eine zu G isomorphe Komponente in I'y,(n) ist}. (3.2.1)

Fiir eine messbare Menge A C X ist somit 7, (A) gleich der Anzahl von Komponenten in
I',(n), die zu G isomorph sind und deren kleinster Punkt (beziiglich der Relation <) in A liegt.

Weiterhin sei

Mok = | Moo
GeGy

der Punktprozess aller Komponenten der Grofie k (k-Komponenten) von I'p(n). Um das

Intensitdtsmafl von 7, ¢ angeben zu kénnen, definieren wir die Funktion

Poc(x1, .y x) = 1{x < - < PTo({zr, ..., 2n)) 2 G), z1,...,2, € X, (3.2.2)
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Auflerdem fiihren wir fiir spéatere Zwecke die folgende Abkiirzung ein

Pok(T1,. .., 2k)

=1{x1 < - <2 }P(Tp({x1,...,2x}) ist zusammenhéngend), x1,..., 2 € X.

Fiir die Verbindungsfunktion ¢ (und auch alle anderen auftretenden Verbindungsfunktionen)
schreiben wir abkiirzend ¢ :=1 — .

Der Gegenstand der folgenden Proposition ist eine Formel fiir das Intensitatsmafl von 7, .

Proposition 3.2.1. Es seien k € N, G € Gy und A € X. Dann gilt

Eng,c(4)

K
= /]1{331 € A}py.c(z1,...,7) exp [/ <H@($i7y) - 1) )\(dy)] Me(d(zy, ... ap)). (3.2.3)
=1

Im Fall X = R? ist in [38, Proposition 1] eine Formel fiir die erwartete Anzahl von k-
Komponenten zu finden, welche mit (3.2.3) vergleichbar ist. Werden isolierte Knoten gezéhlt
(k = 1), so liefern auch [42, Lemma 4] und [4, Lemma 3.2] entsprechende Ergebnisse. Schliefilich

werden in [37, Proposition 3.3] asymptotische Erwartungswerte des Gilbert-Graphen untersucht.

Beweis von Proposition|3.2.1. Es seien x1, ...,z € n paarweise verschiedene Punkte aus 1.
Der induzierte Teilgraph Ging({z1, ..., 21}, Ix(n)) ist in I'y(n) genau dann eine zum Graphen
G isomorphe Komponente, wenn Ging({x1,..., 2%}, I'x(n)) ~ G gilt und keiner der Punkte
x1,...,%, mit einem Punkt aus 7\ {z1,..., 2} durch eine Kante in I',(n) verbunden ist.
Gegeben 7, sind diese beiden Ereignisse unabhingig und haben die Wahrscheinlichkeiten
PTy({z1,...,2%}) ~ G) und )
H H P(wi,y).
yen\{z1,...zp} =1

Unter Verwendung der Mecke-Formel (Theorem [2.1.5) und Lemma folgt

En@7g(A) = E[ Z?é ]1{:(}1 S A}]l{acl << xk}P(Fso({:Ul, .. ,xk}) ~ G)

L1y, TR EN

k
< T Hso(xz-,w]

yen\{z1,...,zp } =1

- /11{331 € AMfz1 < < }PCo({z, ... 21}) = G)

k
x E[H Hw:@,y)] Mo, .., )

yeni=1

= /]1{331 € Alpya(x1,. .., o1) exp [/ (H@(xi,y) - 1>)\(dy)] N(d(ar, ..., zr))

und damit die Behauptung. d
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Besteht der zu zédhlende Graph G lediglich aus einem einzelnen Knoten, so liefert obiges

Resultat eine einfache Formel fiir den Erwartungswert der isolierten Knoten in I'y, (7).

Korollar 3.2.2. Fir A € X gilt
Biea(4) = [ 1{s € AYexp |~ [ olay) )| Atao)

Neben ¢ sei 1: X? — [0, 1] eine weitere Verbindungsfunktion und I'y(n) das zugehérige
RCM. Dabei werden bei der Definition von I'y(n) dieselben Marken (Zp, 5 )m,n>1 Wie bei I'y(n)
zur paarweisen Markierung der Punkte aus n verwendet. Dies hat eine Kopplung der beiden
Modelle zur Folge. Gilt etwa punktweise ¥ < ¢, so ist automatisch jede Kante in I'y,(n) auch
eine Kante in I'y,(7).

Die nachfolgende Proposition bereitet spétere Kovarianzformeln fiir Komponentenzahlen in

den beiden Modellen vor.

Proposition 3.2.3. Es seien k,l € N, G € G, und H € G;. Weiterhin seien v: X? — [0, 1]
eine Verbindungsfunktion mit 1) < ¢ und A, A’ € X. Dann gilt

Enp.c(A)ng u(A") = /]1{331 €A, w1 € AYpoc(@i, ..y k) Py H(Tht1s - - Thtt)

ko k4l k M
[T II @i zg)exp /(H@(ﬂ%y) I1 w@cj,y)1>A(dy)]A’“+l(d(x1,..-,ka)
i=1 j=kt1 i=1 j=k+1

k= l}/]l{xl € AN AVP(T,({z1,...,2x)) =~ G, Ty({zr, ..., 24 )) = H)

k
X 1{z] < -+ < zp}exp l/ <H<p(xl,y) — 1) )\(dy)] )\k(d(xl, cey X))
i=1

Beweis. Es seien x1,...,zr € n und k41, ...,Try € n jeweils paarweise verschiedene Punkte
in 7. Bei gegebenem 7 betrachten wir das Ereignis, dass Gina({21,...,21},Tx(n)) in T'y(n)
eine zu G isomorphe Komponente ist und dass Ging({Zk+1,-- ., Tet1}, Ty(n)) in Ty (n) eine zu
H isomorphe Komponente ist. Beziiglich dieses Ereignisses unterscheiden wir zwei Falle.

Im ersten Fall sei {x1,...,2x} N {Zkst1,..., Tk} = 0 angenommen. Damit folgen:
o Gind({z1,...,21},To(n)) ~ G und Ging({xk+t1, .-, Te}, Ty(n)) ~ H,
e in I',(n) gibt es keine Kanten zwischen {x1,..., 2} und 0\ {z1,..., 2},
e in I'y(n) gibt es keine Kanten zwischen {xj41,..., 254} und 0\ {&p41,. .., Tpqr )

Ist n vorgegeben, so besitzt dieses Ereignis die Wahrscheinlichkeit

PTy({z1,...,21}) ~ G)P(Ty({Trt1s .- 2ppa}) ~ H)
k+l k+l

k k
XH H @(CL',L',ZC]') H H@(xzay) H J}(‘Tj’y)‘

i=1j=k+1 yen\{z1,....xp41} =1 j=k+1
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Hierbei geht ein, dass wenn zwei Punkte in I', (7)) keine gemeinsame Kante besitzen, sie auch

im Modell I'y,(n) nicht verbunden sind.

Im zweiten Fall gelte {z1,..., 2k} N {xk11,...,2p41} # 0. Damit ergeben sich:
o k=1,
L4 {1171, LI 7xk} - {xk—‘rlu L) ,ka},

® Gina({z1,..., 21}, To(n)) ~ G und Ging({x1, ..., 21}, Ty(n)) ~ H,
e in I',(n) gibt es keine Kanten zwischen {x1,..., 24} und n \ {z1,..., 24}

Ist 1 gegeben, so hat dieses Ereignis die Wahrscheinlichkeit

k
1{k =1}PT,({z1,...,2%}) 2 G, Ty({z1, ..., 21}) ~ H) H Hgﬁ(:ci,y).

yen\{z1,...,zp} =1

Es ist zu beachten, dass auch im ersten Fall G = H nicht ausgeschlossen ist.
Analog zum Beweis von Proposition liefern die multivariate Mecke-Formel (Theorem

und Lemma die Behauptung. O

3.3. EINE ALTERNATIVE MODELLBESCHREIBUNG UND
DIFFERENZENOPERATOREN

In diesem Abschnitt wird eine (verteilungsgleiche) Version von & definiert, welche eine messbare
Funktion einer unabhingigen Markierung von 7 ist. Dies wird es uns insbesondere erméglichen
existierende zentrale Grenzwertsétze fiir Poisson-Funktionale auf die von uns betrachteten
Zahlgroflen anzuwenden.

Es sei Y := M™N der Raum aller Doppelfolgen (ui j)i,j>1 mit Folgengliedern in M und
Q := MN*N Somit ist Q die Verteilung einer Doppelfolge von unabhingigen M-verteilten
Zufallsvariablen in M. Wir definieren n* als unabhéngige Q-Markierung von 7. Damit ist n*
ein Poisson-Prozess in X x Y und Intensitiatsmal A ® Q, siehe [28, Theorem 6.5].

Fiir das weitere Vorgehen benétigen wir eine Partition von X in hinreichend kleine Mengen,

deren Existenz durch das folgende Lemma gesichert ist.

Lemma 3.3.1. Es sei 0 < & < 1. Dann existiert eine messbare Partition (Bg),., von X mit
AN(Bf) <e/k firk e N.

Beweis. Da X ein Borelraum ist, konnen wir X mit einer Borel-messbaren Menge I C (0, 1]
identifizieren. Aulerdem, da A insbesondere ein o-endliches Maf ist, existiert eine messbare
Partition (Cf)r>1 von X (beziehungsweise von I), sodass A(Cy) < oo fiir alle k € N gilt.

Wir definieren das endliche und diffuse Mafl v; auf (0,1] durch v;(B) := A\(Cy N B) fiir
Borel-messbare Mengen B C (0, 1]. Es seien t} := 0 und

t1 :=sup{t € (0,1] : v1((0,#]) < e}.
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Fir £ > 2 und unter der Annahme t,%;_l < 1 definieren wir rekursiv die Zahl

ty :=sup{t € (tj_1,1] : 1 ((t}_1,t]) < e/k}.

Wegen A(C1) < oo und der Divergenz der harmonischen Reihe bricht obige Rekursion nach
endlich vielen Schritten ab. Somit existiert ein m; € N und Zahlen 0 = ¢ <t} <--- <t} =1
mit v ((¢1_1,t}]) < e/i fiir i € [my]. Dies liefert die ersten m Mengen der gesuchten Zerlegung,
also Bf := Cy N (t}_y,t}] fiir i € [m).

Im néchsten Schritt definieren wir das endliche und diffuse Mafl vy auf (0, 1] durch v»(B) =
A(C2 N B) fiir Borel-messbare Mengen B C (0, 1]. Analog zur vorangegangenen Argumentation
existiert ein mg € N und Zahlen 0 = t§ < ¢f < --- <2, =1 mit 1o ((t7_1,¢?]) < &/(mq +1) fiir

i € [mg]. Damit kénnen weitere mo Mengen der gesuchten Zerlegung definiert werden, ndmlich

BE, L= Con (82,2 fiir i € [my).
Analog kann fiir die gesamte gesuchte Zerlegung vorgegangen werden. O

Fiir ¢ € (0,1) sei (B}),~, die Partition aus Lemma und fiir z € X bezeichne B®(x) das

eindeutige Element aus (Bg) das x enthilt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen

k>10
wir

Bl (z) C B%(x) (3.3.1)
fir alle x € X und 0 < g7 < g9 < 1 annehmen, was wie folgt begriindet werden kann.

Zunéchst ist es moglich durch eine Anpassung der Argumentation im Beweis von Lemma [3.3.1]

BY () ¢ BY™(x) fir alle z € X und n > 2 zu erreichen. Dazu konstruieren wir die

Partition (B;/ 2) wie im Beweis von Lemma [3.3.1 beschrieben. Anschlieflend erzeugen wir

k>1
rekursiv fiir n > 2 die Partition (B;/ (n+1)

)k>1 ebenfalls mit der Methode des Beweises von

Lemma 3.3.1, verwenden dabei jedoch die Partition (Ck)g>1 = (B;?/n)kZI' Es sei (B,}/,)k21 =
(32/2)101. Fiir allgemeine ¢ € (0, 1) setzen wir B := B;/n fir k € N, wobei n € N so gewéhlt

ist, dass 1/(n+1) < e < 1/n gilt. Dies gewéhrleistet die Eigenschaft (3.3.1).
Fiir € € (0,1) definieren wir die messbare Abbildung

T. : N(X xY) — N(XIZ x M), (3.3.2)

wie folgt. Es seien pp € N(X xY) und (z, u), (y,v) € p mit y <  und v = (u; )i j>1. Weiter sei
k € N die eindeutig bestimmte Zahl mit der Eigenschaft y € Bi. Wir setzen [N (B xY)| < oo
voraus und ordnen die Punkte in g N (B x Y) aufsteigend hinsichtlich der Relation <. Ist y
der I-te dieser Punkte, so sei das Punktpaar {x,y} mit U.(u, x,y) := ug,; markiert. Die Menge
T:(n) bestehe aus der Vereinigung aller markierter Paare, die auf diese Weise erzeugt werden

kénnen. Wir definieren den Punktprozess

&=T.n") = {({z.y}, U:(n", 2, p)) : (x,9) € °, y < o}

in X x M. Da \(Bf) < oo fiir alle k € N und alle ¢ € (0,1) gilt, erhalten wir P-fast sicher
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|n*N (B xY)| < co. Somit umfasst der Prozess £& mit Wahrscheinlichkeit eins alle Punktpaare
aus 7. Aufgrund der Unabhéngigkeit der Markierung n* gilt weiterhin £ 4 ¢ fiir jedes € € (0,1),

also insgesamt
d

E=T(n")=¢ (3.3.3)

Im Folgenden betrachten wir den in eingefiihrten Prozess £ und definieren L¢ als den
Raum aller Zufallsvariablen F' in R, fiir welche eine messbare Abbildung (ein Reprdsentant)
f:N(X x M) — R existiert, so dass F' = f(£) P-fast sicher gilt. Die im Weiteren aufgefiihrten
Ergebnisse sind unabhéngig von der konkreten Wahl des Repriasentanten.

Um Resultate wie die Gleichung von Mecke in unserem Modellrahmen formulieren und
beweisen zu konnen, ist es notwendig eine endliche Anzahl von deterministischen Punkten aus
X dem Prozess £ in geeigneter Weise hinzufiigen zu kénnen. Zu diesem Zweck erweitern wir die
Doppelfolge (Zmn)mn>1, die vor eingefithrt wurde, zu einer Doppelfolge (Z,.1)m nez
von unabhéngigen M-verteilten Zufallsvariablen in M, welche unabhéngig vom Poisson-Prozess
n sind. Es seien k € N, z1,...,2; € X und I C [k]. Wir definieren den Punktprozess (e in
X2 x M durch

i)iel

Ez)ier = {{Xm, Xn}, Zinn) : Xon < Xp, myn € [K]U{—i:i € I}},

wobei X_; := x; fur i € I gilt und X;, i € [x], die Punkte von 7 sind. Im Falle I = ) gilt
- Sind die Punkte

r1,...,7x € X und die Menge I C [k] gegeben, so kann der Punktprozess (,,),_, auf messbare

§(@i)er = § und fiir I = [k] schreiben wir &;, ., anstelle von §($i)i€[k

Weise aus &, ..z, gewonnen werden, indem entsprechende Punktpaare und Markierungen

entfernt werden. Wir definieren fiir spétere Zwecke auflerdem die abkiirzende Schreibweise

Zgoan = (Z—i—5)i jelk]-

Bemerkung 3.3.2. Die Verteilung des Vektors (1,&s,.. 2,5 Za1,...z,) hingt messbar von
x1,...,T € X ab.

Zur Begrindung sei

gxl,...,xk ={{Xm, Xn}, Zmn) : X < Xy, myn € [k]U{—i:1i € [k]},
‘{Xm’Xn} N {331’ ceey $k}| < 1}

Damit umfasst Exlxk kein markiertes Punktpaar von Punkten aus {x1, ..., z)} und ist folglich
unabhéngig von Z,, ., . Die Punkte aus 7 lassen sich messbar aus Exlxk und x1,...,Tg

gewinnen, da P-fast sicher

n= ( U {yLyQ}) \{$17"'7xk}

(y1,y2}h2)€8a1 . 0y,

gilt. Auch der Prozess &, ., ergibt sich auf messbare Weise aus Exl,_,_vm, den Punkten



3.3. EINE ALTERNATIVE MODELLBESCHREIBUNG UND DIFFERENZENOPERATOREN 33

Z1,...,xp und Zz, . g, , ndmlich durch

gxl,...,xk = gxl,...,xk U {({l‘maxn}a me,fn) 1 Tm R T, MM € [k]}

Insgesamt héngt der Vektor (1, &z, ... oxs Zan,....z),) Messbar von gth’xk, den Punkten z1, ...,z

und Z;, . ., ab.

Die multivariate Mecke-Gleichung aus Theorem kann wie folgt in unserem Rahmen

verallgemeinert werden.

Theorem 3.3.3. Es sei k € N. Fiir messbare Funktionen g : X* x N(X[Z x M) — [0, 00) gilt

E Z;ﬁ g(xlv"'axk‘vé-) :/]Eg(ﬂcl,...,:Ek,thka))\k(d(xl,...,:Uk)).

T1,.-,TEEN

Beweis. Da A ein o-endliches Maf} auf X ist, existiert eine messbare Partition (C)gen von X
mit A\(Cy) < oo fiir k € N. Wir konstruieren die messbare Abbildung

S:N(X) x Y2 - N(XZ x M)

wie im Folgenden beschrieben. Dazu seien p € N(X) und w 1= (Wi, ig,iz,is )i ig,is,iseN € Y2
Weiter seien z,y € g mit x < y und m,n € N, so dass x € C,,, und y € (), gelten. Wir nehmen
aulerdem |p N (Cp, U Cy)| < 0o an. Werden die Punkte in ¢ N Cy,, und p N C), hinsichtlich der
Relation < der Grofle nach aufsteigend geordnet, so sei x der k-te Punkt in p N Cy, und y
der I-te Punkt in u N C,. Unter diesen Voraussetzungen markieren wir das Punktpaar {z,y}
mit Uy, 5, 5. Die Menge S(p, u) sei die Vereinigung aller markierter Punktpaare, die auf diese
Weise erzeugt werden koénnen.

Da |n N Ck| < oo P-fast sicher fiir alle & € N gilt, konnen P-fast sicher alle moglichen
Punktpaare aus i durch die Abbildung S markiert werden. Bedingt auf die Punkte aus n gilt
daher

Seyooas 2) L ayoms  1E€Ng, z1,... 7 € X. (3.3.4)

Hierbei ist Z ein Q2-verteiltes Zufallselement, welches unabhéngig von n, & und (Z; ;)i jez ist.
Mit der multivariaten Mecke-Formel fiir Poisson-Funktionale, sieche Theorem und der

Identitét (3.3.4) mit [ = 0 und [ = k folgt

E Y7 gn,....o08)=E Y7 Elg,...,o5 6]

T1,...,LLEN T1,...,LLEN
+
=E > /g(xl,...,xk,S(n,u))Qz(du)
T1,..., TEEN

_ /E/g(:cl,...,xk,S(nxh_,,,xk,u))@%du) Ne(d(@r, ... )

= /Eg(xlv cee 7$ka€x1,...,xk) )\k(d(xlv cee ,Q?k)),

was die Behauptung zeigt. O
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In Analogie zu den Differenzenoperatoren von Poisson-Funktionalen (siehe (2.2.2)) fithren
wir hier Differenzenoperatoren fiir Zufallselemente aus L¢ ein. Sei dazu F' € L¢ mit Re-
prisentant f: N(X[ x M) — R. Fiir k£ € N und Punkte z1,...,z; € X definieren wir den

Differenzenoperator k-ter Ordnung durch

A};h T F:: Z <_1)k7|1|f(§(93i)i6])'

ICK]

Insbesondere gelten fiir die Differenzenoperatoren erster und zweiter Ordnung

ArlF = Aalch = f(frl) - f(f)a
Agl,xg = f(gxl,m) - f(gl'l) - f(&m) + f(é)

Die hier eingefiihrten Differenzenoperatoren sind P-fast sicher eindeutig, da fiir zwei verschiedene
Reprisentanten f; und fo von F' aus der Mecke-Gleichung (siehe Theorem folgt, dass
fir jedes kK € N

J1ar ) = fo(&an,an) P-fast sicher

fiir A\*-fast alle (z1,...,2) € X* gilt.

Folgendes Lemma ist niitzlich beim Rechnen mit Differenzenoperatoren. Die Aussage ist von
rein kombinatorischer Natur und gilt in analoger Formulierung auch fiir Differenzenoperatoren
von Poisson-Funktionalen. Sie taucht im Beweis von Theorem 5.2 aus [27] auf, wird dort jedoch

nur sehr knapp begriindet, weswegen hier ein ausfiihrlicherer Beweis gefithrt wird.

Lemma 3.3.4. Es seien F' € L¢ mit Reprdsentant f: N(XZ x M) - R, & € N und
T1,...,Tk € X. Dann gilt P-fast sicher

f(éxl,...,xk) - f(é-) = Z A|((JJS|J)JEJF
0£JClk]

Beweis. Alle folgenden Gleichungen in denen das Funktional F' oder der Représentant f

auftauchen gelten P-fast sicher. Mit der Definition der Differenzenoperatoren folgt

Z ‘(ilg)]eJ Z Z ‘J‘ Il‘f xz)ie[)

P#JCk] 0£JClk) ICT
_ Z \Ilf Ewies) Z ESHED
IC[k] IcJClk], J#0

In obiger Summe machen wir eine Fallunterscheidung hinsichtlich der Indexmenge I C [k]. Fiir
I = [k] gilt
(D Eenier) D D= )

IcJClk], J#0

Wegen
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gilt im Fall T = ()
O ) Do (DT =—r(9).

0AJClK]
Abschlieflend erhalten wir fir 1 < |I| < k

N A =R |

IcJClk], J#0 j=|I| j=0
k—|I|
(k—1I] _
= (=11l —1) = (=) -1k =0,
SR ><j—m> (1 - 1)
7=0
Damit folgt insgesamt die Behauptung. O

Es sei F € L¢ mit Reprisentant f: N(XZ x M) — R. Fiir ¢ € (0,1) definieren wir
F¥ := f(T.(n*)) mit der Abbildung T; aus (3.3.2). Fir k € N, I C [k], 1,...,2, € X und
Y1,---,Yr € Y verwenden wir die Abkiirzung

F i = T (T UL (@i, m0) s i € T})). (3.3.5)
Im Fall I = 0 gilt FY iyiey = T2+ AuBerdem sei
k * L k—|I| p*
D(l”hyl)w-,(ffk,yk)FE " Z (_1) | ng,(ggi,yi)iE[- (3.3.6)
IC[k]

Dies ist der iibliche Differenzenoperator fiir den Poisson-Prozess n* und das Funktional
f o1, vergleiche . Indem wir den Zusammenhang zwischen den Operatoren D und A
untersuchen, ist es uns in den beiden kommenden Abschnitten méglich bestehende Resultate
iiber Funktionale des Poisson-Prozesses n* auf Funktionale des Prozesses von markierten
Punktpaaren £ zu verallgemeinern.

Es sei (Y,,)nen eine Folge unabhéngiger Q-verteilter Zufallselemente in Y, welche ebenfalls
unabhéngig von allen anderen auftretenden Zufallselementen ist. Weiterhin seien € € (0, 1),
keN, zy,...,7 € X und myy,...,mge € M. Aulerdem setzen wir vy € By ,..., % € By,
fiir paarweise verschiedene nq, ..., n; € N voraus. Aufgrund der Definitionen und (3.3.6)
gilt fiir I C [k]

E[1{n(B;,) =0, i€ [k}, vy, | (ViInit = mij, i, € [K]]
= E[]l{n(B’lii) =0,1¢€ [k]}f(g(l‘i)ielr) ’ Z_iv_j = Myj, i, ] € [M]? (33-7)

und damit

E[1{n(B;,) =0, i € kI}D{y, vy (meyi) e | (Yi)nia = maj, i, 5 € [K]]

Dabei sind die Bedingungen (Y;)n,1 = mij, i,j € [k], und Z_; _j = myj, i,j € [k], gerade so
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gewdhlt, dass im Falle n(B;,)) = 0, i € [k], die Marken der Paare, bestehend aus den Punkten
x1,...,TE, in beiden Modellen identisch sind.
Da unter den hier getroffenen Voraussetzungen insbesondere B®(x1), ..., B(x)) paarweise

verschieden sind, folgt mit der Definition von n*

P((F;(:Ei,%)iel)lc[k] S | 77) = P((f(£($i)ie]))[c[k] € | 77)
P-fast sicher auf {n(B*(z;)) =0, i € [k]}. (3.3.9)

Wird die Funktion f als beschréinkt angenommen und ist g: R2 - R eine messbare und
beschréinkte Funktion, so liefert (3.3.9)

EH{U(BE(%)) =0,1¢ [k]}g((Dl;‘iyn)ielF:)IC[k])

= EL{n(B*(2;)) = 0, i € K]}g (AL, F)cp): (3.3.10)

Die vorangegangenen Gleichungen (3.3.7), (3.3.8), (3.3.9) und bendétigen alle die

Voraussetzung, dass die Partitionsmengen B®(z1),..., B(x) paarweise verschieden sind. Da

jedoch fiir alle z € X die GroBle A(B%(x)) fiir € — 0 gegen Null konvergiert und wegen der
Monotonie-Eigenschaft der Partition, siehe (3.3.1), folgt fiir \*-fast alle (x1,...,z;) € X*

lim 1{B°(x1), ..., B°(x) sind paarweise verschieden} = 1. (3.3.11)

e—0

3.4. VARIANZUNGLEICHUNGEN

In diesem Abschnitt zeigen wir fiir quadratisch-integrierbare Funktionale aus L¢ eine Poincaré-
Ungleichung (Theorem und eine Fock-Raum-Ungleichung (Theorem , welche spéter
bei konkreten Varianzabschétzungen zum Einsatz kommen werden. Wir verwenden dabei die
Konstruktionen und Schreibweisen aus Abschnitt

Theorem 3.4.1. Es sei ' € L¢ mit EF? < co. Dann gilt
Var F < /E(AxF)Q)\(dx). (3.4.1)

Beweis. Wir setzen in diesem Beweis generell [E(A,F)? A(dz) < oo voraus, da andernfalls
die zu zeigende Ungleichung trivial ist. Es sei f: N(X[2 x M) — R ein Reprisentant von
F, fiir welchen zunéchst || f|lo < 0o gelte. Weiter sei € € (0,1) und, wie in Abschnitt

F¥:= f(T-(n*)) (siche auch (3.3.2)). Mit Gleichung (3.3.3)) erhalten wir F* 2 F. Die Poincaré-
Ungleichung fiir Poisson-Funktionale (sieche Theorem [2.2.1), angewandt auf F, liefert

Var F < / / E(D(y. ) F2)? Q(dy)A(dz). (3.4.2)
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Mit Gleichung (3.3.10) (fiir £ = 1) folgt fiir die rechte Seite von (3.4.2)

J[E (D F2) Qlag)raa)
:/En{n(Bf(x» — 0}(A,F)? A(dx) +//E]1{n (B(z) > 0)} (Do F)° Q(dy) A(dz).

Wegen
folgt weiter mit 1}

Var F < / E(A,F)? A(dz) + 4| f || % / P(p(B(x)) > 0) A(da). (3.4.3)
Es gilt

/P(n(BE(x ) > 0) A(dz) Z/ n(B5) > 0) A Z 7)) (1 —exp (= A(B})))
i A(BS) <52Zk12—>0 fiir & — 0.

Die erste Abschéitzung beruht auf der Ungleichung exp(t) > 1+¢, t € R, und die zweite auf der
Eigenschaft A\(Bf) < ¢/k, k € N. Da die Reihe > 72, k:% konvergiert, verschwindet der letzte

Ausdruck fiir e — 0. Damit folgt (3.4.1) aus (3.4.3) mit e — 0.

Im néchsten Schritt zeigen wir die Poincaré-Ungleichung fiir unbeschriankte Représentanten.

Es sei also || f||cc = 0o angenommen. Fiir n € N definieren wir
fo={f>nn+1{-n<f<n}f —1{f < —n}n.

Damit gilt f,, — f fir n — oo punktweise. Weiterhin seien F,, := f,(£), n € N. Mit dieser
Definitionen erhalten wir |F,,| < |F| P-fast sicher fiir alle n € N. Eine Fallunterscheidung
hinsichtlich der GréBe von f(&;) und f(&) liefert |AyF,| < |AyF| P-fast sicher fiir alle x € X
und n € N. Beispielsweise gilt fiir f(§;) >n und —n < f(§) <n

[fn(&e) = fn(&)] = n— f(§) < f(&) = F(§) = |F(&) = F(E)I.

In den restlichen Fillen kann entsprechend argumentiert werden. Da fiir n € N die Funktion f,
beschréinkt ist, gilt nach dem ersten Teil des Beweises die Ungleichung (3.4.1) fiir F},. Es folgt

Var F, < / E(A,Fy)? M(de) < / E(A, F)? A(dz)

fiir alle n € N. Abschlieflend erhalten wir mit majorisierter Konvergenz Var F,, — Var F' fir

n — 0o, was den Beweis beendet. ]

Um eine exakte Varianzdarstellung der hier betrachteten Funktionale formulieren zu kénnen,
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bendtigen wir eine alternative Konstruktion der paarweisen Markierung. Zu diesem Zweck sei
im Folgenden 7) ein Poisson-Prozess in X x [0,1] x Y mit Intensitédtsmal A @ A1j 1] ® Q. Fiir
einen Punkt aus 7} interpretieren wir dessen erste Komponente als Ort in X, seine zweite als
Geburtszeit in [0, 1] und seine dritte als Doppelfolge von Marken in M. Aus dieser Doppelfolge
werden wir die Marken fiir eine paarweise Markierung der Punkte auswéhlen. Fiir ein gegebenes
p € N(X x[0,1] x Y) und s,t € [0,1] mit s < ¢ bezeichne ju[;4) die Einschrinkung von p auf
Punkte mit Geburtszeit in [s, ), also sy := p N (X x [s,t) x Y). Weiter schreiben wir fiir
t€[0,1] und p € N(X x [0,1] x Y) abkiirzend ji; := pujg ).

Um eine paarweise Markierung zu konstruieren sei ¢ € (0, 1) beliebig, aber fortan fest gewéhlt
und (Bj), . eine messbare Partition von X mit A(Bj) < ¢/k fiir k& € N. Dabei stellt Lemma
die Existenz einer solchen Partition sicher. Die paarweise Markierung wird durch die
messbare Abbildung

T: N(X x [0,1] x Y) - N(X2 x M) (3.4.4)
erzeugt, die wir im Folgenden beschreiben. Dazu seien p € N(X x [0,1] x Y) und (z1, ¢4, (uglj))),
(w2, ta, (ufzj))) Punkte aus p mit t; < to. Es sei n € N derart, dass x1 € B gilt. Im Falle
lpN BS x [0,1] X Y| = oo erhélt das Punktpaar {x;, z2} keine Markierung. Andernfalls ordnen
wir die Elemente in p N BE x [0,1] x Y hinsichtlich ihrer Geburtszeit, sodass insbesondere der
erste Punkt der &lteste ist. Ist (x1, 1, (uglj))) der m-te dieser geordneten Punkte, so markieren
wir das Punktpaar {1, x2} mit der Marke uﬁ?)n Die Vereinigung aller markierten Punktpaare,
die auf diese Weise erzeugt werden konnen, ist 7'(u).

Da |7N B, x [0,1] x Y| < oo P-fast sicher fiir alle k& € N gilt, umfasst 7'(7)) auch P-fast sicher
alle moglichen Punktpaare aus 7.

Fir p e N(X x [0,1] xY) und (x,t, M) € p bezeichne T'() \ {x} alle markierten Paare aus

T(p), in denen der Punkt x nicht vertreten ist.

Theorem 3.4.2. Es seien f: N(XP x M) = R eine messbare Abbildung und F := f(T(#})).

Auperdem sei EF? < 0o angenommen. Dann gilt

vark = [ [* [BELTGU (Gt M) - FEGUIE LMD\ LehlAd?] QEb) e A(d)

Beweis. Wir verwenden Theorem A.1 aus dem Anhang von [26], dessen Beweis auf einer

Darstellung des Kabanov-Skorohod-Integrals aus [29] beruht. Damit erhalten wir

1
varF = [ [ [EEHTGU @t 20) - (TG Q) der@n). (345

Fiir ¢ € [0, 1] bezeichne Py, 1y die Verteilung des Poisson-Prozesses 7y, 1). Es seien (z,t, M) €
X x[0,1] x Y, ¢ ein Poisson-Prozess mit Verteilung P, 1y und g € N(X x [0,2) X Y). In diesem

Fall besitzen nach der Konstruktion im Vorfeld des Theorems die paarweisen Markierungen
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T(pU¢)und T(pUCU{(x,t, M)}) \ {z} die selbe Verteilung. Damit folgt

E[J(T(7 U {(@,t, M)}) = F(T ()]
= [ 1T U UGt M) = ST (L)) By (o)
L[ @@ 0 ¢U (@t D)) = FT R UCU (@t MID)\ (o)) Bup(dO)
= E[/(T(7 U {(a.£. M)})) = [(T(U {(x.t, M)}) \ {2}
Zusammen mit beendet dies den Beweis O

Bemerkung 3.4.3. Unter Verwendung des vorangegangenen Theorems kann ein alter-
nativer und kiirzerer Beweis der Poincaré-Ungleichung (Theorem gefiihrt werden.

Sei hierzu f: N(X[2 x M) — R ein Repriisentant von F. Fiir einen gegebenen Punkt
(x,t, M) € X x [0,1] x Y besitzt nach Konstruktion

FT@U (e, t, M)})) = fF(T(7UA{(z,t, M)})\ {2})

die selbe Verteilung wie A, (F'). Somit folgt mit Theorem und der Ungleichung von Jensen

varp < [ / JEG@@U (.t 30D) = FTG U {0t M)\ {2})> QM) dt A(da)

:/E (A, F)? A(de).

Dies zeigt die Ungleichung von Poincaré.

Das folgende Theorem liefert eine untere Schranke fiir die Varianz von Zufallselementen aus
L¢, deren zweites Moment existiert, und kann als Fock-Raum-Ungleichung verstanden werden.
Fiir die Fock-Raum-Darstellung von Poisson-Funktionalen verweisen wir auf Abschnitt 18.2 in
[28] und dort insbesondere auf Theorem 18.6, das im Beweis der nachfolgenden Aussagen auch

zum Einsatz kommt.

Theorem 3.4.4. Es sei F' € L¢ mit EF? < co. Dann gilt
2
Var F' > Z . /E AL o F | Za ] ] A (d(xq, ... xp)).
Beweis. Es seien € € (0,1), f: N(X[ x M) — R ein Reprisentant von F und F* = f(T.(n*)).

Wegen (3.3.3) gilt F 2 F. Damit liefert die Fock-Raum-Darstellung fiir Funktionale des

Poisson-Prozesses n*, siehe [28, Theorem 18.6],

2 T n
Var F = Z //IE n o QYA - DA, ).
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Es sei A C X eine messbare Menge mit \(A) < oo. Dann gilt fir n € N

/n /E[D?acl,yl),...,(xn,yn)F:]2 Qn(d(yla R 7yn))An(d($17 T ,.’L’n))

n %12 n n
= Z o e mA/E[D($11y1)7---7($n7yn)F5] Q (d(yl, e ,yn)))\ (d(xl, ceey xn)) (346)
ki,....,kn€N i=1""k;

Fir y = (uij)ijen € Y, | € N, paarweise verschiedene ki,...,k € Nund mq,...,m € M

definieren wir ykl’ 7’“5 , € Y als die Folge (v; ;)i jen mit vg, 1 = ma,..., 05,1 = myund v;j = u;j
fir alle anderen ¢, j € N. Abkiirzend verwenden wir fir n € N, m := (mq1,...,mpy) € M"
und k := (ki,...,k,) € N" die Schreibweisen y,’f1 = y,’j%;l ~kn ., 1 € [n]. Fir n € N und

paarweise verschiedene ki, ..., k, liefert die Ungleichung von Jensen

*12 ~n n
[ T SRR = RS s

=17k,

“Jom S EPE b ot F @, o)

X an (d(mu, ... ,mnn)))\n(d(fﬂl, ceey xn))

2/X?_lBiimA/</E[D? @ et 2] @ (yl,...,yn))>

x M™ (d(ma, . . ., man)) A (d(21, .. ., 20)).

[\

Zunéchst sei f als beschrankt angenommen, also ||f|jc < co. Es seien n € N und k =
(k1,...,kn) € N™ mit paarweise verschiedenen k;, i € [n]. Weiter seien z1 € By ,...,zn € B}
und m = (my1, ..., Man) € M™. Gleichung (3.3.8) und die Dreiecksungleichung liefern

[P it P2 @) —E[AL, L F | 2y = i € ]
‘/ 1{n(By,) > 0 fiir ein i € [n]} D, Cor (012, ) )e F;} Q"(d(yx, - - ,yn))‘
+ |[E[1{n(B§,) > 0 fiir ein i € [n }Am’._.’an | Z_i—j = mij, i,j € [n]]| (3.4.7)
Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir die P-fast sicheren Abschétzungen
A% e P <27 f oo,

D a1y, eslwns ()b, ) F

SQanHooa Y, Yn €Y.

Damit kann die rechte Seite von (3.4.7) nach oben gegen

2" | fllooP(n(Bg,) > 0 fiir ein i € [n])
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abgeschatzt werden. Durch Umstellen der Ungleichung
(ya+ (y—1)b)>*>0, abeR, y>1,

erhalten wir
2 2

b a
(a+b)?>————,
v -1
Mit dieser elementaren Ungleichung und den vorangegangenen Argumenten folgt fiir v > 1,
dass die rechte Seite von (3.4.6) insgesamt nach unten durch

" Soroal

k1,....,kn€N i=1"k;
4n+1

a,beR, v>1.

E[AY, o F|Zoi—j=my, i,j€ [n]f

Z1,.-

||f||2 P(n(Bg,) > 0 fiir ein i € [n])2 M"Q(d(mn, ey M DA™ (d (21, -+ 2,)) (3.4.8)

beschrankt ist. Weiter gilt

k;jN/ B mAIF"("(Bzi-) > 0 fiir ein i € [n])* \"(d(x1, ..., 7))
= Z / —P(n(By,) =0 fir alle i € [n])) A d(z1, ... 20))
k1o €N Y Xi=1 BR, 0
Skh Xk:n N/x" - <1 —Zl_[lexp<— Z)) AN(d(z1, ... 2))
<t-eot?(L [, )
= AA)"(1 — exp(—ne))?. (3.4.9)

Dabei wurde ausgenutzt, dass n ein Poisson-Prozess ist und A\(B§) < e/k < ¢ fiir k € N gilt.
Mit € — 0 und anschliefend v — 1 folgt aus , unter Verwendung von (3.4.9),

. . n * 2 n n
hgonf/n/E[D(mhyl)m(wn)FE] Q (dyr, .., y))N (A1, - ., 7))

Z/H/E[A;;MIWF | Zoims = maj, i, € []] M7 (d(mars - ., M)A (A(@1, - - -, 20))-

Abschlieflend erhalten wir mit A T X

hmlnf//E Gt ) n) E] Q™ (d(y1, -+, yu DA (d(1, .. ., 20))
2//151 (A" F | Zes =i, i,g € [n]] MY (A(ma, . . mnn)) A (A(21, . 20))

_ /E[Agh_wnF | Zay.own 2 A A1, - . 20)),

was den Beweis fiir beschrédnkte Repréasentanten f beendet.

Es sei nun f: N(X[P x M) — R als unbeschriinkt angenommen. Wir definieren fiir & € N
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fr :=1{|f| < k}f und Fy := fi(£). Mit majorisierter Konvergenz folgt Var Fj, — Var F' fur
k — oo. Der erste Teil des Beweises fiir beschrankte Repréasentanten und eine mehrfache

Anwendung des Lemmas von Fatou liefern

Var F' = lim Var Fj
> hmlnf Z / A" _____ o P | le,...,xn]z} A (d(z, .. x))

> Z / hmmfIE (AL 2 Fr | Zay,.. 0] } A d(z1, .. zE))- (3.4.10)

Der Limes Inferior ist hier notwendig, da die Konvergenz der rechten Seite nicht angenommen

werden kann. Nach der Definition der Differenzenoperatoren gilt fir k,n € Nund z1,...,z, € X

AL e Fel <37 1k Eanie)| < D0 [ (€@aier)|  P-fast sicher.
IC[n] IC[n]

Der Erwartungswert E|f(§)| ist nach Voraussetzung endlich. Fiir I = {1,...,l} mit [ € [n] und
A € X mit A\(A) < oo gilt unter Verwendung der Mecke-Gleichung aus Theorem und der

Ungleichung von Cauchy-Schwarz

[ B )|V @ @) = M E S Lo, € A

T, ,fElGﬁ

= MA)"EIf(¢) |H A) =i+ 1)

< A ES (ﬁ —z+1> .

Diese obere Schranke ist endlich, da das zweite Moment von F existiert und 7(A) eine Poisson-

Verteilung mit Parameter A\(A) < oo besitzt. Offensichtlich gilt diese Abschitzung auch fir jede
Teilmenge I C [n] mit Kardinalitdt [ < n. Damit erhalten wir fiir \"-fast alle (x1,...,z,) € X"

E N |F(Ew,)] < oo

IC[n]

AuBlerdem gilt nach Konstruktion fir A\"-fast alle (z1,...,x,) € X"

AY Fy — AL . F P-fast sicher, fiir & — oo.

T1ye5Tm

Mit majorisierter Konvergenz folgt fiir A\"-fast alle (z1,...,z,) € X"

E[A? Fy| Zg,,..wn] = E[AL F | Zy,, . w. P-fast sicher, fiir k — ooc.

T1yeesTm T1ye5Tm

Zusammen mit (3.4.10) folgt die Behauptung. O
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Wir verwenden das vorangegangene Theorem um folgende untere Schranke fiir die

Varianz zu zeigen.

Theorem 3.4.5. Es sei ' € L¢ mit EF? < oo und f ein Reprisentant von F. Weiter seien
keN, I, I, C k] mit L UL, =[k], U C X* x M* eine messbare Menge und ¢ > 0 so, dass

}E[f(g(xi)iell) - f(£($i)¢612)|zﬂﬁ1w-,xk = (mij)i,je[k]” >c

fir alle (x1,...,x, (mij)i,je[k]) € U gilt. Dann gilt

2

Var F > JEsvA (B;émchn inf { A1 @ M7 (IT;(V)) : V.C U messbar,

AF @ MY (V) > AF @ MM (U

wobei fiir O # J C [k] und V C X* x M¥ messbar

(3.4.11)

)/2H1Y,

= {((z)ies, (Mij)ijes) € (Rd)m « MI7? - es qibt ein ((yz’)ie[k]» (mij)i,je[k:]) eV,

sodass (zi)ics = (Yi)ics und (mij)ijes = (Mij)ijet }-

Beweis. Der folgende Beweis verwendet die selben Argumente, wie der Beweis von Theorem

5.2 in [27].

Zunéchst gelte Iy = [k] und Iy = (). Mit Lemma der Voraussetzung (3.4.11) und der

Dreiecksungleichung erhalten wir fiir (1, ..., zx, (mij); jep) € U

¢ < EB[f (E@iiepy) = FEN Zor,on = (Mig)i jepm]|

J|
o 5 B[V = i)
0#£JClk]

= Z ) [ |(iﬂlj )ied ’Zﬂm,...,zk:(’mij)m-e[k}”.
0#JCk]

Folglich existieren eine Menge () # Iy C [k] und eine messbare Menge V' C U mit
ol _ ¢
E[AE) ety V2ot = (midigenn]| 2 2
fir \F @ MF fast alle (21, ..., @y, (mi))ijep) € V und

AR @ MF (U)

2
Mo M (V) > oF

Damit liefert Theorem

2

Var F > min mf{A‘Jl @M1, (V)): V c U, Ao MF (V) > A @ MF (U)/2F).

U AN

(3.4.12)

Im Weiteren seien die Mengen Iy, s C [k] mit Iy U Iy = [k]| beliebig. Mit der Dreiecks-
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ungleichung und Voraussetzung (3.4.11) folgt die Existenz einer messbaren Menge U C U
mit

ELf Eicr,) = FEN Zaor o = (i) jem] | =

N O

fiir \F @ M*-fast alle (z1,..., 2, (mz‘j)z’,je[k}) e U und

E[f (Ewiicr,) = F N Zar i, = (Mig)i e ]| =

N O

fiir Ak @ MF*-fast alle (1, T, (Mig)i ) € U\ U. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit
gelte A\F @ MF*(U7) > Ak @ MF* (U) /2. Mit (3.4.12) folgt

2 ~ ~
Var F > (fﬁj i inf (A @ MI7P(I1,(V)) : V c U, N @ M¥ (V) > AF @ MY (07)/2%)
C

2
¢ J J)? . k k2 k K2 k41
> g i, i T @ MUEAL (V) 1V C U AR e ME (V) 2 X o M ()28,
was den Beweis beendet. O

3.5. NORMALAPPROXIMATION

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Verallgemeinerung von Theorem [2.2.2]iiber Normalapproxima-
tion von Poisson-Funktionalen auf Funktionale eines paarweise markierten Poisson-Prozesses.
Dazu verwenden wir die Konstruktionen und Bezeichnungen der vorangegangenen Abschnitte.

In der folgenden Definition werden die Gréflen eingefiihrt, welche im anschlieBenden Theorem
dazu dienen Schranken fiir die Wasserstein-Distanz d; und die Kolmogorov-Distanz dx zwischen

einer normalverteilten Zufallsvariable und einem Funktional aus L¢ angeben zu konnen.
Definition 3.5.1. Fiir F' € L¢ seien

1/2
B(02, 0, )2 (82,0, )] N, o, 0)|

1,23 2,23

ni=z| [ []E(AMFV(AIQF)?] "le

o= | [ B2, 82, P X 22 20)]|

1= [EIAFPAda),

wwim g EBF [ B A,

oom | By An)]

i | [[ofE@am] @2 L] v L m)'] A2<d<x1,w2>>]1/2.

Das folgende Resultat zur Normalapproximation von Funktionalen eines paarweise markierten

Poisson-Prozesses bildet das Fundament der zentralen Grenzwertsatze im RCM.
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Theorem 3.5.2. Es sei F' € L¢ mit EF = 0, Var(F) = 1 und EF* < co. Weiter seien

angenommen s, Ye < 00,

/ [E(AIIF)‘*]‘I‘[E(AMF)‘l]‘I‘[E(M F)‘*F[E(AQ F)4F)\3(d(x1,x2,x3))<oo (3.5.1)

x1,T3 2,23

und
/{E(Aing)‘lr{E(AQ F)*]? X (d(ar, 22, 23)) < oo, (3.5.2)

x2,T3

Dann gelten
di(F,N) <y +7+7 und  drg(F,N)<y1+7v2+73+7+ 7 + 6.

Fiir den Beweis von Theorem benotigen wir folgendes Lemma.

Lemma 3.5.3. Es seien Y, n € N und Y Zufallsvariablen in L*(P) mit Y,, — Y in L*(P)

fiirn — oo und N eine standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann gelten
di(Y,N) §linn_1>gfd1(Yn,N) und drx(Y,N) Sl%?l}}.}de(YmN)'

Beweis. Die Dreiecksungleichung, die Monotonie des Erwartungswerts, die Lipschitz-Eigenschaft

und die Ungleichung von Cauchy-Schwarz liefern fiir die Wasserstein-Distanz fiir n € N

dl(Yv N) < dl(Yv Yn) + dl(Yna N)

= sup |ER(Y)—Eh(Y,)|+ di(Yn, N)
heLip(1)

< sup BIR(Y) — h(Ya)| + di(Ya, N)
heLip(1)

< E|Y = Y|+ di(Ya, N)
< AE|Y = Y, |2 + dy(Yy, N).

Mit der Voraussetzung Y,, — Y in L?(P), fiir n — oo, folgt die Aussage fiir die Wasserstein-
Distanz.

Um die Aussage fiir die Kolmogorov-Distanz zu zeigen, sei ¢, := E|Y — Y,|? fir n € N.
Wegen der vorausgesetzten L?-Konvergenz gilt ,, — 0 fiir n — oco. Es sei t € R. Wir schiitzen
im Folgenden die Differenz P(Y < t) —P(N < t) nach unten und oben ab. Bei der Abschétzung

nach oben erhalten wir fir n € N

P(Y <t)—P(N <t)
P{|Y = Y| <ei/?} n{Y <t} U{]Y = Yo| > e)/*} n{Y < t}) —P(N < 1)
(Vo <t 43 +P(Y — Yo > e/?) —P(N <1)
(Y, <t 4e/3) —P(N <t+e3) +P(|Y = Y, | > e/3) + P(V <t + /%) —P(N < t)

<P
P
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1/3
en En

<dg(Yn,N)+ + — =,
%/3 \ 21

wobei im letzten Schritt die Markov Ungleichung verwendet wurde. Anstelle P(Y < ¢)—P(N < ¢)
nach unten abzuschétzen, schitzen wir P(N < t) — P(Y < t) nach oben ab. Fir n € N gilt

P(N <t)—P(Y <t)
<SP(N <) -P{Y <t} n{]Y - Yal <&/*})
<P(N <t)—P({Y, <t+el2An{|y —v,| </3))
<P(N <t) —P(Y, <t+e?) + P(|Y = Y,| > /3
=P(N <t)—P(N <t+e3) +P(N <t+elf?) —P(Yn <t +elf?) +P(|Y — Yo| > £l/?)
< dic(Ya, N) + 75,
En

wobei auch hier im letzten Schritt die Markov Ungleichung verwendet wurde. Insgesamt folgt
firneN
IP(Y <t)—P(N <t)| < dg(Yn, N) + 243,

Die Grenzwertbildung n — oo und das Bilden des Supremums iiber alle ¢ € R liefern die

Behauptung. O

Beweis von Theorem[3.5.2. Zunéchst seien A(X) < oo und F als beschrinkt angenommen.
Weiter seien f ein Représentant von F' mit || f|lecc < 0o und £ > 0. Die Gleichung liefert
Fe f(n*) mit f¥ := foT. und der messbaren Abbildung 7. aus (3.3.2). Im Folgenden
ist es das Ziel die Theoreme 1.1 und 1.2 aus [27] auf das Poisson-Funktional F} := fZ(n*)

anzuwenden. Die dazu benétigte Integrabilitdtsvoraussetzung

/ / E(D(y ) F2)? Q(dy)A(dz) < o0

ist wegen || f]lco < 00 und A(X) < oo trivialerweise erfiillt. Somit liefern die Theoreme 1.1 und
1.2 aus [27]

3
d(FL,N) <Y vi(e)  und  dg(FEN) <) 9i(e),
=1 i

wobei

1
116 i=2| [ s P2V Doy F2)

=

1
* 2 * 2 2
X [E(D%xl,yl),(xg,yg)Fs ) (D(ng,yg),(zg,yg)Fe ) } ’ @3(d(y1, Y2, y3))>\3(d(9€1, T2, 553))] s

1
2

* s\ 2 s\ 2
’72(5) = |:/E(D(2331,y1)7(333,y3)F5) (D(QxQ,yg),(x:g,yg)FE) Q3(d(y1,y27y3)))\3(d(1‘1,$2,$3)):| ’

() = [ EIDy PP QU A@),



3.5. NORMALAPPROXIMATION 47

/ 6 [E(D(m,yl)F:)ﬂ % {E(D%ﬂfl,yl)7($2vy?)F:)4] %

=

4
+ B (D, 1) ) F2)' | Q0,10 NP (A1, )

Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz liefert ~;(¢) < 7;(¢) fir i € [6], wobei

51(6) = 2| [ [BD(e ) 22Dy 7]’

S

1

) 2] 2
X |:E(D(2$1,Y1),(333,Y3)F€) (D(2x2,y2),(x3,Y3)Fe) }2 )\3(d(x1,x2,x3))] )

2

%\ 2 %\ 2
- [/E(D(%El,Y:[),(Cﬂg,,Yg)Fa) (D(Q:EQ,YQ),(QZ;;,Y:),)FE) A3(d(x17aj27a:‘3)):| )
7() = [ EID@y P2 Mda),

3
4

Ta(e) = 2[EF*ﬁ [ [E@enF)] A,

)

I
[ —
—
[N

/E ) B2 A (dz)

/ {6 Dz v1) *)4}

o4
+ 3E(D(x1 i), (2, va) B2 ) } )\Q(d(xl,ﬂ?z))]

1
2

=

2 \ 4
{E(D(xlzyl)v(xz,Yz)Fs) }

[

1
2

Es folgen
3 6
< Z Fi(e) und dg(F, Z
=1 =1

Damit bleibt fiir i € [6]
’%(6) — Vi fire — 0

zu zeigen. Dazu sei i € [6]. Wegen (3.3.10)), (3.3.11) und || f|l« < oo konvergiert fiir & — 0

der Integrand von 4;(¢) fast iiberall punktweise gegen den Integranden von ~;. Da wegen

I fllo < oo der Integrand von ~; auflerdem beschrénkt ist und A(X) < oo vorausgesetzt wurde,
liefert das Theorem von der majorisierten Konvergenz die gewiinschte Konvergenz 7;(¢) — v,
fiir e — 0.

Im néchsten Schritt gelte weiterhin A(X) < oo, jedoch ohne Voraussetzungen an das

Funktional F. Fir n € N seien

Fo=1{F>nin+1{-n<F<n}F-1{F < —n}n
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und f, ein Repréasentant von F;,. Mit dieser Definition gilt P-fast sicher F;,, — F' fiir n — oo.
Fir ¢ € [6] und n € N sei v;,, definiert wie ;, wobei F' durch F,, — EF,, ersetzt ist. Da
die Differenzenoperatoren linear sind und auf konstanten Funktionalen verschwinden, gelten
insbesondere Ay (F,, — EF,) = Ay F, und A2 (F, —EF,) = A2 F, fir z,21,27 € X und

n € N. Dies vereinfacht die Grofien 7; ,,, ¢ € [6], n € N. Beispielsweise gilt fiir n € N

2 211/2 2 2/A2 211/2 3 2
m,nzz[ [ B R @nr)?] T2, L, F) (82, B XA o,ms)

Fir z, 21,22 € X und n € N gelten
[AcFo| < [fu(&a)| + | fn(E)] < [f (&) + ()] = |AcF + F| + [F| < [A F| +2[F|  (3.5.3)

und

A2, 2o Fal < |fal€arwa)| + fa(€a)] + | Fa(€as)l + [ fn(E)]

< f(Garw) |+ 1 f(Ea) + [f (Ca2)| + £ ()]
=|A2  F+ A, F+ Ay, F+F|+|Ay F+F|+ |AyF + F| + |F|

1,2

< |AZ L F| 42|80, F| +2|Ay, F| + 4| F|. (3.5.4)
Diese Abschitzungen, zusammen mit A\(X) < oo, EF* < oo und den Voraussetzungen
V5, V6 < oo liefern integrierbare obere Schranken fiir die Integranden in i ,,...,7 . Au-
Berdem konvergieren die Integranden in 71 ,,...,%,, flir n — oo A-fast {iberall gegen die
Integranden in 71, ..., g, wobei auch hier die Schranken und und majorisierte
Konvergenz (fiir die Erwartungswerte) zum Einsatz kommen. Wegen EF* < oo und |F},| < |F|
P-fast sicher (fiir alle n € N) gilt F},, — F in L*(P) fiir n — oo, was Jim E(F, — EF,)* =EF4
und schliellich

lim ;=7

n— oo

nach sich zieht. Weiterhin erhalten wir Var F,, — VarF = 1 fiir n — oo. Fiir n € N mit

Var F}, > 0 definieren wir
~ F,—EF,

F, = W.
Es gilt F,, — F in L*(P) fiir n — oo. Auf das Funktional F, kénnen die Abschéitzungen fiir
beschrénkte Funktionale aus dem ersten Teil des Beweises angewandt werden. Schlieflich liefert
Lemma [3.5.3| die gewiinschte Aussage im Fall A(X) < oo.

Es bleibt der Fall A(X) = oo (ohne Voraussetzungen an F') zu betrachten. Sei hierzu (A )nen
eine Folge aufsteigender Mengen in X mit A(4,) < oo, n € N, und U;2; 4, = X. Weiter
sei A,, n € N, die kleinste o-Algebra auf N(ALQ} x M), so dass fiir jede messbare Menge
B c AP x M die Abbildung

N(ART x M) 3 o+ u(B)

messbar ist. Folglich ist die o-Algebra, welche von (J;2; A,, erzeugt wird, gleich der o-Algebra
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N (XEl x M), vergleiche (2.1.1).
Fiir n € N gibt es eine messbare Abbildung

T N(AZ x M) x N((45)% < M) x ¥ - N(XZ x M),
so dass fiir m € Ng und 1, ...,2m € A, ein M € Y existiert mit
£$1,---axm = Tn <§x1,...,xm N (A[T?] X ]‘\/’[)7E N ((Afl)[m X M>7M>

Die Abbildung 7,, versieht Punktpaare aus 7z, . 2, N A, und n N A7, dabei mit Marken
aus M. Wir beschreiben ihre Wirkung indirekt, indem wir schildern, wie die Doppelfolge
M aus &x1,...zm gewonnen werden kann. Es seien 4,7 € N. Zunédchst werden die Punkte in
Ner,oam (1 Ap und 7 N AS geordnet. Dies kann beispielsweise wie im Beweis von Theorem
geschehen. Unter der Annahme, dass 7, .. 2,, N A, mindestens ¢ Punkte enthalt, sei Mi,j
diejenige Marke aus M, welche zum Punktpaar bestehend aus dem i-ten Punkt aus nN A,
und dem j-ten Punkt aus n N A¢ gehort. Gilt 7(A,) < 4, so sei M; ; ein zufilliges Element in
M mit Verteilung M, das unabhédngig von allen anderen auftretenden Zufallselementen ist.
Damit héngt T;, weder von m noch von z1,...,z, ab. Nach Konstruktion des RCMs sind
die Zufallselemente &, . 5, N (AL2 I M), €N ((A‘;L)m X M) und M stochastisch unabhéngig,
wobei M die Verteilung Q besitzt. Damit folgt

E[f (Exy,veoiom) [AR] = fr (o N (A x M)

mit
Fulre) = B[ (T (1€ 0 ()% x M).Y)) [ 4], e N(AE < M),

wobei ¢ eine unabhéngige Kopie von ¢ ist und Y eine Q-verteilte Zufallsvariable ist, welche

unabhingig von € und ¢ ist. Wir definieren das Martingal
FT'L = E[F‘An], n ec N,

fir welches F,, = f, (&N (A,LL2 V% M)), n € N, gilt. Im Laufe des restlichen Beweises sei stets
n € N. Fiir z € X gilt

Ful&a 0V (A x M) = fo (6N (A x M) = E[£(&)]An] — E[£(£)]An]

E[A;F| Ay

und analog fir x1, 29 € X

fo(€ar s N (AR X M) = fi (€, 0 (AR X M) = fi (€, 0 (AR x M) + fu (€0 (AT % M))
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E[f(§$17$2) - f(gm) - f(gm) + f(§)|~’4n]
E[AZ , F| A

1,72

Wir kénnen F, als ein Funktional von £(™ ansehen, wobei £ die paarweise Markierung
(mit Markenverteilung M) eines Poisson-Prozesses mit Intensitatsmafl A|4, ist. Fir m € N

und x1,..., T, € A, bezeichnen wir mit Al F, den m-ten Differenzenoperator dieses

s L

Funktionals. Dann gilt fir m € N und x1,...,2, € A,

(n) 4
(g(xi)iEI)IC[m] - (g(xi)iel A (Ag] X M))Ic[k}‘

Damit folgt fiir o1, x0,x3 € A,

((A$iFn)’iE[3]7 (A%xi,wj)Fn)@je[?)]’i#j) i ((E[szF’An])zeB]v (E [Aii,x]—F ’ ATL])Z‘JG[?,LZ‘?&]‘)
(3.5.5)
Die Ungleichung von Jensen liefert EF* < EF*. Es folgt mit Korollar 7.22 und Theorem
7.23 in [24] F,, — F in LY(P), fiir n — oo. Fiir i € [6] sei 7;,, analog zu ~; definiert, wobei F
durch F,, ersetzt und stets beziiglich \|4, integriert wird. Weiterhin kann (3.5.5) verwendet
werden, um 7; , zu vereinfachen. Beispielsweise gilt damit fiir z1, 22,23 € X
1/2

1n = 2| [ (B FLA) B FLA) P [BEIAL o F | ALY B[A2, . F | Ad))]

1/2
X (A, )* (@)

Fiir die Groflen v2p, . . ., 76,» kann analog argumentiert werden. Die Ungleichung von Jensen

liefert fir z,x1,29 € X und p € [1, 00)

E[E[AF|A]” <E|AFP und  E|E[AZ ., F | A" <E|AZ ., FI, (3.5.6)

T1,T2

womit wir integrierbare obere Schranken fiir die Integranden von v3, ..., 76, erhalten. Fiir

x1,x2,x3 € X folgt mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und (3.5.6)
2 2 1/2 1/2
E(E[As, Fl A (B[Az, FIAL) < [E(A0, F)Y] ' [E(A,F)],

1,23 2,23 1,3 2,23

E(E[A2, , F | An])* (E[A2 F|An])2§{E(A2 F)ﬂl/z[IE(A? F)4}1/2'

Dies liefert, zusammen mit den Voraussetzungen (3.5.1) und (3.5.2), integrierbare obere
Schranken fiir die Integranden von 7, und 72,. Wiederum folgt mit Korollar 7.22 und
Theorem 7.23 in [24] fiir A-fast alle x € X

E[AF|A,] — AF  in LY(P),  fiir n — oo,
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und fiir A\2-fast alle (21, 12) € X2

E[A2 | F|A,] — A2 F  in L*P),  fiir n — oco.

xr1,T2 T1,T2
Somit konvergieren die Integranden von 71 y,...,7, fir n — oo A-fast iiberall gegen die
Integranden von 71, ..., 7. SchlieBlich liefert majorisierte Konvergenz lim, o v, = 7 fiir

i € [6]. AuBerdem gilt Var F,, — Var F' fiir n — oo. Gilt Var F,, > 0 (in Abhéangigkeit von

n € N), so sei
- F,-EF,

F, = —.
v/ Var F,,

Wegen A| 4, (X) < oo erhalten wir mit den bereits gezeigten Aussagen aus dem zweiten Teil des
Beweises entsprechende Schranken fiir das Funktional F},. SchlieBlich beendet eine Anwendung
von Lemma den Beweis. O

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung von [27, Lemma 4.2] und erlaubt uns das

vierte Moment, welches in der Grofle 4 auftritt, abzuschétzen.

Lemma 3.5.4. Sei F € L¢ mit EF =0, Var(F) = 1 und EF* < co. Dann gilt
1/2 ?
EF' < max{zsﬁ[ / E(A,F)]Y A(dx)] 4 / E(A,F)* A(de) +2}.

Beweis. Der Beweis wird analog zum Beweis von [27, Lemma 4.2] gefithrt. Zunéchst folgt mit

der Definition des Differenzenoperators
A (F?) =2FA,F + (A F)?,  zeX.

Die Ungleichung von Poincaré aus Theorem (angewandt auf F2), die obige Formel und

die Ungleichung von Cauchy-Schwarz liefern weiter

EF?* = Var F? + (EF?)?
= Var F? + 1
< [B@.(F)* M) + 1
- / EQ2FALF + (A, F)?) A(dx) + 1
< / (SEF2(A,F)? + 2E(A, F)Y) A(dx) + 1

< 8(EF4)1/2/ (E(ALF))Y? A(dz) + 2/E(AxF)4A(dx) +1

< max{lG(IEF4)1/2 / (E(A, )2 \(da), 4 / E(A,F)* A(dz) +2},

womit die gewiinschte Ungleichung folgt. O






KAPITEL 4

DAS KLASSISCHE RCM

Wir 16sen uns vom allgemeinen Rahmen von Kapitel [3| und betrachten nun das klassische RCM
I',(n) in RY (fiir ein d € N). Dazu seien X = R? und 7 ein stationérer Poisson-Prozess in
R? mit Intensitét 8 > 0. Folglich ist das Intensititsma8l von n durch X\ := S)\; gegeben. Als
Relation < wird die lexikographische Ordnung auf R% verwendet. Auch die Voraussetzungen
an die (symmetrische) Verbindungsfunktion ¢: (R%)? — [0, 1] werden verschérft. So nehmen

wir an, dass ¢ invariant unter Translation ist, was

80(1:7y)290(07y_x)7 $7y€Rd7

bedeutet. Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir ¢ := ¢(0, ). Somit betrachten wir ¢
fortan als Funktion von R nach [0, 1]. Da die Verbindungsfunktion urspriinglich als symmetrisch
angenommen wurde, gilt ¢(z) = p(—z) fiir alle z € RY. Wir definieren my, := [ ¢(z) dz und
nehmen im Folgenden stets

0<my, < oo (4.0.1)

an. Unter Verwendung der Formel von Campbell (Theorem [2.1.2)) erhalten wir fiir einen
deterministischen Punkt z € R? im Modell I', (1)

Edeg(z, Ty(,)) =ES 1{z >y in To(na)} =E Y p(y — ) = 6/90(24 — z)dy = Bm,.
yen yen

Somit entspricht m, (bis auf den Faktor ) der mittleren Anzahl von Nachbarn, die ein
deterministischer Punkt besitzt, welcher dem Modell hinzugefiigt wurde. Die Voraussetzung

(4.0.1) stellt daher sicher, dass diese mittlere Anzahl positiv und endlich ist. Tatséchlich besitzt

deg(z,T', (1)) eine Poisson-Verteilung, was Gegenstand der folgenden Proposition ist.
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Proposition 4.0.1. Es gelte (4.0.1). Dann gilt fir allen € N und x € R

n n
m
L e=Pme,
n!

P(deg(%rs@(%)) = n) -

Beweis. Fiir gegebenes € R? konstruieren wir eine geeignete Markierung des Poisson-
Prozesses 7, um in Verteilung die Nachbarn von x in I',(7;) zu erhalten. Dazu sei (Y,)) ein
messbarer Raum, wobei Y := {0, 1} gelte und ) die Potenzmenge von Y sei. Weiterhin sei
K:R?x Y — [0,1] ein Ubergangskern mit

K(z,0):=0, K(z,Y):=1, K(z{1}):=¢(x—2), K(z,{0}):=p(x-=2)

fiir z € R?. Werden die Punkte von 7 mit K markiert, so erhalten wir mit [28, Theorem 5.6]

einen Poisson-Prozess mit Intensitdatsmafl A ® K, wobei
(A K)(C) = 5//1{@, y) € C} K(z,dy)dz, C C R x Y messbar.

Dabei sind die Punkte mit Marke 1 (in Verteilung) die Nachbarn von z in I', (7). Wir erhalten

pm

P(deg(z, Ty(n2)) = n) = ;(5/90(33 - 2) d2>nexp ( - ﬁ/so(:v —z) dz) = J@fﬁmw,

n!
was den Beweis beendet. O

In den kommenden Abschnitten dieses Kapitels betrachten wir die Anzahlen endlicher Kom-
ponenten einer bestimmten Form oder Gréfle. Wir verwenden insbesondere unsere allgemeinen
Resultate aus Kapitel 3| um in den Abschnitten [4.1 und |4.2|die asymptotischen (Ko-)Varianzen
dieser Zéhlgrofien zu untersuchen und (quantitative) zentrale Grenzwertsétze zu zeigen. In
Abschnitt prasentieren wir auflerdem einen zentralen Grenzwertsatz fiir die Gesamtzahl
aller endlichen Komponenten. Abschliefend beschéaftigen wir uns in Abschnitt mit der
Anzahl aller Knoten eines bestimmten Grades. In Anlehnung an die Methoden und Ergebnisse
aus den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels, zeigen wir auch fir diese Zahlgrofie eine

Varianzabschétzung und einen quantitativen zentralen Grenzwertzsatz.

4.1. ASYMPTOTISCHE KOVARIANZEN

Im ersten Resultat dieses Abschnitts betrachten wir zwei RCMe parallel, welche jeweils auf den
Punkten aus n basieren, aber unterschiedliche Verbindungsfunktionen, ¢ und 1, verwenden.
Dabei gelte punktweise fiir die Verbindungsfunktionen ¢ < ¢, was dafiir sorgt, dass die beiden
Modelle gekoppelt sind, wie im Anschluss an Korollar beschrieben. Das nachfolgende
Theorem liefert eine Formel fiir die asymptotische Kovarianz zwischen den Funktionalen 7, ¢
und 7y g (siehe Definition in ), wobei G und H endliche und zusammenhéngende
Graphen sind.
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Theorem 4.1.1. Es seien k,l € N, G € Gy, und H € G;. Weiterhin gelte (4.0.1) und es sei

¥ eine Verbindungsfunktion mit ¥ < . Dann existiert der Grenzwert

_ Cov(nya(A), my,H(A))
S WY :

und ist gegeben durch

fChRN /pw,G(O, T2y k)P, H (Tt 15 - - s Tl ) Qe Loy (T2 - -5 Tigr) A2, o Tpgy)

k= Z}ﬁk/n{o Sy < <P an)) = G, Ty({an, ... ap)) ~ H)

k
X €xp [5/ (H@(mz - y) - 1) dy‘| d(x27 .. '7'%.]6)7
i=1
wobei 1 := 0 und fiir xo, ..., Tpp € RY
k+l k K+l
Tt (T2, - - - Tl H II @i — =) exp lﬁ/ <H90(=Ti —y) [ ¥ —y) - 1) dy}
i=1j=k+1 i=1 j=k+1
k-t
—exp[ /(Hso - —l)dy+B/< I o —y)—l)dy]
j=k+1

Fiir den Gilbert-Graphen, das heifit ¢(z) = v (z) = 1{|z| < r}, z € R?, fiir ein > 0, sind
Formeln fiir asymptotische Kovarianzen (in Entsprechung zu Theorem in [37, Proposition
3.8] zu finden.

Beweis von Theorem[{.1.1. Fiir den Beweis gelte stets x1 := 0. Weiter sei A € K. Mit der
Definition in (3.2.2) und wegen der Translationsinvarianz von ¢ gilt fiir y, y1, ..., yx € RY

Po.cWs- - uk) = Wy < - <y }P(Co({yr, - ye}) = G)
=Wy —y < <y —yPCe({y1 —y, . s —y}) = G)
=poc(1 =Y, Uk — Y). (4.1.1)

Die obige Gleichung gilt in analoger Weise fiir py, . Proposition die vorangegangene

Uberlegung und die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes liefern

Eng,c(A)ny,u(A) = 5k+l/ H{z e A 2+ a1 € Aypyo (0,22, ., 28) Dy, o (Tht1, - - 5 Thopt)

ot k o
XH II o@i—=; eXPl /(HSO(J%—@/) I1 ¢(9€j—y)—1> dy] dzd(zo, ..., Tk11)
i=1 j=k+1 i=1 j=kt1

k= z}ﬁk/ 1{z € AYP(T,({0, 22, ..., 2x}) = G, Tp({0,22,...,24}) = G)

k
x 1{0 < xy < --- < 23} exp lﬁ/ <Hg0(xi—y)—1> dy] dzd(zs, ..., zk).

i=1
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Analog liefert Proposition

Enp.c(A)Eny, n(A) = 5k+l/ I{z €A, z+ap41 € A}ppc(0, 22, ..., 2k)Dy H (Tht1s - - - Thot)
k

Rl
X exp [B/(H@(mi—y)—g dy—i—,B/( H w(xj—y)—l> dy] dzd(ze, ..., Tk4)-

i=1 j=k-+1

Insgesamt folgt

COV(T]%G(A), Th/,’H(A)) = Enwyg(A)T]w,H(A) — Emp,G(A)EndJ,H(A)
= g / Ad(AN (A= 241))Pp,c (0, 2, s X))y, 1 (Tht1, - - - s Thtt)
X q]f,l7<,07’l/1(x27 ey (lI]chl)d(fL’Q, ceey J:k:Jrl)

1k = l}Ad(A)B’“/IP’(F@({O, Loy ai)) = G Typ({0, 29, .. ax)) = H)
k

x 1{0 < 29 < --- < x1} exp [ﬂ/ (H olx; —y) — 1) dy} d(z2,...,25). (4.1.2)
1=1

Fir n € N definieren wir
L, :={(i,j) € [n)*:i < j} (4.1.3)

und

L, ={ICl,:|I| =n—1 und fur alle ¢,j € [n] mit i # j existiert ein v € [n — 1]
und paarweise verschiedene ly,...,l, € [n] mit lp =14, [, = j

und (Iy—1,0m) € I oder (I, lm—1) € I fiir alle m € [v]}. (4.1.4)

Aus Sicht der Graphentheorie enthélt die Menge Z,, alle Kantenmengen von Badumen mit den
Knoten [n]. Der einzige technische Unterschied besteht darin, dass die Mengen aus Z,, aus
Tupeln und nicht aus zweielementigen Mengen bestehen.

Da der Integrand des zweiten Summanden aus durch die Wahrscheinlichkeit, dass

der Graph I',,({0, 2, ..., 21 }) zusammenhéngend ist, beschrénkt ist, erhalten wir

/Z [I e(xi—ap)ds, ... o) = |Telm

1€y, (i,5)el

als obere Schranke fiir das entsprechende Integral. Um die obige Gleichheit einzusehen, kann
fir jeden Baum ([k], I), I € T, jeweils schrittweise iiber seine Blétter integriert werden. Damit
ist die Endlichkeit des Integrals im zweiten Summanden aus gezeigt.

Fiir jedes 2 € R? gilt

MAN(A—2)) | _ M(A\(A-2)) Aa(ly € A:d(y,04) < |z]})

Ad(A) Ad(A) - Ad(A)
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Mit [21} (3.19)], der Steiner-Formel (siehe Abschnitt und [21, Lemma 3.7] folgt

Ma({y € A:d(y,04) < |2[}) _ Aa(A+ B0, |z) — Aa(A)
Aa(4) - Ad(A)
d—1 ) — d
S Zﬁd—ikﬂdiz i Z K z‘x|d 7 (Z)Ci‘_z
=0

=0

Dabei bezeichnen Vp, ..., V;_1 die inneren Volumina, siche Abschnitt Insgesamt folgt

. A(AN(A—2x))
lim
r(A)—oo )\d(A)

=1. (4.1.5)

Die Grenzwertaussage (4.1.5) kann beispielsweise auch in [21] auf Seite 88 gefunden werden.
Wir zeigen abschlieBend die Integrierbarkeit der Funktion

h($27 s )xk-‘rl) = pg&,G(Ov €2, ... )xk)pw,H(xk-f—l) B xk+l)|Qk,l,<p,¢(:’U27 s 7$/€+l)’7
To, ..., Tpy € RY (4.1.6)

um im ersten Summanden der rechten Seite von (4.1.2)) majorisierte Konvergenz verwenden zu
konnen, was den Beweis beendet. Zur Vereinfachung setzen wir im Folgenden 5 = 1 voraus.

Fir yi,...,y, € R? gilt

Poc(yis - yk) SPTe({y1,- .-, yx}) ist zusammenhingend) < Z H o(yi — y5)

und analog fiir y1,...,y; € R?

Po.HWL -5 y) < P(Cy({y1, ..., u}) ist zusammenhéngend)

Z I vwi—v) <> TI ewi—w)

IeT, (i,5)el IeT,; (i,5)el

Fiir reelle Zahlen a,b,c € R mit |b| <1 gilt die elementare Ungleichung

lab—c|=1l(a—1)b+b—c| <|blla—=1|+|b—c|<|a—1|4+|b—|.

Es seien o, ..., 254 € RE Unter Anwendung der vorangegangenen Ungleichung folgt
k+1
|Gkt (T2, s 2q)| < H II o= -1
1=1 j=k+1
k k+l1 3
expl/(H -y) 11 w(l’j—y)—1>dy]
=1 j=k+1

(4.1.7)

k k-+l _
—@@[/(H@(y—xiH 11 ¢(y—$j)—2>dy1-

i=1 j=k+1
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Weiter gilt fiir alle n € N und ay, ..., a, € [0,1] die Ungleichung

1—H 1—ay) gzn: (4.1.8)

was sich leicht mit vollstdndiger Induktion begriinden lasst. Mit Verwendung der Lipschitz-
Stetigkeit der Funktion [0,00) 3 t — e erhalten wir fiir reelle Zahlen a,b € R mit a < b die
Ungleichung

le™@ — e < |a—bl.

Aus der Kombination der beiden vorangegangenen elementaren Ungleichungen und (4.1.7) folgt

ko kel
|Gt (@2s - aug ) S>> plai — )
i=1 j=k+1
k k-t k kel
| f (Tt T bt -0~ Tat-m0 -~ T1 -2 1)
i=1 j=k+1 i=1 j=k+1
ko ket kot
=" > olw — ) |/(1—H<,0 —ajz><1— I ¥ —x]>
i=1 j=kt1 j=k+1

Eine erneute Anwendung der Ungleichungen (4.1.8) und ¢ < ¢ liefern
ko ket K+
|Gk 1o (X2, - - - Thyt)] Z Z p(x; — x; +/ <Zs0 — ) ( > sO(y—fL’j)) d

Insgesamt folgt die Integrierbarkeit von h, falls fir alle i € [k], j € [k + 1]\ [k], I € Z) und
J € Z; sowohl

/gp(aﬁi —xj) H (T — ) d(xa, ..., Tpyy) < 00 (4.1.9)
(m,n)eIU{(j1+k,j2+k):(j1,52) €T}
als auch
/ o(y—x;)p(y—;) H O(Tm—xp) d(ze, ..., z54) dy < 0o (4.1.10)

(m,n)ETU{(j1+k,jo+k):(51,52) €T}

gelten. Die Integranden der linken Seiten von (4.1.9) und (4.1.10) beschreiben jeweils eine
Baumstruktur. Fiir jede dabei auftretende Integrationsvariable existiert ein Faktor der Form
©(...), iber welchen (in der richtigen Reihenfolge) integriert werden kann; beginnend mit den
Bldttern des Baumes. Damit folgt, dass die linke Seite von (4.1.9) gleich mfzﬂfl < oo und die
linke Seite von (4.1.10) gleich m];’;” < o0 ist. Dies beendet den Beweis. O

Bemerkung 4.1.2. Mit der Formel aus Proposition [3.2.1] der Gleichung (4.1.1) und der
Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles erhalten wir die Stationaritidt des Prozesses 7, ¢ fiir
G € G, wobei die Definition von Stationaritdt im Anschluss an Theorem zu finden ist.
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Fiir ein k € N und eine messbare Menge A C R? ist die Anzahl der k-Komponenten n,, ;(A)
in A gleich der Summe iiber alle 7,c(A), G € Gy, also

N k(A) = Z N, (A).
GeGyg

Damit erhalten wir aus Theorem und der Bilinearitédt der Kovarianzfunktion das nachfol-

gende Korollar.

Korollar 4.1.3. Es gelte 1' und es sei P eine Verbindungsfunktion mit ¢ < . Dann

existiert fir alle k,l € N der Grenzwert

(k.0) _ Cov(nek(A),myi(A))
= 1
O-Sp’w r(Al)Igoo )\d(A)

und ist gegeben durch
Bk‘H /p%k((), T2, .., Th) P (Tt 1y - - - s ﬂsz+l)Qk,l7<p,w(332, cos i) d(ze, . Tpay)
k
+1{k =1}p* /pw,k(O,CU% cey Tk) €XP [5/ <H o(xi —y) — 1) dy] d(zz,...,zp)
i=1

mit 1 := 0 und der in Theorem definierten Funktion qi .-

Im Spezialfall der isolierten Knoten (kK = [ = 1) und ¢ = 9 wurde die Aussage von
Korollar auch in [4, Lemma 3.3] gezeigt. Das genannte Lemma stellt jedoch stérkere
Voraussetzungen an die Verbindungsfunktion. Aulerdem erhalten wir mit Hilfe von Theorem
und dem vorangegangenen Korollar schwache Gesetze grofler Zahlen.

Anstelle weiterhin nur Graphen einer bestimmten Form oder Grofle zu zéhlen, betrachten
wir im Folgenden eine Linearkombination von Anzahlen von Graphen. Dazu sei fir m € N,
G=(G1,...,Gp) € Ggwé und a = (ay,...,ay) € R™

Sea,c(A) = Z aine,c;(A), A € Bg beschrankt. (4.1.11)
i=1

Folglich ist S, q,c(A) die gewichtete Summe von denjenigen Komponenten aus I',(n), die
isomorph zu einem der Graphen G1,...,G,, sind und deren lexikographisches Minimum in A
liegt.

Der restliche Abschnitt dreht sich ganz um den Beweis des folgenden Theorems, das die

Positivitat der asymptotischen Varianz von S, , ¢ zum Gegenstand hat.

Theorem 4.1.4. Es gelte (4.0.1). Dann gilt fir alle m € N, G = (G1,...,Gn,) € Ggﬁé und
a=(ay,...,am) €ER™ mita#0

Var Sp.0,6(A4) = Z ;04 (Gi, Gj) > 0.

i,j=1

lim
r(A)—oo Ad (A)



60 KAPITEL 4. DAS KLASSISCHE RCM

Nachfolgendes Korollar ist eine direkt Folgerung aus Theorem [4.1.4]
Korollar 4.1.5. Es gelte (4.0.1)).

(a) Fir allem € N und G = (G1,...,Gn) € GZ“# ist die Matriz (04.,(Gi, Gj))ijepm) positiv
definit.

(b) Fiir alle m € N und paarweise verschiedene ki, ..., ky, € N ist die Matrix (agff;g’kj))ije[m}

positiv definit.
Das folgende Korollar zu Theorem stellt sicher, dass fiir A € K¢ die Varianz von

Se.a,c(A) nach unten gegen ein positives Vielfaches von A\g(A) abgeschétzt werden kann,

insofern r(A) hinreichend gro8 ist.

Korollar 4.1.6. Es gelte (4.0.1). Dann ezistiert fiir alle m € N, G = (G1,...,Gp) € Gg‘ﬁ’é
und a = (ay,...,an) € R™ mit a # 0 eine Konstante T > 0, welche von 3, ¢, a und G abhdngt,

sodass )
Var S, q,c(A 1 &
— > E a;a;o G;,G;) >0
)\d(A) =9 ol J %80( ])

fiir alle A € K¢ mit v(A) > 7 gilt.

Beweis. Angenommen, die Aussage des Korollars ist falsch. Dann existiert fiir jedes n € N ein
A, € K% mit r(A,) > n und

m

Var Sy a,6(A4,) 1
—_— - a;a;0, o(Gi, Gj).
Damit folgt
. Vars 7a’G(An) 1 -
e T S 3 2 (G )

ij=1
was im Widerspruch zur Aussage von Theorem steht. O

Fiir den nachfolgenden Beweis von Theorem verwenden wir die Beschreibung des RCMs
und die Notationen, die in Abschnitt [3.4) (vor Theorem [3.4.2) eingefithrt wurden.

Beweis von Theorem|[4.1.4. Mit Theorem [4.1.1erhalten wir direkt die Existenz des Grenzwerts,

beziehungsweise genauer

_ Var S, q.c(A) i
lim ——— 2% — a;a;04.,(Gi, Gj).
r(A)—oo )\d(A) ig'::l 14 80#,0( J)
Somit geniigt es
d
lim inf Y2 Seac(BUOT))

700 Aa(B(0,7))

Zu zeigen.
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Dazu sei fr: N((R%)? x [0,1]) — R fiir 7 > 0 ein Repriisentant von Sy, , ¢(B%(0,7)). Wei-
terhin sei 9 ein Poisson-Prozess auf R x [0, 1] x [0, 1]"*N mit IntensititsmaB SAq @ A1]jo,1) ® A,
wobei A 1= ()\1|[071])NXN. Fiir t € [0, 1] bezeichne #; die Einschrinkung von 7 auf R? x [0,t) x
[0, 1]NN AuBerdem sei

T: N(R? x [0,1] x [0, 1]N) = N((RDZ x [0,1])

die Abbildung aus (3.4.4). In der hier geschilderten Situation besitzen S, . ¢(B%(0,7)) und
f+(T'(7)) die selbe Verteilung, was es uns ermoglicht die Darstellung der Varianz aus Theorem
3.4.2| zu verwenden. Fiir p € N((R9)P! x [0,1]) bezeichne T, (1) das RCM, welches auf den
Positionen der Punkte aus p und der paarweisen Markierung 7'(x) beruht.

Es seien k := max{|G1],...,|Gm|}, Gmax €in Graph aus G mit |Gpax| = k und apax der zu
Gmax gehorende Eintrag des Vektors a. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir
Amax < 0 annehmen.

Fiir einen gegebenen Punkt (x,¢, M) € RY x [0, 1] x [0, 1]N*N definieren wir folgendes Ereignis

B(xz,t, M) := {es existieren paarweise verschiedene Punkte (z1,t1, M1),..., (xk, tg, M)
im Modell Ty (7 U {(z, ¢, M)}) mit 2, € B40,7) und z; < --- < xp,
welche in T, (7; U {(,, M)}) ohne den Punkt z eine zu Gpax
isomorphe Komponente bilden und die in T, (7 U {(x, ¢, M)})
mit & verbunden ist; ansonsten hat z in Ty (7 U {(z,t, M)})

keine weitere Nachbarn}.

Auflerdem sei E(w,t,M) C B(z,t, M) das Ereignis, dass die Punkte z,z1,...,x; auch in
fg,(ﬁ U{(z,t, M)}) eine Komponente formen.

Mit Theorem und einer Einschrinkung des Integrationsbereichs erhalten wir die
Abschétzung

Var Sy.q,6(B%(0,7)) = Var f-(T(#))
265 [ [ [REETGU L MD) - ST (Gt MDD D] o]

x A(AM)dtdz. (4.1.12)

Fiir (x,t, M) € R? x [0,1] x [0, 1]"*Nist B(z,t, M) nach Konstruktion beziiglich der o-Algebra
o (7)) messbar. Mit B(x,t,M) C B(z,t, M) folgt

Elf+(T(0 U {(z,t, M)})) = fr(T (AU {(z, t, M)} \ {2 D)0 L)
=E[f(T(U{(z,t, M)})) = fr(T0U{(,t, M)\ x5, , v |]
+E[f(T(0U{(z,t, M)}) = fr(TAH UL, 6, MID\ 2D 5, 4 vyerpasan| -
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Unter dem Ereignis B(x,t, M) fithrt das Entfernen von z aus Ty (7 U {(x,t, M)}) zu einer
Komponente, die zu Gpax isomorph ist. Ansonsten dndert sich die Anzahl der gezéhlten

Komponenten nicht. Damit erhalten wir
E[f-(T(U{(z,t, M)})) = fo(T(7 U {(2,t, M)\ Az D5, , 1] = lamax[P(B(z, t, M)|ik).

Unter dem Ereignis é(m,t, M) N B(x,t, M) kann, nach dem Entfernen von z, die Anzahl
neuer Komponenten, die isomorph zu einem der Graphen aus G sind und die Punkte x4, ..., xx
nicht enthalten, durch

deg ($’ fs@(ﬁ U {(x’ta M)})) - deg ($7f‘¥7(ﬁt U {(xat? M)}))

abgeschétzt werden. Der Beitrag dieser Komponenten (ohne x1, ..., z) auf die Differenz

fo(T(HU{(z,t, M)})) — fr(T(HU{(x,t, M)}) \ {x})

ist nach unten durch —|a|s begrenzt. Wegen amax < 0 ist ein eventueller Beitrag einer

Komponente, die aus den Punkten x1, ...,z besteht, positiv. Insgesamt folgt

E[f(T(10 {(z.t, M)})) ~ £+(TGU L, t. MID\ D50 4 srenosn ]
> —JafocB[(deg (z, T (7 U { (2, M)})) — deg (2, T U {(2,t, M)})) Loy ).

Mit der Konvention (zq, to, M) := (x,t, M) gilt wegen B(x,t, M) C B(x,t, M)

P(B(z,t, M)|7) = EME@,t,M) 9¢) 1 B (20, M)

k
_E T II{(j.t5 M) 5 (2., M) in Ty(A U {(z,t, M)})}

(z7t/7Ml)Eﬁ[t,1) Jj=0

ﬁt] LB (z,t,01)-

Es sei 7y 1) ein Poisson-Prozess in R? mit IntensitdtsmaB 5(1 — t)\g, welcher unabhiingig von
7y ist. Dann gilt mit Lemma

k
P(B(.%‘,t, M)mt) = E[ H H (,5(%'] - Z) ﬁt] ]lB(Lt,M)
2€MN[t,1) =0
k
7=0

Mit der Ungleichung (4.1.8) folgt schlieBlich

k
P(B(z,t, M)|i;) > exp < - B(1—1) / > ol — 2) dZ) LB @.tm)
=0

= exp(—=B(1 = t)(k + D)my) Lz t,an)-
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Analog zur vorangegangenen Argumentation erhalten wir mit der Gleichung von Mecke aus

Theorem [3.3.3]
E[(deg (‘Ta fw(ﬁ U {(x7t7 M)})) - deg (xafw(ﬁt U {(w7t7 M)})))]IB(x,t,M)mt]

:E[< Z 1{(1‘,t,M)(—> (Z>t/7M/) in f‘ﬁo(ﬁu{('rvtaM)})}>ﬂB(w,t,M)
(Zrt/7M/)€ﬁ[t,1)

J
=5(1- t)/cp(z —x)dz 1Bt

= B(1 = t)mylp(g.)-

Insgesamt folgt

E[fT(T(ﬁ U {(x,t, M)})) - fT(T(ﬁ U {(:L’,t, M)}) \ {x})mt}]lB(x,t,M)
> (|amax| exp(=F(1 = 1) (k + 1)my) — |alooS(1 = )mp) L p(z,e,01)-

Wir wéhlen s € (0,1) hinreichend grof}, so dass

E[£- (T {1, M)D) — f-(T U LGt AOD LD L eean 2 2501 50 0

fiir alle ¢ € [s, 1] gilt. Mit (4.1.12) erhalten wir
~ B|amax’2 1
Var f,(T(f)) > 2 0max]” / / / P(B(x,t, M)) A(dM) dt d.
4 Be(0,27) Js
Fiir t € [s,1] gilt

I, = / / P(B(x,t, M)) A(M) dz
B4(0,27)

:/ E 275 {1 € BYO,7), 21 < -+ < ay}
Bd(0727) (agl7t1,Ml),..-,(xkytkka)eﬁt

X 1{Gina({z1, ..., 28}, f‘w () ist in l:w () eine zu Giax isomorphe Komponente }

k
X (1 - H oz — azj)> H o(r — z)dz.
(z,t/,M")

J=1 €Mt 2¢{T1,., 71 }

Unter Verwendung der Formel von Mecke und Lemma folgt
It = (8 [ 11 € BUO.7), @ € BHO,27) }pipns (01,1 30)

k k
X (1 - H Pz — @)) exp [Bt/ <s0(w —2) [[ ez —x5) — 1) dz] d(z, z1,. .., x8).

Jj=1 Jj=1
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Damit gilt fiir R € (0, 7]
Iy > (Bs)k/]l{azl € Bd(O,T), |z — 21| < R}Py.Groas (15 - - -, T)
k k
x(l—ng(:n—:q))explB/( T—z H o(z — ) )dz]d(:v,xl,...,mk).
j=1 j=1

Fir den Rest des Beweises gelte z; := 0. Mit (4.1.1) und der Translationsinvarianz des

Lebesgue-Mafles erhalten wir

li fITt>(ﬁ)k/11{|!<R} (0 )1*ﬁ7(* )
AR NB0.n) - W T T G B B e

Um den Beweis zu beenden bleibt nur zu zeigen, dass die rechte Seite der vorangegangenen
Ungleichung (fiir hinreichend groles R > 0) positiv ist.
Wegen Gax € Gy, gilt

k
/pcp,GmaX(O,xQ,---,xk)eXp lﬁ/ (H@(z—xj) — 1)] d(za,...,25) >0

j=

—_

und damit
/p%gmax((),xg, oo zg) d(xe, .. xg) > 0.

Die Ungleichung (4.1.8) liefert

k k
oz — 2z H o(z — ) <gp(m—z)—|—2gp(mj—z), T, 2,%9,..., 15 € RY,
j=1 j=1
und

k
H(ﬁx—xj > p(r1 — x) = p(z), z,To,..., 1, € R

Wegen der Voraussetzung 0 < m,, < oo erhalten wir damit
k
/pﬂomeax(O’ $27 ctt 75616) (1 - H SB(I - :I:])>
k
Xexp[ﬁ/( QS—ZH o(z —xj) >dz]d(x,x2,...,$k)>0.

Somit ist auch die rechte Seite von (4.1.13) fiir hinreichend groflies R > 0 positiv, was den
Beweis abschliefit. O
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4.2. ZENTRALE GRENZWERTSATZE FUR DIE KOMPONENTENZAHL

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns weiter mit den Komponentenzahlen aus Abschnitt
und stellen fiir diese Gréflen zentrale Grenzwertsétze vor. Dabei priasentieren wir sowohl univa-
riate als auch multivariate zentrale Grenzwertséitze. Werden die Integrabilitédtsvoraussetzungen
an die Verbindungsfunktion erhoht, ist es uns aufferdem moglich quantitative univariate Grenz-
wertsitze zu zeigen. Die Konvergenzgeschwindigkeit geben wir hierbei als Abschétzung fir die
Wasserstein-Distanz oder Kolmogorov-Distanz zwischen der normierten Zahlgréfle und einer
standardnormalverteilten Zufallsvariable an. Fiir diesen Zweck bezeichne N fiir den gesamten

Abschnitt eine standardnormalverteilte Zufallsvariable

Theorem 4.2.1. Es gelte (4.0.1). Weiterhin seien m € N, G1,...,Gp, € G paarweise ver-
schieden und Ny, ein m-dimensionaler zentrierter Zufallsvektor mit Normalverteilung und
Kovarianzmatriz ¥ = (04,,(Gi, G5)); jepm) mit den Kovarianzen o, ,(Gi, Gj), i,j € [m], aus

Theorem|[4.1.1. Dann gilt

1

(N1 (A) = By (A) - .G (A) = B (A)) ~%5 Ny fiir 1(A) — oo
Ai(A)

Eine Entsprechung des multivariaten zentralen Grenzwertzsatzes aus Theorem fiir
den Gilbert-Graphen ist in [37, Theorem 3.11] zu finden. Mit Theorem und Korollar
erhalten wir folgenden multivariaten zentralen Grenzwertsatz fiir die Anzahl von k-

Komponenten als Korollar.

Korollar 4.2.2. Es gelte (4.0.1). Weiterhin seien m € N, ki,...,ky, € N paarweise ver-
schieden und Ny, ein m-dimensionaler zentrierter Zufallsvektor mit Normalverteilung und

. . kik; , . kiki) . .
Kovarianzmatriz ¥ = (0'5(0#; ) mit den Kovarianzen Ué,fp ]), i,j € [m], aus Korollar

14.1.5, Dann gilt

1
Ad(A)

)i,jE[m]

(Nt (A) = Eng g (A), -+ M (A) = B, (A)) =5 Ny fiir 1(A) — o0,

In [4, Theorem 1.1 und Theorem 4.1] kénnen univariate zentrale Grenzwertsitze fir die
Anzahl von k-Komponenten eines RCMs gefunden werden, dessen Verbindungsfunktion lediglich
vom Abstand der Punkte abhidngt und in diesem monoton fallt. Dabei muss im Fall k£ > 2 der
Trager der Verbindungsfunktion als beschréinkt angenommen werden. Weiterhin présentiert
[42] einen zentraler Grenzwertsatz fiir die Anzahl der isolierten Knoten, dessen Beweis sich
jedoch als fehlerhaft erwies, was in [4] diskutiert wurde.

Das néchste Resultat ist ein univariater zentraler Grenzwertsatz fiir die Zahlgréle S, 4 c(A)
mit a € R™\ {0}, G € Ggwé und r(A4) — .

Theorem 4.2.3. Es gelte (4.0.1). Weiterhin seien m € N, G = (G1,...,Gp) € G’g’# und
a=(ay,...,am) € R™ mit a # 0. Dann gilt

S@,a,G(A) — ES(p,a,G(A)
Var Sy q0,6(A)

4N fir r(A) — oo,
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wobei die Konvergenz auch in der Wasserstein-Distanz dy gilt.

Unter zuséatzlichen Integrabilitdtsvoraussetzungen an die Verbindungsfunktion kénnen auch
zentrale Grenzwertséitze mit Angabe der Konvergenzgeschwindigkeit gezeigt werden. Dazu

nehmen wir an, dass eine messbare Funktion ¢: [0, 00) — [0, 1] existiert mit
p(z) <g(z)), zeR%  @(s) <@(t), 0<s<t, und /@(lx!)l/g dr < oco. (4.2.1)

Diese Eigenschaften implizieren die Voraussetzung m, < oo aus 1} Die weitere Voraus-
setzung 0 < m, aus 1) stellt sicher, dass im betrachteten Modell mit positiver Wahr-
scheinlichkeit iiberhaupt Kanten auftreten. Um den trivialen Fall eines RCMs ohne Kanten

auszuschliefen, setzen wir 0 < m,, im Folgenden stets stillschweigend voraus.

Theorem 4.2.4. Es gelte (4.2.1)). Dann existieren fir alle m € N, G = (G1,...,Gp) € GZWé
und a = (ay,...,amn) € R™ mit a # 0 Konstanten C' > 0 und 7 > 0, welche von B, ¢, ¢, a und

G abhdngen, so dass

d}((S’%a,G(A) —ES,a,6(A) 7 N) < C
Var S, 0. (A) Aa(A)
fiir alle A € K¢ mit v(A) > 7 gilt.

Das vorangegangene Theorem ldsst sich durch geeignetes Wahlen von m € N, G € G’;’#
und a € R™\ {0} leicht auf das Zahlen bestimmter Komponenten spezialisieren. Dies ist Inhalt

des nachfolgenden Korollars.
Korollar 4.2.5. Unter der Voraussetzung (4.2.1)) gelten folgende Aussagen.

(a) Fir jeden Graphen G € Gy existieren Konstanten C > 0 und 7 > 0, welche von 3, ¢, ¢

und G abhdngen, so dass

dr <W,G(A) —Enpo(4) N> <_C¢
Varn, c(A) Ad(A)

fiir alle A € K¢ mit v(A) > 7 gilt.

(b) Fiir jedes k € N existieren Konstanten C > 0 und T > 0, welche von B, ¢, ¢ und k

abhdngen, so dass

Nk (A) — Eng 1 (A) C
dK( Var 1, (A) N) = VAd(A)

fiir alle A € K¢ mit v(A) > 7 gilt.

Theorem 4.2.6. Die Aussagen von Theorem und Korollar[4.2.5] gelten in identischer
Formulierung, wenn die Kolmogorov-Distanz di jeweils durch die Wasserstein-Distanz dy

ersetzt wird.
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Der multivariate zentrale Grenzwertsatz aus Theorem kann mit Hilfe von Theorem
und der Technik von Cramér-Wold leicht gezeigt werden. Der Beweis des Theorems
beruht auf dem quantitativen zentralen Grenzwertsatz aus Theorem und einem
Approximationsargument, welches es moglich macht auf die Voraussetzung zu verzichten.

Da die Beweise der Theoreme [4.2.1] und [4.2.3| recht {ibersichtlich sind, werden wir mit diesen

beginnen. Erst im Abschluss zeigen wir die quantitativen zentralen Grenzwertsiatze (Theorem
und Theorem [4.2.6), wobei das allgemeine Resultat zur Normalapproximation aus Theorem
entscheidend zum Einsatz kommt.

Beweis von Theorem[4.2.1. Die Theoreme und liefern fiir jeden Koeffizientenvektor
a=(a,...,an) € R™ mit a #0

>im1 ai(p,c: (A) — Enp 6, (A))
Aa(A)

4y aNwd'  fiir r(A) — oc.

Da die vorangegangene Konvergenzaussage fiir a = 0 € R™ trivialerweise gilt, folgt mit dem

Theorem von Cramér-Wold (siehe beispielsweise [24, Korollar 5.5]) die Aussage. O
Fiir den Beweis von Theorem benétigen wir nachfolgendes Lemma.

Lemma 4.2.7. Es gelte (4.0.1). Es sei (Yn)nen eine Folge von Verbindungsfunktionen mit
Un < @ fiir allen € N und limy, o ¥, = . Dann gelten fiir alle Graphen G, H € G

lim oy, (G, H) =0,,(G, H) und lim oy, 4, (G, H) = 0,,(G, H).

n—oo n—oo

Beweis. Fir n € N liefert Theorem Formeln fiir 0y, ,, (G, H) und oy, 4, (G, H) in Form
von Integralen. Die darin auftretenden Integranden besitzen integrierbare obere Schranken,
was im Beweis von Theorem gezeigt wird. Die vorausgesetzte punktweise Konvergenz der
Folge (1n)nen gegen ¢ hat die punktweise Konvergenz der Integranden aus den Formeln von
T (G, H) und oy, y, (G, H) gegen die Integranden aus der Formel fiir o, (G, H) zur Folge.

Somit liefert das Theorem von der majorisierten Konvergenz die gewiinschte Aussage. O

Beweis von Theorem [4.2.3. Vorgegeben seien m € N, G = (G1,...,G,,) € GI7 und a =
(a1,...,am) € R™ mit a # 0. Fiir n € N definieren wir die Verbindungsfunktion ¢, : R% — [0, 1]
durch

(@) = 1{|a| < n}p(z), =R
Wihrend des Beweises verwenden wir fiir y = ¢ beziehungsweise y = 1,, n € N, die Abkiirzung

8ac(d) = xaCA) “ESvacld) ) e

Var Sy 4.c(A)

Da die Wasserstein-Distanz nach oben gegen die L!(PP)-Norm und die L?(PP)-Norm abgeschiitzt
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werden kann (siehe (2.2.1)), erhalten wir fiir A € K¢ und n € N

dl (S\go,a,G(A)7 N)

< dl <S<p a G(A)

Slﬂn,a,G(A) B Es¢n7a7G(A)>
Var S%(LG (A)
Sy ac(A)—ESy, .a(4) ~ ~
+ dl( Vs ’G< ) ¥, ’G( ), Swmmg(A)) + dq (Swmmg(A), N)
Var S, q.c(A)

VYar (Sy.a.c(A) — Sy, o Var Sy, a,
S\/ (Spa.G(A) = Sy, a6(A ‘\/ 0,6 (A
\/Var S, ..c(A \/Var S, ..c(A)

Fiir jedes n € N ist die Voraussetzung (4.2.1) fiir die Verbindungsfunktion 1, offensichtlich
erfiillt, da beispielsweise die Funktion 1, (t) := 1{t < n}, t > 0, die in (4.2.1) geforderten
Eigenschaften besitzt. Somit folgt mit Theorem fiir jedes n € N

1‘ +dy (§wn,a,G<A)7 N) .

1 (Sy, .ac(A),N) =0 fir r(A) — oco.

Folglich liefert eine Anwendung von Theorem fiir jedes n € N

limsup d1 (Sp,a,c(A), N) <

r(A)—oo

2oij=1 0i(00,0(Gi, Gj) + 04,0, (Gi, Gj) — 2054, (Gi, Gj))
Z;Z‘:I aia;jog.(Gj, Gj)

D=1 i@y, b, (Gi; Gj)
2ij=10iaj0po(Gi, Gj)

+ -1

Da die rechte Seite der vorangegangen Abschétzung wegen Lemma fir n — oo gegen
Null konvergiert, folgt
lim dy(S,0c(A),N) =0.

r(A)—oo

Dies beendet den Beweis. O

Der restliche Abschnitt ist ganz den Beweisen der Theoreme [4.2.4] und [4.2.6] gewidmet, die

mit insgesamt drei Lemmata vorbereitet werden.

Lemma 4.2.8. Es seien m € N, G = (G1,...,Gp,) € GZ}’#, k= max{|Gi],...,|Gmn|} und
a=(ay,...,ay) € R™ mit a # 0. Dann gelten fir alle beschrankten Mengen A € By und
z,y € R? P-fast sicher

<k .
1A:S,.0,6(A)| < |aloo(deg(z, T(n:)) + D1{z < A in Ty(n)}, (4.2.2)
<k4+1 .
A2 Spac(A)| < lalss(2deg(y, Ty (1)) + 3)1{x 5 y in Ty (12}
x 1{x &5 Ain Ly (ng) odery &5 A Lo(ny)}- (4.2.3)

Beweis. Es seien x,y € R und A € By eine beschriankte Menge. Abkiirzend definieren wir

F =S, qa(A). Da die Differenzenoperatoren von der Wahl des jeweiligen Reprasentanten von
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F abhingen, gelten alle hier angestellten Uberlegungen nur P-fast sicher.

Gilt A F # 0, so sind zwei Falle zu unterscheiden. Im ersten Fall ist die Komponente
in I'y(n,), die den Punkt = enthilt, isomorph zu einem der Graphen aus G und hat ihr
lexikographisches Minimum in A. Im zweiten Fall ist x mit einer Komponente aus I',(7)
verbunden, welche im Modell T',(n) isomorph zu einem der Graphen aus G ist und ihr
lexikographisches Minimum in A hat. Die beiden Féllen sind nicht notwendigerweise disjunkt,
es gilt jedoch immer x &5 Adn I, (ne). Die Anzahl der im Modell T', (7)) durch F' gezéhlten
Komponenten, die im Modell I',(7,) mit dem Punkt x durch eine Kante verbunden sind,
kann durch deg(z,T',(n:)) nach oben abgeschitzt werden. Da durch das Hinzufiigen von x
auch eine zusétzliche Komponente entstehen kann, welche von F' gezahlt wird, ergibt sich die

Abschétzung .

Fiir den Differenzenoperator zweiter Ordnung gilt

A2 F| = |f(fay) — (&) — F(&) + FO] = |AyFr — A F),

wobei f ein Repréasentant von F'ist und Ay F, := f(&,) — f(&). Es gibt drei Fille, in denen
|AyF, — AyF| > 0 gilt. Erstens, falls  und y im Modell ', (7)) Knoten einer gemeinsamen
Komponente sind, die isomorph zu einem der Graphen aus G ist und deren lexikographisches
Minimum in A liegt. Zweitens, falls 2 im Modell ', (n;) Ecke in einer Komponente ist, die
isomorph zu einem der Graphen aus G ist, deren lexikographisches Minimum in A liegt und
die im Modell I'y(7;,) durch eine Kante mit i verbunden ist. Und drittens, falls sich = und y
im Modell 'y, (7,) jeweils mit der selben Komponente aus I',(n) verbinden, die im Modell
I',(n) isomorph zu einem der Graphen aus G ist und deren lexikographisches Minimum in
A liegt. Die geschilderten drei Falle sind zwar im Allgemeinen nicht disjunkt, allerdings tritt

mindestens einer von ihnen ein, falls |A,F, — AyF| > 0 gilt. Da in allen drei Féllen
z o y in Ty(ng,y)
gilt, folgt mit der Dreiecksungleichung
|A§:,yF| =1{z &} y in Fs@(%,y)HAsz - AyF| <1{z &} y in F«p(nz,y)}ﬂAyFﬂ + |AyF|)-

Die bereits gezeigt Ungleichung (4.2.2)) kann fiir die Abschétzung des Terms |A,F| verwendet
werden. Mit analogen Argumenten folgt, dass die Abschétzung ebenfalls beim Term |A, Fy|

zum Einsatz kommen kann. Insgesamt erhalten wir

<k+1 . <k .
A2 F| < |alsol{z 35 y in Ty (n,,) }(deg(y, To(ney)) + 1)I{y < A in Ty ()}
<k .
+ (deg(y, Typ(n,)) + )1{y <= A in Tyy(n,)})
<k4+1 . <k .
< aloo1{z 35 4 in Ty (ney) }1{y < A in Ty(ns,y) }(2 deg(y, To(ny)) + 3)
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<k+1 .
< |aloo (2 deg(y, Tp(ny)) + 3)1{z 3% y in Ty(nuy)}

x 1{z S5 A I'y(nz) oder y &5 An Lo(ny)}-

Damit ist auch die Abschétzung (4.2.3) gezeigt. O

Lemma 4.2.9. Es gelten die Voraussetzungen von Theorem . Weiter seien A C R kom-
pakt und k := max{|G1|, ..., |Gmn|}. Dann ezxistieren Konstanten C1,Cs,Cs,Cy,C5 > 0, welche
nur von B, @, k und |a|ss abhingen, so dass fiir alle x,y,z € R? die folgenden Ungleichungen

erfillt sind

AN\ 2/3
BA.Ss00(4)! < Crp(1EA) (4.2.4
_(dv, A 2/3
B(8sSp0c( A8, e <0 Y 3 . )> , (4.2.5)
ve{z,y}
/3 2/3
> 4 ; d(v,A>>2 ~(r:c—y|)
< 2.
B2, Smc) <00 X (T57) e(Y) L a2
ve{z,y}
d(v, A 2/3
B(A S0 c(A) (A Spuc( )P <Co S . )> , (4.2.7)
ve{x,y,z}
]E(A2 S (A))2(A2 S (A))2 < C Z ~(|’U—y|>2/3~<|$—2‘)2/3 (428)
2,290,0,G y,2p.0,G = 51]6{36 5 okyrt) P\aks1) -
Beweis. Fir n € Nund vq,...,v, € R% definieren wir
n—1
Py (v1,...,v0) 1= H G(|vi — viyal)
i=1
und
i)n(vl, ceny s A) = By (vg, .. v 1 {v, € A}
wobei leere Produkte wie {iblich als 1 definiert werden. Sind die Punkte vy, ..., v, Knoten eines

gegebenen Graphen H, so schreiben wir
n—1
On(v1,...,vn, H) 1= H 1{v; +> vi41 in H}
i=1

und

On(v1,...,0n, H; A) := Oy (v1,...,vn, H)1{v, € A}.

Auflerdem vereinbaren wir fir 1 =0

/1d(v1,...,vi) =1 und 27& 1:=1.

V1,..,V; €N

Fiir den restlichen Beweis seien z, y, z € R? fest gew#hlt. Abkiirzend definieren wir F := Se.a,G(A)
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und setzen ohne Beschrankung der Allgemeinheit |a|o = 1 voraus.
Eine Anwendung von Lemma und die multivariate Mecke-Gleichung aus Theorem [3.3.3]

liefern
E(A, F)4 < E(deg(z,Typ(n2)) + 1)*1{z <5 A in Ty, ()}

< ZE Z (deg(z,T'u(nz)) + 1)4éi+1($,$1, oo, Lo (ng); A)

=0 Z1,..,T:€N

—ZBZ/}E deg(2, Ty (Moas ..01)) + 1) *Ou1(@, 21, . ., @5, Collnan...o); A) d(@rs -, 2)

=0
< ZBZ/IE (deg(x,Ty(nz)) +i+ 1) 91+1($ 1, T Lo (Mawyye )i A) A, .oy 2).
=0
Fiir gegebene i € [k]p und z1,...,7; € R? sind die Zufallsvariablen

deg(z, Ty (1)) und Oiti(z,z1,.. ., 2, Do(Mezy,. ;) A)

stochastisch unabhéngig. Somit kann, unter Verwendung von (4.2.1), die rechte Seite der

vorangegangenen Ungleichung nach oben durch

k
oy p / Bir (w21, s A (2, w) (4.2.9)
=0

abgeschitzt werden, wobei Cy := E(deg(z, T'(1,)) + k + 1)*. Dabei stellt Proposition die
Endlichkeit von C sicher.
Fiir i € [k] und 21,...,2; € R? mit 2; € A gilt

d(z,A) _ d(z, A)
i ko

max{|z — z1|, |x1 — z2|,. .., |Tic1 — x|} >

Da ¢ monoton fallend ist, folgt weiter

B, m) = ple — (e — 2l Gllris — ) < o(DER) w20

Somit ergibt sich, unter Ausnutzung der letzten Forderung aus (4.2.1), folgende obere Schranke
fiir die rechte Seite der Ungleichung (4.2.9)

- d ’ 2/3 k ) d ,A 2/3
C“D( (.%'k > Zﬂz/¢l+1 xr .’El,...,CEi)l/gd(.Tl,...,Ii) SC“O( (l’k )>

mit einer positiven Konstanten C; > 0. Dies beendet den Beweis von Ungleichung (4.2.4).
Die Ungleichung (4.2.5) folgt mit der Abschétzung

E(A,F)2(A,F)? <E(AF)* +E(A, F)*
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und der Anwendung der bereits gezeigten Ungleichung (4.2.4).
Fir den Beweis von Ungleichung (4.2.6) liefert zunéchst Ungleichung (4.2.3) aus Lemma

E(A2,F)" < E2deg(y, Ty (n,)) +3)'1{x ¥5 y in Ty}
x (x5 Ain Tu(n)) + 1{y <5 Ain Ty(n,)}). (4.2.11)

Unter dem Ereignis
<k+1 . <k .
{z == yinTy(nepy), z = Ain Ty(ny)}

miissen wir zwei Félle unterscheiden. Entweder ist der Pfad zwischen = und y im Graphen
Iy (Ne,y) disjunkt vom Pfad, der x in I',(7,) mit A verbindet, oder die beiden Pfade haben

neben z mindestens eine weitere Ecke gemeinsam. Mit dieser Uberlegung folgt

1{x &y in Ly(Ney) }1{x &5 A Ly(ns)}

E K
”
< ZZ Z @i+2(ajvvlv'--)vivvasO(nI,y))@jJrl(xvxlv---vxja]:‘so(nl‘);A)
1=0 j=001,.--,04,T1,...,L;EN
ki k y N
+ZZZ Z @i+2(xavla"'7viayvrlp(nw,y))@jJrl(bel?'"axj>rgo(n);‘4)'
i=11=1 j=071,...,94,%1,...,L; EN
Analog zur Argumentation vor (4.2.9) folgt fiir 4, j € [k]o mit der multivariaten Mecke-Gleichung
aus Theorem

+
E Z (2deg(y,T'y(ny)) +3)4@i+2(a:,v1, o0 Y Do (May))

VL yee VT 5T EN
X éj+1(aj,x1, oo, Tp(n2); A)
= 8% [ B2deg(y. Tolyon o ny)) +3) 022,010, Ty Ul cirs ;)
X (:)j+1(x,x1, ey »’Uj7Pap(nx,vl,...,v,-,zl,...,xj)5 A)d(vi, ..., v, 21,...,25)
< gt /E(2 deg(y,Ty(ny)) + i+ +3)*®;0(w,v1, ..., vi,y)

X®ii(z,z1,...,x5A)d(ve, ..., v, 21,. .., z))

~ \a:—y)z/3~<d(a:,A)>2/3
< - “ - 7
_ngo( 1 %) 3

mit einer positiven Konstanten Cs > 0. Ebenfalls folgt mit Theorem fiur i € [k], [ € [1]
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und j € [k]o

#
E Z (2 deg(y7rtp(ny)) +3)4@i+2(1’,1]1,. "7Ui7yvrt,0("7x,y))

V1,00,V T 150, L5 EN

X éj+1(vl,$1, R ,l’jyrap(n);A)

< gt /E@ deg(y,Tp(ny)) +i +j + 3) ®iga(@, v1, ..., vi,y)

X <I>j+1(’Ul,{L‘1, <y Ty, A) d(Ul, B V. P IL‘J'). (4212)
Um den Integranden der rechten Seite von (4.2.12)) abzuschétzen, verwenden wir die Gleichheit
(pi+2(x7 U1y, Vg y) - (Dl+l($7 Uiy .- 7vl)¢i—l+2(vl) <oy Uy, y)

und unterscheiden die Falle

max{|z — vi|, |v1 —val,..., |u—1 — v|} > max{|v; — vit1],..., |vic1 —vi|, |vi —y|} (4.2.13)
und
max{|z —vi|, |[v1 —va|,..., |lu—1 — v|} < max{|v —vi1l,..., |vic1 —vi|, |vi —y|}. (4.2.14)

Gilt (4.2.13)), so erhalten wir

max{|x — vi|, |[v1 — va|,...,|vi—1 — v|} = max{|x — vi|, |v1 — val,. .., |vie1 — vi|, |vi — Y|}
Sle—yl Sz -yl
i+1 — k+1
und damit

N _ ~ -
D11 (z,v1,...,0) = @(Jlz —vi])@(Jvr — v2|) - - @(|Jvi_1 — vy|) < ¢<|k+31/‘>‘

In Entsprechung zu (4.2.10) gilt auflerdem

~ _(d(y, A
i io(vrs -, 03 Y) g1 (v 21, - 75 A) < @( (gk )>-
Analog kénnen im Fall (4.2.14]) die Ungleichungen
-(1T—Y
q)i—l-l—Q(vla"' ,Ui,y) S g0<|k'+ 1|>7
~ _(d(z, A
@Hl(az,vl, . ,vl)®j+1(vl,x1, e ,IL’]’;A) S (p( (Qk )>
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begriindet werden. Es folgt insgesamt, dass die rechte Seite von (4.2.12) nach oben durch

() (5 (5 )

abgeschétzt werden kann, wobei 6‘3 > 0 eine positive Konstante ist. Die selben Argumente

koénnen auch fiir die Abschéatzung von
<k+1 . <k .
E(2deg(y, L'y(ny)) + 3>4]1{37 = yin Dy(ney) }1{y < Ain Ty(ny)},

verwendet werden. Insgesamt folgt dann mit die gewiinschte Ungleichung (4.2.6).
In Analogie zum Beweis von Ungleichung , folgt die Ungleichung aus der
Abschétzung
E(AL.F) (85.F)" <E(ALF) +E(A]F)'

und der gerade gezeigten Ungleichung (4.2.6).
Es bleibt Ungleichung (4.2.8) zu zeigen. Zunichst liefert Ungleichung (4.2.3) aus Lemma
4.2.8]

E(A2 F)* (A2, F)? < E(2deg(x,Ty(n,)) + 3)2(2deg(y, Ty(11,)) + 3)2

<k+1 . <k+1 .
xI{z 3= zin Ty, ) }1{y 3= zin Ty,(ny2)}.
Analog zum Beweis von Ungleichung (4.2.6) erhalten wir
<k+1 . <k+1 .
1{z = zin Ly(ng:) }1{y = 2z in Ty(ny.)}

k k
#
< ZZ Z @i+2(l‘,U1,...,Ui,Z,FLP(T];p,z))GjJFQ(Z,'Ul,--.,Uj,y,rw('f]y7z))

1=0 j=0u1,...,%4,V1,...,V; €N

k i k
£
+ZZZ Z @H—Q(xaula"'7uiaZvrso(nw,z))@j—‘r?(ul;vl;"'7vj7y7F(77y))'

=1 [l=1 j:Oul,...,ui,vl,‘..,vjen

Unter Verwendung der bisherigen Argumente und der multivariaten Mecke-Gleichung aus
Theorem folgt fur 4,5 € [ko

#
E Z (2deg(m,I‘¢(nm)) +3)2(2 deg(y,l“gp(ny)) +3)2®i+2(x7u17' . 'aui’zvrw(nx,z))
UL yeees Wi,V yeeey, U5 EN
X @j+2('z7 U1, .-. 7Uj7 Y, Fv(ny,z))
< piti /E(Z deg(x, Ty (1)) + i + 5 + 3)*(2deg(y, Ty (1)) + i + j + 3)?

X <I>Z-+2(m1,u1, . ,ui,l'g)q)]urg(z,vl, .. .,’Uj,y) d(ul, ey Ugy U1y e ,Uj)

<& ~(|x—z|>2/3~<y—z|>2/3 (4.2.15)
= k1) Ukt =
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mit einer positiven Konstanten Cs > 0, und analog fiir i € [k], [ € [i] und j € [k]o

E 27& (2deg(x, Ty (1)) + 3)*(2deg(y, Ty (ny)) + 3)

ULy ey Ui V150, V5 EN
X @i+2(xa Uy ..., Ui 2, Fgo(nx,z))(ajﬁLQ(ula V1y...,05,Y, Ftp(ny))
< § [ B(2deg(w Tolna) + i+ j + 3 (2deg(y, o) + i+ + 3)°

X ®ipo(m,ut,. oy uiy 2)Php2(u, vy v5,y) d(ua, - ug, 01500, 05). (4.2.16)

Fiir die Abschédtzung des Integranden der rechten Seite von (4.2.16) unterscheiden wir die Félle

max{|z — u1|, |ur —ual, ..., |w—1 —wl|} > max{|ju; — w1, ..., |wi—1 — wi|, |u; — 2|} (4.2.17)
und
max{|x —uil, |ur —ugl, ..., |u—1 —wl} < max{|u; —wi1l, ..., [ui—1 —wil, |u; — z|}. (4.2.18)

Das weitere Vorgehen ist analog zum vorangegangenen Beweis der Ungleichung (4.2.6). Im

Fall von (4.2.17) verwenden wir die Abschétzungen

~ ~ - - xr—Zz
Briaun, ) = @l — Do = wal) -+ s ) < o 53

und

Qi palug, . ug, 2)Pipa(ug, v, -, v5,Y) = G(lwr — g ]) - - G(luim1 — us)@(lui — 2|)

X @(lug —v1]) - G(lvj—1 — vs])p(lvj — yl)
~Iy—2>
< .
_¢<2k+1

Gilt hingegen (4.2.18)), so kommen die Ungleichungen

3 R ~ -z
Dippa(ur, -y uiy 2) = Glug —wiga]) -+ P(luioy — wal)p(jui — 2) < (’0<‘k + 1)

und

q)l—‘rl(xa Up,y ... 7ul)q)j+2(ulavla cee 7Uj7y)
= @(lz — w|)p(lur — uzl) - P(lu—1 — wl)@(lug — vi)
X @(|vr = v2) - B(Jvj—1 — v )&(v; — yl)

~Ox—w)
P\2k+1

zum Einsatz. Mit den vorangegangenen Uberlegungen folgt insgesamt, dass die rechte Seite

IN
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von (4.2.16)) nach oben durch
(. |x—y|>2/3~<\x—z|>2/3 ~(|x—z|>2/3 (\y |>2/3
C%<¢<2k+1 Ploavr1) T9\ar1) Yok

abgeschétzt werden kann, wobei 6’5 > 0 eine positive Konstante ist. Zusammen mit der

Abschétzung (4.2.15) erhalten wir die Ungleichung (4.2.8), was den Beweis des Lemmas
beendet. O

Das néchste Lemma benétigen wir fiir die Abschéatzung von Integralen iiber Verbindungs-

funktionen.

Lemma 4.2.10. Es seien o > 0 und x: [0,00) — [0, 1] eine monoton fallende Funktion mit
x(|z])*de < 0.
Rd

Dann existiert eine monoton fallende Funktion h: (0,00) — [0,00) mit h(t) — 0 fiir t — oo,
so dass fiir alle A € K¢

d(z, A))*dz < 1+ h(r(A))

gilt.

Beweis. Wegen x < 1 liefert die lokale Steiner-Formel aus [43, Theorem 4.2.8] fiir A € K¢

[t A de < M) + [ xdle, 4) do
Rd\A

+Z = PrassVi(A) [T
0

wobei Vj, ..., Vy_1 die inneren Volumina bezeichnen, siche Abschnitt

Unter Verwendung der Monotonie der Funktion x folgt weiter

< Y@= Vi) (14 o [ (el dz).

dlﬂ}d

Mit Lemma 3.7 aus [21] folgt fir j € [d — 1]p
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Insgesamt erhalten wir mit den beiden vorangegangenen Abschétzungen

221)<1+/ x(|x])* dx) —0 fir r(A)— oo.
Somit folgt mit der Definition
d—1 d
(d—j5)(2" - 1)( 1 / )
= 1
ne) = > + o [ dz). te 0,00,

die Aussage des Lemmas. O

Mit den hier gezeigten Lemmata sind alle Werkzeuge vorhanden, um die noch fehlenden

Beweise der Theoreme [4.2.4] und [4.2.6] fithren zu konnen.

Beweis von Theorem[4.2.4] und Theorem [{.2.6. Die beiden Theoreme werden mit Hilfe von
Theorem bewiesen.
Es sei k := max{|G1],...,|Gn|}. Nach Korollar existieren positive Konstanten ¢ > 0
und 7 > 0 mit
Var Sy.a,6(A) > cAg(A) (4.2.19)

fiir alle A € K¢ mit r(A) > 7. Weiterhin liefert Lemma [4.2.10| die Existenz einer positiven

Konstanten ¢ > 0 mit 1/
/@(d(xi A)) dz < Erg(A) (4.2.20)

fiir alle A € K¢ mit r(A) > 7 und [ € {k,...,2k}.

Wiéhrend des gesamten Beweises werden wir mehrfach die elementare Ungleichung
Vst t<Vs+Vt st>0 (4.2.21)

verwenden. Um die Ubersichtlichkeit in den folgenden lingeren Abschéitzungen zu erhéhen,
wird auf diese Ungleichung jedoch nicht jedes Mal explizit verwiesen.

Im Folgenden sei A € K¢ ein fest gewihlter konvexer Korper mit r(A4) > 7. Wir definieren
die Abkiirzungen

Spa,6(A) —ESyac(A)

F = v.a,G(A) und F =
Var Sap,a,G (A)

Weiterhin seien 7, ...,76 die GroBen aus Definition mit dem Funktional F' und dem
Intensitdtsmal A = SA; von 7. Da der Differenzenoperator linear ist und auf Konstanten
verschwindet, gilt fiir jedes z € R? P-fast sicher

AL F = Aol : (4.2.22)

Var S@,a’g(A)
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Diese Gleichung gilt in analoger Weise auch fiir den zweiten Differenzenoperator. Aus diesem
Grund werden wir die Ausdriicke 71, ..., 76 zuniichst fiir das Funktional F (anstelle von F') mit
Hilfe von Lemma abschétzen und anschlieflend verwenden, um die gewiinschten
Abschétzungen von vy, ..., g, basierend auf F', zu erhalten.

Wegen A\g(A) < oo und der P-fast sicheren Ungleichung |F| < |alson(A), existieren alle
Momente von F (und damit auch von F). Insbesondere folgt die Voraussetzung EF* < oo von
Theorem

Es seien C1,...,C5 > 0 die Konstanten aus Lemma [4.2.9] Die Ungleichung von Cauchy-

Schwarz und die Ungleichungen und (4.2.6) aus Lemma liefern
 ql/4 o ql/4 ql/4  4q1/4
/ [E(AF)' ] [E(ALF)] B2 LB [EAL L)' d@, 2, @)

-/ [ [ [B@.F)] ez, Byl dx} "y
< / [E(Azﬁ)ﬂl/ “d / [E(A%yf)ﬂlﬂ d(z,y)
< vacs [o(1e2) "

k

Mit Lemma [4.2.10] und der Voraussetzung (4.2.1) folgt, dass die rechte Seite von (4.2.23)
endlich ist und schliefilich, unter Verwendung von (4.2.22), dass die Voraussetzung (3.5.1) von
Theorem erfiillt ist.

Die Ungleichung (4.2.6) liefert

/[E(N 13)4}1/2[1@(& F)4]1/2d(x1,x2,x3)

1,23 2,23

1/2
] |x1—x31)1/3 ~<d<x1,A>)2/3 ~(d<x3,A>>2/3
< P —_
_C3/s0<k+1 @ 2% +¢ %
/2

1
! |x2x3\>1/3 ~(czm,A))Q/?’ ~(d(acg,A)f/‘”’
W(M T ) U Al 2, 25).

Analog zur Argumentation in (4.2.23) und unter Einsatz von ¢ < 1 erhalten wir mit der letzten
Abschétzung die Voraussetzung (3.5.2)).

Mit und aus Lemma der Ungleichung und der Voraussetzung
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folgt
J[B@n B 0 F)) P [B02, F2(02,0,B)) a2, )

< e o ><>1

k

1/2

Jo(mmmly P Yy
P\ ok 2% + 1 P\ 2k 1 P\ 2k 1 1,%2,%3
1/3
\/0205/( ) da
S 501 AV C2C5Ad(A) (4.2.24)

mit einer positiven Konstanten ¢; > 0. Wegen (4.2.22) und der Ungleichung (4.2.19) erhalten
wir mit der vorangegangenen Abschitzung, dass 1 nach oben durch ein positives Vielfaches

von \g(A)~Y/2 abgeschitzt werden kann. In analoger Weise werden wir auch fiir s, ..., 76

argumentieren.

Die Ungleichungen 1} und 1) aus Lemma die Ungleichung (4.2.20) und die
Voraussetzung (4.2.1) liefern

= 2
/ (Ai1 T3 ) (Ai’Q T3 ) d($17$27x3)

~ ~ 971/2 ~ 971/2
_/ 1‘1 CL‘3 (Aﬂzﬁz , T3 )} { (A§1 T3 ) (Aiz X3 )} d(x1>x27$3)

s [ ) () o) ]

: 2k 2k
X [¢<|5’31 — $2|>2/3¢<|331 - $3|>2/3 + ¢(|$1 _ xS‘)2/3¢<|$2 - 1‘3‘>2/3] v d(x1,z2,x3)
2k+1 2k+1 2k+1 2k+1
< Vi [ (1) "y
< &ep/CuCsAa(A)

mit einer positiven Konstanten co > 0. Unter Verwendung von (4.2.22) und der Ungleichung
(4.2.19) folgt, dass 2 nach oben durch ein positives Vielfaches von Ag(A)~'/2? beschrinkt ist.

Wegen der Ungleichung von Holder, (4.2.4) und (4.2.20) gilt
~ 3 ~ 4\ 3/4 N 1/2 -
/E\Amﬂ dz < / (BlAFN) " do < Cl/cp(d(ac,A)) dz < ECAa(A).  (4.2.25)

Damit folgt, dass auch die Grofie 3 nach oben durch ein positives Vielfaches von Ad(A)_l/ 2
beschrankt ist. Fiir 75 kann analog argumentiert werden. Das Integral in v4 kann wie in
(4.2.25) abgeschitzt werden. Erforderlich ist auBerdem eine geeignete Abschétzung von EF*,
beziehungsweise von EF4. Die Ungleichung aus Lemma und die Ungleichung
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liefern

k

/E(Amﬁ)4 de < ¢y /@(W)w dz < éC1Mg(A).

[ ey s < ver oMY 4o < i)

Wir erhalten mit Lemma (4.2.22) und der Ungleichung (4.2.19)), dass EF* nach oben

durch eine positive Konstante abgeschétzt werden kann, welche nicht von \j(A) abhéngt. Somit
folgt mit (4.2.25), dass auch 4 durch ein positives Vielfaches von Ag(A)~/? beschrinkt ist.
Abschliefend untersuchen wir 6. Mit den Ungleichungen (4.2.4) und (4.2.6) aus Lemma

der Voraussetzung (4.2.1) und der Abschétzung (4.2.19) erhalten wir

@By 52, L5y )
1/2

- m/¢(m—m>l/3 l¢(d(x1,z4))2/3+¢<d(:v27A)>2/3] d(z1, 2)

k 2k 2k

< Cﬁm/dd(%&)mdx

2k

und
/E(Ail’mQﬁ)Zl d(SEl, CCQ)
1/2

. @/¢(w>1/3[¢(d(xl,A)>2/3+¢<d(x2,A))2/3] d(ar, 2)

2k 2k
S 566 vV Cl Cg)\d(A)

mit einer positiven Konstanten cg > 0. Wie zuvor folgt mit (4.2.22) und (4.2.19)), dass auch
~6¢ durch ein positives Vielfaches von )\d(A)*l/ 2 beschrinkt ist. Insgesamt erhalten wir mit

Theorem und den gezeigten Abschiatzungen

3
i=1

Var Sy q,c(A) Aa(A)
und 6
NERCTEIPIY SN
Var Sy, q,c(A) i=1 Aa(A)

mit einer positiven Konstanten C' > 0, welche von a, 3, ¢, ¢ und G, aber nicht von A\g(A)
abhéngt. Dies beendet den Beweis der Theoreme [4.2.4] und [4.2.6] O
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4.3. GESAMTKOMPONENTENZAHL

Wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten arbeiten wir mit einem RCM basierend auf
einem stationdren Poisson-Prozess 7 in R mit Intensitéit 3 > 0 und einer Verbindungsfunktion
¢ : R* — [0,1], die 0 < my, < oo, also (4.0.1), erfiillt. Bisher haben wir die Anzahl von
Komponenten im RCM untersucht, die zu einem von endlich vielen vorgegebenen (endlichen)
Graphen isomorph sind. Im vorliegenden Abschnitt wollen wir uns mit der Gesamtanzahl
aller endlichen Komponenten in einem wachsenden Beobachtungsfenster beschéftigen. Um im
Folgenden technische Schwierigkeiten durch Randeffekte zu vermeiden, werden wir hier nur
diejenigen Komponenten zdhlen, die vollstdndig in einer vorgegebenen konvexen Menge liegen.
Dies entspricht auch der Zéhlweise in [4]. Allgemein definieren wir den Prozess aller endlichen

Komponenten 7, durch

T = {(x1,...,x5) en*:keN, z; < <z und

Gina({z1,..., 21}, Ty(n)) ist eine Komponente von I'y(n)}.
Fiir eine messbare Menge A C R? sei
No(A) == {(z1,...,2%) €7y : 21,..., 25 € A}|

die Anzahl aller endlichen Komponenten von I',,(n), die vollstandig in A liegen. Weiterhin sei
fir Ge G
77807G = {(.’171, s 7$\G|) SRTPE Gind({xh e 7$\G|}7FS0<77)) = G}

der Prozess aller zu G isomorpher Komponenten von I',(7) und fiir k € N

Mok = U Ne,G = N 1 (Rd)k
GeG,|G|=k

der Prozess aller Komponenten der Grofle k. Wie oben definieren wir fir G € G
Moc(A) = {(71,...,2)q) € TpG 1 T1,..., 7] € A}|, A€ By,
und fiir £ € N
Nek(A) == {(x1,...,2k) €Nyt x1,..., 2, € A}, A€ By

Damit sind fiir A € By die GréBen 7, ¢(A) und 7, 1 (A) jeweils die Anzahl der Tupel aus 7, ¢
beziehungsweise 7, , deren Eintridge sdmtlich in A liegen.

Ziel dieses Abschnitts ist es den nachfolgenden zentralen Grenzwertsatz fiir 7,(A) zu zeigen.

Theorem 4.3.1. Unter der Voraussetzung (4.0.1) ezistiert der Grenzwert

No (A
Opp = lim Viarmo( )

4.3.1
r(A)—oo )\d(A) ( )
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mit 0y, € (0,00) und ist gegeben durch o, p = 32754 J&’f,) Auferdem gilt

M) ZEne(d) o

r(A) — oo,
Var7,(A)

wobei N eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Bei obiger Verteilungskonvergenz gilt

sogar Konvergenz in der Wasserstein-Distanz d .

Werden rechteckige Beobachtungsfenster betrachtet, so kann in [38, Theorem 2] ein starkes
Gesetz der grofien Zahlen fiir die Grofle 7,(A) gefunden werden. Fiir den Gilbert-Graphen,
also p(z) = 1{|z| < r}, z € RY fiir ein r > 0, wird in [37, Theorem 13.27] ein zentraler
Grenzwertsatz fiir die Anzahl aller endlichen Komponenten gezeigt.

Theorem wird durch drei Lemmata vorbereitet. Wahrend des gesamten Abschnitts

nehmen wir zur Vereinfachung 5 =1 an.

Lemma 4.3.2. Es gelte (4.0.1). Dann gilt fir alle G € G

i Var (7y,6(A) — np,a(A))

= 0.
r(A)—oo Ad (A)

Beweis. Es sei G € G und k := |G|. Fiir A € K% ist sowohl 7}, ¢(A) als auch 7,,c(A) nach
oben durch die Grofie (A) beschriinkt, die Poisson-verteilt ist. Somit gelten Efj, ¢(A)? < oo
und Eny,, ¢(A4)? < oo. Die Poincaré-Ungleichung aus Theorem 1| liefert

_ 2
Var (7p,c(A) = np.6(A / E(Az(fip.c(A) — npc(A)))” da. (4.3.2)
Eine Fallunterscheidung und Argumente wie im Beweis der Ungleichung (4.2.2)) liefern

A (5,6 (A) = 1p.6(A))| < deg(, Tp(ne)) 1z <5 A in Ty(ne)}, @ € A,
A (g, (A) = 1p.6(A))| < deg(, Tp(ne))1{z <5 A'in Tu(ne)}, @ € A°,

wobei die beiden vorangegangenen Ungleichungen jeweils P-fast sicher gelten. Damit kann die
rechte Seite von (4.3.2) nach oben durch

/ Edeg(m,F¢(nz))21{x LN Ly(ne)}de
A

+ [ Edeg(z,Ty(ns)*1{zx <5 Ain Ty(n,)} da (4.3.3)
Ac
abgeschétzt werden. Mit der Gleichung von Mecke aus Theorem folgt

/Edeg(w,lﬂw(nx))%{x EEAcin Ly(ng)}de

<Z/Edegx Ly(n2)) Z Hereai oo xe AInly(n)}de



4.3. GESAMTKOMPONENTENZAHL 83

k
= Z/A/Edeg(a;aP@(”x,m,...,mi))Q]l{x Sy x; € A%in F‘P(nwﬁcl,---ﬂ%)}
=1

x d(zq,...,x;)dz

k
= Z/A/E(deg(x,m(nx)) +E) M {r o a oo x € AN Ty(eay. )}
=1

x d(x1,...,x;)de.  (4.3.4)
Fiir i € [k] und ,71,...,2; € R? sind die Zufallsvariablen deg(x, ', (1)) und
]1{:(} - a; € A%In Fso(”a:,tch-..,l?i)}

stochastisch unabhéngig. Somit ist fir ¢ € [k] und z¢ := x der i-te Summand der rechten Seite

von (4.3.4) gegeben durch

A/E(deg(m,l“@(nx)) + k)? ﬁ o(xj —xj1)1l{x; € A} d(x1, ..., z;)de. (4.3.5)
1

j=

Aufgrund der Stationaritiit von 7 hingt E(deg(x, '»(1,)) +k)? nicht von z € R? ab und ist eine
positive (und endliche) Konstante, vergleiche Proposition Durch eine Fallunterscheidung
hinsichtlich z; € A oder z; € A° fiir j € [i — 1] und unter Verwendung der Voraussetzung
folgt, dass das Integral aus nach oben durch ein positives Vielfaches von

/A/ACw(w—y)dydx

abgeschétzt werden kann. Analog kann auch fiir den zweiten Summanden aus (4.3.3) argumen-
tiert werden. Insgesamt erhalten wir, dass (4.3.3) nach oben durch

Cgo,k// o(r —y)dyde
A JAc

beschrénkt ist, wobei die Konstante ¢,y lediglich von der Verbindungsfunktion ¢ (beziehungs-
weise m,,) und k abhéngt.
Weiter gilt fiir 7 > 0

1
) /A/AC‘P(”C_Z’) dy dx
< M%A) /A /Ac(]l{d(:v, DA) < 7} + 1{d(z, 04) > T}z — 1) dy dz
Aa({x € A:d(z,04) <T1}) A({x € A:d(z,04) > T1})
< ) my + Na(A) /Bd(O,T)C o(y)dy. (4.3.6)

Wie im Beweis von Theorem folgt mit [21, (3.19)], der Formel von Steiner und [21,
Lemma 3.7], dass der erste Summand der rechten Seite von (4.3.6) fiir r(A) — oo gegen Null
konvergiert. Das Integral im zweiten Summanden der rechten Seite von (4.3.6) konvergiert mit
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majorisierter Konvergenz fiir 7 — oo ebenfalls gegen Null, womit wir

1
1' _— — =

erhalten, was den Beweis des Lemmas beendet. O

Mit dem vorangegangenen Lemma, Theorem und Theorem erhalten wir folgendes

Korollar.

Korollar 4.3.3. Die Aussagen von Theorem und Theorem [.2.3 gelten auch, wenn die
dort auftretenden Grofien ny g, (A) fir i € [m] durch f,q,(A) ersetzt werden.

Um das néchste Lemma formulieren zu kénnen, definieren wir fir m € N und A € B,
ﬁcp,ﬁm(A) = Z ﬁga,k(A) und 77<p,>m(A) = Z ﬁgo,k(A)‘
k=1 k=m+1
Weiter sei fir m € N

go.m = P(die Summe der Gréfien aller endlichen Komponenten in I'y,(7), welche

in I',(n U {0}) mit 0 verbunden sind, betrdgt mindestens m).

Mit majorisierter Konvergenz erhalten wir gy, — 0 fiir m — oo.

Lemma 4.3.4. Es gelte die Voraussetzung (4.0.1)). Weiter seien

Cp = E(deg(0,Ty(nU{0}) +1)>  und  Cy == E[deg(0, Ty(n U {0}))"]"%.

Dann gelten fir alle m,n € N mit m <n

. Var 7 <m(A) ~ . Var (ﬁap <m(A) - 7790 <n(A))
lim sup — =" < O, lim sup = = < Con/Aom
r(A)—oco )‘d(A) v r(A)—oo )‘d<A) v
und Var 7 )
. arnG,>m
limsup ————~—> < Cu\/Qo.m-
H(A)—oo  Ad(A) v

Beweis. Fiir k € N und = € R? bezeichne By(z) das Ereignis, dass die Summe der GroéBen
aller endlichen Komponenten aus I',(n), die in I',(7,) durch eine Kante mit x verbunden sind,
mindestens k betrdgt. Wegen der Stationaritit von n gilt P(By(x)) = g, fiir alle £ € N und
r € R%,

Es sei A € K. Mit den Argumenten aus dem Beweis von Ungleichung erhalten wir
fiir alle z € A P-fast sicher die Abschatzungen

|Awﬁ¢>,§m("4)| < deg(a;, Fw(nac)) + 17
’Aw (ﬁ@,ﬁm(/w - ﬁw,én(A)ﬂ < deg(a:, F@(nac))]le(a:)y
’Amﬁ%>m(‘4)‘ < deg(x, Fw(nr))]le(x)- (4.3.7)
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Weiterhin koénnen die obigen drei linken Seiten fiir alle z € A° P-fast sicher durch

Z H{z < yin Ty(ng)}

yenNA
nach oben abgeschéitzt werden. Mit der Gleichung von Mecke aus Theorem folgt

/ACE( Z 1{z < y in Pcp(nz)})2daz

yenNA

. # -
:/ E Z Hz < yinTy(n)} +E Z I{y1 &>z < y2 in Ly(ne) } da
A% yenna y1,92E€ENNA

[ o=+ [ elo = mele - )l do
A A2

/Asﬁ(w—y)der(/AsO(w—y)dy)z} da.

Analog zu den Argumenten am Ende des Beweises von Lemma erhalten wir

Ac

_AC

1 2
li E 1 in ', (1, dx = 0.
r(Al)IEoo )\d(A) /AC ( Z {J; cym 50(77 )}> * 0

yeNNA

Mit dem vorangegangenen Grenzwert, den Ungleichungen aus (4.3.7), der Ungleichung von Poin-
caré aus Theorem und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz folgen die drei Ungleichungen

des Lemmas. O

Lemma 4.3.5. Unter der Voraussetzung (4.0.1) gilt

= d
lim inf Varn, (B0, 7))

T—00 Td

> 0.

Beweis. Fir 7 > 0 bezeichne g, : N((]Rd)p] % [0,1]) — R einen Repréisentanten des Funktionals
7,(B%(0,7)). Der nachfolgende Beweis orientiert sich am Beweis von Theorem und
verwendet auch die dort eingefithrte Notation.

Fiir einen gegebenen Punkt (z,t, M) € R% x [0,1] x [0, 1]N*N bezeichne B(z,t, M) das
Ereignis, dass im Modell ip (f)t) zwei verschiedene Ecken y1,ys € B0, 1) existieren, die in
f@ (M U {(z,t, M)}) jeweils mit = verbunden sind und ansonsten keine weiteren Nachbarn
besitzen.

Mit Theorem und einer Einschrénkung des Integrationsbereichs erhalten wir

Var7,(B%(0,7))
1
= /Bd(oﬁ) /0 [ E[Elor (T U (.t M) = 90 (T U { (£, M)\ {1

x 1 BW’M)} A(dM) dt dz.
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Es sei (z,t, M) € B0, 7) x [0, 1] x [0, 1]"*N. Falls 2 im Modell fgo (e U{(x,t, M)}) mindestens
einen Nachbarn besitzt, so kann das Entfernen von = die Anzahl aller endlichen Komponenten

nicht verringern. Mit dieser Uberlegung folgt

E[g-(T(7 U {(z,t,M)})) — g+ (T UA{(z, t, M)}) \ {z})e] Lp(z,t,00)]
> P(y1,y2 sind in f‘@ (MU {(z,t, M)}) nur mit 2 verbunden|f);) 1 (5.4 ar)

> [1 = P(deg (y1,Dp(H U {(2,t, M)})) > 2|f) +P(deg (y2, Ty (7 U {(z,t, M)})) > 2|)]
X Lpz,t,0m)- (4.3.8)

Es sei ;1) ein von 7, unabhéngiger Poisson-Prozess in R? mit IntensitatsmaB (1 — t)\g. Mit
Lemma erhalten wir

]P)(deg (ylv I‘Ao(ﬁ U {(:Ev t7 M)})) > 2|ﬁt)]lB(;c,t,M)
= (1 = P(deg(y1, Tp(mpa UAv1})) = 01e)) L g,

— (1 - IE[ [T 1w 2z in To(me g U{m )} ’ ﬁtDHB(z,t,M)

Z2EM[t,1]

—(1-E| IT a-vtm-2)|a

)]lB(x,t,M>
ZE€M[t,1]

= (1 — exp ( -(1- t)/@(yl —2) dz)>]lB(x7t,M)

= (1 —exp(—(1 — )my)) L B(e,t,01)-

Insgesamt ist die rechte Seite der Ungleichung (4.3.8) gleich

(2exp(—(1 = t)my) — DI m)-

Wir wéhlen s € (0,1) so, dass 2exp(—(1 —t)my,) —1 > 1/2 fiir t € [s, 1] gilt. Mit dieser Wahl
folgt

_ 1 1
Varij,(BY(0,7)) > 4/Bd(077)/8 /IP’(B(a:,t, M)) A(dM) dt dz.

Fiir z € B4(0,7) und t € [s,1] gilt mit der Gleichung von Mecke
/ P(B(x, t, M)) A(dM)
1

;é — A
5 /E > Hy1,y2 € BY0,7), Gina({z, y1, 92}, T (i U {(2,t, M)}))
(y1,t1,M1),(x2,t2,M2)EN:

ist eine Komponente in fgo(ﬁt U{(x,t,M)}) und
Y1 # yo in Ty (i U {(x,t, M)})} A(dM)
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12 _
= o o —y1)e(x —y2)e(y1 — y2)
B4(0,7)?
xexp (¢ [ (pla = 2)p(n ~ Dl — ) ~ 1) dz ) dlun, o),
womit wir

(1—s)s?

Var7,(B%(0,7)) > 3

Lo el = ypla =)ol — )
B4(0,7)3
x e ([ (5l = 2l — 2plve — 2) — 1) dz) . 10)

erhalten. Mit der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles folgt weiter

.. .Vargp (Bd(() 7))
lim inf 2 ’
oo Ag(BU(0,7))

— S 52
> (18)/s0(y1)<ﬁ(yz)@(y1 — Y2) exp (/ [p(2)@(y1 = 2)p(y2 — 2) = 1] dZ) d(yr.v2).

Zunéchst lasst sich durch Ausmultiplizieren leicht feststellen, dass das Integral in der Ex-
ponentialfunktion im vorangegangenen Ausdruck endlich ist (grofler als —co), weswegen der

entsprechende Ausdruck grofler als Null ist. Abschliefend zeigen wir

/¢(y1)s0(y2)¢(y1 —y2)d(y1,y2) >0, (4.3.9)

was den Beweis des Lemmas beendet. Gilt Ay({y € R? : p(y) = 1}) = 0, so ist obige Behauptung

offensichtlich korrekt. Andernfalls existiert ein 79 € (0, 00) mit
1
0 < Xa({y € B0, 70)° s ¢(y) =1}) < S ha{y € R s o(y) =1}).
Weiterhin gilt fiir z € B%(0, 79)°

Milfy € R?: o(y) = 13\ BYx,70)) > Ma({y € R? : p(y) = 1 und (z,y) < 0})

1
= SMa({y R p(y) =13),
wobei (-,-) das Euklidische Skalarprodukt auf R? bezeichnet. Wir erhalten insgesamt
Na({(y1,52) € BY(0,70)° x RY - o(y1) = 1, ¢(y2) = 1 und o(y1 — 1) # 1}) > 0,

was (4.3.9) zeigt und damit den Beweis des Lemmas beendet. O

Mit den hier gezeigten Aussagen sind wir in der Lage den Beweis von Theorem zZu

fihren.
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Beweis von Theorem . Fiir m € N liefert Korollar [4.3.3] (beziehungsweise Theorem [4.1.4)

Var 7 A
Op<m = lim arn%gm( )

Es seien m,n € N mit m < n. Dann gilt

|0p,<m — 04, <n’

hm

e (A
Aj—oo )\d(A) |Var77%§ ( )
1

— Var ﬁsoén(/m

. }‘i)rgoo o (y/Var it <m(A) + y/Variip,<n(4) )|/ Var it <m(4) = /Variip <a(4)|

Weiter folgt fiir A € K¢ mit der (umgekehrten) Dreiecksungleichung in L?(P)

‘ \/Var T, <m(A) — \/Var T, <n(A) ‘

= ‘\/E(ﬁ%gm(A) \/E(ﬁcpén(A) - Eﬁ%én(A))2

< VB (g <m(A) = fip<n(A) — E(iig.<m(A) — fip.<n(A)))
= /Var (ijp. <m(A) = flp.<n(A))

- Eﬁwém(A))z -

2

(4.3.10)
Mit dieser Abschétzung und Lemma erhalten wir
|06, <m — 0p,<nl
< Jim_ Adz 45 (VAR on(4) Va2 (4)) 0 (e 2 (4) — 20 (4)
CNQPC'@q}D{fn.

Wegen q,,m — 0 fiir m — oo folgt, dass (04,<m)men eine Cauchy-Folge ist. Somit existiert der
endliche Grenzwert

m

0, = lim o = lim Z (2.)
v m—0o p<m = m—00 4 | ‘PSO
7]7

Wie in (4.3.10) erhalten wir fiir m € N mit der (umgekehrten) Dreiecksungleichung in L?(P)
und Lemma

hm sup

\/7’\/Var77¢ A) — \/Var ﬁwém(A)’ < lim sup

/7 (35(4) — sz (4)

%/a 77 A
h S I Lp,>m( )
Wegen

lim

1
~—— vari m A) = ms € N7
(A)—)oo )\d(A) ar 77506 ( ) UW:S m



4.3. GESAMTKOMPONENTENZAHL 89

und g, — 0 fiir m — oo folgt, dass der Grenzwert o, , aus existiert und mit &,
iibereinstimmt. Mit Lemma erhalten wir schliellich o, , > 0.

Es sei h: R — R eine Lipschitz-stetige Funktion, deren Lipschitz-Konstante maximal 1 ist.
Fiir m € N und A € K¢ liefert die Dreiecksungleichung

'Eh(%("” - Eﬁw(A)) “ER(N)| < Uy + Us + Us (4.3.11)
Var,(A)
mit
Uy Eh(n“"(A) - En«p(A)> _ Eh<ﬁ¢,<m(A) - Em,<m<A>> ’
Var 7, (A) Varn,(A)
o <ﬁ¢,<m(A) - Em,<m<A>> _Eh <m,<m<A> - Em,<m<A>> '
Varij,(A) Var flp,<m(A)
Us = |Eh (’7*""”“1) _ E%‘mm)) - Eh(N)’.
Var 7, <m(A)

Wegen Korollar gilt fiir jedes m € N

dy (nwém(A) — Bl <m(4) , N) —0 fir r(A)— o0
Var ﬁv,ém(A)

und damit Uz — 0 fiir r(A) — oo. Unter Verwendung der Lipschitz-Stetigkeit von h, der
Dreiecksungleichung, der Ungleichung von Jensen und Lemma erhalten wir fiir jedes
m €N

E|i,(A) — 7 A Var (7,(A) — g, <m(A)
lim sup U; < 2lim sup () — T, <m(A)] < 2lim sup \/ o) ~ Bpism(4))
r(A)—oco r(A)—o0 Var ﬁq,(A) r(A)—o0 Varn, (A)

VVaripsm(A) 2./
= 2lim sup il < Ce q;{fn.
r(A)—oo 4 /Varmn,(A) Ve

Da diese obere Schranke fiir m — oo gegen Null konvergiert, folgt U; — 0 fir r(A) — oc.

Abermals erhalten wir mit der Lipschitz-Stetigkeit von h und der Ungleichung von Jensen fiir
jedes m € N

1—

limsup Uy < lim sup
r(A)—oo r(A)—oo

Var 7y, <m (A) |

g| Tensm(4) — Efjp <m(A) ‘
Varn,(A)

Var 7, <m(A)
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1

< lim sup
r(A)—oo

. ‘1 V%, sm
V00

Wegen 0, <y — G = 0y fir m — oo gilt Uz — 0 fiir r(A) — oo. Insgesamt folgt mit (4.3.11)

Varipsm(4) | VVari <m(4)
VVaria(4) |/ Varij, < (A)

dq (ﬁ(p(A) — EﬁW(A),N) =0 fir r(A)— oo,
Varn,(A)

was den Beweis des Theorems beendet. O

4.4. KNOTENGRADE

In diesem Abschnitt werden wir uns im klassischen RCM mit der Anzahl aller Knoten mit einem
vorgegebenen Knotengrad beschéftigen, die in ein kompaktes und konvexes Beobachtungsfenster
fallen. Wie in den vorangegangenen Abschnitten sei dazu 7 ein stationérer Poisson-Prozess
in R? mit IntensitatsmaB A\ = By (fiir ein 8 > 0) und ¢ eine Verbindungsfunktion, fiir die
wir stets voraussetzen, also m,, € (0, 00). Fiir n € N und fiir messbare Mengen A C R4

definieren wir die Zahlgrofie

Kn(A) =) 1y € A}1{deg(y,Ty(n)) = n}.

Fiir n = 0 wiirde sich in obiger Definition die Anzahl der isolierten Punkte im Modell I',(n),
welche in der Menge A liegen, ergeben. Da jeder isolierte Punkt insbesondere eine Komponente
des Modells ist, kénnen Aussagen zu den isolierten Punkten in den vorangegangenen Abschnitten
gefunden werden. Um im vorliegenden Abschnitt einige Fallunterscheidungen zu vermeiden,

schlieflen wir hier den Fall n = 0 explizit aus.

Proposition 4.4.1. Es gelte (4.0.1). Dann gilt fir n € N und A € By

Bn+1mge—ﬂm¢

EK,(A) a(A).

n!

Beweis. Mit der Gleichung von Mecke und Proposition erhalten wir

EK,(A) =E)Y 1{y € A}1{deg(y,Tx(n)) = n}
yen

_ / 1{y € A}P(deg(y, (1)) = n) A(dy)

Bnmn m

= e ‘P/]l{yeA})\(dy)
n+1,,,n

_ B mtpe—ﬁmw)\d(A)’

n!
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was die Aussage der Proposition zeigt. O

Theorem 4.4.2. Es gelte (4.0.1). Weiter sein € N und es gelte Smy, # n+1. Dann existieren

positive Konstanten ¢ > 0 und 7, welche nur von 3, n und ¢ abhdngen, so dass
Var K,,(A) > cAqg(A)

fiir alle A € K¢ mit v(A) > 7 gilt.

Beweis. Die Strategie des Beweises besteht in der Anwendung von Theorem [3.4.5] Es seien
A€ K4 und f: N((RYZ x [0,1]) — R ein Reprisentant von K, (A). Weiter sei im Folgenden
x € A. Dann gilt P-fast sicher

F(&) = £(6) = > 1{y € A{deg(y,Ty(n)) =n — 1}1{z < y in Ty(n.)}

+ ]l{deg(x, P@(nx)) = n}

=Y 1{y € A}1{deg(y.T'x(n)) = n}1{zx <+ y in Ty(n)}.

Mit der Gleichung von Mecke und Proposition erhalten wir

EY 1{y € A}1{deg(y,Tx(n)) = n}1{z ¢ y in Ty(nz)}
Yyen

=7 / 1{y € A}P(deg(y,I'p(ny)) = n)p(z —y) dy

/Bn+1m

n
- “’e’ﬁm*"/Aw(w—y)dy,

und analog

EY 1{y € A}i{deg(y,[x(n)) =n —1}1{z < y in Ty(n.)}
yen
anmZ—l _3
— T Mo —pm, —y)dy.
e [ e
Damit folgt

n n

nmnfl n+1mn m
prme 5 $0)(3_BT"‘P /A@(az —y)dy + ﬁm Pe=Pme|  (4.4.1)

(n—1)! n!

L) - £ = |(

Zunéchst sei fm, < n angenommen. In diesem Fall gilt

- £ >0.
(n—1)! n! =

Bnmg—l l@n-}-lmn
1

Somit ist die rechte Seite von (4.4.1) nach unten durch

ﬁnmn
el = PePme 5
n!
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beschrinkt. Mit Theorem und der Wahl U := A x [0, 1] erhalten wir

pet

C2
o1 (A ® (Mlpo,y))(U) = %M(A)-

Var K, (A) >

Im Fall n < my, <n+ 1 gelten

Bnmnfl 6n+1mn
" _“”1)! - £<0 (4.4.2)
und ﬂnmn—l ﬂn—&—lmn IBnmn
m ( e v) <M
"\ (n—1)! n! n!
Wegen

OS/ p(r —y)dy <my
A
ist damit die rechte Seite von (4.4.1) nach unten durch

™ (n 4+ 1) — n+1mn+1
ca ::5 ol zz' b £ _e=Pme >

beschrankt. Wieder folgt mit Theorem und der Wahl U := A x [0, 1]

3 3
> &()\d ® (M) U) = &Ad(A)-

Var K, (A) o

Abschlieflend sei n+1 < m, angenommen. Auch in diesem Fall gilt die Ungleichung (4.4.2).
Auflerdem gelten

‘m (Bnmgl - 5n+1m$)’ N /Bnmg
\(n—1) n! n!
und

lim z)dz = my,,
r—00 Bd(O,T) SO( ) ¥

womit insgesamt die Existenz von R > 0 folgt mit der Eigenschaft

"7]1”_1 n+1,,.,n Ny T
. ,—Bm 8 e & Ny / B my
c3 =€ P l( R o o) o(z)dz + | < 0. (4.4.3)

Unter der Annahme r(A) > R definieren wir U := {y € A : d(y,dA) > R}. Fiir z € U gilt

/ ez —y)dy > / p(z)dz.
A B4(0,R)

Folglich erhalten wir mit Q4.4.3D und Q4.4.1D

[E[f (&) = f(E)]] = es] > 0.

In Anlehnung an die Argumentation im Beweis von Theorem erhalten wir mit [21} (3.19)]
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und der Formel von Steiner (siehe Abschnitt

A(0) = Aa(A) — \a({z € A: d(z,04) < R})
> Aa(A) — [Ma(A+ B0, R)) — \q(A)]

d
= 2X\4(4) = > RkaiVi(4)
1=0

d—1
= )\d(A) — Z Rdizﬁd_iVi(A),
=0

wobei Vp,...,Vy die inneren Volumina bezeichnen. Weiter folgt mit [21, Lemma 3.7] die
Abschétzung
Aa(0) L, L |
>1-— R ———.
M) 2T e

Ist folglich der Inradius von A hinreichend grof, so gilt Ag(U) > $Ad(A). Unter dieser Annahme
liefert Theorem mit der Wahl U := U x [0,1]

Bles|?
128

Bles|?

>
Var K, (A) > ol

(A @ (Ailjp))(U) =

Aa(A),

was den Beweis beendet. O

Bemerkung 4.4.3. Aus dem Beweis von Theorem geht hervor, dass die Aussage des
Theorems unter der strengeren Voraussetzung Sm, < n + 1 fiir alle A € K? gilt, unabhéingig
von der Groéfie des Inradius. Lediglich im Fall fmy, > n 4+ 1 muss angenommen werden, dass
der Inradius von A hinreichend grof ist.

Auf die Bedingung 8m, # n + 1 kann mit den Argumenten des hier prisentierten Beweises

nicht verzichtet werden. Denn gelten Sm, = n + 1 und

/A@(x—y)dyzmp

fiir ein z € A, so folgt mit (4.4.1) |E[f (&) — f(§)]| = 0, was eine Anwendung von Theorem
ausschlieft. In dieser Situation ldsst das Hinzufiigen des deterministischen Punktes z
zum Modell I',(n) im Mittel genauso viele Knoten mit Grad n entstehen, wie es bestehende

Knoten mit Grad n entfernt.

Mit der Varianzabschitzung aus Theorem kénnen wir einen quantitativen zentra-
len Grenzwertsatz fiir K, (A), A € K¢, n € N, formulieren. Dieser beruht auf der selben
Argumentation wie das Theorem

Theorem 4.4.4. Es gelte (4.2.1). Weiter sein € N und es gelte fm, # n+1. Dann ezistieren

positive Konstanten C > 0 und T, welche nur von 8, n, ¢ und @ abhdngen, so dass

i (Kn(A) —ER(A) N) c

< - —
Var Kn(4) = V)
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fiir alle A € K¢ mit v(A) > 7 gilt, wobei N eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.
Diese Aussage gilt in identischer Formulierung, wenn die Kolmogorov-Distanz di durch die

Wasserstein-Distanz di ersetzt wird.

Wie im Fall von Theorem bereiten wir den Beweis von Theorem durch einige

Lemmata vor.

Lemma 4.4.5. Es sein € N. Dann gelten fiir alle kompakten Mengen A C R¢ und alle Punkte
z,y € R P-fast sicher

A Kn(A) <> 1{z € A}1{x > 2z in Ty(ny)} + 1{x € A}, (4.4.4)
zen

AL Kn(A) S 4Dz € APz & 2,y 2 in Tliey)}
zEen

+(M{zec A} +1{yc AP I{z <y inTy(nzy)}.  (4.4.5)

Beweis. Die Abschéatzung ergibt sich sofort, da jede Kante zwischen x und einem Punkt
aus 1 N A die Anzahl der Punkte mit Grad n in A um eins erhéhen oder veringern kann. Da
auch = in A liegen und Grad n besitzen kann, wird der Indikator 1{z € A} addiert.

Fiir den Beweis der Ungleichung sei f ein Représentant von K, (A). Wir definieren
fiir Punkte v, w € R? und k € Ny die folgenden zufilligen Mengen

Bp(v) :={z€nnA:zvinTy(n,), deg(z,T'y(n)) =k},
Cr(v,w):={zennNA:zviny(ny), z ¢ win I'y(ny), deg(z,Ty(n)) = k},
Crv,w) :=={z€nNA:zwvund z < win Dy(Nyw), deg(z,Tu(n)) = k}

und C_;(v,w) := 0. Mit diesen Definitionen gilt Cy(v, w) C By(v) fiir alle k € Ny und alle
v,w € R% Da A nach Voraussetzung kompakt ist, sind obige Mengen P-fast sicher endlich.

Weiter erhalten wir

f(&ey) = f(&) = |Bu(2) UBu(y)| + |Co1(2, )| + |Co1(y, )| + |Coa(2, y)]

+ U{z € A, deg(z,Tp(n2y) = n)} + Uy € A, deg(y, Lp(ney)) = n},
f(&) = [Bu(2)| + |Ba—1(z)| + 1{z € A, deg(z,I'x(n2)) = n},
J(&) = [Bn()| + [Bn-1(y)| + 1{y € A, deg(y,I'x(ny)) = n},

f(&)
f(&y)

jeweils P-fast sicher. Es folgt P-fast sicher

AgyKn(A) = f(&ey) = [(&) = (&) + f(E)
= |Bn(2) + [Bn(y)| = |Bn(z) U Bn(y)| + |Cni1(z, y)| = [Bn-1(x)]
+[Cn1(y,2)| = | Bp-1 ()] + | Cra(2, )|
+ 1{zx € A,deg(z,Ty(nyy)) =n} — 1{z € A, deg(x,Ty(n,)) =n}
+1{y € A,deg(y, Up(nzy)) = n} — U{y € A, deg(y, Typ(ny)) = 1},



4.4. KNOTENGRADE 95

und damit

|Azy Kn(A)| < [Bn(z) N Bp(y)| + [Br-1(x) \ Cn—1(z,y)|
+1Bn-1(y) \ Cnc1(y, )| + |Cra(,y)]
+1{z < yinTe(Ney), v € A} + M{z < yin Ty(ney), y € A}
<HzennA:z < zundy < zin Ly(ngy)}

+1{z < yinTe(Ney), v € A} + 1{z < yin Ty(n.,y), vy € A}

Dies zeigt die Ungleichung (4.4.5) und beendet den Beweis. O

Die in Lemma gezeigten Abschitzungen fiir die Differenzenoperatoren sind, bis auf
eine positive Konstante, nach oben durch die Abschitzungen aus Lemma beschrankt.
Somit gilt Lemma nahezu unveréndert auch in der hier betrachteten Situation.

Lemma 4.4.6. Es gelte (4.2.1). Weiter seien n € N und A C R? eine kompakte Menge. Dann
existieren Konstanten Cq,Cs, C3,Cy, Cs > 0, welche nur von 8, n, ¢ und ¢ abhdngen, so dass
fiir alle z,y, z € R die folgenden Ungleichungen gelten

E(A, Kn(A) < Crg(d(e, A))?3,
E(A:Kn(A))(AyKa(A))? < Co(@(d(z, )% + @(d(y, A)?/?),
E(A2 K, (A))" < C3(@(d(x, A)/2)* + 3(d(y, A)/2)%)@(|x — y]/2)*>,
E(A2 K, (A)) (A2 K (A))? < Ca(@(d(x, A)/2)%° + @d(y, A)/2)* + (d(z, A)[2)*?),
E(A2 Kn(A))* (A2 K, (A)* < Cs5(@(1x — yl/3)%% + 3y — 21/3)%)@(jx — 2|/3)%/°.

Beweis von Theorem[4.4.4. Der Beweis kann analog zum Beweis von Theorem gefiihrt
werden. Dabei kommen die Varianzabschéitzung aus Theorem und die Abschétzungen der
Differenzenoperatoren aus Lemma zum Einsatz. O






KAPITEL 5

DASs MARKIERTE RCM

Das hier untersuchte markierte RCM beruht auf einem stationiren Poisson-Prozess in R¢, dessen
Punkte mit unabhéngigen Marken aus [0, c0) versehen sind. Die Verbindungswahrscheinlichkeit
flir zwei gegebene Punkte des Prozesses hidngt einerseits von der rdumlichen Distanz der
Ortskoordinaten der Punkte (in R?) und anderseits von den Marken der beiden beteiligten
Punkte ab.

Zur eigentlichen Definition des Modells sei 7 ein Poisson-Prozess auf X := R? x [0, 00)
mit Intensitdtsmal A := Ag ® V, wobei V ein Wahrscheinlichkeitsma$i auf [0, c0) ist und
B > 0 angenommen sei. Damit ist n eine unabhédngige V-Markierung eines stationidren Poisson-
Prozesses in RY mit Intensititsmafl 3\, siehe [28, Proposition 6.16] und [28, Theorem 5.6].
Als Relation < auf X verwenden wir die lexikographische Ordnung in der ersten (rdumlichen)

Komponente der Punkte. Um die Verbindungsfunktion
p: (R? x [0,00))* — [0,1]

definieren zu kénnen, seien W ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmafl auf R, W eine Zufallsvariable

in R mit Verteilung W und
g: [0,00) x [0,00) x R — [0, 00)

eine messbare Funktion, welche symmetrisch und monoton wachsend in den ersten beiden

Argumenten ist. Wir definieren

p((@,r), (y,5)) = P(le —y| < g(r,s, W), (z,7),(y,5) € R? x [0,00). (5.0.1)
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Damit fallt die Verbindungswahrscheinlichkeit fiir zwei Punkte im (rdumlichen) Abstand der
Punkte. Weiterhin wéchst die Wahrscheinlichkeit einer Verbindung in der Gréfle der Marken
der beteiligten Punkte. Die Verteilung W dient dazu, bei gegebenen Punkten und Marken den
Zufalls ins Spiel zu bringen und wird nur in Beispielen weiter konkretisiert. Allerdings werden
an den meisten Stellen Momentenbedingungen notig sein, welche die Verteilungen V und W
und die Funktion g erfiillen miissen. Um den Zusammenhang mit der Verbindungsfunktion
herauszustellen, schreiben wir zukiinftig g, anstelle von g.

Das so erhaltene RCM I', () nennen wir markiertes RCM. Damit gewahrleistet ist, dass in
diesem markierten Modell iiberhaupt Kanten auftreten, muss mit Blick auf

0</ 9y (1, 5,0) W(dw) V2(d(r, s))

vorausgesetzt werden. Um triviale Modelle zu vermeiden, gelte diese generelle Annahme ohne
weitere Erwdhnung fiir das gesamte Kapitel.

Das hier definierte markierte RCM beinhaltet das klassische RCM mit einer Verbindungs-
funktion, welche nur vom Abstand der beteiligten Punkte abhingt und in diesem fallt, als
Spezialfall. Aulerdem umfasst es auch den zufélligen Graphen, welcher aus dem (sphérischen)
Booleschen Modell gewonnen werden kann. Dabei werden die Marken der Punkte als Radien
und die Ortskoordinaten als Mittelpunkte abgeschlossener Kugeln interpretiert. Zwei Punkte
sind genau dann durch eine Kante verbunden, wenn sich die zugehérigen Kugeln schneiden. Zur
Einbettung des Booleschen Modells (als zufilligen Graphen) in den hier présentieren Rahmen
wéhlen wir g, als die Summe der ersten beiden Argumente. Sind die Punkte (und Marken)
aus 7 vorgegeben, so sind die Kanten des Booleschen Modells deterministisch. Folglich entféllt
hier auch die Abhéngigkeit von ¢ von der Verteilung W. Das Boolesche Modell wird ebenfalls
in der Einleitung vorgestellt, siche insbesondere Abbildung

Ein weiteres interessantes Beispiel fiir ein markiertes RCM ist in [9] zu finden, welches wir
im Folgenden néher untersuchen. Es handelt sich um eine Verallgemeinerung des Perkolations-

modells aus [7]. Weitere Eigenschaften dieses Modells werden auch in [3] beleuchtet.

Beispiel 5.0.1. Das markierte RCM in [9] verwendet die Verbindungsfunktion

rs
A o) =1 ep (o) @), () € B 0.00)
mit positiven Konstanten aj,as > 0. Dabei lidsst die Verbindungsfunktion prinzipiell auch
beliebig lange Kanten zwischen Punkten zu, wenngleich deren Wahrscheinlichkeit exponentiell
im Abstand der Punkte fallt. Die hier vorgeschlagene Verbindungsfunktion kann in den Rahmen

unseres Modells eingebettet werden. Dazu wéahlen wir

rs 1/as
Gp(r,5,w) = <w> , r,s € [0,00), w > 0.

Weiter besitze die Zufallsvariable W eine Exponentialverteilung mit Parameter oy, das heifit
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W = Exp(a1). Dann gilt

o((z,1),(y,8) =P(lz —y| < go(r;5,W)),  (2,7),(y,5) € R? x [0,00).

Bemerkung 5.0.2. Die Annahmen an die Verbindungsfunktion ¢ (siehe (5.0.1)) sind keine
starken, beziehungsweise zu erwartende Einschrinkungen der Allgemeinheit. Die Abhéngigkeit
der Verbindungsfunktion vom Abstand der beteiligten Punkte und die Monotonie im Abstand
sind uns bereits im unmarkierten Fall begegnet (siehe (4.2.1)) und waren dort aus technischen
Griinden erforderlich. Daher ist es nicht verwunderlich, dass die Verbindungsfunktion auch im
markierten Fall diese Eigenschaften aufweisen muss. Da die Verbindungsfunktion aulerdem

Wahrscheinlichkeiten angibt, ist es naheliegend anzunehmen, dass fiir gegebene r, s € [0, 00)

o((@,7), (y,9) =Pz —y| < 2), z,yeR?,

gilt, wobei Z eine geeignete Zufallsvariable ist, deren Verteilung von r und s abhéngt. Die von
uns geforderte Darstellung mit Hilfe der Funktion g, (siehe (5.0.1)) liefert einen messbaren
Zusammenhang zwischen Z und den Marken der Punkte. Weiterhin erméglicht sie eine einfache
Integration der Verbindungsfunktion tiber die Positionen der beteiligten Punkte. Dabei ergeben
sich d-te Potenzen von g, die mit den anderen Eigenschaften der Funktion g, weiter abgeschétzt
werden konnen.

Die Symmetrie von g, ist der Tatsache geschuldet, dass auch die Verbindungsfunktion
im allgemeinen RCM als symmetrisch angenommen wird (vergleiche Abschnitt . Da die
Marke eines Punktes im markierten RCM alle potentiellen Verbindungen zu anderen Knoten
beeinflusst, biilen die Verbindungswahrscheinlichkeiten, im Vergleich zum unmarkierten Modell,
an Unabhéngigkeit ein. Die Monotonie von g, (in den ersten beiden Argumenten) hilft
bei den daraus resultierenden technischen Schwierigkeiten. Auflerdem ist die Monotonie der
Verbindungswahrscheinlichkeiten in den Marken der Punkte eine Eigenschaft, welche viele
markierte Modelle besitzen, allen voran das Boolesche Modell. Sie ist aber beispielsweise auch
im markierten RCM anzutreffen, welches in [9] betrachtet wird (siehe auch Beispiel [5.0.1)).

Schlieflich merken wir an, dass die hier genannten Voraussetzungen an die Verbindungs-
funktion in allen Aussagen dieses Kapitels abgeschwéicht werden kénnen. Tatséchlich gentigt
es anzunehmen, dass die Verbindungsfunktion vom Verbindungsvektor der Positionen der
Punkte und deren Marken abhéngt und, dass die Verbindungsfunktion nach oben durch eine
Verbindungsfunktion der Form beschréankt ist. Die eventuellen weiteren Voraussetzungen
aus den folgenden Aussagen sind dann an die obere Schranke der Verbindungsfunktion zu
stellen. Dies geht Hand in Hand mit den Forderungen im unmarkierten Fall in . Wir
verzichten hier jedoch bewusst auf diese Verallgemeinerung, um die technischen Details des

markierten Modells nicht weiter zu vergréfiern.

Wie die nachfolgende Proposition zeigt, kann durch eine Momentenbedingung an g,
gewahrleistet werden, dass die erwartete Anzahl von Nachbarn eines deterministischen Punkts

mit zufdlliger Marke endlich ist.
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Proposition 5.0.3. FEs sei R eine V-verteilte Zufallsvariable, unabhdngig von n. Unter der

Voraussetzung
//gw r,T, w W(dw) V(dr) < oo (5.0.2)
gilt
E deg((0, R), Ty (n0,r))) < o0

Beweis. Bedingte Erwartungswertbildung (gegeben n und R) und die Formel von Campbell

(Theorem [2.1.2) liefern

Edeg((0, R), Ty(no,r)) =E Y 1{(0,R) ¢ (2,7) in Ty(ngo,r))}
(z,r)€n

=E Z ¢((0,R), (z,7))

(m,r)€n

_ /E¢((o, R), (z,7)) M(d(z, 7).

Mit der Definition der Verbindungsfunktion, Polarkoordinaten und dem Satz von Fubini folgt

weiter

J el R). ) Matar)) = [[[ 1412l < ol 5,0)} Wi(dw) Md (e, ) V(ds)
= A [[ 8o(r5.0)" W(dw) V(A )
= Bra [[ (1 < 5} 4 L{r > s} (r,5,0) W(dw) V2(A(r,5)
< 284 [ [ gplr o) W(dw) V().

Nach Voraussetzung ist die rechte Seite der vorangegangenen Ungleichung endlich, was den

Beweis der Proposition beendet. ]

Voraussetzungen der Form (5.0.2) werden in den folgenden Abschnitten hiufig auftreten.
Aufgrund der Symmetrie und Monotonie von g, ldsst sich dabei {iblicherweise mit einer
Fallunterscheidung hinsichtlich der Gréfle der beteiligten Marken argumentieren, analog zum

vorangegangenen Beweis. Tatsédchliche wiirde in Proposition auch die Voraussetzung

/ 9o (7, 5, W) W(dw) V2(d(r, 5)) < oo

gentigen.

Beispiel 5.0.4 (Fortsetzung von Beispiel [5.0.1). In spdteren Abschnitten werden Vorausset-

zungen der Form
//g@rrw V(dr) W(dw) < oo
mit v > 0 notwendig. Im Rahmen des in Beispiel vorgestellten Modells erhalten wir

—aiw

— 2v/a OO
//gw ryr,w) V(dr) W(dw) = /r 2V(dr)/o S dw.
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Dabei gilt
00 p—ow

o dw < o0,

0 ’Uf}'/a?
falls acs >« und damit
/7"27/0‘2 V(dr) < oo,

falls das zweite Moment der Verteilung V endlich ist.
Insgesamt geniigt dieses Modell den Voraussetzungen unserer spiateren Aussagen, falls oo

und die Verteilung V geeignet gewahlt werden.

5.1. ASYMPTOTISCHE KOVARIANZEN

Wie auch beim klassischen RCM liegt der Fokus des gesamten Kapitels auf dem Zéhlen von
endlichen Komponenten, wofiir wir hier an die Definition des Punktprozesses 7, ¢ aus (3.2.1)
erinnern. Um die Notation im markierten RCM zu vereinfachen, schreiben wir fiir eine messbare

Menge A C R? und einen endlichen zusammenhingenden Graphen G abkiirzend

1.6 (A) := np,a(A X [0,00)) = [np,a N (A x [0,00))].

Analog verwenden wir fiir £ € N die Schreibweise

nw,k(A) = nap,k(A X [Oa OO)) = |77g0,k N (A X [0> OO))|

Der vorliegende Abschnitt beginnt, in Anlehnung an Abschnitt mit Formeln fiir asym-
ptotische Kovarianzen zwischen zwei markierten RCMen, die auf den selben Punkten, aber
unterschiedlichen Verbindungsfunktionen beruhen. Auch hier sind die betrachteten Modelle

gekoppelt, da eine Verbindungsfunktion die andere (punktweise) beschrénkt (siehe auch die
Diskussion vor Proposition [3.2.3).

Theorem 5.1.1. Es seien k,l € N, G € Gi, H € Gy, ¥ eine Verbindungsfunktion mit ¢ < ¢
und
¥ := max{maxdeg(G), maxdeg(H)}

der grifite mazimale Knotengrad von G und H. Es gelte

/ / 9 (r, 7, w) VIV (dr) W(dw) < oc. (5.1.1)

Dann existiert der Grenzwert

. Cov(n,a(A),ny,m(A))
TG H) = i
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und ist gegeben durch

B //p%G((Oa 7‘1), (1:27 TQ)? LR (xkv rk))pib,H((J:k’-i-lv Tk+1)> R (zk’-i-la ""k-‘rl))

X Qs (T15 (22,72),s + ooy (Thr, 7)) V(dry) N (d((22,72), -+ (Tkgt, Thrt))

k
+mwzggﬁ§mv/(H@WmMﬂmD—QMM%ml
=1

X P(Ty({(x1,71),-- -, (@xprr)}) = G, Ty({(21,71),. .., (xxri)}) ~ H)
X ]1{0 <2y <X - =< xk}V(drl) )\k_l(d((xg, 7‘2), RN (:Ck,Tk))),

wobei 1 := 0 und fiir 1 € [0,00) und (x2,72),. .., (Tpr1, rrer) € R? x [0, 00)
k+1
Uil (T1, (X2, 72)5 - oy (gt Thtt)) H IT e((@ir), (x;,75))

i=1j=k+1

k k+l1

<o | [ (Tt T G5 () 1) 3

=1 j=k+1

R
— exXp [/ (H @((:L‘ivri)a (y,T)) + H ¢((xja’rj)? (yvr)) - 2) A(d(y,T))] :
i=1 j=kt1

Beweis. Der Beweis kann grofitenteils analog zum Beweis von Theorem gefithrt werden.
Aus diesem Grund werden hier nur diejenigen Teilschritte néher erldutert, welche von der
Argumentation im Beweis von Theorem abweichen. Wie im genannten Beweis gelte auch
hier stets 27 := 0 € R? und weiter sei A € K% ein konvexer Korper. Da fiir zwei Punkte
(y1,71), (y2,72) € RY x [0,00) die Verbindungswahrscheinlichkeit o((y1,71), (y2,72)) nur von
ly1 — y2| und den Marken r; und ry abhéngt, erhalten wir wie im Beweis von Theorem

]EUSO,G(A)"?IP,H(A) = / ]l{z € Av 24 Tp41 € A}p%G((Q rl)a (an 7"2), sy (:Ek? T‘k))

ket
X P, H (Tt 1s Tha1)s - - o5 (Thtts Thtt)) H I o((@ir), (x5,75))
i=1j=k+1
Kt
X €exXp [/(H‘P T, 1), H 1/} zj,75), ))_1> A(d(yﬂ'))‘|
J=k+1

X Md(z, 1)) NN A((@2,m2), - (@4 7810))
+1L{k:l}//]l{zeA}]1{O<x2<---<xk}
X P(F%?({(O’ 7‘1), (vaTQ)v ) (mkv Tk)}) = G? F¢({(0,T1), (372,7"2), ) (xk7rk)}) = H)

k
X exp [/ (H p((i,ri), (y,r)) — 1) A(d(yﬂ“))] AMd(z, 1)) NN (d((2,m2), - (20, 78))-
i=1
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und

Eng.c(A)Eny m(A) = //]l{z €A 2+ xRy €A}

X Pp,G ca((0,71), (x2,72), ... (wk,Tk))pw,H((iﬂkH,7’k+1)7---7(96'k+z,7“k+l))

X exp [ (H o((xi, 1), (y,1)) — 1) )\(d(y,r))l
k+1
X exp [ ( H P(( xj, i), (Y1) — 1) )\(d(y,r))]

Jj=k+1

d(z, 1)) N1 A (w2, 79), - -+ (Thsts Thit)))-

Damit folgt

Cov(ne,a(A),ny,a(A)) = Eng.a(A)ny m(A) — Eng q(A)Eny 1 (A)
=8 [[ (AN (A = 5)ppa(0,1), (2.72), . (a0 m)

X P, H (Tt 15 Th41) 5 - - - (Thtt, Thpt)

X Qo (11, (22,72), s (@t i) VIdr) XNFHA (2, m2), - (@t Tr0))
k= l})\d(A)B//]l{O an < <)
X P(Cy({(0,71), (z2,72), ..., (g, 7)}) = G, Ty ({(0,71), (w2, 72), ..., (@k, 1) }) ~ H)
X exp [/ (f[lso((xiaﬂ)v (y, 7)) = 1) )\(d(y,r))l V(dr) A d((22,72), - (2 7))
(5.1.2)

Zur Vereinfachung setzen wir im Folgenden 8 = 1 voraus.

Fiir n € N seien I, und Z,, wie in (4.1.3) und (4.1.4) definiert. Weiter sei fiir n,m € N

Iy ={I €I, :furallei € [n] gilt |[{j € [n] : (4,4) € ] oder (j,i) € I}| < m}.

Damit enthélt fiir n,m € N die Menge Z)* die Kantenmengen aller Baume mit den Knoten [n]

und mit maximalem Knotengrad m.

Wir betrachten zunichst das Integral im ersten Summanden der rechten Seite von (5.1.2).
Mit Blick auf (4.1.5) zeigen wir die Integrierbarkeit von

Do ((0,71), (2, 72)s - -, (T, 1) )P, (Tt 15 Tt 1) - -+ 5 (Thts Tt 1))
X o0 (1, (22,72), - (Thepts TRt1))

r1 € [0, OO)7 (xg,?‘g), ce ($k+la Tk—i—l) € ]Rd X [0, OO) (5.1.3)
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Wegen maxdeg(G) < ¢ erhalten wir fiir (y1,71),. .., (yx, %) € R? x [0, 00)

ng,G((ylarl)a ykﬂ‘k Z H 90 yhrl ijr]'))
Iez) (ij)el

und analog fiir (y1,71), ..., (y1,71) € R? x [0, 00)

po (i), () < Y0 T ©(isra)s (i) < Y2 T ewira), (w,r5))-

1e7? (i,g)el Iezy (ij)el

Wie im Beweis von Theorem [4.1.1]gilt fiir 71 € [0, 00) und (29, 72), .. ., (Tx11, Thrs) € REx [0, 00)

Qe 10, w(rl, (2,72), -, (Xhyts Tht1))|
K+l
<Z Z o((z4,15), (x5,75))
i=1 j=k+1
k K+l
+/(Z<p((yﬂ“)7(wm’z )( > oy, %W)) Ad(y,7)).
i_1 k1

Die Integrierbarkeit von (5.1.3)) folgt, falls fiir alle i € [k], 7 € [k + ]\ [k], I € Z) und J € I}

J]et@ard @) TT (@), ()

(m,n)eluJ*
x V(dry) N F=HA (2, 72), - -y (Thetts Tht))) < 00 (5.1.4)

und

] ety @rer ) T @) )

(m,n)eruJ*
X V(dry) N¥HYA((z2,79), - - - kgt 7hge))) AM(d(y, 7)) < 00 (5.1.5)
gelten, wobei J* := {(j1 + k,j2 + k) : (j1,72) € J}. Unter Verwendung von
/(p((ylaTl)7 (y2,72)) A(d(y2, 72)) =/ I{ly1 — 2| < gp(ri, r2, w)} A(d(y2, r2)) W(dw)

:,Blid/ gfﬁ(rl,rg,w) V(dry) W(dw),

fiir (y1,71) € R% x [0, 00), folgt fiir die linke Seite von
P ([ i) T g wna) VA )
(m,n)eluJ*

X Wk+li2(d((wm,n)(m,n)GIUJ*)) W(dw) (516)

Da der Integrand von eine Baumstruktur mit maximalem Knotengrad 9 + 1 beschreibt,
taucht jede der Marken 71,..., 7y im Integranden von in hochsten ¢ + 1 Faktoren auf.
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Mit einer Fallunterscheidung hinsichtlich der Groflen der Marken 71, ..., rp4; im Integranden
von (5.1.6), unter Ausnutzung der Symmetrie und Monotonie von g, (in den ersten beiden
Argumenten) und mit Verwendung von Lemma folgt, dass das Integral (5.1.6) unter der

Voraussetzung
// g (T, r,w) DY (dr) W(dw) < oo

endlich ist. Analog kann fiir das Integral (5.1.5) argumentiert werden. Insgesamt folgt die

Integrierbarkeit von (5.1.3).

Da das Integral des zweiten Summanden aus (5.1.2) nach oben durch

JIE T e r. am) Vidr) X' @z ra), . (oxm))

IeTy (i,j)el

beschrankt ist, kann die Integrierbarkeit hier in analoger Weise gezeigt werden, was den Beweis
beendet. O

Mit der Bilinearitdt der Kovarianzfunktion erhalten wir aus Theorem das nachfolgende
Resultat (vergleiche auch Korollar [4.1.3).

Korollar 5.1.2. Es seien k,I € N und ¢ eine Verbindungsfunktion mit ¥ < @. Weiter sei
¥ := max{k,l} und es gelte

// g (T, r,w)ﬁd V(dr) W(dw) < oo.
Dann existiert der Grenzwert

kD . iy COV(ek(A), ya(A))
U%w ' r(Al)rgoo )\d(A)

und ist gegeben durch

5 //P<p,k((07 rl)a <1‘2, T2)7 ceey (.’L'k, Tk))pw,l((xk+1, e+ 1)7 ceey (xk+la rkJrl))
X Gt (1, (22,79)s o (That, Trrr)) V(dr) NP (d((22,72), -+ (ks Trtr)

+ ]l{k = l}ﬁ //pwk((o,?“l), (.%'2, 7’2), RN (.T}k, Tk))
k
X exp [/ (H e((zi, i), (y,7)) — 1) )\(d(yaT))] V(dr) NN (d((w2,72), - - (2r,78)))
=1

mit der in Theorem definierten Funktion q 1., und xy := 0.

Analog zur Definition in (4.1.11)) sei fir m € N, G = (Gy,...,Gn) € G$’¢ und a =
(a1,...,am) € R™

Spa,G(A) = Z aing.c;(A), A € By beschrankt.
i=1
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Der verbleibende Abschnitt ist ganz dem Nachweis der Positivitit der asymptotischen Varianz

von Sy 4, gewidmet.

Theorem 5.1.3. Es seien m € N, G = (G1,...,Gp) € GZWA und a = (ai,...,am,) € R™ mit
a # 0. Weiter sei
¥ := max{max{maxdeg(G;) : i € [m]}, 2}

und es gelte
// G (1,7, w)wﬂ)d V(dr) W(dw) < oo.

Dann gilt

Var Spac(4) <& s G
Aa(A) = Y aiajog,(Gi, Gj) > 0.

ij=1

lim
r(A)—oo

Mit Theorem erhalten wir direkt nachfolgendes Korollar.

Korollar 5.1.4. (a) Es seien m € N, G = (Gy,...,Gp) € Gg””é und
¥ := max{max{maxdeg(G;) : i € [m]}, 2},

und es gelte
// g (T, r,w) VTV (dr) W(dw) < oco.

Dann ist die Matriz (0,,,(Gi, G5))i jeim) Positiv definit.
(b) Es seien m € N, ky, ...,k € N paarweise verschieden und
¥ := max{max{k; : i € [m]}, 3}
und es gelte
/ g (T, T,w)ﬁd V(dr)W(dw) < oc.

Dann ist die Matriz (aé]fgkj))ije[m] positiv definit.

In Analogie zu Korollar ergibt sich folgendes Resultat. Der Beweis ist identisch zum
Beweis von Korollar

Korollar 5.1.5. Unter den Voraussetzungen von Theorem|5.1.5 existiert eine Konstante T > 0,
welche von B, V, ¢, a und G abhdngt, so dass

Var S, q.c(A)

1
)\d(A) > 5 Z aiaja%@(Gi,Gj) >0
3,7=1

fiir alle A € K¢ mit v(A) > 7 gilt.

Der verbleibende Abschnitt dreht sich ganz um den Beweis von Theorem Zur Verein-

fachung nehmen wir g =1 an.
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Wir verwenden hier eine Beschreibung des RCMs, die grofitenteils mit der iibereinstimmt,
welche im Vorfeld von Theorem eingefiihrt wurde. Der einzige Unterschied besteht in
den Geburtszeiten der Punkte, die in der &lteren Beschreibung in [0, 1] liegen, hier jedoch aus
[0, 00) stammen. Zur besseren Verstiandlichkeit wiederholen wir an dieser Stelle die gesamte
Beschreibung nochmals detailiert.

Es sei /) ein Poisson-Prozess auf (R? x [0,00)) x [0,00) x [0, 1]"*N mit IntensitéitsmaB
A® Al0,00) @ A, wobei A = ()\1|[071])NXN. Fiir einen Punkt & = ((z,r),t, M) € 1) interpretieren
wir (z,7) € R? x [0, 00) als Position in R? mit Markierung = € [0, c0), welche einer V-Verteilung
folgt. Die Komponente ¢ € [0, 00) entspricht der Geburtszeit des Punktes und M € [0, 1]N*N
einer Folge von Marken, die bei der Konstruktion einer paarweisen Markierung von Punkten
zum Einsatz kommt.

Fiir 1 € N((R? x [0,00)) x [0,00) x [0, 1]"N) und s,¢ € [0, 00) mit s < ¢ bezeichne j5 ) die
Einschriankung von g auf (R? x [0,00)) x [s,2) x [0, 1]N*N  also

Hisit) = H N ((Rd X [07 OO)) X [57t) X [07 1]NXN)'

Weiterhin sei u; := g4 fiir t > 0.
Im Folgenden beschreiben wir, wie eine unabhéngige Markierung von Punktpaaren aus 7
(fiir t > 0) erzeugt werden kann. Dazu sei (W;);cn eine Partition von R? in halb-offene und

paarweise disjunkte Wiirfel mit Lebesgue-MaB eins und ¢ > 0. Fiir zwei Punkte

((21,m1), 1, (W), (w2, 72), b2, (u))) € e

mit ¢; < t2 markieren wir das Punktpaar {(x1,71), (x2,72)} wie nachfolgend beschrieben. Es
sei n € N die eindeutig bestimmte natiirliche Zahl, fiir welche z; € W,, gilt. Wir sortieren
alle Punkte von 7; in W,,, deren Geburtszeitpunkt vor ¢, liegt, hinsichtlich ihrer Geburtszeit.
(1)

Angenommen ((x1,71),1, (u; ;)) ist der m-te dieser Punkte. In diesem Fall markieren wir
das Punktpaar {(z1,r1), (z2,r2)} mit der Marke ug;n Das Ergebnis dieses Vorgehens ist ein
Prozess von markierten Punktpaaren in R? x [0, 00) mit unabhiingigen und gleichverteilten
Marken in [0, 1]. Die Konstruktion dieser paarweisen Markierung kann auch durch eine messbare

Abbildung
T: N((R? x [0,00)) x [0,00) x [0, 1]"N) = N((R? x [0, 00)) x [0,1])

beschrieben werden, die in Analogie zur Abbildung aus definiert werden kann. Fiir eine
gegebene Menge € N((R? x [0,00)) x [0,00) x [0, 1]N*N) bezeichne T, (1) das RCM, welches
auf den Positionen der Punkte aus p und der paarweisen Markierung 7'(x1) beruht.

Im Folgenden seien m € N, G = (Gy,...,Gy,) € GZL’# und a = (ay,...,a,) € R mit a # 0
fixiert. Fiir gegebenes 7 > 0 sei die messbare Abbildung

hr: N((R? x [0,00)) x [0,00) x [0, 1]"N) = R
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derart, dass h,(7;) die selbe Verteilung wie Sy q.c(B%(0,7)) besitzt. Ohne Beschriinkung
der Allgemeinheit existiere eine messbare Abbildung h,: N((R? x [0,00)) x [0,1]) — R
mit A, (p) = he (T (1)) fiir alle p € N((R? x [0,00)) x [0,00) x [0, 1]NN). Wir definieren fiir
1€ N((R? x [0,00)) x [0,00) x [0, 1]"N) und ((z,7),t, M) € p

gr (1 ((,7),t, M) := he(T(1)) = he (T(p) \ {(2,7)}), (5.1.7)

wobei T'(u) \ {(z,r)} die markierten Punktpaare aus T'(11), ohne den Punkt (z,r) und alle
beteiligten markierten Punktpaare bezeichnet.

Fiir t € [0,1] sei Py, ;) die Verteilung von 7y 1.

Lemma 5.1.6. FiralleT > 0,n € N und sg,S1,...,5, € [0,1]] mit0 =50 < $1 < -+ <8, =1
gilt
n

2
Vo i) =3B X [aUrU ek Py () - Hibsios) |
i=1 :IA:‘:((I,T'),t,M)ETA)[Si717Si)

wobes

H(j1,b1,b2)

ba
=/ 1 [ 4l 0w U (), MY (), 2, 0) By () e A A, )

fiir p € N((R? x [0,00)) x [0,00) x [0, 1N} und by, by € [0,1] mit by < bs.

Beweis. Da h, (7)) die selbe Verteilung wie S, . c(B%(0,7)) besitzt und S, 4 c(B%(0,7)) nach
oben durch |a|sn(B%(0,7) x [0,00)) beschriinkt ist, existiert die Varianz von h.,(#;). Fiir ¢ > 0
bezeichne G; die o-Algebra, welche durch 7, erzeugt wird und weiter sei Gy := {0}, Q} die triviale
o-Algebra. Es gilt

2

_ E(iE[hT(m)IQsi] —E[m(ﬁl)rg&_lJ)

= S E[(Elhr (0)1Gu] — Bl (1) Ger_, 1) by (31)[Ge,] — Bl (31)16,_,])].

i,j=1
(5.1.8)

Fiir 4,5 € [n] mit ¢ < j gelten Gs, C Gs; und Gs; C Gs,_, womit
E[(E[hTO?l)‘gSz] - E[hT(ﬁl)‘gSi—l])(E[hT(ﬁl)’gS]‘] - E[hT(ﬁ1>’g5j—1]):|

= E[(E [hT (ﬁ1)|gsz] (E[hT (ﬁl)’gsg] - (E[hT (ﬁl)‘gsz} (E[hT(ﬁlﬂgijl]
— (B[ ()1Go ) (B [hr ()1, ] + (E[hr () G, ) (B[he ()16, ]



5.1. ASYMPTOTISCHE KOVARIANZEN 109

= E|he (1) E[hr (1)1Gs,] | = B[ (1) E[hr (1)1,
— B |hr (1) E[hr (11)1Gs, .| + B[ () E[hr (311G, ]|
=0

folgt. Insgesamt erhalten wir mit (5.1.8)

Var b (i) = 3 E(E[hr (71)[G] — E[hr (1)[Ger,])2-

i=1

Mit Theorem 2.1 in [29] erhalten wir P-fast sicher fiir alle i € [n]o

Bl ()10 =Bhe(h) + 5 [ Dy aanhe e Uw) Py av)

x r 7t7M)€773

/// /D( (z,r),t,M) 1 AN Uv) Py, 1)(du) dt A(AM) A(d(zx, 7).

Aus der Konstruktionsweise des RCM folgt, dass fiir ((x,7),t, M) € ((R? x [0,00)) x [0, 00) X
[0’ 1]N><N)

T UQ) < T U CU{((z,r),t, M)\ {(z,7)}

gilt, wobei ¢ die Verteilung P(; 1) besitzt und unabhéngig von 7); ist. Zusammen mit der Definition
des Differenzenoperators D fiir Poisson-Prozesse (vergleiche (2.2.2)) und der Definition von ¢,

aus (5.1.7) folgt fiir ((z,7),t, M) € ((R? x [0,00)) x [0,00) x [0, 1]¥*N) P-fast sicher

[ Dy aanhe e Uw) By )
= [ BTl 0w (7). MDD Py o) = [ B (T 09) Py )
= [ R (T U {1, 6 M)D) Py (d0)
= [ R 0w U ()t MOD\ {(7))) B (@)
= [ @l U UL ) 6 MY (), 8 20) By (),
was den Beweis beendet. O

Lemma 5.1.7. Unter der Voraussetzung

J[ setrr.w vidn) wi(dw) < o,

existiert eine Konstante C' > 0, welche nur von 3, V, ¢, a und G abhdngt, so dass fiir alle
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s,0€[0,1] mits+d<1undt>0

E

> e U{a)ia) By () - H(iss +6)
j:((xvr)vtvM)Eﬁ[s,&HS)

Yo ar(mU{E}a) — H(fu, 1,1+ 6)| — C6(1 — 5)7°

ZEN1,146)

>E

gilt, wobei

b2
nbrb) = [ ar(n0 (). £ D) () 1, 00) A AM) M. )

fiir p € N((R? x [0,00)) x [0,00) x [0, 1NN} und by, bs € [0,00) mit by < bo.

Beweis. Es seien s,6 € [0,1] mit s+ < 1 und 7 > 0. Wir zeigen im Folgenden die Existenz

von Konstanten C1,Cy > 0, welche nur von a, G und ¢ abhidngen und die Ungleichungen

E > /qr(ﬁthU{ﬂ?};ﬂ?) Ppi1y(dv) — g (s U{2}; 2)| < C16(1— )77 (5.1.9)
J?:((z’,’l’),t,M)Gﬁ[Sstré)

und

E g7 (M U {2}; 2) — qr (s U{2}; 2)] < Cod(1 — )77 (5.1.10)
jz((zvr)vtvM)eﬁ[l,lJr&)

erfiillen. Hieraus erhalten wir mit der Formel von Mecke und der Dreiecksungleichung fiir

Integrale (als Abschétzung nach unten)
E|H(A, 5,5 + 0) — H(fs, 5,5+ 0)| < C10(1 — 5)7¢

und
E|H(f1,1,1 4 8) — H(fs, 1,1 + 8)| < Ca8(1 — s)7.

Mit den vorangegangenen Ungleichungen folgt schliellich

E ) ar(in U {2}:2) — A (i 1.1+ 5)
CIADZ((.”E,T),t,M)Eﬁ[171+5)
<E > qr(Ds U{2}:2) — H(As, 1,1 + 5)‘ +2C50(1 — s)1¢
i:((xﬂn)vuM)eﬁ[l,lﬁ»é)
=E Z qT(ﬁsU{a}};ﬁz)—ﬁ(ﬁs,s,s—l—é)‘ —|—2C25(1—s)7'd
C@:(($,7”),t,M)Eﬁ[5’5+6)
<E| > [aliur ()6 Py (@) - Hiis,s +5)

g=((2,r),t, M)€ENs s 45)

7
+2C’1(5< )7‘ +202(5(1 —S)
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was der Aussage des Lemmas entspricht.
Es bleibt (5.1.9) und (5.1.10) zu zeigen. Mit Hilfe der Formel von Mecke und der Dreiecks-
ungleichung fiir Integrale kann die linke Seite von (5.1.9) nach oben durch

s+0
///5 ' /E|qT(ﬁt UrvU{((z,r),t,M)}; ((z,r),t,M))
— qr (s U{((w,7),t, M) }; ((w,7),t, M))| Py 1y (dv) dt A(AM) M(d(z, 7))

s+40
- ///S ' E’qT(ﬁl U{((z,7),t, M)}; ((z,7),t,M))
= qr(s U{((z, 1), &, M) }; (2, 7), £, M))| dE A(AM) A(d(z, 7)) (5.1.11)

abgeschitzt werden. Es sei k := max{|G1|,...,|Gn|}. Fiir einen Punkt & = ((x,r),t, M) €
((RZ x [0,00)) x [s,5+ &) x [0, 1]"*N) folgt aus dem Ereignis

|q7'(,f/1 U {((l‘,T),t,M)}, ((x7 T)’t7M)) - qT(ﬁS U {((:L"T)’t’M)}’ ((x7 T)7t7 M))| > O

die Existenz eines Pfades
((a:,r),t, M) < ((xl,rl),tl, Ml) R ((in,’l”i),ti, Mz) in f\p(ﬁl U {.@})

mit ¢ < k und paarweise verschiedenen Punkten ((z1,71),t1, My), ..., ((zi,7i), ti, M;) € /1 und

t; > s. Damit erhalten wir

102Gt U (), MY (), 1, M) = (s U (G, 1), M) (G2, 7)1, M)
< 1{es gibt paarweise verschiedene ((x1,71),t1, M1), ..., ((xi,7i),t;, M;) € i mit
ie{l,...,k}, t; > s, und (x,r) > (x1,71) > -+ <> (24, 7) in RP( muU{z})}
% (| (T U {2})) = he (T U{ED) \ (&) + A (T U{2})) — b (T (3 U {2D)\ {2D)])

< 2|aloo1{es gibt paarweise verschiedene ((x1,71),t1, M1), ..., ((zi, i), ti, M;) € f1 mit

i€ {l,... kY, t; >s, und (z,7) < (21,71) & - < (25,73) in Ty(f U {2})}
k

«3" > 1{y; € B0,7)}

JZO((y17f1)7£17M1)77((yJ=’FJ)7£77M])eﬁ1

x L{(z,r) > (y1,71) <> -+ <> (y;,75) in I~1<,0(7¢11 u{z})}

mit (yo,70) := (z,r), das heifit fir j = 0 ist die innere Summe gleich dem Indikator 1{x €
B4(0,7)}. Weiter kann die rechte Seite der letzten Ungleichung nach oben durch

01=0 ZZO((xlvrl)vtl7M1)7'“7((551'7ri)7ti7Mi)7((y1il)vil?Ml)v“'v((yj7fj)7£j7Mj)Eﬁ1
x 1{y; € BY0,7)}1{(3,1) # (0,0)}1{(2,7) ¢ (y1,71) ¢> -+ <> (5, 75) in Ty (M U {&})
x L{ (g, 71) > (w1,71) ¢ -+ & (2i,75) in Ty (i U{2})} (5.1.12)

k 7 k £
ﬂﬂzzz > 1{t; > s}
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abgeschiitzt werden, wobei ((zg,70),t0) := ((y;,71), %) und (yo, 7o) := (z,7). Unter Verwendung

von bedingter Erwartungswertbildung und der Formel von Mecke, erhalten wir mit Hilfe von

folgende Abschéitzung fiir

k 7 k J
2l 325252 1{(:0) # (0,001 =) [ 15 € B0} TT (P (s )

7

X H QO((J?n—l, Tn—l)v (xn, Tn)) )‘i+j(d((x17 rl)? ) (xi’ Ti)v (yh fl)v R (yj7 fj))) )‘(d(‘rv T))
n=1

mit (zo,r0) := (y;,7) und (yo, 7o) := (z,7). Es seien j € [k]o, I € [jlo, i € [K]o, (3,1) # (0,0),
(wo,70) := (y1,71) und (yo,70) := (z,r). Dann gilt

i

/[ 1w € B 0.7} H (-t @ o) TL (), (o)

=1
x Alﬂ(d(l’l r1),- (%Tz) (1, 71), -5 (5, 75)) Ald(z, 7))

H—]—i—l d
// H ggo Tm larmawm H ggo Tn— 17Tn7wn)

n=1

X VZ+J+1<d(T'7 TlyeeesTisTlyene 7Tj)) WZ—H(d(wlﬂ ce Wiy Wy ey UNJJ)) (5'1'13)

Der Integrand der linken Seite von beschreibt eine Baumstruktur, deren maxi-
maler Knotengrad drei ist. Daher taucht im vorangegangenen Integral jede der Marken
T,T1,-..,7i,71,...,7; in hochstens drei Faktoren auf. Mit einer Fallunterscheidung hinsichtlich
der Groflen der Marken r,71,...,7;,71,...,7; im Integranden der rechten Seite von ,

unter Ausnutzung der Symmetrie und Monotonie von g, (in den ersten beiden Argumenten)
und mit Lemma folgt, dass das Integral (5.1.13)) unter der Voraussetzung

// G (1,7, w)3 YV (dr) W(dw) < oo

endlich ist. Damit erhalten wir die Ungleichung (5.1.9).
Die Formel von Mecke liefert fiir die linke Seite von (5.1.10)

E > g7 (M U2} 2) — g- (s U {2} 2))|

$ T),t,M 677 1,146)

1446
—/// Elg- (U { (@), M) (2, 7). £, M)
— ¢-(Ns U{((w, ), t, M)}; ((z,7), ¢, M))| dt A(dM) X(d(z,7)).

Der restliche Beweis von (5.1.10)) verlduft analog zum Beweis von (5.1.9). O

Lemma 5.1.8. Unter der Voraussetzung

//g(p ryr,w) VYV (dr) W(dw) < oo
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gilt fiir alle e >0

. d . A1
lim E > 1{x ¢ B%0,27)} ¢- (71 U {2};2)| = 0.
‘%:((maT)7t’M)€ﬁ[171+5/7d)
Beweis. Es seien k := max{|G1|,...,|Gn|}, € > 0 und 7 > 0. Fur 2 = ((z,7),t,M) €

(R x [0,00)) x [0,00) x [0, 11NN mit 2 ¢ B0, 7) gilt P-fast sicher

k

lar (i U{2}:2)] < laloe 3 37 1{z; € BY0,7)}

=1((z1,m1),t1,M1),...,((zi,ri) i, M; ) EM
X 1{(z,7) ¢ (x1,71) > -+ ¢ (@i, ) in Typ(f U {2])}.

Mit der Formel von Mecke (Theorem [3.3.3) folgt

> L ¢ B(0,27)} g-(in U {3}; 2)
i:((xvr)vt7M)Eﬁ[171+5/7d)

< |alooE 3 Lz ¢ BY(0,27)}

Iﬁ:((I,T),t,M)Gﬁ[l’l_'_g/Td)

k
3 37 1{z; € B0, )}
1=1((z1,r1),t1,M1),...,((x:,73),t:,M;) €M1
x 1{(z,7) < (:El,rl) & (i) in Typ( U {2))}

E

7=1
X A A((20,70), (z1,71), - . (24, 74))). (5.1.14)

k
’“‘ng/n{xOM 0.20), s € 80,7} TT (51,750 (25.7)

Fiir i € [k] und zg, 21, ...,2; € R? mit zg ¢ B(0,27) und x; € B0, 1) gilt

.
-2
i

??‘\\1

max{|zj —zj-1]:j € [i]} =

Wir erhalten fiir i € [k]

%

/]l{xo ¢ BY(0,27), z; € Bd(O,T)} H o((xj_1,m5-1), (z5,75))

X /\i+1(d((x0,ro) (x1,71),- -, (w3,7)))

<Z/n{xzeBd<o SNTEEINESVY | SRR NES)

j=1
X /\“rl(d((.%o7 o), (T1,71), .- ., (%4, 74)))
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i -1
< Sowir [[[ 14001 = 7k} TL g0 (e s w100 < im0}
=1 n=1
X H 9o (Tn—1,7n, wn)dViH(d(ro, ) Wid(wl, coowg)dy. (5.1.15)
n=Il+1

Unter der Voraussetzung

/ g (T, 'r,w)Qd V(dr) W(dw) < oo

ist fiir [ € [i]
-1 7
H gtp(rn—lu r’l% w’n)d]]-{ky’ S gtp(rrl—17 Tl, wl)} H gtp(rn—la rna wn)d>
n=1 n=Il+1

TQ,...,riE[O,oo),wl,...,wiER,yERd,

eine integrierbare obere Schranke fiir die Integranden der rechten Seite von (5.1.15)). Insgesamt

liefern (5.1.15) und (5.1.14) eine obere Schranke fiir die linke Seite von (5.1.14)), welche fiir

7 — 0o gegen Null konvergiert. O

Mit den im Vorfeld gezeigten Lemmata sind alle Werkzeuge vorhanden, um den Beweis von
Theorem zu fithren.

Beweis von Theorem[5.1.3. Wir werden

i Var S, 0.¢(B40, 7))

T—00 T

>0

zeigen. Es sei 7 > 0 zunéchst fixiert. Nach Konstruktion besitzen S%a’g(Bd(O, 7)) und h (1)
die selbe Verteilung. Daher kénnen wir in diesem Beweis stets mit der Groe h.(7)1) arbeiten.

Es seien o € (0,1) und € > 0. Weiter definieren wir fiir i € {0,1,..., [ar?/e|} die Zahlen
s;:= 1 —ie/7% Lemma die Ungleichung von Jensen, Lemma und die Ungleichung
ie/T¢ < afiiri € {1,..., |ar?/c|} liefern

lar?/e] 2
vah )z S B % [aUrulaha) Py - B )
i=1 fZ((x,T‘),t,M)Eﬁ[Si’Si_l)

d
> {MJ max {E
€

mit der Konstanten C' > 0 aus Lemma
Fir by,by > 0 mit by < by und T > 0 schreiben wir

2
7 €
> e u{aha) = Hii,1,1+¢/m9) — chaTd,o}

1,14¢/7d)

@eﬁ[
(5.1.16)

ﬁBd(O,T)X[bl,bg) =N ((Bd<07T) X [O, OO)) X [blij) X [07 1]NXN)'
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Wir wihlen € > 0 so (klein), dass

R 1
P(’an(O,QT)X[l,l—i—a/T‘i)’ =0) =exp (- Qd“dg) > 9

gilt. Dann liefern die Unabhéngigkeit von /1 und 7 1. /,¢) und Lemma aus dem Anhang

E

3 g (M U {2} &) — H(, 1,1+ ¢/79)

‘ieﬁBd(O,27)><[l,1+e/-rd)

—[E5 % eleu{aha) - 11 20| Py (dn)
€N R (0,20 x[1,14¢/7d)

> [E > ¢r(pU{i}; )
jeﬁBd(O,QT)X[1,1+5/Td)

>E| S gl u{ihi)

TE€NRA(0,27)x[1,14¢/7d)

Po,1)(dp)

Eine Anwendung der vorangegangenen Abschiatzung und der Dreiecksungleichung auf die rechte

Seite von (5.1.16)) liefern

> emUiakd)| - Cea

ieﬁBd(OQ‘r)x [1,14¢/72)

B Y e ¢ BU0.20)}ar (i U (a)id)

TEMN 1 4e/7d)

d
Var hy (i) > {O‘;J max {E

,0}2 (5.1.17)

Mit Lemma folgt

lim E

T—00

Y Uz ¢ BY0,27)}e (M U{2}; 2)| = 0.

LMY 14 e/rd)

Weiterhin hat der Term Cec keinen Einfluss, da er durch geeignete Wahl von « € (0, 1) beliebig
nahe an Null liegt. Mit Blick auf (5.1.17) geniigt es folglich

hTrggéfE’ B > ¢-(MmU{z}; )] >0 (5.1.18)
ZE€NRA(0,27)x[1,1+e/74)
zu zeigen, um den Beweis des Theorems zu beenden.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit seien alle Eintrége des Vektors a = (a1, ..., a;) von

Null verschieden. Dies kann stets erreicht werden, indem die Anzahl der gezdhlten Graphen
verringert wird. Weiterhin sei k := max{|G1|,...,|Gmn|} und Gnax sei ein Graph aus G =
(Gy,...,Gp) mit |Ghax| = k und amax der zu Gax gehorende Eintrag aus a. Es bezeichne p,
die Wahrscheinlichkeit, dass 7ga (g 27)x[1,14¢/-¢) genau einen Punkt § = ((y,r),t, M) enthélt und
dass der Knoten (y,r) im Modell ', (71 U{g§}) Teil einer Komponente der GroBe &k + 1 ist, deren

restliche Knoten im Modell f‘@(ﬁl) eine zu Gax isomorphe Komponente mit lexikographischem



116 KAPITEL 5. DAS MARKIERTE RCM

Minimum in B%(0,7) bilden. Es gilt

Qdﬁdae_zd”de

# d
= E E 1{x; € B*0,7)}
d d / ,
2%k gt B4(0,27) x[0,00) (@171 1, M1 oo (@t ) oo M) €01

x Wz < - < 2 1{Gina({(z1,71), - - -, (@, 78) }, T (1)) ist in Ty (1)

eine zu Gpax isomorphe Komponente}

k
X (1 - H@((xiari)a (yvr))> H @((yﬂﬂ)v (Z,f)) )\(d(y,r))
=1

br

((z,7),5,M)€EN1, 2¢{x1,.... T }

Mit der Formel von Mecke (Theorem [3.3.3) und Lemma folgt

€€f2dnd5
pr =" [Uar € BU0.7), y € BUO.20) P (o1,71). - (0,70)
k
X exp l/ <g0 ((y,m), (2,7) H (xi,73), (2,7)) — 1) A@(”‘vﬂ)]
=1

k
X <1 B H @((l‘la Ti)? (ya 7"))) )‘k+1(d((ya T)v (331, Tl), SRR (xk’ Tk)))
1=1

Fiir festes T'> 0 mit 7 > T gilt

8672d}-€d€ d
pr > 7/1{961 € BY0,7), |y — 1| T} P, Grnax ((X1,71)5 - - 5 (k5 T8))

7d
k
/ (@((yv 7”), ('277:)) H (,5((1‘1',7’1'), (Za":)) - 1) )\(d(z, 7:))‘|
=1

X exp

k
X (1 B H @((mla Ti)a (y¢ T))) )‘k+1(d((y7 T)v (-7;17 7"1), sy (xlm Tk)))
i=1

Da die Verbindungsfunktion im markierten Fall nur vom Abstand der Punkte, aber nicht deren
genauen Position, abhéngt, gilt in Analogie zu Gleichung (4.1.1)

p(p,H((xh Tl)? cee (xm TTL)) = ptp,H((xl - Y Tl)? SR (.%'n - Y, Tn))

fir n € N, H € Gy, (21,71),..., (Zn,mn) € R x [0,00) und y € RY. Mit dieser Uberlegung,
der vorangegangenen Abschétzung und der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles folgt

sl —2%54e
liminf p; > Kaece //]l{ly\ < T3Pp,Ginax ((0,71), (22,72), - (2, 7))

f (o

<1_ HSD xurz

X exp

$2,T2> (xk,rk)))V(drl) (5.1.19)

H (zi,7i),(2,7)) — 1) )\(d(z,f))]

mit x; := 0.
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Wegen Gmax € G, der Formel von Mecke (Theorem[3.3.3) und Lemma gilt mit 1 = 0

0</E 1{0 < xg < -+ < xp}
y"“ (1‘2,7’2), 7(mka7.k)€n

x {0 € [k] : (i, i) ¢ (y,7) in Tp(nU{(0,71)})}

X ]I{Gind({(07 Tl)) (IEQ, 7"2), ) (mka T‘k)}, Ftp(’r, U {(0? Tl)})) = Gmax}
k

X II H(y,r) # (7)) [] 1(zi,m) # (2,7} V(dr)
=1

(Zf)@l\{(y’r):(952»7"2)7~--,($k,7’k)}

k
= /E Z# Pp.Gunax ((0,71), (T2, 72), -+ o, (Th, ) (1 - H (@i, 74), (y,ﬂ))

(y,r)y(@2,r2), 5 (k71 ) EN
k
X H Qb((y’r)a(Zaf))H@((xia’ri%('zﬂz))v(drl)
(2P )eEn\{(y,r),(w2,72), - (@ ,mk) } =1
=[] Potun 0.0, (@272). - @7
X exp l/ (@((%T)? (2,7)) H (@i, 1), (2,7)) — 1) )‘(d(zvf))‘|
=1
k
X (1 — H o((zi,73), (v, r))) N @d((y, ), (x2,72), . . . (@p, 1)) V(dry). (5.1.20)
=1

Majorisierte Konvergenz liefert, dass die rechte Seite von (5.1.20) der Grenzwert des Integrals
der rechten Seite von (5.1.19)) ist, flir 7" — oo. Somit gilt lim inf. ., pr > 0 und wegen

B Y ol u{aha)| 2 s
€N pd (0,27 x[1,14e/7)
folgt (5.1.18]), was den Beweis beendet. ]

Theorem und Korollar stellen insbesondere sicher, dass die asymptotische Varianz
von S, 4, positiv ist. Diese Resultate haben jedoch den Nachteil, dass ihre Voraussetzungen
von den zu zdhlenden Graphen aus G = (G1,...,Gp,) € Gg“?é, m € N, abhidngen. Gemeint
sind die Integrabilitdtsbedingungen an die Funktion g,, welche sich verschirfen, je grofier
der grofite maximale Knotengrad der gezéhlten Graphen ist. Der Grund dafiir liegt in den
asymptotischen Kovarianzformeln aus Theorem

In den entsprechenden Aussagen zum klassischen (unmarkierten) RCM (vergleiche die
Theoreme [4.1.1] und [4.1.4) und Korollar sind keine derartigen Voraussetzungen zu

finden. Hier zeigen sich die technischen Unterschiede zum klassischen RCM und die damit

einhergehenden Herausforderungen. Da im markierten RCM die Marke eines Punktes jede
seiner potentiellen Verbindungen beeinflusst, verlieren wir gegeniiber dem klassischen RCM
an Unabhéangigkeit (siehe auch die Diskussion in Bemerkung . Dies hat, vereinfacht
gesprochen, die stiarkeren Voraussetzungen in Theorem zur Folge. Die technischen Details
ergeben sich, wenn die Integrierbarkeit der Funktion aus gezeigt werden muss.



118 KAPITEL 5. DAS MARKIERTE RCM

Verzichtet man auf die asymptotischen Kovarianzformeln und damit auf mégliche multivariate
zentrale Grenzwertsitze, so kann die Positivitédt der asymptotischen Varianz von S, , ¢ auch mit
Hilfe von Theorem gezeigt werden, was Inhalt des nachfolgenden Theorems ist. Bei der hier
présentierten alternativen Herangehensweise entféllt die Abhéngigkeit der Voraussetzungen von
den gezéhlten Graphen aus dem Vektor G. Dies wird jedoch durch eine andere Einschriankung
an das Funktional S, , ¢ erkauft. So muss gewihrleistet werden, dass der Koeffizientenvektor
a = (ay,...,ay) keine negativen Eintrage enthélt. Somit ist der hier vorgestellte Ansatz dem
Theorem nicht zwangslaufig iberlegen, sondern sollte eher als eine Alternative mit Vor-

und Nachteilen verstanden werden.

Theorem 5.1.9. Es seienm € N, G = (Gy,...,Gn) € GZZ}’7é und a = (ay,...,ay) € [0,00)™
mit a # 0. Weiter gelte
// g (T, r,w)dV(dr) W(dw) < oc.

Dann existiert eine Konstante ¢ > 0, welche nur von 3, V, ¢, a und G abhdngt, sodass
Var S, q,c(A) > cAg(A)

fiir alle A € K¢ gilt.

Beweis. Unser Ziel ist die Anwendung von Theorem Ohne Beschréankung der Allgemein-
heit nehmen wir, dass alle Eintréige des Vektors a von Null verschieden sind. Es seien A € K9,
f ein Représentant von S, ,.c(A) und k := max{|G;| : i € [m]}. Weiter sei Gpax ein Graph
aus G mit |Gpax| = k und zugehorigem Koeffizienten anax aus a. Aulerdem gelte apmax = 1,
was durch eine entsprechende Normierung von S, 4 ¢ stets erreicht werden kann. Fiir n € N
definieren wir auf (R? x [0,00))" x [0,1]"* das Ma8

M= B A @ V)@ (Mjo))" -

Weiter sei fir 7 > 0 die Menge U C (R? x [0,00)) x [0,1]*+D* wie folgt definiert.
Fiir ein Element ((i,74)ickr1]> (Mij)ijeck+1]) € U gelte 2, € A, &1 < --- < 241 und
x; € Bz, 7) fiiri € [k+1]\{1}. AuBerdem sei unter dem Ereignis Z(zir)icmrny = (Mig)igelk+1)
der Graph Gind({(a}l,rl),...,(a:k,rk)},f‘@(n(mi7ri)i€[k])) isomorph zu Gpax und der Graph
Gina({(z1,71), .-, (@pt1,me41) 1 T (77(932'77“1')1-5[“1])) zusammenhéngend.

Im Folgenden sei der Parameter 7 > 0 hinreichend grofl gewéhlt, so dass Ag11(U) proportional
zu A\g(A) ist. Eine solche Wahl ist wegen Gax € G, stets moglich.

Weiter sei 7' > 0 hinreichend grof}, so dass V([7',00)) > 0 und

N1 (00 (R [0, T x [0,1]5+D%)) > 0
gelten. Wir definieren

U:=0Un (R x [0, 7)1 x [0,1]++D%).
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Aufgrund von Guax € Gy, ist auch A\;11(U) proportional zu A\z(A). Somit existiert ein ¢; > 0
mit Ay 1(U) = c1\g(A), A € K2

Es seien [y := [k + 1], Iy := [k] und (24, 73)icpp+1)> (Mij)ijepks1]) € U. Da unter dem Ereig-
8 Z(a; r)icpry = (Migigekh+) der Graph Gina ({(z1,71), -+ (@1, 7641) 1 Too (M r)icpsy))
zusammenhéngend ist, kann das Entfernen des Punktes (zgi1,7%+1) aus T’ (7](% r)ie bt 1]) die
Anzahl von Komponenten, die von f gezahlt werden, nicht veringern. Falls (z1,7r1),..., (xg, %)
in I'y, (n(mi’”)ie[k]) nicht mit Punkten aus n verbunden sind, so erzeugt das Entfernen von
(Tpg1,Thy1) aus 'y, (n(x”i)ie[k +1]) eine zu Gpax isomorphe Komponente, deren lexikographi-
sches Minimum in A liegt. Mit dieser Uberlegung erhalten wir folgende Abschéitzung

’E[f(g(%,ﬁ)iezl) - f(é-(xiﬂ"i)ielg)|Z(wi:"'i)i€[k+1] = (mivj)i,je[k-*-l]”

> P((z1,7r1),..., (xg, %) sind in Ty, (n(%ri)ie[k]) nicht mit Punkten aus 7 verbunden)
k
=E H H L{(z, 1) 4 (2,7) in Fw(n(ﬂci7ri)ie[k])}
(z,r)eni=1
k
=K H H (@i, 1), (2,7))
(z,r)€ni=1
k
= exXp (/ <H¢(($iarl)7(zar)) 1) )\(d(Z,T)))
i=1

wobei wir in den letzten beiden Schritten das Lemma und die Ungleichung (4.1.8)
verwendet haben. Wegen der Monotonie von g, (in den ersten beiden Argumenten) gilt weiter
fir i € [k]

/cp ziy i), (z,7)) AMd(z,7) :/ 1{]z — zi| < gy(ri,r,w)} A(d(z, 7)) W(dw)

= Bkyq //gw T, T, w V(dr) W(dw)

< V([ﬁT’id / {7 > T}gu (7, r, w)? VA(d(7, r)) W(dw)

< Gy [ o7 VG ) W)
< V 21?/{;0 //gso ryr,w)? V(dr) W(dw).

Die rechte Seite der vorangegangenen Abschétzung ist zum einen unabhéngig vom Element
(@4, 7)icfb+1]5 (mi,j)i,je[kﬂ]) € U und zum anderen unter den Voraussetzungen des Theo-

rems endlich. Damit folgt die Existenz einer positiven Konstanten co > 0, so dass fiir alle

((@is m)icbr1)s (Mig)ijewen) €U

’E[f(f(xi,ri)iell) - f(g(il?i’Ti)ieIQ)|Z($iyri)ie[k+1] = (mi,j)i,je[kz-&-l]” Z C2
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gilt.

Fir 0 # J C [k+ 1] und ((zi, 7)icper1]> (Mig)ijem+1) € (RY x [0,00))FF1 x [0, 1]+
verwenden wir die Abkiirzung x; := ((24, ri)ic.s, (Mi ;)i jes). Weiterhin sei J¢:= [k + 1]\ J
das Komplement von J in der Menge [k + 1]. Wie in Theorem bezeichne fir V C
(Rd % [O,Oo))k'H x [0, 1](k+1)2

(V) :={xy € (]Rd x [0, oo))“” x [0, 1]"]|2 ces gibt einy € V mit y; =%}

die Projektion auf diejenigen Punkte und ihre zugehorigen Marken, deren Indices in J liegen.
Es seien ) # J C [k + 1] und V C U. Dann gilt

N1 (V) < / 1{xy € T (V)M {x € U} s (dx)
< /]1{XJ ce;(V)I{3By c U :yy =%y, yje = Xye} Apy1(dx)

_ //]1{z1 ETL(V)H{3y € Ut yy =21, yoe = 22} N yy(dzy) Ne (dza).  (5.1.21)
Nach der Definition von U gilt flir ((.I‘Z, ri)ie[k—i—l]a (mi7j)i,je[1€+1]) eU
|xi—33j\§27, i,jE[k-ﬁ-l].

Damit folgt fiir z; € (R? x [0, 00))l x [0, 1]/

— ¢ ¢ k+1—
Age|({z2 € (R? x [O,oo))"] | % [0, 1]|J *. JyeU:yj=121,y5 =122}) < (BQde/id) =11

Mit erhalten wir
Ret(V) < (82700) T [ 1z € 1)) Ry (d2) = (8277 a) R (11, (1))
und damit
ATy (V)) > (B2~ T0R, ().

Mit dieser Uberlegung folgt
min inf {A ;(II;(V)):V C U, A VYy> A U)/2k+2
0 Jcl[kz 1}1 { \JI( J( )) k—l-l( )— k+1( )/ }

> 2772 min (52%r%q) " “ TR (U)
JjE[k+1]

= 1272 min (ﬁQdend)f(kaj))\d(A).
jElk+1]

Theorem liefert schliellich

Var Sp.a.c(A) = cAa(A)
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mit ek
c16527 " : d_d,. \~—(k+1-j)
== 2
¢i= (1) an, (520 fid) )

was den Beweis beendet. O

5.2. ZENTRALE GRENZWERTSATZE FUR DIE KOMPONENTENZAHL

In Anlehnung an Abschnitt [4.2 beschéftigen wir uns hier mit zentralen Grenzwertsétzen fiir die
Grofen aus Abschnitt also die Komponentenzahlen des markierten RCMs. In Abschnitt
hatten wir neben den quantitativen Resultaten (Theoreme [4.2.4] und [4.2.6) auch rein

qualitative Grenzwertsitze (sieche Theorem [4.2.1 und [4.2.3) formuliert. Diese konnten unter

schwécheren Voraussetzungen, als die quantitativen Grenzwertsétze, gezeigt werden. Auch
im markierten RCM wére es moglich, unter Verwendung der Techniken aus Abschnitt (4.2
qualitative Grenzwertsétze zu zeigen. Die dabei ndtigen Voraussetzungen wéren jedoch nur
marginal besser, als die Voraussetzungen bei den qualitativen Aussagen. Aus diesem Grund
beschréanken wir uns in diesem Abschnitt auf Grenzwertsétze mit bekannter Kovergenzrate
und auf einen multivariaten qualitativen zentralen Grenzwertsatz, der aus den quantitativen
Resultaten folgt.

Fiir den gesamten Abschnitt sei N stets eine standardnormalverteilte Zufallsvariable.

Theorem 5.2.1. Es seien m € N, G = (G1,...,Gp) € GZWé und Ny, ein m-dimensionaler

zentrierter Zufallsvektor mit Normalverteilung und Kovarianzmatriz X = (04,,(Gi, Gj))i jelm]
mit den Kovarianzen o,,(Gy,Gj), i,j € [m], aus Theorem |5.1.1, Weiterhin sei

¥ := max{max{maxdeg(G;) : i € [m]} + 1, 9}
und es gelte

J[ gty vy widw) < oc.

Dann gilt

(M. (A) = Bty (A) - .G (A) = B (A)) ~%5 Ny fiir - 1(A) — oo
Ai(A)

Mit Korollar erhalten wir aus Theorem direkt das nachfolgende Resultat.

Korollar 5.2.2. Es seien m € N, ki,...,k, € N paarweise verschieden und Nx ein m-

dimensionaler zentrierter Zufallsvektor mit Normalverteilung und Kovarianzmatriz 3 =

(agffp’kj))i,je[m] mit den Kovarianzen aé]ff;kj), i,j € [m], aus Korollar|5.1.2. Weiterhin sei

¥ := max{max{k; : i € [m]}, 9}

und es gelte
// gp (T, r,w) TV (dr) W(dw) < oc.
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Dann gilt

1

(M (A) = En i (A)s - o (A) = En e, (A) %5 Ny fiir 1(A) — oo
Aa(A)

Neben den obigen multivariaten zentralen Grenzwertsétzen ist nachfolgendes Theorem das
Herzstiick dieses Abschnitts. Es handelt sich dabei um einen zentralen Grenzwertsatz fiir das
Funktional S, c(A), A € K?, welcher auch eine Abschétzung fiir die Konvergenzgeschwindig-
keit liefert. Er beruht auf dem allgemeinen Resultat aus Theorem

Theorem 5.2.3. Es seien m € N, G = (Gy,...,Gp,) € GZL’# und a = (a1, ...,am) € R™ mit
a # 0. Weiterhin sei

¥ := max{max{maxdeg(G;) : i € [m]} + 1, 9}

und es gelte

/ 9o (T, 7“,10)19‘:“rl V(dr) W(dw) < oo.

Dann existieren Konstanten C > 0 und 7 > 0, welche von 5, V, ¢, a und G abhdngen, so dass

dK <S<p,a,G(A) _ ES@,a,G(A) ) C
Var Sy q,6(A) T VA(4)

fiir alle A € K¢ mit v(A) > 7 gilt.

Das vorangegangene Theorem léasst sich leicht auf die Anzahl eines bestimmten Graphen
Ne.ay G € Gy, beziehungsweise auf die Anzahl aller Komponenten einer bestimmten Groéfie
Ne.ks kB € N, spezialisieren. Allerdings wird es uns mit einer alternativen Herangehensweise
moglich sein die Voraussetzungen in den beiden genannten Spezialfillen zu vereinfachen. Daher
verschieben wir die Formulierung entsprechender Resultate und verweisen stattdessen auf
Theorem und die Korollare [5.2.9/und [5.2.10

Weiterhin halten wir nachfolgend noch fest, dass Theorem auch fiir die Wasserstein-
Distanz gilt.

Theorem 5.2.4. Die Aussage von Theorem|[5.2.3 gilt in identischer Formulierung, wenn die

Kolmogorov-Distanz di durch die Wasserstein-Distanz d; ersetzt wird.

Beweis von Theorem[5.2.1. Theorem und Theorem liefern fiir jeden Vektor a =
(a1,...,am) € R™ mit a # 0

21 @i(np,6,(A) — Engg,(A)) L oNsd i 1(A) — oo,
Aa(A)

Da die vorangegangene Konvergenzaussage fiir a = 0 € R™ trivialerweise gilt, folgt mit dem

Theorem von Cramér-Wold (siehe beispielsweise [24, Korollar 5.5]) die Aussage. O

Fiir die Beweise der Theoreme [5.2.3] und [5.2.4] sind einige Lemmata notwendig. Diese

orientieren sich strukturell an denen aus Abschnitt welche der Vorbereitung der Beweise
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der Theoreme [4.2.4) und [4.2.6| dienten. Dabei ist das erste Resultat ein Analogon zu Lemma
Da auch der Beweis identisch gefithrt werden kann, verzichten wir auf diesen.

Lemma 5.2.5. Es seienm € N, G = (G1,...,Gp,) € ngﬁ’é, k := max{|Gi],...,|Gm|} und
a=(ay,...,an) € R™ mit a # 0. Dann gelten fir alle beschrinkten Mengen A € By und alle
Punkte (z,7), (y,5) € R% x [0, 00) P-fast sicher

’A(I,T)SQO,&G(A)‘ < ]a\oo(deg((:n, ’I”), Fﬂo(n(xnﬂ))) + 1)
= A x[0,00) in Ly(n(zr))} (5.2.1)
Y, 8)7 F@(n(y,s))) + 3)

Ia

’A%x,r),(y,s) S%CMG(A)‘ < ]a\oo(Q deg(

oder (y, ) < A x [0,00) in Typ(1)(y0)}- (5.2.2)

Um die Terme 71, ..., aus Definition beziehungsweise Theorem fiir das mar-
kierte RCM sinnvoll abschétzen zu kénnen, bendtigen wir ein Analogon zu Lemma Fiir

dessen Formulierung fiithren wir fiir n € N und ¢ > 0 die Bezeichnung

U, (1) = //]l{t <3 0o, )}V A1, ) WA, ) (5.23)

i=1

ein. Fiir das nachfolgende Lemma sind aulerdem Voraussetzungen der Form
[[ st van) widw) < o (5.2.4)

mit a > 1 notig.

Lemma 5.2.6. Es seien m € N, G = (G1,...,Gp) € Gg“’;’é, k = max{|G1l|,...,|Gnl},

a = (ay,...,am) € R™ mit a # 0 und R, Ry, Ro, R3 stochastisch unabhdangige, V-verteilte

Zufallsvariablen, ebenfalls unabhdngig von den restlichen Zufallsgrifien. Weiter seien p € (1, 00)
p

und q := 5T

(i) Unter der Voraussetzung mit o = bq existiert eine Konstante C1 > 0, welche nur
von B, V, ¢, k und |a|s abhdingt, so dass fir alle x € R? und alle kompakten Mengen
AcCR?

E(A ) Spac(A)* < CLU(d(w, 4)Y7 (5.2.5)

gilt.

(ii) Unter der Voraussetzung mit o = 4q existiert eine Konstante Co > 0, welche nur
von B, V, ¢, k und |a|s abhdngt, so dass fir alle x € R? und alle kompakten Mengen

A cCR?
E|A ¢ r)Spac(A) < Coly(d(z, )" (5.2.6)
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gilt.

(i) Unter der Voraussetzung (5.2.4) mit o = 3q existiert eine Konstante Cs > 0, ¢, welche
nur von B, V, ¢, k und |a|s abhdngt, so dass fir alle x1,x9 € R? und alle kompakten
Mengen A C R?

E(A(ry.120)Sp,0,6(A)2 (A (g, 0) S, (A))? < C3Wp(d(w1, A)) P (5.2.7)

gilt.

(iv) Unter der Voraussetzung (5.2.4) mit o = 4q existiert eine Konstante Cy > 0, welche
nur von B, V, ¢, k und |a|s abhingt, so dass fiir alle x1, 2o € R? und alle kompakten
Mengen A C R?

1 1
E(A%$1,R1)7($2,R2)S‘Paa»G(A))4 < Cy¥pii(|z1 — 22]) 2 Woppr (d(z1, A)) 2 (5.2.8)

gilt.

(v) Unter der Voraussetzung (5.2.4) mit a = 3q existiert eine Konstante Cs > 0, welche
nur von B, V, ¢, k und |a|s abhdngt, so dass fir alle x1,29 € R? und alle kompakten
Mengen A C R¢

4
]E(A%Il,Rl),(IQ,RQ)S‘P:aaG(A)) S C5\I’k+1(‘l'1 - x2|)1/p (529)

gilt.

(vi) Unter der Voraussetzung |l mit o = 3q existiert eine Konstante Cg > 0, welche nur
von B, V, ¢, k und |a|s abhingt, so dass fir alle 1,29, x3 € R? und alle kompakten
Mengen A C R?

2 2
E(A%l‘l,Rl),(zg,,Rg)SﬁpﬂaG (A)) (A%wg,RQ),(wg,Rg,)S‘Pyava(A))

< Co(p(d(z1, AP + U (d(z3, A))/P) (5.2.10)

gilt.

(vii) Unter der Voraussetzung (5.2.4) mit o = 3q existiert eine Konstante C7 > 0, welche nur
von B, V, ¢, k und |a|oc abhingt, so dass fir alle x1,x9,x3 € R? und alle kompakten
Mengen A C R?

2 2
E(A%ml,Rl),(I3,R3)S<P7a7G(A)) (A%xz,RQ),($3,R3)S9070«7G(A))

1 1
< C7\Ifk+1(\x1 — .753|)2P \Ilk+1(|x2 — :Eg‘)QP (5.2.11)

gilt.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit setzen wir § = 1 und |a|o = 1 voraus. Weiter

seien z,z1, T2, v3 € R und A € R? kompakt.
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Mit Gleichung (5.2.1) aus Lemma folgt
<k .
E(A(CB,R)S ,a,G(A))4 < E(deg((xv R)7 FW(U(;U,R))) + 1)411{($a R) > AX [07 OO) m Ftp(’r/(:v,R))}

4
< E(( Z) 1{(z, R) & (4.7) in T} + 1)
Y,r)en

k
# .
Xy > H(z, R) < (y1,71) < -+ > (yi, i) in Dp(na,r)), vi € A,
’L:O(yl 77"1)7~--»(yi,7"¢)€n

wobei fiir 1 = 0

# .
> 1{(z, R) < (y1,71) <> -+ <> (yi,mi) In Tyu(nzp)), ¥i € A} = 1{z € A}
(y1,71)5e-5(Yi,ri)EN

gilt. Es gibt eine Konstante N1 € N, so dass

4 k i+
E(A@,r)Spac(A))* < MEY Y 275 11 Y@ R) < (yi,m) in Typ(ngr))}

J=03=0(y1,71),.,(Yits,ritj)EN I=it+1

x 1{(z, R) < (y1,71) > -+ <> (yi, i) in Tp(a,r)), vi € A}

gilt. Fiir j € [4]p und i € [k]o verwenden wir die Abkiirzung

i+j
B =E 37 [T 14 R) & (w,m) in To(nger)}

(y1,71),,(Yigjorigj)EN l1=i+1

x H{(z,R) < (y1,7m1) <> - <> (Yir i) iIn Tp(ne,r))s vi € A}

Es seien j € [4]p und i € [k]p. Bedingte Erwartungswertbildung, die Gleichung von Mecke und
die Konvention (yo, o) := (z, R) liefern

By = [ETT o 17 ), ()1 (i € 4}
n=1
i+j
X H C,D((l’, R)7 (yla ’I“l)) )\H_l(d((yla 7ﬁl)a ey (lerj)v r'L'Jrj))
l=i+1

= //E H 11{|ynfl - yn| < gap(rnflarnywn)}ﬂ{yi S A}
n=1
i+7

X H ]]'{‘I_y” SgSD(Ra’rlvwl)}
l=i+1

X /\i+1(d((y1,r1)7”"(yi+j)7ri+j))wi+j(d(w1,...,U)i-i-j))
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Fiir (y1,71),- .-, (i, i) € R? x [0,00) und wy, ..., w; € R gilt
i i
H {|yn—1 —yn| < gw(rnflarmwn)}]l{yi € A} <1{d(z,A) < Z gw(rnflyrmwn)}-

n=1 n=1

Damit folgt weiter

; i+j
Bi; < //E 11 w1 = vnl < go(rn—v.7m,wn)} [T Uz =l < go(R,m, wi)}
n=1 I=itl
X ﬂ{d(x,A) S Z g(p(/’an—17rn7wn)}
n=1
X NF(A((y1,m1); - Wi i) W (d(wrs - wig )
< th;r] // H g@(rnfla""nawn)d H g%(T‘O?Tlawl)d]l{d(x’A) < thp(’l“nfl,rn7wn)}
i I=it1 n=1
X VI (d(rg,r1y i) W (d(wn o wigg).-

Da W und V Verteilungen sind, folgt mit der Ungleichung von Holder, dass die rechte Seite

der vorangegangenen Ungleichung nach oben durch

i 1/p
ﬁffj(//]l{d(x,/l) < Z 9o (a1, Tny wn) } VI (d(ro, 71, ..oy ri)) Wi(d(wr, - . ?wi))>
n=1

i i+j
X (// chp("”n—larmwn)qd H gw(ro,rl,wl)qd
n=1 I=i+1
1/q
X Vi+j+1(d(7“0, T1,... 7Ti+j)) Wi+j(d(w1, ey wiﬂ))) (5.2.12)

abgeschitzt werden kann. Wegen j < 4 taucht die Marke ry im Integranden von

) i+j
// H ggo(rn—larn7wn)qd H gga(74077ﬂl7wl)qd
n=1 I=i+1
X Vi+j+1 (d(ro, T1,... ,Ti+j)) Wi+j<d(w1, PN ,wH_j)) (5.2.13)
in hochstens fiinf verschiedenen Faktoren auf. Die restlichen Marken r1,...,7;4; sind nur in

maximal zwei Faktoren vertreten. Eine Fallunterscheidung hinsichtlich der Groéflen der Marken

70,71, - -.,Ti+j, die Monotonie von g, (in den ersten beiden Argumenten) und Lemma m
liefern, dass (5.2.13)) unter der Bedingung

// G (1,7 W) V(dr)5qd W(dw) < oo

endlich ist. Da der Ausdruck (5.2.13) aulerdem weder von A, noch von x abhéngt, folgt mit
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der oberen Schranke aus (5.2.12) die Existenz einer positiven Konstanten C1 > 0 mit
E(A(,r)Spaac(4)! < C1Ux(d(z, A)'/P

und damit die Ungleichung aus (i).
Die Ungleichung (ii) kann mit einer analogen Argumentation gezeigt werden. Da in (5.2.6)
im Erwartungswert die dritte (statt der vierten Potenz aus (5.2.5)) auftaucht, ergibt sich in

Anlehnung zur Abschétzung von (5.2.13) die Voraussetzung (5.2.4) mit o = 4gq.
Fir die behauptete Ungleichung (5.2.7) aus (iii) folgt mit der Abschétzung (5.2.1) aus
Lemma,

E(A11,7,)S0.0,6(A)*(A(ry, ry) S0, (A))?
< E(deg((xla R1)7 Fip(n(ac1,R1))) + 1)2(deg((x2, R2)a F(P(n($2,R2))) + 1)2
<k .
x 1{(x1,Ry) <— A x [0,00) in F¢(n(x17R1))}.

Es kann weiter wie im Beweis der Ungleichung (5.2.5) aus (i) vorgegangen werden.
Um die Ungleichung (5.2.8) zu zeigen, verwenden wir zunéchst die Abschétzung (5.2.2)) aus

Lemma womit

4
E(AY, Ry), (02, Ra) S0.G(A))

< E(2deg((w1, R1),Typ(n(ey, ry)) + 3))°(2deg((x2, R2), T (Nay ry)) + 3))°

<k+1 .
x I{(z1, R1) = (w2, R2) in Ty(N(z) Ry),(00,R2))}

x 1{(z1, R1) <5 A x [0,00) in Ty (0, 5,))
oder (25, Ra) <5 A x [0,00) in Ty(Nay.ity)} (5.2.14)

folgt. Weiter kann die rechte Seite der letzten Ungleichung nach oben durch folgenden Ausdruck

abgeschéitzt werden

2
B(2 3 L) & (1) in Tyl )} +3)
(y.r)en

2
x (2 S 1{(22.Ro) © (97) in Doy )} + 3)
(y,r)en

k
# ~ i
x> > {(z1, B1) € (y1,m1) > -+ < (yi,7i) < (22, R2) In Lo (0o, Ry), (20,R2))
1=0(y1,r1),-.,(yi,r:)EN

k
x> 27& [1{(21, R1) > (21,71) > -+ > (25,75) in Tp(ne, ) J1{2z € A}

ij(zla'Fl)v---v(Zjv'Fj)en

+ 1{(z2, R2) ¢ (21,71) ¢ -+ & (2j,75) in Typ(0ay.ry)) }1{zj € A}] (5.2.15)

Mit einer einfachen kombinatorischen Uberlegung folgt die Existenz einer Zahl N, € N, so dass
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der vorangegangene Erwartungswert, nach Anwendung der Mecke-Formel, nach oben durch

2 k i+l k l1+12

MY S BT el Rt T el Ra) (o)
l1,l2=0 =0 {=0 =0 ni=1 no=l1+1
i+1 7

x TT e((wn=1.7n=1), Wn>mn)) T[] ©((zm=1,Tm=1), (zm: Pm))1{z; € A}
n=1 m=1

X )\l1+l2+i+j(d((v1’ 'ﬁl)a ) (Ul1+l2a fl1+l2)a (y17 rl)a ER) (yia Tl')a (Zb 7:1)? SERE) (Zj> f]))) (5216)

abgeschétzt werden kann, wobei die Konventionen (yo,ro) := (1, R1), (Yi+1,7i+1) := (22, R2)
und (2o, 7o) := (y1, 1) verwendet wurden, um die Schreibweise zu vereinfachen. Diese Abkiirzungen
kommen auch in den folgenden Ausdriicken zum Einsatz. Fiir {1, € [2]o, i € [k]o, | € [i + 1]o
und j € [k]o ist das Integral unter den Summen aus gegeben durch

l1+l2
JJE Tt vl < gp(Brtusion)y 1T s =l < 0p(Fof i)
ni=1 nz2= ll+1
i+1
X H L{|yn—1 —yn| < gw(rn 15 Tns Wn) } H I{|zm-1 — 2m| < g%(rm 1,7’m,wm)}]l{z] € A}
n=1 m=1
X )‘ll+l2+i+j<d((vl7 fl)? SRR) (vll+l27fll+l2)7 (yh rl)a sy (yiv ri)? (Zla 7;1)1 ceey (zj7 fj)))
X Wl1+l2+i+j+1(d(12}1, c. ,lf)l1+12,w1, vy Wit1, 'LZil, ce ,Qﬂj))
- i+1
< ply it //En{m — 2o €3 gp(ructy oy i)}
n=1
41
X ]l{d(xla zgap Tn— 1arn7wn + Z gap Tm— 1a7"mawm)}
n=1 m=1
l1 ll+12 i+1 J
X H 9¢(R17fn1,’@n1)d H gcp(R%fnzvuA)ng)d H gcp(rn—lyrmwn)d H ggo(fm—lafmalbm)d
ni=1 no=l1+1 n=1 m=1
X Vll+l2+i+j(d(’f1, cey fll—‘rlga T1y...,7%, fl, . ,fj))
X Wll+12+i+j+l (d(ﬁ)l, - ,1?)114_[2,71)1, vy Wi, Wy, - . . ,UNJ]‘)). (5.2.17)

Mit der Ungleichung von Hélder, der Ungleichung von Cauchy-Schwarz und unter Verwendung

der Abkiirzung

l1+12 i+1
(//E H [ Rlvr’VZl’wTLl d H gw(R%ﬁngawng)qd H g@(rn—larnvwn)qd
ni1=1 no=l1+1 n=1
J
X H g¢(Fm_1, T, U~Jm>qd Vl1+l2+l+] (d(fl, . ,f11+12, TlyeensTisTlyee- ,fj))
m=1

1/q
l1+la+i+j5+1 ~ A ~ ~
x W2 J (d(wl,...,whHQ,wl,...,wi+1,w1,...,w]~))>
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erhalten wir folgende obere Schranke fiir die rechte Seite von (5.2.17))

1 1

/@SHQHHCVZ\I%(\:Q — x9|) 2 Wopq(d(x1, A))2r.

Im Integranden von Cy taucht jede der Marken in hochstens vier Faktoren auf. Wie bei der
Abschétzung von (5.2.13) folgt somit, dass Cy unter der Voraussetzung

// 9o (T, r,w)V(dr)4qd W(dw) < o0

endlich ist. Weiterhin hangt 5’4 weder von A, noch von x; und x9 ab, was den Beweis von

Ungleichung (5.2.8) beendet.
Um Ungleichung (5.2.9) zu zeigen, schitzen wir in (5.2.14)) den Indikator

1{(z1, R1) <5 A% [0,00) in Ty(1(zy.ry)) Oder (w2, Ra) <5 A x [0,00) in Ty (nay.in)}

nach oben durch eins ab. Anschliefend kann wie im Beweis der Ungleichung (5.2.8) argumentiert

werden, wobei sich einige Ausdriicke durch das Fehlen des genannten Indikators vereinfachen.
Fiir den Beweis von Ungleichung (5.2.10) liefert die Ungleichung (5.2.2)) aus Lemma

2 2
E (A%Ccl JR1),(z3,R3) S@:ayG (A)) (A%Z‘Q JR2),(x3,R3) SanvG (A))

< E(2 deg((xl, R1)7F§0(77(:c1,R1)) + 3)>2(2deg(($27 R2)7F<P<77(x2,R2)) + 3))2
x (1{(21, R1) <5 A x [0,00) in Tz, 1)}

+ 1{(w3, By) < A x [0,00) in Tp((y.ry))} ) (5.2.18)

Fiir jeden der beiden Summanden aus der rechten Seite von (5.2.18) kann jeweils analog zum
Beweis von Ungleichung (5.2.8) aus (iv) argumentiert werden. Auch beim Beweis von (5.2.11)

aus (vii) folgt mit der Ungleichung (5.2.2) aus Lemma

2
E(A%Il,Rl),(mg,R3)S<Paa7G(A)) (A%:EQ,RQ),(2?3,R3)S907G7G(A))
< E(2deg((21, R1), Do (N r1)) + 3))*(2deg((22, R2), T (N(zy,7,)) + 3))°
<k+1 .
X ]1{($1,R1) @ (x37R3) mn FW(W(m,Rﬂ,(m,Rs))}

<k+1 .
X 1{(22, Ro) T (3, R3) in Tp(N(ay. ko) (25.55)) }-

2

Die weitere Argumentation ist ebenfalls analog zu der im Beweis von Ungleichung (5.2.8). O

Lemma 5.2.7. Es seien « € (0,1] und Z eine [0, 00)-wertige Zufallsvariable mit EZat! < oo.

Dann gilt
/P(m < 7)*de < oo (5.2.19)

und es gibt eine monoton fallende Funktion h: (0,00) — [0,00) mit h(t) — 0 firt — oo, so
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dass fir alle A € K¢

Ma(A) /P(d(x’ A) < 2)%de < 1+ h(r(A)) (5.2.20)
gilt.

Bewets. Fiir s,t > 0 gilt
W{t<Z}y=1{t < Z}Z2°Z° <1{t < Z} Z°t° < Z°t°.
Mit der letzten Abschitzung und der Wahl s := g + 1 folgt
o
/]P’(|9c| < Z7)dz = dmd/ 1P < Z)* dt
0

< drg (1 +/ t1P(t < 2) dt)
1

< dkyg (1 + (EZS)O‘/ td-1-sa dt>.
1

Da nach Voraussetzung EZ° = EZ ERREPS gilt und wegen der Ungleichung d — 1 — sa =
—1—-a< -1, folgt -
(IEZS)Q/ 37175 qt < oo
1

Damit ist (5.2.19)) gezeigt. AuBerdem folgt die Aussage (5.2.20)) direkt aus Lemma [4.2.10| mit
der Wahl x(t) :=P(t < Z), ¢t > 0. O

Obiges Lemma kommt im nachfolgenden Beweis der Theoreme und zum Einsatz,

wo es unter Anderem zur Abschétzung von Ausdriicken der Form
/\I/n(\:c\)l/k dz, n,k eN,

verwendet wird, siehe Definition (5.2.3). Mit der Ungleichung von Minkowski erhalten wir,
dass dabei die Voraussetzungen von Lemma unter der Bedingung

J[ gty v Widw) < oc.

erfillt sind.
Die bisher in diesem Abschnitt gezeigten Lemmata ermdglichen uns die Beweise der Theoreme
5.2.3] und [5.2.4] zu fiihren.

Beweis von Theorem und Theorem[5.2.4l Die beiden Theoreme beruhen auf Theorem

und der Varianzabschitzung aus Korollar
Nach Korollar existieren positive Konstanten ¢ > 0 und 7 > 0, so dass

Var S, q.c(A) > cAg(A) (5.2.21)

fiir alle A € K mit r(A) > 7 gilt.
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Im Folgenden sei A € K% ein konvexer Koérper mit r(A) > 7. Wir verwenden die Abkiirzungen

ﬁ L G(A) und F o= Stp,a,G(A) — ES@,a,G(A)
= Oyp,a, = .

Var S, q.c(A)

und k := max{|Gi],..., |Gnl}.

Da P-fast sicher |F| < |a|oon(A x [0,00)) gilt und wegen \g(A) < oo folgt, dass alle Momente
von F (und damit auch von F) existieren. Somit ist die Voraussetzung EF* < oo von Theorem
erfiillt.

Es seien 71,...,7 die Ausdriicke aus Definition basierend auf dem Funktional F
und dem IntensitdtsmaBl A = fA\; ® V von n. Wie im Beweis der Theoreme [4.2.4] und [4.2.6]
werden wir die Groflen vq,...,76 und die Integrale aus den Voraussetzungen und
1' zunéchst fiir das nicht-standardisierte Funktional F betrachten. Aufgrund der Linearitét
der Differenzenoperatoren (vergleiche hierzu und die folgende Argumentation) und
der Varianzabschétzung erhalten wir die gewiinschten Abschétzungen auch fir das
Funktional F'.

Es seien (1, ..., die Konstanten aus Lemma und R, R, Ry, R3 stochastisch un-

abhéngige und V-verteilte Zufallsvariablen, ebenfalls unabhéngig von den restlichen Zufalls-

groflen. Zur Vereinfachung setzen wir im Folgenden 8 = 1 voraus.

Mit der mehrfachen Anwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz, den Ungleichungen
(5.2.5) und (5.2.9) aus Lemma und ¥, (t) <1, n e N, t > 0, folgt

~ 471/4 ~ 471/4 ~ 471/4
/[E(A(xl’”)F) ] [E<A(””2’T2)F) } {E(A?I1771)7($377"3)F) }
N (d((z1,m1), (w2,72), (23,73)))

x [E(Agxz,m)’(l‘&m)ﬁ)ﬂ .
< / {E(A(m,Rl)ﬁ)ﬂ 1/4 {E(A(m,&)ﬁ)ﬂ 1/4 {E(A%zl,Rl),(m,Rg)ﬁ)ﬂ 1/4
X {E(A(QM,R2)7(1’3,R3)§)4} .

< x/0105/\Ifk(d(:cl,A))l/gllfk(d(:vg,A))l/glllk+1(|x1 — 23" d(z1, 39, 23).  (5.2.22)

d(z1,x2,x3)

Dabei wurde in Ungleichung p = 9/4 und in Ungleichung p = 7/4 gewéihlt.
Mit Lemma folgt die Endlichkeit der rechten Seite von . Wegen der Linearitéit
des Differenzenoperators (siehe auch (4.2.22)) und folgt, dass auch fir das
Funktional F' erfillt ist und somit die Voraussetzung von Theorem m gegeben ist.

Unter Verwendung der Ungleichungen (5.2.8) und (5.2.9) aus Lemma liefert eine zu
(5.2.22) analoge Argumentation

1

; i
/[E(A%xl,n)a(mm)F)ﬂ [E(A%ﬂ%,m)v(m,m)F)ﬂ N (A1), (w2,72), (@3,73))

1
~\472 472
S/[E(A?xl,Rﬂ,(xg,Rg)F) ] {E(A%.TQ,RQ),(J?{;,R[;)F)} d(.’El,.’EQ,JZ‘g)

[
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< \/0405/\1%“(@1—xg\)%qz%+1(d(x1,,4)) SWyi1(Jzo — 23))5 d(21, 22, 23).  (5.2.23)

Hierbei wurde in Ungleichung p = 2 und in Ungleichung p = 5/2 gewéhlt.
Mit den bereits bei genannten Argumenten folgt, dass die Voraussetzung von
Theorem erfiillt ist.

Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz liefert, dass fiir die Gréen ~1, ..., v folgende Unglei-
chungen gelten

2 211/2 2 271/2
B! < 2|:/ [E(A(Il,RI)F) (A(332,R2)F) } |:E(A(21‘1,R1),($3,R3)F) (A%xz,Rg),(wg,Rg,)F) :|

1/2
X d($1,$2,1‘3):| 5
1/2

2 2
Yo < |:/E A(Ltl Ry), (x3’R3)F) <A%:v2,R2),(x3,R3)F) d($1,$2,$3) ,

73 < /EIA PP dz,

3/4
v < LEFYVA / B P dr,

\ A

4}1/2

| N

2
1/2
l: A(az R)F dx] s
471/2
|: 1717R1)F) ] / [E(A%xl,Rl),(xg,Rg)F)

1/2
4
+ 3E(A%&?1,R1),(12,R2)F) d(xlva)

Die rechten Seiten der vorangegangen sechs Ungleichungen werden im Folgenden mit F anstelle
von F' nach oben abgeschétzt. Mit den zu Beginn des Beweises geschilderten Methoden erhalten

wir dann jeweils die erforderlichen Abschétzungen von v1,...,76.

Die Ungleichungen (5.2.7) mit p = 5/2 und (5.2.11) mit p = 7/4 aus Lemma liefern

~ ~ oq1/2
2} d($1,$2,9€3)

=\ 2 ~ 211/2 2
/[E(A(ml,Rl)F) (A($27R2)F) } |:]E(A(x1 R1),(z3, Rg)F) (A?xQ,Rz),(Z‘;;,R:;)F)
< \/C'3C7/\I/k(d($17A))1/5‘I/k+1(|x1 — a3) "W (|22 — 23])Y7 d(@1, 22, 73).
Es folgt mit Lemma[5.2.7] dass die rechte Seite der vorangegangenen Ungleichung durch ein

positives Vielfaches von A4(A) nach oben abgeschétzt werden kann und damit die Abschédtzung
71 < e Ag(A)~12 fiir ein ¢; > 0.

Mit p = 5/2 in Ungleichung (5.2.10) und p = 7/4 in Ungleichung (5.2.11]) und (4.2.21) folgt
2 ~\ 2
/E A(xl,Rl ),(z3,R3) F) (A%m Ro) (s, ) F) A(@1, 2, 23)

< \/0607 Z /\I’k l’z /5‘Ifk+1(|1131 —$3’)1/7\I’k+1(|l’2 —$3|)1/7d(l‘1,l‘2,l‘3)

1€{1,3}
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Nach Lemma ist die rechte Seite der letzten Ungleichung nach oben durch ein positives
Vielfaches von \g(A) beschrinkt, womit yo < caAg(A) ™12 fiir ein ¢y > 0 folgt.

Ungleichung (5.2.6) mit p = 5 impliziert
/E]A(I,R)ﬁﬁdx < Cg/\I/k(d(x,A))l/5 dz.

Wie zuvor folgt v3 < 03)\d(A)*1/2 fiir ein cg > 0.
Fiir die Abschéitzung von 74 ist es notwendig auch EF? geeignet abzuschiitzen, wozu Lemma
verwendet werden kann. Die Ungleichung von Jensen und (5.2.5) mit p = 7/2 liefern

/{E(A(W)ﬁ)ﬂl/? Ad(z, 7)) < / [E(A(m’R)ﬁ)ﬂlmdx < \@/\Pk(d(IE,A))lﬁdl‘,

beziehungsweise mit p = 6
JE@ @ < o [ wide, 4) V0 .

Nach Lemma sind die beiden rechten Seiten der beiden letzten Ungleichungen nach oben
durch ein positives Vielfaches von A\y(A) beschrankt. Damit folgt aus Lemma dass EF*4
durch eine positive Konstante abgeschitzt werden kann, welche nicht von A;(A) abhéngt.
Weiter folgt mit der Wahl p = 19/4 in Ungleichung und ¥, (t) <1,neN, t >0,

~ 413/4
[ E@en)|" de <o [wde, ) dw < ¢ [ v, 4) 7 do.

Eine abermalige Anwendung von liefert, dass die rechte Seite der letzten Ungleichung
nach oben durch ein positives Vielfaches von A\;j(A) abgeschétzt werden kann, womit insgesamt
v4 < 04)\d(A)_1/2 fiir ein ¢4 > 0 folgt.

Der Term -5 kann analog zu 3 oder 4 abgeschitzt werden. Auch hier gilt v5 < csAg(A)~1/?

fir ein c5 > 0.
Mit der Ungleichung (5.2.5) und p = 7/2, beziehungsweise (5.2.9) und p = 5/2 folgt

/ {E(A(ﬂﬁhRﬂF)ﬂ

< VOIGs [ Weld(ar, A) W1 — o) d(er,a2).

d(.ﬁlfl,l‘g)

1/2 )
[E(A(thl),(mz,Rg)F)

4] 1/2

Wie in allen vorangegangenen Féllen kann diese obere Schranke mit Lemma nach oben
durch ein positives Vielfaches von Ag(A) abgeschitzt werden, was schlieBlich v5 < cgAg(A) /2
mit cg > 0 liefert.

Abschlielend beendet eine Anwendung von Theorem den Beweis. O

Unter Einsatz der Varianzabschatzung aus Theorem ist es moglich eine alternative
Version des univariaten zentralen Grenzwertsatzes aus Theorem zu formulieren. Dieser
kommt mit geringeren Voraussetzungen an die Verbindungsfunktion aus, die insbesondere

unabhéngig vom gréfiten Knotengrad der gezédhlten Graphen sind. Die schwécheren Vorausset-
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zungen werden jedoch durch den Verzicht auf negative Eintrédge im Vektor der Koeffizienten
a € R™ erkautft.
Wir verweisen an dieser Stelle auch auf die Diskussion vor Theorem wo die Unterschiede

der verschiedenen Herangehensweisen ndher beleuchtet werden.

Theorem 5.2.8. Es seien m € N, G = (Gy,...,Gp,) € GZWA und a = (ai,...,an) € [0,00)™
mit a # 0. Weiterhin gelte

/ / 9o (r, 7, w) 2LV (dr) W(dw) < oo.

Dann existiert eine Konstante C > 0, welche nur von 5, V, ¢, a und G abhdngt, so dass

d}((‘s’cp,a,G(A) - ES&p,a,G(A) N) < C

Var S, q,c(A) Ad(A)

fiir alle A € K¢ gilt.

Der Beweis des Theorems verlauft analog zum Beweis von Theorem Allerdings ver-
wenden wir zum Abschétzen der Varianz das Theorem anstelle von Theorem Dies
hat die gednderten Voraussetzungen zur Folge.

Die folgenden Korollare sind direkte Folgerungen aus Theorem Diese lassen sich auch
mit Hilfe von Theorem formulieren, allerdings unter stérkeren Voraussetzungen.

Korollar 5.2.9. Es sei G € G, und es gelte

/ / 0 (1,7, 0) "V (dr) W(dw) < oo,

Dann existiert eine Konstante C > 0, welche nur von 8, V, © und G abhdngt, so dass

Np.G(A) — Enga(A) C
dK( Varn, a(A) ’N> = Ad(A)

fiir alle A € K¢ gilt.
Korollar 5.2.10. FEs sei k € N und es gelte
// g (T, r,w) TV (dr) W(dw) < oo.

Dann existiert eine Konstante C > 0, welche nur von 5, V, ¢ und k abhdngt, so dass

dK<77so,k(A) — En¢,k(A)7N) < C
Var 77%;,3(14)

Aa(A)

fiir alle A € K¢ gilt.

Bemerkung 5.2.11. Analog zu Theorem[5.2.3| (siehe auch Theorem [5.2.4) gelten die Aussagen
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des Theorems und der Korollare [5.2.9/ und [5.2.10 auch, wenn anstelle der Kolmogorov-

Distanz di die Wasserstein-Distanz d; verwendet wird.

5.3. GESAMTKOMPONENTENZAHL

In Anlehnung an das Vorgehen im unmarkierten Modell, werden wir in diesem Abschnitt einen
zentralen Grenzwertsatz fiir die Gesamtzahl aller endlichen Komponenten formulieren und
beweisen. Dazu sei 1) ein Poisson-Prozess auf R? x [0, c0) mit IntensititsmaB \ := fA\q ® V und

3 > 0. Weiterhin sei eine Verbindungsfunktion ¢: (R? x [0,00))? — [0, 1] vorgegeben, welche

gentigt.

Entsprechend zu den Definitionen aus Abschnitt [4.3] sei

ne = {((x1,71),..., (@K, 7%)) enfkeN z; < <z, und

Gina({(z1,7m1), ..., (zk, %)}, Tp(n)) ist eine Komponente von I'y,(n)}.
der Prozess aller endlichen Komponenten in I',(n) und fiir A € By sei
ﬁ@(A) = ‘{((.ﬁUl,Tl), sy (xk,’l“k)) € ﬁcp 1,52k € A}|

die Anzahl aller endlichen Komponenten von I',(7), deren Knoten sémtlich in A liegen. Fiir

einen vorgegebenen Graphen G € G sei weiterhin

Mo, = {((x1,71)5 -+, (@@ 116)) € T+ Gina({(21,71);5 -5 (T)@5 @) 1 Do () =~ G}

der Prozess aller zu G isomorpher Komponenten von I'y,(n) und fiir gegebenes k € N

Mok *= U N, = M N (Rd x [0, OO))k
GeG, |G|=k

der Prozess aller Komponenten der Grofle k. Schliellich definieren wir fiir G € G
fip.c(A) == {((z1,71), -, (g, M6)) € Tp,g 715+, 7)q) € A}, A€ By
und fiir £k € N
Nok(A) = {((z1,71), ..., (@, %)) €Ny : 21,..., 7 € A}, A€ By,

jeweils die Anzahl aller Komponenten aus 7, ¢ und 7j, 1, deren Knoten vollstdndig in einer
gegebenen konvexen Menge A € K¢ liegen.

Wir zeigen in diesem Abschnitt folgenden zentralen Grenzwertsatz.

Theorem 5.3.1. Fiir alle k € N gelte

/ 9o (7, w)* V(dr) W(dw) < oo,
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Dann existiert der Grenzwert

. Varn,(A)

Oppi= lim ————F 5.3.1
v r(A)—oo Ad(A) ( )

mit oy, € (0,00) und ist gegeben durch o4 =375 O'&’é). Auflerdem gilt

Mp(A) — Eijy(A)
Var,(A)

4N fir r(A) — oo,

wobei N eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Bei obiger Verteilungskonvergenz gilt

sogar Konvergenz in der Wasserstein-Distanz d; .

Das grundsétzliche Vorgehen beim Beweis des obigen Theorems entspricht dem von Abschnitt
Auch hier werden wir das Theorem zunéchst mit mehreren Lemmata vorbereiten und dazu

fiir den Rest des Abschnitts zur Vereinfachung 8 = 1 annehmen.

Lemma 5.3.2. Unter der Voraussetzung

/ / 0, (7, w)3V(dr) W(dw) < oo

gilt fiir alle G € G

i Yar (p,6(A) = np.c(A))
im
r(A)—oo Ad (A)

Beweis. Es seien G € G, k := |G| und A € K¢. Wie im Beweis von Lemma stellen wir
zunéichst fest, dass sowohl Efj, (A4)? < oo als auch En, ¢(A4)? < co gelten, da die GroBen

=0.

Nlp,c(A) und n,.c(A) nach oben durch die Poisson-verteilte Zufallsvariable n(A x [0,00))
beschrankt sind. Die Ungleichung von Poincaré aus Theorem liefert

Var (0(4) ~ 126(A) £ [ BB (lc(4) 126’ M) (3:32)
Wie im Beweis von Lemma gilt P-fast sicher
Ay (p.6(A4) = 1p.6(A))] < deg((.7), D)) 1{ (. 7) 5 A% [0,00) in Ty (i)}
fir (z,7) € A x [0, 00), beziehungsweise fir (z,7) € A° x [0, 00)
|8 (7,6 (A) = 0.6 (A))| < deg((2,7), Tp (1)) 1 (2,7) =5 A x [0,00) in T (1)) -
Folglich ist die rechte Seite von nach oben durch
Ly B 7T )PE (2 7) 55 A% 0,00) in T )} A, )

+ ex(0m0) Edeg((z,7), Tp(n(zr))*1{(z,7) &5 A x [0,00) in Ty ()} AMd(z, 7))

(5.3.3)
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beschrankt. In den folgenden Gleichungen und Abschétzungen gelte (zg,r9) := (z,7). Es gilt
<k e .
[4 0,00) Edeg((xa T)v Fso(n(x,?“)))2]l{(x7 7’) — A x [07 OO) n Fw(n(x,r))} A(d(xv T))
x[0,00

< /A XME( S 1{(z,7) ¢ (y,5) in no(mx,r))})Q

(y,s)€n

k
X Z Z# 1{(2,7) < (w1,71) ¢ -+ & (25, 73) In Ty(nizm), v € A} Md(z,7))

izl(xlﬂj)z"w(miﬂ"i)en

k
:;/AX[O,@E S 1y s) © (@,7) ¢ (Y2,9) 0 Do)}

(y1,51),(y1,52)€77

X Z# 1{(x,7) < (w1,71) ¢ -+ & (25, 73) In Ty(n(zm), 7 € A} AMd(z,7))
(ml,rl),...,(:pi,ri)En
2 k i+j

1530 3 NS -TND O [T (@) & (@) in Tolng,)}

) (@1,71) e (Tt j Tit5 ) EN I=141
x I{(z,7) « (x1,71) > -+ < (2i,73) In TN )), T € A} AM(d(w, 7))
k it+j

#
=) E 1w € 4% T (@), (z,m))
5=0i=1 T AXI0:00) (1) 1) (@i ries)EN I=it1
X H (P((xn—h 7"”_1), (xnv Tn)) A(d(.’IJ, T))
n=1
2k i i+
—e2 Y [tlo e Avmi e A ] (@ ran)s ) IT el )
7=01:i=1 n=1 l=i+1
X )‘i+j+1 (d((x7 7“), (xlv Tl)v SRR (xi-i-j? Ti-l—j)))

mit einer Konstanten ¢ € N. Weiter erhalten wir fiir ¢ € [k] und j € [2]o

) i+j
Bi’j :/]1{m €A7 z; GAC} H @((xn_l,rn—l)y(xnarn>) H gp((xa/r')?(xlyrl))
e’ l=i+1
X N, 1), (@1,71), - (@0, i5)
i i+j
= [ TL 100 = sl < gtrnrrmswn)} TT Ml = 1] < gy}
1L l=i+1

x1{zx € A, x; € AC}WHj(d(wl, o Witj)) )\i+j+1(d((a:,7“), (1,71)5 -, (@it Tigs)))-

Fiir (z,7), (x1,71), ..., (z5,75) € R4 x [0,00) und w1, ..., w; € R gilt

7 i
H ]l{|l‘n - l‘n71| < ggo(rnflvrnawn)} < ]l{|55 - 331| < Z ggo(rnflyrnawn)}-
n=1

n=1
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Integration iiber x1,...,2;—1 und xjj1,..., x4  liefert
L % i+7
Bi,j < ﬁzl—‘r]_ // H gtp(rn—la Tn)wn)d H 990(7'7 rl)wl)d
n=2 I=i+1
%
X /]l{$ € A7 T € Ac}]]'{‘x - xl’ S Z gtp(rn—luTTL7wn)}d($)xi)
n=1
X Vi+j+1 (d("f’, T1,... ,Ti+j)) WiJrj(d(wl, - ,wi+j)).

Fir ¢ > 0 und 7 > 0 gilt

// 1{|z —y| gt}dydm:// 1{d(z,04) < T}1{|x — y| < t} dy d
A JAe A JAc
+/A/Ac]l{d(x,8A) > 7}{jz —y| < t}dyda
< M({z € A:d(z,04) < T})/n{yy| <t} dy

alfz € At d(z,04) > 7)) /Bd 1{ly <t} dy.

0,7

Es folgt fir 7 > 0

B;; < Kﬁlﬂ_l // 11 9o (Tn—1,7n, wn)? IT 9.0 7y, wp)?
n=2 l=i+1
i d
X |kgAg({z € A:d(z,0A) < T1}) ( Z gw(rn_l,rn,wn)>
n=1

+X({z € A:d(2,04) > 1}) /Bd(o . 1{|y| < Z g¢(rn—1,rn,wn)}dy1

T n=1

X Vi+j+1(d(7‘, T1y.-. ,riﬂ-)) Wi+j(d(w1, ceey wiﬂ-)). (534)
Unter der Voraussetzung

// g (T, r,w)ng(dr) W(dw) < o0

ist
i i+7 i d
H g@(rn—lvrnawn)d H g(p(r7 Tlawl)d<zggo(rn—17rnawn)> )
n=2 l=i+1 n=1

TT1y- ., Titj € [0,00), Wiy - -y Wity € R,

eine integrierbare Majorante fiir den Integranden der rechten Seite von (5.3.4). Dabei kann
beispielsweise wie im Beweis von Lemma bei der Abschitzung von (5.2.13)) argumentiert
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werden. Mit den Lemmata 3.6 und 3.7 aus [21] folgt fiir jedes 7 > 0

lim A({z € A:d(z,0A) <T}) _

r(A)—oco )\d(A)

Der zweite Summand der rechten Seite von (5.3.4)) ist nach Division durch A;z(A) nach oben
durch

. . i i+j Z’
wg // I 9o (rn—1.rn wn)® T 9o(r, Tlvwl)d/d L{lyl < >~ go(rn—1,7n, wn)} dy
gl l=i+1 B(0,7)° n=1
X VI A(r 7)) WO (A (w o wigg)

beschriankt. Diese obere Schranke héngt nicht von A ab und verschwindet fiir 7 — oco. Damit
folgt

B
lim 1}
r(A)—oo )\d(A)

Der zweite Summand der rechten Seite von (5.3.3) kann analog behandelt werden, womit

insgesamt die Behauptung

lim Var (7790,@<A) - nw,G(A))

=0.
r(A)—oo Ad (A)

folgt. O

Wie im unmarkierten Modell (siehe Korollar |4.3.3) erhalten wir folgendes Korollar. Dabei
verwenden wir fir m € N, G = (Gy,...,Gp,) € Ganﬁé und a = (a1, ...,ay) € R™ mit a # 0

die Bezeichnung
. m
Sw,a,G(A) = Z aiﬁgo,Gi(A), A € B; beschrankt.
i=1

Korollar 5.3.3. (a) Die Aussagen von Theorem|[5.1.5 gelten auch, wenn die dort auftretenden
Grifen ne.q,(A), i € [m], durch f,c,(A) ersetzt werden.

(b) Es seien m € N, G = (Gy,...,Gp) € Gg“# und a = (ai,...,am) € R™ mit a # 0.
Weiterhin sei
¥ := max{max{maxdeg(G;) : i € [m|} + 1, 9}

und es gelte
/ g (T, fr’,w)ﬁdJrl V(dr) W(dw) < oo.

Dann gilt N N
Sgo,a,G(A) — Escp,a,G (A)

— 4N fir r(A) — oo,
Var Sap,a,G (A)

wobet N eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Bei obiger Verteilungskonvergenz

gilt sogar Konvergenz in der Wasserstein-Distanz d; .
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Fuar A € B; und m € N seien

ﬁwém<A) ::Zﬁw,i(A) und ﬁtp,>m(A) = Z ﬁw,z‘(A)-
i=1 i=m+1

Es sei R eine V-verteilte Zufallsvariable, unabhéngig von n. Fiir m € N definieren wir

¢o.m = P(die Summe der Gréfien aller endlichen Komponenten in I'y,(7), welche

in T',(nU{(0, R)}) mit (0, R) verbunden sind, betrégt mindestens m).

Mit majorisierter Konvergenz erhalten wir direkt gy, — 0 fiir m — oo.

Lemma 5.3.4. FEs gelte

// 9o (7, w) 1V (dr) W(dw) < oo.
Weiter sei R eine V-verteilte Zufallsvariable, unabhdngig von n, sowie
1/2

690 = E(deg((oa R)7 FLP(U(O,R)) + 1)2 und OSD = E[deg((oa R)) Fs@(ﬁ(O,R))ﬂ

Dann gelten C,, 6’59 < oo und fir alle m,n € N mit m <n

. Varf, <m(A)  ~ . Var (7, <m(A) = flp,<n(4))
limsup — 2= < O, lim sup = = < Co/Apms
r(A) oo Ad(A) v r(A)—roo Aa(A) v
und Var 7 A)
: ar 7750,>m
limsup ———~——= < Cu\/Qo,m-
r(A)—soo  Ad(A) v

Bewets. Zunéchst erhalten wir unter den Voraussetzungen des Lemmas C’w,é’@ < 00 mit

Argumenten wie im Beweis von Lemma [5.2.6]

Der restliche Beweis orientiert sich stark an dem von Lemma im unmarkierten Modell.

Fiir k € N und (z,7) € R? x [0,00) bezeichne By(z,7) das Ereignis, dass die Summe iiber die

Groflen aller endlichen Komponenten aus I', (), welche in I'y(n U {(z,7)}) durch eine Kante

mit (x,r) verbunden sind, mindestens k betrigt. Wegen der Stationaritit von n gilt fiir alle

k € N und z € R?
P(By(z, R)) = qp.k-

Es sei A € K¢ Wie im Beweis von Lemma gelten fiir alle (x,r) € A x [0, 00) die folgenden

Abschétzungen P-fast sicher

’A(ﬂcﬂ“)ﬁ%fm(A)‘ < deg(( 7r)7rg0(77(x7r))) + 17
A ) (T, <m(A) = Tlp,<n(A))| < deg((x,

8

<

)7 Fgo (n(m,r)))]le(:c,r))

|A(a:,r)77/<p,>m(A>| < deg((ﬂv, T)? Flp(n(a},r)))]le(a:,r)' (535)
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Gilt (z,r) € A° x [0,00), so konnen die drei obigen Betrige jeweils durch

Z ]l{(l‘,T‘) A (yv 5) in Fw(n(m,r))}

(y,8)EnNAX[0,00)

nach oben abgeschitzt werden. Analog zur Argumentation aus Lemma erhalten wir, dass
der Ausdruck

1 ' 2
S Bl M) 6 08 i Dylie)}) Aaer)

(y,s)EnNAX[0,00)

fiir r(A) — oo gegen 0 konvergiert.
Weiter gilt mit der ersten Abschétzung aus (5.3.5)

/ EJ A oyl <o (AP Md(z, 7)) < Aa(A)Cy.
Ax[0,00)

Auflerdem liefern die Ungleichung von Cauchy-Schwarz und die beiden letzten Abschétzungen

aus (5:35)
n =~ 2
/Axm ElB ) (ozm(4) = flan( D) MA@, 1) S A(ACo/oim,

~ 2
/AX[O )E|A(x,r>%,>m(fl)| A(d(,7)) < Aa(A)Coor/Tpm-

Dabei wurde auch jeweils die Stationaritdt des Poisson-Prozesses n verwendet. Schliefllich
beendet eine Anwendung der Ungleichung von Poincaré aus Theorem den Beweis dieses

Lemmas. O]

Lemma 5.3.5. Unter der Voraussetzung
/ gp(r, T, w)?V(dr) W(dw) < oo

gilt
Var s d
lim inf ar Thp(B (0,7))

T—00 7—d

> 0.

Beweis. Es sei G € G, ein Graph mit k£ > 3 Knoten, dessen Knotenmenge mit [k] durchnum-
meriert ist. Weiterhin existiere ein induzierter Teilgraph von G mit Knotenmenge I C [k],
|I| > 2, welcher nicht zusammenhéingend ist. Das einfachste Beispiel ist ein Graph mit drei
Ecken und zwei Kanten.

Fiir 7 > 0 sei f, ein Reprisentant von #,(B%(0,7)). Weiterhin seien (x1,71), ..., (zg, %) €
B4(0,7)x[0,00). Es bezeichne B ()
derartig sind, dass Gind({(mlarl)v"'7(xlwrk)}aFcp(n(xi,ri)ie[k])) isomorph zu G ist, wobei

(zn,m) € A das Ereignis, dass die Marken Z,,, ;.

T1,71)yeees

fir ¢ € [k] insbesondere (z;,r;) dem Knoten ¢ € [k] in G entspricht. Unter dem Ereignis

B( gﬂt

l’l,rl),...,(xk,’l“k)

fT (g(wizri)iel) - fT(&-(IZ7T’L)1E[k]) Z 07
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da das Entfernen der Punkte (z;,7;), ¢ € [k] \ I, aus dem Graphen Iy, (n(xwi)ie[k]) die Anzahl

endlicher Komponenten in B“’/(O7 7) hochstens vergrofiern, aber nicht verringern kann. Falls
zusétzlich die Knotenmenge {(x1,r1),..., (2, 7%)} im Graphen I', (n(mivri)ie[k]
morphe Komponente bildet, also keine Kanten zwischen den Punkten {(x1,71),..., (xg, 7%)}

) eine zu G iso-

und 7 existieren, so gilt sogar

fr (g(fcﬂi)iel) - fT(é_(miv"'i)iE[k]) > L.

Dies liegt daran, dass durch das Entfernen der Punkte (x;,7;), i € [k] \ I, aus dem Gra-
phen Ty (N,r),c k]) die Komponente, welche von {(z1,71),...,(zg, )} gebildet wird und
20 fr (&) ie[k]) beitrigt, in mindestens zwei kleinere Komponenten zerfallt. Mit diesen

Uberlegungen folgt

E[fT (5(961'77“1')1'61) - fT(E(ﬂ%m )iclk )|B (z1,71) (xkﬂ"k)]

> E[]l{{(xl,rl ooy (TR, )} ISt in F@(n(x”i)ie[k]) eine G—Komponente}\B(Ihrl),w(xkﬁrk)]
=E H HSO y,7), (z4,7))
(yr)eni=1

k

= exp [/ (H (P ya xurz)) - 1> )\(d(y,r))l
und damit
E{E [fT (5 (z4,74) 261) Ir (g xzﬂ“i)ie[k]) |Z(J:1,r1) (xk,rk)]z}

Zﬁ((xhn),...,(mk,rk exp[ /(HSO y,r xurz)) 1) /\(d(y,r))],

wobei p((x1,71), .., (T, k) die Wahrscheinlichkeit von B, ;). .. (2, bezeichne.
Es sei T' > 0 mit 27 < 7. Wir definieren

Ur = {((z1,71),..., (xk, 1)) € (Bd(O,T) X [0,00))’“ tx1 € Bd(0,7/2),
|71 — 2| < T4 € [k]\ {1}}.

Mit dieser Definition gilt
2
MT = / 271,7“1 161) f‘r (5 (m4,74) le[k])|Z(m1,r1),...,(a¢k,rk)] } )\k(d((xla 7"1)7 ey (Sl?k, Tk)))

Z/UTeXp[ /<H<P (y,7), (w3,73)) — 1) Ad(y, ))] p((21,71), -, (T, Tk))

< N (d((21,71),- .-, (ThyT8)))
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k

= ), &P [2/ <<ﬁ((yﬂ‘)a (0,71)) [T (s ), (25 = 21, 749)) = 1) A(d(yﬂ“))l

=2

p((0,71), (x2 — x1,72), ..., (T — T1,7%)) )\k(d((ml, 1)y (Tg, 78)))
/idT

B //Bd 0,7)%[0,00))k—1 PO (r2oma)os o)

k
X exp l?/ ( (y,7),(0,21) H ), (Tiymi)) — 1> )\(d(yﬂ"))]
1=2
x NN d((w2,72), - -, (wk,7x))) V(dry). (5.3.6)

Dabei wurde sowohl die Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles, als auch die Translations-
invarianz von p((z1,71),. .., (zk,7%)) in den Positionen z1, ...,z verwendet.

Da G € G, gilt und damit G im Modell I',(n) mit positiver Wahrscheinlichkeit auftritt,
folgt

[f o] ] (007000 TT 0000 v 1) )

x p((0,71), (2,72), ..., (Tk,TE)) )\kfl(d((xg, 79)s .y (g, 7%))) V(dry) > 0,

wobei analog zur Abschétzung (5.1.20) argumentiert werden kann. Es folgt weiter

k

= //(Bd(O,TO)X[0,00))kl P lz/ (gp (0 H (i) = 1) )\(d(y,r))l

=2
x p((0,71), (z2,72), ..., (Tk,TE)) )\k_l( ((x2,72), ..., (g, 7%))) V(dry) >0

fir ein hinreichend grofles Ty > 0. Im Folgenden sei 7 > 0 hinreichend grof3, sodass 7 > 27
gilt. Mit der Abschétzung (5.3.6) folgt

d
KqT
MT > od *Co
und somit
M,
lim inf —- — > 0.
T—00 T

Mit Lemmafolgt fiir (z1,71), ..., (¥, %) € R? x [0, 00)

Fr€rier) = FrCureny) = > AaBY0,m) - S AaBi0.n) (53.7)

@#J1C1 @#JQC[k]

mit der Abkiirzung x; := (4, 7;);es fiir J C [k]. Die Ungleichung von Jensen liefert fiir n € N
und s1,...,8, € R
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Mit der mehrfachen Anwendung dieser Ungleichung und Gleichung (5.3.7)) erhilt man

2
E{E [frEiriier) = I (g(%n)ze k])’Z(mlﬂ'l)a---v(wkﬂ'k)] ]

Ji| 2
< 2k+1E[ Z E[ALJI 77 Bd(07T))‘Z(wl,rl),...,(mk,m)}
O£ CI

2
+ Z E[A‘xj‘?'n Bd(()’T))‘Z(J?larl)a---v(xkﬂ"k)} ]
0#J2C[K]

52“211«:[ 3 E[ 7(B40, 7)) ‘ZXH.

D£JC[k]

Damit folgt

M, <2F2 Y / E
0£JClk] "V

IE[AXJJn(Bd(O,T))‘ZXJr} N (d((1, 1), (@ 7))

Wegen

Ur ={((x1,71),- -, (T, 7)) € (Rd X [0,00))k D € Bd(O,T/Q +T),1=[k]\ {1},

k
z1 € BY0,7/2) () BY(%:, T)}
=2

erhalten wir die Abschétzung
M, < 2k+2 Z (kgTh)* |J|/ [ E[al)n(BY0,7) ’Z /] }M(dxj).
0£JClk

Da die hier auftretenden Integrale auch Teil der unteren Schranke fiir die Varianz aus Theorem

sind, existiert eine Konstante ¢ > 0, welche nur von k, I und T abhéingt, sodass
Var7(B%(0,7)) > &M,

gilt. Wegen lim inf, ., M, /7% > 0 folgt die Behauptung. O

Beweis von Theorem[5.3.1. Der Beweis von Theorem verlauft analog zum Beweis von
Theorem Dabei miissen lediglich die Aussagen des aktuellen Kapitels verwendet werden.
O



ANHANG A

EIN LEMMA UBER POISSON-PROZESSE

Lemma A.0.1. Es sei (X,X) ein Borelraum und n ein Poisson-Prozess auf (X, X) mit
P(n(X) =0) > 1/2. Weiterhin sei f: X — R eine messbare Funktion und ¢ € R. Dann gilt

S F) e Zf<y>\.

yen yen

E >E

Beweis. Wegen P(n(X) =0) > 1/2 > 0 gilt v := En(X) < oo und damit ist das Intensitdtsmaf
von 71 gegeben durch vQ mit einem Wahrscheinlichkeitsmafi Q auf (X, X'). Wegen Proposition

3.5 in [28] kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass
n:{XZZG[/i]}

gilt, wobei (X;);en eine Folge unabhéngiger und Q-verteilter Zufallselemente in X ist und &

eine von (X;);eny unabhingige Poisson-verteilte Zufallsvariable mit Parameter v ist. Wegen
1/2 <P(n(X) = 0) = P(x = 0)

existiert eine Zufallsvariable x' mit ' < & und P(k'x = 0) = 1. Dies ldsst sich konstruktiv
leicht begriinden. Dazu nehmen wir voriibergehend ohne Beschrankung der Allgemeinheit
(Q,A,P) = ([0,1],B1, A1ljo,1)) an, wobei By die Borelsche o-Algebra auf [0, 1] bezeichne. Weiter

seien

o —~ 7
Sk .—Ze ’YH, k'ENO,

und S_; := 0. Fir k € Ny setzen wir k(w) := k fir alle w € [Sk_1, Sg). AuBerdem sei x(1) := 0.
Analog verwenden wir fiir & € Ny die Definition #'(w) := k fiir alle w € (1 — Sk, 1 — Sk_1] und
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x'(0) := 0. Damit besitzen die Zufallsvariablen x und ' jeweils eine Poissonverteilung mit
Parameter v und es gilt x(w)x/'(w) = 0 fiir alle w € [0, 1], also inbesondere P(kx’ = 0) = 1.

Wir kehren zum eigentlichen Beweis des Lemmas zuriick und definieren
n ={X;:iel[x]}

Damit ist auch 7’ ein Poisson-Prozess auf (X, X’) mit Intensitdtsmafl vQ und folglich 7’ 4 n.
Wegen P(k'k = 0) = 1 gilt auBerdem

P(n(X) =0 oder /(X)) =0) = 1. (A.0.1)

Mit »’ 4 7 folgt

> fly)—c

yen

Wegen (A.0.1) gilt

E :EE ZEE
2 2

S fw) =Y fly)]- (A0.2)

1
+5E
yen yen'

> fly)—c

yen’

> fly)—c

yen

P(X 5 =0 oder 3 f5)=0) =1

yen yen’

und damit ist die rechte Seite von (A.0.2) gleich

1
-E
2

> )

yen

Zf(y)IZE

yen

Zf(y)’Jr;E

yen

Y

was den Beweis des Lemmas beendet. O
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