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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Â äèññåðòàöèè èññëåäóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ àë-
ãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè ñ ïîìîùüþ äâóõ âçàèìîçâÿçàííûõ ïîäõîäîâ. Ïåð-
âûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñøèðåíèè ñâîäèìîñòè ïî ïåðå÷èñëèìîñòè íà
àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, à âòîðîé îñíîâûâàåòñÿ íà ïîíÿòèå ñïåêòðà ñòåïåíåé
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû. Îáà ïîäõîäà ìîãóò áûòü óñïåøíî ôîðìàëèçîâàíû
íà ÿçûêå ñâîäèìîñòåé ìàññîâûõ ïðîáëåì, ââåäåííûõ Ìåäâåäåâûì [3] â 1955
ãîäó.

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ñâîäèìîñòü ïî ïåðå÷èñëèìîñòè (å-ñâîäèìîñòü) áû-
ëà ââåäåíà Ðîäæåðñîì [17] êàê ðàñøèðåíèå òüþðèíãîâîé ñâîäèìîñòè âñþäó
îïðåäåëåííûõ (òîòàëüíûõ) ôóíêöèé íà ÷àñòè÷íûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå
ëèøü íà ïîäìíîæåñòâàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ñòåïåíÿìè ïî ïåðå÷èñëèìîñòè
(å-ñòåïåíÿìè) áûëè íàçâàíû êëàññû ýêâèâàëåíîñòè îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèÿ
âçàèìî-å-ñâîäèìîñòè äâóõ ìíîæåñòâ äðóã ê äðóãó. Ðîäæåðñîì áûëî ââåäåíî
ïîíÿòèå òîòàëüíîé å-ñòåïåíè � ýòî â òî÷íîñòè îáðàçû òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé,
îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêîãî âëîæåíèÿ âåðõíåé ïîëóðåøåòêè òüþðèíãîâûõ
ñòåïåíåé â ïîëóðåøòêó ñòåïåíåé ïî ïåðå÷èñëèìîñòè. Ðîäæåðñîì [17] áûëà
ïîñòàâëåíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïðîáëåìà èíâàðèàíòíîñòè êëàññà òîòàëüíûõ å-
ñòåïåíåé â ïîëóðåøòêå ñòåïåíåé ïî ïåðå÷èñëèìîñòè. Ýòà ïðîáëåìà äî ñèõ ïîð
îñòàåòñÿ íåðåøåííîé.

Äðóãîå ôóíäàìåíòàëüíîå ïîíÿòèå, ñâÿçàííîå ñî ñâîäèìîñòüþ ïî ïåðå÷èñ-
ëèìîñòüþ, îïåðàöèÿ ñêà÷êà, áûëî ââåäåíî Ðîçèíàñîì [5] è Êóïåðîì [8]. Äàí-
íàÿ îïåðàöèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì (ðàñøèðåíèåì) îïåðàöèè ñêà÷êà â
òüþðèíãîâûõ ñòåïåíÿõ. Ïîñêîëüêó îáëàñòüþ çíà÷åíèé îïåðàöèè ñêà÷êà ÿâ-
ëÿþòñÿ òîëüêî òîòàëüíûå å-ñòåïåíè, ñ ïðîáëåìîé èíâàðèàíòíîñòè êëàññà òî-
òàëüíûõ å-ñòåïåíåé òåñíî ñâÿçàíà ïðîáëåìà èíâàðèàíòíîñòè îïåðàòîðà ñêà÷-
êà â ïîëóðåøåòêå ñòåïåíåé ïî ïåðå÷èñëèìîñòè. Êóïåðîì [8] è Ñîðáè [20] áûëà
ïîñòàâëåíà ïðîáëåìà îïðåäåëèìîñòè êëàññà òîòàëüíûõ å-ñòåïåíåé è ïðîáëå-
ìà îïðåäåëèìîñòè îïåðàöèè ñêà÷êà íà ÿçûêå ïåðâîãî ïîðÿäêà óïîðÿäî÷åíèÿ
å-ñòåïåíåé. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíî ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå ïåðâîé ïðîáëåìû è
ïîëíîå ðåøåíèå âòîðîé.

Ïîíÿòèÿ ñòåïåíè è ñïåêòðà ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû áûëî ââåäå-
íî Ðèõòåð [16] â 1981 ãîäó. Öåëü ââåäåíèÿ ñòåïåíè àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
çàêëþ÷àëàñü â ïîïûòêå êëàññèôèöèðîâàòü ñëîæíîñòü íåêîíñòðóêòèâèçèðó-
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åìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ òüþðèíãîâûõ ñòåïåíåé, ñòðóêòóðà
êîòîðûõ áûëà ê òîìó âðåìåíè äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà. Îäíàêî ñàìîé æå
Ðèõòåð [16] áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî íå êàæäûé ñïåêòð ñòåïåíåé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñèñòåìû èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, òî åñòü íå êàæäàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
ñèñòåìà èìååò ñòåïåíü. Áîëåå òîãî, îñòàåòñÿ äî ñèõ ïîð íå ðåøåííîé çàäà-
÷à îïèñàíèÿ âîçìîæíûõ ñïåêòðîâ ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ýòîì
íàïðàâëåíèè ðàáîòàëè è ðàáîòàþò ìíîãî ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõ èññëåäî-
âàòåëåé (ñì. íàïðèìåð [9], [11],[12],[13],[14], [19],[21],[22]).

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ñèñòåìàòèçàöèè ïîëó÷åí-
íûõ ñâåäåíèé î ñïåêòðàõ ñòåïåíåé íà ÿçûêå ñâîäèìîñòåé ìàññîâûõ ïðîáëåì,
ââåäåííûõ Ìåäâåäåâûì [3] è Ìó÷íèêîì [4]. Íà ýòîì ÿçûêå ôîðìóëèðóþòñÿ
ïîëó÷åííûå àâòîðîì íîâûå ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå ñîäåðæàòåëüíóþ ÷àñòü
äèññåðòàöèè. Â êà÷åñòâå ìàññîâûõ ïðîáëåì çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû
ïðåäñòàâèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Â êà÷åñòâå ñâîäèìîñòè ýòèõ ïðîáëåì
èñïîëüçóåòñÿ êàê ðàâíîìåðíàÿ ñâîäèìîñòü Ìåäâåäåâà (ñèëüíàÿ ñâîäèìîñòü),
òàê è íåðàâíîìåðíàÿ ñâîäèìîñòü Ìó÷íèêà (ñëàáàÿ ñâîäèìîñòü). Äàííàÿ òðàê-
òîâêà ïîçâîëÿåò, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìàòðèâàòü ñâîäèìîñòü ïî ïåðå÷èñëè-
ìîñòè, êàê ñâîäèìîñòü ïðîáëåì ïðåäñòàâèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñïå-
öèàëüíîãî âèäà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ðàññìîòðåíèè òîòàëüíûå å-ñòåïåíè
ñîîòâåòñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèì ñèñòåìàì, èìåþùèì ñòåïåíü (â ñìûñëå Ðèõ-
òåð [16]).

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ: ñ÷åòíûå àëãåáðàè-
÷åñêèå ñèñòåìû, èõ ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî àëãîðèòìè÷åñêèõ ñâîäèìîñòåé (â
÷àñòíîñòè, ñòåïåíè ïî ïåðå÷èñëèìîñòè), âåðõíèå ïîëóðåøåòêè ýòèõ ñòåïåíåé,
à òàêæå ñïåêòðû ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Öåëÿìè èññëåäîâàíèÿ äàííîé äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ: òåîðåòèêî-ïîðÿä-
êîâîå îïèñàíèå îïåðàöèè ñêà÷êà â ñòåïåíÿõ ïî ïåðå÷èñëèìîñòè, îïèñàíèå òî-
òàëüíûõ ñòåïåíåé ïî ïåðå÷èñëèìîñòè, ïîñòðîåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
çàäàííûì ñïåêòðîì ñòåïåíåé, îïèñàíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó ðàçëè÷íûìè àë-
ãîðèòìè÷åñêèìè ñâîäèìîñòÿìè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåîðèè âû÷èñëè-
ìîñòè: ìåòîä âûíóæäåíèÿ (îðàêóëüíîå ïîñòðîåíèå) è ìåòîäà ïðèîðèòåòà (ñ
êîíå÷íûìè íàðóøåíèÿìè è ñ áåñêîíå÷íûìè íàðóøåíèÿìè). Êðîìå òîãî, áûë
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èñïîëüçîâàí ìåòîä êîäèðîâàíèÿ ñåìåéñòâ â àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû èç ðà-
áîò [11] è [22]. Íà åãî îñíîâå àâòîðîì ñîçäàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû çàâåäîìî íåðàâíîìåðíî ñâîäÿùåéñÿ ê çàäàííîé ñèñòåìå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• Ðåøåíèå ïðîáëåìû îïðåäåëèìîñòè îïåðàöèè ñêà÷êà å-ñòåïåíåé, ïîñòàâ-
ëåííîé Êóïåðîì [8] è Ñîðáè [20].

• Îïðåäåëèìîñòü êëàññà òîòàëüíûõ å-ñòåïåíåé, ðàñïîëîæåííûõ âûøå 0′e,
÷òî ÷àñòè÷íî ðåøàåò ïðîáëåìó Ðîäæåðñà îá èíâàðèàíòíîñòè êëàññà òî-
òàëüíûõ å-ñòåïåíåé. Õàðàêòåðèçàöèè êëàññà òîòàëüíûõ å-ñòåïåíåé ïî-
ñðåäñòâîì ïðåäèêàòà îòíîñèòåëüíîé êâàçèìèíèìàëüíîñòè, à òàêæå íà
ÿçûêå ñèëüíûõ è ñëàáûõ ñâîäèìîñòåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

• Ðåøåíèå ïðîáëåìû Ìèëëåðà [15] îá îòäåëèìîñòè íåñðàâíèìûõ ñòåïåíåé
ñïåêòðàìè ñòåïåíåé ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.

• Ïîñòðîåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ñïåêòð ñòåïåíåé êîòîðûõ èìååò âèä
{x|x 6≤ b}, ãäå b � íèçêàÿ èëè âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìàÿ ñòåïåíü.

• Ïîñòðîåíèå ñòåïåíè b ≤ 0′′ òàêîé, ÷òî ñîâîêóïíîñòü {x|x 6≤ b} íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñïåêòðîì ñòåïåíåé íèêàêîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

• Âëîæèìîñòü ïðîèçâîëüíîé ñ÷åòíîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè â ñëàáûå
ñòåïåíè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ñîõðàíåíèåì òî÷íûõ âåðõíèõ è íèæ-
íèõ ãðàíåé. Íåðåøåòî÷íîñòü âåðõíèõ ïîëóðåøåòîê ñèëüíûõ è ñëàáûõ
ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

• Ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ âîçìîæíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ñèëüíîé ñâîäèìî-
ñòüþ, ñëàáîé ñâîäèìîñòüþ, ñèëüíîé å-ñâîäèìîñòè, ñëàáîé å-ñâîäèìîñòüþ
è îòíîøåíèÿ Σ-îïðåäëèìîñòè.

Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïîëó÷åíû àâ-
òîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷å-
ñêèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â äàëüíåéøèõ èññëåäî-
âàíèÿõ ñòåïåíåé ïî ïåðå÷èñëèìîñòè è ñïåêòðîâ ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñè-
ñòåì, à òàêæå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ó÷åáíîì ïðîöåññå è ïðè ÷òåíèè
ñïåöêóðñîâ.
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Ñâÿçü ðàáîòû ñ êðóïíûìè íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè. Ðàáîòà áû-
ëà ïîääåðæàíà ñëåäóþùèìè ãðàíòàìè Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé: 96-01-00830-à, 99-01-00174-à, 02-01-00169-à, 02-01-01108-ìàñ, 03-
01-06291-ìàñ, 05-01-00605-à, 97-01-71000-à (ÐÔÔÈ-ÈÍÒÀÑ), à òàêæå ãðàíòîì
Ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-4314.2008.1.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïî ìå-
ðå èõ ïîëó÷åíèÿ äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

Logic Colloquium 2001, Âåíà, Àâñòðèÿ, 6-11 àâãóñòà 2001 ã.
Computability and Models, Àëìàòû, Êàçàõñòàí, 24-28 èþíÿ 2002
Logic Colloquium 2002, Ìþíñòåð, Ãåðìàíèÿ, 3-10 àâãóñòà 2002 ã.
British Mathematical Colloquium 2003, Áåðìèíãåì, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 7-10

àïðåëÿ 2003 ã.
Àëãåáðà è Àíàëèç 2004, 2 � 9 èþëÿ 2004, Êàçàíü;
Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ 2004, Íîâîñèáèðñê, 16-18 íîÿáðÿ 2004 ã.
Methods of Logic in Mathematics 2005, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 18-24 èþëÿ 2005 ã.
Computational prospects of in�nity, Ñèíãàïóð, ëåòî 2005 ã.
Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ 2005, Íîâîñèáèðñê, 15-17 íîÿáðÿ 2005 ã.
Computabilty in Europe 2006, Ñóîíñè, Âåëèêîáðèòàíèÿ, 30 èþíÿ - 5 èþëÿ

2006 ã.
Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ 2006, Íîâîñèáèðñê, 14-16 íîÿáðÿ 2006 ã.
Computabilty in Europe 2007, Ñèåíà, Èòàëèÿ, 16-18 èþíÿ 2007 ã.
Ìàëüöåâñêèå ÷òåíèÿ 2008, Íîâîñèáèðñê, 11-13 íîÿáðÿ 2008 ã.
Èòîãîâûå íàó÷íûå êîíôåðåíöèè Êàçàíñêîãî óíèâåðñèòåòà, 2002 � 2008.
Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå Àëãåáðà è ëîãèêà (Íîâîñèáèðñê,

ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ, ðóê. � àêàäåìèê Åðøîâ Þ.Ë.), ëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå Îòäåëåíèÿ
Ìàòåìàòèêè óíèâåðñèòåòà Ëèäñà (Âåëèêîáðèòàíèÿ, ðóê. � ïðîô. Ñ. Âåéíåð,
ïðîô. Ñ.Á. Êóïåð), ëîãè÷åñêîì ñåìèíàðå ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Âèñ-
êîíñèíñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÑØÀ, ðóê. ïðîô. Ñ. Ëåìïï), ñåìèíàðå ïî òåîðèè
âû÷èñëèìîñòè ×èêàãñêîãî óíèâåðñèòåòà (ÑØÀ, ðóê. ïðîô. Ð. Ñîàð), ëîãè÷å-
ñêîì ñåìèíàðå ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà óíèâåðñèòåòà Âàòåðëîî (Êàíàäà,
ðóê. � Ð. Âèëëàðä). Â öåëîì ðàáîòà äîëîæåíà íà ñåìèíàðå ïî òåîðèè âû÷èñëè-
ìîñòè íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà (ðóê. � ïðîô. Ì.Ì. Àðñëàíîâ).

Ïóáëèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 18
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ðàáîòàõ, èç íèõ 12 ñòàòåé âõîäÿò â ñïèñîê ÂÀÊ.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

ïÿòè ãëàâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êîòîðûõ ðàçáèòà íà ïàðàãðàôû (îò òðåõ äî ïÿ-
òè) è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 220 ñòðàíèö.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 43 íàèìåíîâàíèé.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò ââîäíûé õàðàêòåð. Â íåé ñîäåðæàòñÿ îñíîâíûå ñâåäå-
íèÿ î ñâîäèìîñòè íà ìàññîâûõ ïðîáëåìàõ (ïàðàãðàô 1), î ìàññîâûõ ïðîáëå-
ìàõ ïðåäñòàâèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì (ïàðàãðàô 2), î ñâîäèìîñòè ïî
ïåðå÷èñëèìîñòè (ïàðàãðàô 3), î å-ñâîäèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì (ïà-
ðàãðàô 4). Â ïàðàãðàôå 5 ïðèâåäåíû îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ, îáùèå
äëÿ âñåé äèññåðòàöèè. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâåäåíèé, íåîáõîäèìûå
äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.
1. Ñâîäèìîñòü ìàññîâûõ ïðîáëåì. Ìàññîâîé ïðîáëåìîé (ïî Ìåäâåäå-
âó) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü âñþäó îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé íà
ìíîæåñòâå âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ω. Ýëåìåíòû ìàññîâîé ïðîáëåìû íàçûâà-
þòñÿ òàêæå ìåòîäàìè åå ðåøåíèÿ. Ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîå ìíîæåñòâî X ⊆ ω ñ
åãî õàðàêòðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé χX

χX(x) =





1, åñëè x ∈ X,

0, åñëè x /∈ X,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòàìè (ìåòîäàìè) ìàññîâûõ ïðîáëåì ìîãóò áûòü è
ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ω.

Åñëè A è B � ìàññîâûå ïðîáëåìû, òî ñèëüíàÿ (èëè ðàâíîìåðíàÿ) ñâîäè-
ìîñòü A ≤s B èìååò ìåñòî, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðî-
öåäóðà, ïîðîæäàþùàÿ ìåòîäû èç A ïî ïðîèçâîëüíîìó ìåòîäó èç B; áîëåå
ôîðìàëüíî, åñëè ñóùåñòâóåò òüþðèíãîâûé îïåðàòîð Φ, òàêîé, ÷òî Φg ∈ A

äëÿ êàæäîãî g ∈ B.
Ñëàáàÿ (èëè íåðàâíîìåðíàÿ) ñâîäèìîñòü A ≤w B èìååò ìåñòî, åñëè ê

êàæäîìó ìåòîäó èç B ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íåêîòîðàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ
ïðîöåäóðà, ïîðîæàþùàÿ ìåòîä èç A; òî åñòü äëÿ êàæäîãî ìåòîäà g ∈ B

ñóùåñòâóåò ìåòîä f ∈ A, òàêîé, ÷òî f ≤T g.

7



Ñïåêòðîì ñòåïåíåé ïðîáëåìû A íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü òüþðèíãîâûõ ñòå-
ïåíåé, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí ìåòîä èç A ñòàíîâèòñÿ âû÷èñëè-
ìûì:

Sp (A) = {x | (∃f ∈ A)[f ≤T x]}.
Åñëè A ⊆ ω, òî

Des(A) = {χA}
íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé ðàçðåøèìîñòè ìíîæåñòâà A.

Åñëè A ⊆ ω, òî
Enum(A) = {χB | A = Pr1(B)}

íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé ïåðå÷èñëèìîñòè ìíîæåñòâà A. Çäåñü

Pr1(B) = {x ∈ ω | (∃y ∈ ω)[〈x, y〉 ∈ B]}.

2. Ìàññîâûå ïðîáëåìû ïðåäñòàâèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Åñ-
ëè A -ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ êîíå÷íîé ïðåäèêàòíîé ñèãíàòóðîé
Σ, òî

Pres(A) = {χD(B) | B ∼= A & dom (B) ⊆ ω}
ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé ïðåäñòàâèìîñòè ñèñòåìû A. Çäåñü ÷åðåç D(B) îáîçíà-
÷åíà àòîìíàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû B.

Îïðåäåëèì î ñèëüíóþ ñâîäèìîñòü ñ÷åòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

A ≤s B
def⇐⇒ Pres(A) ≤s Pres(B),

è èõ ñëàáóþ ñâîäèìîñòü

A ≤w B
def⇐⇒ Pres(A) ≤w Pres(B).

Ñâîäèìîñòè ≤s è ≤w íà àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïîðîæäàþò ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûå êëàññû ñòåïåíåé Ds è Dw, ÿâëÿþùèåñÿ âåðõíèìè ïîëóðåøåò-
êàìè.

Ñïåêòð ñòåïåíåé Sp (Pres(A)) ïðîáëåìû ïðåäñòàâèìîñòè ñèñòåìû A áó-
äåò íàçûâàòüñÿ ïðîñòî ñïåêòðîì ñòåïåíåé ñèñòåìû A è îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç
Sp (A).

Åñëè ñïåêòð ñòåïåíåé Sp (A) àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A èìååò íàèìåíüøèé
ýëåìåíò a, òî ãîâîðèì, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ñèñòåìû A.
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3. Ñâîäèìîñòü ïî ïåðå÷èñëèìîñòè. Ïðîáëåìà ïåðå÷èñëèìîñòè ìíîæå-
ñòâà A ⊆ ω ñèëüíî ýêâèâàëåíòíà ïðîáëåìå ïðåäñòàâèìîñòè íåîðèåíòèðîâàí-
íîãî ãðàôà Enum(A) ñ âåðøèíàìè O0, O1, Bj (ãäå j ∈ ω), Cj (ãäå j ∈ A) è
ðåáðàìè {O0,B0}, {O1,B0}, {Bj,Bj+1} (ãäå j ∈ ω), {Bj,Cj} (ãäå j ∈ A).

Òîãäà ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè ìíîæåñòâà A ⊆ ω ñèëüíî ýêâèâàëåíòíà
ïðîáëåìå Pres(Des(A)), ãäå Des(A) = Enum(A⊕ A).

Èç ðåçóëüòàòà Ñåëìàíà [18] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîáëåì ïåðå÷èñëèìîñòè èìå-
åò ìåñòî

Enum(A) ≤w Enum(B) ⇐⇒ Enum(A) ≤s Enum(B).

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî A ñâîäèòñÿ ïî ïåðå÷èñëèìîñòè ê
ìíîæåñòâó B è ïèøåì A ≤e B. Îòìåòèì, ÷òî A ≤e B ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
ñóùåñòâóåò â.ï. ìíîæåñòâî W òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ ω èìååò ìåñòî

x ∈ A ⇐⇒ (∃n)[〈x, n〉 ∈ W & Dn ⊆ B].

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå â.ï. ìíîæåñòâî W ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð
Φ (íàçûâàåìûé îïåðàòîðîì ïåðå÷èñëåíèÿ), îòîáðàæàþùèé ìíîæåñòâî B â
ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ìíîæåñòâî A = Φ(B).

Ñòåïåíè, îáðàçîâàííûå ñâîäèìîñòüþ ïî ïåðå÷èñëèìîñòè, íàçûâàþòñÿ ñòå-
ïåíÿìè ïî ïåðå÷èñëèìîñòè (èëè å-ñòåïåíÿìè). Ïîëóðåøåòêà å-ñòåïåíåé îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç De

Ñòåïåíü ïî ïåðå÷èñëèìîñòè, ñîäåðæàùàÿ ãðàôèê âñþäó îïðåäåëåííîé ôóíê-
öèè, íàçûâàåòñÿ òîòàëüíîé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî å-ñòåïåíü a òîòàëüíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïåêòð ïðîáëåìû ïåðå÷èñëèìîñòè ìíîæåñòâ A èìååò
íàèìåíüøèé ýëåìåíò (òî åñòü ãðàô Enum(A) èìååò ñòåïåíü).

Ñêà÷êîì å-ñòåïåíè a = dege(A) (Ðîçèíàñ [5], Êóïåð [8]) íàçûâàåòñÿ å-
ñòåïåíü a′ = dege(J(A)), ãäå J(A) = K(A)⊕K(A) è K(A) = {x | x ∈ Φx(A)}.
ßñíî, ÷òî ñêà÷îê a′ ïðîèçâîëüíîé å-ñòåïåíè a ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé å-ñòåïåíüþ.

4. Å-ñâîäèìîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Äûìåíò [1] áûëî îïðåäåëåíî
ïîíÿòèå ÷àñòè÷íîé ìàññîâîé ïðîáëåìû êàê ñîâîêóïíîñòè ÷àñòè÷íûõ ôóíê-
öèé èç ω â ω.

Íà êëàññå ÷àñòè÷íûõ ìàññîâûõ ïðîáëåì îïÿòü ìîæíî ðàññìîòðåòü äâå àë-
ãîðèòìè÷åñêèå ñâîäèìîñòè. Åñëè Ã è B̃ � ÷àñòè÷íûå ìàññîâûå ïðîáëåìû, òî
ñèëüíàÿ (èëè ðàâíîìåðíàÿ) å-ñâîäèìîñòü A ≤se B èìååò ìåñòî, åñëè ñóùå-
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ñòâóåò îïåðàòîð ïåðå÷èñëåíèÿ Φ, òàêîé, ÷òî Φ(graph (ψ)) åñòü ãðàôèê íåêî-
òîðîé ôóíêöèè èç Ã äëÿ êàæäîãî ψ ∈ B.

Ñëàáàÿ (èëè íåðàâíîìåðíàÿ) å-ñâîäèìîñòü Ã ≤we B̃ èìååò ìåñòî, åñëè äëÿ
êàæäîé ψ ∈ B̃ ñóùåñòâóåò φ ∈ A òàêàÿ, ÷òî graph (φ) ≤e graph (ψ).

Ñïåêòðîì å-ñòåïåíåé e-Sp (Ã) ïðîáëåìû Ã íàçîâåì ñîâîêóïíîñòü âñåõ å-
ñòåïåíåé, ê êîòîðûì å-ñâîäèìñÿ ãðàôèê õîòÿ-áû îäíîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè
èç Ã.

Ïóñòü A � ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ êîíå÷íîé ñèãíàòóðîé Σ. Òî-
ãäà

P̃res(A) = {χ∗D(B) | B ∼= A & dom (B) ⊆ ω}
íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé ïðîáëåìîé ïðåäñòàâèìîñòè ñèñòåìû A. Çäåñü ÷åðåç
χ∗D(B) îáîçíà÷åíà ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå íà ýëåìåíòàõ àòîì-
íîé äèàãðàììû D(B), è íå îïðåäåëåííàÿ íà ýëåìåíòàõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ
D(B). ßñíî, ÷òî χ∗D(B) çäåñü ìîæíî çàìåíèòü íà ÷àñòè÷íóþ ôóíêöèþ, îïðå-
äåëåííóþ òîëüêî íà çàìêíóòûõ àòîìíûõ ôîðìóë ðàñøèðåííîé ñèãíàòóðû
Σ∗ = Σ ∪ ω, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò èñòèííîñòè
àòîìíîé ôîðìóëû.

Òåïåðü ìîæåì îïðåäåëèòü ñèëüíûå è ñëàáûå å-ñâîäèìîñòè å-ñèñòåì. À
èìåííî, ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà A ñëàáî (íåðàâíîìåðíî) å-ñâîäèòñÿ ê ñ÷åòíîé ñè-
ñòåìå B, çàïèñûâàåì A ≤we B, åñëè P̃res(A) ≤we P̃res(B); ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà A

ñèëüíî (ðàâíîìåðíî) å-ñâîäèòñÿ ê ñ÷åòíîé ñèñòåìå B, çàïèñûâàåì A ≤se B,
åñëè P̃res(A) ≤se P̃res(B).

Ñïåêòð å-ñòåïåíåé e-Sp (P̃res(A)) ïðîáëåìû ïðåäñòàâèìîñòè ñèñòåìû A

áóäåò íàçûâàòüñÿ ïðîñòî ñïåêòðîì å-ñòåïåíåé ñèñòåìû A è îáîçíà÷àòüñÿ
÷åðåç e-Sp (A). ßñíî, ÷òî A ≤we B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà e-Sp (B) ⊆
e-Sp (A).

Êàê è â ñëó÷àå ñâîäèìîñòåé ≤s è ≤w èç ñèëüíîé å-ñâîäèìîñòè A ≤se B ñëå-
äóåò ñëàáàÿ å-ñâîäèìîñòü A ≤we B. Ñòóêà÷åâûì [6] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî èç
Σ-îïðåäåëèìîñòè ñ÷åòíîé ñèñòåìû A â êîíå÷íî-íàñëåäñòâåííîé íàäñòðîéêå
ñèñòåìû B áåç ïàðàìåòðîâ ñëåäóåò ñèëüíàÿ å-ñâîäèìîñòü A ≤se B; èç ñèëü-
íîé å-ñâîäèìîñòè A ≤se B ñëåäóåò ñèëüíàÿ ñâîäèìîñòü A ≤s B; íàêîíåö,
èç ñëàáîé å-ñâîäèìîñòè A ≤we B ñëåäóåò ñëàáàÿ ñâîäèìîñòü A ≤w B. Ïî-
ñëåäíèé ïàðàãðàô ïîñëåäíåé ãëàâû äàííîé ðàáîòû ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñâó
òîãî, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ñâîäèìî-
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ñòÿìè íåò (âêëþ÷àÿ îòíîøåíèå Σ-îïðåäåëèìîñòè îäíîé ñèñòåìû â êîíå÷íî-
íàñëåäñòâåííîé íàäñòðîéêå äðóãîé).

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçëè÷íûì îïèñàíèÿì êëàññà òîòàëüíûõ å-ñòå-
ïåíåé. Â ïàðàãðàôå 1 âòîðîé ãëàâû óñòàíàâëèâàåòñÿ îïðåäåëèìîñòü îïåðà-
öèè ñêà÷êà å-ñòåïåíåé u 7→ u′ íà ÿçûêå óïîðÿäî÷åíèÿ å-ñòåïåíåé (÷òî ðåøàåò
ïðîáëåìó, ïîñòàâëåííóþ Êóïåðîì [8] è Ñîðáè [20]).

Ñëåäñòâèå 2.1.10. Å-ñòåïåíü 0′e è îòîáðàæåíèå u 7→ u′ ÿâëÿþòñÿ îïðåäå-
ëèìûìè â ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå å-ñòåïåíåé.

Äëÿ ýòîãî, óñòàíîâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðåäèêàò x ≥ u′ èìååò ìåñòî â å-ñòåïåíÿõ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ≥ u è

(∀a > u)(∀b > u)(∀c > u)[(∀z ≥ u)[(a ∪ z) ∩ (b ∪ z) = z &

(a ∪ z) ∩ (c ∪ z) = z] → b ∪ x = c ∪ x].

Êðîìå òîãî, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðåäèêàò x ≤ u′ èìååò ìåñòî â å-ñòåïåíÿõ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(∃a > u)(∃b > u)(∃c > u)(∀z ≥ u)[(a ∪ z) ∩ (b ∪ z) = z &

(b ∪ z) ∩ (c ∪ z) = z & (a ∪ z) ∩ (c ∪ z) = z & x ≤ a ∪ b ∪ c].

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàöèÿ ñêà÷êà u 7→ u′ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â å-
ñòåïåíÿõ ïîñðåäñòâîì êîíúþíêöèè ∀∃∀- è ∃∀∃-ôîðìóë â ñèãíàòóðå ÷àñòè÷-
íîãî óïîðÿäî÷åíèÿ å-ñòåïåíåé.

Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò îïðåäåëèìîñòü êëàññà TOT(≥ 0′e) òîòàëüíûõ å-
ñòåïåíåé, ðàñïîëîæåííûõ âûøå (èëè ðàâíûõ) å-ñòåïåíè 0′e (÷òî ÷àñòè÷íî îò-
âå÷àåò íà âîïðîñ Ðîäæåðñà [17] îá èíâàðèàíòíîñòè è îïðåäåëèìîñòè êëàññà
âñåõ òîòàëüíûõ å-ñòåïåíåé).

Ñëåäñòâèå 2.1.11. Êëàññ òîòàëüíûõ ñòåïåíåé, ðàñïîëîæåííûõ âûøå 0′e

Tot(≥ 0′e) = {x ∈ Tot | x ≥ 0′e}

ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèìûì â ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå å-ñòåïåíåé.

À èìåííî å-ñòåïåíü x ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé è ðàñïîëîæåíà âûøå (èëè ðàâíà)
å-ñòåïåíè 0′e òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ êîíúþíêöèÿ ôîðìóëü-
íûõ ïåðäèêàòîâ

(∃a > 0e)(∃b > 0e)[x = a ∪ b & (∀z)[(a ∪ z) ∩ (b ∪ z) = z]]
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è
(∀a > 0e)(∀b > 0e)(∀c > 0e)[(∀z)[(a ∪ z) ∩ (b ∪ z) = z] &

(∀z)[(a ∪ z) ∩ (c ∪ z) = z] → b ∪ x = c ∪ x].

Èç îïðåäåëèìîñòè êëàññà TOT(≥ 0′e) ñëåäóåò òîæäåñòâåííîñòü àâòîìîð-
ôèçìîâ ïîëóðåøåòêè ñòåïåíåé ïî ïåðå÷èñëèìîñòè íà å-ñòåïåíÿõ, ðàñïîëîæåí-
íûõ âûøå 0′′′e .

Ñëåäñòâèå 2.1.14. Åñëè f : De → De � àâòîìîðôèçì ïîëóðåøåòêè ñòå-
ïåíåé ïî ïåðå÷èñëèìîñòè, òî f(x) = x äëÿ âñåõ x ≥ 0′′′e .

Êðîìå òîãî, ïàðàãðàô ñîäåðæèò îïèñàíèå ìíîæåñòâ, å-ñâîäÿùèõñÿ ê å-
ñêà÷êó çàäàííîãî ìíîæåñòâà, ÿâëÿþùååñÿ àíàëîãîì ëåììû î ïðåäåëå èç êëàñ-
ñè÷åñêîé òåîðèè âû÷èñëèìîñòè.

Òåîðåìà 2.1.20 Äëÿ ìíîæåñòâ Y, X ⊆ ω ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû:

(i) Y ≤e J(X);

(ii) Ñóùåñòâóåò L ≤e X òàêîå, ÷òî

Y =
∞⋃

x=0

(L(2x) − L(2x+1)).

Ïðè ýòîì ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî L(2x+1) ∈ {∅, ω} äëÿ êàæäîãî x ∈ ω. Çäåñü
÷åðåç L(y), y ∈ ω, îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî

L(y) = {z ∈ ω | 〈y, z〉 ∈ L}.

Â ïàðàãðàôå 2 âòîðîé ãëàâû èññëåäóåòñÿ ñâÿçü òîòàëüíîñòè å-ñòåïåíè
ñ ïðîñòåéøèìè ïðèíöèïàìè îáîáùåííîé âû÷èñëèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, óñòà-
íîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü òîòàëüíîñòè àðèôìåòè÷åñêîé å-ñòåïåíè a ñ ïðèí-
öèïàìè óíèôîðìèçàöèè è ðåäóêöèè êëàññà å-ñâîäÿùèõñÿ ê a ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 2.2.1. Èç ïðèíöèïà ðåäóêöèè äëÿ àðèôìåòè÷åñêîé å-ñòåïåíè a

ñëåäóåò òîòàëüíîñòü å-ñòåïåíè a.

Êðîìå òîãî, äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèíöèïîâ óíèôîðìèçàöèè è ðå-
äóêöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîé å-ñòåïåíè.

Òåîðåìà 2.2.2. Èç ïðèíöèïà ðåäóêöèè äëÿ å-ñòåïåíè a ñëåäóåò ïðèíöèï
óíèôîðìèçàöèè äëÿ å-ñòåïåíè a.
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Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ïóçàðåíêî (Íîâîñè-
áèðñê).

Â ïàðàãðàôå 3 âòîðîé ãëàâû óñòàíàâëèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ïðî-
áëåì èíâàðèàíòíîñòè è îïðåäåëèìîñòè êëàññà òîòàëüíûõ å-ñòåïåíåé (ïðîáëå-
ìà Ðîäæåðñà) ñ ïðîáëåìàìè èíâàðèàíòíîñòè è îïðåäåëèìîñòè ïðåäèêàòà îò-
íîñèòåëüíîé êâàçèìèíèìàëüíîñòè.

À èìåííî, å-ñòåïåíü a ÿâëÿåòñÿ íåòîòàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíåí ôîðìóëüíûé ïðåäèêàò

(∃u)[Q(a ∪ u,u)],

÷òî òàêæå ýêâàëåíòíî âûïîëíåíèþ äðóãîãî ïðåäèêàòà (òàêæå ÿâëÿþùåãîñÿ
ôîðìóëüíûì â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðàôà 1 âòîðîé ãëàâû)

(∃u)[Q(a ∪ u,u) & (a ∪ u)′ = u′].

Çäåñü Q(a,b) � ïðåäèêàò îòíîñèòåëüíîé êâàçèìèíèìàëüíîñòè, îçíà÷àþùèé,
÷òî äëÿ êàæäîé òîòàëüíîé å-ñòåïåíè x ≤ a ñïðàâåäëèâî x ≤ b.

Ñëåäñòâèå 2.3.2. äëÿ âñåõ å-ñòåïåíåé a èìååò ìåñòî

a ∈ Tot ⇐⇒ ¬(∃u)[Q(a ∪ u,u) & (a ∪ u)′ = u′].

Â ïàðàãðàôå 4 âòîðîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ äîñòàòî÷íûé êðèòåðèé äëÿ òî-
ãî, ÷òîáû òîòàëüíàÿ å-ñòåïåíü ðàçëàãàëàñü íàä çàäàííîé å-ñòåïåíüþ. Äàííûé
ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü â áóäóùåì èñïîëüçîâàí ïðè ðåøåíèè âûøåóïîìÿíóòîé
ïðîáëåìû Ðîäæåðñà.

Òåîðåìà 2.4.2.

(i) Ïóñòü a äàííàÿ e-ñòåïåíü è b åñòü òîòàëüíàÿ ñòåïåíü òàêàÿ, ÷òî
a < b. Òîãäà ðîìá âëîæèì â e-ñòåïåíè ñ b êàê åãî íàèáîëüøèé ýëåìåíò
è ñ a êàê åãî íàèìåíüøèé ýëåìåíò, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóùåñòâóåò òî-
òàëüíàÿ ñòåïåíü c òàêàÿ, ÷òî a ≤ c < b.

(ii) Ïóñòü a > 0 òîòàëüíàÿ ∆0
2 ñòåïåíü. Òîãäà ðîìá âëîæèì â íèçêèå

êâàçèìèíèìàëüíûå e-ñòåïåíè ñ a â êà÷åñòâå åãî íàèáîëüøåãî ýëåìåíòà
è ñ 0 â êà÷åñòâå åãî íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà.

Èñïîëüçóÿ äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòà Àð-
ñëàíîâà è Ñîðáè [7] î ðàçëîæåíèè å-ñòåïåíè 0′e íàä ïðîèçâîëüíîé ∆0

2 å-ñòåïåíüþ.
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Ñëåäñòâèå 2.4.5. Äëÿ ëþáîé ∆0
2-e-ñòåïåíè a < 0′ ðîìá âëîæèì â ∆0

2 e-
ñòåïåíè ñ ñîõðàíåíèåì 0′e è a ñîîòâåòñòâåííî êàê íàèáîëüøåãî è íàèìåíü-
øåãî åãî ýëåìåíòîâ.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Àðñëàíîâûì (Êàçàíü)
è Êóïåðîì (Ëèäñ, Âåëèêîáðèòàíèÿ).

(Îòìåòèì, ÷òî â ïàðàãðàôå 2 ÷åòâåðòîé ãëàâû ïðèâåäåíà åùå îäíà õàðàê-
òåðèçàöèÿ òîòàëüíûõ å-ñòåïåíåé óæå íà ÿçûêå ñâîäèìîñòåé àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì.)

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäîëîãèè ïîñòðîåíèÿ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ñèñòåì ñïåêòðîâ ñòåïåíåé ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè; â ÷àñòíîñòè, ñî
ñïåêòðàìè ñòåïåíåé, èìåþùèõ âèä {x | x 6≤ b}. Äëÿ ñëó÷àÿ b = 0 òàêèå ñè-
ñòåìû áûëè íàéäåíû Ñëàìàíîì [19] è Âåõíåðîì [22]. Â ïàðàãðàôå 1 òðåòüåé
ãëàâû, íîñÿùèì ââîäíûé õàðàêòåð, èçëàãàåòñÿ èñïîëüçóåìûé â äàëüíåéøåì
ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ â àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû.

À èìåííî, äëÿ êàæäîãî ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà S ⊆ 2ω ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô EF(S) ñ âåðøèíàìè O, BX,i,j (ãäå i, j ∈ ω, X ∈ S), Ci,j (ãäå
i ∈ ω, j ∈ X ∈ S) è ðåáðàìè {O,BX,i,0} (ãäå i ∈ ω, X ∈ S), {BX,i,j,BX,i,j+1}
(ãäå i, j ∈ ω, X ∈ S), {BX,i,j,CX,i,j} (ãäå i ∈ ω, j ∈ X ∈ S). Äàííûé ñïîñîá
àíàëîãè÷åí êîäèðîâàíèÿì, ïðèâåäåííûì â ðàáîòàõ [11] è [22].

Ñïåêòð ñòåïåíåé ãðàôà S ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç âñåõ ñòåïåíåé, îòíîñèòåëü-
íî êîòîðûõ ñåìåéñòâî S âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìî. Áîëåå òîãî,

EF(S) ≡s Pres(EF(S)),

ãäå ÷åðåç EF(S) îáîçíà÷åíà ïðîáëåìà ïåðå÷èñëèìîñòè ñåìåéñòâà S
EF(S) = {χB | B ⊆ ω & {(Pr1B)(n) | n ∈ ω} = S}.

Çäåñü äëÿ êàæäîãî R ⊆ ω è n ∈ ω èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå R(n) = {y ∈ ω |
〈n, y〉 ∈ R}.

Â ÷àñòíîñòè, ñïåêòð ñòåïåíåé ìàññîâîé ïðîáëåìû EF(S) ñîâïàäàåò ñî ñïåê-
òðîì ñòåïåíåé (ïðîáëåìû ïðåäñòàâèìîñòè) ãðàôà EF(S). Ïîýòîìó, ýòîò ñïåêòð
ñòåïåíåé íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ñòåïåíåé ñåìåéñòâà S, è îáîçíà÷àåñÿ ÷åðåç
Sp (S).

Íàêîíåö, îïðåäåëÿþòñÿ ñåìåéñòâà âèäà

W(R, ν) = {{n} ⊕ U | n ∈ ω & U ∈ R & U 6= ν(n)},
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ãäå R � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî (êàê ïðàâèëî âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå), à ν �
íåêîòîðàÿ íóìåðàöèÿ ìíîæåñòâ ν : ω → 2ω. Îòìåòèì, ÷òî åñëè F � ñåìåéñòâî
âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ω è ε(n) = Wn, òî ñåìåéñòâî W(F , ε) ñîâïàäàåò
(ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè íóìåðàöèè ε) ñ ñåìåéñòâîì, ïîñòðîåííûì
Âåõíåðîì [22], ñïåêòð ñòåïåíåé êîòîðîãî åñòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåíóëåâûõ
ñòåïåíåé.

Â ïàðàãðàôå 2 òðåòüåé ãëàâû óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå àëãåáðà-
è÷åñêèõ ñèñòåì, èìåþùèõ ñïåêòð ñòåïåíåé {x | x 6≤ b}, ãäå b � ïðîèçâîëüíàÿ
íèçêàÿ òüþðèíãîâàÿ ñòåïåíü.

Ñëåäñòâèå 3.1.6. Ïóñòü F � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ω,
b′ = 0′ è εB(n) = WB

n , ãäå B ∈ b. Òîãäà

Sp (W(F , εB)) = {x | x 6≤ b}.

Äëÿ ýòîãî äàåòñÿ óäîáíîå îïèñàíèå ñïåêòðîâ ñåìåéñòâ W(R, ν), ãäå R
� íåêîòîðîå âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå âñå êîíå÷íûå
ìíîæåñòâà (íàïðèìåð ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èëè ñåìåéñòâî âñåõ
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ), à ν � íåêîòîðàÿ âû÷èñëèìàÿ íóìå-
ðàöèÿ ∆0

2 (ñì. òåîðåìó 3.1.2). Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîãî îïèñàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
ñïåêòð ñòåïåíåé òàêèõ ñåìåéñòâ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñåìåéñòâà R. Êðîìå
òîãî, âûäåëÿþòñÿ òàêèå íóìåðàöèè ν (íàçâàííûå CS-íóìåðàöèÿìè), äëÿ êî-
òîðûõ îïèñàíèå ñïåêòðà ñòåïåíåé ñåìåéñòâàW(R, ν) íàèáîëåå ïðîñòî. Íóìå-
ðàöèè εB = λn[WB

n ] ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè CS-íóìåðàöèé.
Äàëåå, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû î ñïåêòðàõ ñòåïåíåé óòî÷íÿþòñÿ, ÷òî ïðè-

âîäèò ê îïèñàíèþ ñèëüíûõ ñòåïåíåé ïðîáëåì ïåðå÷èñëèìîñòè ñåìåéñòâW(R, ν),

ãäå R � âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå âñå êîíå÷íûå ìíî-
æåñòâà, à ν � íåêîòîðàÿ âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ∆0

2 (ñì. ñëåäñòâèå 3.1.11).
Êðîìå òîãî, â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèâîäèòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñòðî-

èòü àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñâîäÿùèåñÿ äðóã ê äðóãó â ñëàáîì ñìûñëå, íî
íå ñâîäÿùèåñÿ â ñèëüíîì ñìûñëå, äàæå åñëè ïîçâîëèòü îáàãîùàòü ñèñòåìû
êîíå÷íûì ÷èñëîì êîíñòàíò.

Ñëåäñòâèå 3.1.13. Ïóñòü R1 è R2 � âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûå ñåìåéñòâà,
ñîäåðæàùèå âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ñóùåñòâóþò âû÷èñëèìûå íó-
ìåðàöèè α è β ∆0

2 ìíîæåñòâ òàêèå, ÷òî
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• EF(W(R1, α)) ≡w EF(W(R2, β)),

• EF(W(R1, α)) ≤s EF(W(R2, β)) è

• EF(W(R2, β)) 6≤s EF(W(R1, α)).

Îòìåòèì, ÷òî ñèëüíàÿ ñòåïåíü ñèñòåìû âèäà EF(S) íå çàâèñèò îò îáîãà-
ùåíèÿ ýòîé ñèñòåìû êîíå÷íûì ÷èñëîì êîíñòàíò, åñëè S ñîñòîèò òîëüêî èç
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ (êàê â ñëåäñòâèè 3.1.13).

Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ñëåäñòâèÿ 3.1.13 íàõîäèò ïðèìåíåíèå êàê â ÷åòâåðòîé
ãëàâå (ïàðàãðàô 2), òàê è â ïÿòîé ãëàâå (ïàðàãðàô 3).

Â ïàðàãðàôå 3 òðåòüåé ãëàâû äîêàçàíà âëîæèìîñòü ïðîèçâîëüíîé ñ÷åò-
íîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè â ñòðóêòóðû ñëàáûõ ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì.

Òåîðåìà 3.2.10. Äëÿ êàæäîé ñ÷åòíîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêè L ñóùå-
ñòâóåò íàáîð ñåìåéñòâ FL òàêîé, ÷òî ñïåêòðû ñòåïåíåé ñåìåéñòâ èç FL

îáðàçóþò ðåøåòêó îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ èçîìîðôíóþ
L.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ ñ÷åòíàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåøåòêà âëîæèìà
â Dw ñ ñîõðàíåíèåì òî÷íûõ âåðõíèõ è íèæíèõ ãðàíåé.

Êðîìå òîãî, çäåñü íàéäåíî íåêîòîðîå ïàòîëîãè÷åñêîå ñâîéñòâî ñòðóêòó-
ðû ñèëüíûõ è ñëàáûõ ñòåïåíåé. À èìåííî, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóþò âîç-
ðàñòàþùèå öåïî÷êè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì (îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîé
ñâîäèìîñòè), èìåþùèå â êà÷åñòâå òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè íåêîòîðóþ äðóãóþ
àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïðîäîëæà-
åòñÿ èçó÷åíèå ñïåêòðîâ ñòåïåíåé ñåìåéñòâ W(R, ν), íà÷àòîå â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè íà ñïåêòðàõ ñòåïåíåé ñåìåéñòâ âèäà W(R, ν)

(ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå ñïåêòðîâ) è îïåðàöèÿìè íà íóìåðàöèÿõ (ïðÿìàÿ
ñóììà è ïðÿìîå ïðîèçâåäåäåíèå). Èçó÷àþòñÿ òàêæå è áåñêîíå÷íûå ñóììû
íóìåðàöèé.

Â ïàðàãðàôå 4 òðåòüåé ãëàâû óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå àëãåáðà-
è÷åñêèõ ñèñòåì, èìåþùèõ ñïåêòð ñòåïåíåé {x | x 6≤ b}, ãäå b � ïðîèçâîëüíàÿ
âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìàÿ òüþðèíãîâàÿ ñòåïåíü. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñïåêòð ñòåïåíåé êîòîðîé åñòü {x | x 6≤ 0′}.
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Ñåìåéñòâà, èññëåäîâàíûå â ïåðâûõ äâóõ ïàðàãðàôàõ òðåòåé ãëàâû, íå ìî-
ãóò áûòü çäåñü èñïîëüçîâàíû: åñëè R � âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî,
ñîäåðæàùåå âñå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, è ν � âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ ∆0

2 ìíî-
æåñòâ, òî ñïåêòð ñòåïåíåé ñåìåéñòâàW(R, ν) ñîäåðæèò âñå íå-íèçêèå ñòåïåíè.
Ïîýòîìó çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà âèäàW(P , εB), ãäå P � ñåìåéñòâî
âñåõ îáëàñòåé çíà÷åíèé âîçðàñòàþùèõ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé (P
ñîñòîèò òîëüêî èç áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ), εB = λn[WB

n ], è B ∈ b � âû-
÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî (çäåñü b íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íèçêîé
ñòåïåíüþ, òàê ÷òî εB âîîáùå ãîâîðÿ íå áóäåò íóìåðàöèåé ∆0

2 ìíîæåñòâ). Óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð ñåìåéñòâà W(P , εB) åñòü {x | x 6≤ b}.
Òåîðåìà 3.3.4. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå â.ï. ìíîæåñòâî, è P � ñåìåé-
ñòâî âñåõ îáëàñòåé çíà÷åíèÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâ-
íûõ ôóíêöèé. Òîãäà
1) ñåìåéñòâî

W(P , εA) = {{e} ⊕ U | e ∈ ω & U ∈ P & U 6= WA
e }

íå ÿâëÿåòñÿ A-âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûì (òî åñòü deg(A) /∈ Sp (W(P , εA)));
2) cóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ d òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ X 6≤T A èìååò
ìåñòî

W(P , εA) = {WX
d(n) | n ∈ ω},

(òî åñòü {x | x 6≤ deg(A)}).
×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì, îãðà-

íè÷èâàþùèì ìåòîäîëîãèþ, ðàçâèòóþ â òðåòüåé ãëàâå. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì
ïîëó÷åíû íåêîòîðûå ðåøåíèÿ ïðîáëåì, êàñàþùèõñÿ ñïåêòðîâ ñòåïåíåé è ðàç-
ëè÷èé ñèëüíîé è ñëàáîé ñâîäèìîñòè.

Â öåëîì, ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ñëåäóþùèõ èç-
âåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 4.0.2. (Ôîëüêëîð). Åñëè íåñðàâíèìûå ñòåïåíè a è b ëåæàò â
ñïåêòðå ñòåïåíåé Sp (A) ñ÷åòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A, òî Sp (A)

ñîäåðæèò òàêæå íåêîòîðóþ ñòåïåíü c òàêóþ, ÷òî a 6≤ c è b 6≤ c.
Ñëåäñòâèå 4.0.3. (Ôîëüêëîð). Åñëè ñòåïåíè a = deg(A) è b = deg(B) íå
ñðàâíèìû, òî êëàññ ñòåïåíåé

Sp (Des(A)) ∪ Sp (Des(B)) = {x | a ≤ x} ∪ {x | b ≤ x}
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íå ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì ñòåïåíåé íè îäíîé ñ÷åòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.
Äðóãèìè ñëîâàìè ìàññîâàÿ ïðîáëåìà Pres(Des(A)) ∨ Pres(Des(B)) íå ñëàáî
ýêâèâàëåíòíà íè îäíîé ïðîáëåìå ïðåäñòàâèìîñòè.
Òåîðåìà 4.0.4. (Ðèõòåð [16]). Åñëè íåíóëåâàÿ ñòåïåíü a ëåæèò â ñïåêòðå
ñòåïåíåé ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìîé ñ÷åòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-
ìû (íàïðèìåð, ëèíåéíîãî ïîðÿäêà), òî Sp (A) ñîäåðæèò òàêæå íåêîòîðóþ
ñòåïåíü c òàêóþ, ÷òî a 6≤ c.
Ñëåäñòâèå 4.0.5. (Ðèõòåð [16]). Åñëè ëîêàëüíî êîíñòðóêòèâèçèðóåìàÿ ñ÷åò-
íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà (íàïðèìåð, ëèíåéíûé ïîðÿäîê) èìååò ñòåïåíü,
òî îíà ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòóèâèçèðóåìîé.

Â ïàðàãðàôå 1 ÷åòâåðòîé ãëàâû äîêàçàíà íåðåøåòî÷íîñòü âåðõíèõ ïî-
ëóðåøåòîê ñèëüíûõ è ñëàáûõ ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Äëÿ ýòîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî åñëè íåñðàâíèìûå ñòåïåíè a è b ëåæàò â
ñïåêòðå ñòåïåíåé ñ÷åòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, òî ýòîò æå ñïåêòð ñòåïå-
íåé äîëæåí ñîäåðæàòü òàêæå íåêîòîðóþ ñòåïåíü c òàêóþ, ÷òî a 6≤ c, b 6≤ c è
c′ ≤ a′.
Ñëåäñòâèå 4.1.2. Åñëè íåñðàâíèìûå ñòåïåíè a è c ëåæàò â ñïåêòðå ñòå-
ïåíåé Sp (A) ñ÷åòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A, òî Sp (A) ñîäåðæèò òàê-
æå íåêîòîðóþ ñòåïåíü b òàêóþ, ÷òî a 6≤ b, c 6≤ b è b′ ≤ a′.

Îöåíêà c′ ≤ a′ âìåñòå ñ ðåçóëüòàòîì èç ïàðàãðàôà 1 òðåòåé ãëàâû (óïîìÿ-
íóòîå âûøå ñëåäñòâèå 3.1.6), ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äâå àëãåá-
ðàè÷åñêèå ñèñòåìû, èìåþùèå ñïåêòðû ñòåïåíåé {x | x ≥ a} è {x | x ≥ b},
ñîîòâåòñòâåííî, íå èìåþò òî÷íîé íèæíåé ãðàíè îòíîñèòåëüíî ñëàáîé ñâîäè-
ìîñòè, åñëè ñòåïåíè a è b íåñðàâíèìû è ÿâëÿþòñÿ íèçêèìè. Âûáèðàÿ äâå
êîíêðåòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ñ óêàçàííûìè âûøå ñïåêòðàìè ñòåïå-
íåé, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü äàííîå óòâåðæäåíèå è íà ñèëüíóþ ñâîäèìîñòü
àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ñëåäñòâèå 4.1.3. Ïóñòü òüþðèíãîâûå ñòåïåíè a è c íåñðàâíèìû, a′ = 0′,
A ∈ a è C ∈ c. Òîãäà ñèëüíûå è ñëàáûå ñòåïåíè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì
Des(A) è Des(C) íå èìåþò íàèáîëüøåé íèæíåé ãðàíè â Ds è Dw, ñîîò-
âåòñòâåííî.

Â ïàðàãðàôå 2 ÷åòâåðòîé ãëàâû äàåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ òîòàëüíûõ å-
ñòåïåíåé êàê å-ñòåïåíåé òàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, ñèëüíàÿ è ñëàáàÿ ñâî-

18



äèìîñòè ê êîòîðûì íå îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé (äàæå ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷-
íûõ îáîãàùåíèé êîíñòàíòàìè).

Äëÿ ýòîãî äëÿ êàæäîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, íå èìåþùåé ñòåïåíè, ñðå-
äè òüþðèíãîâûõ ñêà÷êîâ ñïåêòðà ñòåïåíåé êîòîðîé èìååòñÿ íàèìåíüøèé (òî
åñòü ñèñòåìà èìååò j-ñòåïåíü), ñòðîèòñÿ äðóãàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, íåðàâ-
íîìåðíî ñâîäÿùàÿñÿ ê ïåðâîé, íî íå ñâîäùàÿñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî, äàæå åñëè
ðàçðåøèòü îáîãàùàòü ñèñòåìû êîíå÷íûì ÷èñëîì êîíñòàíò.

Òåîðåìà 4.2.3. Åñëè ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà B èìååò j-ñòåïåíü
è íå èìååò ñòåïåíè, òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A,
òàêàÿ, ÷òî Pres(A) ≤w Pres(B) è Pres(A) 6≤s Pres(B,~b) äëÿ ëþáîãî êîíå÷-
íîãî íàáîðà ~b ýëåìåíòîâ èç dom (B).

Èç ðåçóëüòàòà Äîóíè, Êîóëçà è Ñëàìàíà [10] ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà Enum(A)

âñåãäà èìååò j-ñòåïåíü. Îòñþäà ïîëó÷àåì, åùå îäèí êðèòåðèé òîòàëüíîñòè
ñòåïåíè ïî ïåðå÷èñëèìîñòè.

Ñëåäñòâèå 4.2.6. Äëÿ å-ñòåïåíè b ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. b ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíîé å-ñòåïåíüþ;

2. Äëÿ B ∈ b è ïðîèçâîëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A èç A ≤w Enum(B)

ñëåäóåò A ≤s Enum(B).

Â ïàðàãðàôå 3 ÷åòâåðòîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà
âîïðîñ Ìèëëåðà [15] îá îòäåëèìîñòè íåñðàâíèìûõ ñòåïåíåé ñïåêòðàìè ñòåïå-
íåé ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ.

Âîïðîñ (Ìèëëåð [15]). Ìîæíî ëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåñðàâíèìûõ ñòåïåíåé
a è b íàéòè òàêîé ëèíåéíûé ïîðÿäîê L, ÷òî a ∈ Sp (L) è b /∈ Sp (L)?

Áîëåå òîãî, óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ êàæäîé íåíóëåâîé ñòåïåíè a ñóùåñòâóåò
òàêàÿ íåñðàâíìàÿ ñ a ñòåïåíü b, b′ ≤ a′, ñîäåðæàùàÿñÿ âî âñåõ ñïåêòðàõ
ñòåïåíåé ñ÷åòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ñòåïåíü a.

Òåîðåìà 4.3.1. Äëÿ êàæäîé ñòåïåíè a > 0 ñóùåñòâóåò ñòåïåíü b, íåñðàâ-
íèìàÿ ñ a, òàêàÿ, ÷òî b′ ≤ a′ è äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L

a ∈ Sp (L) =⇒ b ∈ Sp (L).
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè ëèíåéíûé ïîðÿäîê L ïîñòàâèòü â íà÷àëî äàííîãî óòâåð-
æäåíèÿ, òî åñòü îò ñõåìû ¾∀a∃b∀L . . . ¿ ïåðåéòè ê ¾∀L∀a∃b . . . ¿, òî ïîëó÷èì
áîëåå ñëàáîå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå èç ðàáîòû Ðèõòåð [16] (òåîðåìà 4.0.4).

Ôèêñèðóÿ òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ íèçêóþ ñòåïåíü a > 0, ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå 4.3.2 Ñóùåñòâóåò íèçêèå íåñðàâíèìûå ñòåïåíè a è b òàêèå,
÷òî íå ñóùåñòâóåò ëèíåéíîãî ïîðÿäêà L, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî a ∈
Sp (L) è b /∈ Sp (L).

Ñëåäñòâèå 4.3.3. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ íèçêàÿ ñòåïåíü b, ÷òî

Sp (L) 6= {x | x 6≤ b}

äëÿ âñåõ ñ÷åòíûõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ L.

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò (âìåñòå ñî ñëåäñòâèåì 3.1.6) ÿâëÿåòñÿ êîñâåííûì àð-
ãóìåíòîì â ïîëüçó îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà íà âîïðîñ Äîóíè [9] î ñóùåñòâîâà-
íèè ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ñî ñïåêòðîì ñòåïåíåé {x | x > 0}.

Â ïàðàãðàôå 4 ÷åòâåðòîé ãëàâû óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òüþ-
ðèíãîâîé ñòåïåíè b ≤ 0(4) òàêîé, ÷òî ñîâîêóïíîñòü {x | x 6≤ b} íå ÿâëÿåòñÿ
ñïåêòðîì ñòåïåíåé íèêàêîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (ñëåäñòâèå 4.4.2).

Äëÿ ýòîãî, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû íåñðàâíèìûõ ñòåïåíåé
a0 è a1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòåïåíü b ≤ (a0 ∪ a1)

(4), ÷òî a0 6≤ b, a1 6≤ b, è
êàæäûé ñïåêòð ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùèé ñòåïåíè a0 è
a1 äîëæåí ñîäåðæàòü òàêæå ñòåïåíü b. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.4.1. Ïóñòü A � íåïóñòàÿ ñ÷åòíàÿ ñîâîêóïíîñòü ñòåïåíåé, â
êîòîðîé íåò íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòåïåíü b,
÷òî a 6≤ b äëÿ âñåõ a ∈ A, è

A ⊆ Sp (A) =⇒ b ∈ Sp (A)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû A.

Ðàññìàòðèâàÿ äâóõ-ýëåìåíòíóþ ñîâîêóïíîñòü A = {a, c}, ãäå ñòåïåíè a è c

íåñðàâíèìû, ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå 4.4.2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòåïåíü b, ÷òî

Sp (A) 6= {x | x 6≤ b}

äëÿ âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð A.
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Â îòëè÷èå îò óêàçàííîãî âûøå ðåçóëüòàòà èç ïàðàãðàôà 1 ÷åòâåðòîé ãëàâû
(òåîðåìà 4.1.3) ñòåïåíü b â òåîðåìå 4.4.1 íå çàâèñèò îò ôèêñèðîâàííîé çàðàíåå
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû ñî ñâîèì ñïåêòðîì ñòåïåíåé. Îäíàêî óñòàíîâëåííàÿ
ðàíåå îïòèìàëüíàÿ îöåíêà b′ ≤ a′ óõóäøàåòñÿ â òåîðåìå 4.4.1 (ïðè A =

{a, c}) äî b ≤ (a∪c)(4) (îò îöåíêè ñêà÷êà ñòåïåíè b âñåãî ëèøü îäíîêðàòíûì
ñêà÷êîì îäíîé èç ñòåïåíåé a è c äî îöåíêè òîëüêî ëèøü ñàìîé ñòåïåíè b

÷åòûðåõêðàòíûì ñêà÷êîì òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè ñòåïåíåé a è c).
Ïîýòîìó ñòåïåíü b â ñëåäñòâèè 4.4.2 ìîæåò áûòü îöåíåíà òîëüêî ñòåïåíüþ

0(4). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó âûøåóïîìÿíóòîãî ðåçóëüòàòà èç âòîðîãî ïà-
ðàãðàôà (òåîðåìà 4.4.1 è ñëåäñòâèå 4.4.3) îïòèìàëüíûå îöåíêè ñîõðàíÿþòñÿ,
åñëè âìåñòî ïðîèçâîëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì îãðàíè÷èòñÿ ëèøü ëèíåé-
íûìè ïîðÿäêàìè.

Â ïàðàãðàôå 5 ÷åòâåðòîé ãëàâû îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïàðàãðàôà 4 óñè-
ëèâàåòñÿ, ïîñðåäñòâîì ïîñòðîåíèÿ ñòåïåíè b ≤ 0′′ òàêîé, ÷òî ñîâîêóïíîñòü
{x | x 6≤ b} íå ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì ñòåïåíåé íèêàêîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû.

Äëÿ ýòîãî, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî äëÿ
êàæäîé íåíóëåâîé ñòåïåíè a ñóùåñòâóþò ïîäõîäÿùàÿ íåñðàâíèìàÿ ñòåïåíü c,
c ≤ a′′ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ñîâîêóïíîñòè A = {a, c} ñòåïåíü b èç òåîðåìû 4.4.1
ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ îöåíêîé b ≤ a′′.
Òåîðåìà 4.5.1. Äëÿ ëþáîé ñòåïåíè a > 0 ñóùåñòâóåò ñòåïåíè b ≤ a′′ è
c ≤ a′′, òàêèå, ÷òî a 6≤ b, c 6≤ b, è äëÿ ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû A

{a, c} ⊆ Sp (A) =⇒ b ∈ Sp (A).

Îòñþäà íåìåäëåííî âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 4.5.2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòåïåíü b ≤ 0′′, ÷òî

Sp (A) 6= {x | x 6≤ b}
äëÿ âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð A.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.5.1 èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðèîðèòåòà ñ áåñêî-
íå÷íûìè íàðóøåíèÿìè, à òàêæå òåõíèêà ðàáîòû ñî ñòåïåíÿìè ïî ïåðå÷èñëè-
ìîñòè.

Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ e-ñâîäèìîñòåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì,
îñíîâàííûõ íà ñâîäèìîñòè ÷àñòè÷íûõ ïðîáëåì ïðåäñòàâèìîñòè, ââåäåííûõ
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Äûìåíò [1]. Â ÷àñòíîñòè, îöåíèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ, ðàç-
ðàáîòàííûõ â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ äëÿ èçó÷åíèÿ ñïåêòðîâ å-ñòåïåíåé è å-
ñâîäèìîñòåé àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â ïàðàãðàôå 1 ïÿòîé ãëàâû èññëåäóþòñÿ ñïåêòðû å-ñòåïåíåé ñèñòåì
âèäà EF(S), ãäå S ⊆ 2ω � ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî (òàêèå ñïåêòðû íàçûâàþòñÿ äëÿ
êðàòêîñòè ñïåêòðàìè å-ñòåïåíåé ðàññìàòðèâàåìûõ ñåìåéñòâ è îáîçíà÷àþòñÿ
÷åðåç e-Sp (S)).

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð å-ñòåïåíåé ñåìåéñòâà E∞ âñåõ áåñêîíå÷íûõ âû-
÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ êëàññîì âûñîêèõ å-ñòåïåíåé
(òî åñòü å-ñòåïåíåé, ñêà÷îê êîòîðûõ îãðàíè÷åí ñíèçó äâîéíûì ñêà÷êîì íóëå-
âîé å-ñòåïåíè).

Ñëåäñòâèå 5.1.2. Äëÿ ñåìåéñòâà E∞ âñåõ áåñêîíå÷íûõ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñ-
ëèìûõ ìíîæåñòâ ñïðàâåäëèâî e-Sp (E∞) = {x ∈ De | x′ ≥ 0′′e}.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ àíàëîã ëåììû î ïðåäåëå äëÿ ñâîäèìîñòè
ïî ïåðå÷èñëèìîñòè, ïîëó÷åííîé â ïàðàãðàôå 1 âòîðîé ãëàâû (òåîðåìà 2.1.20).

Êðîìå òîãî, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî â îòëè÷èå îò ðåçóëüòàòîâ îá îáû÷íûõ
ñïåêòðàõ ñòåïåíåé ñåìåéñòâ èç òðåòåé ãëàâû (ñì., íàïðèìåð, ñëåäñòâèå 3.1.6)
ñïåêòð å-ñòåïåíåé ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ êëàññîì
âñåõ íåíóëåâûõ å-ñòåïåíåé.

Òåîðåìà 5.1.3. Åñëè S ñîñòîèò òîëüêî èç êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ è x ∈
e-Sp (S) äëÿ êàæäîé íåíóëåâîé å-ñòåïåíè x, òî 0 ∈ S.

Íàêîíåö, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïåêòð å-ñòåïåíåé ñåìåéñòâà W(E , ε) ñîñòîèò
â òî÷íîñòè èç íåíóëåâûõ å-ñòåïåíåé (ãäå E � ñåìåéñòâî âñåõ âû÷èñëèìî ïå-
ðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ, è ε = λn[Wn]).

Òåîðåìà 5.1.8. Äëÿ ñåìåéñòâà

S = W(E , ε) = {{n} ⊕ U | n ∈ ω & U â.ï. & U 6= Wn}

ñïðàâåäëèâî e-Sp (S) = {x ∈ De | x > 0e}.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñî ñïåêòðîì å-

ñòåïåíåé, ñîâïàäàþùèì ñ êëàññîì âñåõ íåíóëåâûõ å-ñòåïåíåé. Òî æå ñàìîå
îêàçûâàåòñÿ âåðíûì, åñëè âìåñòî ïîíÿòèÿ ñïåêòðà å-ñòåïåíåé èñïîëüçîâàòü
ïîíÿòèå ðàñøèðåííîãî ñïåêòðà ñòåïåíåé, ââåäåííîãî Ñîñêîâûì [21]: äëÿ ñ÷åò-
íîé ìîäåëè M â âû÷èñëèìîé ñèãíàòóðå Σ (ðàñøèðåííûé) ñïåêòð ñòåïåíåé
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ìîäåëè M åñòü ñîâîêóïíîñòü ñòåïåíåé ïî ïåðå÷èñëèìîñòè

DS(M) = {dege(D
+(N)) | M ∼= N/≡ & dom (N) = ω},

ãäå N ïðîáåãàåò âñå âîçìîæíûå ìîäåëè â ñèãíàòóðå Σ′ = Σ ∪ {≡, 6≡}, òàêèå,
÷òî ≡ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì êîíãðóýíòíîñòè íà N. Çäåñü D+(N) åñòü ïîäìíî-
æåñòâî àòîìíîé äèàãðàììû D(N), ñîñòîÿùåå òîëüêî èç àòîìíûõ ïðåäëîæå-
íèé (à íå èõ îòðèöàíèé).

Ñëåäñòâèå 5.1.9. Ñóùåñòâóåò òàêèå ñ÷åòíûå ìîäåëè M1 è M2, ÷òî

DS(M1) = e-Sp (M2) = {x ∈ De | x > 0e}.

Â ïàðàãðàôå 2 ïÿòîé ãëàâû èññëåäóåòñÿ âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé å-ñâî-
äèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà EF(S), ñâÿçàííûé ñ Σ-îïðåäåëèìîñòüþ
â äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ. À èìåííî, ãîâîðèì, ÷òî ñåìåéñòâî S0 Σ-ñâîäèòñÿ
ê ñåìåéñòâó S1 (è îáîçíà÷àòü êàê S0 vΣ S1), åñëè äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî
ìíîæåñòâà A, âû÷èñëèìîñòü S1 â A âëå÷åò âû÷èñëèìîñòü S0 â A, ÷òî ýêâè-
âàëåíòíî òîìó, ÷òî ñèñòåìà EF(S0) ÿâëÿåòñÿ Σ-îïðåäåëèìîé â HF(EF(S1)).

ÅñëèS0 vΣ S1 è S1 vΣ S0 òî ãîâîðèì, ÷òî ñåìåéñòâà S0 è S1 ýêâèâàëåíòíû
è ïèøåì S0 ≡Σ S1.

Óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå Σ-ýêâèâàëåíòíîñòè åñòåñòâåííûõ ñåìåéñòâ âû-
÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ (ñì. ïðåäëîæåíèÿ 5.2.2 è 5.2.4).

1. Ñåìåéñòâî CF ãðàôèêîâ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé Σ-ýêâèâàëåíòíî ñåìåé-
ñòâó CF2 ãðàôèêîâ âû÷èñëèìûõ {0, 1}-çíà÷íûõ ôóíêöèé.

2. Ñåìåéñòâî E = InfCE áåñêîíå÷íûõ âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ
Σ-ýêâèâàëåíòíî ñåìåéñòâó CF∪{ω}, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü Σ-ýêâèâàëåíòíî
ñåìåéñòó CF2 ∪ {ω}.

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû îïèñûâàþò ñåìåéñòâà, Σ-ñâîäÿùèåñÿ ê CF è CF ∪
{ω}.
Òåîðåìà 5.2.5. Äëÿ ñåìåéñòâà S èìååò ìåñòî S vΣ CF òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

1. âñå ìíîæåñòâà èç S âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìû,

2. èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I(S) = {n | Wn ∈ S} ïðèíàäëåæèò êëàññó Σ0
3

àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè, è
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3. ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ ψ òàêàÿ, ÷òî δψ = E(S)

è äëÿ âñåõ u ∈ δψ èìååò ìåñòî Du ⊆ Wψ(u) ∈ S.

Òåîðåìà 5.2.9. Äëÿ ñåìåéñòâà S èìååò ìåñòî S vΣ CF ∪ {ω} òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

1. âñå ìíîæåñòâà èç S âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìû,

2. èíäåêñíîå ìíîæåñòâî I(S) = {n | Wn ∈ S} ïðèíàäëåæèò êëàññó Σ0
3

àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè, è

3. ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìî ïåðå÷èñëèìîå ñåìåéñòâî Ŝ ⊆ S, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî W ∈ S èìååò ìåñòî W ⊆ V äëÿ íåêîòîðîãî V ∈ Ŝ.

Ñëåäñòâèå 5.2.10. CF 6vΣ CF ∪ {ω}.
Êðîìå òîãî, à ïàðàãðàôå îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà ââåäåíèÿ îïåðàöèè ñêà÷êà

äëÿ Σ-ñòåïåíåé ñåìåéñòâ. Â ÷àñòíîñòè äîêàçàíî

Ñëåäñòâèå 5.2.15. Äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà S ñóùåñòâóåò Σ2-îïðåäåëèìîå
â HF(MS) ñåìåéñòâî S ′ 6vΣ S.

Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Ïóçàðåíêî (Íîâîñè-
áèðñê).

Â ïàðàãðàôå 3 ïÿòîé ãëàâû ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñèëüíîé ñâîäèìîñòüþ, ñëàáîé ñâîäèìîñòüþ, ñèëüíîé å-
ñâîäèìîñòè, ñëàáîé å-ñâîäèìîñòüþ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, òàêæå êàê è îòíî-
øåíèÿ Σ-îïðåäåëèìîñòè îäíîé ñèñòåìû â êîíå÷íî-íàñëåäñòâåííîé íàäñòðîéêå
äðóãîé (ñì. [2]).

À èìåííî, óñòàíîâëåíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè ñâî-
äèìîñòÿìè èñ÷åðïûâàþòñÿ íèæåïåðå÷èñëåííûìè:

• èç Σ-îïðåäåëèìîñòè îäíîé ñèñòåìû â êîíå÷íî-íàñëåäñòâåííîé íàäñòðîé-
êå äðóãîé áåç ïàðàìåòðîâ ñëåäóåò ñèëüíàÿ å-ñâîäèìîñòü ïåðâîé ñèñòåìû
êî âòîðîé;

• èç ñèëüíîé ñâîäèìîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ ñâîäèìîñòü;

• èç ñèëüíîé å-ñâîäèìîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ å-ñâîäèìîñòü;

• èç ñèëüíîé å-ñâîäèìîñòè ñëåäóåò ñèëüíàÿ ñâîäèìîñòü;
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• èç ñëàáîé å-ñâîäèìîñòè ñëåäóåò ñëàáàÿ ñâîäèìîñòü.

Äàííîå îïèñàíèå îñòàåòñÿ âåðíûì, åñëè â îïðåäåëåíèè ñâîäèìîñòåé ðàçðå-
øèòü îáîãàùàòü ñèñòåìû êîíå÷íûì ÷èñëîì êîíñòàíò.

Äàííûé ïàðàãðàô çàâåðøàåò èññëåäîâàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ñîîòíîøå-
íèé, íà÷àòîå Ñòóêà÷åâûì â ðàáîòå [6]. À èìåííî, áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ
ñèñòåìû M = EF(R), ãäå

R = W(E , ε) = {{n} ⊕ U | n ∈ ω & U â.ï. & U 6= Wn},

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• M ≤se N è M íå Σ-îïðåäåëèìà â HF(N) äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû N

(òåîðåìà 5.3.1). Çäåñü â êà÷åñòâå N ìîæíî âçÿòü ñèñòåìó

N = EF(E∞) = EF({U | U â.ï. è áåñêîíå÷íî}).

• N ≤s M è N 6≤we M äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû N (òåîðåìà 5.3.2). Çäåñü â
êà÷åñòâå N ìîæíî âçÿòü ñèñòåìó N = EF(S), ãäå

S = W(F , ε) = {{n} ⊕ U | n ∈ ω & U êîíå÷íî & U 6= Wn}.

• N ≤we M è N 6≤s M äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû N (òåîðåìà 5.3.3). Çäåñü
N = EF(S), ãäå

S = W(E , εν) = {{n} ⊕ U | n ∈ ω & U â.ï. & U 6= W ν(n)
n },

è íóìåðàöèÿ ν òàêîâà, ÷òî
1) íóìåðàöèÿ å-ñêà÷êîâ ν ′(n) = J(ν(n) ⊕ ν(n)) ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé
íóìåðàöèåé ∆0

2-ìíîæåñòâ.
2) (dege(ν(n)⊕ ν(n))) > 0e äëÿ âñåõ n ∈ ω;
3) dege(ν(n)⊕ ν(n)) ∩ dege(ν(m)⊕ ν(m)) = 0e äëÿ âñåõ n 6= m.

• N ≤w M, N 6≤we M è N 6≤s M äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû N (òåîðåìà 5.3.4).
Çäåñü N = EF(S), ãäå

S = W(F , εν) = {{n} ⊕ U | n ∈ ω & U êîíå÷íî & U 6= W ν(n)
n },

è íóìåðàöèÿ ν òàêàÿ æå êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
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• N ≤we M, N ≤s M è N 6≤se M äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû N (òåîðåìà 5.3.5).
N = EF(S), ãäå

S = W(E , β) = {{n} ⊕ U | n ∈ ω & U â.ï. & U 6= β(n)},

à íóìåðàöèÿ β çàäàåòñÿ ñïåöèàëüíûì ïîøàãîâûì ïîñòðîåíèåì.

Òàê êàê ñåìåéñòâà R è S ñîñòîÿò òîëüêî èç â.ï. ìíîæåñòâ, ñèñòåìû M =

EF(R) è N = EF(S) â ïðèâåäåííûõ âûøå óòâåðæäåíèÿõ ìîæíî çàìåíèòü
ëþáûìè èõ êîíå÷íûìè êîíñòàíòíûìè îáîãàùåíèÿìè.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòèõ óòâåðæäåíèé èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû èç ïàðà-
ãðàôà 1 âòîðîé ãëàâû, ïàðàãðàôà 1 òðåòüåé ãëàâû è ïåðâûõ äâóõ ïàðàãðàôîâ
ïÿòîé ãëàâû.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü Ì.Ì. Àðñëàíîâó çà ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå è ïëîäîòâîðíûå áåñåäû, ñïîñîáñòâîâàâøèå óëó÷øåíèþ
äèññåðòàöèè.
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