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Resumo

Neste trabalho estudou-se a conducao de calor através de corpos sélidos, e se
utilizou o Método das Diferengas Finitas (MDF) e Elementos Finitos (MEF) para anali-
sar quatro casos simples exemplificando a distribuicao de calor. Os métodos numéricos
necessitam ter os seus dominios discretizados, no MDF essa discretizagdo ocorre por meio
de pontos nodais, ja no MEF a discretizagao ocorre por meio de elementos finitos. Em
ambos os métodos é formado um sistema linear de equagdes que precisa ser resolvido
para obter o valor da temperatura; as rotinas computacionais desenvolvidas estao dispo-
niveis no APENDICE A. Os Casos 1 e 2 sao modelados em seus estados estaciondrios e
transientes, além de serem tratados como problemas bidimensionais, o Caso 3 é um pro-
blema tridimensional estacionério e o Caso 4 é um problema axissimétrico modelado como
problema estacionario bidimensional. Verificou-se que ambos os métodos tem resultados

satisfatérios para a andlise térmica.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

O campo de muitos problemas fisicos de engenharia conduz a equagoes diferenci-
ais parciais de segunda ordem, como é o caso da equacao do calor. O estudo desta equacao
estd inserido no grupo de equacgoes ditas parabdlicas, que possuem solugoes analiticas ex-
plicitas. No entanto, ha algumas dificuldades para a obtencao de soluc¢oes analiticas para
os problemas reais, entre eles, podemos citar que os coeficientes das equagoes que podem
ser variaveis, algumas func¢oes ndo possuem primitivas, e a nao linearidade de alguns para-
metros, além de geometria complexas. Assim, os métodos numéricos sao mais adequados
para a solugao dessa equacao, pela transformacao da equacgao continua em um sistema
discreto. Nesse sentido, o Método das Diferengas Finitas (MDF) e o Método dos Elemen-
tos Finitos (MEF) sao importantes para o estudo da equagao do calor ao possibilitar uma

solucao computacional aproximada.

O fenomeno de transferéncia de calor é importante em todas as areas da enge-
nharia e das ciéncias fisicas. No caso da engenharia civil, por exemplo, esse fenémeno é
responsavel pelo surgimento de tensdes térmicas em estruturas de concreto que podem
comprometer a integridade estrutural elemento. Assim, a consideracao de seus efeitos tem

por objeto aumentar a duracao de vida dos elementos projetados.

O estudo da transferéncia de calor se baseia nos principais tipos de processos:

Condugao, Convecgao e Radiacao.

A conducao ocorre quando o calor é transferido de um ponto a outro, por exem-

plo, em um corpo sélido as moléculas estdo em contato umas com as outras permitindo a
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transferéncia de energia pelo movimento dos elétrons. Dessa forma o transporte dependera
da condutividade térmica do material submetido ha um gradiente de temperatura. Um
exemplo de aplicagao pode ser uma chapa de metal aquecida, em que pelas propriedades
do metal permite que o calor se propague em todas as dimensoes da placa alterando a

temperatura do local.

A convecgao é caracteristica de liquidos e gases. As suas moléculas ao receberem
energia aumentam a temperatura, de forma a se movimentar da regido mais quente (mais
energética) para a regiao mais fria (menos energética). Se o movimento das moléculas
é causado por um variagdo da densidade provenientes de um aumento de temperatura,
a conveccao € dita livre. Caso esse movimento seja induzido por uma forga externa é

chamado de conveccao forcada.

A Radiacgao térmica é emitida por todos os tipos de corpos, sejam eles solidos,
liquidos ou gasosos em um processo natural de emissao de energia. O transporte acontece
por meio de ondas eletromagnéticas emitidas pelo corpo, por isso nao ¢é necessario um
meio fisico para a propagacao. A ondas tem as mesmas propriedades de ondas mecanicas:
podendo serem refletidas, refratadas e difratadas. A quantidade de energia emitida é

proporcional a temperatura do corpo emissor.

Para os fendmenos fisicos estudados ¢ importante relembrar que ha conservacao
de energia. Que em outras palavras, significa que a mudanca de temperatura no interior
de um soélido depende do fluxo de energia que entra pelos contornos somados a energia

interna gerada.

Nesta secao também é apresentada uma bibliografia resumida baseada em textos
técnicos da literatura que foram efetivamente usados no desenvolvimento deste projeto
final de graduagao, e nao como uma forma de situar esse trabalho em relagao a contribuicao
que outros autores fizeram ao tema estudado.Sendo abordado brevemente os principais
topicos em destaque que auxiliaram no entendimento do comportamento do fluxo de calor,

bem como na maneira matematica de simular um problema.

Em Croft e Lilley (1977) é apresentada a teoria base do fluxo de calor (lei de Fou-
rier), sua formulacdo matematica para os problemas unidirecionais (1D), bidimensionais
(2D) e tridimensionais (3D). Juntamente com as equagoes diferenciais parciais que simu-
lam o problema, sdo apresentadas as equagoes de diferencas finitas, e suas propriedades

de convergéncia e estabilidade.

Haberman (1987) aborda equagoes diferenciais parciais e aplicagoes, e no pri-
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meiro capitulo tem uma apresentacao mais moderna da formulagdo da equacao do calor.
Mas foi utilizado, sobretudo, para explicar melhor alguns conceitos como condi¢oes de

contorno, condigoes iniciais, lei de fourier, etc.

Segundo Neville (1997) o comportamento térmico das estruturas nao estao restri-
tos apenas a estruturas de concreto massa, mas a qualquer estrutura que esteja submetida
a gradientes térmicos que possam causar fissuracao. As tensoes térmicas no interior do
solido sdo formadas porque a baixa difusidade térmica do concreto impede que haja uma
troca rapida de calor com o ambiente, se as tensoes de tracao formadas forem maior que
a resisténcia do concreto surgem as fissuras. Sendo que a principal causa desse diferencial
de temperatura é a geragao interna de calor, onde a velocidade de dissipa¢ao do calor de
hidratagao é o principal fator e ndo apenas a quantidade gerada de energia térmica. Para
se ter uma ideia, sobre o comportamento térmico do concreto, estima-se que metade do
calor se desprende de 1 a 3 dias, de trés quartos aos 7 dias e 83 % a 91 % em 6 meses,

com base no que foi observado por Bogue.

Ruggiero e Lopes (2004) é uma publicagao de calculo numérico, apresentando,
entre outras coisas, técnicas de resolucao de sistemas lineares. Para esse texto se utilizou

a técnica de iteragdo Gauss-Sidel.

Rao (2004) apresenta os conceitos fundamentais de elementos finitos numa lin-
guagem de facil compreensao, possibilitando um melhor entendimento do assunto estu-

dado, e também serviu de auxilio teérico para a elaboragao do texto.

Reddy (2006) foi a principal referéncia sobre o Método dos Elementos Finitos
aplicados neste trabalho, nele é encontrado uma formulacao rigorosa e concisa do método,
contendo todo o contetido necessario para uma andlise de elementos finitos, incluindo a

parte computacional.

Em Wang e Anderson (1995) é apresentado os fundamentos necessarios para o
desenvolvimento dos algoritmos utilizados neste trabalho para resolver os sistemas lineares

gerados no Método das Diferencas Finitas pelo método Gauss-seidel.

As duas publicagbes: Vasconcelos e Pedroso (2014a) e Vasconcelos e Pedroso
(2014b), sdo sobre o método das diferengas finitas, no entanto sdo aplicadas a problemas

estacionarios e transientes envolvendo barragens e reservatorios.

Em Coelho (2016) tem uma abordagem mais realista dos problemas envolvendo
efeitos térmicos, sendo abordado o método das diferencas finitas e o método dos elementos

finitos em problemas aplicados a barragens.
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Nithiarasu, Lewis e Seetharamu (2016) faz a formulagao da equagao da condugao

do calor pelo Método de Galerkin.

O tratamento de problemas térmicos em barragens de concreto, tem sido objeto
de vérios estudos anteriores pelo Grupo de Dindmica e Fluido-Estrutura (GDFE) da
Universidade de Brasilia. No caso do presente texto, ele estd baseado numa série de
trabalhos anteriores elaborados pelo GDFE, entre os quais, podemos citar Coelho(2016),
Pedroso (1997), Pedroso (2001), Pedroso (2011), e Vasconcelos e Pedroso (2014a , 2014b,

2015), além de discussoes nas segoes de orientacao (Pedroso, 2018).

Nesse sentido retomou-se os estudos realizados nos trabalhos de iniciacao cien-
tifica realizados no periodo 2014-2015, sobre o comportamento térmico de regioes retan-

gulares submetidas a diferentes temperaturas em seu contorno.

1.2 JUSTIFICATIVAS

A importancia do estudo deste contetdo esta nos efeitos que a variacao de tem-
peratura gera nos corpos, seja ele expostos as condi¢oes de aquecimento ou resfriamento
naturais do planeta, ou provenientes de reagoes quimicas exotérmicas (como ocorre nas
estruturas de concreto massa). Para as estruturas de concreto com grandes volumes (con-
creto massa), esse gradiente de temperatura gera deformagoes e consequentemente tensoes
de tragao. Sabendo que a resisténcia do concreto a tracao é muito baixa, muitas vezas até
ignorada nos processos de cédlculo de resisténcia, entender o comportamento das tensoes

de origem térmica ¢é essencial e pode prevenir falha de projeto de certas estruturas.

1.3 OBJETIVOS

Nesta monografia, procura-se efetuar uma andlise estacionaria e transiente para
o estudo do comportamento da temperatura de solidos bidimensionais e tridimensionais,
com ou sem geragao interna de calor, e sujeita a determinadas condi¢oes de contorno, que

dependem da exposicao ao meio ambiente.
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1.4 METODOLOGIA

O tema estudado foi desenvolvido com base no Método das Diferencas Finitas e
no Método dos Elementos Finitos. Cada um desses métodos exige uma sequéncia de passos

propria, no entanto por serem técnicas aproximadas apresentam algumas similaridades.

O Método das Diferencas Finitas pode ser aplicado seguindo o procedimento dos

itens 1 a 6.

1. Estudar a equacao geral do fluxo de calor;

2. Transformar a equacado continua numa aproximacao de diferencas finitas;
3. Subdividir o dominio do problema em uma malha uniforme;

4. Aplicar a equacao de diferencas finitas nos pontos da malha;

5. Resolver o sistema linear gerado, cuja solugao é a temperatura nos pontos da malha.

O algoritmo utilizado nesse processo é construido em MATLAB;

6. Com os pontos nodais de temperatura encontrados fazer a interpolacao para os
outros pontos do dominio. Utilizou-se o software Surfer 9 para interpolar a tempe-

ratura.

O Método dos Elementos Finitos pode ser aplicado seguindo o procedimento dos

itens 1 a .

1. Estudar a equacao geral do fluxo de calor pelo método de Galerkin;
2. Subdividir o dominio do problema em elementos finitos triangulares;
3. Obter a matriz dos coeficientes global com base na matriz de cada elemento;

4. Solucionar o sistema de equacoes formados com base nas condi¢oes de contorno

prescritas (temperaturas), cuja solugao é a temperatura nos nés do elemento;

5. Poés-processamento.



Capitulo 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta capitulo é apresentado a formulacdo matematica da equacao geral que
governa o fluxo de calor, a partir de um elemento diferencial de volume, conforme o

apresentado em (Croft, Lilley,1977).

2.1 CONDUCAO DE CALOR

Em um corpo sélido o calor é transferido de uma regiao de maior temperatura
para outra de menor temperatura, por meio de trés processos fundamentais: conducao,

convecgao e radiagao. Nesse trabalho apenas a conducao sera estudada.

A lei de Fourier para a conducao de calor foi obtida de observacgoes experimentais,

e diz que:

O calor € proporcional a diferenca de temperatura e a drea normal a direcao do

fluxo. Portanto, temos a equacao:

aT

or
onde, Q, é dado em (W), e a drea A em (m?), o é o gradiente de temperatura na
x
direcao do eixo x, é dado em (K /m). O sinal negativo indica que o calor flui da regiao de
maior para a de menor temperatura. A propriedade do material k£ (W/mK) depende do

material estudado, e é conhecida como condutividade térmica.
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2.2 HIPOTESES SIMPLIFICADORAS

Para facilitar a modelagem matemética do problema fisico ¢ comum se utilizar

de hipoteses simplificadoras, quando estas sao plausiveis.

O material adotado, possui algumas propriedades, necessarias e condizentes a
validacao das hipoteses da Lei de Fourier: a condutividade térmica k é constante e tem o

mesmo valor em todas as direcoes.

2.3 EQUACAO GERAL DO FLUXO DE CALOR
EM COORDENADAS CARTESIANAS

A equacao que governa o comportamento da conducao de calor é obtida pelo
balango energético em um elemento de volume diferencial. Sendo essa obtida considerando

o fluxo de calor nas seis faces do elemento, em trés dimensoes x, y e z (Figura 2.1).

0Qxentra 8Qxsai
xcntra | RS

(Xy2)

0z

oy

ox

Figura 2.1: Elemento Diferencial (R.,D. C., & G.,D. L. (1977))

Consideramos a taxa de fluxo de calor nas trés dimensoes, descritas pelas equa-

coes:

Q. = —k:AZZ (2.2)
Q, = —kAgz (2.3)
Q. — kAL (2.4)

0z
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A equacao do calor para o fluxo de calor por conducao num sélido tridimensional
pode ser obtido, considerando um fluxo na dire¢ao x. Para um tempo infinitesimal ot |

calculamos a taxa de calor entrando (0Qzentra):

6Qxent7’a = —k:(5y5z) aiT -0t (25)
0 z—ox/2

A abordagem para o fluxo de calor saindo (0Q),s.i) é a mesma para o fluxo de

calor entrando. Dessa forma, o valor liquido de calor absorvido é dado por:

5leiquido - 6Qment7"a - 5stai (26)
Entao, na direcao x, temos que:

2

o°T
5Qxliquido = k(él‘éyéZ)% -0t (27)

O fluxo é a soma dos valores liquidos nas trés dimensoes x, y e z:

(2.8)

2 2 2
5Q s = K(56457) (a L 0T, T) ot

oz oy T

Alguns materiais, por exemplo o cimento, devido a reacoes de hidratacao, tem

a propriedade de geracao interna de calor, portanto:

0Qgeracao = H(dx0ydz) - 0t (2.9)

Em problemas transientes, o aumento da energia interna no elemento infinitesi-

mal é:

oT
0Q qumento = p(5x5y52)0pﬁ - Ot (2.10)
A densidad (@)d material adotad lor ffico C), (———) sa
ensidade p 3 o material adotado e o calor especifico » (KoK S0

constantes.
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E fazendo o balanco energético no elemento, temos que o fluxo de calor somado
ao calor gerado ¢ numericamente igual ao aumento da energia. Esse comportamento pode

Ser expresso por:

5Qflua:o + 5@967’(1(;50 = 6Qaum6nt0 (2 1 1)

Agora, podemos apresentar a equacao geral do fluxo de calor como:

(EDIT ) g .
A Equacao 2.12 pode ser apresentada, da seguinte forma:

kV?T + H = pcpaa:g (2.13a)

Condicoes de Contorno. (2.13b)

Condicoes Iniciais. (2.13c)

onde, H é a geragao interna de calor.

2.4 EQUACAO GERAL DO FLUXO DE CALOR
EM COORDENADAS CILINDRICAS

Quando a regiao de dominio é circular, é conveniente fazer uma transformacao
da equacao geral do fluxo do calor de coordenadas cartesianas para outros sistemas de

coordenadas, que neste caso é coordenadas cilindricas.

No sistema de coordenadas cartesianas o ponto ¢é identificado pelas suas coorde-
nas (x, y, z), ja em coordenadas cilindricas o ponto é identificado por suas coordenadas
(r, 0, z) (ver Figura 2.2). Esse sistema é melhor para representar regides circulares onde

existe simetria.
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z

-~

P(r,6,z)

X

Figura 2.2: Sistema de eixos em coordenadas cilindricas (R.,D. C., & G.,D. L. (1977)

E possivel relacionar as coordenadas cartesianas em coordenadas cilindricas pelas

seguintes relacgoes:

T = rcost (2.14)

y = rsinf (2.15)
z2=z (2.16)

r = (22 + D)V (2.17)

Com as devidas aproximagoes e substituicbes matematicas é possivel obter a
equacao do fluxo de calor utilizando o sistema de coordenadas cilindricas. Aqui nao serd

apresentada o desenvolvimento passo-a-passo, apenas a equacao final:

k(ifi (r%f) —I—:z?%f%—g;;) —I—H:pCp%f (2.18)
2.5 CONDICOES DE CONTORNO

Quando se modela o problema fisico por meio de equagoes diferenciais parciais é
necessario simular o problema com todos os dados necessarios para que haja uma solucao

plausivel e com significado, para isso se utiliza as condig¢oes de contorno. Existem dois
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tipos de condi¢oes de contorno: condi¢oes de Dirichlet e condigoes de Neumann. As
condigoes de Dirichlet também conhecidas como temperatura prescritas ocorrem quando
se conhecem as temperaturas de pontos ou regioes do contorno, nesse aspecto, se assume
que o ambiente externo é conhecido e é responsavel por essa temperatura. Ja as condigoes

de Neumann o fluxo é conhecido e nao as temperaturas.

2.6 CONDICOES INICIAIS

E frequente que muitos dos fendmenos fisicos sejam dependentes do tempo, e
por isso sao chamados de fendmenos transientes. Quando se estuda a condugao de calor,
sabe-se que para uma melhor simulagao é necessario considerar o comportamento do
fluxo de calor variando no tempo para prever a temperatura futura. No estudo transiente
realizado, considerou que para o tempo inicial t = 0 s, o valor da temperatura inicial é

conhecida.



Capitulo 3

METODO DAS DIFERENCAS
FINITAS

Neste capitulo é apresentado o Método das Diferencas Finitas, com base na
transformacao da equacao da condugao do calor de uma equacao continua numa equagao
discreta e aspectos relacionados a programacao das rotinas computacionais em Matlab,

conforme o apresentado em (Croft, Lilley,1977).

3.1 INTRODUCAO

E uma técnica numérica utilizada para resolver equacoes diferenciais parciais, e
consiste em transformar um problema continuo em um problema discreto, ao subdividir o
dominio de interesse em partes menores. Uma malha regular (AX = AY) é estabelecida
sobre a regido a ser estudada, formando pontos nodais (7; ;). A solucdo obtida é uma
aproximacao e nao vale para toda a regiao do dominio, ficando restrita aos pontos nodais.

Um exemplo para o caso bidimensional (2D) é apresentado na Figura 3.1.

A aproximacao de diferencas finitas consiste em percorrer os pontos do dominio
com um operador de diferencas finitas. O operador é a a substituicdo da derivada continua
por uma derivada de discreta, que para o caso (2D) da equagdo de Laplace pode ser
chamado de férmula dos cinco pontos (Figura 3.2). A aplicagdo do operador tem por

objetivo formar um sistema de equacoes a ser resolvido.

Para o problema de distribuicdo de temperatura a discretizacao das condic¢oes

de contorno se baseia na atribuicao de valor para os pontos afastados do ponto central T; ;

12
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e

AY

AX

Figura 3.1: Discretiza¢ao do dominio)

Ti,j+1
o

Ti-1,; ©

-4T,;

@)
Ti-1

Figura 3.2: Operador de diferencas finitas (2D)

conforme a posi¢ao do operador quando este estiver “percorrendo” os pontos da malha.

3.2 EQUACAO DE DIFERENCAS FINITAS EM CO-
ORDENADAS CARTESIANAS

A aproximacao por Diferencas Finitas é uma técnica que nos permite expressar
a equacao diferencial parcial (equagao do calor), por um conjunto de pontos nos quais
se determinara as suas temperaturas. A ideia basica é encontrar a temperatura desses

pontos por meio da solu¢ao da Equacao de Diferencas Finitas explicitas.

Nessa secao, faz-se o desenvolvimento da equagao bidimensional (2D) do ca-
lor. Em termos de solugao computacional temos o seguinte algoritmo para o problema

estudado:

n n n n n n n+1 n
kTiJrl,j =200 + T n sz’,jH =207+ 13 L H— pCpTi’j A; 77

- A (3.1)
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n n n n n n n—+1 n
T, — 217+ T n T — 217 + 17 n HA* _ pCyA? T — T3

7,7—1
k k At

(3.2)

Podemos agrupar alguns termos constantes, sob o nome de nimero de Fourier

(Fo):
kAt
Fo= SO AT onde A= Ax=Ay (3.3)
Efetuando as simplificagoes devidas, temos:
mn n n n n n n+1 n
T, — 210 + Ty n T — 21305 + 17 n HA? _ 1 =T (3.4)
k Fo
1 HA? 1
n+1 __ mn n n n n n
ETM =T+ T+ 10 + 15 — 4155 + T ETM (3.5)
1 1 HA?
n+1 __ m mn n n
ST = Ty + Ty + Ty + Ty = (4= 2 ) T+ = (3.6)
Na Equacao 3.6 n significa o “loop” no tempo, enquanto i e j os pontos da malha
no espago.

No entanto, para problemas transientes (2D) temos limitagdes, na escolha do

incremento de tempo, que deve ser encontrado a partir da condi¢ao dada pela Equacao
3.7.

Fo< (3.7)

IO,

Em problemas tridimensionais (3D) a deducao da equacao de diferencas finitas
é semelhante ao caso 2D, por isso a deducdo nao serd apresentada. E obtida a partir da
equagao 3.1 com um acréscimo da derivada parcial na dire¢do z no primeiro membro da

equacao. A equacao para o caso 3D é:
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1 n+1 n n mn n mn n 1 m HA2
Foﬂ,j,k =TT L et L 0 e+ 1 15 1 — (6 - Fo) et ——
(3.8)
Para o caso (3D) temos que,
1
Fo< (3.9)

3.3 PROCESSO ITERATIVO DE GAUSS-SEIDEL

Apos aplicar a equacao de diferencas finitas em todos os pontos do dominio do
problema surge um sistema de equacoes e incognitas que precisa ser resolvido. A modela-
gem depende do niimero de nés adotados, que define o tamanho do sistema a ser resolvido.
De forma simples, quanto maior o nimero de nds, maior serd o nimero de equagoes a
ser resolvido. Assim, resolver o sistema manualmente pode ser impraticavel dependendo
da discretizacao do modelo, por isso se utiliza métodos iterativos nos algoritmos de di-
ferengas finitas, que com o auxilio do computador obtém-se resultados satisfatorios mais

rapidamente.

O método de Gauss-Seidel é um processo iterativo para a resolugao de sistemas
lineares do tipo a1 + b = 0, sendo a e b constantes, e T" a incégnita. E segue o seguinte

roteiro:

1. Rearranjar a equagao isolando a incégnita no primeiro membro da equacgao, e todos

os outros termos no segundo membro da equacao;
2. Atribuir um valor inicial para as incégnitas;

3. Usar o valor dos pontos de temperatura conhecida para calcular os pontos com

temperatura desconhecida;

4. Repetir o calculo até as temperaturas convergirem, ou seja, quando a mudanga de

temperatura para o mesmo ponto é suficientemente pequena.



CAPITULO 3. METODO DAS DIFERENCAS FINITAS 16

3.4 INTERPOLACAO

Ao se resolver os sistemas lineares obtém-se os valores das temperaturas para os
pontos discretizados, no entanto ¢ importante fazer uma interpolacao desses valores para

facilitar a visualizacdo dos resultados obtidos.

No trabalho utilizou-se o software Surfer 9.8.669 para fazer a interpolacao dos
resultados por um processo chamado de krigagem (que nao serd explicado no texto).
E um programa de mapeamento desenvolvido pela Golden Software Inc. que interpola
dados de entrada distribuidos espacialmente para produzir mapas de contorno, vetoriais,

de superficie, etc.

Observagao: A técnica de krigagem implementada no software as vezes apresenta
valores nao condizentes, como por exemplo, valores negativos mesmo quando todos os

dados sao positivos, etc.

3.5 MATRIZ NO MATLAB

Os algoritmos desenvolvidos neste trabalho sao implementados em linguagem
Matlab, por isso é importante exemplificar como é a convenc¢ao adotada no software. Na
Figura 3.3 é apresentada a representagao das linhas (“row”) e colunas (“column”) para o

caso bidimensional.

column

S

(1,1)] ¢1,2)[(1,3)[(1,4)
(2,1)](2,2)[(2,3)((2,4)
(3,1)](3,2)(3,3)](3,4)

nw

(4,1)(4,2)|(4,3)|(4,4)

Figura 3.3: Linhas e colunas da matriz 2D (Matlab, 2012a)

Para o caso de matrizes tridimensionais, a representagao ¢ apresentada na Figura
3.4. Observe que as linhas e colunas tem a mesma representacao que o caso bidimensional,
com o acréscimo de um terceiro indice o Matlab apresenta a terceira dimensao chamada

de fatia (“page”).
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(1,1,3) 01,2,3) (1,3,3) (1,4,5]
(2,1,3) (2,2,3) i2.3_.3?"i3’-';4,3?
(3,1,3) (3,2,3~13,3,3) (3,4,3)

(11,2 (1,2,2) (1,3,2) (1 a1 ]2 (4:2:9) (4,4,9)
(2,1,2) (2,2,2) (2,3,2712,4,2)
kil (3,1,2) (3,2,3+15,3,2) (3.,4,2) ="

(1,1,1) (1,2,1) (1,3,1) (1,4,1)
(2,1,1) (2,2,1) (2,3,1) (2,4,1)
(3,1,1) (3,2,1) (3,3,1) (3,4,1)
(4,1,1) (4,2,1) (4,3,1) (4,4,1)

row

71,2,2) (4,3,2) (4,4,2) .

Figura 3.4: Linhas, colunas e fatias da matriz 3D (Matlab, 2012a)

Como exemplo de aplicagao a Figura 3.5 ilustra o elemento A (2,3,2), onde o

significado de cada indice ¢ a segunda linha, terceira coluna e segunda péagina, respecti-

vamente.

A(2,3,2)

I

A B .
I |
5.9 2

Figura 3.5: Exemplo de aplicacdao (Matlab, 2012a)



Capitulo 4

METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS

Neste capitulo é apresentado a formulagdo do Método dos Elementos Finitos
com base no Método de Galerkin, as propriedades e caracteristicas do elemento triangular

linear, a matriz dos coeficientes para o elemento e o processo de montagem.

4.1 INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma técnica computacional para
resolver problemas com aplicacbes reais na engenharia, e serviu para se contornar as
dificuldades enfrentadas em se obter uma solugdo exata para problemas com geometrias
irregulares e complexas condi¢oes de contorno. Seu uso foi difundido com a popularizacao
dos computadores digitais, possibilitando nova alternativa as solugoes analiticas (de dificil

obtenc¢ao), podendo agora ser obtidas solugoes aproximadas com rapidez suficiente.

E importante salientar que se as hipdteses adotadas nao imporem simplificagoes
ao modelo fisico que gerem resultados incorretos de comportamento real da variavel de
campo ¢é possivel obter solu¢oes analiticas, no entanto, essa caracteristica é dificil de ser

obtida, sendo mais comum a existéncia de inacuracia e erros nos modelos.

18
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4.2 DISCRETIZACAO POR ELEMENTOS FINITOS

No método dos elementos finitos, Reddy (2006) afirma que discretizar significa
que temos de subdividir o dominio (£2) do problema original composto por uma geometria
complexa, em um conjunto de subdominios (2e) de geometria regular chamados de ele-
mentos finitos, em que as equagdes que governam o fenémeno fisico sdo validas no interior
de cada elemento. Na Figura 4.1 vemos uma geometria qualquer submetida a um deter-
minado carregamento, e a engastes do primeiro e do segundo género em seu contorno (I).
O problema exemplificado foi discretizado em elementos triangulares e quadrangulares,
para mostrar que se pode combinar formatos diferentes de elementos. Nesse modelo o
elemento triangular é destacado para exemplificar que cada elemento possui um dominio
(Qe) e um contorno (I'e), da mesma maneira que o modelo original.

c&&x\

r

I'e

L

Figura 4.1: Discretizagao de um dominio em elementos

Segundo Cook (1989) existe um erro associado com a discretizacao do dominio
do problema fisico pelo método dos elementos finitos, e estd relacionado com os graus
de liberdade de cada um. O modelo fisico tem infinitos graus de liberdade, enquanto
que o modelo em elementos finitos tem uma quantidade finita de graus de liberdade. J&a
Reddy (2006) relaciona trés principais causas para os erros: os elementos podem nao
discretizar completamente o dominio, a solugdo é aproximada em cada elemento, e os

erros computacionais existentes por exemplo nas técnicas de integragao numérica.

Rao (2004) explica que o processo de discretizagao do dominio esta relacionado
com a escolha do tipo de elemento, seu tamanho e nimero de elementos, da localizagao dos
nos, se possui ou nao eixos de simetria. Quanto ao tipo de elemento escolhido, dependera
do comportamento da estrutura a ser modelada, podendo ser do tipo 2 nés (linear),
3 nos tridngulo (linear), 6 nds tridngulo (quadratico), 4 nés tetraedro (linear), etc. De

maneira simples, o tamanho dos elementos influencia na precisao da solucao, sendo melhor
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a aproximacao para um maior nimero de elementos. A existéncia de descontinuidades
(cargas, mudanga de secao transversal) no problema fisico exige a imposigao de nés para
simular o efeito gerado pela descontinuidade. Se a geometria e as condig¢oes de contorno
sao simétricas, entao a solucao pode ser obtida apenas para uma parcela do dominio, pois

a outra parcela tem o mesmo comportamento.

Rao (2004) também argumenta que ha trés métodos de discretizacao do domi-
nio: o primeiro método chamado de r-método consiste em alterar os nos dos elementos
de posicao sem alterar o niimero total de elementos, mas mantendo o grau do polinémio
de interpolacao; o segundo método chamado de h-método consiste em refinar a malha
ao aumentar o nimero de elementos (aumentando o nimero de graus de liberdade), mas
mantendo o grau do polinémio de interpolacao. E por ultimo o p-método em que aumen-

tamos os graus de liberdade aumentando o grau do polinémio de interpolacgao.

4.3 FORMULACAO DE GALERKIN PARA A EQUA-
CAO DA CONDUCAO DO CALOR

Nesta secao sera apresentada a formulacao da equacao da condugdo do calor
utilizando o método de Galerkin conforme o apresentado em (Nithiarasu, Lewis, & Se-
etharamu, 2016). Segundo Reddy (2006) o Método dos Residuos Ponderados é uma
generalizacao do método de Ritz, sendo que a principal caracteristica do método ¢ forgar
o residuo a zero (equagao 5.11a). Nesse sentido o Método de Galerkin é um caso especial

dos residuos ponderados, quando a fungao peso é igual a fungao de aproximacao escolhida.

/Q wi(L(T + G)dQ = 0 (4.1a)

0 0 0 0 0 0
L = {aar(kx(?x) + a—y(k:yg—y) + az(kzaz)} (4.1b)

onde L é um operador.
T é temperatura aproximada.
wy, € a funcado peso.

Ao organizar a equacao 5.11 ela tem a forma:
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o, or, 9o, 9r 9, 90T
/Q k{@x(kzﬁx)+8y(ky8y>+a (k. P )+G}d 0 (4.2)

Ao se aplicar a derivacao por partes tém-se:
N, N
/ Nk dQ / Vel 2L ias - 68 ", a—{T}dQ (4.3)
ox

k e m sdo os nos.

Com as condigoes de contorno temos:

AN}, ONm AN}, ONm ONj, ONm _
(kz k +ky—E bk, 2k ) {Trd0— | GNud+ | NipgdS+ | ANeNun{T}dS— | hT.NydS =0
Q Jor Ox oy By 0z 0z o S S5 S

(4.4)

Organizando na forma matricial temos:

[KI{T} = {f} (4.5a)

"o or "oy oy oz 0- >d9+ /S hNiN,dS — (4.5D)

(f) = /Q GNdS) — /S NigdS + /S WT,NidS (4.5¢)

4.4 ELEMENTOS TRIANGULARES

A temperatura no interior do elemento varia de acordo com a funcao de aproxi-
magao escolhida, para Rao (2004), normalmente se escolhe polinémios pela facilidade de
se realizar integragao e derivacao, além disso, a precisao dos resultados pode ser aumen-
tada com a escolha de um polindomio de maior ordem. Em problemas bidimensionais o

polinémio assume a seguinte forma:

u(z,y) = c1 + cox + 3y + cax® + csy® + cgry + o+ Cpy” (4.6)
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sendo que,

m=>Y_j (4.7)

Neste trabalho a solucao para a temperatura no interior do elemento triangular
linear é assumida linearmente em termos dos valores nodais. Quando se resolve o sistema
linear resultante da aplicacao do método dos elementos finitos, ¢ obtido o valor da tem-
peratura nos nos, e com a funcao de interpolagdo se obtém o valor da temperatura no
interior do elemento. Portanto a funcao de interpolacdo para o elemento triangular linear

é:

u(x,y) = cf + Gr + 5y (4.8)

De acordo com Reddy (2006) a solugao u®(z,y) sobre o elemento deve satisfazer
algumas condigoes: u®(x,y) deve ser continua, u¢(z,y) deve ser um polinémio completo,
os termos de u®(x,y) devem ser linearmente independentes. Na equacao 4.8 hé 3 graus

de liberdade, pois hd também 3 termos linearmente independentes (1, x, y).

Um tridngulo é definido por trés nds e cada né é definido por um par de coorde-
nadas (xi, yi). Em Reddy (2006) a equacao 4.8 é entao aplicada a cada né do elemento

triangular:

uy = up(x1,y1) = 1 + cawy + c3y1 (4.92)
Uy = up (9, Yya) = €1 + CoTy + 3o (4.9b)
ug = up(Ts3,y3) = 1 + 2T3 + Cc3y3 (4.9¢)
na forma matricial temos:
Uy 1 = wn 1
U9 — 1 T2 Y2 Co (410)
Uus 1 T3 Ys C3

O conjunto de equagoes pode ser reorganizado em forma matricial da forma u
= Ac (Equacao 4.10) e depois invertido. Para que tenhamos a solug¢ao de ¢ a matrix dos

coeficientes A deve ser invertida. Em Reddy (2006) hd uma explicagdo mais detalhada
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(x2,y2)

(x3,¥3)

(x1,y1)

'
| 4

Figura 4.2: Elemento triangular

sobre os requisitos para que ocorra a inversao numérica da matrix. E a solugdo dos c é

dada por:
1
1 = —(aqug + agug + asus) (4.11a)
2A
1
Co = ﬂ(ﬁlul + Boug + P3us) (4.11b)
1
C3 — ﬁ(’ylul —+ Yo U2 -+ ’)/3U3) (411C)

sendo 2A o determinante da matrix A.

E os valores de a4, §; e 7;:

Q; = TjYp — TrYj (4.12a)
Bi =y; — Yk (4.12Db)
= —(z; — ) (4.12¢)

Substituindo os valores de ¢ na equacao 4.8, temos:

3
ug (z,y) = > ughf(z, y) (4.13)
=1
sendo 5
YE = —— (a6 + o+ 1) (4.14)

T 94,
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4.5 MATRIZ DOS COEFICIENTES PARA O ELE-
MENTO TRIANGULAR

A matriz dos coeficientes esta relacionada com o armazenamento das informacoes
da geometria do elemento, neste caso para o elemento triangular linear; como também
armazena informacoes sobre as propriedades de como o material se comporta, em outras

palavras, sendo a resisténcia oferecida a variavel de campo analisada.

A forma tensorial da matriz dos coeficientes para o elemento é dada por:

€ 1 e e ne e e_ e
K= (a11 55 55 + agi ;) (4.15)
4A,
com ay; = 9o = ke

Neste trabalho se utilizou um elemento triangular linear de angulo reto como
mostrado na Figura 4.3, com um sentido anti-horario para a numeracao interna do ele-
mento. E com dimensoes de lados a e b.

PN

sentido da numeragao

v

P N
v

Figura 4.3: Elemento triangular de angulo reto

Ao substituir as caracteristicas do elemento apresentado na Figura 4.3 na equa-

¢ao 4.15 obtemos a matriz dos coeficientes para este elemento:

a’>+ b = —a?
Ke= < | _p b? 0 (4.16)

onde k. é a condutividade térmica do material.
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Observe que esta matriz é constante, mesmo se o elemento ¢é rotacionado, por-

tanto esta caracteristica facilita as andlises apresentadas neste texto.

4.6 MONTAGEM DA MATRIZ DOS COEFICIEN-
TES GLOBAL

O dominio discretizado (Figura 4.4) pode ser obtido pela montagem de dois
elementos conectados. Segundo Reddy (2006) o processo de obtengao da matriz global
¢ baseado em duas regras: a primeira é referente a continuidade da variavel de campo
(temperatura nos nés de 1 a 4), a segunda refere-se a varidvel secundaria (fluxo de calor

nos nés de 1 a 4).

3 4
32 1
1 23
1 2

Figura 4.4: Dominio discretizado com dois elementos triangulares

A matriz global pode ser obtida pela soma das matrizes dos coeficientes de cada
elemento de acordo com a equacao 4.17. A matriz global K obtida terd a dimensao do
numero de graus de liberdade do problema, que para a Figura 4.4 é de 4 graus de liberdade

(4 nods), ou seja serd uma matriz 4x4.

K=Yk (4.17)
e=1

Um fator importante é a orientacdo dos elementos na malha com base em sua
numeracao interna, por isso no algoritmo desenvolvido para calcular a matriz global é

necessario definir a matriz de conectividade dos elementos C.

1 2 3
oo (121) o
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Sabendo que K}j representa a matriz dos coeficientes do elemento 1 e Kfj re-

presenta a matriz do elemento 2.

A matriz do elemento 1 é:

K|, K{, Kl ul fi+ Q1
K211 K212 K213 w2 | = le + Q%
K?h K§2 K§3 u3 f31 + Qé

A matriz do elemento 2 é:

K121 K122 K123 ud f12 + Q%
K221 K222 K%?, Sl ud | = f22 + Q%
K3 K3, Ki u2 fi + Q3

(4.19)

(4.20)

A montagem da matriz é a soma da matriz do elemento 1 com a matriz do

elemento 2. Essa soma deve levar em consideracao a correspondéncia dos nos globais e

os nos de cada elemento. Para a situagao descrita na Figura 4.4 a correspondéncia é a

seguinte: os nos 1, 2 e 3 do elemento 1 correspondem aos nés globais 1, 2 e 3; ja os nos 1,

2 e 3 do elemento 2 correspondem aos nos globais 4, 3 e 2.

A montagem da matriz é:

Klll K112 K113 0 ul fll + Q%
K211 K212+K??3 K213 +K§2 K§1 u2 o f21 +f??+Q% +Q:2a
K%l K§2+K223 K§3+K222 K221 u3 fsl +f22+Q§+Q%

0 K123 K122 K121 u4 ff*‘@i

(4.21)



Capitulo 5

RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo é apresentado problemas estacionarios e transientes, sendo com-
posto por 4 casos de estudo em que se procura obter a distribuicao de temperatura em
seu interior. Utiliza-se dois métodos de solu¢ao: O Método das Diferengas Finitas (MDF)
e o Método dos Elementos Finitos (MEF)

5.1 PROPRIEDADES DO CONCRETO

Densidade. Os concretos comuns apresentam uma densidade de 2400 kg/m? a
2500 kg/m?.

Calor Especifico. Estéa relacionado com a capacidade do concreto de armazenar
calor, sendo a energia necessaria para que haja uma variacdo de 1 grau Celsius de uma
unidade de massa do material. Segundo Furnas (1997) o valor do calor especifico de
concretos comuns varia de 840 J/kg.K e 1260 J/kg.K.

Geracao Interna de Calor. Alguns materiais apresentam geragdo interna de
energia devido a reacgdes quimicas exotérmicas, no caso do concreto ha as reagoes de

hidratacao do concreto.

Condutividade Térmica. A propriedade de conduzir calor no concreto é chamada
de condutividade térmica (k). Quando se diz que o corpo é homogéneo e isotrépico esté
implicito que a condutividade térmica ¢é igual em todas as dire¢oes analisadas, ou seja, para
um corpo tridimensional temos que k, = k, = k,. Segundo Furnas (1997) a condutividade

para concretos comuns apresenta valores de 1,4 W/m.K a 3,6 W/m.K.

27
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5.2 CASO 1: Problema 2D em Regime Estacionario
e Transiente (Exemplo de Aplicagcao do MDF)

Para diminuir o tamanho dos sistemas a resolver, o problema proposto consiste
em determinar a temperatura em trés pontos no interior de uma regiao retangular repre-
sentativo do dominio de uma barragem de concreto em construcao por camadas, onde
se extrai um bloco retangular, em separado do macico completo da estrutura, para uma
andlise preliminar simples. Estudou-se dois tipos de problemas: estacionario e transiente.
Nos problemas estacionarios, temos 3 situacoes diferentes de estudos. Ja no problema
transiente, apenas uma situacao. A Figura 5.1 apresenta a modelagem do problema fisico
de interesse nesse estudo. As condig¢oes de contorno e os parametros adotados sao ficticios

e servem apenas para testar o Método das Diferencas Finitas.

----- -“‘------
--:ﬁee ------- 1 m
100 100 100 100 1go
3 L S SO
REGIAO 6()+----+E'-1--+P.--+P.+.1..+60 .
1 1 1 1 11m

e o o o o
10 10 10 10 10

Figura 5.1: Problema fisico proposto, limitado a uma regiao do dominio de interesse

5.2.1 ESTACIONARIO

Nesse tipo de problema temos 3 situacoes considerar, onde o fator determinante

¢ a auséncia ou mudanga no valor da geragao interna de energia (H). Sendo a primeira

2 2 2
= 0, a segunda com = 8 e finalmente = 100.

com

k

A Figura 5.2 ilustra a resolucao do problema (temperatura em regime estaciona-
rio) para a primeira situagdo. E corresponde ao comportamento em que nao ha geragao

interna de energia.

A Figura 5.3 e 5.4 correspondem a situacdo Estacionaria em que ha geracao
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HA?

k 0

Figura 5.2: Resposta em Regime Estacionario, com

2

interna de calor (H # 0). Observou-se que com o aumento do termo de 8 para
100, temos uma maior temperatura de equilibrio. Essa caracteristica pode ser melhor

visualizada pelo aumento da parte vermelha na Figura 5.4 se comparada a Figura 5.3.

HA?

8
k

Figura 5.3: Resposta em Regime regime Estacionario, com

2

= 100

Figura 5.4: Resposta em Regime Estacionério, com i



CAPITULO 5. RESULTADOS E DISCUSSAO 30

5.2.2 TRANSIENTE

No problema transiente o objetivo é observar como a temperatura dos pontos
internos da regiao se comportam ao longo do tempo. Nesse tipo de problema, além
das condicoes de contorno exemplificadas na Figura 5.1, temos as condigoes iniciais que
ocorrem para tempo inicial t = 0. Assumimos para o caso, que a temperatura nos pontos

internos nesse instante sejam iguais a zero.

O processo de convergéncia para a temperatura do ponto P (Figura 5.1) pode
ser observado na Figura 5.5. Na solugao desse problema nao ha geracao interna de calor
(H = 0), e adotou-se (Fo = 0.25), de acordo com a condigdo necesséaria. Sendo um caso
transiente, temos que a cada iteragdo (incremento de tempo At), calcula-se os valores de
temperatura nos trés pontos (P-1), (P) e (P+1) e constroi-se o grafico da temperatura para
cada uma dessas iteragoes (Figura 5.6 a Figura 5.13). Isso significa, que para o problema
em estudo foi necessario 7 iteragoes para que a solugdo do problema transiente convergisse
para valores constantes. Outra observacao importante foi que para tempo t = 7TAt a
solugao transiente (Figura 5.13) coincide com a solugao estacionaria (Figura 5.2). Esse
comportamento em que o fenémeno transiente converge a valores constantes é observado
na Figura 5.5, em que a temperatura para o ponto (P) da malha se aproxima de uma

temperatura constante a cada iteragao, essa temperatura de equilibrio é de 55,7 °C.

| . Temperatura\
60
- ] w = =
u

50 .
~ 40 4
e
g
2 304 n
® L]
@
3
S 204
—

10 ~

0- "
— T T A
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempo (AT)

Figura 5.5: Comparacao entre os regimes Estaciondrio (linha vermelha) e Transiente

(pontos pretos) para o ponto P da malha

Observar pelas Figuras 5.6 a 5.13, que a medida que o tempo passa, tem-se uma
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Figura 5.7: Resposta Transiente no tempo t = 1AT

5 100
%
90
85
15 80
75
70
1 65
60
- 55
05 &0
45
40
35
o 30

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 5.8: Resposta Transiente no tempo t = 2AT

distribuicao mais uniforme e regular de temperatura na zona de estudo, tendendo para o

regime estacionario. Os graficos foram gerados usando o software surfer versao 9.8.669.
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Figura 5.9: Resposta Transiente no tempo t = 3AT

Figura 5.10: Resposta Transiente no tempo t = 4AT

Figura 5.11: Resposta Transiente no tempo t = 5AT

32
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Figura 5.12: Resposta Transiente no tempo t = 6AT

Figura 5.13: Resposta Transiente no tempo t = TAT
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5.3 CASO 2: Problema 2D em Regime Estacionario

e Transiente

Uma geometria plana (2D) quadrada de dimensdes de 1,8 m por 1,8 m, feita
de concreto é exposta a diferentes temperaturas na sua regiao de entorno. Na borda
superior apresenta uma temperatura de 45 °C, na borda inferior uma temperatura de 18
° C, na borda esquerda e direita com temperatura de 35 © C. Para esse caso se considera
a espessura da geometria com valor unitério. O concreto possui condutividade k = 2W/
m.K. A temperatura inicial é de 25 ° C em temperatura uniforme, e se deseja obter
a distribuicao de temperatura do solido para o estado estacionario e para o transiente.
A geracdo volumétrica interna de calor ¢ de 134W/m3, a densidade p = 2400kg/m? e o
coeficiente a pressao constante C, = 1000.J/kg. K.

As condigoes de contorno do problema sao ilustradas na Figura 5.14, em que as

temperaturas sao especificadas.

45°C

35°C 35°C

18°C

Figura 5.14: Geometria e condi¢oes de contorno do caso 2

Para obter a solugdo do problema, pega-se o modelo continuo apresentado na
Figura 5.14 e o transforma numa malha de pontos nodais (Figura 5.15). Os pontos
externos (circulos em vermelho) sao as condigoes de contorno e cada ponto condiz com a
temperatura de sua borda ja especificada. A malha é uniforme, ou seja, tem os mesmos
incrementos no espaco em ambas as direcoes de 0,20 m. O operador de diferencas finitas

percorrem toda a malha gerando um sistema linear que ¢é resolvido iterativamente.
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Legenda

Condigdes
de contorno

[ AY=0,20m

N

AX =0,20 m

Figura 5.15: Malha do caso 2

5.3.1 ESTACIONARIO 2D: Método das Diferencas Finitas

O problema estacionario nao leva em consideracao as temperaturas iniciais de
25 °C nos pontos interiores do sélido. No entanto, todos os outros dados do problema sao

levados em consideragcao.

A solugdo do problema é obtida para os pontos nodais (Ver Figura 5.16) em
que o algoritmo em Matlab fornece a solucao em forma de uma matriz com os valores da
temperatura. O algoritmo utilizado levou 2944 iteracoes ou “loops” para resolver o sistema
linear formado. O algoritmo desenvolvido para a obtenc¢ao da solugao esté disponibilizado
no APENDICE A (Caso 2, Estacionario 2D.

Numrero de Iteracgdes é: 2944
35.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 35.0000
35.0000 42.8647 46.3893 48,0833 48.7923 8.7949 48.0900 4€.3976 42.8710 35.0000
35.0000 42.3979 46.9417 49.4865 50.6262 50.6307 9.4984 46.9564 42.4090 35.0000
35.0000 42.1179 46.8315 49.6363 50.9373 50.9430 49.6514 46.8502 42.1318 35.0000
35.0000 41.5769 45.9718 8.6350 49.8887 49.8948 8.6511 45.9918 41.5918 35.0000
35.0000 40.5530 44.1856 46,3884 47.4330 47.4387 46.4035 44.2044 40.5670 35.0000
35.0000 8.7832 41.1688 42.6421 43.358 43.3631 42.6546 41.1843 8.7948 35.0000
35.0000 35.7417 3€6.3983 3€.9901 37.3324 37.3357 36.9988 3€.4101 35.7488 35.0000
35.0000 30.1113 29.0281 28.9171 28.9758 28.9776 28.921 29.0315 30.1153 35.0000
35.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 35.0000

Figura 5.16: Resposta em regime estacionario, valor da temperatura nos pontos da malha

A solucao é valida para os pontos e nao para todo o dominio do problema, no
entanto ¢é interessante se obter a solucao de forma a visualizar a distribuicao da tempe-
ratuda sobre toda a geometria do sélido, para isso os valores da matriz (Figura 5.16)

sao interpolados no software surfer 9.8.669 por meio do processo de krigagem, em que os



CAPITULO 5. RESULTADOS E DISCUSSAO 36

resultados obtidos para a distribuicao da temperatura podem ser visualizados na Figura
5.17.

0 02 04 06 08

Figura 5.17: Resposta em Regime estacionério para o caso 2

5.3.2 TRANSIENTE 2D: Método das Diferencas Finitas

O fendmeno transiente é mais préximo da situacao de problemas reais, sendo
interessante notar que a distribuigdo temperatura dos pontos internos (sem considerar o
contorno) varia a medida que o tempo passa. Sendo que para esse modelo é importante

se ter uma temperatura inicial como condicao inicial.

A Figura 5.18 representa o estado transiente para o tempo t = 0, ou seja, o
algoritmo ainda nao percorreu a malha para se obter a solu¢do no tempo, e os valores
apresentados sdo os fornecidos no enunciado do problema (condigbes de contorno e con-
digdo inicial). E para facilitar a visualizagao a Figura 5.19 apresenta a interpolagao dos

valores da matriz da Figura 5.18.

E importante notar que, para que haja estabilidade na solucao do estado transi-
ente o niimero de Fourier deve estar dentro do intervalor (Fo < Z_L)’ sendo assim, adotou-se

um valor de 0.10.

Quando se constréi o algoritmo deve se ter em mente o material e suas proprie-
dades, que para os Casos 2 e 3 é o concreto. E a partir do nimero de Fourier adotado se

encontra o valor incremental da temperatura (At em segundos), e a cada “loop” no tempo
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C tempo em dias é&: 0
35 45 45 45 45 45 45 45 45 35
35 25 25 25 25 25 25 25 25 35
35 25 25 25 25 25 25 25 25 35
35 25 25 25 25 25 25 25 25 35
35 25 25 25 25 25 25 25 25 35
35 25 25 25 25 25 25 25 25 35
35 25 25 25 25 25 25 25 25 35
35 25 25 25 25 25 25 25 25 35
35 25 25 25 23 25 23 25 23 35
35 18 18 18 18 18 18 18 18 35

Figura 5.18: Resposta em regime transiente no tempo t = 0 dias

=]

0 0.2 0.4 0.6 08 1 12 14 16 18

Figura 5.19: Interpocao da Resposta em Regime estacionario no tempo t = 0 dias

se acrescenta (At) ao tempo anterior, e assim por diante. Para exemplificar melhor, temo

a Figura 5.20 que ilustra a resposta transiente para o tempo 3,05 dias, que significa que
3030055 05dia

24000s

a

com valor de (At = 24000 segundos) houve = 11 exatos “loops” do

tempo. Além disso, para cada “loop” no tempo o operador de diferencas finitas percorre

a malha bidimensional no espaco.

As figuras de 5.21, 5.23, 5.25 e 5.27 sao as interpolagoes das solugoes em forma
matricial encontradas apds se executar o algoritmo desenvolvido para o problema tran-
siente bidimensional apresentado no APENDICE (Caso 2, Transiente 2D). As figuras
representam a variagao da temperatura para os tempos 3,05 dias, 7,22 dias, 28,05 dias e

90 dias, repectivamente.

Podemos observar que o concreto aos 90 dias (Figura 5.27) estd com uma dis-
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tribuicao de temperatura mais estabilizada, sendo em valores condizentes com a solugao

estacionaria (Figura 5.17).

O tempo em dias é&:

35.
35.
35.
35.
35.
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35.
35.
35.
35.

0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
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37.8956  37.
34.2249 3Z.
32.7126  30.
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32.0%900 29.
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27.6098 24,
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0

Figura 5.21
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Figura 5.23: Resposta em regime transiente no Tempo = 7,22 dias

C tempo em dias é:
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Figura 5.24: Resposta em regime transiente no Tempo = 28,05 dias

Figura 5.25: Resposta em regime transiente no T'empo = 28,05 dias
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O tempo em dias é&:
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Figura 5.26: Resposta em regime transiente no Tempo = 90 dias
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Figura 5.27: Resposta em regime transiente no Tempo = 90 dias
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5.3.3 ESTACIONARIO 2D: Método dos Elementos Finitos

Nesta secao sera feita uma analise de convergéncia ou h-método para o problema
apresentado no Caso 2 cujo dominio é uma a geometria plana (2D) de dimensoes 1,8 m
por 1,8 m. O problema apresenta as mesmas temperaturas no contorno: borda superior
apresenta uma temperatura de 45 °C, na borda inferior uma temperatura de 18 °C, na
borda esquerda e direita com temperatura de 35 °C. O concreto possui condutividade
k = 2W/ m.K, mas ndo hé geracao interna de calor. A anélise serd baseada na geragao
de trés malhas de elementos triangulares de dimensoes constantes, sendo que os lados a e

b dos tridngulos sao iguais.

A malha 1 (Figura 6.28) tem 2 elementos e 4 graus de liberdade (4 nés), e
conforme apresentado no Caso 2 todas as temperaturas 7'1 a T4 sdo conhecidas (condigoes

de contorno).

3 4
N2 1
3

1 2
1 2

Figura 5.28: Malha 1

A matriz global dos coeficientes da Malha 1 (Equagdo 5.1) é obtida pela mon-
tagem das matrizes do elemento 1 e do elemento 2 (Ver APENDICE, Caso 2, Malha 1),
, sendo que as condigoes de contorno (temperaturas nodais) sdo conhecidas, ficando de

incégnitas apenas as varidveis secundarias (fluxos Q1 a Q4).

2 -1 -1 0 T1 04 Q1
-1 2 0 -1 T2 04 Q2
: - @ (5.1)
-1 0 2 -1 T3 0+ Q3
0 -1 -1 2 T4 0+ Q4

Se adotarmos para a Malha 1 as temperaturas prescritas sao T'1 = 18°C', T2 =
18°C, T3 = 45°C' e T4 = 45°C'. Apds resolver o sistema temos que os valores dos fluxos:
Ql==2TW,Q2=-=27TW,Q3=2TW e Q4 = 27TW.
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A malha 2 (Figura 5.29) tem 8 elementos e 9 graus de liberdade (9 nés), e

conforme apresentado no Caso 2 todas as temperaturas com excecao da T'5 tem os seus

valores conhecidos (condigoes de contorno).

7 8 9
4 5 6
1 2 3

Figura 5.29: Malha 2

A matriz global dos coeficientes da Malha 2 (Equacao 5.2) é obtida pela monta-
gem das matrizes dos oito elementos. (Ver APENDICE, Caso 2, Malha 2)

o O o O O

o O O O

0 -1 0
-1 0 =2
2 0 O
0 4 =2
0 -2 8
-1 0 =2
0 -1 0

-2
0O 0 O

0 0 0
0 0
0 0
-1 0 0
-2 0
0 -1
-1 0
-1 4 -1
0o -1 2

71
12
T3
T4
15
76
7
T8
79

0+ Q1
0+ Q2
0+ Q3
0+ Q4
0+0
0+ Q6
0+ Q7
0+ Q8
0+ Q9

Se adotarmos para a Malha 2 as temperaturas prescrita sao T1 = 18°C, T2 =
18°C, T3 = 18°C', T4 = 35°C', T6 = 35°C', T7 = 45°C', T8 = 45°C' e T9 = 45°C. A
temperatura 75 é uma incognita e o fluxo Q5 = 0. Apos resolver o sistema temos que
a temperatura TH = 33,25°C' e os valores dos fluxos: Q1 = —17TW, Q2 = —30,5W,

Q3 = —17TW, Q4 = 10,5W, Q6 = 10,5W, Q7 = 10W, Q8 = 23,5 e Q9 = 10W

A malha 3 (Figura 5.30) tem 32 elementos e 25 graus de liberdade (25 nés), e

conforme apresentado no caso 2 todas as temperaturas no contorno sao conhecidas, e as

temperaturas dos nés interiores ( nés 7, 8 ,9, 12, 13, 14, 17, 18 e 19) sado incdgnitas. Os
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fluxos nos nds externos sao incégnitas (nés 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 15, 16, 20, 21, 22, 23,

24, 25) e os fluxos dos nés interiores sdo conhecidos.

21 22 23 24 25

16 17 18 19 20

11 12 13 14 15

1 2 3 4 5
Figura 5.30: Malha 3

A matriz global dos coeficientes da Malha 3 (Equagao 5.3) é obtida pela monta-
gem das matrizes dos trinta e dois elementos. (Ver APENDICE, Caso 2, Malha 3)

Se adotarmos para a Malha 3 as temperaturas prescritas sao T'1 = 18°C', T2 =
18°C', T3 = 18°C, T4 = 18°C, TH = 18°C, T6 = 35°C, T10 = 35°C', T11 = 35°C,
T15 = 35°C', T16 = 35°C, T20 = 35°C, T21 = 45°C, T22 = 45°C /123 = 45°C,
T24 = 45°C' e T25 = 45°C' . As temperaturas 177, T8, T9, T12, T'13, T14, T17, T'18
e T19 sao desconhecidas (incognitas) e os fluxos Q7 = 0, Q8 = 0, Q9 = 0, Q12 = 0,
Q13 =0, Q14 =0, Q17 =0, Q18 = 0 e Q19 = 0. Apés resolver o sistema temos
que as temperaturas 177 = 28,429°C, T8 = 27,027°C, T'9 = 28,429°C', T'12 = 33, 688°C),
T13 = 33,25°C, T'14 = 33,688°C', T'17 = 38,071°C, T'18 = 38,598 ¢ T'19 = 38,071°C' e 0s
valores dos fluxos: Q1 = —17TW, Q2 = —20,858W, ()3 = —18,054W, Q4 = —20, 858W,
QRH = —17TW, Q6 = 30,142W, Q10 = 30,142W, Q11 = 2,624W, Q15 = 2,624W,
Q16 = —16,142W, Q20 = —16,142W, Q21 = 10W, 22 = 13,858W, ()23 = 12,804W,
Q24 = 13,858W e (925 = 10W.
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5.4 CASO 3: Problema 3D em Regime Estacionario
(Bloco Cibico)

Um solido tridimensional (3D) de dimensoes 1,8 m por 1,8 m por 1,8 m, de
mesmo material que aquele encontrado no CASO 2 para a condutividade térmica (k), e
também leva em consideragao a geracao interna de calor. Submetido as seguintes condi-
¢oes de contorno: Em sua face superior 45 °C, em sua face inferior 18 °C, em suas laterais
esquerda e direita uma temperatura de 35 °C, e também nas faces antero e posterior uma
temperatura de 35 © C. O problema deve ser tratado como um caso estaciondrio. (Ver
Figura 5.31)

35°C

35°C

Figura 5.31: Condig¢bes de contorno do problema 3D

A malha tidimensional foi feita de 10 linhas e 10 colunas por fatia, sendo um
total de 10 fatias. Neste caso o operador diferencial mostrado na Equacao 3.8 percorre o
espago nas trés diregdes do dominio (i,j e k) conforme explicado no Capitulo 3 na segao
3.5 MATRIZ NO MATLAB.

As Figuras 5.32, 5.33, 5.35, 5.36, 5.37, 5.38, 5.40, 5.41, 5.42, 2 5.43 representam
a resposta estacionario para o problema tridimensional, sendo que cada figura apresenta
os valores da temperatura em forma matricial para cada fatia. Para melhor visualizar os
resultados, interpolou os valores das temperaturas da fatia 2 (Figura 5.34) e da fatia 6
(Figura 5.39). As fatias sdo como cortes no sélido. Como o problema tem as mesmas

condi¢oes de contorno em torno dos cortes, nao se achou necessario interpolar outras
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fatias.

Numrero de Iteracgdes é: 71€8

35 35 35 35 35 35 35 35 35 35

35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
35 35 35 35 35 35 35 35 35 35
35 35 35 35 35 35 35 35 35 35

Figura 5.32: Resposta em regime estacionario fatia 1

35.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 35.0000
35.0000 39.6441 41.0821 41.5991 41.7792 41.8024 41.6616 41.1722 39.7066 35.0000
35.0000 38.1478 39.5987 40.2366 40.4852 40.5363 40.3471 35.7401 38.2578 35.0000
35.0000 37.596% 38.8783 39.4881 39.7535 359.8053 39.6272 39.055% 37.7348 35.0000
35.0000 37.2725 38.3614 38.879%¢ 39.1118 39.1668 359.0273 38.5485 37.4181 35.0000
35.0000 36.9145 37.7541 38.1331 38.304¢ 38.3561 38.2712 37.9296 37.0501 35.0000
35.0000 36.2776 36.7241 36.9044 36,9923 37.0350 37.0184 36.8688 36.3892 35.0000
35.0000 34.8218 34.6230 34.5513 34.5475 34.5775 34.6314 34.7244 34.8997 35.0000
35.0000 30.8583 29.8529 29.5967 29.5407 29.5559 29.6373 25.9042 30.8977 35.0000
35.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 35.0000

Figura 5.33: Resposta em regime estacionario fatia 2

02 04 06 08

Figura 5.34: Resposta em regime estacionario fatia 2
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Figura 5.35: Resposta
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Figura 5.36: Resposta
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Figura 5.37: Resposta
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Figura 5.38: Resposta em regime estacionario fatia 6
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02 04 06 08 12 14 16 18

Figura 5.39: Resposta em regime estacionario fatia 6

35.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 35.0000
35.0000 4l.66le 44.2182 45.2652 45.6761 45.7287 45.405%9 44.3964 41,7987 35.0000
35.0000 40.3471 43.2219 44,6396 45.2568 45.3500 44.8881 43.5362 40.5884 35.0000
35.0000 39.6272 42.3011 43.7184 44.3741 44,4916 44.0318 42.6967 35.5304 35.0000
35.0000 39.0273 41.3278 42.5610 43.1489 43.2739 42.8941 41.7478 39.3485 35.0000
35.0000 38.2712 40.0261 40.9434 41.3898 41.5069 41.2550 40.4185 38.5708 35.0000
35.0000 37.0184 37.9468 38.4173 38.6670 38.7636 38.6744 38.2700 37.2649 35.0000
35.0000 34.6314 34.3601 34.3023 34.3415 34.4081 34.4819 34.5857 34.8031 35.0000
35.0000 29.6373 28.13%92 27.7317 2T7.6491 27.6830 27.8221 28.23525 29.7234 35.0000
35.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 35.0000

Figura 5.40: Resposta em regime estacionario fatia 7

35.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 35.0000
35.0000 41.1722 43.4152 44.2950 44.6292 44,6672 44.3964 43.5434 41.270€ 35.0000

35.0000 39.7401 42.1871 43.3573 43.8540 43.9212 43.5362 42.4130 39.9131 35.0000
35.0000 39.0559 41.3090 42.4712 42.9963 43.0809 42.6967 41.5933 39.2733 35.0000
35.0000 38.5495 40.4946 41.5082 41.9793 42.0693 41.7478 40.7962 38.7798 35.0000

35.0000 37.929¢6 39.4331 40.1945 40.553%9 40.6381 40.4185 39.7148 38.1443 35.0000
35.0000 36.8688 37.6869 38.0854 38.2877 38.3571 38.2700 37.9188 37.0454 35.0000
35.0000 34.7244 34.5018 34,4568 34.487¢ 34,5361 34.5857 34.663¢6 34.8474 35.0000
35.0000 29.904Z2 28.5430 28.1878 28.1164 28.1407 28.2525 28.6241 29.9658 35.0000
35.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 18.0000 35.0000

Figura 5.41: Resposta em regime estacionario fatia 8
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Figura 5.42: Resposta em regime estacionario fatia 9

Figura 5.43: Resposta em regime estacionario fatia 10
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35
35
35
35
35
35
35
35
35
35

45.
41.
40.
39.
39.
38.
37.
34.
29.
18.

0000
7987
5884
9304
3485
5708
2649
8031
7234
0000

35
35
35
35
35
35
35
35
35
35

35
35
35
35
35
35
35
35
35
35

45.
4]1.
35.
39.
38.
38.
37.
34.
29.
18.

0000
2706
9131
2733
7798
1443
0454
8474
9658
0000

35
35
35
35
35
35
35
35
35
35

45.
39.
38.
37.
37.
37.
36.
34.
30.
18.

0000
7568
3458
8455
5354
1595
4791
9623
9290
0000

35.
35.
3s.
35.
3s.
35.
3s.
35.
3s.
35.
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0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
0000
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5.5 CASO 4: Problema 3D (Axissimétrico) Estacio-

nario (Geometria Cilindrica)

A distribuigao da temperatura no interior de um cilindro (Figura 5.44) de altura
h = 0,40 m e raio r = 0,10 m é um problema tridimensional axissimétrico, ou seja,
¢é possivel obter a distribuicao da temperatura para todo o corpo apenas com a analise
de uma regiao especifica mediante a consideracao de condi¢bes de contorno apropriadas
(fluxo no eixo central do cilindro igual a zero). O cilindro é submetido a diferentes
temperaturas no seu contorno: na parte superior a temperatura T's = 60°C, na parte
inferior a temperatura 77 = 10°C', e na lateral tém-se Tl = 30°C'. A condutividade

térmica é a mesma em todas as diregoes e tem valor de k = 20WW/(m°C).

zZ

T(x,y, h)=Ts

Wi
EN
©
=
=
=

h \ 3 4 5 6 7 8

T(r,y,z) =TI
/_ 3 4 NNEENNIG
v 28 I 2 1 2 123
(a) (b) (c)
T(x,y, 0)=Ti
y

Figura 5.44: Cilindro com as Malhas (a), (b) e (c)

A malha (a) (Figura 5.44) tem 4 elementos e 6 graus de liberdade (6 nés), e todas
as temperaturas com exce¢ao da T'3 tem os seus valores conhecidos (condigoes de con-
torno). E a matriz global dos coeficientes da malha (a) juntamente com as temperaturas

e fluxos sdo apresentados na Equagao 5.4.
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25 =20 -5 0 0 0 T1 04+ Q1
—-20 25 0O -5 0 0 12 0+ Q2
) 0 50 —40 -5 0 . T3 _ 0+ @3 (5.4)
0 -5 —40 50 0 ) T4 0+ Q4
0 0o -5 0 25 =20 T5 0+ @5
0 0 0 -5 =20 25 76 0+ Q6

Se adotarmos para a Malha (a) as temperaturas prescritas sao: 71 = 10°C,
T2 =10°C, T4 =30°C, T5 = 60°C e T6 = 60°C. A temperatura T'3 é uma incognita e o
fluxo @3 = 0. Apds resolver o sistema temos que a temperatura T3 = 31°C e os valores
dos fluxos: Q1 = —105W, Q2 = —100W, Q4 = —90W, Q5 = 145W e Q6 = 150

A malha (b) (Figura 5.44) tem 8 elementos e 10 graus de liberdade (10 nés),
e todas as temperaturas com excecao das T3, T5 e 17 tem os seus valores conhecidos
(condigoes de contorno). Os fluxos nos nés 3, 5 e 7 sao conhecidos e os fluxos nos outros
nés onde hé temperatura prescritas sdo incégnitas. A matriz global dos coeficientes da

malha (b) juntamente com as temperaturas e fluxos sdo apresentados na Equacao 5.5.

20 =10 =10 O 0 0 0 0 0 0 71 0+ Q1
—-10 20 0 —-10 O 0 0 0 0 0 12 0+ Q2
—-10 0 40 —-20 —-10 O 0 0 0 0 T3 0+ @3
0 —-10 —20 40 0 —-10 0 0 0 0 T4 0+ Q4
0 0 —-10 O 40 =20 —-10 O 0 0 T5 1 0+@5
0 0 0 -10 —-20 40 0 —-10 O 0 76 a 0+ Q6
0 0 0 0 —-10 O 40 -20 -10 0 17 0+ Q7
0 0 0 0 0 —-10 —-20 40 0 -10 78 0+ @8
0 0 0 0 0 0 —-10 O 20 —-10 79 0+ Q9
0 0 0 0 0 0 0 -10 -10 20 710 0+ Q10
(5.5)

Se adotarmos para a Malha (b) as temperaturas prescritas sao: 71 = 10°C,
T2 = 10°C, T4 = 30°C, T6 = 30°C, T8 = 30°C, T9 = 60°C' e T10 = 60°C. A
temperatura T3, T'5 e T7 sao incognitas e os fluxos @3 = 0, @5 = 0 e Q7 = 0 sdo
conhecidos devido as consideragdes de simetria. Apods resolver o sistema temos que a
temperatura T3 = 25,179°C, T5 = 30,714°C' e T7 = 37,679°C'; os valores dos fluxos:
Q1 = —151,79W, Q2 = —200W, Q4 = 296,42W, Q6 = —14,28W, Q8 = —453,58W,
Q9 = 223,21W e Q10 = 300W.
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A malha (c) (Figura 5.44) tem 16 elementos e 15 graus de liberdade (15 nés), e
as temperaturas com 74, T'5, T'7, T'S, T'10 e T'11 sao as incognitas, as outras temperaturas
sao conhecidas. Os fluxos nos nés 4, 5, 7, 8, 10 e 11 sdo conhecidos e os fluxos nos outros
nés onde ha temperatura prescritas sao incégnitas. A matriz global dos coeficientes da

malha (c) juntamente com as temperaturas e fluxos sdo apresentados na Equagao 5.6.

Se adotarmos para a Malha (c) as temperaturas prescritas sao: 71 = 10°C,
T2 =10°C, T3 = 10°C, T6 = 30°C, T9 = 30°C, T12 = 30°C, T'13 = 60°C, T'14 = 60°C
e T15 = 60°C. A temperatura T4, Th, T7, T8, T10 e T11 sao incognitas e os fluxos
RQAL=0,0Q5=0,Q7=0,Q83 =0, Q10 =0 e Q11 = 0 sao conhecidos. Apds resolver o
sistema temos que a temperatura 74 = 24,87°C, T = 25,999°C, T7 = 30,707°C', T8 =
30,512°C', T10 = 38,105°C' e T'11 = 36,293°C'; os valores dos fluxos: Q1 = —74,35W,
Q2 = —159,99W, Q3 = —100W, Q6 = 260,04W, Q9 = —20,48W, Q12 = —401, 72W/,
Q13 = 109,475W, Q14 = 237,07TW e Q15 = 150W.
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Para saber se a sequéncia de malhas escolhida (a), (b) e (c) é apropriada ao
problema, realizou-se a analisada da convergéncia dos valores das temperaturas para cada
uma das malhas em um mesmo ponto. Na Figura 5.45 observa-se que a temperatura
no ponto (0; 0; 0,2) do cilindro, correspondente aos nds 3, 5 e 7 nas malhas teve uma
convergéncia de valores para o aumento do nimero de elementos. Isso significa que o

tamanho e quantidade de elementos adotados sdo suficientes para uma boa solucio.
31,2 -
31,1 1

31 &
30,9 -

30,8 - ¢ Temperatura no ponto (0;0;0,2)

307 - * *

Temperatura no ponto x(0;0;0,2)

30,6

30,5

T T T T
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
Numero de elementos

Figura 5.45: Convergéncia para o valor da temperatura no nés 3, 5 e 7
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS
FUTURAS

Dada a importancia e variedade dos problemas envolvendo condugao de calor
em corpos solidos, podemos afirmar que o Método das Diferencas Finitas (MDF), é um
método simples, mas efetivo para resolver problemas complexos em engenharia, como por
exemplo a solucao da equacao diferencial parcial do calor. No Caso 1: determinou-se
numericamente a temperatura em trés pontos no interior de uma regiao representativa
retangular, para o estado estacionario a principal caracteristica foi que o aumento da ge-
racao interna de calor H, faz aumentar a temperatura de equilibrio dos pontos internos,
j& no caso transiente, além da mudanca interna da temperatura ao longo do tempo, a
temperatura final coincide com a solucao do problema estacionario. No Caso 2, faz-se
analises em regimes estaciondarios e transientes e um problema bidimensional com um
maior nimero de pontos da malha para uma melhor discretizagdo do modelo, algo que s6
foi possivel com o auxilio de um algoritmo computacional, nesse caso se verificou que a
distribuicao de temperatura aos 28,05 dias é bastante proxima de sua resposta estaciona-
ria. No Caso 3, passamos a um problema tridimensional (3D), em que a distribuicao de
temperatura é calculada por fatias, apesar de o caso 3D apresentar valores préximos ao

do Caso 2 estacionario.

A solucao numérica por elementos finitos feitas no Caso 2 se baseou no h-método,
um processo de convergéncia, em que se busca uma melhor solugao a medida que se refina a
malha. Foram geradas trés malhas com 2, 8 e 32 elementos, respectivamente. No processo
de solugao se observou que as matrizes globais das malhas, apresentam uma caracteristica
semelhante, elas se organizam em "bandas', ou melhor, nas diagonais principais, sendo

essa uma caracteristica do método dos elementos finitos. Com relagao aos valores se

95
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observou uma convergéncia nos valores das temperaturas, como pode ser observado para
T5 = 33,25°C' na malha 2 e T13 = 33,25°C na malha 3. O Caso 4 é um problema
axissimétrico, no entanto foi modelado como um problema bidimensional, pela inclusao
da condicao de fluxo zero no centro do cilindro; foram geradas 3 malhas com 4, 8 e 16

elementos, sendo observado uma convergéncia no valor das temperaturas.

Em continuidade ao trabalho apresentado acredito ser importante trabalhar com
problemas mais realisticos, com analises feitas em geometrias mais complexas para estru-
turas tridimensionais, utilizar outras tipos de elementos finitos, geracao automatica de

malhas, formulagao transiente para os elementos finitos.
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APENDICE A - Lista de Rotinas

Computacionais

6.1 CASO 2

6.1.1 ESTACIONARIO 2D: Método das Diferencas Finitas

clc;
close all;
clear all;
%DEFINIR O NUMERO DE LINHAS E COLUNAS DA MALHA
S = 10;
%CONDIGOES DE CONTORNO SUPERIOR
HS = 45;
for T = 1:1:1
for J = 1:1:8S

H(I,J) = HS;

end
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end

%CONDIGOES DE CONTORNO INFERIOR

HI = 18;

for I = S:1:S

for J =1:1:8S

H(I,J) = HI;

end

end

%CONDIGCOES DE CONTORNO ESQUERDA

HE = 35;

for I = 1:1:S

for J = 1:1:1

H(I,J) = HE;

end

end

%CONDIGOES DE CONTORNO DIREITA

HD = 35;
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for I = 1:1:S

for J = S:1:S

H(I,J) = HD;

end

end

%CHUTE INICIAL PARA INICIO DA ITERAGAQ
HO = 25; Ypodia ser outro valor diferente de 25
for J = 2:1:(S-1)
for I = 2:1:(S-1)
H(I,J) = HO;
end
end
%PARAMETROS DO MATERIAL
k = 2; %em W/m.K
Cp = 1000; %em J/kg.K

p = 2400; %em kg/m~3
Dd = 0.20; Y%em m

G = 134; Ygeragdo interna, em W/m~3
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NUMIT = O;
ERRO = 0.5;

while (ERRO > 0.001)

for J = 2:1:(S-1)

for I = 2:1:(S-1)

OLDVAL

H(I,J);

H(I,J) (H(I-1,J) + H(I+1,J) + H(I,J-1) + H(I,J+1) + (GxDd*Dd){/k)/4 ;
ERRO = abs(H(I,J) - OLDVAL);
NUMIT = NUMIT +1;
end
end
end
fprintf (’Numrero de Iteragles é:’)

disp(NUMIT)
disp (H)
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6.1.2 TRANSIENTE 2D: Método das Diferencas Finitas

64

clc;

close all;

clear all;

%DEFINIR O NUMERO DE LINHAS E COLUNAS DA MALHA
S = 10;

#DEFINIR 0 VALOR DO TEMPO EM MULTIPLOS DE DT

M = 11; Ysiginifica 11 vezes o tempo de DT

%CONDICOES DE CONTORNO SUPERIOR

HS = 45;

for I = 1:1:1

for J =1:1:8S

H(I,J) = HS;

end

end

%CONDIGCOES DE CONTORNO INFERIOR

HI = 18;

for I = S:1:S
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for J = 1:1:S

H(I,J) = HI;

end

end

%CONDIGOES DE CONTORNO ESQUERDA

HE = 35;

for I = 1:1:8S

for J = 1:1:1

H(I,J) = HE;

end

end

%CONDIGOES DE CONTORNO DIREITA

HD = 35;

for I = 1:1:S

for J = S:1:S

H(I,J) = HD;

end
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end

%CONDIGOES INICIAL

HO = 25;

for J = 2:1:(S-1)

for I = 2:1:(S-1)

H(I,J) = HO;
HNEW(I,J) = HO;

end

end

%PARAMETROS DO MATEIRIAL

k = 2; %em W/m.K
Cp = 1000; %em J/kg.K
p = 2400; %em kg/m~3

Dd = 0.20; Y%em m
Fo = 0.10; %admensional, arbitrado, tendo valor menor ou igual a 0.25
DT = (Foxp*CpxDd)/(k); ’%em segundos

G = 134; Ygeragdo interna, em W/m~3

%CALCULAR A TEMPERATURA NO TEMPO

TIME
NEND

0;
100;
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for N =1:1:M

for J = 2:1:(S-1)

for I = 2:1:(S-1)

D2H = H(I+1,J) + H(I-1,J) + H(I,J+1)+ H(I,J-1);

HNEW(I,J) = FoxD2H + (1-4%Fo)*H(I,J) + Fox(GxDd*Dd)/k;

end

end

for J = 2:1:(S-1)

for I = 2:1:(S-1)

H(I,J) = HNEW(I,J);

end

end
TIME = N*DT;
end
fprintf (’0 tempo em dias é:’)

disp(TIME/86400)
disp (H)
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6.1.3 ESTACIONARIO: Método dos Elementos Finitos

Malha 1

clc;
clear all;

close all;

%MATRIZ DOS COEFICIENTES PARA 0 ELEMENTO 1

ke = 2;
K1 = (ke/(2*%axb))*[(a~2+b"2) -b"2 -a~2;
-b"2 b"2 0;
-a”2 0 a~2];
F1 = [1;
15
1;
L5
11;

AMATRIZ DE CONECTIVIDADE

CON = [1 2 3;
4 3 2];

%MONTAGEM DA MATRIZ DOS COEFICIENTES GLOBAL

count = 0;

A = zeros(4,4);
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K = zeros(4,4);

for e = 1:2

for i = 1:3

for j = 1:3
CONE(i) = CON(e,i);
CONE(j) = CON(e,j);
I = CONE(i);
J = CONE(j);
K(I,J) = K1(i,j);

end

end

count = count + 1;

K+ A;

zeros(4,4);

end

disp(A)
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Malha 2

70

clc;
clear all;

close all;

%MATRIZ DOS COEFICIENTES PARA 0 ELEMENTO 1

0.9;
0.9;

ke = 2;
K1 (ke/(2xaxb))*[(a"2+b"2) -b"2 -a~2;
-b"2 b"2 0;
-a”2 0 a~2];

%MATRIZ DE CONECTIVIDADE

CoN = [1

© O 00 P O N O
0 O N O o W odN

ZMONTAGEM DA MATRIZ DOS COEFICIENTES GLOBAL

count = 0;
A = zeros(9,9);
K = zeros(9,9);

for e = 1:8
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1:3

for i

for j 1:3

CONE (i)
CONE(j)

CON(e,i);
CONC(e, ) ;

H
Il

CONE(i);
CONE(3) ;

[
Il

K(I,J) = K1(i,j);

end

end

count = count + 1;

71

=K + A;
= zeros(9,9);
end
disp(A)
Malha 3
clc;
clear all;

close all;
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%MATRIZ DOS COEFICIENTES PARA 0 ELEMENTO 1

0.45;
0.45;

ke = 2;

K1

(ke/ (2*xa*b))*[(a"2+b"2) -b"2 -a~2;
-b"2 b72 0;
-a”2 0 a~2];

ZMATRIZ DE CONECTIVIDADE

coN = [1

O W oo NN
g 0 S N W o N
© P 00 W N N O

10 9 5

6 7 11

12 11 7
7 8 12

13 12 8
8 9 13

14 13 9
9 10 14
15 14 10
11 12 16
17 16 12
12 13 17
18 17 13
13 14 18
19 18 14
14 15 19
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20 19 15
16 17 21
22 21 17
17 18 22
23 22 18
18 19 23
24 23 19
19 20 24
25 24 20];

%MONTAGEM DA MATRIZ DOS COEFICIENTES GLOBAL

count = 0;

A = zeros(25,25);
K = zeros(25,25);
for e = 1:32

for i 1:3

1:3

for j

CONE (i)
CONE(j)

CON(e,i);
CON(e, ) ;

H
I

CONE(i);
CONE(j);

s
1]

K(I,J) = K1(i,j);

end

end

count = count + 1;
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=K + A;
= zeros(25,25);
end
disp(A)
6.2 CASO 3

6.2.1 ESTACIONARIO 3D

clc;
clear all;
close all;
%DEFINIR O NUMERO DE LINHAS, COLUNAS E PAGINAS DA MALHA
S = 10;
%CONDIGCOES DE CONTORNO SUPERIOR
HS = 45;
for T =1:1:1

for J =1:1:8

for K = 1:1:8

H(I,J,K) = HS;

end




BIBLIOGRAFIA

end

end

%CONDIGOES DE CONTORNO INFERIOR

HI = 18;

for I = S:1:S

for J =1:1:8S

for K = 1:1:S

H(I,J,K) = HI;

end

end

end

%CONDIGCOES DE CONTORNO ESQUERDA

HE = 35;

for I = 1:1:S

for J = 1:1:1

for K= 1:1:S

H(I,J,K) = HE;
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end

end

end

%CONDIGOES DE CONTORNO DIREITA

HD = 35;

for I = 1:1:S

for J = S:1:S

for K = 1:1:S

H(I,J,K) = HD;

end

end

end

%CONDIGAO ANTERO

HA = 35;

for I = 1:1:S

for J = 1:1:8S

for K =1:1:1

H(I,J,K) = HA;
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end

end

end

%CONDIGAO POSTERIOR

HP = 35;

for I = 1:1:S

for J = 1:1:8S

for K = S:1:S

H(I,J,K) = HP;

end

end

end

YCHUTE INICIAL PARA INfCIO DA ITERAGAD

HO = 25; Ypodia ser outro valor diferente de 25

for J = 2:1:(S-1)

for I = 2:1:(S-1)

for K = 2:1:(S-1)
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H(I,J,K) = HO;

end

end

end

%PARAMETROS DO MATERIAL
k = 2; %em W/m.K
Cp = 1000; %em J/kg.K

p = 2400; %em kg/m~3
Dd = 0.20; Y%em m

G = 134; %geragéo interna, em W/m~3

%CALCULAR A TEMPERATURA NO TEMPO

NUMIT = O;
ERRO = 0.5;

while (ERRO > 0.01)

for I = 2:1:(S-1)

for J = 2:1:(S-1)

for K = 2:1:(S-1)

OLD = H(I,J,K);

H(I,J,K) = (H(I-1,J,K) + H(I+1,J,K) + H(I,J-1,K) + H(I,J+1,K) +...
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+ H(I,J,K-1) + H(I,J,K+1)+ (G*Dd*Dd)/k)/6;

ERRO = abs(H(I,J,K) - OLD);

NUMIT = NUMIT +1;

end

end

end

end

fprintf (’Numrero de Iteragdes é:’)

disp(NUMIT)
disp (H)
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6.3 CASO 4

6.3.1 MALHA (a): Matriz dos Coeficientes Global

clc;
clear all;

close all;

%MATRIZ DOS COEFICIENTES PARA 0 ELEMENTO 1

0.10;
0.20;
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ke = 20;

K1

CoN = [123
4 3 2
345

%MONTAGEM DA

count = O;

A

K
for e = 1:4

zeros (6,

zeros (6,

(ke/(2*xaxb))*[(a”"2+b"2) -b"2 -a"2;

-b"2 b"2 0;
-a”2 0 a~2];

%MATRIZ DE CONECTIVIDADE

6 5 4];

MATRIZ DOS COEFICIENTES GLOBAL

6);
6);

for i 1:3

for j = 1:3

CONE (1)
CONE(j)

CON(e,i);
CON(e, j);

H
I

CONE(i);
CONE(j);

o
Il

K(I,J) = K1(i,j);

end
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end

disp(A)

end

count = count + 1;

K+ A;

zeros(6,6) ;
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6.3.2 MALHA (b): Matriz dos Coeficientes Global

clc;
clear all;

close all;

0.10;
0.10;

ke = 20;

K1

%MATRIZ DOS COEFICIENTES PARA 0 ELEMENTO 1

(ke/ (2*xaxb))*[(a"2+b"2) -b"2 -a"2;

-b"2 b"2 0;
-a”2 0 a~2];
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ZMATRIZ DE CONECTIVIDADE

CON = [1

~N 00 o OO W
O N O O W N
©O© O N b o0 NN W

10 9 8];

ZMONTAGEM DA MATRIZ DOS COEFICIENTES GLOBAL

count = 0;

A = zeros(10,10);
K = zeros(10,10);
for e = 1:8

1:3

for i

for j 1:3

CONE (i)
CONE(3)

CON(e,i);
CON(e,j);

H
Il

CONE(1) ;
CONE(j);

(a
I

K(I,J) = K1(i,3);

end

end
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count = count + 1;

K + A;
zeros(10,10);

end

disp(A)
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6.3.3 MALHA (c): Matriz dos Coeficientes Global

clc;
clear all;

close all;

%MATRIZ DOS COEFICIENTES PARA 0 ELEMENTO 1

0.05;
0.10;

ke = 20;

K1

(ke/(2xaxb))*x[(a"2+b~2) -b~2 -a~2;
-b"2 b2 0;
-a”2 0 a”2];

ZMATRIZ DE CONECTIVIDADE
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coN = [1

~N © O 00 &~ O N O
O 00 O N O 00w oD
D 0 O N W o N

10

11 10 8

8 9 11

12 11 9
10 11 13
14 13 11
11 12 14
15 14 12];

ZMONTAGEM DA MATRIZ DOS COEFICIENTES GLOBAL

count = O;

A = zeros(15,15);
K = zeros(15,15);
for e = 1:16

for i 1:3

1:3

for j

CONE (i)
CONE(j)

CON(e,i);
CON(e, ) ;

H
I

CONE(i);
CONE(j);

(&
Il
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K(I,J) = K1(i,3);

end

end

count = count + 1;

K+ A;
zeros(15,15);

end

disp(A)
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