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RESUMO 

 

Este trabalho se propôs a estudar o comportamento da potência elétrica instantânea em 

condições senoidais equilibradas por meio da definição do tensor potência instantânea. Esse 

tensor é definido para que seja possível aplicar uma analogia entre os estudos da mecânica dos 

meios contínuos para deformação e os estudos das potências ativa e reativa de um sistema 

elétrico trifásico. Procura-se relacionar o tensor potência elétrica e suas componentes simétrica 

e antissimétrica com as definições das parcelas de potência ativa e reativa da potência 

instantânea. A proposta principal do documento é analisar as alterações na forma da 

representação espacial do tensor potência instantânea assim como é feito na representação do 

elemento de volume cúbico do tensor de deformações. Dessa forma, fundamenta-se uma 

interpretação geométrica que associa qual componente da potência altera o volume total e qual 

a componente da potência que provoca alterações rotacionais da representação espacial do 

tensor potência elétrica instantânea.  

 

Palavras-chave: Tensor potência elétrica. Tensor de deformações. Potência reativa 

instantânea. 

  



 

 

ABSTRACT 

 

This work aimed to study the behavior of instantaneous electrical power in balanced sinusoidal 

conditions by defining the instantaneous power tensor. This tensor is defined so that it is 

possible to apply an analogy between the study of continuum mechanics for deformation and 

the study of active and reactive power in a three phase electrical system. It seeks to relate the 

tensor electric power and its symmetric and antisymmetric components with the definitions of 

the parcel of active and reactive power of instantaneous power. The main purpose of the 

document is to analyze the changes in the form of spatial representation of the instantaneous 

power tensor as it has done in the representation of the cubic volume element of the strain 

tensor. Thus, is based on a geometric interpretation that associated what power component 

alters the total volume and what power component causes rotational changes of the spatial 

representation of the instantaneous power tensor.  

 

Keywords: Electrical power tensor. Strain tensor. Instantaneous reactive power. 

 

 

  



 

 

LISTA DE FIGURAS 

 

Figura 1 - Diagrama ilustrativo de um circuito monofásico. .................................................... 16 

Figura 2 - Sistema trifásico de quatro condutores. ................................................................... 20 

Figura 3 - Representação das potências ativa e reativa em um sistema trifásico. .................... 22 

Figura 4 - Representação de um vetor em  ℝ3. ........................................................................ 25 

Figura 5 - Representação espacial dos vetores unitários. ......................................................... 26 

Figura 6 - Representação espacial do vetor c como produto vetorial entre os vetores a e b. ... 27 

Figura 7- Representação espacial dos vetores tensão e corrente elétrica. ................................ 31 

Figura 8 - Representação de um sistema de n fases. ................................................................ 34 

Figura 9 - Representação espacial do tensor tensão de Cauchy. .............................................. 35 

Figura 10 - Representação geométrica do tensor potência instantânea. ................................... 36 

Figura 11 - Analise de um sistema elétrico tomando como base a forma geométrica do tensor 

potência instantânea. ................................................................................................................. 36 

Figura 12 - Corpo sujeito a uma deformação. .......................................................................... 37 

Figura 13 - Transformação afim de um cubo. .......................................................................... 38 

Figura 14 - Representação geométrica do deslocamento devido à rotação. ............................. 40 

Figura 15 - Face do cubo sujeita a uma deformação de extensão. ........................................... 41 

Figura 16 - Distorção entre os eixos x e y. ............................................................................... 42 

Figura 17 - Diminuição do ângulo entre os semieixos positivos x e y. .................................... 43 

Figura 18 - Circuito resistivo equilibrado................................................................................. 44 

Figura 19 - Resultado para simulação do circuito resistivo equilibrado. ................................. 45 

Figura 20 - Visões das faces do cubo em deformação de extensão. ......................................... 46 

Figura 21 - Circuito RL equilibrado. ........................................................................................ 47 

Figura 22 - Resultado para simulação do circuito RL equilibrado. .......................................... 48 

Figura 23 - Visões das faces do cubo em deformação de extensão: circuito RL. .................... 49 

Figura 24 - Circuito resistivo desequilibrado. .......................................................................... 50 

Figura 25 - Resultado para simulação do circuito desequilibrado............................................ 51 

Figura 26 - Visões das faces do cubo em deformação de extensão: circuito desequilibrado. .. 52 

Figura 27 - Potência ativa e reativa do circuito resistivo equilibrado. ..................................... 57 

Figura 28 - Elemento de volume infinitesimal. ........................................................................ 58 

Figura 29 - Gráfico das potências para o circuito RL equilibrado. .......................................... 61 

Figura 30 - Gráfico das potências para o circuito desequilibrado. ........................................... 62 

 



 

 

LISTA DE TABELAS 

 

Tabela 1 - Dados do circuito resistivo equilibrado. .................................................................. 44 

Tabela 2 - Dados do circuito RL equilibrado. .......................................................................... 47 

Tabela 3 - Dados do circuito resistivo desequilibrado. ............................................................ 50 

 

  



 

 

LISTA DE SÍMBOLOS 

 

𝑣(𝑡) Tensão no domínio do tempo. [ V ] 

𝑖(𝑡) Corrente no domínio do tempo. [ A ] 

𝑉 Tensão RMS. [ V ] 

𝐼 Corrente RMS. [ A ] 

RMS root-mean-square.  

𝑉𝑚𝑎𝑥 Tensão de pico para um sinal senoidal. [ V ] 

𝐼𝑚𝑎𝑥 Corrente de pico para um sinal senoidal. [ A ] 

𝜃 Ângulo de fase para tensão. [ rad ] 

𝜔 Frequência angular. [ rad/s] 

𝑓 Frequência do sistema. [ Hz ] 

T Período da função. [ s ] 

𝑝(𝑡) Potência elétrica instantânea. [ W ] 

𝑞 Carga elétrica. [ C ] 

𝑤 Energia. [ J ]  

𝑖 Corrente elétrica. [ A ] 

𝑝𝑎 Potência instantânea ativa. [ W ] 

𝑝𝑞 Potência instantânea reativa. [ W ] 

𝑃 Potência ativa. [ VAR ] 

𝑄 Potência reativa. [ VAR ] 

𝑆 Potência aparente. [ VA ] 

𝑉𝑙𝑙 Tensão entre fases. [ V ] 

𝛿𝑖𝑗 Delta de Kronecker.  

𝜀𝑖𝑗𝑘 Símbolo de Levi-Civita.  

𝐚 Vetor em ℝ𝟑.  

𝐚𝑇 Transposto de 𝐚.  

|𝐚| Módulo do vetor 𝐚.  

𝐞̂ Vetores unitários.  

⨂ Produto tensorial.   

𝐓𝑖𝑗 Tensor de segunda ordem.  

𝐓𝑖𝑗
𝑇
 Tensor transposto de 𝐓𝑖𝑗.  

𝐓𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚

 Componente simétrica do tensor 𝐓𝑖𝑗.  

𝐓𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡

 Componente antissimétrica do tensor 𝐓𝑖𝑗.  

𝑡𝑟 Traço.  

𝐯 Vetor tensão elétrica. [ V ] 

𝐢 Vetor corrente elétrica. [ A ] 

𝐢𝑝 Componente ativa da corrente elétrica. [ A ] 

𝐢𝑞 Componente reativa da corrente elétrica. [ A ] 

𝐪(𝑡) Vetor potência reativa instantânea. [ VAR ] 

℘𝑖𝑗 Tensor potência elétrica instantânea. [ W ] 



 

 

℘𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚 Componente simétrica do tensor ℘𝑖𝑗.  

℘𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡 Componente antissimétrica do tensor ℘𝑖𝑗.  

𝝈 Tensor tensão de Cauchy. [N/m²] 

 

  



 

 

SUMÁRIO 

1 INTRODUÇÃO ............................................................................................................. 13 

1.1 MOTIVAÇÃO E OBJETIVOS .................................................................................... 13 

1.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS ....................................................................................... 14 

1.3 METODOLOGIA DE PESQUISA .............................................................................. 14 

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO ................................................................................. 15 

2 CONCEITOS E DEFINIÇÕES ................................................................................... 16 

2.1 POTÊNCIA INSTANTÂNEA MONOFÁSICA EM REGIME SENOIDAL 

EQUILIBRADO ................................................................................................................... 16 

2.1.1 Potência elétrica instantânea .................................................................................. 17 

2.1.2 Potência ativa ......................................................................................................... 18 

2.1.3 Potência reativa ...................................................................................................... 19 

2.1.4 Potência aparente ................................................................................................... 19 

2.2 POTÊNCIA INSTANTÂNEA TRIFÁSICA EM REGIME SENOIDAL 

EQUILIBRADO ................................................................................................................... 19 

2.2.1 Potência instantânea............................................................................................... 21 

2.2.2 Potência ativa ......................................................................................................... 21 

2.2.3 Potência aparente ................................................................................................... 21 

2.2.4 Potência reativa ...................................................................................................... 22 

2.3 CONCEITOS E DEFINIÇÕES MATEMÁTICAS ...................................................... 22 

2.3.1 Grandeza escalar, vetorial e tensorial .................................................................... 23 

2.3.2 Notação de Einstein, delta de Kronecker e o símbolo de Levi-Civita ................... 23 

2.3.3 O vetor e sua representação em um sistema em ℝ3 .............................................. 24 

2.3.4 Módulo de um vetor e vetores unitários ................................................................ 25 

2.3.5 Produto escalar, ângulo entre vetores, ortogonalidade e produto vetorial ............. 26 

2.3.6 Produto tensorial, tensor de segunda ordem e a decomposição de um tensor ....... 28 

2.3.7 Traço de um tensor ................................................................................................ 29 

2.3.8 Vetor dual .............................................................................................................. 29 

3 ANÁLISE TENSORIAL DE UM SISTEMA ELÉTRICO DE POTÊNCIA 

TRIFÁSICO .................................................................................................................. 30 

3.1 TENSÃO E CORRENTE ELÉTRICA ......................................................................... 30 

3.2 DECOMPOSIÇÃO DO VETOR CORRENTE ELÉTRICA ....................................... 30 



 

 

3.3 CONCEITOS VETORIAIS APLICADOS A SISTEMAS ELÉTRICOS DE 

POTÊNCIA .......................................................................................................................... 31 

3.4 ANÁLISE TENSORIAL DE SEGUNDA ORDEM .................................................... 32 

3.5 A INTERPRETAÇÃO DOS FENÔMENOS FÍSICOS A PARTIR DA ANÁLISE 

TENSORIAL ........................................................................................................................ 34 

3.5.1 Estado de deformação ............................................................................................ 37 

3.5.2 Rotação ................................................................................................................... 39 

3.5.3 Deformação pura .................................................................................................... 41 

4 SIMULAÇÕES E ANÁLISE DE RESULTADOS ..................................................... 44 

4.1 CIRCUITO RESISTIVO EQUILIBRADO .................................................................. 44 

4.2 CIRCUITO EQUILIBRADO RESISTIVO E INDUTIVO .......................................... 47 

4.3 CIRCUITO RESISTIVO DESEQUILIBRADO .......................................................... 49 

5 CONCLUSÕESE RECOMENDAÇÕES .................................................................... 53 

REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS ................................................................................. 54 

APÊNDICE A ......................................................................................................................... 56 

 

 



13 

 

1 INTRODUÇÃO 

 As motivações, os objetivos e a estrutura deste trabalho serão explicitadas nesse 

capítulo, bem como a metodologia de pesquisa.  

 

1.1 MOTIVAÇÃO 

 O aumento de dados que estão sendo registrados em redes de energia elétrica e a 

necessidade de desenvolver novos métodos capazes de extrair informações úteis a partir desses 

registros constituem um campo de pesquisa muito ativo e desafiador. Monitoramento da 

qualidade de energia inteligente é uma dessas áreas que podem se beneficiar da combinação de 

princípios de manipulação de dados e algoritmos de processamento de sinais. Um exemplo é a 

análise instantânea de distúrbios registrados durante o monitoramento da rede de energia a qual 

pode ser usada para localizar falhas e analisar o funcionamento do dispositivo de proteção. O 

primeiro passo para realizar qualquer um desses objetivos consiste na extração de características 

significativas das formas de onda que estão relacionadas com os fenômenos estudados (Barrera 

et al., 2012). Os estudos sobre qualidade de energia são atualmente baseados em duas causas 

principais: a alta sensibilidade dos equipamentos elétricos e eletrônicos e nos requisitos de 

continuidade do serviço em condições críticas (Jagua et al., 2010). 

Como proposta para extração de características, este trabalho estuda o comportamento 

da potência elétrica instantânea em um sistema trifásico utilizando análise tensorial, ferramenta 

de estudo recente no ramo de sistemas elétricos de potência. Em 1986, o engenheiro elétrico 

Dai Xianzhong definiu a potência reativa em um sistema monofásico como sendo o produto 

vetorial do vetor tensão com o vetor corrente elétrica. Desta forma introduziu-se uma grandeza 

vetorial no estudo da potência elétrica. Porém, os sistemas polifásicos, em especial os trifásicos, 

são mais utilizados (por causa da transmissão e transformação de potência). Em 2004, Dai 

Xianzhong no trabalho intitulado “Generalized Theory of Instantaneous Reactive Quantity for 

Multiphase Power System” reuniu as teorias dispersas até então desenvolvidas para equacionar 

um sistema elétrico de potência polifásico por meio de uma análise tensorial. Até então algumas 

definições para sistemas trifásicos como as de Peng em 1996 e em 1998 foram apresentadas, 

porém definiam a potência reativa como um vetor e não era possível utilizar essa definição para 

sistemas com mais de três fases (Dai, 2004).   

Depois de 2004 a base matemática para a análise tensorial em sistemas elétricos estava, 

em partes, fundamentada e disponível para diversas aplicações. Entre as aplicações que 
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surgiram, destacou-se a utilização da análise tensorial da potência elétrica instantânea de forma 

análoga ao estudo da deformação na mecânica dos meios contínuos (Ustariz et al., 2010).  

 

 

1.2 OBJETIVO GERAL E OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

Este trabalho tem como objetivo geral estudar a analogia entre os conceitos tensoriais 

introduzidos por Daí em 2004 e os conceitos tensoriais aplicados no estudo de deformações 

para caracterizar o comportamento da potência elétrica instantânea. 

 O presente trabalho tem como objetivos específicos: 

 Reunir definições e conceitos sobre a aplicação da análise tensorial em sistemas 

elétricos de potência; 

 Fundamentar as definições e relacioná-las com as definições encontradas na mecânica 

dos meios contínuos; 

 Fundamentar uma ferramenta de visualização do comportamento do tensor potência 

elétrica instantânea. 

 

 

1.3 METODOLOGIA DE PESQUISA 

 Inicialmente foi feito uma revisão bibliográfica sobre análise tensorial aplicada em 

sistemas elétricos de potência para tomar ciência dos trabalhos já realizados nessa área. Essa 

pesquisa foi importante para o conhecimento de qual é a tendência dos estudos nessa área. 

 Como segundo passo, tornou-se necessário uma pesquisa bibliográfica sobre os 

conceitos e definições aplicados no estudo da potência elétrica instantânea. A pesquisa 

bibliográfica se estendeu para os conceitos matemáticos das grandezas tensoriais e suas 

principais operações e propriedades. Outra área pesquisada foi sobre mecânica dos meios 

contínuos, onde procurou-se entender os princípios do tensor de tensão de Cauchy e do tensor 

deformação.  

 A partir dessas pesquisas foi possível reunir, em um terceiro passo, todos os conceitos 

e fazer as correlações necessárias para fundamentar teoricamente a análise tensorial de um 

sistema elétrico. A última etapa consistiu em simulações realizadas para comparar os resultados 

obtidos com os apresentados na teoria fundamentada. 
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1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO 

 Este trabalho está dividido em cinco capítulos. O primeiro capítulo introduz o trabalho, 

destacando a motivação, os objetivos, a metodologia e a estrutura. 

 O segundo capítulo traz a revisão bibliográfica referente aos conceitos de potência 

elétrica instantânea e suas componentes. Traz também conceitos matemáticos sobre grandezas 

vetoriais e tensoriais que serão aplicados no terceiro capítulo. 

 O terceiro capítulo aborda a análise tensorial do sistema elétrico de potência. 

Inicialmente define-se potência elétrica instantânea em termos das grandezas vetoriais e em um 

segundo momento aplica-se os conceitos sobre grandezas tensoriais. Traz também a definição 

da potência elétrica como sendo uma grandeza tensorial e relaciona as novas definições com as 

apresentadas anteriormente. Nesse capítulo é feita a analogia entre a teoria tensorial para 

circuitos elétricos e a análise tensorial aplicada na mecânica dos meios contínuos no estudo das 

deformações. Por fim apresenta-se a representação espacial do tensor potência instantânea e a 

influência das potências ativa e reativa nessa representação. 

 O quarto capítulo desse trabalho traz simulações de circuitos elétricos aplicando a teoria 

proposta de visualização do comportamento da potência elétrica instantânea. É nesse capítulo 

que serão apresentadas e analisadas as imagens do modelo. 

 O quinto e último capítulo traz uma discussão sobre os resultados obtidos no trabalho e 

sobre importância deles. Esse capítulo também apresenta quais as expectativas de continuidade 

para o estudo.   
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2 CONCEITOS E DEFINIÇÕES 

 Neste trabalho serão abordadas várias definições sobre sistemas elétricos. As 

representações dessas definições podem ser levemente diferentes se comparadas às 

bibliografias disponíveis. Para evitar enganos, esse capítulo abordará as definições utilizada no 

trabalho bem como as suas representações. 

 

2.1 POTÊNCIA INSTANTÂNEA MONOFÁSICA EM REGIME SENOIDAL 

EQUILIBRADO 

 Segundo Alexander e Sadiku (2009), um sistema de alimentação alternado monofásico 

é constituído por um gerador ligado por meio de um par de fios (linha de transmissão) a uma 

carga. A representação mais comum encontrada na literatura de um sistema monofásico 

alternado de dois fios é mostrada na Fig. 1. 

 
Figura 1 - Diagrama ilustrativo de um circuito monofásico. 

  

No domínio do tempo, a tensão 𝑣(𝑡), em volts, e a corrente 𝑖(𝑡), em ampère, são 

definidas de acordo com as expressões (2.1) e (2.2), nas quais são usadas as formas compactas 

𝑣 e 𝑖 para tensão e corrente no domínio do tempo. 

𝑣 = √2 𝑉 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡) [ V ] (2.1) 

𝑖 =  √2 𝐼 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 𝜃) [ A ] (2.2) 

 Onde 𝑉 e 𝐼 são os valores eficazes ou RMS (do inglês Root-Mean-Square) da tensão e 

da corrente respectivamente (IEEE 1459, 2010). O valor RMS para tensão e para a corrente é 

definido como a raiz do valor médio quadrático para uma forma de onda senoidal, tal como 

expresso em (2.3). 
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𝑉 =  √
1

𝑇
∫ [𝑣(𝑡)]2 𝑑𝑡
𝑡+𝑇

𝑡

= √
1

𝑇0
∫ [𝑉𝑚𝑎𝑥𝑠𝑒𝑛 (

2𝜋𝑡

𝑇0
)]
2

 𝑑𝑡
𝑇0

0

=
𝑉𝑚𝑎𝑥

√2
 [ V ] 

(2.3) 

 A relação do valor eficaz como o valor máximo do sinal senoidal é dado pela equação 

𝑉 =  𝑉𝑚𝑎𝑥 √2⁄  [ V ]. De forma semelhante é possível achar a relação para a forma de onda 

senoidal da corrente, sendo assim, 𝐼 =  𝐼𝑚𝑎𝑥 √2⁄  [ A ]. 

 O parâmetro de deslocamento no tempo 𝜃 na Eq. (2.2) é chamado de ângulo de fase. A 

frequência angular 𝜔 (em radianos por segundo) está relacionada à frequência do sistema 𝑓 de 

acordo com a Eq. (2.4). 

𝜔 = 2𝜋𝑓 =
2𝜋

𝑇
 [
𝑟𝑎𝑑

𝑠
] (2.4) 

A frequência 𝑓, em hertz, é definida como o número de períodos por unidade de tempo. 

Por definição se o período T é o número de segundos por ciclo consequentemente, a frequência 

será (Thomas, 2011) 

𝑓 =
1

𝑇
 [ Hz ]. (2.5) 

  

2.1.1 Potência elétrica instantânea 

 O termo potência corresponde à taxa de variação da energia com o tempo (em Joules 

por segundos ou Watt, abreviada por W) 

𝑝(𝑡) =
𝑑𝑤

𝑑𝑡
 [ W ]. (2.6) 

 Em circuitos elétricos é útil expressar a potência em termos da tensão e corrente. 

Definindo a corrente elétrica 𝑖 como a taxa de variação com relação ao tempo da carga elétrica 

𝑑𝑞 em um determinado ponto do circuito e a tensão 𝑣 como a variação de energia 𝑑𝑤 que uma 

carga elétrica está submetida ao passar através de um circuito elétrico, tem-se que (Thomas, 

2011) 

𝑖 =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
 [ A ] (2.7) 

𝑣 =
𝑑𝑤

𝑑𝑞
 [ V ], 

(2.8) 

portanto, aplicando a regra da cadeia em (2.6), tem-se 

𝑝(𝑡) =  
𝑑𝑤

𝑑𝑡
= (

𝑑𝑤

𝑑𝑞
) (
𝑑𝑞

𝑑𝑡
) [ W ]. (2.9) 
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 Utilizando a tensão e a corrente no domínio do tempo, define-se a potência elétrica 

instantânea 

𝑝(𝑡) = 𝑣 ∙ 𝑖 [ W ]. (2.10) 

 Substituindo as equações para tensão (2.1) e para corrente (2.2) na Eq. (2.10), tem-se o 

seguinte desenvolvimento 

𝑝(𝑡) = [√2 𝑉 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡)] ∙ [√2 𝐼 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 𝜃)] [ W ]. (2.11) 

 Utilizando as identidades trigonométricas necessárias para simplificar a Eq. (2.11), tem-

se que 

𝑝(𝑡) =  𝑉𝐼 cos(𝜃) − 𝑉𝐼 cos(𝜃) cos(2𝜔𝑡)

− 𝑉𝐼 𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑠𝑒𝑛 (2𝜔𝑡) [ W ]. 
(2.12) 

 Escrevendo a potência instantânea na forma da Eq. (2.12), observa-se que o primeiro 

termo não varia com o tempo e os outros dois termos variam. Esse primeiro termo é chamado 

de componente independente do tempo e os outros dois termos formam a componente 

dependente do tempo.  

 A potência elétrica pode também ser escrita como 

𝑝(𝑡) = 𝑉𝐼 cos(𝜃) [1 − cos(2𝜔𝑡)]⏟                
𝑝𝑎

− 𝑉𝐼 𝑠𝑒𝑛(𝜃)𝑠𝑒𝑛 (2𝜔𝑡)⏟            
𝑝𝑞

 [ W ]. 
(2.13) 

 Observa-se que a potência instantânea é composta por duas parcelas e pode ser reescrita 

da seguinte maneira 

𝑝(𝑡) =  𝑝𝑎 + 𝑝𝑞 [ W ]. (2.14) 

 A primeira parcela 𝑝𝑎, chamada de parcela ativa da potência instantânea ou de potência 

instantânea ativa, corresponde à potência produzida pela componente ativa da corrente, ou seja, 

pela componente que está em fase com a tensão. Representa a taxa do fluxo de energia no 

sistema. A segunda parcela 𝑝𝑞, chamada de parcela reativa da potência instantânea ou potência 

instantânea reativa, corresponde à potência produzida pela componente reativa da corrente, ou 

seja, pela componente ortogonal à tensão (IEEE 1459, 2010). 

 

2.1.2 Potência ativa 

 A potência ativa 𝑃 é definida como sendo o valor médio da potência instantânea. 

Matematicamente define-se o valor médio de uma onda periódica na Eq. (2.15) (Thomas, 2011). 

𝑃 =  
1

𝑇
∫ 𝑝(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0

[ W ] (2.15) 

 Substituindo (2.12) em (2.15), tem-se, 



19 

 

𝑃 =  
1

𝑇
∫ {[𝑉𝐼 cos(𝜃)] − [𝑉𝐼 cos(𝜃) cos(2𝜔𝑡)]
𝑇

0

− [𝑉𝐼 sen(𝜃) sen(2𝜔𝑡)]}𝑑𝑡  =  𝑉𝐼 cos(𝜃) [ W ]. 

(2.16) 

 De acordo com o desenvolvimento em (2.16), verifica-se que o valor médio da potência 

instantânea é diferente de zero e não depende do tempo. 

 

2.1.3 Potência reativa 

 A amplitude do termo sen(2𝜔𝑡) mostrado em (2.13) tem uma forma muito parecida 

com a potência média, exceto que o primeiro envolve sen(𝜃) em vez do cos(𝜃). Este fator de 

amplitude é chamado de potência reativa Q e tem a unidade de volt-ampère-reativo ou VAR 

(Thomas, 2011). 

𝑄 =  𝑉𝐼 sen(𝜃) [ VAR ] (2.17) 

 Substituindo (2.16) e (2. 17) em (2.13) tem-se que 

𝑝(𝑡) =  𝑃[1 − cos(2𝜔𝑡)] − 𝑄 𝑠𝑒𝑛 (2𝜔𝑡) [ W ]. (2.18) 

  

2.1.4 Potência aparente 

 Outra definição importante no estudo de sistemas de potência é a definição de potência 

aparente 𝑆. Definida como sendo o produto entre os valores RMS da tensão e da corrente, pode 

ser escrita da seguinte forma 

𝑆 = 𝑉𝐼 [ VA ]. (2.19) 

 Para um circuito monofásico, a potência aparente pode ser interpretada como sendo o 

valor máximo da potência ativa que pode ser entregue à carga quando os valores da tensão e da 

corrente RMS são mantidos constantes. A unidade da potência aparente é dada em VA (volts-

ampère). A potência aparente se relaciona com as potências ativa e reativa pela Eq. (2.20) (IEEE 

1459, 2010; Thomas, 2011). 

𝑆 = √𝑃2 + 𝑄2 [ VA ] (2.20) 

 O fluxo das potências ativa e reativa é um dos temas mais importantes nos estudos de 

sistemas elétricos de potência. 

 

 

2.2 POTÊNCIA INSTANTÂNEA TRIFÁSICA EM REGIME SENOIDAL 

EQUILIBRADO 

 Circuitos ou sistemas em que as fontes de tensão operam nas mesmas frequências, mas 

com ângulos de fases diferentes são conhecidos como circuitos polifásicos. Há muito tempo o 
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sistema polifásico mais usado e mais econômico é o trifásico. Um sistema trifásico é 

representado por um gerador que consiste de três fontes de tensão com a mesma amplitude e 

frequência, mas defasadas 120° entre elas. Um sistema trifásico pode ser composto por três (três 

fases) ou quatro (três fases e neutro) condutores. O último caso é o mais comumente aplicado 

no âmbito da distribuição e consumo de energia elétrica já o primeiro caso é mais utilizado no 

processo de geração e transmissão de energia elétrica. Há pelo menos três razões principais que 

tornam a utilização de sistemas trifásicos viável (Alexander, 2009). A primeira delas é que a 

maior parte da energia elétrica é gerada e distribuída por meio de sistemas trifásicos. A segunda 

razão é que a potência instantânea em um sistema trifásico poderá ser constante o que resulta 

em uma transmissão de energia uniforme e em menos vibração nas máquinas trifásicas. Em 

terceiro lugar, para a mesma quantidade de energia, o sistema trifásico é mais econômico do 

que o monofásico, pois, nessas condições, a quantidade de fio necessária para um sistema de 

três fases é menor do que a necessária para um sistema de fase única (Alexander, 2009). 

 Um sistema trifásico de quatro condutores é representado pela Fig. 2.  

 

Figura 2 - Sistema trifásico de quatro condutores. 

 

 Onde 𝑣𝑎, 𝑣𝑏 e 𝑣𝑐 são as tensões entre as fases e uma referência, no caso, neutro.  As 

correntes 𝑖𝑎, 𝑖𝑏 e 𝑖𝑐 são as correntes nas linhas 𝑎, 𝑏 e 𝑐, respectivamente.  

 Em um sistema trifásico em regime senoidal e equilibrado, tem-se que as tensões 𝑣𝑎, 𝑣𝑏 

e 𝑣𝑐 são defasadas igualmente tal que, algebricamente, a soma delas é igual à zero.  Em (2.21) 

encontra-se o equacionamento para essa condição (IEEE 1459, 2010). 

𝑣𝑎 = √2. 𝑉. 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡) [ V ] 

𝑣𝑏 = √2. 𝑉. 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 120°) [ V ] 

𝑣𝑐 = √2. 𝑉. 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 + 120°) [ V ] 

(2.21) 
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 Onde 𝑉 é a tensão entre a fase e o neutro em RMS. A amplitude da forma de onda pode 

também ser representada como sendo a tensão entre uma fase e outra também em RMS, nesse 

caso usa-se 𝑉𝑙𝑙. 

 Nota-se que as equações são similares à equação da tensão para um circuito monofásico, 

porém, adiciona-se um fator de defasagem. De forma análoga teremos as equações em (2.22) 

para as correntes de linha, ou seja, para as correntes em cada condutor (IEEE 1459, 2010). 

𝑖𝑎 = √2. 𝐼. 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 𝜃) [ A ] 

𝑖𝑏 = √2. 𝐼. 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 𝜃 − 120°) [ A ] 

𝑖𝑐 = √2. 𝐼. 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 𝜃 + 120°) [ A ] 

(2.22) 

  

2.2.1 Potência instantânea 

 A potência instantânea em um sistema trifásico senoidal e equilibrado pode ser 

considerada como sendo a soma das potências instantâneas de cada fase, ou seja, 

𝑝(𝑡) = 𝑣𝑎 . 𝑖𝑎 + 𝑣𝑏 . 𝑖𝑏 + 𝑣𝑐 . 𝑖𝑐 [ W ]. (2.23) 

 Substituindo os valores das tensões e das correntes em (2.23) tem-se a seguinte 

expressão 

𝑝(𝑡) = 2. 𝑉. 𝐼. [𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡). 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 𝜃)

+ 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 120°). 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 𝜃 − 120°)

+ 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 + 120°). 𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑡 − 𝜃 + 120°)] [ W ]. 

(2.24) 

 Utilizando as identidades trigonométricas necessárias para simplificar a Eq. (2.24), tem-

se que (Alexander, 2009) 

𝑝(𝑡) = 3𝑉𝐼𝑐𝑜𝑠(𝜃) [ W ]. (2.25) 

  

2.2.2 Potência ativa 

 Por definição, a potência ativa corresponde à potência média da potência instantânea. 

Como a potência instantânea não varia no tempo, o valor médio é correspondente ao seu próprio 

valor e pode ser validado usando a equação da definição de potência média mostrada na Eq. 

(2.16), ou seja (IEEE 1459, 2010)  

𝑃 = 𝑝(𝑡) = 3𝑉𝐼𝑐𝑜𝑠(𝜃) [ W ]. (2.26) 

  

2.2.3 Potência aparente 

 Sabe-se que a potência aparente para um circuito monofásico é definida como sendo o 

produto entre os valores RMS da tensão e da corrente. Para um circuito trifásico equilibrado e 
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equilibrado considera-se a existência três circuitos monofásicos. Sendo assim a potência 

aparente trifásica pode ser escrita da seguinte forma (Alexander, 2009) 

𝑆 = 3𝑉𝐼 [ VA ]. (2.27) 

  

2.2.4 Potência reativa 

 Definida na subseção 2.1.3, a potência reativa pode ser interpretada como sendo a 

componente da potência aparente ortogonal à potência ativa, ou seja, 

𝑄 = √𝑆2 − 𝑃2 [ VAR ]. (2.28) 

 Tem-se que a potência reativa total para um circuito trifásico equilibrado tem a seguinte 

equação (Alexander, 2009) 

𝑄 = 3𝑉𝐼𝑠𝑒𝑛(𝜃) [ VAR ]. (2.29) 

 De forma ilustrativa é possível ver a diferença entre os conceitos físicos de potência 

ativa e reativa para um sistema trifásico. De acordo com a Fig. 3, observa-se que a potência 

ativa tem o mesmo sentido da corrente e, portanto, contribui para o acréscimo de 0energia na 

carga. A potência reativa, no entanto, tem sentido perpendicular ao sentido da potência ativa e 

é representada de forma circular para indicar que é uma quantidade da potência relacionada à 

geração de campos magnéticos circulantes no sistema (Ustariz, 2010).   

 
Figura 3 - Representação das potências ativa e reativa em um sistema trifásico. 

 

 

2.3 CONCEITOS E DEFINIÇÕES MATEMÁTICAS 

 Os conceitos e as definições abordadas nesse trabalho não se restringem apenas aos 

conceitos expostos nas seções 2.1 e 2.2. Também será necessário o estudo dos conceitos 

associados às grandezas vetoriais e tensoriais, suas operações básicas e a relação entre elas. Esta 
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seção apresenta as definições matemáticas para um espaço tridimensional, ℝ3, embora nem 

todas sejam restritas a essa dimensão. 

 

2.3.1 Grandeza escalar, vetorial e tensorial 

 A grandeza escalar remete ao conceito da análise de uma propriedade física, 

estabelecida por meio de um valor apropriado a uma unidade pré-definida. Por exemplo, a 

quantidade de tempo, pode ser denotada por meio de um valor numérico (magnitude) e uma 

unidade (Nussenzveig, 2002). 

 Uma grandeza vetorial é uma grandeza que pode ser representada por um vetor, isto é, 

uma grandeza que pode ser caracterizada por um módulo, uma direção e um sentido. Entre as 

grandezas físicas que podem ser representadas por vetores estão o deslocamento, a velocidade, 

a aceleração, a força e o campo magnético (Halliday, 2002). 

 Algumas propriedades físicas não podem ser expressas nem na forma escalar nem na 

forma vetorial, pois possui algumas características a mais. No caso da intensidade do tensor 

tensão mecânica 𝐅 𝐚⁄  em uma superfície tem-se que 𝐅 é o vetor força aplicado na superfície e 𝐚 

é o vetor de magnitude igual à área na direção normal. A divisão do vetor força pelo vetor área 

não é definida, fazendo necessária a introdução de uma nova grandeza. Essa grandeza deve 

relacionar a divisão de tal forma que, dada à área, seja possível encontrar a força pela 

multiplicação 𝐅 = 𝐓𝐚, onde a nova grandeza 𝐓 nesse caso é o tensor tensão. É uma grandeza 

com a qual duas direções podem ser associadas e não apenas uma como o caso da grandeza 

vetorial ou nenhuma como o caso da grandeza escalar. Essa nova grandeza é chamada de tensor 

de segunda ordem, ou apenas tensor, e é a representação mais adequada para entidade física 

com a qual duas direções podem ser associadas (Aris, 1989). Um tensor 𝐓 é, algebricamente 

falando, uma transformação linear que dado um vetor 𝐚 pode-se obter outro vetor 𝐛 com a 

relação 𝐛 = 𝐓𝐚. 

 

2.3.2 Notação Indicial, delta de Kronecker e o símbolo de Levi-Civita 

 A notação de Einstein, ou apenas notação indicial, é uma convenção adotada para 

simplificação de somatórios. Com essa notação é possível simplificar um somatório da seguinte 

forma 

𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 =∑𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝑎𝑖. (2.30) 
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 O somatório se resume a 𝑎𝑖. Somatórios mais complexos como o expresso na Eq. (2.31) 

também podem ser simplificados usando a notação de indicial, 

∑∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

= 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 . (2.31) 

 Algumas funções utilizam a notação indicial em suas definições. Entre estas funções, as 

abordadas neste trabalho são o delta de Kronecker e o símbolo de Levi-Civita.  

O delta de Kronecker, denotado por 𝛿𝑖𝑗, é definido como (Lai, 2010) 

𝛿𝑖𝑗 = {
1  se  𝑖 = 𝑗 
0  se  𝑖 ≠ 𝑗

. (2.32) 

 Essa função é utilizada em diversas definições como, por exemplo, na definição de 

produto escalar na subseção 2.3.5 e na definição de traço de um tensor que será na subseção 

2.3.7. 

O símbolo de Levi-Civita, ou símbolo de permutação, denotado por 𝜀𝑖𝑗𝑘, é definido 

como (Lai, 2010) 

𝜀𝑖𝑗𝑘 = {

1, 𝑠𝑒 (𝑖, 𝑗, 𝑘) é 𝑢𝑚𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎çã𝑜 𝑝𝑎𝑟 𝑑𝑒 (1, 2, 3)  

−1, 𝑠𝑒 (𝑖, 𝑗, 𝑘) é 𝑢𝑚𝑎 𝑝𝑒𝑟𝑚𝑢𝑡𝑎çã𝑜 í𝑚𝑝𝑎𝑟 𝑑𝑒 (1, 2, 3)
0, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑞𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑒𝑟 𝑜𝑢𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜.                                     

, (2.33) 

 onde a permutação par é uma permutação cíclica de (1,2,3) e a permutação ímpar é uma 

permutação acíclica de (1, 2, 3). 

 Este permutador será utilizado neste trabalho na definição de produto vetorial na 

subseção 2.3.5 e na definição do vetor de um tensor antissimétrico na subseção 2.3.8. 

 

2.3.3 O vetor e sua representação em um sistema em ℝ𝟑 

 O conceito de vetor é a relação de um valor numérico caracterizado por intensidade, 

com um sentido orientado. Quando analisa-se uma força sendo aplicada em um objeto, faz-se 

necessário saber não só a intensidade, mas também a direção e o sentido. A representação 

espacial de um vetor em um sistema tridimensional está ilustrada na Fig. 4 (Boldrini, 1980).  
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Figura 4 - Representação de um vetor em  ℝ𝟑. 

 

O vetor 𝐚 na Fig. 4 é representado em um espaço tridimensional como um vetor coluna 

de acordo com as suas componentes 𝑎1, 𝑎2 e 𝑎3 nas direções dos eixos 𝑥, 𝑦 e 𝑧, respectivamente. 

Essa representação pode ser vista na Eq. (2.34). 

𝐚 = [

𝑎1
𝑎2
𝑎3
] (2.34) 

 Um vetor coluna como o descrito acima pode ser interpretado como sendo uma matriz 

de apenas uma coluna. A matriz transposta de um vetor coluna 𝐚 é um vetor linha 𝐚𝑇, ou seja, 

a função transposta transforma coluna em linha e vice versa. Em algumas escritas, usa-se a 

função transposta como ferramenta de simplificação e é expressa como (Lai, 2010) 

𝐚 = [𝑎1 𝑎2 𝑎3]𝑇 . (2.35) 

  

2.3.4 Módulo de um vetor e vetores unitários 

 O módulo de um vetor, ou magnitude, é o valor do comprimento do vetor. Observando 

a Fig. 4, o módulo do vetor 𝐚 seria interpretada como sendo o comprimento da seta indicada 

por azul. Esse comprimento é calculado de acordo com a equação (Ferreira, 2001) 

|𝐚| = √(𝑎1)2 + (𝑎2)2 + (𝑎3)2, (2.36) 

onde 𝐚 é um vetor de ℝ3 e 𝑎1, 𝑎2 e 𝑎3 são suas componentes. 

 Os vetores unitários são subconjuntos do espaço vetorial a que pertencem, tendo como 

propriedade magnitude igual a 1 (um). Um vetor unitário é muitas vezes denotado pelo símbolo 

𝐞̂. Nas coordenadas cartesianas em ℝ3, esses elementos são usualmente 𝐞̂𝟏, 𝐞̂𝟐 e 𝐞̂𝟑, e 
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representam as direções dos eixos x, y e z, respectivamente. Esses vetores unitários são 

representados como vetores coluna e expressos da seguinte forma:  

𝐞̂𝟏 = [
1
0
0
]  𝐞̂𝟐 = [

0
1
0
]  𝐞̂𝟑 = [

0
0
1
] (2.37) 

 Esses vetores nem sempre são escritos com um circunflexo, mas pode ser normalmente 

assumido que 𝐞𝟏, 𝐞𝟐 e 𝐞𝟑 são vetores unitários na maioria dos contextos, como podem ser 

observados na Fig. 5 (Fleisch, 2008). 

 
Figura 5 - Representação espacial dos vetores unitários. 

 

 

2.3.5 Produto escalar, ângulo entre vetores, ortogonalidade e produto vetorial 

 Produto escalar é uma abstração que permite introduzir noções de comprimento e ângulo 

em espaços vetoriais. Considerando dois vetores 𝐚 e 𝐛 de ℝ3, defini-se 〈𝐚, 𝐛〉 como sendo o 

produto escalar entre 𝐚 e 𝐛 e é expresso de acordo com o somatório a seguir. 

〈𝐚, 𝐛〉 = 𝐚 ∙ 𝐛 = |𝐚||𝐛| cos(𝜃) =  𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏3 (2.38) 

Em notação indicial é possível escrever o produto escalar como sendo 

𝐚 ∙ 𝐛 = 𝛿𝑖𝑗𝑎𝑖𝑏𝑗. (2.39) 

 O ângulo 𝜃 entre dois vetores 𝐚 e 𝐛 é definido de acordo com a equação abaixo. 

cos(𝜃) =
〈𝐚, 𝐛〉

|𝐚||𝐛|
 (2.40) 

 De acordo com a Eq. (2.40) é possível definir uma propriedade de ortogonalidade entre 

vetores. Dois vetores são ortogonais se 𝜃 = 90°, ou seja, cos(𝜃) = 0. Como |𝐚| e |𝐛| são 

magnitudes, a Eq. (2.40) só possui valor nulo se e somente se 〈𝐚, 𝐛〉 = 0. Sendo assim, se 𝐚 e 

𝐛 são ortogonais o produto escalar entre eles é nulo. Essa propriedade é expressa de acordo com 

a Eq. (2.41) (Malajovich, 2010).  



27 

 

〈𝐚, 𝐛〉 = 0 (2.41) 

 Além do produto escalar, define-se ainda outra operação entre vetores denominada 

produto vetorial. Enquanto o produto escalar de dois vetores 𝐚 e 𝐛 fornece uma grandeza escalar 

como resultado, o produto vetorial de 𝐚 e 𝐛 fornece o vetor 𝐜 indicado como 𝐜 = 𝐚 × 𝐛. A 

magnitude de 𝐜 é dada de acordo com a Eq. (2.42) (Malajovich, 2010). 

|𝐜| = |𝐚||𝐛|𝑠𝑒𝑛(𝜃) (2.42) 

 Onde 𝜃 é novamente o ângulo entre 𝐚 e 𝐛. Observa-se que 𝐜 é perpendicular ao plano 

determinado por 𝐚 e 𝐛. Em termos das componentes de 𝐚 e 𝐛, tem-se que 𝐜 é dado pelo 

determinante 

𝐜 = 𝐚 × 𝐛 = |

𝐞𝟏 𝐞𝟐 𝐞𝟑
𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3

| 

= (𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝐞𝟏 + (𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3)𝐞𝟐 + (𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)𝐞𝟑. 

(2.43) 

 Em notação indicial é possível escrever o produto vetorial como sendo (Ferreira, 2001) 

𝐚 × 𝐛 = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑎𝑖𝑏𝑗𝐞𝑘. (2.44) 

 Resolvendo o determinante na Eq. (2.43) é possível determinar quais são as 

componentes do vetor 𝐜  em função das componente dos vetores 𝐚 e 𝐛. O vetor 𝐜 pode ser 

escrito como um vetor coluna expresso na Eq. (2.45) e sua representação gráfica é mostrada na 

Fig. 6. 

𝐜 = [

𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2
𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3
𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1

] (2.45) 

 

 

Figura 6 - Representação espacial do vetor c como produto vetorial entre os vetores a e b. 
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2.3.6 Produto tensorial, tensor de segunda ordem e a decomposição de um tensor 

 Tomando como exemplo dois vetores coluna de 𝐚 e 𝐛 de ℝ3, define-se o produto 

tensorial, representado pelo operador '⨂', como uma transformação que associa a cada vetor 𝐯 

o vetor (𝐛 ∙ 𝐯)𝐚, ou seja, (𝐚 ⨂ 𝐛)𝐯 = (𝐛 ∙ 𝐯)𝐚. Na forma matricial, o produto tensorial entre 𝐚 

e 𝐛 é o produto termo a termo expresso na Eq. (2.46) e tem como resultado um tensor de segunda 

ordem (Lai, 2010; Ferreira, 2001). 

𝐚 ⨂ 𝐛 = [

𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2 𝑎1𝑏3
𝑎2𝑏1 𝑎2𝑏2 𝑎2𝑏3
𝑎3𝑏1 𝑎3𝑏2 𝑎3𝑏3

] (2.46) 

 Um tensor 𝐓𝑖𝑗 então é, em termos algébricos, uma transformação linear que, dado um 

vetor 𝐚, pode-se obter outro vetor 𝐛 com a relação 𝐓𝑖𝑗𝐚 = 𝐛.  Portanto, o tensor possui a forma 

de uma matriz quadrada de ordem 3, conforme a Eq. (2.47). 

𝐓𝑖𝑗 = [
𝑇11 𝑇12 𝑇13
𝑇21 𝑇22 𝑇23
𝑇31 𝑇32 𝑇33

] (2.47) 

Como o tensor toma a forma de uma matriz quadrada, tem-se que a maioria das 

operações a ele relacionadas serão operações iguais às usadas no tratamento de matriz. 

O tensor simétrico é obtido da definição de matriz simétrica e é definido quando o 

transposto do tensor é igual ao próprio tensor, ou seja, 𝐓𝑖𝑗 = 𝐓𝑖𝑗
𝑇. Em notação indicial, tem-se 

que, em termo das componentes 

𝑇𝑖𝑗 = 𝑇𝑗𝑖. (2.48) 

 Um tensor é dito antissimétrico quando  𝐓𝑖𝑗 = −𝐓𝑖𝑗
𝑇. Em termos das componentes tem-

se que um tensor é antissimétrico quando 

𝑇𝑖𝑗 = −𝑇𝑗𝑖    e      𝑇𝑖𝑖 = 0. (2.49) 

 Qualquer tensor pode ser decomposto como a soma de uma parte simétrica e uma parte 

antissimétrica e, portanto, pode ser expresso como (Ferreira, 2001) 

𝐓𝑖𝑗 = 𝐓𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚 + 𝐓𝑖𝑗

𝑎𝑛𝑡 . (2.50) 

 Onde 𝐓𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚

 é a componente simétrica e 𝐓𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡

 é a componente antissimétrica do tensor 

𝐓𝑖𝑗. Essas componente são expressas de acordo com as Eq. (2.51) e (2.52). 

𝐓𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚 =

1

2
[𝐓𝑖𝑗 + 𝐓𝑖𝑗

𝑇] (2.51) 

𝐓𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡 =

1

2
[𝐓𝑖𝑗 − 𝐓𝑖𝑗

𝑇] (2.52) 
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2.3.7 Traço de um tensor 

 O traço de um produto tensorial entre 𝐚 e 𝐛 é definido como o produto escalar entre 

esses dois vetores (Ferreira, 2001). Considerando o tensor 𝐓 = 𝐚 ⨂ 𝐛, tem-se 

𝑡𝑟(𝐚 ⨂ 𝐛) = 𝐚 ∙ 𝐛 = 𝛿𝑖𝑗𝑎𝑖𝑏𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑇𝑖𝑗 = 𝑇11 + 𝑇22 + 𝑇33. (2.53) 

 Representando 𝐓 na forma matricial de um tensor definida em (2.46), observa-se que o 

traço representa a soma dos elementos da diagonal principal do tensor e que o traço de um 

tensor é igual ao traço do seu tensor transposto, ou seja, 𝑡𝑟(𝐓) = 𝑡𝑟(𝐓𝑻). Em notação indicial, 

tem-se que o traço do tensor 𝐓 é representador por 

  𝑡𝑟(𝐓) = 𝑇11 + 𝑇22 + 𝑇33 = 𝑇𝑖𝑖. (2.54) 

  

2.3.8 Vetor dual  

 Existe uma importante relação entre um vetor em três dimensões e o tensor 

antissimétrico. As componentes da diagonal de um tensor antissimétrico são sempre nulas, e, 

dos seis elementos restantes, apenas três são independentes, porque 𝑇12 = −𝑇21,𝑇23 = −𝑇32 e 

𝑇31 = −𝑇13 (Lai, 2010). Desta forma, um tensor antissimétrico possui na realidade apenas três 

componentes, assim como um vetor. De fato ele se comporta como um vetor. Mais 

especificamente, para todo tensor antissimétrico, existe um vetor correspondente chamado de 

vetor dual. Considerando um vetor dual 𝐚 correspondente de um tensor antissimétrico 𝐓, os 

dois podem ser escritos como (Aris, 1989; Ferreira, 2001): 

𝐚 = [

𝑎1
𝑎2
𝑎3
]                 𝐓 = [

0 𝑎3 −𝑎2
−𝑎3 0 𝑎1
𝑎2 −𝑎1 0

] (2.55) 

 A relação entre eles pode ser expressa em termos da notação indicial de acordo com a 

Eq. (2.56). 

𝐚 = −
1

2
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑇𝑗𝑘𝐞𝑖 (2.56) 
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3 ANÁLISE TENSORIAL DE UM SISTEMA ELÉTRICO DE POTÊNCIA 

TRIFÁSICO 

 Os equacionamentos comumente usados trazem os circuitos polifásicos sempre em um 

estado senoidal, regime estacionário e equilibrado, o que na prática não é muito comum. A 

existência de cargas não lineares conectadas à rede e de forma desequilibradas são fatores 

determinantes para a deformação na forma de onda. Este fator dificulta a utilização dos 

equacionamentos básicos, sendo preciso fazer várias aproximações. 

 Para melhor representar a análise de circuitos polifásicos, este trabalho propõe uma 

análise vetorial da tensão e da corrente. As relações matemáticas, as representações físicas e as 

análises geométricas dessa abordagem são apresentadas. Inicialmente expõe-se a análise 

vetorial para um sistema elétrico de potência, que é uma análise já bem fundamentada.  Por fim 

é apresentada a análise tensorial e suas definições.  

 Para a aplicação dos conceitos vetoriais e tensoriais, faz-se necessário a utilização de 

grandezas vetoriais. A tensão e a corrente elétrica são inicialmente definidas como grandezas 

vetoriais a partir da definição de um sistema elétrico alternado trifásico como o mostrado na 

Fig. 2. 

 

3.1 TENSÃO E CORRENTE ELÉTRICA 

 Para um sistema trifásico como o ilustrado na Fig. 2, pode-se definir a tensão e a corrente 

elétrica como sendo os vetores 𝐯 e 𝐢, onde cada componente representa a tensão e a corrente 

instantânea em determinada fase com referência ao neutro, respectivamente. Os vetores tensão 

e corrente elétrica são definidos como vetores coluna: 

𝐯 = [𝑣𝑎𝑣𝑏𝑣𝑐]
𝑇[ V ] (3.1) 

𝐢 = [𝑖𝑎𝑖𝑏𝑖𝑐]
𝑇[ A ] (3.2) 

 

 

3.2 DECOMPOSIÇÃO DO VETOR CORRENTE ELÉTRICA  

 A corrente pode ser expressa como a soma de duas componentes ortogonais: uma 

componente na mesma direção e outra ortogonal à tensão. 

𝐢 = 𝐢𝑝 + 𝐢𝑞 [ A ] (3.3) 

 A componente na mesma direção da tensão é chamada de componente ativa da corrente 

𝐢𝑝 e a componente ortogonal é chamada de componente reativa da corrente 𝐢𝑞. Essas 

componentes são expressas por: 
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𝐢𝑝 =
𝐯 ∙ 𝐢

𝐯 ∙ 𝐯
𝐯 [ A ] (3.4) 

𝐢𝑞 =
𝐯 × 𝐢

𝐯 ∙ 𝐯
𝐯 [ A ] (3.5) 

 Como as componentes são ortogonais, podemos dizer que o módulo do vetor corrente 

elétrica pode ser expresso como a soma dos módulos das componentes ativa e reativa da 

corrente. 

|𝐢|𝟐 = |𝐢𝑝|
𝟐
+ |𝐢𝑞|

𝟐
 [ A ] (3.6) 

 A representação espacial do vetor tensão e do vetor corrente é mostrada na Fig. 7. Como 

são grandezas instantâneas, a representação mostrada corresponde à configuração em um 

determinado instante de tempo no sistema trifásico. Cada eixo da representação abaixo 

corresponde a cada fase do sistema elétrico estudado. 

 
Figura 7- Representação espacial dos vetores tensão e corrente elétrica.  

 

 

3.3 CONCEITOS VETORIAIS APLICADOS A SISTEMAS ELÉTRICOS DE 

POTÊNCIA 

 Utilizando a definição de tensão e corrente como grandezas vetoriais é possível definir 

potência instantânea, potência ativa, potência reativa e potência aparente. De forma similar às 

definições abordadas na subseção 2.2.2 e utilizando os conceitos matemáticos abordados para 

grandezas vetoriais na seção 2.3, é possível definir a potência instantânea como o produto 

escalar entre o vetor tensão e o vetor corrente elétrica, e assim 

𝑝(𝑡) =  𝐯 ∙ 𝐢 = 𝑣𝑎𝑖𝑎 + 𝑣𝑏𝑖𝑏 + 𝑣𝑐𝑖𝑐  [ W ]. (3.7) 

 Como definido na subseção 2.2.3, em um sistema trifásico equilibrado a potência ativa 

coincide com a potência instantânea, tem-se que a potência ativa pode ser representada em 

função das grandezas vetoriais.  

𝑃 =  𝐯 ∙ 𝐢  [ W ] (3.8) 



32 

 

 A potência reativa instantânea 𝐪(𝑡) é definida como sendo a parcela da potência 

ortogonal a potência ativa e pode ser expressa utilizando a definição de produto vetorial 

comentada na subseção 2.3.5. Portanto, define-se a potência reativa a partir do produto vetorial 

entre os vetores tensão e corrente elétrica. Sendo assim, a potência reativa agora é uma grandeza 

vetorial instantânea expressa de forma compacta por 𝐪. 

𝐪 = 𝐯 × 𝐢 [ VAR ] (3.9) 

 Portanto pode-se observar que a componente ativa da corrente tem uma estreita relação 

com a potência ativa e que a componente reativa da corrente tem uma estreita relação entre a 

potência reativa e podem ser expressas em termos de 𝑝(𝑡) e 𝐪. 

𝐢𝑝 =
𝑝(𝑡)

𝐯 ∙ 𝐯
𝐯 [ A ] 

𝐢𝑞 =
𝐪

𝐯 ∙ 𝐯
𝐯 [ A ] 

(3.10) 

 

 

3.4 ANÁLISE TENSORIAL DE SEGUNDA ORDEM 

 No estudo da mecânica dos meios contínuos é frequente o uso da análise tensorial para 

o estudo, por exemplo, de deformações. Este trabalho propõe uma analogia entre o uso da 

análise tensorial na mecânica dos meios contínuos e o estudo de sistema elétrico de potência, 

mais precisamente, o estudo do comportamento da potência elétrica instantânea. Para isso, será 

preciso representar algumas grandezas de um sistema elétrico de potência em grandezas 

tensoriais. Primeiramente define-se a potência instantânea como uma grandeza tensorial 

tomando como base um sistema elétrico trifásico conforme apresentado na Fig. 2. A potência 

elétrica instantânea é definida como o produto tensorial dos vetores tensão e corrente elétrica. 

Nesse caso, torna-se a potência instantânea uma grandeza tensorial e será chamada de tensor 

potência instantânea. De acordo com as definições de tensor e produto tensorial abordada na 

subseção 2.3.6, tem-se que o tensor potência elétrica é expresso por 

℘𝑖𝑗 = 𝐯 ⨂ 𝐢 = [
𝑣𝑎𝑖𝑎 𝑣𝑎𝑖𝑏 𝑣𝑎𝑖𝑐
𝑣𝑏𝑖𝑎 𝑣𝑏𝑖𝑏 𝑣𝑏𝑖𝑐
𝑣𝑐𝑖𝑎 𝑣𝑐𝑖𝑏 𝑣𝑐𝑖𝑐

] [ W ]. (3.11) 

 Sabe-se que um tensor de segunda ordem pode ser expresso como a soma de um tensor 

simétrico e um antissimétrico, sendo assim, pode-se escrever a Eq. (3.11) da seguinte forma 

℘𝑖𝑗 =
1

2
[℘𝑖𝑗 +℘𝑖𝑗

𝑇] +
1

2
[℘𝑖𝑗 −℘𝑖𝑗

𝑇] [ W ]. (3.12) 
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 A primeira parcela da soma corresponde ao tensor simétrico ℘𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚 e a segunda parcela 

corresponde ao tensor antissimétrico ℘𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡 e são expressos de acordo com as Eq. (3.13) e 

(3.14), respectivamente. 

℘𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚 = [

𝑣𝑎𝑖𝑎
1

2
[𝑣𝑎𝑖𝑏+𝑣𝑏𝑖𝑎]

1

2
[𝑣𝑎𝑖𝑐+𝑣𝑐𝑖𝑎]

1

2
[𝑣𝑏𝑖𝑎+𝑣𝑎𝑖𝑏] 𝑣𝑏𝑖𝑏

1

2
[𝑣𝑏𝑖𝑐+𝑣𝑐𝑖𝑏]

1

2
[𝑣𝑐𝑖𝑎+𝑣𝑎𝑖𝑐]

1

2
[𝑣𝑐𝑖𝑏+𝑣𝑏𝑖𝑐] 𝑣𝑐𝑖𝑐

] [ W ] (3.13) 

℘𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡 = [

0 1

2
[𝑣𝑎𝑖𝑏−𝑣𝑏𝑖𝑎]

1

2
[𝑣𝑎𝑖𝑐−𝑣𝑐𝑖𝑎]

1

2
[𝑣𝑏𝑖𝑎−𝑣𝑎𝑖𝑏] 0 1

2
[𝑣𝑏𝑖𝑐−𝑣𝑐𝑖𝑏]

1

2
[𝑣𝑐𝑖𝑎−𝑣𝑎𝑖𝑐]

1

2
[𝑣𝑐𝑖𝑏−𝑣𝑏𝑖𝑐] 0

] [ W ] (3.14) 

 Sendo assim, o tensor potência instantânea pode ser expresso como sendo a soma de sua 

parte simétrica com a antissimétrica de acordo com a Eq. (3.15). 

℘𝑖𝑗 = ℘𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚 +℘𝑖𝑗

𝑎𝑛𝑡 [ W ] (3.15) 

 Usando os conceitos definidos para tensores na seção 2.3 é possível estabelecer uma 

relação entre os conceitos vetoriais e a análise tensorial para o estudo de sistemas de potência. 

Observa-se que, no tensor simétrico, os elementos da diagonal correspondem às parcelas da 

potência ativa expressa na Eq. (3.7). Esses elementos são expressos em notação indicial como 

℘𝑖𝑖
𝑠𝑖𝑚. A operação matemática que relaciona esses termos é o traço, como definido na subseção 

2.3.7. Portanto, a relação entre o conceito vetorial e tensorial para potência ativa instantânea 

trifásica é expresso por 

𝑃 = 𝑡𝑟(℘𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚) = ℘11

𝑠𝑖𝑚 +℘22
𝑠𝑖𝑚 +℘33

𝑠𝑖𝑚 [ W ]. (3.16) 

 A definição da potência reativa instantânea a partir da análise tensorial proposta utiliza 

a relação apresentada na Eq. (2.36). Portanto, em notação indicial pode-se definir a potência 

reativa como sendo 

𝐪 = −
1

2
𝜀𝑖𝑗𝑘℘𝑗𝑘

𝑎𝑛𝑡𝐞𝑖 [ VAR ]. (3.17) 

 A análise matemática proposta pode ser expandida para um sistema de 𝑛 fases como o 

mostrado na Fig. 8.  
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Figura 8 - Representação de um sistema de n fases. 

  

Onde 𝑉𝑛 e 𝑖𝑛 são a tensão e a corrente na enésima fase respectivamente. Sendo assim, 

os vetores tensão e corrente elétrica para um sistema de 𝑛 fases são expressos em (3.18) e as 

definições, tanto na análise vetorial como na análise tensorial, são desenvolvidas tomando os 

vetores em ℝn (Salmerón, 2009). 

𝐯 = [𝑣1𝑣2𝑣3… 𝑣𝑛]
𝑇 [ V ]  

𝐢 = [𝑖1𝑖2𝑖3… 𝑖𝑛]
𝑇 [ A ] 

(3.18) 

 O tensor potência elétrica poderia ser representado substituindo os vetores para 𝑛 fases 

na Eq. (3.11) e representado de acordo com a Eq. (3.19). As definições para potência ativa e 

reativa se aplicariam normalmente para o tensor em (3.19). 

℘𝑖𝑗 = [

𝑢1𝑖1 𝑢1𝑖2 ⋯ 𝑢1𝑖𝑛
𝑢2𝑖1 𝑢2𝑖2 ⋯ 𝑢2𝑖𝑛
⋯
𝑢𝑛𝑖1

⋯
𝑢𝑛𝑖2

⋯
⋯

⋯
𝑢𝑛𝑖𝑛

] [ W ] (3.19) 

 

 

3.5 A INTERPRETAÇÃO DOS FENÔMENOS FÍSICOS A PARTIR DA ANÁLISE 

TENSORIAL 

  

 A interpretação geométrica do tensor potência instantânea corresponde a um elemento 

infinitesimal de volume e faz analogia com estudos na mecânica dos meios contínuos. Esse 

ramo da mecânica propõe um modelo de estudo unificado para sólidos deformáveis, sólidos 

rígidos e fluídos. O tensor de tensões e o tensor de deformações são assuntos abordados nesse 

âmbito da mecânica dos meios contínuos e serão utilizados para analogia neste trabalho. 
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 O tensor de tensão de Cauchy, ou apenas tensor tensão, é um tensor de segunda ordem 

que define o estado de tensão em um ponto no domínio de um material contínuo. O tensor de 

tensão é, portanto, expresso por 

𝝈 = [

𝜎11 𝜎12 𝜎13
𝜎21 𝜎22 𝜎23
𝜎31 𝜎32 𝜎33

]. (3.20) 

 Os índices 𝑖 e 𝑗 de cada componente 𝜎𝑖𝑗 do tensor tensão tem um significado em sua 

representação. O índice 𝑗 indica o plano no qual a componente da tensão atua, já o índice 𝑖 

indica a direção dessa componente. Por exemplo, considerando uma componente 𝜎12, tem-se 

que o plano que a componente da tensão está sendo aplicada é o plano normal à direção 

representada pelo vetor unitário 𝐞2. Para esse exemplo a componente da tensão está sendo 

aplicada na direção representada pelo vetor unitário 𝐞1. As componentes da tensão aplicadas na 

direção normal de cada plano são representadas por 𝜎𝑖𝑖. Essas componentes quando positivas 

são chamadas de tensões de tração e quando negativas são chamadas de tensões de compressão. 

As componentes 𝑖 ≠ 𝑗 do tensor tensão são chamadas de componentes tangenciais também 

chamadas de tensões de cisalhamento (Lai, 2010). A representação espacial das componentes 

do tensor tensão pode ser vista na Fig. 9. 

 

Figura 9 - Representação espacial do tensor tensão de Cauchy. 

 

O tensor de deformação possui características similares ao tensor de tensões, no entanto, 

suas componentes são deformações que serão aplicadas as faces do cubo respeitando a teoria 

dos índices aplicada no tensor de tensões.  

A representação do tensor potência instantânea nesse caso é válida apenas para sistemas 

trifásicos. A aplicação da analogia com a mecânica dos sólidos só é possível considerando um 
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elemento de volume cúbico assim como é considerado o tensor de deformação na mecânica dos 

meios contínuos. Esse volume é representado na Fig. 10. 

 

Figura 10 - Representação geométrica do tensor potência instantânea. 

  

As componentes do tensor potência instantânea atuarão na representação geométrica 

cúbica proposta, causando deformações. Estas medidas de desvio da forma são as ferramentas 

propostas neste trabalho para analisar e caracterizar as variações da potência instantânea. A 

Figura 10 mostra a interpretação proposta, em que o tensor ℘𝑖𝑗 representa o volume total de 

energia por unidade de tempo. Uma visualização geral dessa proposta pode ser observada na 

Fig. 11, onde um sistema trifásico é analisado tomando como base a forma do tensor potência 

instantânea. 

 

Figura 11 - Analise de um sistema elétrico tomando como base a forma geométrica do tensor 

potência instantânea. 
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 A correlação entre o comportamento da potência instantânea e a deformação no cubo 

será desenvolvida juntamente com a apresentação da teoria de deformação nas próximas seções. 

No capitulo será possível analisar as teorias abordadas com o auxílio de simulações.    

 

3.5.1 Estado de deformação 

 Quando são aplicadas forças a um corpo, este pode deformar-se, sendo possível estudar 

as características da deformação independentemente das forças que a originaram. As teorias 

acerca dessa área do estudo da deformação serão apresentas neste trabalho de acordo com a 

aplicabilidade na analogia proposta.  

 Considera-se um corpo sólido e contínuo sujeito a uma deformação que o faz passar de 

um estado inicial 𝑃 para um estado final 𝑃’ conforme pode ser visto na Fig. 12. 

 

Figura 12 - Corpo sujeito a uma deformação. 

 

 Para essa mudança de estado, o vetor deslocamento 𝐮 tem componentes (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3). De 

acordo com a Fig. 12, o novo vetor posição do ponto 𝑃’ pode ser obtido pela soma vetorial do 

vetor posição inicial 𝐱 com o vetor deslocamento 𝐮. Em notação indicial, tem-se que 

𝑥𝑖
′ = 𝑥𝑖 + 𝑢𝑖 . (3.21) 

 Cada uma das componentes do vetor deslocamento 𝐮 depende da posição do ponto 𝑃, 

sendo assim: 

𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

𝑢3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
 

 

(3.22) 
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 Portanto, em notação indicial, considera-se que as componentes do deslocamento 𝑢𝑖 são 

funções lineares das coordenadas 𝑥𝑗 do ponto 𝑃. Desenvolvendo cada uma das componentes 

em série de Taylor (Sokolnikoff, 1946), tem-se que 

𝑢𝑖 = 𝑢𝑖0 + (
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
)
0

𝑥𝑗  . (3.23) 

 Nesta expressão 𝑢𝑖0 e  
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
  são constantes de acordo com a linearidade entre 𝑢𝑖 e 𝑥𝑗. O 

fato de esta relação ser linear implica que na vizinhança infinitesimal de um ponto, todos os 

pontos apresentam a mesma deformação, tratando-se, portanto de uma deformação homogênea 

(Sokolnikoff, 1946; SAADA, 1974). Substituindo a Eq. (3.23) na Eq. (3.21), tem-se que 

𝑥′𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝑢𝑖0 + (
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗
)
0

𝑥𝑗 .  (3.24) 

 Essa expressão caracteriza uma transformação afim. Uma vez que a deformação não dá 

origem à sobreposição de matéria, nem ao aparecimento de vazios, tem de existir uma 

correspondência única entre os pontos do corpo no estado inicial e no estado final. A 

transformação apresenta as seguintes propriedades: planos transformam-se em planos; retas 

transformam-se em retas; planos paralelos transformam-se em planos paralelos e retas paralelas 

transformam-se em retas paralelas. Essas características podem ser visualizadas na Fig. 13 

(Sokolnikoff, 1946). 

 

Figura 13 - Transformação afim de um cubo. 

 

 Considerando o tensor transformação 𝑒𝑖𝑗 =
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
 e decompondo esse tensor em uma 

componente simétrica 𝑒𝑖𝑗
𝑠𝑦𝑚 e outra antissimétrica 𝑒𝑖𝑗

𝑎𝑛𝑡, a Eq. (3.24) pode ser reescrita como 

 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖0 + 𝑒𝑖𝑗
𝑠𝑦𝑚𝑥𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝑎𝑛𝑡𝑥𝑗 . (3.25) 
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 O vetor deslocamento é composto por três termos como observado na Eq. (3.25): 𝐮𝑻, 

𝐮𝑹 e 𝐮𝑫. O termo 𝐮𝑻 = 𝐮𝟎 representa uma translação que é interpretada como o deslocamento 

da origem do sistema de referência. O termo 𝐮𝑹 = 𝑒𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡𝐱 representa uma rotação e 𝐮𝑫 =

𝑒𝑖𝑗
𝑠𝑦𝑚𝐱 uma deformação pura. Sendo assim, o vetor deslocamento pode ser escrito como uma 

soma de uma translação, de uma rotação e de uma deformação pura (Sokolnikoff, 1946). 

𝐮 = 𝐮𝑻 + 𝐮𝑹 + 𝐮𝑫 (3.26) 

 O estudo do estado de deformação no entanto fornece mais informações quando se 

analisa os fenômenos separadamente, sendo essa a maneira abordada nesse trabalho. Considera-

se que a origem é fixa e então o termo de translação da Eq. (3.26) se anula restando apenas os 

termos de rotação e deformação pura. 

 

3.5.2 Rotação 

  De acordo com a Eq. (3.26): 

𝐮𝑹 = 𝑒𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡𝐱 = [

0 −𝑒21
𝑎𝑛𝑡 𝑒13

𝑎𝑛𝑡

𝑒21
𝑎𝑛𝑡 0 −𝑒32

𝑎𝑛𝑡

−𝑒13
𝑎𝑛𝑡 𝑒32

𝑎𝑛𝑡 0

] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] 

𝐮𝑹 = [

𝑒13
𝑎𝑛𝑡𝑥3 − 𝑒21

𝑎𝑛𝑡𝑥2
𝑒21

𝑎𝑛𝑡𝑥1 − 𝑒32
𝑎𝑛𝑡𝑥3

𝑒32
𝑎𝑛𝑡𝑥2 − 𝑒13

𝑎𝑛𝑡𝑥1

] 

(3.27) 

 Conforme mencionado na subseção 2.3.8, o tensor antissimétrico possui um vetor dual 

relacionado com as suas três componentes independentes. Sendo 𝐰 o vetor dual do tensor 

antissimétrico 𝑒𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡, tem–se que 

𝐰 = −
1

2
𝜀𝑖𝑗𝑘𝑒𝑖𝑗

𝑎𝑛𝑡𝐞𝑘 = (𝑒32
𝑎𝑛𝑡, 𝑒13

𝑎𝑛𝑡, 𝑒21
𝑎𝑛𝑡). (3.28) 

 Realizando o produto vetorial entre o vetor 𝐰 e o vetor posição 𝐱 do ponto 𝑃 conclui-

se que o vetor resultante desse produto é exatamente o vetor deslocamento rotacional 

𝐮𝑹 (Sokolnikoff, 1946). Observa-se essa conclusão no desenvolvimento abaixo. 

𝐰× 𝐱 = |

𝐞𝟏 𝐞𝟐 𝐞𝟑
w1 w2 w3
x1 x2 x3

| = [

𝑒13
𝑎𝑛𝑡𝑥3 − 𝑒21

𝑎𝑛𝑡𝑥2
𝑒21

𝑎𝑛𝑡𝑥1 − 𝑒32
𝑎𝑛𝑡𝑥3

𝑒32
𝑎𝑛𝑡𝑥2 − 𝑒13

𝑎𝑛𝑡𝑥1

] (3.29) 

 De acordo com a definição para produto vetorial apresentada na subseção 2.3.5 pode-se 

reescrever o vetor 𝐮𝑹 conforme apresentado a seguir. 

𝐮𝑹 =  𝐰 × 𝐱 = |𝐰||𝐱|𝑠𝑒𝑛 (𝛼) 𝐧𝒘𝒙 (3.30) 



40 

 

 Onde 𝛼 é o ângulo entre os vetores  𝐰 e 𝐱, e 𝐧𝒘𝒙 é o vetor unitário normal ao plano 

(𝐰, 𝐱).  

 Analisando a Eq. (3.30) verifica-se que na origem o vetor 𝐮𝑹 é nulo assim como em 

todos os pontos situados sobre as retas paralelas ao vetor 𝐰 que passam pela origem. De acordo 

com essa conclusão, observa-se que o vetor  𝐰 representa o eixo de rotação pois é o lugar 

geométrico dos pontos que apresentam a componente rotacional nula.  

 

Figura 14 - Representação geométrica do deslocamento devido à rotação. 

 

 De acordo com a Fig. 14 pode-se observar que o ângulo de rotação 𝑤 do ponto X é 

𝑤 ≅ tg 𝑤 =  
|𝐮𝑹|

𝑋𝑋′̅̅ ̅̅ ̅
=

|𝐮𝑹|

|𝐱|𝑠𝑒𝑛 𝛼
  [ 𝑟𝑎𝑑 ]. (3.31) 

 Sendo 𝑤 muito pequeno pode-se fazer a aproximação 𝑤 = tg 𝑤 . Substituindo a Eq. 

(3.30) na Eq. (3.31) tem-se que 

𝑤 = 
|𝐰||𝐱|𝑠𝑒𝑛 𝛼

|𝐱|𝑠𝑒𝑛 𝛼
= |𝐰| [ 𝑟𝑎𝑑 ]. (3.32) 

 Conclui-se que o ângulo de rotação é aproximadamente igual ao módulo do vetor que 

representa o eixo de rotação. No estudo proposto observa-se que o tensor analisado é o tensor 

potência instantânea ℘𝑖𝑗. A componente antissimétrica desse tensor ℘𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡 tem como vetor 

dual o vetor potência reativa 𝐪 conforme apresentado na subseção 3.4. Observando a teoria 

apresentada para análise de deformação rotacional, conclui-se que o vetor 𝐪 é o eixo de rotação 

do elemento infinitesimal em estudo e seu módulo indica aproximadamente o ângulo de rotação 

observado. 
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3.5.3 Deformação pura 

 A deformação pura é caracterizada pelo tensor simétrico 𝑒𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚 e sua representação 

matricial é 

𝑒𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚 = [

𝑒11
𝑠𝑖𝑚 𝑒12

𝑠𝑖𝑚 𝑒13
𝑠𝑖𝑚

𝑒12
𝑠𝑖𝑚 𝑒22

𝑠𝑖𝑚 𝑒23
𝑠𝑖𝑚

𝑒13
𝑠𝑖𝑚 𝑒23

𝑠𝑖𝑚 𝑒33
𝑠𝑖𝑚

]. (3.33) 

 A análise da deformação pura é analisada em duas partes separadamente para facilitar a 

visualização dos resultados. A primeira parte observa os elementos da diagonal principal do 

tensor simétrico 𝑒𝑖𝑗
𝑠𝑖𝑚, ou seja, 𝑖 = 𝑗, e é conhecida como estudo da extensão do elemento 

infinitesimal. Estes elementos serão os responsáveis pela alteração do volume sem alterar a 

forma do elemento em estudo. A segunda parte observa os elementos fora da diagonal principal, 

ou seja, 𝑖 ≠ 𝑗, e é conhecida como estudo da distorção do elemento infinitesimal. Esses 

elementos não alteram o comprimento das arestas do elemento, altera apenas o ângulo, sendo 

assim, alteram a forma do elemento sem alterar o volume. 

 Diferentemente do estudo da rotação, o estudo das deformações puras é mais bem 

entendido quando se analisa cada face do cubo apresentado na Fig. 9. Na Figura 15 tem-se uma 

face do cubo relativa ao plano (𝑥, 𝑦). O tracejado indica uma alteração no comprimento da face 

na direção do eixo 𝑥 devido à deformação provocada pela componente do tensor simétrico 

𝑒11
𝑠𝑖𝑚. Indica exatamente uma deformação de extensão provocada por uma componente 𝑖 = 𝑗 

do tensor simétrico. Para o comportamento das outras componentes 𝑒11
𝑠𝑖𝑚 e 𝑒22

𝑠𝑖𝑚 basta fazer 

uma alteração dos índices respeitando a alteração das faces na qual cada componente se aplica. 

 

Figura 15 - Face do cubo sujeita a uma deformação de extensão. 

 

 No livro do professor Francisco Correia de Araújo, “Elasticidade e Plasticidade”, 

encontra-se o desenvolvimento que relaciona as componentes 𝑖 = 𝑗  do tensor simétrico com a 
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alteração volumétrica do cubo. O desenvolvimento parte do princípio que o volume 𝑑𝑉 é 

calculado pela multiplicação das arestas do cubo, ou seja, 𝑑𝑉 = 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧. Após algumas 

considerações, Correia de Araújo (1961) conclui que a variação de volume por unidade de 

volume, ou deformação volumétrica, é calculada por 

∆𝑑𝑉

𝑑𝑉
= 𝑒11

𝑠𝑖𝑚 + 𝑒22
𝑠𝑖𝑚 + 𝑒33

𝑠𝑖𝑚. (3.34) 

 Retomando a componente de deformação pura 𝐮𝑫 = 𝑒𝑖𝑗
𝑠𝑦𝑚𝐱 da Eq. (3.26), pode-se 

observar os efeitos de formas separadas e mais detalhadas. Neste trabalho será abordada essa 

análise para uma melhor interpretação dos resultados.   

 No estudo proposto a componente simétrica do tensor potência instantânea 

℘𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡  apresentada na Eq. (3.14) possui como componentes da diagonal principal as 

componentes 𝑣𝑎𝑖𝑎, 𝑣𝑏𝑖𝑏 e 𝑣𝑐𝑖𝑐 que correspondem diretamente as componentes da potência ativa 

definida na seção 3.5. Substituindo os elementos da coluna principal do tensor ℘𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡  na Eq. 

(3.34) conclui-se que a variação volumétrica do elemento em estudo se relaciona com a potência 

ativa de acordo com equação abaixo. 

∆𝑑𝑉

𝑑𝑉
= 𝑣𝑎𝑖𝑎 + 𝑣𝑏𝑖𝑏 + 𝑣𝑐𝑖𝑐 = 𝑃 (3.35) 

 Observando agora os elementos fora da diagonal principal, tem-se que eles implicam 

em uma alteração da forma das faces sem alterar os comprimentos. A mesma face analisada na 

extensão será agora submetida apenas às componentes fora da diagonal principal. Observando 

as componentes  𝑒12 e 𝑒21 do tensor deformação, tem-se que a face na qual as deformações 

ocorrem é a face do plano (𝑥, 𝑦). A primeira componente indica uma deformação na face com 

relação ao eixo 𝑥 e a segunda componente uma deformação com relação ao eixo 𝑦. A Figura 

16 mostra a ocorrência dessas duas deformações.  

 

Figura 16 - Distorção entre os eixos x e y. 

 

 Desenvolvendo agora o elemento  𝑒12
𝑠𝑦𝑚 tem-se que 
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𝑒12
𝑠𝑦𝑚 =

1

2
(𝑒12 + 𝑒21). (3.36) 

 Nota-se que os valores dentro dos parênteses correspondem exatamente aos ângulos de 

distorção da face 𝜃1 e 𝜃2. 

𝑒12
𝑠𝑦𝑚 =

1

2
(𝜃1 + 𝜃2) (3.37) 

 O valor da soma desses ângulos representam uma diminuição do ângulo entre os 

semieixos 𝑥 e 𝑦 e é chamado de distorção entre x e y. Essa distorção é representada por 𝛾12. De 

acordo com a Eq. (3.36), observa-se que a distorção se relaciona com as componentes 𝑖 ≠ 𝑗 do 

tensor simétrico de acordo com a Eq. (3.37). As demais distorções 𝛾13 e 𝛾23 são obtidas de 

forma análoga ao desenvolvimento proposto para a distorção 𝛾12 (Shames, 2000). 

𝛾12 = 𝜃1 + 𝜃2 = 2𝑒12
𝑠𝑦𝑚 (3.38) 

 

Figura 17 - Diminuição do ângulo entre os semieixos positivos x e y. 

  

 Observando a componente simétrica do tensor potência instantânea, nota-se que as 

componentes 𝑖 ≠ 𝑗 do tensor 𝑒𝑖𝑗
𝑠𝑦𝑚 não possuem relação com a teoria proposta nesse estudo. 

Sendo assim, a aplicação dessa teoria nas simulações propostas no próximo capítulo se limitará 

a analisar o comportamento das componentes de rotação e de deformação pura de extensão. 

 Observando a Eq. (3.26), tem-se que o vetor de deslocamento 𝐮 pode ser apresentado 

em termos do tensor potência instantânea ℘𝑖𝑗 definido na seção 3.4 como 

𝑢𝑖 = ℘𝑖𝑗
𝑠𝑦𝑚𝑥𝑗⏟      

𝐷𝑒𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎çã𝑜
𝑃𝑢𝑟𝑎

+℘𝑖𝑗
𝑎𝑛𝑡𝑥𝑗⏟    

𝑅𝑜𝑡𝑎çã𝑜

 . 
(3.39) 

 Os conceitos necessários para a analogia proposta foram apresentados e serão aplicados 

nas simulações propostas no próximo capítulo.  
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4 SIMULAÇÕES E ANÁLISE DE RESULTADOS 

  

 Após apresentadas todas as teorias que serão usadas nesse trabalho já pode ser possível 

analisa-las e observar o modelo em simulações de eventos práticos. Este capítulo apresentará 

simulações de circuitos elétricos e das visualizações do modelo proposto. O ambiente para 

simulação utilizado foi o software MATLAB. As simulações dos circuitos e visualização do 

modelo proposto serão apresentadas e analisadas individualmente. 

 Observando o trabalho de Ustariz (2009), propõe-se implementar os três circuitos 

elétricos presentes em seu trabalho: resistivo equilibrado, resistivo-indutivo equilibrado e 

resistivo desequilibrado. Os códigos utilizados para as simulações se encontram no Apêndice 

A. 

  

 

4.1 CIRCUITO RESISTIVO EQUILIBRADO 

 O circuito resistivo equilibrado mostrado na Fig. 18 é um circuito trifásico conforme 

apresentado na seção 2.2.   

 
Figura 18 - Circuito resistivo equilibrado. 

 

 Onde RL é a impedância da linha e RC é a impedância da carga. Observando os valores 

do circuito é possível apresentar os seguintes dados técnicos do circuito de prova. 

 

Tabela 1 - Dados do circuito resistivo equilibrado. 

𝑉 (𝑅𝑀𝑆) [ V ] 220 

RL [ Ω ] 0.0659  

RC [ Ω ] 1,32 
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𝑓 [Hz] 60 

𝜔 [𝑟𝑎𝑑 𝑠⁄ ] 376.9911 

  

 A análise dos resultados foi observada em três pontos 𝑡(𝑖) distintos dentro do domínio 

de tempo estabelecido. Esses três pontos são: 𝑡(167) = 0,0028𝑠, 𝑡(541) = 0,009 e 𝑡(852) =

0,0142. A escolha dos pontos foi de acordo com os resultados obtidos para circuito 

desequilibrado que será apresentado na seção 4.3 e coincide com os pontos observados no 

trabalho de Ustariz (2009).  

 A Figura 19 mostra os resultados obtidos para os três pontos de análise e para os três 

tipos de deformação. O pontilhado em azul representa o cubo de referência sem nenhuma 

deformação.  

 

Figura 19 - Resultado para simulação do circuito resistivo equilibrado. 
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 Nota-se que a primeira linha representa as deformações de extensão e que a deformação 

ocorre alterando o volume do cubo sem alterar nem a forma nem a posição dele. A visualização 

por face para a deformação de extensão é capaz de fornecer maiores informações. A Figura 20 

mostra as faces desse cubo nos mesmos instantes de tempo. É possível observar que em 

diferentes instantes de tempo, ocorre uma variação na deformação por fase. Esse resultado é 

coerente ao fato que a cada passo do tempo os valores de tensão e de corrente por fase variam, 

como consequência a deformação por fase também varia. No entanto sabe-se que a deformação 

de extensão está diretamente ligada a potência ativa do sistema de acordo com a definição de 

deformação volumétrica representada pela Eq. (3.35). Observando o gráfico da Fig. 19 e as 

teorias de circuitos elétricos, sabe-se que a potência ativa do sistema resistivo equilibrado é 

constante e diferente de zero. Sendo assim conclui-se que há uma deformação volumétrica e 

que ela é constante. O fato de a deformação volumétrica ser constante não implica que as 

dimensões do cubo sejam constantes, mas sim o volume. A Figura 20 mostra que, embora as 

faces mudem de dimensões, o volume permanece constante. A importância da observação por 

face será mais significativa quando analisarmos os resultados para o circuito desequilibrado na 

seção 4.3.  

 

Figura 20 - Visões das faces do cubo em deformação de extensão. 
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 Retomando a Fig. 19, observa-se que não há deformação de rotação do cubo. Esse 

resultado é esperado e coerente com o apresentado na Eq. (3.32). O circuito possui potência 

reativa constante igual a zero por ser um circuito equilibrado e resistivo portanto o ângulo de 

rotação também é zero. A deformação de distorção também é mostrada na Fig. 19, porém esse 

trabalho não relaciona conceitos físicos a essa deformação.  

 

4.2 CIRCUITO EQUILIBRADO RESISTIVO E INDUTIVO 

 O primeiro circuito de prova tinha potências ativa e reativa constante, porém a potência 

reativa era nula implicando uma ausência de deformação de rotação. Para observar a rotação 

escolhe-se um circuito resistivo indutivo RL equilibrado, no qual deverá aparecer uma potência 

reativa constante diferente de zero. O circuito é apresentado na Fig.  21. 

  
Figura 21 - Circuito RL equilibrado. 

 

 Observando os valores do circuito é possível apresentar os seguintes dados técnicos do 

circuito de prova. 

 

Tabela 2 - Dados do circuito RL equilibrado. 

𝑉 (𝑀𝐴𝑋) [ V ] 220 

RL [ Ω ] 0.0659 

RC [ Ω ] 0.65 + j0.59 

𝑓 [Hz] 60 

𝜔 [𝑟𝑎𝑑 𝑠⁄ ] 376.9911 

𝜃 [𝑟𝑎𝑑] 0,6893 
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 A análise dos resultados será realizada de acordo com a análise na seção 4.1. Após 

utilizar os dados desse circuito no código de simulação, obtém-se os seguintes resultados. A 

Figura 22 mostra os resultados obtidos para os três pontos de análise e para os três tipos de 

deformação. 

  
Figura 22 - Resultado para simulação do circuito RL equilibrado. 

  

 De maneira semelhante ao obtido no circuito anterior, o cubo sofre deformação de 

extensão devido a existência de potência ativa.  O volume do cubo inicial portanto é alterado, 

porém permanece constante pois a potência ativa do sistema é constante. A visualização por 

face da deformação por extensão é apresentada na Fig. 23.  
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Figura 23 - Visões das faces do cubo em deformação de extensão: circuito RL. 

 

 Observando novamente a Fig. 22, percebe-se que o cubo sofre uma deformação de 

rotação. A rotação do cubo é exatamente a mesma em todos os três pontos analisados indicando 

que o ângulo de rotação é constante. Esse resultado foi observado devido o módulo da potência 

reativa ser constante em um circuito equilibrado RL.  

 

 

4.3 CIRCUITO RESISTIVO DESEQUILIBRADO 

 

 Os circuitos de prova anteriores tinham como característica comum o valor constante 

das potências ativa e reativa sendo que, em situações práticas, isso raramente ocorre. Para 

observar o comportamento do modelo em uma situação em que as potências não possuam 

valores constantes, propõe-se um circuito de prova com carga desequilibrada como mostrado 

na Fig. 24. 
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Figura 24 - Circuito resistivo desequilibrado. 

 

 O circuito apresentado fornece os seguintes dados técnicos: 

 

Tabela 3 - Dados do circuito resistivo desequilibrado. 

𝑉1 (𝑀𝐴𝑋) [ V ] 220 

𝜙1 [ ° ] 0 

𝑉2 (𝑀𝐴𝑋) [ V ] 220 

𝜙2 [ ° ] -120 

RL [ Ω ] 0.0659  

RC [ Ω ] 1,32 

𝑓 [Hz] 60 

𝜔 [𝑟𝑎𝑑 𝑠⁄ ] 376.9911 

  

 Após utilizar os dados desse circuito no código de simulação, obtêm-se os seguintes 

resultados. 
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Figura 25 - Resultado para simulação do circuito desequilibrado. 

 

 O circuito agora simulado tem como característica principal a inconstância das potências 

ativa e reativa. Esse fato ocorre devido ao desequilíbrio da carga. No desenvolvimento 

apresentado nas Eqs. (2.23) e (2.24) o módulo das correntes não serão os mesmos em todas as 

fases. Sendo assim, quando se efetua a soma das potências em cada fase, a potência não será 

independente do tempo, pois as funções seno não se anularão.  

 De maneira semelhante ao obtido no circuito anterior, o cubo sofre deformação de 

extensão devido à existência de potência ativa.  O volume do cubo inicial, portanto é alterado e 

não permanece constante, pois a potência ativa do sistema é variável. A visualização por face 

da deformação por extensão é apresentada na Fig. 26.  
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Figura 26 - Visões das faces do cubo em deformação de extensão: circuito desequilibrado. 

 

 Uma informação importante observada na Fig. 26 é que não há deformação com relação 

a fase C. Esse resultado está de acordo com o esperado pois, no circuito analisado, não há 

corrente nessa fase. Comparando as imagens da primeira coluna, referente (𝑡 = 0,0028) com 

as imagens da última coluna (𝑡 = 0,0142), observa-se que na primeira tem-se deformação tanto 

com relação à fase A quanto com à fase B, porém na última tem-se apenas deformação com 

relação à fase A. Essa observação permite concluir visualmente que existiu uma mudança no 

volume do cubo entre os tempos analisados. Observa-se também que a deformação de extensão 

máxima ocorreu quando a potência ativa foi máxima. Resultado de acordo com a Eq. (3.35) que 

relaciona o volume do cubo com a potência ativa. 

 Analisando a deformação de rotação detalhadamente na Fig. 25, observa-se que o 

ângulo de rotação do cubo não foi constante no domínio do tempo, resultado coerente com 

apresentado na Eq. (3.32). Ainda de acordo com a Eq. (3.32), espera-se que o ângulo de rotação 

seja nulo quando a potência reativa for nula. O valor mínimo da potência reativa na simulação 

proposta não é nulo, porém é próximo a zero e nesse ponto a rotação do cubo foi praticamente 

imperceptível. 
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5 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 

  

 Neste trabalho foi estudado o comportamento da potência elétrica instantânea utilizando 

análise tensorial. Os resultados obtidos foram coerentes com as teorias estudadas e próximos 

aos resultados encontrados em trabalhos sobre o assunto. A proposta de fundamentar essa 

ferramenta recente foi de extrema importância para a utilização dessa teoria em trabalhos 

futuros.  

 Diferentemente do encontrado nos trabalhos relacionados a esse assunto, propôs-se a 

utilização direta dos conceitos existentes no estudo da deformação. Com essa aplicação foi 

possível observar mais detalhadamente o comportamento da potência elétrica. Enquanto nos 

trabalhos pesquisados o volume e a forma do cubo permaneciam constantes quando a potência 

ativa do sistema era constante, no trabalho proposto apenas o volume permaneceu constante 

enquanto o cubo se deformava indicando a contribuição de cada fase. A visualização do modelo 

por face aplicada nesse trabalho também é um dos recursos utilizados no estudo de deformações 

na mecânica dos meios contínuos.  

 Após o estudo detalhado das teorias envolvidas e do entendimento do funcionamento 

do modelo é possível projetar algumas linhas de estudo para dar continuidade ao iniciado com 

este trabalho. Um importante passo pode ser dado estudando o comportamento do modelo em 

sistemas não lineares. A alteração na forma da onda da tensão elétrica pode influenciar na 

deformação do cubo indicando algum padrão. Outra proposta é o estudo detalhado do ângulo 

de rotação do cubo para a identificação de mudanças na potência reativa. Essa identificação 

pode ser aplicada para segmentação de um sinal elétrico afim de indicar o momento exato da 

ocorrência. Essas propostas em conjunto tornariam o modelo capaz de ser aplicado para análise 

de fenômenos de qualidade de energia em um sistema elétrico de potência. 

 A construção do modelo permitiu a comunicação entre diversas áreas do conhecimento 

e principalmente entre as áreas estudadas no curso Engenharia de Energia da Universidade de 

Brasília. Foi possível aprofundar os conhecimentos obtidos nos cursos de álgebra linear, 

mecânica dos sólidos e nos cursos de análise de circuitos elétricos. Notou-se que seria de grande 

importância, para a formação de um engenheiro de energia, a inclusão de uma disciplina 

específica do tronco comum na área de cálculo tensorial.  
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APÊNDICE A 

 CIRCUITO RESISTIVO EQUILIBRADO 

 O código utilizado para simulação dos circuitos de prova foi dividido em duas partes: 

PARTE 1 e PARTE 2. A PARTE 1 do código usado na simulação define os parâmetros técnicos 

como tensão, frequência e impedâncias. Essa parte do código é a única que se diferencia para 

os demais circuitos de prova utilizados. Como o circuito é equilibrado, observa-se que as 

impedâncias de linha são iguais e que os valores das correntes em RMS também serão iguais. 

Abaixo segue a parte do código na qual são introduzidos os dados do circuito. 

%INÍCIO PARTE 1:  

n=1000; %Número de pontos. 

tend=0.0167;  %Limite para o valor de t.[s] 

t=linspace(0,tend,n); %Vetor tempo entre 0 e 0,0167 com n pontos 

incluindo os extremos. [s] 

f=60; %Frequência do Sistema. [Hz] 

w=2*pi*f;  %Frequência angular. [rad/s] 

Vmax=220; %Tensão máxima. [V] 

Vrms=220/sqrt(2); %Tensão em RMS. [V] 

za=((65.9/1000)+0.65)+0i; %Impedância complexa da fase A. [Ohm] 

zb=za; %[Ohm] 

zc=za; %[Ohm] 

IrmsA=Vrms/abs(za); %Corrente em RMS na fase A. [A] 

ImaxA=IrmsA*sqrt(2); %Corrente Máxima na fase A. [A] 

ImaxB=ImaxA %[A] 

ImaxC=ImaxA %[A] 

theta=angle(za) %[rad] 

 

 Observa-se que para a simulação escolheu-se mil pontos linearmente espaçados entre os 

tempos de 0 e 0,0167 segundos, aproximadamente um período.  

 Ainda na PARTE 1 do código foram realizados os cálculos referentes as tensões e 

correntes em cada fase no domínio do tempo. 

for i=1:n  

%FASE A:  

va(i)=Vmax.*sin(w.*t(i)); %Tensão na fase A. 

ia(i)=ImaxA.*sin(w.*t(i)-theta); %Corrente na fase A. 

  

%FASE B:  

vb(i)=Vmax.*sin(w.*t(i)-((120/180)*pi)); %Tensão na fase B. Fase 

em rad. 

ib(i)=ImaxB.*sin(w.*t(i) - theta -((120/180)*pi)); %Corrente na fase B. 

  

%FASE C:  

vc(i)=Vmax.*sin(w.*t(i)+((120/180)*pi)); %Tensão na fase C. 

ic(i)=ImaxC.*sin(w.*t(i) - theta +((120/180)*pi)); %Corrente na fase C. 

  

P(i)=3.*Vrms.*IrmsA.*cos(theta); %Potência Ativa. 

Q(i)=3.*Vrms.*IrmsA.*sin(theta); %Potência Reativa. 

End  

  

%FIM PARTE 1.  
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 Com os valores das tensões e correntes é possível calcular as potências ativa 𝑃 e reativa 

𝑄 do sistema como mostrado na Fig. 27. 

 
Figura 27 - Potência ativa e reativa do circuito resistivo equilibrado. 

 

 É possível também construir o tensor potência instantânea ℘𝑖𝑗 mostrado na Eq. (3.11). 

Observa-se que a cada instante de 𝑡 tem-se um tensor potência instantânea diferente pois os 

valores de 𝑣𝑎, 𝑣𝑏, 𝑣𝑐, 𝑖𝑎, 𝑖𝑏 e 𝑖𝑐 mudam de acordo com o tempo. Dar-se início então a PARTE 

2 do código. Essa parte possui os equacionamentos e ferramentas necessários para visualização 

do modelo proposto. O tensor potência instantânea é representado pela matriz 𝐄. 

%INÍCIO PARTE 2:  

e11=va.*ia; %componente ℘11. 
e12=va.*ib; %componente ℘12. 
e13=va.*ic; %componente ℘13. 
   

e21=vb.*ia; %componente ℘21. 
e22=vb.*ib; %componente ℘22. 
e23=vb.*ic; %componente ℘23. 
   

e31=vc.*ia; %componente ℘31. 
e32=vc.*ib; %componente ℘32. 
e33=vc.*ic; %componente ℘33. 

 

      Após a simulação do circuito e observação do comportamento da potência graficamente, 

pode-se iniciar a implementação do modelo para visualização utilizando os conceitos 

apresentados na seção 3.5 deste trabalho. Inicialmente define-se o cubo como elemento de 

volume infinitesimal a partir dos seus oito vértices. E para visualização plota-se os doze 

seguimentos de reta que ligam vértices dois a dois. Esse elemento mostrado na Fig. 28 será 

utilizado como elemento de referência para o estudo da deformação e sobre ele serão aplicadas 

as deformações de acordo com o apresentado na seção 3.5. Para o modelo proposto, o cubo tem 

centro coincidente com a origem do sistema e arestas iguais a 2 unidades de medida. 
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Figura 28 - Elemento de volume infinitesimal. 

  

 Conforme apresentado na seção 3.5, o tensor deformação é dividido em duas 

componentes, uma simétrica e outra antissimétrica. A componente simétrica por sua vez 

também é analisada em duas partes, componentes 𝑖 = 𝑗 e componentes 𝑖 ≠ 𝑗. Considerando 

essa definiu-se os tensores para qualquer ponto i. 

%Tensor potência elétrica: 

Et=[e11(i) e12(i) e13(i); 

e21(i) e22(i) e23(i); 

e31(i) e32(i) e33(i)]; 

%Tensor potência elétrica instantânea ℘𝑖𝑗. 

E=Et/norm(Et);  

  

%Rotação:  

w32=(E(3,2)-E(2,3))/2;  %℘𝑎𝑛𝑡32. 
w13=(E(1,3)-E(3,1))/2; %℘𝑎𝑛𝑡13. 
w21=(E(2,1)-E(1,2))/2; %℘𝑎𝑛𝑡21. 
 

W=[0 -w21 w13; 

w21 0 -w32; 

-w13 w32 0]; 

%Tensor antissimétrico  

      

%Extensão:  

D=[E(1,1) 0 0; 

0 E(2,2) 0; 

0 0 E(3,3)]; 

%Tensor simétrico ℘𝑠𝑖𝑚𝑖𝑗 para i=j. 

   

%Distorção:  

D2(1,2)=1/2*(E(1,2)+E(2,1)); %℘𝑠𝑖𝑚12. 
D2(1,3)=1/2*(E(1,3)+E(3,1)); %℘𝑠𝑖𝑚13. 
D2(2,3)=1/2*(E(2,3)+E(3,2)); %℘𝑠𝑖𝑚23. 
D2=[0 D2(1,2) D2(1,3); 

D2(1,2) 0 D2(2,3); 

D2(1,3) D2(2,3) 0]; 

%Tensor simétrico ℘𝑠𝑖𝑚𝑖𝑗 para i≠j. 

 

 Como o cubo possui oito vértices, os vetores deslocamento de cada vértice serão 

calculados separadamente. Em seguida, de acordo com a Eq. (3.21), calcula-se o novo vetor 

posição do vértice. 

%Coordenadas dos 8 vértices  
x=[1 -1 -1 1 1 -1 -1 1];  %Coordenadas x dos  vértices. 
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y=[1 1 -1 -1 1 1 -1 -1]; %Coordenadas y dos  vértices. 

z=[1 1 1 1 -1 -1 -1 -1]; %Coordenadas z dos  vértices. 

  

xR=x;yR=y;zR=z; %Pontos sujeitos a Rotação.  

xD1=x;yD1=y;zD1=z; %Pontos sujeitos a Extensão. 

xD2=x;yD2=y;zD2=z; %Pontos sujeitos a Distorção. 

  

for j=1:8 %Aplicar deformação nos 8 vértices. 

%Extensão:     

pD1=[xD1(j) yD1(j) zD1(j)]; %Ponto do vértice j. 

uD1=D*pD1'; %Vetor deslocamento de extensão. 

xD1(j)=xD1(j)+uD1(1); %Nova coordenada x do  ponto j. 

yD1(j)=yD1(j)+uD1(2); %Nova coordenada y do  ponto j. 

zD1(j)=zD1(j)+uD1(3); %Nova coordenada z do  ponto j. 

   

%Rotação:  

pR=[xR(j) yR(j) zR(j)]; %Ponto do vértice j. 

uR=W*pR'; %Vetor deslocamento de rotação. 

xR(j)=x(j)+uR(1); %Nova coordenada x do  ponto j. 

yR(j)=y(j)+uR(2); %Nova coordenada y do  ponto j. 

zR(j)=z(j)+uR(3); %Nova coordenada z do  ponto j. 

   

%Distorção:  

pD2=[xD1(j) yD1(j) zD1(j)]; %Ponto do vértice j. 

uD2=D2*pD2'; %Vetor deslocamento de distorção. 

xD2(j)=xD1(j)+uD2(1); %Nova coordenada x do  ponto j. 

yD2(j)=yD1(j)+uD2(2); %Nova coordenada y do  ponto j. 

zD2(j)=zD1(j)+uD2(3); %Nova coordenada z do  ponto j. 

   

End  

 

 Desse ponto em diante as coordenadas dos vértices do cubo deformado no instante 𝑡(𝑖) 

estão armazenadas. O final do código apresenta a ferramenta de visualização do cubo 

deformado juntamente com o cubo sem deformação. 

figure (1) 

%Início do cubo de referência com vértices (x,y,z): 

plot3([x(1),x(2)],[y(1),y(2)],[z(1),z(2)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(2),x(3)],[y(2),y(3)],[z(2),z(3)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(3),x(4)],[y(3),y(4)],[z(3),z(4)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(4),x(1)],[y(4),y(1)],[z(4),z(1)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(5),x(6)],[y(5),y(6)],[z(5),z(6)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(6),x(7)],[y(6),y(7)],[z(6),z(7)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(7),x(8)],[y(7),y(8)],[z(7),z(8)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(8),x(5)],[y(8),y(5)],[z(8),z(5)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(1),x(5)],[y(1),y(5)],[z(1),z(5)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(2),x(6)],[y(2),y(6)],[z(2),z(6)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(3),x(7)],[y(3),y(7)],[z(3),z(7)],'b',':') ;hold on 

plot3([x(4),x(8)],[y(4),y(8)],[z(4),z(8)],'b',':') ;hold on 

 

%Início do Cubo deformado em extensão (xD1,yD1,zD1): 

plot3([xD1(1),xD1(2)],[yD1(1),yD1(2)],[zD1(1),zD1(2)],'r') ;hold on 

plot3([xD1(2),xD1(3)],[yD1(2),yD1(3)],[zD1(2),zD1(3)],'r') ;hold on 

plot3([xD1(3),xD1(4)],[yD1(3),yD1(4)],[zD1(3),zD1(4)],'r') ;hold on 

plot3([xD1(4),xD1(1)],[yD1(4),yD1(1)],[zD1(4),zD1(1)],'r') ;hold on 

plot3([xD1(5),xD1(6)],[yD1(5),yD1(6)],[zD1(5),zD1(6)],'r') ;hold on 

plot3([xD1(6),xD1(7)],[yD1(6),yD1(7)],[zD1(6),zD1(7)],'r') ;hold on 

plot3([xD1(7),xD1(8)],[yD1(7),yD1(8)],[zD1(7),zD1(8)],'r') ;hold on 

plot3([xD1(8),xD1(5)],[yD1(8),yD1(5)],[zD1(8),zD1(5)],'r') ;hold on 
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plot3([xD1(1),xD1(5)],[yD1(1),yD1(5)],[zD1(1),zD1(5)],'r') ;hold on 

plot3([xD1(2),xD1(6)],[yD1(2),yD1(6)],[zD1(2),zD1(6)],'r') ;hold on 

plot3([xD1(3),xD1(7)],[yD1(3),yD1(7)],[zD1(3),zD1(7)],'r') ;hold on 

plot3([xD1(4),xD1(8)],[yD1(4),yD1(8)],[zD1(4),zD1(8)],'r') ;hold on 

title('Extensão'); 

set(gca,'YTick',[]); 

set(gca,'XTick',[]); 

set(gca,'ZTick',[]); 

axis([-2.5 2.5 -2.5 2.5 -2.5 2.5]); 

xlabel('Fase A'); 

ylabel('Fase B'); 

zlabel('Fase C'); 

hold off 

%Fim da Figura 1. 

 

%FIM PARTE 2. 

 

 

 CIRCUITO RESISTIVO INDUTIVO EQUILIBRADO 

 A PARTE 1 para o circuito RL equilibrado será agora apresentada. Primeiramente 

introduz-se os dados técnicos do circuito. 

%INÍCIO PARTE 1:RL   

n=1000;  

tend=0.0167;   

t=linspace(0,tend,n);  

f=60;  

w=2*pi*f;   

Vmax=220;  

Vrms=220/sqrt(2);  

za=((65.9/1000)+0.65)+0.59i %Impedância no formato complexo. 

zb=za;  

zc=za;  

IrmsA=Vrms/abs(za);  

ImaxA=IrmsA*sqrt(2);  

ImaxB=ImaxA  

ImaxC=ImaxA  

theta=angle(za)  

 

 Dando continuidade à PARTE 1 do código de simulação, calcula-se os valores das 

tensões e correntes no domínio do tempo para o circuito RL.  Calcula-se também as potências 

ativa e reativa trifásica. 

for i=1:n  

%FASE A:  

va(i)=Vmax.*sin(w.*t(i));  

ia(i)=ImaxA.*sin(w.*t(i)-theta);  

  

%FASE B:  

vb(i)=Vmax.*sin(w.*t(i)-((120/180)*pi));  

ib(i)=ImaxB.*sin(w.*t(i) - theta -((120/180)*pi));  

  

%FASE C:  

vc(i)=Vmax.*sin(w.*t(i)+((120/180)*pi));  

ic(i)=ImaxC.*sin(w.*t(i) - theta +((120/180)*pi));  
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P(i)=3.*Vrms.*IrmsA.*cos(theta);  

Q(i)=3.*Vrms.*IrmsA.*sin(theta);  

End  

  

%FIM PARTE 1.  

  

 A Figura 29 mostra o resultado obtido para as potências. Como esperado, a potência 

reativa é constante e diferente de zero. Esse resultado deverá implicar numa deformação de 

rotação no elemento cubico de volume. 

  
Figura 29 - Gráfico das potências para o circuito RL equilibrado. 

 

 

 CIRCUITO RESISTIVO DESEQUILIBRADO 

 Observa-se que a fase C não possui corrente e que a relação entre a corrente na fase B é 

o oposto da corrente na fase A, 𝑖𝐵 = −𝑖𝐴. A PARTE 1 do código para o circuito desequilibrado 

é apresentada a seguir. 

%INÍCIO PARTE 1: DESEQUILIBRADO  

n=1000;  

tend=0.0167;   

t=linspace(0,tend,n);  

f=60;  

w=2*pi*f;   

Vmax=220;  

Vrms=220/sqrt(2);  

zl=(65.9/1000)+0i; %Impedância no formato complexo. 

zc=1.17+0i;  

ztotal=zl+zl+zc;  

V1=Vmax+0i; 

V2=Vmax*exp(-j*2*pi/3); 

IA=(V1-V2)/ztotal; 

IrmsA=abs(IA); 

ImaxA=IrmsA*sqrt(2); 

IrmsB=-IrmsA; 

IrmsA=Vrms/abs(ztotal); 

 

theta=-angle(IA)  
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 Dando continuidade à PARTE 1, calcula-se os valores das tensões e correntes no 

domínio do tempo para o circuito desequilibrado.  Calcula-se também as potências ativa e 

reativa trifásica conforme o modelo proposto na seção 3.4. 

for i=1:n  

%FASE A:  

va(i)=Vmax.*sin(w.*t(i));  

ia(i)=ImaxA.*sin(w.*t(i)-theta);  

  

%FASE B:  

vb(i)=Vmax.*sin(w.*t(i)-((120/180)*pi));  

ib(i)=-ia(i);  

  

%FASE C:  

vc(i)=Vmax.*sin(w.*t(i)+((120/180)*pi));  

ic(i)=0;  

  

P(i)=(va(i)*ia(i))+(vb(i)*ib(i))+(vc(i)*ic(i));  
  

qa=(vb(i)*ic(i))-(vc(i)*ib(i)); %Componentes do vetor 

potência reativa. 

qb=(vc(i)*ia(i))-(va(i)*ic(i));  

qc=(va(i)*ib(i))-(vb(i)*ia(i));  

  

q=[qa qb qc]; %Vetor potência reativa. 

Q(i)=norm(q);  

end  

  

%FIM PARTE 1.  

 

 A Figura 30 mostra o resultado obtido para as potências. Como esperado, o 

comportamento das potências não é constante. Esse resultado deverá implicar numa 

inconstância do volume do cubo e do ângulo de rotação. 

 
Figura 30 - Gráfico das potências para o circuito desequilibrado. 


