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Resumo

Neste trabalho abordamos o processo de Hawkes na modelagem do Book de ofertas
do fundo de indice ETF iShare Ibovespa. O estudo tem como objetivo investigar a
dindmica das influéncias das ofertas em relagao as ordens passadas, além da interagao
das taxas de ordens dos lados opostos do Book. Outro ponto abordado é a verificagao
da estratégia de operagdo que capte a dindmica estudada. No primeiro momento, foi
realizada a abordagem univariada e no segundo a multivariada do processo de Hawkes.
Os resultados mostram que em ambos os casos os dados se ajustaram bem ao processo
de Hawkes. Os parametros estimados indicam que os agentes possuem comportamentos
similares quando atuam como compradores ou como vendedores de ativos. Quanto a
estratégia, nao foi possivel estabelecer ganhos sobressalentes a partir das mudangas nas
taxas de ofertas. No entanto, estes resultados se devem mais ao bid-ask spread do que

a capacidade preditiva das func¢oes intensidades.

Palavras-chave: Processos Pontuais, Processo de Hawkes, Book de Ofertas.
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Capitulo 1

Introducao

No sistema capitalista, majoritariamente vigente no mundo, os agentes econdémicos
transacionam bens livremente. A intermediagao de alguns destes ativos sdo viabilizados
nos mercados financeiros. Incorporado ao mercado financeiro o chamado mercado de
capitais detém papel importante no que tange o crescimento econémico dos paises. Ele
representa o elo entre os compradores e vendedores de titulos representativos do capital
das empresas. Os valores dos ativos sao regidos pelo equilibrio entre a demanda e oferta

do ativo neste mercado (Assaf Neto, 2009).

Nos estudos hegemonicos sobre o mercado de capitais, surge a chamada moderna
teoria de finangas calcada na hipdtese dos mercados eficientes. Esta hipotese, alega que
os agentes estao diante de uma concorréncia perfeita e tém livre acesso aos mercados e
as informacgoes. Desta maneira, os pregos dos ativos reagem plenamente as informagoes
na medida em tornam-se disponiveis publicamente convergindo para seu valor funda-
mental. Sem o acréscimo de novas informagoes os pregos flutuam aleatoriamente em
torno do valor fundamental ocorrendo o deslocamento apenas com a chegada de novos
fatos relevantes. Este comportamento vai ao encontro do modelo Random Walk, dos
movimentos dos ativos, o que torna os precos imprevisiveis e independentes de eventos

pretéritos. Em virtude desta hipotese, hé a eliminacao da possibilidade de arbitragem
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ao encontrar ativos super ou subvalorizados sistematicamente.

Um dos principais proponentes desta hipotese Fama (1970) divide a eficiéncia dos
mercados em trés niveis: no tipo fraca, os pregos dos ativos ja compreendem todos os
valores precedentes. No segundo nivel, semi-forte, os precos dos ativos contém tanto as
informacGes dos valores histéricos, bem como descontam todas as informacgGes publicas,
como demonstrativos financeiros das empresas e noticias veiculadas na midia. Por
altimo, na eficiéncia forte, implica na inser¢ao de informagoes tanto piblicas quanto

privadas na composicao dos precos dos ativos.

As ofertas de compra e venda de ativos com seus respectivos valores sao registra-
das no Book de ofertas e ficam disponiveis em sistemas eletronicos de negociacido. As
transacoes sao executadas sempre que os valores de compra e venda se equivalerem. As
ordens podem ser divididas basicamente em duas: As chamadas limit orders, o agente
dispoe a quantidade e o valor de interesse da negociacao o qual fica registrado no book de
oferta aguardando outro agente inserir o mesmo valor na posigdo contraria. Em contra
partida, a ordem a mercado (market orders) é executada no melhor prego disponivel no

momento (Jondeau et al., 2007).

A diferenca entre o melhor preco de compra e o de venda é denominado bid-ask
spread. Ele reflete o custo de negociagao imediata, ou seja, o valor no qual o agente deve
ceder para executar uma ordem a mercado (Schwartz, 2010). O bid-ask spread também

indica o grau de liquidez do ativo no mercado (Gro-Klumann e Hautsch, 2011).

Dentro deste contexto, um questionamento plausivel é se existe alguma medida
direta para capturar o fluxo de informagtes nos mercados. Alguns trabalhos como
Clark (1973), Lamoureux e Lastrapes (1990) e Jones et al. (1994) propuseram utilizar
o volume de transagoes. Entretanto, a ideia de usar o volume como uma medida proxy
para captar as chegadas de informacGes nao se verificou empiricamente. Uma variante
é utilizar uma medida do nivel de atividade de negociagoes. Para um dado um intervalo

de tempo, quanto maior a chegada de informagoes maior serd o nimero de transagoes
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e por consequéncia, menor seré o intervalo (duration) entre elas. Diante disto, alguns
estudos surgiram para examinar a dindmica das durations como Engle e Russel (1998)
conhecido como modelo ACD, Darolles et al. (2001) conhecido como modelo composto
autoregressivo (CAR) e Gouriux e Jasiak (2003) com modelos gama autoregressivos.
Uma alternativa a estes modelos é o emprego de processos pontuais que encorporem as
caracteristicas dos intervalos entre as transacoes de ativos.

De maneira geral, podemos entender um processo estocastico pontual como um
processo utilizado para modelagem de ocorréncias de um determinado evento em um
ponto especifico no tempo (Daley e Vere-Jones, 2002). Assim, é possivel descrever uma
realizagao deste processo como uma sequéncia de pontos, ou intervalos deles (durations)

sobre a reta.

Um caso especial de processos pontuais é o chamado processo de auto excitagao
de Hawkes. Este processo foi inicialmente descrito por Hawkes (1971) para modelar
as chegadas de abalos sismicos. Nele, a taxa de chegada dos eventos é modelada inse-
rindo uma componente de dependéncia temporal entre os tempos das ocorréncias. Em
financas, o processo de Hawkes é de grande interesse, pois dados empiricos mostram
que em muitos mercados os intervalos entre as chegadas apresentam aglomeragoes em
determinados periodos seguidos por outros com maiores espagamentos (Hewlett, 2006).

Em suma, estudar os fluxos de ordens permite jogar luz sobre um maior entendi-
mento de como ocorre a relagdo entre as negociacoes ao longo do tempo. Esta impor-
tancia se da sobre tudo porque nao héa estudos que abordam este tipo de processo no

mercado acionario brasileiro.

1.1 Book de Ofertas

No mercado acionario as agoes sao negociadas nos moldes de um leilao. Nele, os agentes

fazem as ofertas de quanto tem de interesse em negociar e por sua vez ficam registrado
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no chamado Book de Ofertas. O Book de ofertas, portanto, é uma lista ordenada pelos
valores de oferta de cada agente com suas respectivas quantidades de agoes desejadas.
A lista é dividida em duas partes onde se situam as ordens de compra e as de venda.

Um exemplo de Book pode ser visto na figura abaixo.

G i FeRé
[ ]
| Comstara Gtd  OfcOfv Qi Cometora
102 Band Primus M #1AEE K0 B Primus 102

| intn G Z0EE 100 Bracesco 072
gl K BAEE K Codape 214
07 Intra 0K BiEHN 10 Gradual 227 |
| 082 Tow K BWAN 1K Brodesco 072 (4
0T HEEG 0 21082 100 R4 |

Figura 1.1: Exemplo: Book de Ofertas

Este quadro fica disponivel aos investidores via internet por meio do home broker
no momento em que vao inserir suas ordens. Neste exemplo, o lado azul (esquerdo)
representa as ofertas de compra e o lado verde (direito) as de venda. A primeira coluna
para cada tipo de oferta retrata a corretora de origem. A segunda coluna mostra a
quantidade de lote de agoes ofertadas, cada uma contendo 100 agbes. A ultima coluna
indica o valor da oferta para cada lote de agdes. As transagdes somente sdo liquidadas

quando dois agentes em posi¢oes contrarias inserem ordens com o mesmo valor de oferta.

1.2 Objetivos

O objetivo geral da monografia é verificar se o comportamento das séries dos tempos
entre chegadas das ofertas de compra e venda das cotas do fundo ETF iShare Ibovespa

podem ser bem descritas por um processo pontual Hawkes.
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1.2.1 Objetivos Especificos

A fim de modelar a série de chegadas de ofertas do Book por meio dos processos de

Hawkes é necessario, portanto, subdividir em outros pontos.

e Investigar o grau de influéncia das chegadas de ordens passadas na taxa de che-

gadas de ofertas.

e Verificar o grau de interacao das ordens de uma posi¢do com relagao a posicao

contréaria.

e Testar a eficiéncia de estratégias que incorporem a dindmica das relagoes das taxas

de ofertas no book ao longo do tempo.






Capitulo 2

Conceltos Basicos

Neste capitulo apresentamos alguns dos elementos que alicercam o desenvolvimento
deste trabalho. Dentre eles, o espago amostral, o-algebra , filtragao, fungdes F-mensuraveis
e esperanca condicional. Estes conceitos serao tteis tanto para especificar os processos
de Hawkes, exposto no Capitulo 3, quanto para caracterizar a série de dados do book

de ofertas mediante este processo.

2.1 Modelos Deterministicos e Estocasticos

Em muitos casos ao estudarmos algum fenémeno especifico, formulamos um modelo
matematico para nos auxiliar a entender seu comportamento. Os modelos em que as
condicoes sobre o experimento determinam o resultado, sao denominados de determi-

nisticos. No contexto de finangas, podemos considerar o seguinte exemplo,

Exemplo 1 Suponha que o experimento, €, consista em observar os ganhos de capital,
em moeda nacional de um agente no tempo, t, quando aplicado em um determinado
atiwo de renda fiza. Podemos formular um modelo no qual o ganho de capital seja

proporcional ao montante, p, investido no ativo. Este modelo pode ser escrito de acordo
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com a sequinte equacdo diferencial,

B i) (2.1)

Sendo a f uma funcdo que represente aliquotas de imposto de renda que varia conforme

o valor de p.

Por meio da solugao desta equagao diferencial podemos predizer com exatidao o ganho
de capital de um agente no tempo, ¢, bastando para isto determinar as condigoes do
investimento inicial, pg, e a funcao f.

No entanto, ha outros casos praticos que nao podemos atribuir uma causa deter-
ministica direta. Nestas circunstancias, temos um experimento do tipo aleatério. Esta
caracteristica impede a predigao exata dos resultados. Os fenémenos ligados a este tipo
de comportamento requerem um modelo matematico nao deterministico ou estocés-
tico. Tomando como base o experimento do exemplo 1 podemos formular um modelo

estocastico.

Exemplo 2 Supondo a mesma situacdo do exemplo 1, podemos formular um outro
modelo no qual o ganho de capital é medido em moeda estrangeira. Neste caso o ganho
nao € exclusivamente proporcional ao montante p e sim sujeito as oscilagoes cambiais.
Ele pode ser escrito de acordo com a sequinte equagdo diferencial,

dp _

o = Pf(®) +ulp). (2.2)

Onde u(p) representa uma componente de incerteza visto que se realizarmos outro ex-

perimento as condi¢oes do cdmbio mudam e consequentemente o resultado.

No caso do exemplo 2, ao solucionarmos a equagao 2.2 nao poderemos predizer o
ganho de capital a partir das condi¢oes do experimento, diferentemente do exemplo 1.

Para isto, necessitamos de trabalhar com modelos probabilisticos. No presente trabalho
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estamos diante destes modelos. Os elementos mais fundamentais para lidar com estes

tipos de modelos sao abordados na préxima segao.

2.2 Probabilidade e Processos Estocasticos

Ao executar um experimento do tipo aleatério, temos algumas caracteristicas em co-
mum. Primeiro, apesar da impossibilidade de predizer o resultado com exatidao é
possivel descrever o conjunto de todos os possiveis resultados. Segundo, o experimento
pode ser realizado sob as mesmas condigoes. Por tltimo, conforme ocorre a repeticao
do experimento emerge padroes na frequéncia dos resultados.

Ao conjunto de todos os possiveis resultados denominamos de espago amostral.

Formalmente, estabelecemos o espaco amostral da seguinte forma.

Definicao 1 Seja € um experimento aleatdrio. O conjunto de todos os resultados pos-
stveis de € € conhecido como espaco amostral e € denotado por 2. A cada elemento deste

conjunto denominamos ponto amostral.

Ao longo de todo o texto vamos sempre considerar exemplos envolvendo o caso de
um book de ofertas a fim de introduzir os conceitos dentro da perspectiva de finangas.

De forma ilustrativa, considere o seguinte caso,

Exemplo 3 Um experimento consiste em observar o niumero de ofertas de compra
e venda encaminhada ao mercado a cada hora. Considere também que este mercado
fique em funcionamento durante sete horas por dia. Todos os possiveis niumeros de
ofertas realizadas nas sete horas compdéem o espago amostral de nosso experimento.

Este conjunto € descrito por,

Q= {w = (ShSZa'"aS7) : S] S N,]. S] < 7},

onde w € um ponto amostral e S; representa o nimero de ofertas encaminhadas ao
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book na j-ésima hora, 1 < 5 < 7.
Com base neste conceito podemos definir um evento.

Definicao 2 Um evento A relativo a um espago amostral Q) associado a um experimento

€ € todo e qualquer subconjunto do espago amostral €.

Retornando o Exemplo 3, & medida que o tempo passa sao obtidas informagoes a
respeito do possivel ponto amostral de nosso experimento. Se considerarmos que no
tempo ¢t = 1, o ntmero de ofertas encaminhadas ao book é S; = 10, entdao alguns
pontos amostrais em €2 nao poderao ocorrer, o que reduz os possiveis resultados a um
evento, tal que,

A=A{w: (51 =10,52 = s9,...57 = s7)}.

Portanto, no tempo t = 1, tem-se o conhecimento que o futuro ponto amostral est4 em A
enao em Q\A = AC . Para elucidar melhor a insercéo destas informacées, consideremos

o seguinte exemplo.

Exemplo 4 Seja S; a observagio de chegadas de ordens ao book de um ativo de baiza
liquidez no tempo t = 1,2, tal que S = a quando hd ofertas, Sy = B quando nao hd
ofertas et =1 et = 2 representa o turno matutino e vespertino respectivamente. Desta

forma, o conjunto dos possiveis resultados sao,

Q ={w; = (a,a), w2 = (a,8),w3 = (B8,8),ws = (B,a)} .

Antes de comegar o dia nao temos conhecimento algum sobre a quantidade de ofertas,
logo, o conjunto de possiveis observagoes futuras é Fy = {Q,0}. Supondo agora que
possuimos a informacdo de que houve oferta no periodo matutino, S1 = «, entdo temos

o sequinte evento

A= {w1 = (OZ,OZ)7W2 = (avﬁ)} :
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Assim, sabemos que o resultado estd em A e ndo em seu complemento. Portanto, nosso

conhecimento no tempo t = 1 da série de ofertas ¢,
F1={Q0,4A4}.

Com a mudan¢a do tempo t = 0 para t = 1 o conhecimento da série é ampliado.
Em outras palavras tem-se que Fy C F1, pois no tempo t = 1 ainda € armazenada a

mformacgao no periodo anterior, t — 1.

Genericamente o conjunto, F; de subconjuntos é uma colecao de eventos do espaco
amostral. Este conjunto representa a informagao que temos em relagao ao ponto amos-
tral até o instante de tempo t. Dizer que o evento A ocorre significa que algum resultado
do experimento w € A ocorreu. No Exemplo 4 o conjunto das informagoes até o tempo

t=2¢,

Fa = {Q7®7 {wl} ) {w2} ) {w?’} ) {(,U4} ) {w17w2} ) {w17w3} > {w17w4} > {w27w3} )

{wo,wa}, {ws,wa}, {wr,we,ws}, {wi,wa,wa}, {wa,ws,wa}, {wr,ws,wa}} (2.3)
A esta colecao de eventos denota-se por o-algebra, o qual é definida abaixo.

Definigcao 3 Um conjunto ndo vazio F de colegoes de subconjuntos de ) denomina-se

o-dlgebra se possui as sequintes propriedades (Hoel et al., 2004),
i) Se A€ F entio A€ F

i) Se A, € F,n=12,.. entao | Jy- 1 An e (Nory An € F

A partir dos conceitos de espago amostral e o-algebra podemos estabelecer um

espaco mensuravel.
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Definicao 4 Dado um espagco amostral ), ndo vazio e uma o-dlgebra, F, dizemos que

o par (Q,F ) forma um espago mensurdvel.

A medida que o tempo passa a quantidade de informacao em que vai sendo inserida
aos agentes no mercado amplia-se. Podemos perceber isto por meio do Exemplo 4.
Conforme o tempo passa, a colecdo de subconjuntos aumenta. Isto pode ser verificado
ao observar que Fy C F; C Fo. Para uma situagao em que coletamos informagdes num

periodo de tempo maior tem-se que,

F1 C Fo C Fayeoey CFt C Fig1-

A maior o-algebra gerada por todos os subconjuntos A C € serda denotada por 2.
No Exemplo 4, a maior o-algebra, expressa da equacdo 2.3 é Fp = 2. Ao conjunto

formado pelas colegoes de o-dlgebras,

F = {F,F1,Fo,.. Ft,,. Fr},

e denotamos como filtragao, o qual segue-se sua definicao,

Definicao 5 Seja (Q,F) um espago mensurdvel e T > 0 tal que assuma para cada
t € [0,T] uma o-dlgebra Fy. Quando para quaisquer s et onde T > s >t > 0 tem-se

que Fy C Fs, entao a familia {Fi},cp de o-dlgebra é chamada de filtragao.

Do ponto de vista de financgas, a filtragdo mostra a ordenagdo da informacgao que
inserida ao longo do tempo para os agentes no mercado financeiro. No contexto do
Exemplo 4, a medida que o tempo transcorre, o agente possui mais informagoes acerca
da série de chegadas de ofertas.

Outro ponto igualmente importante é o conceito de variavel aleatoria (v.a.).

Definicao 6 Seja o espago mensurdvel (Q,F) a fungao X : Q@ — R € chamada de



13 2.2. Probabilidade e Processos Estocésticos

F-mensurdvel ou de varidvel aleatoria se

X'H={weQ: X(w)el}cF

para todo intervalo I C R.

Em outras palavras, se temos a informacao de qual elemento de F ocorreu, entao
sabemos o valor de X. Portanto, se F = 2 entao qualquer funcio em € é uma variavel

aleatoria (Klebaner, 2004). Para ilustrar melhor segue-se um exemplo.

Exemplo 5 Considere novamente o contexto do Exemplo 4, em que observamos em
dois periodos se houve ou nao ofertas. Tomando como evento A = {wi,wa}, em que
hd chegadas de ofertas no periodo matutino e a o-dlgebra F1 = {Q,@,A,fl} podemos

definir a sequinte varidvel aleatoria,

1, se weAd

0, se weA.

A wvaridvel aleatoria X é Fi-mensurdvel em  pois o conjunto X 1(1) = A = {wy,wa} €
F1 bem como X1(0) = A® = {w3.w4} € F1. Como podemos ver, para cada valor da

varidvel aleatoria X tem-se um evento em JFy correspondente.

No mesmo sentido, podemos formular um contra exemplo de uma variavel aleatoéria
que nao é Fi-mensuravel necessitando, assim, definir outra o-dlgebra para torné-la

mensuravel. O exemplo a seguir tém como base os Exemplos 4 e 5.

Exemplo 6 Considere agora a seguinte v.a.

0, se we{ws}
Yw)=14 1, se we {wa,waq }

2, se we{w}
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em que computa o nuimero de ofertas nos 2 periodos. Pode-se comprovar que esta fun¢do

nao € Fi-mensurdvel, pois o conjunto,

Y_l(l) = Bl = {WQ,(.U4} ¢ fl.

Entretanto, se considerarmos uma o-dlgebra definida como Fo podemos ver que Y (w) €

Fo-mensurdvel.

Uma vez estabelecido o conceito de variavel aleatoria podemos definir o conceito de

processo estocastico.

Definicao 7 Um processo estocdstico é uma colegdo de v.a’s,

{Xt}teT

definido sobre o espago mensurdvel (U, F) e assumindo valores em R.

Quando T é enumeravel, temos um processo estocastico a tempo discreto. Caso
contréario, temos um processo a tempo continuo. Além disso, se o conjunto de valores
do processo for ndo enumeravel, entao o processo tem espaco de estado geral. Por outro
lado, se o conjunto de valores for enumerével, o processo tem espacgo de estados discreto.

Com este conceito em mente podemos definir agora um processo adaptado a filtra-

Gao.

Definigao 8 Um processo { X}, € dito adaptado a filtragio {F;} se para todo t, X;

é Fi-mensurdvel.

Para tornar mais claro o conceito de processo adaptado a filtracao segue um exemplo

abaixo,
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Exemplo 7 Tomando o caso do exemplo 4, podemos formular o processo estocdstico,

{Xitep oy

em que Xy representa o total de ofertas encaminhadas ao book até o tempo t. E possivel

perceber que este processo € adaptado pela seguinte filtracao,
F = {F,Fa}.

Pois em t = 1, a v.a. X1 € Fi-mensurdvel enquanto que em t = 2 a v.a. Xo €

Fo-mensurdvel.

Outro conceito importante é o de o-algebra gerada por uma v.a. No caso discreto,

uma o-algebra é dita gerada por uma variavel aleatéria quando o conjunto de eventos
Ai={weQ: X(w) =a;},i=1,..k

que forma uma particao de 2, isto é,

k
0 = UAl-
Zil

= U{X:Xi},

i=1

gera uma o-algebra. A menor o-algebra que contenha todos os eventos A; = {X = z;}

¢ denotado por Fx ou o(X).

Exemplo 8 Utilizando o caso do Exemplo 5, a varidvel aleatdria S1, que representa se

houve ou nao oferta no periodo matutino do mercado, forma a sequinte particio de €,

A={weN: S =1} ={w,uw} e A={weQ:85 =0} = {ws,ws}
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e consequentemente gera a sequinte o-dlgebra,
Fs, = {Q,Q),A,/_l}.

Finalmente definimos um espaco de probabilidade como,

Definicao 9 Seja (2,F), um espago mensurdvel. A medida de probabilidade P é uma
fun¢io que leva cada conjunto A € F a um nidmero no intervalo [0,1], chamada de
probabilidade de A e é denotada por P. A medida de probabilidade tem as sequintes

propriedades,
a) P(Q) =1

b) Para qualquer sequéncia enumerdvel disjunta Ay, As,... € F,
P (U Ai> => P(A).
i=1 i=1
O trinomio (Q,F,P) defini o espago de probabilidade.

2.3 Esperanca Condicional

Agora iremos tratar do conceito de esperanca condicional de uma variavel aleatoria.
Quando nao temos informacao a respeito de uma determinada variavel aleatoria, X,
uma possivel previsao de seu valor é através da obtencao de sua esperancga matemé-
tica, E [X]. Diferentemente da esperanca incondicional, a condicional, E [X|Y] prové
algum conhecimento sobre a varidvel aleatoria, X, por meio da varidvel Y, mas nao

completamente.

Definicao 10 Seja uma varidvel aleatdria,

S(w) : Q@ — {s1,52,....5p}
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e a o-dlgebra, F, gerada pelos A; = {S(w) = s;} a esperanga condicional da varidvel

aleatoria S(w) dado F € calculada como,

p
E[S|F] = siP(Ai| F).
i=1

Podemos observar que E [S|F] é uma combinacao linear de variaveis aleatorias logo ela
também é uma varidvel aleatoria. A esperanca condicional possui duas propriedades

basicas (Lawler, 2006):

1. O valor da variavel E [S|F] depende apenas dos valores da variavel aleatoria, Y que

¢ F-mensuravel, logo a esperanca condicional é uma funcao de Y, E [S|Y] = ¢(Y).

2. Sendo A um evento que depende de Y e I4 definindo uma variavel indicadora do

evento A entao,

E[SI4] =E[E(S|Y) 1.

A partir destas duas propriedades sdo decorridas outras. A primeira delas ocorre se
definirmos a func¢ao indicadora I desta ultima propriedade, entao a esperanca da es-

peranca condicional seré,

E[E (S|F)] =E[S].

Entretanto, pela definigdo de mensurabilidade se a variavel S for F-mensuravel teremos

como consequéncia,

E[S|F] =

uma vez que a S é determinada pelo conhecimento gerado pela o-dlgebra. Agora, ao

considerar a filtragdo em que F,, C F,, entdao computando a esperanga,

E[E[S|Fn] | Fm] = E[S|Fm],
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ou seja, prevalece o conteiido de menor informagao. Sua demonstragao se encontra no
apéndice do trabalho. No caso em que o produto SY, o qual Y é F-mensuravel, entao

sua esperanga sera,

E[SY|F] = YE[S|F].

Finalmente, levando em conta o caso em que a informacao da o-algebra F nao é tutil
para minimizar a incerteza de S, entao sua esperanca condicional é igual a incondicional,

E[S|F] = E[9].



Capitulo 3

Processos de Hawkes

No presente capitulo continuaremos o desenvolvimento da metodologia utilizando os
conceitos basicos expostos no capitulo anterior. Ao longo desta secao, serao delineados
também alguns conceitos adjacentes aos processos pontuais tais como: processos de
contagem, duration, fun¢éo intensidade, F-Compensador. Em especial, trataremos uma
classe especial de funcao intensidade, chamada de Linear Self-Exciting. Dependendo
da estrutura desta funcao intensidade, o processo é conhecido como de Hawkes. Este
processo é o foco principal de nosso estudo devido a sua aplicagdo na modelagem do

Book de ofertas de ativos no mercado financeiro.

3.1 Processos Pontuais

Um processo pontual na reta pode ser visto como uma cole¢ao de pontos ou eventos ocor-
ridos em determinado tempo, {tz}fi 1- Estes pontos podem representar as ocorréncias
de um fenémeno especifico ao longo do tempo. Os processos pontuais sao utilizados em
varias areas como: financas, fisica quéntica, engenharia elétrica, pesquisa operacional,
engenharia de trafego etc (Cox e Ishan, 1980). Em particular, na modelagem do Book

o conjunto de pontos servem para representar os tempos especificos em que as ordens
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de compradores e vendedores chegam ao Book ou quando as ordens sao efetivadas.

Existem quatro maneiras equivalentes de descrever uma amostra de processo pontual

Daley e Vere-Jones (2002):
i) Medida de contagem;
ii) Fungao escada;

iii) Sequéncia de intervalos;

iv) Sequéncia de pontos.

As trés altimas formas sdo usadas essencialmente para descrever um processo pon-
tual na reta. Entretanto, a primeira é utilizada para o caso mais geral, no R". Para ter
uma no¢ao do processo pontual a partir da medida de contagem podemos tomar qual-
quer subconjunto A da reta real. Sendo N(A) uma medida de ocorréncias do processo
em A logo,

N(A):#{’ltZGA}

No ambito de finangas podemos considerar o seguinte exemplo,

Exemplo 9 Tomando o conjunto I o intervalo de tempo correspondente ao hordrio de
funcionamento do pregao e os pontos como uma chegada de oferta de compra, entdo o

processo,
N(I) = Ndmero de ofertas de compra durante todo o hordrio do pregao

Quando A é expresso como uma uniao disjunta de intervalos Aj,...,A, ou seja,

A:UAiemqueAiﬁAj:@parai;éj
=1
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entao temos que,
N(UAO:E)W&y
i=1 i=1

O processo é sempre N(A) > 0 e é um valor inteiro. Como queremos considerar conta-
gens em intervalos e unides de intervalos, entao temos também que N (A) é definido nos
conjuntos dos Borelianos. Para excluir o "acamulo intenso"de pontos temos a restrigao
de que N(A) < oo para todo conjunto A limitado. Por meio destas caracteristicas sera
permitido estender r = oo e fazer N(-) com uma medida de contagem sobre a o-algebra

Br. Para mais detalhes vide Daley e Vere-Jones (2002).

Outro conceito importante é o de estacionariedade.

Definicao 11 Um processo pontual € estaciondrio quando para todo r = 1,2,... e todo
o congunto limitado de Borel A1,As,...A, sobre a linha real, a func¢do de distribuicdao

conjunta de,

{N(A; +t),N(As + t),....N(A, + 1)},

nao depende do valor de t (—oo < t < 00).

Para distinguir N(-), como uma fungao de conjunto, de uma fungao real, vamos
utilizar a notacao N (a,b] quando o conjunto A for um intervalo semi-aberto (a,b].

Assim, as seguintes notagoes sdo equivalentes:
N(t) = N (0,4] = N..

Agora estamos aptos a escrever o processo por meio da uma fungdo escada descrita na
segunda abordagem. Esta funcao também pode ser vista como uma soma da funcao

Heaviside,

0, set<O0
0(t) =
1, set>0
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Assim, temos que,

Ny = Z 0t —t:),

ti<t
em que o indexador i representa os pontos. Por convengao, tomamos como origem do
processo, t = 0 logo N(t = 0) = 0, ou seja, ndo ha a ocorréncia de eventos antes e no
instante zero do processo. Esta funcao é nao decrescente e continua pela direita com

valores inteiros positivos, como pode ser visto no gréfico abaixo.

5 -
34 —
44 —

N4

t
34 —_—
24 —
1 —
0 T T T T T T T T T 1
0 2 4 6 3 10

Figura 3.1: Processo Pontual: Eventos, processo de contagem e as durations

Os pontos de saltos representam o processo pontual tjen+. O nimero de saltos
ocorridos até o tempo ¢ representa o processo de contagem e o comprimento de cada
segmento de reta em vermelho descreve os intervalos. Neste trabalho, podemos inter-
pretar os saltos do grafico como as chegadas de ofertas tanto de compra quanto de
venda e as retas, em vermelho, como o tempo em que cada ordem de transacao fica

disponivel no Book de Ofertas.

A partir da terceira abordagem, dos intervalos, podemos introduzir o seguinte con-

ceito
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Definigao 12 O processo dos intervalos {T;};cn- definido por
=1t —t_1,Vi€ N*.

€ chamado de processo de duracdo ou duration associado a um processo pontual.
e de forma anéaloga,

Definicao 13 Um processo pontual € estaciondrio nos intervalos quando para todo r =

1,2,... e para todo i;,...,i, a distribuicao conjunta de

{T’i1+ka"'77-ir+k} 5

nao depende do valor de k(k = £1,...).
Para nosso proposito podemos agora definir o processo pontual da seguinte forma,

Definigao 14 Uma sequéncia de valores, {t;};cn- € R*, de varidveis aleatérias tais
que ¥ i € N*/t; < ti41 definido em um espago de probabilidade (Q0,F,P) € dito um

processo pontual.

Até este ponto abordamos os processos pontuais sobre perspectivas mais amplas
com N(A), N(t), 7 e t;. O processo mais basico N(t) é o processo de Poisson o qual

sera descrito na préxima segao.

3.2 Processos de Poisson

Um processo de Poisson estacionario sobre a reta é definido pela seguinte funcgao de
probabilidade em que novamente utilizaremos a nota¢do N (a;,b;] para representar o

niamero de ocorréncias no intervalo (a;,b;], sendo a; < b; < a;41,

k ng
P{N (ai,bi] =nsi =12k} =[] M(f}‘(bi_‘”). (3.1)
n;:
=1
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A partir desta distribuigao tem-se trés caracteristicas bésicas

i) O namero de pontos em cada intervalo finito (a;,b;] segue uma distribuigao de

Poisson.
ii) O namero de pontos em intervalos disjuntos sao variaveis aleatorias independentes.
iii) A distribuigao é estacionéria (veja na Defini¢ao 12)

A partir da fungao (3.1) podemos descrever algumas propriedades. A esperanga

matematica de N((a,b]) é,

E[N((ab))] = f: nwe—w—a)
n=1
_ ZAb—a) Ab—a))" ! ()
”Zl @ _;2)! o (3.2)
= (Ab—a)) Zl (((n__“&e(ba)
= AMb—a)l

O calculo do segundo momento E [N ((a,b])?] é analogo a esperanca. Logo a distri-

buicao de Poisson tem a seguinte caracteristica,
E{N (a,b]} = A(b—a) = Var {N (a,b]}.

A constante A\ é interpretada como a taxa média de ocorréncia ou a intensidade
média de pontos do processo. Com a caracteristica de que a média assim como a
varidncia sao proporcionais ao intervalo analisado, a taxa A prové uma maneira util de
fazer um diagnoéstico de estacionariedade do processo de Poisson. Para isto, podemos
estimar E{N (a,b]} e a Var{N (a,b]} para diferentes intervalos semi-abertos (a,b] e

plotar a seguinte razao,
_ Var{N (a,b]}
-~ (b-a)
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O valor 7 deve ser aproximadamente constante para processos de Poisson estacionarios e
igual a A, (7 = ). Qualquer alteragao deste regime pode indicar uma nao conformidade

com o processo de Poisson ou estacionariedade (Daley e Vere-Jones, 2002).

A partir de (3.1), podemos extrair a seguinte funcao,

P{N(0,r) =0} = e . (3.3)

Ela representa a probabilidade de ndo haver nenhum ponto sobre o intervalo (0,7].
Isto é, ela pode ser interpretada como a probabilidade de o primeiro ponto ocorrer em
algum momento depois de 7. A funcdo que descreve este comportamento é chamada de
fungao sobrevivéncia. Como a funcao sobrevivéncia pode ser escrita como 1—P(X < x)
entdo temos de (3.3) que a variavel aleatoria 7, ou seja, a duration segue um distribuigao
exponencial com parametro A. Tomando a propriedade da falta de memoria (memory-
less) da fungao exponencial, podemos descrever a distribui¢ao dos intervalos entre dois
pontos consecutivos com a distribuigao exponencial. Esta relacao pode ser comprovada

verificando a equivaléncia dos eventos,
{tx >z} < {N(0,z] < k}.
Dai, segue-se que

()"
P{t>a}=P{N(0a] <k} =) e (3.4)

n.

n=0

Tomando a derivada de (3.4) com relagdo a = e obtemos a fungao densidade de

Erlang,
ko k— k
_ Az ! A A"kl

fr(z) = me_ v = %x e . (3.5)

maiores detalhes podem ser vistos no Apéndice B. A funcao (3.5) representa a distri-
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buicao da soma dos k intervalos. Sendo os intervalos independentes, este resultado ja
era esperado uma vez que a soma de varidveis aleatorias exponenciais segue a distri-
buicao de Erlang. Estas caracteristicas serdao importantes para montar a funcao de

verosimilhanca de uma realizagao finita de um processo de Poisson.

3.3 Funcao Intensidade

A partir de um processo de contagem uma questao natural surge é quanto a frequéncia
de aparecimento de pontos. Uma maneira intuitiva de medir a densidade de pontos é
observar o nimero de ocorréncias média. Se o processo pontual é estacionéario entao

podemos estabelecer a seguinte medida,
m—E{(0,1]}.

Outra maneira de mensurar a taxa de ocorréncias de pontos pode ser feita por,

iy DAV (0.A] > 0}
A—0 A

(3.6)

O valor A é chamado de intensidade de um processo pontual quando A < co. Uma

outra forma de reescrever o numerador da funcao (3.6) ¢ por,

P{N (z,z +A] >0} = P {Ocorrer pelo menos um ponto no intervalo (z,z + A|}
= M +o0(A)

Ambas as medidas de taxa de ocorréncias em um processo pontual estacionario

coincidem quando o processo é dito simples.

Definicao 15 Um processo pontual € simples quando,

P(N({t}) =0+ P(N({t}) =1) =1,
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para todo t.

No caso em que a taxa, A(t), muda ao longo do tempo, sua forma incondicional é

definida como segue.

Definigao 16 Seja Ny um processo de contagem associado a um processo pontual {t;};cp-

Entao, a funcao intensidade € definida por,

Ap) = fim D Nerae =N > 0)

At—0 At (3.7)

Observamos que a fungao intensidade especificada a cima nao leva em conta as ocor-
réncias passadas, entretanto, para a abordagem de nosso estudo nao ha garantia de que
os eventos precedentes nao tenham influéncia nas ocorréncias futuras. A suposicao de
dependéncia é baseada na ideia de que os agentes, na medida em que as informacoes sao
inseridas no mercado, vao se posicionando e efetuando novas ordens. Logo, dependendo
dos movimentos precedentes do mercado o agente é influenciado a inserir suas ofertas
no Book. Assim, pode-se definir a fun¢ao intensidade condicional, A (¢|F;), de modo

analogo ao caso incondicional.

Definigao 17 Seja N; um processo de contagem associado a um processo pontual {t;};cp,

adaptado a uma filtracao Fi. Entdo, a func¢do intensidade condicional € definida por,

P (Nipar — Ny > 0|1 F)

M) = o, SRR,

Podemos expressar a fungao intensidade condicional também em termos de sua
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esperanca matematica.

E [Nt—‘rAt - Nt’]:t] :1P(Nt+At — Nt = 1‘?75) + ZP(NH-At — Nt > n]]-"t) (38&)

n=2
At
Nt—i—At — Nt . O(At)
< E [At ‘ft] = )\(t‘]:t) + At (3.80)

O somatorio da primeira linha, (3.8a), é igual a o(At) da segunda linha, (3.8b), para

ver isto note que cada parcela da série, (3.8a), tem a seguinte probabilidade,
P(Nt+At — Nt > n‘ft) = O(At), VneN > 2.

Como o(At) + o(At) = o(At), entdo o somatorio da linha (3.8a) fica igual a o(At).
Tomando o limite em (3.8¢c) fica claro que

lim E

Nigar — Ny
At—0

AA] = A, (39

Pode-se notar que a fun¢ao intensidade depende da escolha da filtragao, mas seré ado-
tada a convengao da filtragdo gerada pelas varidveis aleatorias {ti}ti <t Agora, aplicando
o operador esperanga na equagao (3.8¢c) observamos que seu valor serd nao correlacio-
nado aos valores pretéritos, ou seja, ela nao terd dependéncia da filtracao estabelecida,
F;. Portanto, rearranjando a equagao (3.8¢c) e tomando seu limite quando At — 0,

tem-se que,

E { lim B[Ny a0 — Nil ] - A(t|}})At} _E [ lim O(A“] (3.10a)

At— At—0 At

At—0
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Pela propriedade de linearidade do operador esperanca podemos obter a soma dos

eventos entre os tempos sg e s; nos mesmos moldes da Equacgao (3.10b).

i 51-50
At
E Al%r_r)lo Z (Nog+kat — Negre—1)at) — A(so + kAL F)AL| =0, (3.11a)
i 51—50
At
E | lim (Nay = Ny) - kz_l A(so + kAL F)At| =0, (3.11D)
s1
E [/ )\(80|}})dt] = Ng, — Ng,. (3.11c)
50

A integral da fungao intensidade de dois eventos quaisquer, s; e s;+1, ¢ chamada de

Fi— Compensator e é denotada por,
Sit1
A(5i75i+1) = / /\(t|ft)dt, Ve N*. (3.12)
Si
Note que a esperanca matematica dos F-compensators de dois eventos consecutivos,

E[A(si,si41)] = 1, pois Ny, — Ny, = 1. Tomando a F; segue o teorema abaixo.

Teorema 1 Seja N; um processo pontual simples definido em Ry adaptado a uma
filtragdo Fy tal que a fungio intensidade [ A(t|F;) = oo e F-Compensators A*(t) =

fot Aw)du. Entao a transformagdao do tempo aleatorio t — A(0,t) torna o processo,

N(t)=N(A10,0)),

em um processo de Poisson homogéneo com taxa A = 1.

Por consequéncia desta transformacao do tempo, temos que A(t;,ti+1) ~ Exzp(A = 1).

Este resultado é importante para estabelecer um teste de ajustamento dos dados aos
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pardmetros do modelo do processo de Hawkes. Um método conveniente e direto se
baseia em plotar os quantis teoéricos de uma distribui¢do exponencial (A = 1) contra
os quantis empiricos da distribui¢ao dos compensators estimados. Caso haja um bom
ajustamento do modelo, os pontos do grafico conhecido também como QQ-Plot, devem
situar sobre a reta bissetriz. Outro desdobramento importante do Teorema 1 é quanto a
sua utilizacao para gerar simulacbes com estrutura de um processo pontual, com funcao
intensidade A(t|F).

As fungdes de intensidade do tipo linear Self-Exciting de um processo pontual tém
uma estrutura genérica para captar as influéncias do passado. Segue-se abaixo a defi-

nicao de sua estrutura.

Definigao 18 A forma geral de uma funcao intensidade do tipo linear Self-Ezxciting de

um processo Ny €,

M) = Aolt) + / " Ut )N, (3.13a)

— 00

=Xo(t) + > vt —t), (3.13D)

tp<t

onde a fungio \o(t) € deterministica e a func¢io v : Rt — R (Cox e Ishan, 1980).

As influéncias pretéritas sao computadas e ponderadas pela funcéao v em cada tempo.
Pelas caracteristicas desta funcao, cada ponto ocorrido no passado exerce influéncias
positivas nos eventos futuros. A funcdo Ag(t) = Ag pode ser definida como uma cons-
tante e neste caso é interpretada com a funcdo de intensidade de equilibrio no longo
prazo.

Assumindo a estacionariedade da fun¢ao intensidade, A(t), tem-se a condigao neces-
saria de que E[A(t)] = pu. Esta caracteristica é observada no tipo linear Self-Exciting

quando definimos a composi¢ao deterministica, (Ao(t) = Ag). Logo, para calcular a
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média da funcao intensidade aplicamos o operador esperanca na Equacao

w=EI[\t)], (3.14a)
uw=1E -)\o(t) + /t v(t— s)st} , (3.14b)
uw=E _)\o(t) + /t v(t — S)A(s)ds] . (3.14¢)

Como E [dN;] = E[\(t)ds]! e tomando h =t — s temos,

¢
=X+ / v(t — s)uds, (3.15a)

= Ao+ pu+ / v(h)dh. (3.15b)
0

Sendo a fungao continua v(t) : Rt — R™ e a integral ffoo v(t) < 0o, logo podemos
inserir o operador esperanga dentro da integral. Sendo a varidvel h = t — s e multi-
plicando por —1 a Equagao (3.15b) para inverter os limites de integragao e isolando p

tem-se,
Ao

= W. (3.16)

No caso em que Ao(t) nao é constante podemos subtrai-lo da Equagao (3.15b) para

retirar a componente deterministica.

'Pela Equagio (3.10b) tem-se que E [Iimmﬁg N‘%‘;Nﬂ = E [A(t|F2)]
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3.4 Processo de Hawkes

Nesta secao, apresentamos uma estrutura particular da fungao intensidade do tipo linear
Self-Exciting. Este tipo de estrutura foi proposto por Hawkes (1971). As aplicagoes
inicialmente foram feitas na modelagem de abalos sismicos, em que a taxa de ocorréncia
de terremotos sao alteradas por eventos precedentes. No mercado de financeiro temos
o caso anédlogo em que os eventos sdo representados pela chegadas de ofertas de compra

e venda.

3.4.1 Processo de Hawkes Univariado

Hawkes (1971) propos o kernel de uma distribui¢ao exponencial como a fungao v(h) da
Equagao (3.13). Neste caso, as influéncias dos eventos passados tem um decaimento
exponencial no célculo da taxa instantdnea de ocorréncia. No processo de Hawkes

unidimensional, a fungdo v adquire a seguinte expressao,

P
v(t)=> aje " PeN. (3.17)
j=1

O valor P remete a ordem do modelo. O caso mais simples do processo de Hawkes
é quando P = 1. Esta configuragdo da funcao intensidade sera usada nas aplicacoes
deste trabalho. A condigao de estacionaridade no processo univariado é que na Equagao

(3.17),

Portanto, a fungao intensidade média incondicional do processo unidimensional é cal-

culada por,
Ao

H=T"P o
-7 F

(3.18)
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Inserindo o kernel (3.17) na expressao (3.13) temos a seguinte fungao intensidade,

A(t) = Ao(t) / Za e Ait=9)gN,, (3.19a)

Ny¢—1

= Ao(t) +Za] Z e~ Pilt=t), (3.19D)

t) + Zaij(Nt). (3.19¢)
j=1
Onde a funcao B;(i) é dada por,
Z e~ i (ti—ti—1+tiv1— tk). (3.2())
te<t;
Note que,
i—1
Bj(i) = e Piltiztiza Ze i (b1 =tk) (3.21a)
— ¢ Bilti—ti1) (1 + Z eﬁj(tiltk)> , (3.21b)
k=0
= e Ailti=tizn) (1 4 B;(i —1)). (3.21c¢)

Esta expressao (3.21) pode ser usada para calcular Bj(i) recursivamente. A fungao
Ao(t) é chamada de funcao intensidade deterministica base. A Equacao (3.21) também
¢é utilizada para calcular a funcao verossimilhanca. Os estimadores dos parametros via

méxima verossimilhancga serao apresentados no capitulo seguinte.

Considerando dois eventos consecutivos, o compensator (3.12) de um processo de

Hawkes, é expresso substituindo a fun¢ao \(¢) da Equagao (3.12) pela fungao (3.19¢).
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Logo temos que,

t;
A(ti_l,ti) = / Ao(t) + ZO&ij(Nt> dt, (3.22a)

ti—1 j=1
t P i—1 t

:/ /\o(t)+zaj2/ e Bilt=t) gy, (3.22D)
ti—1 j=1  k=0?li-1
t i—1 P -

= / )\O(t) + Z Z -2 (efﬁj(ti’lftk) — eiﬁj(t’lftk)> , (3.22C)
ti-a im0 i

t; P .
= / M)+ ( - e—ﬂﬂti—ti—l)) Aj(i—1). (3.22d)
ti—1

Na tdltima linha, (3.22d), procedemos da mesma forma que as Equagoes (3.20). Isto é,

os valores da fungao A;(7) sdo calculados recursivamente por,

Ai) = Z e Biltittioi—tioi—te) (3.23a)
tp<t;
14 e_ﬁj(ti—ti_ﬂAj(i -1), (3.23b)

sendo A;(0) = 0. Note que diferentemente da funcao (3.20) ¢;, vai até t;. Tanto a fun-
¢ao intensidade como os F-Compensators sao calculados com o auxilio de informagoes

pretéritas, o que facilita na construcao de uma algoritmo para computa-los.

Em um primeiro momento, vamos considerar a func¢ao intensidade deterministica
base como uma constante, Ao(t) = p. No entanto, ¢ bem conhecido que a intensidade
base, ao longo do pregao, sofre uma sazonalidade. Nas primeiras horas de negociagao
ha uma maior intensidade nas taxas de chegadas de ofertas, reduzindo paulatinamente
até o periodo do meio dia em que é conhecido como efeito almogo. As taxas voltam
a aumentar apenas nas ultimas horas do pregao. O comportamento, portanto, ao
longo do dia tem o formato de um U (U shape). Para lidar com este carater sazonal

posteriormente utilizaremos uma interpola¢ao por meio de um spline ctbico, ¢(t;), com
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14 nos espagados a cada 30 minutos. Cada ponto foi calculado por

1 Ne@)) 1
Py = i =12,.,14, (3.24)
Nezg) = Nez(-1)) Z.:N%;_l)) ti —ti

em que z é o nimero de segundo em 30 minutos. Por meio da interpolagao temos uma

aproximagao da fungao intensidade base deterministica, ¢(t) ~ Ao(t).

3.4.2 Processo de Hawkes Multivariado

Na modelagem do book de ofertas, é imprescindivel analisar a dindmica mutua entre
as partes dos compradores e vendedores. Para compor esta dindmica, faz-se necessario
inserir uma estrutura multivariada. Neste caso, podemos verificar como o comporta-
mento de um processo de chegada é afetado por outro. O processo pontual multivariado

é descrito a seguir.

Definicao 19 Uma sequéncia, {(t7")}, _, 5 3 € RT, M-dimensional de varidveis

aleatorias em que M € N*.

Por consequéncia, o processo de contagem associado é definido por:

Definigao 20 Sendo {(t")},._,, 5y um processo pontual, o processo de contagem
associado ¢,

N, = (N} \N2,...NM),

em que cada entrada € a soma de funcgoes indicadoras Iy,

(Nzﬂ)m:l,z,...,M = Z Zl<t-
ieN*
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A fungao intensidade de um processo de Hawkes multivariado M-dimensional é dada

por,
M t P
Anlt) = pim + 3 / S e imn =GN, (3.252)
n=179 j=1

M P
=+ D> A Y e ) (3.25b)

n=1j=1 tp<t
M P

=t + Y Y Qmn Ry (N]), (3.25¢)
n=1 j=1

onde m = 1,2,...,M. No presente trabalho, utilizaremos P = 1. Na situacao multivari-

ada, a funcao recursiva,

R0 = 3 e tmn T,

tn<tm

se modifica em relacao a univariada para,

—B; m_gm . —B; m_yn
e Bimmn(t; tz—l)R;,n’n(Z 1)+ E e Bimn(t" =} g0 m #n,
RIM"(i) = LSt <t

e—LBimn(ti" —ti%1) (1 + R;nn(z — 1)) se m=n,
(3.26)

em que a condigio inicial & R;""(0) = 0. Uma alternativa mais sintética a expressao

(3.25), com P =1, é obtida por meio da notagao vetorial,
t
A()mn = Ao + / v(t — 5)dN, (3.27)
0

onde on vetor,

v(t) = (amne_ﬂm”(t)) )
m,n=1,2,...M
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A intensidade média, considerando o processo estacionério, isto é E [A(t)] = u, é dada

p= (I - /Ooo'v(u)du>_1 o, (3.28)

onde I é a matriz identidade.

por,

O F-compensator da m-ésima coordenada do processo é computado por,

A (832 1,tm)=/t: um+zz D ajmpe Pt ds (3.29a)

n=1j=1t3<t
M .
STEDIDY Z Qjmmn (e—ﬂj,m,naz'ﬁl—t@ _ e—ﬁj,m,n@r—t;;))
n=l tp <ty j=1 B]}m,n
(3.29b)

N ]

n=1m" <tn<t™ j=1

tm
K3
onde 1, = / umds. Neste caso, nao é possivel criar uma fungao recursiva completa
t:'il . . ~ .
como no caso univariado. Entretanto, com a separacao do somatério que computa os
ty <t em duas partes, nos permite utilizar a funcao recursiva, Rm”( ). Desta forma,
conseguimos economizar recursos computacionais para os valores referentes a t}! <",

restando o calculo dos valores restantes, ¢;*; < ¢} < ti". Empregando a funcao (3.26)

podemos reescrever (3.29) da seguinte forma,

tm M P
At t) = km+ [ DD D" ajmae PimnlTids (3.30a)
tl1 n=1j=1 <,

M P
= K+ Y Zl Ymn [(1 — e Bt 1>) R™(i—1)  (3.30)
J

n—1 Bjmn

+ ¥ (1_€—ﬁj,m,n(tr—tz))_

e <<t
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Estes valores sao importantes sobre tudo para realizar uma avaliacao do ajuste da
série, como enunciado no Teorema 1. Caso a realizacao do processo siga um processo
de Hawkes os Ay, (1" 1,t"") devem possuir uma distribuicdo exponencial (A = 1).

Neste trabalho, abordamos os casos uni e bi-variado do processo de Hawkes. No
primeiro caso, teremos uma estimativa para os compradores e outros para vendedores.
No segundo caso, a abordagem serd mutua entre compradores e vendedores. Desta
maneira, é possivel verificar o grau de influéncia das chegadas de ordens de compra
passadas (venda) e a influéncia cruzada de ordens de venda (compra) sobre a taxa de
chegada de ofertas de compra (venda) no book. Esta dindmica pode ser expressa a

partir da Equagao (3.25), com M = 2, como segue abaixo.

Ao (t) = e —i—/o Vee(t — 8)dN(s) + /0 Vep(t — 8)dNy(s), (3.31a)

A (t) = o + /O veo(t — 8)dNa(s) + /0 Ve (t — $)AN, (5). (3.31D)

No sistema de equagoes (3.31) os indices ¢ e v dizem respeito a ordem de compra e
venda respectivamente. As constantes pu. e u, representam a intensidade de chegada
de ordens a longo prazo. As fungdes vq.(t) e vy, (t) expressam as influéncias passadas
das ordens de compra e vendas respectivamente. Ja as fungoes ve,(t) € vye(t) mostram
as interagoes entre as chegadas de ofertas de compra e venda e vice versa. No caso de

Hawkes podemos reescrever (3.31) como,

Ao (t) = pe + Z Qpee Pect=ti) 4 Z Qepe P (t*tj), (3.32a)
t; <t t;<t

A () = o+ Y agee” Prel71) 1N " e~ Fre(1), (3.32b)
t; <t ti<t

Como é possivel observar, as influéncias tem um decaimento exponencial em relagao ao
tempo. Os parametros ae , Qey, Qye € Qi mostram o impacto instantaneo na funcao

intensidade quando ocorre a chegada de uma oferta de acordo com a natureza da ordem.
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Ja os pardmetros Bec, Bev, Bue € Buy indicam como ocorre o decaimento da influéncia
de chegada de oferta no tempo para cada tipo de ordem. Um anélise de interesse é
verificar se e, = Bye, isto €, se os impactos passados de ordens de compra (venda)
afetam as ordens de venda (compra) da mesma forma. Naturalmente outros pontos
relevantes surgem como examinar se Qe = Qi € Qe = Qe ocorrem. Caso estes pontos
se verifiquem, os agentes tanto compradores como vendedores agem de modo similar

quanto aos impactos instantaneos com as chegadas de ordens ao book.

3.5 Estratégia de Operagao

A configuracao do Book demonstra a dindmica dos desbalangos entre a demanda e
oferta do mercado. Consequentemente, o Book contém informagdes sobre a reagao dos
investidores com as mudangas dos precos (Easley et al., 2008). A partir das influéncias
das taxas de chegadas de ordens é possivel obter informagoes sobre as dire¢Ges que
guiam os pregos a curto prazo (Shek, 2011). Portanto, para testar esta capacidade
preditiva aplicamos uma estratégia ativa, £, de compra e venda de cotas do fundo
ETF, do principal indice do mercado brasileiro. Em seguida, comparamos com uma

estratégia passiva, P, de investimento, isto é, comprar e manter o ativo em carteira.

A estratégia ativa de operagao depende da relagao entre as intensidades de ofertas

de compra e venda. A fungao estratégia, £(t), é expressa da seguinte forma,

1, se m(t) > m°,
Et)=9 -1, semn(t) <n*, (3.33)

0, se m < 7(t), < w°
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enquanto que a fungao estratégia P(t) é dada por,

1, se0<t<T,
P(t) = (3.34)
0, set>T.

Os valores, 1 e —1, representam uma posi¢ao comprada (long position) e vendida (short
position) respectivamente. As operagoes short position sdo também conhecidas como
aluguéis de agoes. O valor 0 ocorre quando o ativo nao estiver em carteira e T é o

tamanho da série. A fungao 7(t) = :\\Sgg indica a relagao entre as taxas de compra e

venda. Caso ela cresca (decresga) significa que as chegadas de ofertas de compra no
book estdo maiores (menores) do que a de venda o que consequentemente tende a gerar
pressoes no sentido de aumento (diminuicao) dos precos. Os parametros 7 e 7° sdo os
limites em que o agente exerce a transacao. O retorno de cada transacao da estratégia
ativa é dado por,

g(E(t) = RELE(M) + (1 - £(1)) (3.35)

onde R} denota o retorno com base no melhor preco? no momento da transacio, ¢, ou
seja, o retorno tedrico e nao os retornos passados com base nos precos ja realizados. Por
meio da fungao (3.35) temos que a estratégia s6 produz ganhos quando £(t) = 1, caso
contrario, R, = 0. Como consequéncia da funcao estratégia, P(t), a série de retornos

da estratégia passiva sdo os proprios retornos efetivos, R;®, no periodo analisado.

O retorno total é calculado pela estratégia e é dado por,

T
G(1) = [Lo€®) =[] Rlas® + (1 - @), (3.36)
t=1

em que T é o tamanho da série e ¢t é o indexador de tempo.

2No caso de sinal £(t) = 1 adquiri o ativo pelo melhor preco de venda em ¢, e no momento da venda
E(t) = 0 adquiri pelo melhor prego de compra disponivel no book.

Py—P;_ . :
SR = —p5 -+, em que P} é o prego do ativo no tempo t.



41 3.5. Estratégia de Operagao

Para estimar os valores 6timos de 7° e 7*, que maximizem o retorno total, sera
realizada uma simulagao. Com o intuito de operacionalizar a geracao destes resultados,

o processo de simulacao obedece os seguintes passos:

1. Estabelecer um valor aleatoério para 7 e 7.

2. Gerar os valores da funcao estratégia.
3. Extrair os valores dos retornos totais.

A partir da definicao dos parametros, 7, 7° é possivel auferir os ganhos da estratégia
ativa e compara-lo com a estratégia passiva, conhecida como Buy and Hold. Entretanto,
é necessario ajustar a estratégia ativa em relagao ao risco. Isto é, os ganhos da estratégia
ativa, acima da passiva, podem ser gerados meramente em razao do aumento de risco
e nao em funcao das mudancas de interesses dos agentes captados pela estratégia.

Uma possivel forma de comparar as duas estratégias é por meio da seguinte regres-
sao,

9(E(t)) = a+ BR; + &, (3.37)

em que g; é o termo de erro estocéastico e 8 e « 880 os parAmetros a serem estimados.
O parametro f fornece uma medida de risco da estratégia, £(¢t). O parametro o é
conhecido como alfa de Jensen, caso ele seja estatisticamente significativo a estratégia
ativa tras ganhos consistentes de fato, caso contrario os retornos excedentes produzidos
pela estratégia ativa sao frutos do aumento de risco. Além disso, a estratégia esta sujeita
ao risco de liquidez, traduzida pelo Bid-Ask Spread. Em seguida, é possivel executar
este mesmo procedimento com a insercao de custos operacionais.

Outra possibilidade mais simplista da estratégia é considerar apenas as operacoes
de long positions e desconsiderar as de short positions. Isto se deve ao fato de que
as transacoes de short position dependem de fatores externos, pois eles possuem um

Book especifico de oferta de aluguel de agoes. Neste caso, teremos a seguinte fungao
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estratégia,

1, sew(t—1)>n,

Et)=9 1, ser(t—1)>r"e&(t—2)=1  (3.38)

0, caso contrério.

Com esta estratégia ha o exercicio de compra, pelo melhor preco de venda, quando a

b

razao das intensidades é maior que 7° e mantém o ativo em carteira até que a razao,

7(t), torna-se menor que ¢, vendendo pelo melhor prego de compra.



Capitulo 4

Estimacao do Processo de Hawkes

No capitulo anterior foi apresentado os processos de Hawkes univariado e multivariado, e
como ele pode ser aplicado em finangas na modelagem do book de ofertas. Outro ponto
ressaltado foi quanto ao significado que alguns de seus pardmetros trazem para a analise
da relacao entre os agentes no book. Neste capitulo, abordaremos a estimagao dos
parametros do processo de Hawkes tanto para o caso univariado como o multivariado.

Em ambos os casos utilizaremos os estimadores de méxima verossimilhanca.

4.1 Estimacao Univariada

A fungao de verossimilhanga de uma realizagao finita de pontos pode ser caracterizada
pela probabilidade de obter um certo niimero de pontos no periodo analisado, vezes
a funcao de densidade conjunta condicional das posi¢oes dos pontos dado seu niimero

total, isto &,
L(N(A);ty b2, tn(ay) = P {ti,te, oty N(A)} P{N(A)}. (4.1)

A funcdo de verossimilhanca serda denota por L. Em muitos processos pontuais,

a aplicacdo direta desta metodologia é intratavel. Uma forma alternativa é utilizar
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a funcao intensidade condicional para avaliar a verossimilhanga (Daley e Vere-Jones,

2002).

Antes de prosseguir tomemos o caso mais simples em que a fungdo intensidade é
uma constante A. Supondo o caso em que temos N observagoes no intervalo (0,77] em
que os pontos sao ti,ts,...,t 5, a funcao de verossimilhanca estd embasada nas posigoes

dos pontos t; e no niamero total de pontos, N((0,T).

{ ﬂ 1 { ﬂ 1 { A 1 ]
! ! T ] T v 1 o T 1
0 t1-A 11 thz-A tnz tN-A N tn-A N T

Figura 4.1: Diagrama dos tempos de ocorréncias t; dos eventos na reta

Tomando a fungao (3.1), podemos escrever a probabilidade de haver um tnico evento
em cada um dos intervalos (t; — Ayt;],i = 1,2,...,N e nenhum ponto nos intervalos

restantes de (0,77]. Isto é dado por,
N
e T rA. (4.2)
j=1

Dividindo (4.2) por AY e tomar A — 0, obtemos a densidade. A funcdo de verossi-

milhanca é gerada nos mesmos moldes de (4.1),

Lp(Nityto,..ty) = ANe AT,

N
Como a probabilidade de obter N pontos no intervalo (0,77] é [%} e o que implica
dizer que P(t1,ta,...,tn|N((0,7)) = % , ou seja, dado certo ntmero de pontos no

intervalo, seus valores sdo uniformemente distribuidos em todo este intervalo. No caso

de um processo de Poisson nao homogéneo em que a funcao intensidade varia com o
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tempo, A(t), o termo A(b; —a;) da funcao (3.1) e substituida pelo compensator, A(a;,b;].

N
LT(N)tlat27°"7tN) = eiA(O’T] H )‘(t’b)
=1

= exp (— /OT A(t)dt + /OT log)\(t)dNt>

Em geral, a funcao verossimilhanca de um processo pontual é expressa por meio das

(4.3)

funcoes intensidades. A classe de processos pontuais em que a funcao intensidade
condicional pode ser expressa em termos das ocorréncias passadas, a verossimilhanca
torna-se analogo a (4.3) bastando substituir A(¢) por A(¢|F:). Muitos sdo os processos
pontuais incluindo os estacionario e nao estacionérios que possuem esta caracteristica
como o processo de Poisson, renovagao, processo de Wold e o de Hawkes (Daley e

Vere-Jones, 2002).

Proposicao 1 Seja N um processo pontual reqular em (0,T] para algum 0 <T < oo e
sendo t1,ta,....tn(T) @ realizagao do processo sobre o intervalo (0,T] entao a fungao de

verossimilhanga L deste processo € expressa da sequinte forma,

L= [ﬁ )\(ti|}})] exp <_ /O ' )\(u|]-"u)du) ,

i=1
em que A(t|F:) € a fungao intensidade condicional.

Para maiores informagoes veja em Daley e Vere-Jones (2002)

A partir da Proposi¢ao 1 podemos montar a funcio de verossimilhanca do processo
de Hawkes. Tendo em mente que o método de maxima verossimilhanca busca otimizar
a func@o verossimilhanga com relagdo ao conjunto de pardmetros, © = {u,o,5}, com

P = 1. Denotaremos a fungao verossimilhanga por L (@]NT,tl,tg,...,tN(T)).
Para tratar o procedimento de maximizacao aplicamos o log na funcao verossimi-
lhanca. Esta transformacg@o torna o método de maximizacdo mais facil e ndo implica

prejuizo pois a fungao log ¢ mondtona. Denotaremos a fungao log { Ly (©|Nr,t1,ta,....tN; )} =
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7 (©|Nr,t1,....tn,). Assim, a fungao log verossimilhanca univariada do processo de

Hawkes é expressa por,

Nt
1 (OINT b tny) = —AOT] + 3 In(A(H]F)), (1.4a)
i=1
Nr P oi-1
—AQOT]T+) In [ Ao(t) + DY age it | (4.4b)
i=1 Jj=1k=1
Abrindo a expressao do compensator, A(0,T], tem-se que,
Nr P
T(@|NT,t17~-~7tNT = / /\0 du—zz ] 757 tnp—ti ))
= 1] 1 (45)

+ Z In )\o(t) +ZOZJ‘RJ(’L)

Onde a funcao R;(i) é gerada recursivamente e tem a mesma forma de (3.20), dada

por,
i—1
i) = Ze*ﬁ(ti*ti—l‘i’ti—l*tk) (4.6a)
— e Bilti—ti—1) 1+ Rj(i —-1)). (4.6b)

Em nosso trabalho, T' = ¢y (7) e quando a fungao Ao(t) = p for tratada como uma

constante, logo a integral,

T
/ Ao(u)du = uT.
0

No caso univariado, o esforgo computacional é reduzido com as relagoes de recorréncia,
no entanto, no caso multivariado nao é possivel estabelecer uma fungao recursiva que
dependa exclusivamente de um tnico valor passado. Na proxima secao abordaremos a

estimacao para o caso multivariado.
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4.2 Estimacao Multivariada

Para investigarmos nao somente a relagdo de auto excitacao que um evento passado pro-
voca nas taxas de chegadas de eventos futuros, mas também a excitacao cruzada, onde
um salto de um processo pode elevar a intensidade de um outro processo, necessitamos
abordar o processo do ponto de vista multivariado. Como explicitado no Capitulo 3, o
processo de Hawkes multivariado de dimensao M esta associado a um processo pontual

multivariado com suas respectivas taxas de chegadas A\, (t|F;) em que m = 1,2,...,M.

Assim como no caso univariado a log verossimilhanca é estabelecida a partir das fun-
¢oes intensidades. Desta forma, tomando a Proposicao 1 e as fungoes descritas na secao
3.4.2 do Capitulo 3 a funcao log verossimilhanca do processo de Hawkes multivariado

é expressa por,

M Np' M P
L (OINg ' 82, t™) =3 Ap(OT) + D I prn+ D> Y ajmpe Hmnl 1)
=1

m=1 n=1j=1tp <t/

(4.7)

O valor t" = { s ﬁm} representa a realizacao do processo da m-ésima
T Jm=12,..,

dimensao. O vetor @ = {©1,02,...,0,,} sintetiza os M espagos paramétrico do processo

em que cada um deles sao O,, = {vaaj,m,naﬁj,m,n}n:Lz,,,,,M ¢ j=12...P

Proposicao 2 A funcdo log verossimilhanca de um processo de Hawkes multivariado
pode ser expressa com a soma de M fungoes log verossimilhanga, uma para cada con-

junto de pardmetros ©,,,
M
L7 (O|Nrp,t' 2. ") = Z L7 (0| Np th 2.t .
m=1

Por meio desta formulagao € possivel otimizar cada funcao individualmente Ogata

(1978).
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A partir da funcao (3.30) temos que,

m(0,7) /)\ t)dt = ZAtH,z

Portanto, podemos reescrever (4.7) como,

N M P
o . m_yi—1 g
Lr (@|NT,t1,t2,. ") ZT,um Zzzﬁjm" [( — e Bimm (] —tm )) R}nn(z—l)
i=1 n=1j=1 """
+ ) (1—e Bism.n (85" ‘t"))+21n M'm‘i‘zza]mn R (i)
By Stp<ty n=1j=1

(4.8)
O valor T representa o tempo total de observagdo da série com a funcdo A\o(t) = u
representada por uma constante. O N7 & o total de saltos do tipo m realizados no
periodo T' e P representa a ordem do modelo. Em nosso estudo estamos diante do
caso M = 2 sendo m = 1 referente as ofertas de compras e m = 2 as de vendas.
Como explicitado na capitulo anterior, temos um processo de Hawkes bivariado com a
estrutura dada por (3.31). Neste caso, a fungao log verossimilhanga ¢ desmembrada em

duas,

L7 (©c,Ov|Nr,tt") = L1 (Oc|Nr,t°t°) + L1 (Oy|Np,t°,t") ,

uma para cada conjunto de parametros Oc = {fic,0ce,Bec,QevsBev } € OV = { o, Qvw s Bovs Qves Buc } -

As duas fungoes, portanto, sdo expressas respectivamente por,

£T(®C|NT,tc,t”)——/ AT —i—Zln (t1F)
t(‘

0

= —pT" — % > (1 — e—ﬂchc—ti)) -y % (1 - e_ﬁcv(TC—tf)>

tp<Tc tpr<Tc
NC
- 1 cc cv
+Znuc+acCR (1) + aey R (1)),
=1

(4.9)
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e por,

Nf.
L7 (Oy|Np e t) = —p,TY — {O‘” 1— e P =H0) A (i — 1) | +
@i > (o )i

Nf
_ Z Qyc (1 . e—ﬁvc(tf—t§_1)> A’UC(Z‘ _ 1) + Z (1 _ e*ﬂuc(ﬁ?*tz)) +
=1

Buc t Stp<ty
Ny
> I (i + @R (6) + e RY(0)) -
=1

(4.10)






Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo, iniciamos a anéalise dos dados, com base nos conceitos apresentados
em capitulos anteriores. A avaliacdo tem como objetivo diagnosticar e caracterizar o
comportamento da série de ordens do Book de ofertas do fundo de indice ETF mediante
um processo de Hawkes. Inicialmente, descrevemos o processo de coleta dos dados e em
seguida, é apresentado uma breve analise descritiva dos dados. Nas se¢oes subsequentes
exibimos os resultados do processo de estimagao dos parametros, primeiramente para o
caso univariado e posteriormente o caso multivariado. Em ambos os casos, utilizamos
o algoritmo de Nelder-Mead para maximizar a fungdo verossimilhanga. Consideramos
também, tanto a intensidade base constante como a ajustada a sazonalidade intradiaria.
No final, apresentamos os resultados da implementacao da estratégia que leva em conta

as caracteristicas das intensidades de compra e venda de ativos.

5.1 Descricao dos Dados

Para investigar as taxas com que os agentes inserem as ordens no mercado e como ela
se comporta ao longo do tempo, foram coletados os tempos de chegadas destas ofertas

ao book. Durante o periodo de negociagoes foram captados os tempos em que houve
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alteragoes nas melhores ofertas. Para o registro, foram consideradas os casos em que
houve a inser¢ao de uma nova melhor oferta ou quando houve uma mudanga no namero
de ofertas sobre o mesmo preco. A contabilizacdo destas chegadas segue-se tanto para
as ofertas de compra como para as de venda. Estas taxas representam o fluxo de ordens
encaminhadas por fracao de tempo.

Sobre a perspectiva das taxas de chegadas de oferta de compra, foram computados
tanto os tempos em que houve aumento do valor da melhor oferta de compra quanto
no aumento da melhor oferta de venda, pois em ambos os casos as mudangas foram
geradas por uma ordem de compra. O mesmo raciocinio é valido sobre a perspectiva
das taxas de oferta de venda. Desta maneira, foram extraidas duas séries, uma para
as taxas de compra e outra para as taxas de venda. Por meio desta forma de coleta
nao foi possivel segregar as ordens a mercado market orders e as ordens do tipo limits
orders.

Para coletar a amostra foi desenvolvido um programa em VBA (Visual Basic for
Applications), que registrava a cada mudanga no book o tempo em milissegundos. Os
dados s@o fornecidos diretamente através da plataforma Enforque Ltda. O ativo em
anélise é a cota do fundo de indice ETF iShare Ibovespa cotada sobre o codigo BOVAT11.
A amostra data de 10 de Outubro de 2013 com um total de 4.048 observacoes para as

compra e 4.945 para as observagoes de venda.
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5.2 Resultados: Preliminares

Nesta etapa apresentamos uma anéalise descritivas dos dados. A série abaixo mostra a
evolugao dos pregos realizados, com uma frequéncia de 1 minuto, ao longo do dia. O
comportamento dos pregos, em tultima instéancia, é gerado pelos contrastes dos desba-

lancos entre as ofertas de compra e de venda.

Preco ETF
516 517 §&18 519

51.85

514

Obs

Figura 5.1: Série pregos do BOVA11

Quando observamos as séries das durations, elas apresentam comportamentos simi-

lares. Isto pode ser visto por meio da tabela 5.1 de estatisticas descritivas de ambas

séries.
Tipo Média Variancia Skewness Kurtose
Compra 0,10 0,04 9,83 179,53
Venda 0,082 0,02 5,22 39,85

Tabela 5.1: Estatisticas Descritivas das Durations - ETF BOVA11

Como estamos diante de um processo de contagem, preliminarmente verificamos
se os intervalos entre as ordens sao exponencialmente distribuidos. Caso os dados se
ajustem bem a esta distribuigoes temos um caso de um processo de Poisson homogéneo.
Para investigarmos isso, esbocamos o QQ-Plot das duration tanto das ordens de compra

como de venda.
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Ordered sample

°
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Ordered sample

Exponential plotting position Exponential plotting position

(a) Intervalos de Compra (b) Intervalos de Venda

Figura 5.2: QQ-Plot Durations das Melhores Ofertas de Compra e Vendas do ETF

Pelo grafico podemos observar claramente que o processo gerador dos dados nao

sugere seguir uma distribuigdo exponencial. Uma das possiveis razoes pode ser devido

a estrutura de dependéncia temporal. A seguir é plotado a série das durations.
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Figura 5.3: Série das Durations das Ofertas de Compra e Vendas do ETF

O grafico mostra que ha actiimulos de intervalos, o que sugere uma dependéncia

entre os intervalos. Outro ponto ressaltado é o aumento das durations a partir das 13h

em ambos os graficos.

Os graficos acima corroboram com a ideia de dependéncia temporal entre os interva-

los. No entanto, nao é possivel verificar a dependéncia entre compra e venda. A partir

das descricao dos dados, podemos perceber que de fato o processo gerador do niimero
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Figura 5.4: Fungoes de Autocorrelagoes da Série das Durations das Ofertas de Compra
e Vendas do ETF

de chegadas de ofertas nao segue um processo de Poisson homogéneo. O passo seguinte
é verificar como os eventos passados influenciam na mudanca da taxa de chegadas de

ofertas iniciando com o caso do processo de Hawkes univariado.

5.3 Resultados: Processo Hawkes Univariado

Em uma anélise mais simplista, vamos considerar o caso univariado. Neste ponto, ape-
nas as chegadas de ofertas passadas de mesma natureza influencia nas taxas futuras.
Como explicitado no Capitulo 4 os pardmetros foram estimados via méxima verossi-
milhanca. A intensidade foi calculada na escala de minutos. A tabela 5.2 mostra as
estimativas dos pardmetros com a intensidade base constante.

Os valores com (*) significam que a ordem é menor que 107°. A estrutura de
compra e venda s&o muitos similares. O pardmetro « chamados de auto excitagao
instantanea tanto na compra quanto na venda tem o mesmo aumento da taxa de oferta.
Instantaneamente podemos verificar que a taxa de oferta dobra em relacao a taxa de
longo prazo, .

O parametro 8 que mede o decaimento exponencial das influéncias passadas também

foram similares para os dois casos. Quanto maior o valor de 8 menor a influéncia
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Coeficiente Erro Padrao p-Valor
Compra
fic 2,36 0,200 0,000*
e 3,18 0,210 0,000*
Be 4,18 0,318 0,000*
Venda,
[l 2,99 0,250 0,000*
Gy 3,20 0,232 0,000%*
B, 4,26 0,353 0,000*

Tabela 5.2: Estimativa Funcao Intensidade - ETF BOVA11

56

dos eventos passados. Os resultados dos pardmetros a e § sugerem que os agentes

compradores e vendedores agem do mesmo modo.

Embora os parametros p tenham se distanciado um do outro, a discrepancia nao

foi estatisticamente significativa com p-valor de 0,08, o que mostra que as taxas de

chegadas de ofertas sdo similares.

A partir do Teorema 1 podemos verificar o ajuste dos dados a um processo de

Hawkes univariado. Caso a taxa de chegadas sejam governadas por este processo os

F-Compensators devem seguir uma distribuigdo exponencial. Por meio do grafico de

QQ-Plot podemos ter uma ideia do ajuste.

—

(a) Durations Compra

(b) F-Compensators Compra

Figura 5.5: Grafico QQ-Plot da Série das Durations das Ofertas de Compra do ETF

Nos gréaficos 5.5 e 5.6 sao dispostos no lado esquerdo as durations das chegadas de

ofertas e no lado direito os F-Compensators. Em ambos os graficos é possivel perceber
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uma mudanga significativa nos ajustes a uma distribuigdo exponencial. De forma geral,

(a) Durations Venda (b) F-Compensators Venda

Figura 5.6: Grafico QQ-Plot da Série das Durations das Ofertas de Venda do ETF

podemos observar que o processo pode ser bem descrito por um processo de Hawkes.
A intensidade média, ao longo do periodo de negociacao, foram calculadas a partir da

Equagao 3.18 e estao dispostas na tabela a baixo. Entretanto, é conhecido que ao longo

Compra  Venda
E[N#)] 09,8648 12,0164

Tabela 5.3: Intensidade Média por Minuto - ETF BOVA11

do periodo de negociacao a intensidade de negociagoes sofrem uma sazonalidade, em
que ha, em geral, picos no inicio e no final do pregdo com uma acentuada diminuicao de
atividade no intervalo do almoco, conhecido com "efeito almogo". Através dos graficos
5.7 de ¢(t) que aproxima Ag(t) podemos verificar que este comportamento também

ocorre, seguindo um formato de "U".

(a) A\o(t) de Compra (b) Ao(t) de Venda

Figura 5.7: Gréafico da interpolagao ¢(t) - ETF BOVA11l
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Os gréficos foram gerados por meio de um spline cibico, em que os pontos foram
calculados por 3.24 espacados a cada meia hora. Mesmo levando em conta este compor-
tamento, os parametros nao tiveram grandes alteracoes. A estimacao dos parametros

sao apresentados na tabela 5.4.

Coeficiente Erro Padrao p-Valor

Compra
Fie 0,58 0,005 0,000%
e 3,08 0,219 0,000%
B. 4,12 0,33 0,000*
Venda
Foo 0,07 0,005 0,000%
o 3,17 0,238 0,000*
B, 4,36 0,378 0,000*

Tabela 5.4: Estimativa Funcao Intensidade com Ajuste Sazonal- ETF BOVAI11

Na medida em que o tempo passa a fungdo intensidade de chegadas de ofertas
vao sendo alteradas e sofrem aumentos instantdneos com a ocorréncia de um evento e
decaem exponencialmente até a chegada de um novo evento. O grafico abaixo mostra

as taxas A(t) ao longo dos 30 primeiros minutos de negociagao.
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Figura 5.8: Intensidade A(t) de Compra (Azul) e Venda (Lilas) do ETF BOVA11

Fica evidente através do grafico 5.8 que nao somente a intensidade A(t) tem uma

dependéncia temporal bem como deve possuir uma relacao entre os tipos de ordens. Isto
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pode ser visto na sincronia nos valores de A\.(t) e A,(t) plotado no grafico. Para investi-
garmos esta relacao lancaremos mao do processo de Hawkes multivariado apresentado

na etapa seguinte.

5.4 Resultados: Processo Hawkes Multivariado

A abordagem multivariada do processo de Hawkes, no contexto da modelagem do book,
serd a bivariada. A estrutura de relagdo entre as taxas de chegadas de ofertas de
compra e venda que investigamos, segue o sistema de Equagoes 3.31. Diferentemente
do caso univariado, esta configuragdo permite visualizar a interacdo entre os tipos de
ofertas explicitado pelo conjunto de parédmetros cy,Bey,0ve,Bve- Os pardmetros da
Equagao 3.31 foram estimados por maxima verossimilhanca por meio da fungao 4.9. Os

resultados da estimacao estao apresentados na tabela a seguir.

Coeficiente Erro Padrao p-Valor

Compra
e 1,49 0,28 0,000
G 3,36 0,25 0,000%
Bee 5,02 0,46 0,000*
by 0,14 0,06 0,0125
Bew 0,92 0,41 0,0121
Venda
To 2,52 0,44 0,000%
G 3,60 0,32 0,000*
Buw 6,20 0,69 0,000%
oe 0,18 0,06 0,00137
Buc 0,60 0,20 0,00175

Tabela 5.5: Estimativa Fungao Intensidade - ETF BOVA11

Os valores com (*) significa que a ordem é menor que 107°. Todos os parametros
foram estatisticamente significativos a 95% de confian¢a. Da mesma forma que no caso
univariado, os parametros foram similares para ambos casos. Este fato reforca a tese

que os agentes atuam do mesmo modo tanto na execugao da venda quanto na compra,
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exposta no caso univariado.

Podemos perceber que as chegadas de ofertas induzem, de fato, a taxa de ofertas
do outro lado do book indicada pelos parametros auy,Bey,Qpe,Bve. Outro ponto impor-
tante ressaltado pela tabela 5.5, é que embora o aumento instantaneo da intensidade
seja menor quando ocorre a chegada de uma oferta de natureza inversa, sua influéncia
perdura durante um maior tempo pois Bey < Bec € Bue < Bov-

O grafico abaixo mostra a funcao intensidade nos primeiros 30 minutos de negocia-

cao.
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Figura 5.9: Intensidade A(t) de Compra (Azul) e Venda (Lilas) do ETF BOVAL1l

Novamente utilizando o Teorema 1 podemos verificar a qualidade do ajuste da série.
Caso a realizagdo seja governada por um processo de Hawkes bivariado os A(t;—1,t;)

devem possuir uma distribui¢cdo exponencial.
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Figura 5.10: Grafico QQ-Plot da Série das Durations das Ofertas de Compra do ETF

A partir dos graficos de QQ-Plot descritos a baixo podemos averiguar que houve

um bom ajuste a uma distribui¢ao exponencial em ambos os casos.
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Figura 5.11: Grafico QQ-Plot da Série das Durations das Ofertas de Venda do ETF

Para verificarmos a hipétese nula de B., = B¢, isto é, se a propagacao das in-
fluéncias sdo iguais tanto na venda quando na compra utilizamos o teste de razao de

verossimilhanca.

sup ,CT (@0|NT,tc,tv) 2
U =-21] ~
(SupET (O|Np.to.tv) )~ X108

Como ¥ = 476,96 > X20,95;gl=2 logo temos evidéncia pra rejeitar a hipotese nula de que

tanto compradores quanto vendedores de ativos possuem a mesma influéncia de eventos
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passados gerados pelas agoes do outro lado do book.
Quando consideramos a sazonalidade da funcao intensidade base, dispostas no gra-

fico 5.7, os resultados da estimagao do modelo se alteram.

Coeficiente Erro Padrao p-Valor

Compra
Fo 0,04 0,004 0,000%
G 2,93 0,24 0,000%
Bee 4,14 0,39 0,000*
Gev 0,60 0,26 0,0112
Bew 7.7 3,52 0,0143
Venda
3 0,04 0,009 0,000
G 0,74 0,097 0,000%
Buw 1,26 0,176 0,000%
e 3,71 0,653 0,000%
Boe 11,56 1,95 0,000*

Tabela 5.6: Estimativa Func¢ao Intensidade - ETF BOVAI1

Todos os parametros foram significativo a 95% de confianga. Quando comparamos
os resultados da tabela 5.5 e da tabela 5.6 podemos perceber que a estrutura geral de
reacao dos agentes aos eventos do book muda. Os compradores se mostraram menos
reativos a eventos instantaneos do outro lado do book quando comparados aos vende-
dores, comportamento traduzido pela relacao g, = 0,6 < . = 3,71. Entretanto, o
decaimento exponencial da propagacao da influencia dos compradores é menor que os

vendedores. Para termos uma ideia desta relacdo podemos usar a férmula,

;r:c(—giﬁl x 60 Ts = ;:C(—gﬁi X 60 (5.1)

Te =

que indica em quantos segundos a influéncia dos dois eventos se equivalem, isto é, em
qual ponto no tempo as curvas do decaimento exponencial se igualam. No caso em
que olhamos apenas para os eventos passados da mesma natureza, o 7, = 28,3, o que

significa que os compradores reagem mais fortemente aos eventos apenas nos primeiros
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28,3 segundos apos este periodo as influéncias sdo maiores para os vendedores. O mesmo
raciocinio é valido quando analisamos os eventos de natureza inversa. Como o 7. = 28,1,
os vendedores reagem mais as ofertas de compra do que os compradores as de venda
por aproximadamente 28,1 segundos.

A partir destes resultados podemos entender melhor como os investidores agem
diante das chegadas de ofertas no book. Outro ponto é a investigacao das similaridades
de comportamento entre compradores e vendedores. Com o entendimento da reagao
dos agentes diante dos eventos de chegadas de ofertas podemos também verificar se a
estratégia que leve em conta estas reacoes pode gerar ganhos superiores a média de
mercado. Na proxima secao investigaremos a aplicacao deste tipo de estratégia e qual

é o seu desempenho diante dos riscos.

5.5 Simulacao: Estratégia de Operacao

O preco dos ativos sao formulados mediante aos desbalangos entre as ofertas de compra
e venda registrados no book de ofertas. Como as taxas de chegadas captam as mu-
dancas com que os agentes ofertam e demandam ativos logo podemos utilizar destes
movimentos para operar no mercado, como discutido na Segao 3.5. Apds estimados os
pardmetros que governam a reagao dos agentes perante os eventos de chegadas destas
ofertas estamos aptos a testar se a estratégia ativa de operacao descrita pela funcao
estratégia (3.38) produzem ganhos consistentes. Caso a estratégia ativa gere retornos
anormais temos de verificar se superam os riscos das operagoes.

Todavia, ao realizar a simulagao descrita na se¢ao 3.5 nao foi possivel encontrar os
pontos 6timos de 7¥ e 7. No caso do ativo BOVA11 todos os pontos gerados levaram
a retornos totais menores que um. Em quase toda sua totalidade as operagoes geradas

pela funcdo 3.38 de compra e venda para cada par de pontos 7° e 7° levaram a perdas.

A primeira vista os resultados nos leva a crer que o uso das razoes entre as taxas
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nao possui qualquer poder preditivo do movimento dos precos. Relembrando a secao
3.5, a funcdo estratégia esta sujeita ao risco de liquidez expresso pelo Bid-Ask Spread.
Desta forma, para gerar retorno sobressalentes nao basta ter capacidade preditiva, mas
a indicacdo de movimentagao entre compradores e vendedores deve superar a diferenca
entre a melhor oferta de compra e venda.

Na tentativa de filtrar a capacidade preditiva das mudancas das taxas e o risco de

b na escala de desvio padrio

liquidez tragamos um grid. No primeiro eixo temos o m
de A\c(t). O eixo "tempo"’ representa o instante § apos observar A\c(t) > n°. Caso os
melhores precos subam 100% das vezes depois de ¢ segundos apos ter ultrapassado o

ponto 7, temos uma assertividade de 1.

Figura 5.12: Grafico do Nivel de Assertividade

Por meio deste grafico podemos perceber a partir de qual valor da taxa de compra

e quanto tempo demora até o prego subir.

Max w0 1
85% 4,55 156

Tabela 5.7: Resultado da Assertividade Maxima

O melhor ponto ocorre quando a taxa de compra excede 4,55 desvios padroes e
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observamos a oferta de melhor compra apé6s 156 segundos. Com estes dois parametros
acertamos no aumento do valor ofertado 85% das vezes. Logo podemos perceber que as
taxas de compra permite algum grau de previsibilidade porém o bid-ask spread impede
a obtengao de ganhos no caso do ativo BOVA11. Possivelmente, com outros ativos com

menores spreads seja possivel gerar ganhos anormais.






Capitulo 6

Consideracoes Finais

A presente monografia investigou as taxas de chegadas de ofertas de compra e venda
de ativos no mercado acionario brasileiro. Este estudo foi feito por meio da modelagem
com a utilizagao de uma classe de processos pontuais, chamados de Linear Self- Ezciting,
em especial o processo de Hawkes. A partir dos parametros do processo que governam
os dados, é possivel descrever alguns comportamentos dos agentes tanto compradores
quanto vendedores de a¢oes ao longo do pregao evidenciados no Book de ofertas.

A apresentagdo da monografia iniciou-se com a introdugéo de alguns conceitos ba-
sicos que alicercam este trabalho. No capitulo seguinte, foi introduzido os processos
pontuais bem como um caso particular destes processos, o de Hawkes. As caracteris-
ticas do processo de Hawkes foram apresentadas mediante sua modelagem no Book de
ofertas. Abordamos o caso usual de Hawkes, com kernel exponencial. No contexto da
dindmica do Book discutimos também o caso multivariado do processo de Hawkes, pois,
a partir dele é possivel mensurar o grau de interacao entre compradores e vendedores.
Outro ponto discutido, foi a descrigao de uma estratégia de operagao que capte a estru-
tura de interagdao no Book, a fim de adquirir ganhos acima da média do mercado. No
capitulo 4 foi abordado o método de estimagao dos parametros do processo de Hawkes.

A etapa de anélise de todo resultados da monografia compreendeu apenas um tinico
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ativo, a saber o fundo ETF iShare Ibovespa'. Nesta etapa preliminar objetivamos veri-
ficar se as taxas de chegadas de ofertas sao independentes e se seguem uma distribuicao
exponencial. Caso este quadro fosse observado teriamos um processo de Poisson do tipo
homogéneo. Nesta circunstancia, a descricao de um processo de Hawkes nao seria ttil.
No entanto, os dados nao apontam para isto, ou seja, os intervalos entre as chegadas
das ofertas tanto de compra como as de venda nao se ajustaram a uma distribuicao
exponencial. Nas estimacgoes dos parametros do processo de Hawkes, tanto no caso uni-
variado como no multivariado, os agente se mostraram com comportamentos similares
quando atuam como compradores ou como vendedores de ativos. A busca de calibrar
uma estratégia por meio das taxas de ofertas de compra e venda que gerasse retornos
anormais foi frustrada. Os resultados mostraram nao ser possivel obter ganhos com
esta estratégia. Entretanto, este resultados foram atribuidos ao tamanho do bid-ask
spread.

Em estudos futuros é possivel estender os resultados para outros ativos do mercado
acionério brasileiro. Outro ponto interessante é a investigagao da adequagao de kernels
de outras distribui¢des a dados financeiros como a Weibull, gama, Burr, Hiperbdlica,
Pareto Generalizada entre outras. De posse destes resultados, é possivel desenvolver
alternativas aos modelos de avaliacao de probabilidade de negociagao com informagao
privilegiada, como Easley et al. (1996), que considera a taxa de chegadas de ofertas

constantes.

! Ativo registrado com o codigo BOVA11 na Bovespa
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Apéndice A

Primeiro apéndice

Para m < n tem-se que a esperancga

Inicialmente expressando o lado esquerdo da equacao a cima temos

/ / / E[y|F) LEL82@nt) g g g g
$15$27"‘7xm)
/ / / _00 Zf Z1,22;.. (I}TL,Z)dZ f(xlawa"axn?y)d d. d d

f @120, an,2)dz | f(@1,@e,.my,) 0T

Integrando a funcao f(x1,x9,...,z,,y) com relacdo a y, a expressao fica
OO

/ / Zf T1,02,.0,Tn,2)d2 f(ZL‘l,l’Q,...,l‘n)d d d

f Fx1,22,an,2)dz | f(@1,@0, ) T

O denominador da esperanca E [Y'|F,] se cancela com a func¢ao f(x1,z2,...,2)

* <[ 1 f(x1,22,....20)
Y Ao dy o oood
/_oo /_OO/_OOZf($1,.%'2, Znr?) Zf(x1,3727~--,$n) flz1,29, ) " !
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0 o oo T, 2)d
/ / / f($17552, i Z) Zda;ndmnflp..,dacl :E[Y‘]:m]

z
oo f(x1,29,.. ;)

Assim, concluimos a igualdade E [E [Y|F,] | Fn] = E[Y|Fn).



Apéndice B

Segundo apéndice

A série 3.4 representa a probabilidade acumulada de um distribuicdo de Poisson, logo
temos que esta série converge. Desta forma, podemos diferenciar termo a termo para

obter a fun¢do densidade de Sy,

d _ /\t =y ()it
~F — e )\t A At
e on Z +j:n C G-
_ Y (/\t>n71 - e (A B.1
= Jde n—l)!+z/\e (,_1)!—2)\8 1 (B.1)
j=n+1 J j=n J
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