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RESUMO

O presente trabalho apresenta a implementagao de um c6digo numérico para anélise
de problemas de contato unilateral em corpos elasticos com atrito seco. Primeiramente
serd apresentada uma revisao bibliografica sobre o assunto e a formulacao do problema
a ser trabalhada. Baseado nas formulagoes encontrados na bibliografia, foram desen-
volvidos algoritmos utilizando o método dos elementos de contorno na imposicao das
condigoes de contato unilateral com ou sem atrito. O programa foi desenvolvido na
linguagem M ATLAB® ¢ foi avaliado pela comparagao com problemas com as solu-
¢ao analitica conhecida e também com resultados numéricos obtidos usando o método
dos elementos finitos. Os resultados numéricos apresentaram boa concordancia a so-
lugbes analiticas de Hertz e também com solugoes numéricas obtidas pelo método dos
elementos finitos.

Palavras-chave: Contato unilateral, Método de Elementos Finitos, Atrito.

ABSTRACT

This work presents the implementation of a numerical code for the analysis of
unilateral contact of elastic bodies with dry friction. First, it will be presented a
literature review on the subject and the formulation of the problem to be worked.
Based on the formulations found on the literature, algorithms were developed using
the boundary element method with the imposition of conditions of unilateral contact
with or without friction. The program was developed in M ATLAB® and was assessed
with problems that have known analytical solutions and with numerical results obtained
by the finite element method. The numerical results showed a good agreement with
Hertz analytical solutions presented in the literature for frictionless contact condition
and some solutions obtained by the finite element method to problems of contact with
friction.

Keywords: Unilateral contact, Boundary Element Method, Friction.
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Capitulo 1 INTRODUCAO

Contato Mecéanico

De um modo geral, o contato entre dois corpos pode ocorrer em um ponto, ao longo
de uma linha ou sobre uma superficie. No caso de carregamentos e configuragoes com-
plexas, pode-se encontrar uma combinag¢ao dos contatos mencionados e dependendo da
forga aplicada, a regidao de contato pode mudar. Por outro lado, a interagao entre duas
superficies de contato é complexa, pois o comportamento de contato é sensivel a rigidez
do material, & sua textura, ao seu acabamento, a topologia da superficie de contato,
a taxa de carregamento, & magnitude do carregamento, a dire¢cao do carregamento em
relacao a regiao de contato, aos suportes do corpo, etc.

Devido & complexidade e importancia tecnologica, problemas de contato tém sido
muito estudados nos tltimos anos. Grande parte dos estudos podem ser encontrados
nos livros Johnson [1] Galin [2] e [3] e Hertz [4]. O comportamento na interface de con-
tato é muito influenciada pelo atrito, o fenémeno de transferéncia de carga e a interagao
entre duas superficies de contato. O contato é um parametro mecanico importante nas
estruturas, pois a carga é transferida por contato através de uma méquina por meio de
conjuntos aparafusados, engrenagens, rolamentos, fixagao de pas de turbinas, etc. Cal-
cular o valor de tensoes e deformagoes devido ao contato, especificamente na presenca
de atrito, é de grande importancia pratica.

Considerando que a maioria das estruturas metalicas nao sobrevive indefinidamente,
a andlise do contato mecénico ajuda a evitar falhas catastroficas. Por exemplo, na
industria aeroespacial, a iniciagdo de trincas nos pontos de concentragao de tensao é
uma das preocupagoes dos engenheiros. Os furos dos rebites, por exemplo, sdo pontos
de concentracao de tensao sob condigoes de contato. Em tal situagao, a mecanica do
contato deve ser utilizada para fornecer as avaliacOes necessérias e procedimentos para
lidar com esses problemas, tanto na fase de projeto quanto em servico.

Também pode ser destacado outras aplicacoes particularmente tteis: o caso de
fretting que aparece quando o contato mecanico esta associado a cargas ciclicas. Esta
situagao apresenta pequenas oscilagoes dos corpos na regiao de contato, o que pode
acelerar a iniciacao de trincas de superficie e fazer com que a propagacao destas trincas
levem & falha catastrofica dos componentes.

Em certas situagoes, uma anélise de contato é feita para avaliar a quantidade de
dano, como no caso de fretting (Waterhouse [5]). Em outros casos, o contato é dese-

jado e é estudado para aperfeicoar a utilizacao de componentes mecanicos, tais como



as travas mecéanicas. A caracterizagdo dos problemas muitas vezes ocorre por meio de
equagoes diferenciais e integrais. No caso de contato mecénico com atrito, a natureza
nao linear do fenémeno torna mais dificil uma solucao exata. Neste contexto, é alta-
mente recomendével o uso de um método numérico para resolver o sistema de equacgoes
nao lineares ou sistemas de equagoes lineares com restrigoes de desigualidade.

Atualmente, o método dos elementos finitos (MEF) é amplamente utilizado para
realizar a anélise de problemas de contato. O MEF se baseia numa estratégia de apro-
ximagao variacional que discretiza o corpo em elementos de tamanhos finitos. Cada
um dos elementos é descrito por uma aproximacao por partes das equagoes governantes
utilizando as abordagens variacionais ou residuais ponderadas. Reunindo as equagoes
para todos os elementos, um sistema simples de equacoes algébricas que representa
o comportamento global do corpo pode ser obtido e resolvido. A gama de aplicacao
bastante ampla do MEF representa um grande desafio para qualquer outro método
numérico existente. No entanto, uma de suas desvantagens é a necessidade de discreti-
zagao de todo o corpo, que pode conduzir a um sistema de matrizes muito grande para
ser resolvido, especificamente para problemas tridimensionais complexos.

Apesar de alguns destes problemas terem sido parcialmente resolvidos pelo desen-
volvimento recente de algoritmos rapidos para a solugao de sistemas de equacgoes e
computadores com grande capacidade de cédlculo por segundo, algumas das dificulda-
des inerentes associadas com o MEF permanecem. Segundo Man [6], o MEF ainda
é ineficiente e demorado para os problemas onde o contorno muda constantemente,
tais como aqueles encontrados na mecénica da fratura linear eléstica e na mecénica do
contato devido aos calculos desnecessarios no interior do dominio.

Ao contrario do MEF, o método de elementos de contorno (MEC) evita a discreti-
zagao de todo o dominio, usando uma abordagem matematica diferente. Esta técnica
transforma analiticamente o conjunto de equagoes diferenciais lineares governantes em
uma equagcao integral ao longo do contorno do problema. Essa transformacao permite
usar sistemas de discretizagao que envolvem apenas o contorno do corpo como foi dito
por Fredholm [8] , Mikhin [9], Smirnov [10] e outros. A abordagem do MEC tem mui-
tas vantagens sobre outras técnicas numéricas. Essas vantagens sao resumidas como se

segue:

e Reduz a dimensionalidade do problema em um, resultando em um sistema menor
de equagoes com uma reducao consideravel nos dados necessarios para a analise.

e O MEC considera continua a modelagem no interior do dominio da solu¢ao, uma
vez que nenhuma discretizacao do interior é necessaria, o que conduz a uma elevada

precisao no calculo das tensoes e deslocamentos interiores.



e As tensoes sao calculadas com a mesma precisao dos deslocamentos.
e O método é bem adequado para os problemas de dominios infinitos, tais como
mecanica dos solos, actstica, aeroelasticidade, dentre outros. Nestes casos, os métodos

cléssicos de dominio nao sao adequados.

Pode-se argumentar a partir do ponto de vista numérico que, como o contato acon-
tece no contorno, uma solugao de contorno como a do método dos elementos de con-
torno, em vez de um procedimento de solucao de dominio, seria mais adequada para a
anélise destes tipos de problemas. Além disso, na anélise dos elementos de contorno,
tanto os deslocamentos como as tensoes sao obtidas com a mesma precisao. No caso
do método dos elementos finitos, por exemplo, as tensoes sao obtidas com precisoes
inferiores aos deslocamentos.

Os problemas de contato podem ser classificados em dois tipos: Problemas de

contato sem atrito e problemas de contato com atrito.

1.1 Contato sem atrito

O contato sem atrito é um contato idealizado que tem aplicagao muito restrita. De
modo geral, pegas bem lubrificadas podem ser modeladas como em contato sem atrito.

Na situacao de contato sem atrito, os corpos em contato podem deslizar sem re-
sisténcia ao longo da diregao tangencial (paralela a superficie de contato). Devido &
carga aplicada e a auséncia do atrito, existe somente for¢ga normal de compressao na
regiao de contato. Neste caso, os corpos podem se separar, mas nao vao interpenetrar.
No contato sem atrito, as tensoes na dire¢ao tangencial sempre sao nulas e a continui-
dade da tensao normal dentro da zona de contato é sempre preservada. Além disso,

problemas de contato sem atrito sao independentes da historia do carregamento.

1.2 Contato com atrito

O atrito é um fenémeno fisico encontrado naturalmente em problemas de contato
reais. Quando o atrito é levado em consideragao, o problema se torna mais complicado.
O atrito influencia significativamente o comportamento na regiao de contato. Por
exemplo, o movimento de deslizamento na direcao tangencial de um ponto de contato
seré limitado pelas forgas de atrito tangenciais (cisalhamento), no ponto de contato, que
por sua vez dependem da componente normal das forcas (tensoes normais) exercida no
mesmo ponto. A relacdo entre as componentes tangenciais e normais das forcas impoe
um comportamento nao linear entre o movimento de deslizamento das superficies em

contato e a carga externa.



Em situagao de atrito, as condi¢oes de contato ou sao de adesao (sem deslocamento
relativo na diregao tangencial) ou de escorregamento (com deslizamento na diregao

tangencial).

1.3 Modos de contato

A regiao em que os contornos podem entrar em contato é chamada de "area poten-
cial de contato". O tamanho desta érea depende do problema envolvido, uma vez que
é determinada pela geometria do problema e pela magnitude da carga final aplicada.
A situagao de separacao ou contato é descrita pelos modos de contato. Os modos de

contato em um ponto se classificam em:

1- Modo de separacio: E definido quando os pares de nés permanecem separa-
dos.

2- Modo de deslizamento: E definido quando os pares de nés nio estio restritos
na diregao tangencial, mas livre para deslizar um sobre o outro.

3- Modo de adesao: E definido quando os pares de nés estio restritos na direcao
normal e tangencial, ou seja, nao tem qualquer deslizamento durante uma dada etapa
do carregamento.

4- Modo Misto: Os modos de adesao e deslizamento podem ocorrer simultanea-

mente em uma dada regiao. Neste caso, o modo é chamado de modo misto.



Capitulo 2 Embasamento Teoérico

2.1 Elasticidade

Todos os materiais estruturais possuem, em certa medida, um modelo de elasti-
cidade. Desde que as forcas externas, que produzem uma deformagao na estrutura,
nao excedam um certo limite, as deformagoes desaparecem com a remocao das forcas,
pois as tensdes sdo proporcionais as deformacoes. Neste estudo sera assumido que os
corpos submetidos & agao de forgas externas sao perfeitamente eldsticos e retomam a
sua forma inicial completamente apds a remocao das forgas.

A estrutura molecular dos corpos elasticos nao sera considerada aqui. Serd assu-
mido que a matéria de um corpo eléstico é homogénea e distribuida continuamente ao
longo do seu volume, de modo que um pequeno elemento do corpo possui as mesmas
propriedades fisicas do corpo. Para simplificar a discussao, também serd assumido que
0 corpo é isotropico, ou seja, as propriedades elasticas sao as mesmas em todas as

diregoes.

2.1.1 Tensao

Tensao ¢ uma medida das forgas internas que atuam dentro de um corpo. Quanti-
tativamente, é uma medida da forca média por unidade de area de uma superficie no
interior do corpo sobre a qual atuam as forcas internas. Estas forcas internas surgem
como reagao as forcas externas aplicadas ao corpo. Uma vez que o corpo deformével
carregado é assumido como continuo, estas forcas internas sao distribuidas de forma
continua dentro do volume do corpo e o corpo tem uma deformacao continua.

A Figura 2.1 representa um corpo em equilibrio sob as forcas Py,...,P;. Imagine o
corpo dividido em duas partes A e B através de um corte na se¢ao mm. Sera assumido
que estas forcas estao distribuidas sobre a drea mm continuamente, da mesma forma
que a pressao é continuamente distribuida sobre a superficie sob a qual atua.

Considerando a area AS, uma area infinitesimal da superficie, com normal unitaria

A deformagao de um corpo elastico é definida como a variagdo de comprimento e
forma em certa dire¢ao. Se considerar u como a variagao de comprimento e dividir pelo
comprimento inicial obtém-se a deformac¢ao média. Em um elemento infinitesimal, a
deformacao é definida como a variacao de comprimento u por unidade de comprimento,

e pode ser escrita como:



Figura 2.1: Corpo em equilibrio sob as forcas externas, Timoshenko [13].

8’&1 ou 6uz
Err = oy Eyy = oy Eap = e (2.1)

ox oy 0z
A equacao (2.1) representa as deformagoes normais ou lineares. As componentes
cisalhantes de deformacao também fazem parte da deformagao. Estas componentes sao

chamados deformacoes angulares e podem ser escritas como:

_1(8u1+%) _l(%_i_@uz) . _l(ausz@uz)
fw Ty oy  Ox”’ v~ 9\, Ay =9\ " 82

(2.2)

Todos os componentes de deformagao podem ser escritos na forma de um matriz de-
nominada tensor de deformagoes representado por £ que envolve todos os componentes

normais e de cisalhamento do tensor de deformagcao.

Exx 8xy Exz
€= |Cyz Eyy Eyz (2:3)
Ezz Ezy Ezz
Na matriz (2.3), os componentes de cisalhamento da deformagao sao iguais em
dupla, por simetria, ou seja €;; = ;.

As equagoes (2.1) e (2.2) podem ser reescritas como:
1 T
e(u) = Vyu = §(Vu + Vu') (2.4)

2.1.2 Lei de Hooke

Como ja foi explicado anteriormente, qualquer material, sobre o qual atua uma
b )
forga, sofrerd uma deformagao. Em materiais com comportamento elastico linear, a

deformagao do corpo se relaciona diretamente com as tensoes atuantes no corpo. Esta



relagao é dada pela lei de Hooke que relaciona o tensor de tensoes de Cauchy e o tensor
de deformacoes.
No caso de material homogéneo e isotropico, a lei de Hooke pode ser escrita de

forma generalizada como:

05 = )\(L‘julak -+ G(Ui’j + Ujﬂ') (25)

onde A e G sao constantes de Lamé, expressas em termos do modulo Young E e do

coeficiente de Poisson v e sdo definidos assim:

vE

A= (1+v)(1—2v) (2.6)
E

G = ] (2.7)

G é chamado de modulo de cisalhamento e 6;; ¢ o delta de Kronecker cujas propriedades

am:{“?” 23)
li=j

Sao:

e uy ¢ a forma escrita de deformagao em notagao indicial, ou seja:
Uk k = Ekk = Ug.x + Uy + Uz, ~ (29)

O inverso da Eq.(2.5) pode ser escrita como:

1
— oy (2.10)

S ﬁ[aij (1+v)

As equagoes (2.5) e (2.10) também podem ser reescritas em termos de E e v como

a seguir:
E v
Tij = m[i‘?ij + m@ck%] (2.11)
e (1+)
1+v v
€ij = T[Uz’j m%k@'j] (2.12)

Derivando a Eq. (2.5), substituindo na equagao de equilibrio (?7?) e substituindo
os componentes de deformagao com as derivadas de deslocamento a partir da Eq.(2.2)
obtém-se a equacao de Navier para equilibrio estatico, dada por:

1 1
Ujii + mumj + Ebi =0 (2.13)
Esta equagao é particularmente conveniente se as condigoes de contorno de deslo-

camento sao especificadas. Da mesma forma, as condi¢ées de contorno de forcas de

superficie podem ser dadas pelo vetor de tensodes definido como:

8



Ti = aijn]— = (x\éijuk,k)nj + QGSZ‘]‘.’I’Lj (214)

onde n; indica o cosseno diretor do vetor normal apontando para o exterior do dominio

do corpo.

2.2 A equacao integral de contorno

A equacao integral de contorno é derivada através da utilizacdo do teorema de
reciprocidade de elasticidade, em conjunto com uma solugao conhecida como solucao
fundamental da equacao governante para uma carga discreta num corpo infinito.

O teorema de reciprocidade pode ser simplesmente explicado como o seguinte:

"Se dois estados de equilibrio distintos (uj, 07}, b;) e (u;, 0ij, b;) existir em uma regiao
de QT na superficie limitada por I't, o trabalho realizado pelas forcas de superficie e as
forgas do corpo do primeiro sistema de () sobre os deslocamentos da segunda é igual
ao trabalho realizado pelas forcas do segundo sistema nos deslocamentos do primeiro
(%)"

O teorema pode ser provado usando o teorema da divergéncia e pode ser escrito

COomo:

/uiaz‘jnde + / u;b;dS) = /u;‘aijnjdf + / u;b;dS) (2.15)
r Q r Q

onde w;, 0;; e b;, por sequéncia, sao os deslocamentos, as tensoes e as forgas de corpo,
e n;, sao os componentes do vetor normal, apontando para fora do dominio €2. O
dominio * é denotado por um dominio infinito limitado por um contorno infinita I'* e
) ¢ um dominio finito dentro de Q* que tem um contorno I'. As mesmas propriedades
de material sdo assumidas por ambos os dominios. A medida que as forcas de superficie

T; no contorno I' sdo definidas por:
E = 0Ny (216)
a equagao (2.15) pode ser escrita como:

/{mb;k —u;b; }dS) = /{u:Tl —u; T} }dl’ (2.17)
Q r

Os vetores de deslocamento u, as forcas de superficie T, e as for¢a do corpo b na
equagao (2.17) sao escolhidos para ser a solugao conhecida da equagao de Navier devido
a uma forca pontual unitaria aplicada ao corpo, isto é:

i gy, + ﬁuhz +AX = X')e; =0 (2.18)



onde A(X — X’) é a funcao delta de Dirac, XeQ* é o ponto de carga singular e X'e Q*
¢ o ponto campo. O componente do vetor unitéario e; em (2.18) corresponde a uma
forca positiva unitaria aplicada em X’ na direcao 7. Em problemas bidimensionais, ¢;

é forga por unidade de espessura. A funcao delta de Dirac tem a seguinte propriedade:
[ aC0AGX = X)0(x0) = g (2.19)

O campo de deslocamento e forgas de superficie que correspondem a solu¢ao podem
ser escritas como:
u:‘ = U;(Sij = Uij(X',X)ej (220)

=Ty = T (X', X)e; (2.21)
onde d;; ¢ a fungao delta Kroneker. U;; e Tj; sao as solucoes fundamentais dos deslo-
camentos e forcas de superficies, na dire¢ao j no ponto X devido a uma forga pontual
atuando na direcao 7 em X’.

O componente de forga de corpo bf (for¢a por unidade de volume) corresponde a

uma forca pontual e é dada por:
b = A(X', X)e; (2.22)

Substituindo b} na fungao de delta de Dirac, na equagao (2.17) e especificando X como
a variavel de integracao, obtém-se a seguinte equacao considerando a forga unitaria

atuando na diregao i:
/Q {0 (X) Ay (X = X) = Uy (X', X )by (X))} X) =
{U(X', X)T;(X) = Ty (X', X )y (X} (X) (2.23)

Agora, usando as propriedades da funcao delta de Dirac, a equagao (2.23) resulta em:

w(X) = [ Up(X' = )Tl @) ~ [ 15X = o)y ()T (o) +
/ Uy (X7, X)b; (X)dQX) (2.24)
Q

onde ', xel’ e X', Xe (). Esta é a famosa fungao Somigliana para deslocamentos u; e
¢ uma representacao continua para os deslocamentos em qualquer ponto interior X’
no dominio 2. O campo de pressao ao longo do corpo pode ser obtido através das

equagoes diferenciais (2.24) como a seguir:

i (X7) = / U s(X' = 2)T,()dT(z) — / Ty u (X' — )y ()T (2)+

/ Uin(X7, X)by (X)dQUX) (2.25)
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A fungao Somigliana para tensoes num ponto interior é obtido por substituigao da

equagao (2.25) na lei de Hooke (2.5), de qual obtém-se:
0 (X") —/FUW(X' — )Ty (z)dl(x) — /FTW(XI — x)ug(z)dl(z)+

/Q Ukis (X', )by (X)dO2(X) (2.26)

O deslocamento de terceira ordem e tensores de tracao, sao dados por:
Uij( X', x) e Tiij (X', X) (2.27)

em que contém as derivadas da solugdo de carga do ponto de Kelvin Uy;(X',x) e
Thii (X', X)
2.3 Solucao Fundamental

Para um problema de deformagao plana, as solucoes fundamentais para deslocamen-

tos U;; (X', z) e forcas de superficie T;;(X’, x), definidas na equacdo (2.19) sao dadas

por:
X ) s V(s L RAR
Us(X's2) = g {3 = ) ()0, + Rilt} (2.28)
(S
Ty(X'a) = — (1 =205+ 2R R ) 2 — (1= 2" (Roms — B )} (2.29)
U T 1R i =iy, il AT E S

O campo de deformagao fundamental Uy,;;(X’ X) e o campo de tensao Tj;;(X' X)

como apresentado na equagao (2.26) sao dados por:

1 k
Ukij(X/, x) = 747r(1 — V*)R{(l —2v )(RJ(SM + R0k, + RJg(Sij) + QR,Z'RJRVQ} (2.30)
(§
: p OR . "
Tk”(X ,LL‘) = 277(1 — y*)R2 {2%[(1 —2v )51‘3‘R’]€ +v (R,jéik + R,i(sj‘k) - 4R,1‘R7jR’k]

+ 2V*<niR’jR,k + an,iR,k) + (1 — 2V*)(2nkR7iR,j -+ njéik + nldjk)
— (L =4 )by}, 0,5 =1,2 (2.31)

Nestas equacoes, d;; denota o delta de Kronecker, R(2’, z) representa a distancia

real entre o ponto fonte ' e o ponto campo x, que é dada por:

OR
R: — Rl:
=] e Ri=g-

(2.32)
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As solucoes fundamentais para o estado de tensao plana podem ser obtida pela seguinte

substituicao da relagao modificada de Poisson e modulo de Young:

14
Y= 2.
v 1+v (2:33)
I/*2
EFr=FE(1l—-——— 2.34
0= (2:34)

2.4 A equacgao integral de contorno

A equacao integral de contorno é obtida por um processo de limite, fazendo um
ponto X’ no interior do dominio €2 tender a um ponto 2’ no contorno I'. Este processo

pode ser demonstrado pela figura 2.2 e a equacao (2.23) pode ser escrita como:

[ n

Figura 2.2: O ponto fonte 2’ pertence ao contorno

wi(X') :/ Ui (X' 2)t;(2)dD () —/ Tii (X', x)uj(x)dl (z)+
r-I.-I7 P—D.—I7
[ wer s (2.35)
—D.—TI",
onde o contorno total é definido como:
I'=(T-T)+T" (2.36)

' representa o contorno de um semicirculo de raio €, I'. tende a I'. quando € — 0.

Tomando o limite de ¢ — 0, a formulagao direta de elementos contornos é obtida como:

Oty (') = / Uy, )t (x)dT () — / Ty (o )y )+

/ Uy (&, X)b; (X)dQ(X )0 ) (2.37)
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onde

Cyta) =y +lim { [ Ty 2w} (239)
A equagao (2.37) representa a formulagao direta do método de elementos de contorno o
qual relaciona deslocamentos e forcas de superficie no contorno. Esta equagao integral
de contorno para um ponto geral sobre o contorno na auséncia de forcas do corpo b;
pode ser escrita como:

Cyj (2 u;(2") + /

T

T (', x)uj(z)dl (x) :/Uij(m’,x)tj(sc)dl“(ac) (2.39)

T

Portanto, Cj;(X’) = ¢;; quando o ponto z’ esta dentro do dominio . A avaliacao

de Cj;(2’) é mais complicada quando 2’ esta no contorno I', mas de um modo geral,

tem-se:
1, se  (Z4,y4) € ao dominio
Cij =1 % se (z4,y4) € ao contorno (2.40)
0, se (z4,y4) ¢ ao dominio ou ao contorno

Quando o ponto fonte encontra-se em ponto suave do contorno, isto é, nao é um
canto, tem-se:
0ij- (2.41)
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Capitulo 3 O Método dos Elementos de Contorno

3.1 Introdugao

Baseado na formulacao apresentada no capitulo anterior, obtemos a equacao:

Cij (2" u;(2") + /

r

T aus(@)dl @) = [ Uyl a)ty@)drts)  (3)

Dividindo o contorno I' em Ne elementos de contorno, a equagao (3.1), de outra

forma, pode ser escrita como:

Ne Ne
j=1 713 j=171j

Essa equacao é aplicada em cada um dos nés do elemento de tal forma que a equagao

integral de contorno é transformada em um sistema linear de equagoes algébricas:

[H{u} = [GI{t} (3.3)
onde as matrizes [H]| e [G] contém as integrais das solugoes fundamentais de forcas de
superficie T;; e de deslocamentos Uj;, e os vetores {t} e {u} contém todas as forcas
de superficies e deslocamentos conhecidos ou ndo. Através de algumas manipulacoes
algébricas podemos isolar as incognitas em um vetor x de forma que o sistema (3.3)

possa ser representado por:

A} = {0} (3.4)

onde uma solugao tnica pode ser obtida.

3.2 Elementos de contorno quadraticos continuos

Na discretizacao utilizando elementos de contorno quadraticos continuos, a geo-
metria é aproximada por uma fungao quadratica ao longo de cada elemento, sendo
necessarios trés pontos nodais por elemento conforme mostrada na Fig.3.1.

Assim, os deslocamento e as forcas de superficies sao aproximados da seguinte

forma:

14



Figura 3.1: Elementos quadraticos continuos.

=Nt™  (3.6)

() ¢ 4

onde u, sao os valores nodais de deslocamentos e forcas de superficies, respec-

tivamente, e N sdo as funcoes de forma quadraticas definidas por:
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NO = -1 (3.7)
N® = 1_¢? (3.8)

NG = %£(£+1) (3.9)

onde ¢ representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento.
Da mesma forma que os deslocamentos e forcas de superficie, a geometria do pro-
blema também é aproximado por elementos de contorno quadréticos continuos da se-

guinte forma:

Figura 3.2: Elementos quadraticos continuos.

Considere que o dominio tenha sido dividido em Ne elementos de contorno. Subs-

tituindo as equagoes (3.5) e (3.10) na equagao (3.2), tem-se:

X N, 0 Ny, 0 N3 0 X!
Lo ? ’ ! (3.10)
X2 O N1 O N2 0 Ng X21
Ne Ne
dul +° {/ TNdF} w =Y {/ UNdQ} ti (3.11)
j=1 /1§ j=1 \/T§

Chamando
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/ UNdI = G (3.12)
I

J

/ TNdI' = H (3.13)
L

tem-se

N N
> HI =Y GYY (3.14)
j=1 j=1
ou, na forma matricial
Hu = Gt (3.15)

3.2.1 Integracgao das matrizes [H] e [G] quando o ponto fonte nao pertence

ao elemento

A integracao dos termos das matrizes [H| e [G] quando o ponto fonte nao pertence
aos elementos é uma integragao regular que pode ser realizada usando, por exemplo,

quadratura de Gauss. Esta integracao é descrita a seguir:

1

HO) = ][ﬂkN(j)dF:][ﬂkN(j)|J|d€ (3,16)
r; -1

Go - / U NUT = / UnNO|J|dg (3.17)
T -1

J

onde |J| representa o modulo do Jacobiano da transformacao (z1,z2) — &:

dr dr\?  (de\2) "
IJ\=£= (dg) +<d§> (3.18)

onde dx;/d¢ e dxs/dE sao obtidos derivando-se as equagoes (77) em rela¢do a £. onde

r=+/(z—24)%+ (y — ya)?,

(4,ya) s@o as coordenadas do ponto fonte e (x,y) as coordenadas dos pontos campo
(pontos de integragao ou pontos de Gauss).
Considerando o elemento j conforme equagoes apresendatos na se¢ao anterior, tem-

se:

xTr = N1$1 + NQI’Q + N3[L'3
y = N1yi + Naya + N3ys
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onde N1(&) , Na(&) e N3(§) sao as fungoes de forma quadraticas continuas e dadas pelas
equagoes (3.7),(3.8) e (3.9).

Integrais singulares da ordem O(Inr) podem ser avaliadas eficientemente pela qua-
dratura de Gauss com uma transformagcao de variéveis cibica, conforme proposto por
Telles [11], que cancela exatamente a singularidade logaritmica. Uma outra possibili-
dade é o uso da quadratura logaritmica de Gauss, apresentada por Stroud e Secrest [12].
De acordo com este método, os termos incluindo singularidades logaritmicas podem ser

integrados por:

= / In @ F(€)de = ﬁ;wiﬂg) 7 (3.19)

onde N é o numero de pontos de Gauss.

Neste trabalho, os termos nao singulares das matrizes H e G sao integrados utilizando-
se quadratura de Gauss padrao com 10 pontos de integracao. Os termos singulares de
G sao do tipo In(r) sendo integrados usando quadratura logaritmica de Gauss com 10
pontos de integracao. Ja os termos singulares de H sao do tipo 1/r e precisam ser
calculados no sentido do valor principal de Cauchy. Uma maneira bastante simples de
se tratar esta singularidade é através de consideracoes de corpos rigidos. Assumindo
que um corpo rigido tenha todos os seus pontos do contorno deslocados de um valor
unitario e que nao existam forgas de corpo (b; = 0) na diregao de um dos eixos de
coordenadas, as forcas de superficie em qualquer ponto do contorno deste corpo deve

ser zero. Desta forma, a equagao (3.15) torna-se:

Hv?=0 (3.20)

onde v? é um vetor que para todos os nos tem deslocamentos unitarios ao longo da

diregao ¢ e zero na outra diregao. Para satisfazer a equagao (3.20) tem-se:

Hy = — ZHU J#i (3.21)

sendo j par ou fmpar.
O termo da diagonal da matriz H é igual a soma de todos os outros termos fora da

diagonal correspondentes ao grau de liberdade em consideracao.

3.3 Tensoes no contorno

Para se calcular o tensor de tensoes em um dado n6é do contorno, considere um né
em que as direcoes dos vetores tangente e normal ao contorno nao coincidam com as
dire¢oes dos eixos geométricos (Figura 3.3). Neste no é criado um novo sistema de

referéncia x|z}, possuindo diregoes que coincidam com os vetores tangente e normal ao
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contorno neste né. Escrevendo os deslocamentos e as forgas de superficies neste sistema
local tem-se:

t; = Ljt; (3.22)

onde [;; sao os cossenos diretores.

Figura 3.3: Tensoes no contorno.

No sistema local tem-se a seguinte relacao:

Ohy = ty

A deformagao £7; pode ser calculada, sabendo que:

1
e = 5(1/11 + U/11) = U/1,1
duy  duy d€
/ 1 1
= = 3.24
Y1 dx} d¢ dzh ( )

Usando geometria diferencial na equagao (3.24), pode-se notar que a diregao local

x} é tangente ao comprimento infinitesimal de arco ds dado por

dr)\* | (dah\’
ds = \[dai? + day? = \/< d‘?) +< x2> dg

dg
ds
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Um pequeno movimento ao longo de s corresponde a um pequeno movimento em

. Isto permite com que ] na equagao (3.24) seja substituido pela equagao (3.25), ou

seja:
S dui d§
1 d§ ds
du),
6/11 = dé-l‘] !
sendo

3
U = ZN(i)ugi)
i=1
dU1 3 dN(z) (4)
T 2 i "

n=1

onde N s3o as funcoes de forma. Pode-se entdo obter a deformacéo

3 .
dN® oy
8/11 - E df ug)‘] !
n=1
Da relacao tensao deformacao

o / /

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Na equag@o (3.29) tem-se trés incognitas o, €hy, €1, que agora podem entao ser

calculadas.

Por ultimo, as densidades de forga tem que ser escritas no referencial global xqxs,

ou seja
/
ou o1
_ m-1 /
022 =T 099
/
012 019

onde T é a matriz de transformacao de coordenadas.
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Capitulo 4 Método de elementos de contornos para problemas

de contato

4.1 Introducao

O contorno de dois corpos isotropicos homogéneos linearmente elasticos A e B sao
representados por I'4 e I'®. Geralmente, quando dois corpos entram em contato, apenas
uma parte do contorno de um corpo entra em contato com uma parte do contorno do
outro. Portanto, os seus contornos totais podem ser divididos em regioes de contorno

de contato I'. e contorno sem contato I',,., tal como ilustrado na figura 4.1.

r=ra4 +1r4 (4.1)

=15 +18 (4.2)

Figura 4.1: Regiao de contato I, e regiao sem contato I',,., Man [6]

O contorno de contato I'. pode conter regides de adesao Stick (st), regioes de desli-
zamento Slip (sl) e regides de separacao (sp). Assim, o contorno I, para os corpos A

e B pode ser expresso como:

PAP =157 + TP +157 (4.3)

Supoe-se também que a forga de atrito atuando ao longo da regiao de deslizamento
segue a lei de atrito de Coulomb. A solug@ao numérica de problemas de contato requer

um modelo matematico para representar os corpos em contato. A equagao integral de
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contorno é formulada em termos das forcas de superficie e deslocamentos no contorno
do dominio elastico. Em locais onde for¢as de superficie sdo prescritas no contorno,
os deslocamentos correspondentes sao as incognitas da equacao integral de contorno, e
vice-versa.

Se dois corpos sujeitos a uma carga externa estao em contato sobre uma area ['.,
a deformacao pode ser descrita por duas equacoes integrais acopladas, uma para cada

COrpo, COMmo:

A A A A A A, A A
Chult + /F Tutdr /F Tufdrt = (4.4)
ALA A ALA A
/F gt /F Ugthdr (4.5)
B, B B, B B B, B B
Chul +/F TEuPdr /FB TEuPar? = (4.6)
B4B B B4B B
/F , Uatdr /F Uftfdr (4.7)

Para obter uma solucao numérica para o problema das equagoes integrais de con-
torno (4.5) e (4.7), os contornos dos corpos A e B sao discretizados separadamente.

Isto produz dois conjuntos de equagoes (um para A e um para B), dadas por:

Z - ZGI; t’ (48)
cBu? Z . ZGm tm” (4.9)

onde N e M, respectivamente, sao o numero total de nos dos corpos A e B. Dois
conjuntos de equacoes lineares sao obtidas. Elas podem ser expressas na forma de uma
matriz como:
[H u} =[G e [H]P{u}? = [G]P{t}" (4.10)
Os vetores de {u}*? e {t}*®? representam valores de deslocamentos e forcas de
superficie nos contornos dos corpos A e B. Na regiao de contato, os dois sistemas de
equagoes compartilham as varidveis de contorno do problema, ou seja, as equagoes sao
acopladas e devem ser resolvidas simultaneamente para qualquer dada combinacao de
carga externa e condigdes de contato. Se as condigdes de contorno, dentro e fora de
qualquer regiao de contato sao implementados, a equagao (3.3) pode ser reduzida para
o sistema unificado de equagao dado por (3.4). Para problemas lineares, uma vez que
este sistema de equagoes foi resolvido, a solucao final para os deslocamentos e forcas

de superficie em todos os lugares sobre os contornos podem ser obtidos.
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Entretanto, os problemas de contato podem ser nao lineares e a extensao da zona de
contato pode ser desconhecida, mas deve ser determinada como uma parte da solugao.
Isto significa que alguns problemas de contato exigem um procedimento iterativo de
solugdo. Durante o processo iterativo, coeficientes de [A] e {b}, derivados a partir
do interior da zona de contato, podem ser alterados de uma iteragao para outra. O
namero de mudangas na matriz [A] é pequeno, dado que o namero de elementos que
necessitam altera¢oes nas condi¢oes de contato é geralmente uma fracao pequena do
total. De acordo com procedimentos normais, todo o sistema de equagoes teria de ser
reordenado para a proxima iteragao, de modo a acomodar as alteragoes na zona de
contato e em seguida atualizar a matriz [A]. A repeti¢ao deste procedimento, até que
a solucao final é encontrada, seria ineficiente e caro.

A fim de resolver o sistema de equacoes atualizado de forma eficiente, sem recorrer
a uma reformulacao da matriz de todo o sistema, é necessario manter as variaveis
desconhecidas na zona de contato potencial separadas das incognitas fora dela. Esta
técnica pode acelerar consideravelmente a solugao iterativa. Uma vez que a atual zona
de contato pode ser desconhecida, é essencial que uma zona de potencial contato a
ser escolhida seja maior do que a regiao de contato final. Para as zonas de contato
potenciais, as equacoes obtidas a partir das condi¢oes de contato tem que ser expressas
de forma explicita, de modo que elas possam ser separadas daquelas fora da zona de
contato. Desta forma, um coeficiente de sub-matriz [A.], pode ser configurado para as
variaveis da regiao de contato (potencial). Esta separagao de incognitas permite que a

equagao (4.8) seja reescrita como mostrado abaixo:

HY - G4 HA - G4 0 0
0 0 HBE -G8 HY —GB | {z} = [b] (4.11)
0 D. 0

Os subscritos de ne e ¢ denotam zonas de nao-contato e contato (real ou potencial),
respectivamente.

Se os numero totais de nos fora da zona de contato potencial dos corpos A e B
sao N2 e MP respectivamente, isto resulta em 2(N4 + M5) equagoes lineares, uma
vez que existem duas incognitas por noé. No interior da zona de contato em cada
n6 de contorno, ambas as componentes de forca de superficie e os dois componentes
de deslocamentos sdo desconhecidos. Assim, para um par de nos de contato existem
oito incognitas. Para calcular estas oito incégnitas, oito equagoes sao fornecidos pela
consideragao da compatibilidade de deslocamento e equilibrio de forgas de superficie
na interface de contato. Essas equagoes de compatibilidade e de equilibrio podem ser

obtidas explicitamente para cada par de nés com potencial de contato, considerando o
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estado do contato do par do né em si com seus pares de nés vizinhos imediatos.

Um sistema de equagoes de contato pode, entdo, ser obtido na forma de matriz,
de modo que eles podem ser facilmente incorporados no conjunto da matriz final. A
regiao de contato pode conter uma combinacao de separacao, adesao e deslizamento de
pares de elementos. A ordem na qual eles ocorrem, depende do problema envolvido.
O sistema de equagoes de contato, portanto, tém que ser formulado para lidar com
qualquer situacao possivel.

O sistema de equagoes de contato é escrito em termos de um sistema de coordenadas
local com as normais unitarias exteriores tomadas como sendo positivas. Estas equagoes
de contato podem ser descritas como condi¢oes de contorno dentro da regiao de contato

para todos os pares de elementos de contato potenciais.

4.2 Decisao do Estado de Contato

A verificacdo do estado de contato, em qualquer fase, é baseada nas decisdes de
contato mostrados a seguir para um par de noés de contato a e b. Primeiro deve
verificar se os pares separados permanecem separados ou se entram em contato e vice-
versa. Deve notar que a violagao representa uma incompatibilidade geométrica e nao
deve ocorrer em qualquer fase dos célculos.

Nas formulas a seguir, ¢t e u representam forga de superficie e deslocamento e At
e Au sao a variacdo incrementais deles. Os subscritos n e t sao referentes a diregao
normal e tangencial, m — 1 representa as condigoes iniciais e m denota a situagao depois
da aplicacao de uma carga adicional.

1. Separacao ou Contato:

e Considera-se que os corpos separados continuam separados, se tiver:

(Au? + Aui)m < 96"_1

sendo gg € a distancia entre nos correspondentes dos corpos A e B. Caso contréario,

0s corpos entram em contato, ou seja:

a b\m m—1
e De outra forma considera-se que os corpos em contato continuam em conato caso:
m—1 m
T+ AL <0
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caso contrario, os corpos perdem o contato, ou seja:

AT >0

2.Adesao ou Deslizamento:

Depois de conhecer o estado de separacao ou contato entre os corpos, se ocorrer
contato, deve aplicar as formulas a seguir para diferenciar adesao e deslizamento para
aqueles pares de nés que estdo em contato. A detecgdo ¢é feita sobre esses pares de
nos por violagao de equilibrio de tragao tangencial e normal. Essa violacao geralmente
implica que a continuidade de tracao sobre a regiao de contato foi violada. Neste
caso, uma a redistribuicdo da tracdo é necesséaria. Qualquer redistribuicao de tracao
no interior da regiao de contato é alcancada por meio da variacao das dimensoes das
regioes de adesao e deslizamento.

Nesse caso basta considerar os corpos no estado de adesao e verificar a validagao
da féormula a abaixo:

[ 4+ A < (e + AL

se a formula foi valida, os corpos continuam no estado de adesdo. Caso contrario, se
tiver:
[ VAL I I AV

os corpos vao deslizar um sobre outro.

De fato, a determinagao de uma regiao 6tima de adesao/deslizamento constitui um
dos processos iterativos da presente anélise numérica. Nesta fase, se as condigoes de
adesao ou deslizamento de pares de noés foram violadas, elas deverao ser corrigidas pela
reconfiguracao para o modo novo de contato calculado. Neste estado novo de contato,
a carga incremental (AP™) pode ser reajustada de modo que apenas um novo par de
nos entram em contato. Em seguida as solugoes recalculadas tém que ser reexaminadas
uma vez mais ao longo da regiao de contato inteira. Um novo incremento de carga é

permitido somente se ambos os processos iterativos estao completamente satisfeitos.

4.3 Implementacao Computacional do Método dos Elementos de Contorno

A implementacao computacional do método dos elementos de contorno nesse tra-
balho foi realizada através do programa MATLAB®. O programa de elementos de
contorno desenvolvido, chamado FElast qua (Analise de Elasticidade com elementos
quadraticos) é constituido de etapas bésicas como:

e Definicao de dados do problema a ser analisado, como geometria, propriedades

do material, condicoes de contorno e discretizacao;
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e Visualizagao de caracteristicas do problema que sera analisado, como geometria,
malha de elementos de contorno, forcas aplicadas e restrigoes de deslocamento;

e Construgao das matrizes [H] e [G] de influéncia de elementos de contorno;

e Montagem do sitema linear de equagoes através da aplicacao das condigoes de
contorno;

e Resolugao do sistema linear, obtendo-se o vetor de solugoes;

e Visualizacao dos resultados obtidos, através de geometrias deformadas e mapas
de cores para grandezas como deslocamentos e tensoes;

O conjunto de fungoes implementadas é mostrado no fluxograma da figura (4.2)

dad contato

¥

format _dad

v

mostra_geo

gera_p_in
‘l, calc_ghnsing calc_solfund
monta_GeH <
‘L calc_gsing
monta EC

v

aplica_contato

v

aplica_ CDC

h 4

Aumeantar a drea Diminuir a drea

de contato

de contato

1

O sinal do “t” Mudou?

Sim

N
reordena

Figura 4.2: Fluxograma do programa Elast qua
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Na seqiiéncia é feita uma descricdo dessas fungodes, que constituem o programa
Elast_ qua.

dad contato.m: é o arquivo de dados para defini¢ao de um problema de elasti-
cidade bidimensional. A geometria é definida pela matriz PONTOS, que contém as
coordenadas de todos os pontos bésicos, e pela matriz SEGMENTOS, que define as
linhas da geometria a partir dos pontos ja definidos. A discretizacao ¢ definida na
matriz MALHA, que contém o ntimero de elementos em cada linha. As condigoes de
contorno de deslocamento prescrito e as condi¢oes de contorno de forcas de superficie
sdo definidas pela matriz CCSeg. As propriedades do material utilizado para a analise
sao definidas pelas varidveis E, para o modulo de elasticidade e v, para o coeficiente
de Poisson.

formata dad: essa funcao é responsével pela transcricao dos dados de entrada
dos problema em um conjunto de dados que pode ser utilizado de forma mais eficiente
durante a analise. Assim, o conjunto de dados inicial, que tem forma amigavel para
um usuario é transformado num conjunto de dados que pode ser lido de forma mais
rapida pelo programa. Essa funcao cria as matrizes NOS (coordenadas nodais), ELEM
(conectividade dos elementos) e CDC (condigoes de contorno por elemento).

mostra_geo: essa fungao mostra a geometria do problema e a malha de elementos
de contorno, através de funcoes graficas do MATLAB®.

mostra_cdc: essa funcao mostra as condicoes de contorno do problema, utilizando
o simbolo de seta para forcas de superficie aplicadas e o simbolo de tridngulo para
deslocamentos restritos.

gera p _in: essafuncao gera de forma automatica um conjunto de pontos internos
ao dominio do problema em estudo. De inicio, é criada uma rede regular de pontos sobre
a geometria, e depois cada ponto criado é testado por um algoritmo que verifica se o
ponto é interno ou externo ao dominio. Caso o ponto seja interno, este é adicionado em
uma matriz chamada PONTOS INT, que contém as coordenadas dos pontos internos.
O algoritmo de verificagao é baseado na contagem do ntimero de interse¢oes entre o
contorno do problema e um semi-reta que tem origem nos pontos interno e é tracada
na direcao vertical. Caso o niimero de interse¢bes seja impar, o ponto é interno, caso
contrario, é externo.

monta_GeH: essa ¢ a fungao mais importante do programa Elast _qua, uma vez
que é responsavel pela construgao das matrizes de influéncia H e G, que descrevem o
comportamento do problema em estudo. E utilizada a técnica RISP (Reusable Intrinsic
Sample Point) que consiste na construgao das matrizes H e G por colunas, isto é, um
elemento é fixado e todos os pontos fontes sao percorridos. Essa técnica permite uma

anélise mais rapida do problema, quando comparada com a técnica padrao que fixa um
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ponto fonte e percorre os elementos, uma vez que nao é necessario recalcular o valor
do Jacobiano, dos pontos campo e do vetor normal ao elemento em cada iteracao. A
integracgao é feita numericamente utilizando-se 8 pontos de Gauss

Essa fungao faz chamada das funcoes calc__ghnsing, calc fforma, calc_dfforma,
calc_solfund e calc_gsing

calc_fforma: ¢ a fungao responsavel pelo calculo das 3 funcoes de forma para
o elemento de contorno quadratico continuo. Tem como entrada o valor da variavel
intrinseca do elemento e como saida, as trés fungoes de forma para essa coordenada
intrinseca.

calc dfforma: essa fungao calcula as derivadas das funcoes de forma, N; em
relacao ao d€.

calc_ghnsing: ¢ a funcao responsével pelo célculo das integrais h e g, correspon-
dentes ao produto entre fungdes de forma, Jacobianos e solugoes fundamentais, quando
nao existe singularidade, isto é, quando o ponto fonte nao se encontra sobre o elemento
sobre o qual a integracao esta sendo feita. A integragao é realizada com 8 pontos de
Gauss.

calc_solfund: dados um ponto fonte e um ponto campo, essa funcao retorna o
valor das solugoes fundamentais de deslocamento e de forgas de superficie para o caso
de elasticidade bidimensional.

calc gsing: ¢ a funcao responséavel pelo calculo da integral singular, que ocorre
quando o ponto fonte da solucao fundamental coincide com um dos nés do elemento
em que esta sendo feita a integracao. A integracao é feita através da divisdo da solucao
fundamental e uma parte nao singular, que pode ser calculada pelo método de Gauss
padrao, e em outra parte, com singularidade logaritmica, que pode ser calculada pelo
método de Gauss logaritmico.

monta EC: essa fungao calcula a distancia entre os nés dos corpos que vao entrar
em contato e monta uma matriz chamada h.

aplica contato: ¢ a funcao que célcula os elementos iniciais e finais de cada
seguimento e reordena as colunas de H e G para aplicagao das condigbes de contorno.

aplica_ CDC: essa fungao faz a aplicagao das condigoes de contorno do problema
através da permutacao de colunas entre as matrizes H e G. Como saida, essa fungao
apresenta a matriz A e o vetor b do sistema linear que representa o comportamento do
problema em estudo.

reordena: depois de obter a vetor x, a programa faz varias iteragoes para achar a
posi¢ao onde o sinal de t que representa a forga na superficie muda. Depois essa funcao

reordena a matriz anterior e separa os deslocamentos e as forcas de superficie.
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Capitulo 5 SIMULACAO NUMERICA E RESULTADOS

Neste capitulo serao apresentados os resultados obtidos com o programa implemen-
tado com elementos contornos quadréticos continuos. O programa for desenvolvido em
linguagem M ATLAB®.

Serao abordados os exemplos cléssicos de contato sendo que alguns possuem solugao

analitica e outros possuem resultados disponiveis na literatura.

5.1 Exemplo 1: Bloco retangular em contato com plano elastico fixado nas

direcoes z e y (atrito infinito)

Considerando um bloco retangular com altura de 40 mm e largura de 80 mm
submetido a um carregamento vertical f igual 5M Pa por unidade de comprimento e
pressao horizontal F' igual 15M Pa por unidade de comprimento. Este bloco possui
modulo de elasticidade E igual a 130 GPa e coeficiente de Poisson, v igual a 0,2. Na
superficie de contato todos os noés sao fixados na direcdo x e y para simular o caso de
coeficiente de atrito infinito.

Para simplificar o problema, s6 a metade do retangulo foi considerado no programa,
pois como o problema é simétrico, o resultado também sera o mesmo. Ao forgas normal

e tangencial sao aplicados simultaneamente.

Figura 5.1: Geometria e condigbes de contorno do problema do bloco elastico com

atrito infinito.
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5.1.1 Resultados numéricos

Para ter um resultado mais refinado, foram considerados 40 elementos por cada

aresta, 160 elementos no total.

Figura 5.2: Condigoes de contorno

O deslocamento nas diregoes x e y na aresta inferior (regiao de contato) s@o iguais
a zero pois o corpo esté fixado nas duas diregdes. Por isso, o grafico obtido nao foi
apresentado neste trabalho. O resultado obtido para tensao normal e cisalhante na
regiao de contato é apresentado na figura 5.3 :

Pode-se notar na figura 5.3 que tanto a tensao de cisalhamento quando a tensao

normal tendem a infinito no canto inferior esquerdo do bloco (z = 0).
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Figura 5.3: Tensoes na regiao de contato p
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5.2 Exemplo 2: Bloco retangular elastico em contato com plano rigido

fixado na direcao y (sem atrito)

No segundo problema, foi considerado o mesmo bloco do exemplo anterior na situ-
acao sem atrito, ou seja, somente fixado na direcao y, na regiao de contato e livre na

direcdo x. As propriedades do material e dimensao sao iguais ao exemplo anterior.

5.2.1 Resultados numéricos

Como ja era esperado, a tensao normal na regiao de contato é igual ao carregamento
vertical distribuido no corpo e a tensao cisalhante é igual zero. O grafico 5.4 mostra

este resultado.

=

Tensdes (MPa)

wfenrn)
Figura 5.4: Tensao normal e cisalhante no contato considerando p = 0
No caso do deslocamento, o corpo terd deslocamento nulo na diregao y, pois esta
fixado nessa dire¢ao, mas tera deslocamento diferente de zero na direcao . O maior

deslocamento vai ser no lado esquerdo do corpo. O deslocamento varia linearmente ao

longo do corpo e vai ser igual zero no lado direito do corpo.
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Figura 5.5: Deslocamentos nas dire¢oes x e y para o bloco em contato com uma

superficie rigida sem atrito.

33



5.3 Exemplo 3: Cilindro rigido em contato com base elastica sem atrito

No terceiro caso, foi considerado um cilindro rigido com diametro de 70 mm em
contato sem atrito com uma base elastica. O contato ocorre devido a uma forga externa
aplicada ao cilindro. Este problema é uma referéncia para problemas de contato, pois
tem solucao analitica de Hertz.

Da mesmo forma que nos exemplos anteriores, aproveitamos a simetria do problema
para simplificar a simulagao e analisar somente a metade do cilindro. O cilindro tem
modulo de elasticidade de 73,4 GPa e coeficiente de Poisson de 0,33. O corpo esta

submetido a uma carga de 100 N por unidade de comprimento.

p (N/mm)

Ll LT

-

Figura 5.6: Condigoes de contorno do problema.

5.3.1 Resultado numérico e comparagao com a solugao analitica

No problema de contato entre dois corpos nao conformes, a regiao de contato en-
tre os dois corpos é uma das é uma das incognitas do problema. Para resolver este
problema, sao necessarios varias iteragoes para se definir quais partes da regiao com
potencial para entrar em contato encontram-se no modo de adesao, no modo de des-
lizamento ou no modo de separacao. Por isso, foi criado um algoritmo para achar a
regiao de contato.

Para ter um resultado refinado foram usados 50 elementos na aresta de contato e
25 elementos nas outras arestas, 125 elementos no total.

A Figura 5.8 mostra o resultado obtido. A curva vermelha apresenta o resultado
obtido com o programa implementado usando o MEC e a curva azul apresenta a solugao
analitica. O eixo x representa a distancia em relagao ao centro do cilindro e o eixo y

representa a tensao de contato em MPa.
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Figura 5.7: Malha e condi¢oes de contorno para o cilindro elastico em contato com

uma base rigida sem atrito.
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Figura 5.8: Comparagao das tensoes normais calculadas numericamente com a solugao

analitica.
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Porcento de erro

Figura 5.9: Erros percentuais entre os resultados numéricos e analiticos nos nés em

contato.

A Figura 5.9 mostra os erros percentuais entre as tensoes normais calculadas nu-
mericamente, através do método dos elementos de contorno, e a solucao analitica de
Hertz. Note que o erro se mantém abaixo de 2% em quase todos os nos, exceto nos dois
altimos. A razéo para o crescimento do valor dos erros nestes dois tltimos nés se deve
ao fato de que no método dos elementos de contorno, a regiao de contato é calculada
de forma discreta, através da mudanca do modo de contato dos nos (modo de contato
para modo de separagao e vice versa). Entretanto, na solugao analitica de Hertz, a
regiao de contato é continua sendo que normalmente a mudanga entre os modos de
contato e de separacao se di em um ponto entre dois nés de malha de elementos de

contorno.
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5.4 Exemplo 4: Bloco retangular elastico em contato com plano rigido com

atrito

O dltimo problema a ser analisado com o programa implementado é o mesmo re-
tangulo dos exemplos anteriores, desta vez com coeficiente de atrito igual 1, ou seja,
na regiao de contato nao tem nenhuma fixagao nas direcoes x e y, mas tem atrito entre
eles. Esse problema foi implementado por Feijoo [20] utilizando o MEF. Vale lembrar
que o atrito unitario adotado é por motivo académico, sem relagdo com problemas
reais.

O corpo esta submetido a um carregamento vertical de 50 N por unidade de com-
primento e a um carregamento horizontal de 100 N por unidade de comprimento.

Este caso é mais complexo do que os exemplos anteriores, pois, como ja foi explicado

no capitulo anterior, vai ter regioes de separacao, adesao e deslizamento.

5.4.1 Resultados numéricos

Usando as formulas apresentadas anteriormente na seg¢ao 4.2, considerando um re-
tangulo com 96 elementos na aresta de contato, os graficos abaixo foram obtidos. Além

das curvas obtidas pelo programa, sao mostradas as curvas obtidas pelo MEF no tra-
balho de Feijoo [20].

Tensdes (MPa)

x{mm)

Figura 5.10: Tensao normal e cisalhante no contato conforme obtidas com p =1

Como pode-se constatar na figura 5.10, a curva pode ser dividida em trés partes. A
primeira parte onde as tensoes sao iguais a zero que é regiao de separagao, a segunda

parte onde as curvas de tensoes sao coincidentes que é regiao de deslizamento e a tltima
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parte onde as curvas se separam que é regiao de adesao. No modo de adesao a tensao
cisalhante tende para zero enquanto a tensao normal na dire¢ao y tende para o valor

maximo.

Deslocamentos (mim)

Figura 5.11: Deslocamentos no contato de corpo conforme com p =1

A figura 5.11 ilustra o deslocamento do corpo ao longo da superficie de contato.
Observe que na diregao y s6 tem deslocamento na regiao de separagao enquanto na
direcao x tem deslocamento na aresta toda menos a regiao de adesao.

Comparando com resultados obtidos com os resultados de Feijoo [20], encontra-se
uma boa concordancia entre eles quanto a regiao de adesao, deslizamento e separagao.
Os resultados para os deslocamentos normais também apresentam boa concordéancia
enquanto que os deslocamentos tangenciais calculados pelo método dos elementos fini-
tos sao superiores aos calculados pelo MEC. Grande diferenga é encontrado nos valores
das tensoes. Entretanto, este diferenca é esperada, uma vez que o método dos elemen-
tos finitos calculam cargas nodais equivalentes enquanto que no método dos elementos
de contorno o resultado calculado representa a pressao de contato. Portanto conclui-
se o programa implementado tem validacao adequada para ser utilizado em outros

problemas de contato elastico.
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Capitulo 6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste projeto de graduacao foi feita uma anélise de problemas de contato unilateral
com e sem atrito. Primeiramente, o problema foi descrito fisica e matematicamente,
enfatizando as condi¢oes e modelos de contato. Em seguida, um programa de elementos
de contorno foi desenvolvido e implementado para a anélise de problemas de contato
unilateral. Foram obtidos, os deslocamento e a distribuicao de tensoes na regiao de
contato que apresentou boa concordancia com os resultados analiticos da teoria de
Hertz.

No caso de contato com atrito, foram implementados algoritmos para definir as
regides de separacao, adesao e deslizamento. Os resultados obtidos mostraram boa

concordancia com os resultados encontrados na literatura.

O presente trabalho demonstrou a capacidade do método dos elementos de con-
torno na analise do problemas de contato. O programa implementado na linguagem
MATLAB® ¢ facil de utilizar e rapido de analisar. O programa conclui a analise em
menos de 30 segundos apresentando graficos de condi¢oes de contorno, tensoes normais

e cisalhantes, deslocamentos e mapas de cor de cada um deles.

Concluindo esse trabalho, como proposta para trabalhos futuros, é sugerido a ex-
tensao do codigo desenvolvido para outros casos de contato, tais como problemas de
fadiga por fretting onde, além de contato entre os corpos, tem-se a propagacao de
trincas. Nesse contexto, o caso serd estudado no mestrado sob orientacao do Professor
Sollero na Universidade Estadual de Campinas (UNICAMP).
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