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&����

w ������� &����

n ���������
	 &����

'	���

O ����	�� �� � ��	���

[o×] ����� ������	 ��	��� ����

o (��� ��)�� ���� �� � 
�� ��	���

$�� $�
�	��
 �$ �

I *��
	�	+ ��	���



���

��������

��� ���	
���	� ���������

����� ������� �
��
���� ��� ������
 �
��� ����
�

���� ������
� ���
 �������
 �
���

���� �
��������� � ������� �
��
���� ��� �
� �	��! ����
�����

��" �
��

 � ��

��

#�$ 
��� ��
��
�
� ��
����	 ����


#%" 
��
��
� %�	��� &	�
�

��'� �������
( ���������( ��� ����	

�#� �
���� ���� �)��

*#� 	+�
��� �)��

*$��� 	�� � �
�
���� ��� �������

*�*, 	��	 �
�����	 	��	  ������	 ����


*�� 	��
������ �

*-� 	��
�� .�������� �
��	���

/01*��/ /�	���	
 2�� �( 1
����*��
������ �! ���
		��


2� ��������
�������
 3����		
�4

�2� �
��
���� ��� �������� �
������

5���66 � 
 
5�
���
���	 ���
		��
 ����
��66! ����
�����



�

������� �

	
��������


����� ��� � ��	� 
������ � ������� ���� ��� ���� ����������	 ����� ��� ���� � ������

��� �����
���� ���� ����� ������� ��	 ������� ���� ���� ��	 ��� ������������ ����� ������

���	 �� ��
� ���� ������� ������ 	����� ��	 ���� �������� �����
���� �	�� ����� �� �

������ �������� �� �����	��� �������� �������� ������������ � ��� ����� � ������� ��	 ������

 �! "! #!� �� ����������$ ����� �� ����	������ �������� �� ������� ���������� ���� �����$ �������$

��	 ���
��� ���� ����������� %�����
� ����� ������������ ��� �� ��������	 ��� ����� ���������
�

������$ ��� ��
� �� ���	�������� ���� ���	 �� �������� �������� ������� � 	�&����� 	�����

������ �����  '!� (��� �������� ��)���� �� *��� ����� *��
������ ��
� ����	 � ������+��� �

���� ����� ��������� ��� ����� ������������� ����� ���	��� ��� ����$ �� ��� �����$ �������
�

�����
��� ��� ���� ������
� ����� ����
����  ,!� ���� ���	� ���� � �� ��� �����	� ���� ���

� ���������$ ��� ��� � ���� �� ����� ��� �� ��	� ����
���� ��	�� ����� �������� ��	��

����� -� �������$ ���
��� ���	��� ���� ���������
� � ������� ������ ������� 	������� ���� �

�������	 ���������� ���	 ��	��� ����� ���������  .!�

��� ���� � ���� ���	� �� � ���������� ����� ��������� ����� ��� ����� ������������

��	 �����
��� �����
���� ���� �� ��
��� � ������$ ���� �� ���	 �� ��
�	�	 �� �� ��������

�������� ������� ����� ������� ��
� ����� ������������ ���� ���� ��������� ���	��	� ��

�������� �� ����  /!� ����� ������� ��� ����������0�	 �� � ���� �����1� ������� ���� �� ��
���

� ������� ����� ��������������� ��� ��� ���������� ��
�	� ���� ����1�� � � ������$ �����	���

��������	 �����	$ ����� ��������� ����$ �����	�	 ��������$ ��	 ������ 
������ ����� �����	���

 2!� ��� � ��� �������� �������� ������� ��� ��� �������� ���� ��
������� ������$ ��	 ��� ��

��0�	 �� ����� ���������� ���� ���	 �� ����� ���� ����� � �������� �������� 3���� ��� ��������

������� ����� �������� ��� ��
�� � ������ ��
�	�	 �� ���	������ ���������$ ���� ��� ������� �

1���� ���������� �� ��� ����	� � ����� ���� ��� ����� ��	 ������������ 	�4����� ����� �

�����
��� �� ������� ��
������ ���������� ����� ���� ����� � �����
��� ���	 ��� �� ���	

�� � ������ ���� � �� �����	 �������� � ��	 ��� �������



�

������� �

	��
�
 ��������

��� �����	� �
 ���	 ���	�	 �	 �� �������� �
 �����	 ���� ���������� ����� ��� ������ 	����
�

����� ����� ��
�������� ���� �		�	�� �� ��� ���������	 ����	�� ���	 �	 ��������	�� �� ���������

�� ������� 	��������� ���� ���� �	�	 �� ������  ����� !���� �" #� �� �	������ ��� �������� ���

	����� ������� � ���	�� �� ������ 	�������
�� $���� �����	 �� !���� ����������	 ��� �����%� ��

�������� ��� ����� �
 ����� &�������� '����!�����( )�σ ����	 �� ��	����� ��� ��������� 
��� ���

 ����� !���� ���������� ������� *��� � ��������� ����������  ����� !���� ��� ���� ��	����� �	

����	� �����	 ������ ���	� ����	� +
 ��� )�σ ����	 �� ��� ������
�	���� �,�'� �������� �����	�

�� �� ����� ���	�������	 ��&�� ����� � ��������	� �������� ���� �� ��� �� ������� ����

�����	����� ���������� ����� ������ ����� ��
��������� ���	 ���� �� ����� ��������	� �		�	��

�����	����� �����������

��� Δv �
 ��� ��������	 ��� ��	� ������ �� �� ������� �� ���� 	��� 
��� 
�� ��� �-�����

�.����� ��������	 ��� �� �	��� ����������	 �� ������ ����� ��
��������� +� ������� ������ ���	

	��� ��	 ��� ������� �� !� ������� ��������	 ��	� �� � ���������� ����������

��� 	���������	 ������ 	�� �����	 �
 
����� �/�#� ������	� *���� �����		 ���	� �	 �	�

	������� �������0������� ������������	 	��� �	 �����	 �� ����	��� &�������( 	���� ���		���(

������ ������� ����	( �� 	� 
����� 1����� ���	�������	 ��� ��	� �������� ���� ����� ���	� ��

	������� ���	������� �����	� ��� ����
 ��2������ �	 �� 	��� ��� 
��	������� �
 ��������	���		�	��

��� 
�� ���������� �����	 ��
�������� �� ��� ,�' ��������� 3��
������� 	����	 
�� 	����!�

	�������
� �� ���� ������� ����� ����	 ���� �� ��� 
���	 �
 
����� ��	������



�

������� �

	
�������� �����

��� � ����	 
����� 	 �������� ���������

����� ���	
������	 ����� �� �		������ ���� �� 	��� �� ��� ������	� �������� ��������	�

���� ������ ��� ��� ����� ���� 
	�� ����� ���	
������	� ���
����  � ��� �
��� ���� ��� ����

!��� ����� ��	��
����	 �� ��������� ��� ������"� �	������ #��	� ��		���	 ��	� �������� ������ �� ���

�
��� ��� ��� ������"� �����
�� �������������� #��	 ������ $� !��� ��� %����� &����	 ���������

��� ���
�� "��	�	 �
������� �������� ���� !����
� ��� ���� ��� �	 ��� ����� 	��	�� ��� ���������

��"�������� ����!�� ��� %����� &����	 �� ��"��� ��� � ����� �� ������ ������ �������� ���'

�����	 ���� �
��(�� ���� ��� �
������
	 ������ ��(��  � ��� )
		���	� #��	 ����� �����"�����

�� ������ �������� �������� ��� ��"�  ��� ��	��
������ �� !������ ��� ���� �� ��� ���� �*��

�	 ���� !��� �� 	�������� �������� ��������	 �������
�	 ��� ����!���  ����� ��'

���		�"��� ���� ������� #��
�� )
		�� ���( �
�� ������ �� ��"��� ��	 ��� ���� �
������
	

	��������� &��
+ ��	  ����� (��!� ��� ��	 ���� ��"�� �� ������ ����� �*�� &��
+ �����	 �� �
�����

�����	 �� ��������� ������ ����� ����� ������"� ������ ��� ������"� �����
�� ����� #�� &��� &�
����

�������� 
	�	 ����� ��� ������"� ��"�������� ��� �	 ��	� ��
��� !��� � ��	�� ������� ��"��� ��� �

������'���� ������� %���(� &��
+� &��� &�
���� �������� ��������	 ��� ,�!� ���
���� ��-�� #��

�����  �	�� 	�	���	 
	�� �� &��
+ ��� ��� &��� &�
���� ��� ��� ���"� ��� �!�� �����	�"� ���

���� 	������ 	��������� &��
+ ���
���	 ����"� ����
�������� ��� ���������� ���� ��� ��������

	��������� ��� ��� ������	 
	��  � ��� &��� &�
���� �� ���
�� ���'��������"� 	��������	 ���

���� ���
�����

� 	����	 �� ����������� 	�������� ��"�  ��� ��
����� �� �� ������ �� ��"��� ��! ����'

������ ��� �������� ��������	 ���� !�
��  � ���� $����� ��� 	������ 
������� 	��������� #��

.&&'�� /�.��������� &�������� &�	���'��0 !�	 � �����'	�������� /���1!�� !����� ��*1�2* (�0 
	��

�� 	
���		�
��� �����	����� �����+"�
	 ��� �������� ��������	 /)340 !��� "����
	 �������� /��

!�� �� �		�	���� .&&'��0 ��	����� 	��� � 5���	 /)&40� #�� .&&'�� 	�	��� �������� 
	�	 678�)

/����� ��������� ��� �������0 ��� ������"� �	����� ���	
������	 ���� #�� 8����	������� �� �
'



�

�������� �	�
	����� �
 �	�������� ������ ���	���� ��  ��
��	
 �	���� ������ ���	

	�����	
 ���� � �
���	
  �
	� !��
��	 "	���� �� !"�# ����� �
  ��	� �
 ��	
  ��	�

�� ��������	 �	$	����� ����	������ ���	
 �� ��	 ���	� %&'( ��	 ���	�� �� ��� ���� �� ��	 � !"

�� �	����� ���)����� ��	������ ����
  *������	 ����# +	���
,-��	,��,"���� .������������

�*/+-.0*� ��	����	( /��������	�� ������	 	����� �
 ��
	����	� �� ��	 !12. ����	��

���	
 ���� �� ���� ���� */+-.0* 3	���	 �� ����
 ��������� ��� ������� �34	����	� %56'( �

����
 �	�
	����� 	)�	���	��# 0�3��� 7)��	�� �� 	�����	
 ���� ��	 ���		 ��	�� ��� �
	

�� ��	 ���������� �	�
	����� �
 .����	 "	���� "���	� ���.""�# �
 ��	 ��	 ��	� 3�	


� !" ����	� ��	
 �� ���� �
  ��	� ���	,��
	� %6'( 0�3��� 7)��	�� �� 3�	 �� ����	�������

�����	�	 �	�	�� ���)����� �
 
��8��� ��	��	��(

��� �����	
���� ��������� ��� ��������� ���������	

9� 5:;5 .�� <��	
���� !��� ��	
 ���	 �	���	�	��� �� ����	������� 
	�	����	 ��	 ��3�� ��

��	 ���	���
 .	�	� %5�'( ���� ����	
 ��� � �	� � ���		 ���� �� ���	 �	���	�	��� �8	� ����	

���	��	� �� �����	�� 
	�	����	 �� ��3��� 	�	�	��� %5='( �	����	,���	,�������� �� ��� 3		�

����� �� 3	  ��3�	 �������� ��� ��	����	 �������� %5>'( ?��	�	� � ����	� ���	� �@ 5;; 8��

!���A� �	���
 ���� ���� 
�B�����( <�� ��� ���	���� �	� 	�� ���	� ���� ������ ��3���# ��	�	

	)��� ����	 �����	� �� �����3�	 �	����	 ��4	�����	� ��� ���	 �	��� ��	 ��	 ����� �	���	�	���

�
 
�C	� ���� 3� ���	 %�'( ���� �8	� �� �������3�	 �� 
	�	����	 ���	 ���������� ���� �������	


���	 �	���	�	��� %5D'( ��	�	 ��	 3		� �	�	�� ��	���� �� ��	����	 ���� ���������( E�	� ��	

���	� �� ����	 	����� �� �� 3		� ����� ��� ���	 �� 3	 
	�	����	
 3� �	������ ��	 ���	

3	��		� ������ 3	���� ���	
 �� ��	 ���	� ���	���� �� ���	� ���	� �	���	� %5:'%5F'( 9� �� ���

3		� ����� ��� ���	 �� 3	 
	�	����	
 �� ���	 �	���	�	��� �� ��	 ���	� �	 �8	� ���� ���

����	����� ���	���� %&;'( ��	�	 �� ��� 3		� ��	���� �� ������	 ���	�,���� �������� 3�

������� ��	 ����
���	 ����	� %&5'# �
 �� ���3��	 ���	 �	���	�	��� ���� ���	� �	���	�	���

%&&'( ��� ��	�	 �	���
� ��	 ��	�	 
����	� �
 
��
����	�( ��	 ����� �� ���� ���
� �� ��

����� ��	��	�� 	)	���	
 3� ��	 ���	� �� 	����	 ���	 
	�	��3�����( 9� &;;5 �4 .��� �


���
 !	��	� ��	
 ���	� �������	 �� ���� ��� ���	 ���������� ����
 3	 �	�	��	
 ���� ���	

�	���	�	��� ���	 �� �����	
 3� ��������	 ��	��	�� %�'( 9� &;;: ��	 E�B�
	� 	)��
	


�� ���� ���8 3� ��	����  ��) 
	��		,��,��		
�� ��������� ���� ���	�,���� ��������( ����



�

��������	
 �	����� � ��
�����
� ������ ���������� ���� ���� �
��� ���������
�� �	 ������ ��
��

�
�	�����	
 �	 � ������ ���������� ����� �
 ���� ���	
 ������� �����
�� ��� ����� 	� �������	�����

���������
� ���	� �������	����� !��� �������
��
� �
� 
	��� 	
 ��� ��
�� 	!����!����" ��	!���

�#��

��� � ����� 	
��������
 �� ���������� ���������


$������� ��	�����	
 �"����� ��� �������� �
�%	� ���
���� &���� �	 ����������� ��	�����
��

'������ ���" ��� 
	� ������� !" ��� ��	�
� 	� �
���" ��	��� �
 � ���� ���" ��
 ������ � ����

������ Δv (��� ��� ���� ��	�
� 	� ��	�����
�� )���� ���������� �"����� ��
 !� ��" ���� �*���
� 

������ �� ������� !" ��� ��	�
� 	� �������� �	(�� ��� ���������� ��
 ��	���� $������� ��	�����	


�"����� (��� &��� ������ �
 ����� �
 ��� �+#�� ��,�� ��
�� ���
 ��� 
��!�� �
� �������" 	� ��������

��	�����	
 �"����� ��� ��	(
 �
� ����� ��� 
	( ��
����� �
 ��� �-�� .���� ��� � (��� �����" 	�

�������� ��	�����	
 �"����� ���� !��� ������ �	� ������
� �����	
� 	� ���/�� �	
 ��	�����	
 �"�����

��� ��� ���
�&��
� ������� �
 ���� ����� ����	����	
 �����	
� ���� �� 01�12� 3��� ����� � �
�

3�(
 ���������� ����� 4��� ��" ���� �*���
���� ���	( �	� �����	
� (��� ���� �	��� Δv ��#�� )	�/ �	

����	� �	�� ���
��� �	
 ��������� �	� ��
 �	�� ��!���	
� �����	
� �� 	
 �	�
� ��-�� 4��� �����

��������� ��� �	��	
�" ���� �	� ���������� �����	
5/����
� ��6�� �	�� �"��� 	� �������� ��	�����	


�"����� ���� �� ������ ������ ��������� 788.9 ��+� &��� ������	
 �������� ��	�����	
 7:$$89 ���� 

�
� �	��	�� ��������� ���� ��
 !� ���� 	
 ����� ������ (���� �	�� �������	
�� ��	�����	
 �"�����

(	��� !� ������������

��� ���������
 ��� ������� ����

.�� ��
���� �������� �
����5	
�" 
������	
 ������� ��������� �!	� ��� �	����� 	
 ��5


����� �������� (��� ��������� ���� ��� ��������" ���� ����� 	� ������ 	�� � ��	�� ���� ����	�

	� !����� 0	 ������� ��� �		/�� �� ��� ����� 	� 
	��
�� 	������	
�� ��
����� 	� �	(5������

��
����� 	
 ��
�� 	!����!����"�

.��� ��	;��� ���� �	 ����
� 	
 ���� (	�/ !" �
��������
� ��
����� �
� &�����
� ����
�<���

���� ��" ��
����� ��
�� �
�	�����	
 (��
 �	�!�
�� (��� �	( ����� 	� �	
��
�	�� ������ �� (	���

!� ��	����� !" �
 �������� ��������� =	
��
�	�� ������ ��
 !� ���� �	 ��������" �	� ��	� 	
�

	�!�� �	 �
	���� 	� �	 �	���" 	� �������� 	�!��� ���� 7��/� �	���
� �������" !��	( � �
	���� ����������

����9� .��� ����" (��� �	��� �
 ���������� 	
 ��
�� �
�	�����	
 ���� ��
 !� ���
�� ��	� 	
� 	� �����



�

����������	
���� �����	� ���� �� ��� ��������	 ��� �������� ��������	 ��
����� ���� ��� ��	�

�� �

��
����� ��� � � ��� 
������ ������ �� ��� ��	 
��
��	��� 	�	����



�

������� �

	�
���� ������� ������

�� ���� ���	
 �����	����� � �� 	���
��
� � 
���
�� ������� ��� �
��	�� �
����
 � �

���� ��
� ��� �
 	
���� ����� ��� �
����
 ����� �����
�� � �� ��
� ����	������ ��
��� �

	
�
� �
 	�������
 ���
� �� �
 ���
� ��
 ����
�����������
 ���� ��
 � ���
��� ���� ��

������ ����� �� �
 	���
� �� ���
 	
�
�
� 	�������
�� ���� ����!� �
 ������� �
����
 �����

��"
	���
� ��
� �� ��� �
��� � �
 ����� 
� ��	� ���
 ������
�� ��� !���� �
 �������
 �� #���

	
�
�
� 	�������
��

���� 	���
� �
���� �� �
$���� ��

 ������� �
�
�
�	
 ����
� ��
� �� ��� �
���� ��
�

�
 �� 
%������ !��� �
 �
�
���
�� ������� &
� �
����
 ������ ���� !��� �
 �
$�
� ����� �


�� 
%�������

��� �������	� 
����

'
�
����� �� !��	� �� ��� ���������
 � � ���
� ��&( ��

 ��)
�
� �
�
�
�	
 ����
�

��� �
 ��
�� #��� 	
�
�
� ��
���� �#��� ����
 �� �
$�
� !�� �
 ������ � �
 	
�
� �� �



���� *�� �
	��� �
�	������ �
 #�� ���� ��
 �
$�
� ��+
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īz =
r̄t
|r̄t| ���	�� �
��	�� ���
	����
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īy =
r̄t × v̄t
|r̄t × v̄t| ���������	�
 ��������� �����

īx = īy × īz ����	� �������	� ���������

��� r̄t �� �� ����� ���� �� ���� �� �� �	��� �� �� �	���� 	�� v̄t �� �� ������� ����� �� ��

�	����

�� �������� ��	� �� � �� ���� �� ������ 	� �� ��	�� �!	���	��� "��� ������ ��

�������� �� �������� ��	� 	� � �� 	�#

īx =
r̄rel
|r̄rel|

īy =
h̄p × r̄rel∣∣h̄p × r̄rel

∣∣ ���$�

īz = īx × īy

���#

r̄rel = r̄c − r̄t �����

h̄p = rt × vt ���%�

���������	 ����
���������
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Rc2→c1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(̄
ic2c1x

)T
(̄
ic2c1y

)T
(̄
ic2c1z

)T

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
�����

��	
	 īc2c1x� ī
c2
c1y� �� īc2c1z �
	 ��� �	���
� �	��
���� ��	 c1 ���
����	 ����	� ��	� ���
������	� �

��	 c2 �
��	� ������� �	���
� �� ��	 �	 
����	� ��� ��	 	� ���
����	 ����	� �����

r̄c1 = Rc2→c1r̄
c2 �����

 ��� 
������ ���
�� �� �!�� �	 ��	� �� �
����
� �� �	���
 � c1 �� c2� "��	�	
� ��	 ���	

�	
������	 �� �	���
� ���� �	 ���!	� ��#	
	�!�� $	��
�!	�� �� ���� �
��	 � �	���
 �� ���
������	�

�� ��� ���	 �	
������	 �� ��	�	� � c1� �� 
	!��	� �� ��� ���	 �	
������	 �� ��	�	� � c2� ��
���� ��	

��!!���� 
	!�������%�

db̄

dt
|c1 = db̄

dt
|c2 + ω̄c2/c1 × b̄ ���&�

��	
	 ω̄c2/c1 �� ��	 
������ �� ��	 c2 �
��	 
	!����	 �� ��	 c1 �
��	� '�	 b̄ �� � %������ �	���
�

��	 ����	 	(����� ���

v̄c1 = v̄c2 + ω̄c2/c1 × r̄ �����

��	
	 v̄c1 �� ��	 �	
������	 �� ��	 %������ �	���
 r̄ �� ���	
�	� �
�� ��	 c1 �
��	 �� v̄c2 �� ��	 �	
���)

���	 �� r̄ �� ���	
�	� �
�� ��	 c2 �
��	�  �	 �	���
� � ���� 	�%
	���� �� ��	 �	 ���
������	�

� ��	 �
��	 c1�

v̄c1c1 = v̄c1c2 + ω̄c1
c2/c1 × r̄c1 ���*+�

�
 � �
��	 c2�

v̄c2c1 = v̄c2c2 + ω̄c2
c2/c1 × r̄c2 ���**�

,������ -(������ ��� �� ��*+ ���	��
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⎡⎢⎢⎢⎢⎣
r̄c1

v̄c1c1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = Tc2→c1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
r̄c2

v̄c2c2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Rc2→c1 03x3[

ω̄c1
c2/c1×

]
Rc2→c1 Rc2→c1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
r̄c2

v̄c2c2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ������

�	
�
 [ω̄×] � �	
 ����������� �������

[
ω̄c1
c2/c1×

]
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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 ������ �#����� �� �	
 %&%'
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%
� S0 �
 �� ��
�����  ���
 ��� S �
 �  ���
 �������� ���	 ������� �
�����# ω̄� ,�� ������#
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����� ���#! ������� S0 ��� S ���� �
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� �� �������
 �	��	  ���
 � �
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 � �
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(
dō
dt

)
S0 � �	
 �
�������
 � �	
 �
���� ō � ��
��
�  ��� �	
 ��
�����

 ���
 S0! ���
(
dō
dt

)
S � �	
 �
�������
 � ō � ��
��
�  ��� �	
 ��������  ���
 S�

%
�

[
ē1 ē2 ē3

]
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� �� �	
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(
dēi
dt

)
S0

= ω̄ × ēi ������
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� � ū =
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i uiēi� (	
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��
�  ��� S0 ��� ���
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(
dū

dt

)
S0

=
∑
i

dui
dt

ēi +
∑
i

ui

(
dēi
dt

)
S0

������
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����� ���� ��� ���� ������
� � ��� �������� 
� ū �� 
������� ��
� S ��� ���������� �

�����
� �����

(
dū

dt

)
S0

=

(
dū

dt

)
S
+ ω̄ × ū ������
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 �  !" ����� ����!�� �
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�!��# !�� r̄rel �� ��� ��	�
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� r̄rel �� 
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�

S0 ���� ��� ��!
	�" 
� ��� 	����� ��!���� �
 ��� ������ �� 
������� ��
� �� �����! ������ 	�� ��

�% ������ ���

(
dr̄rel
dt

)
S0

=

(
dr̄rel
dt

)
S
+ ω̄ × r̄rel = v̄rel + ω̄ × r̄rel ����&�

'���� v̄rel � ��!
	�" 
� ��� 	����� ��!���� �
 ��� ������ �� 
������� ��
� ��� �
����� ����� S�
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� ���� �����

(
d2r̄rel
dt2

)
S0

= ārel + ˙̄ω × r̄rel + 2ω̄ × v̄rel + ω̄ × ω̄ × r̄rel ����)�

'���� ārel � �		�!����
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������� ��
� ��� �
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����! �"���	� 	�� ��

�% ������ ���

¨̄rc = −μ
r̄c

|r̄c|3
+ āthrust ����+�

¨̄rt = −μ
r̄t

|r̄t|3
���,-�

'���� r̄c ��� r̄t ��� ���  
��
� 
� ��� 	����� ��� ������ � �	�	���� ��!���� �
 ��� �����*� 	�����#

��� āthrust � ��� ������  �
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�
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r̄c = r̄t + r̄rel ������

��	
������� ������� ���� ��� ������� �����

¨̄rt + ¨̄rrel = −μ
r̄t + r̄rel

|r̄t + r̄rel|3
+ āthrust ������

������� ������� ���� �
 � ������ 
����
 �� �������� ��� ������ ����� ����
�

¨̄rt + ¨̄rrel = −μ
r̄t

|r̄t|3
− μ

|r̄t|3
[
I3x3 − 3

r̄tr̄
T
t

|r̄t|2
]
r̄rel + āthrust ���� �

�� 
�	
������� � ������� ���!�

¨̄rrel = − μ

|r̄t|3
[
I3x3 − 3

r̄tr̄
T
t

|r̄t|2
]
r̄rel + āthrust ������

����� ��� �	
�������	������ ������
��

��	
������� ������� ���" ��� ������� ���� ��#�
�

− μ

|r̄t|3
[
I3x3 − 3

r̄tr̄
T
t

|r̄t|2
]
r̄rel + āthrust = ārel + ˙̄ω × r̄rel + 2ω̄ × v̄rel + ω̄ × ω̄ × r̄rel ����$�

%���� ω̄ � �% ��� ������&
 ��	���� ������ ���� #������ '( � �������� ��	�� �
 �

����� ˙̄ω = 0 ��

|ω̄|2 = μ

|r̄t|3 = ��
���) ��� ��� �	�#� ������� �� 	� %����� �
�

− |ω̄|2
[
I3x3 − 3

r̄tr̄
T
t

|r̄t|2
]
r̄rel + āthrust = ārel + 2ω̄ × v̄rel + ω̄ × ω̄ × r̄rel ����*�

�����

�� ��� ��� #�����
 � ��� ������� �	�#� � +,+- ���������
�

r̄rel =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

x

y

z

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, v̄rel =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ẋ

ẏ

ż

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ārel =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ẍ

ÿ

z̈

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, r̄t =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

rt

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ω̄ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

ω

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, āthrust =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ax

ay

az

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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ẍ = −2ωż + ax ������

ÿ = −ω2y + ay ������

z̈ = 3ω2z + 2ωẋ+ az ������

�
��� ax� ay� �� az �� 	
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� �
��� 	
���	 āthrust�  
��� �� 	
� !��
����"
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� %����� �� �� 	
���	 ������	���� �ax = ay = az = 0�� 	
� !# ���	���� �� ���

%� ���		�� ��

x (t) =

[
6z0 +

4ẋ0
ω

]
sin (ωt) +

[
2ż0
ω

]
cos (ωt)− [6ωz0 + 3ẋ0] t+

[
x0 − 2ż0

ω

]
����&�

y (t) = [y0] cos (ωt) +

[
ẏ0
ω

]
sin (ωt) ������

z (t) =

[
ż0
ω

]
sin (ωt)−

[
3z0 +

2ẋ0
ω

]
cos (ωt) +

[
4z0 +

2ẋ0
ω

]
������

ẋ (t) = [6ωz0 + 4ẋ0] cos (ωt)− [2ż0] sin (ωt)− [6ωz0 + 3ẋ0] ������

ẏ (t) = [ẏ0] cos (ωt)− [ωy0] sin (ωt) ������

ż (t) = [ż0] cos (ωt) + [3ωz0 + 2ẋ0] sin (ωt) ����'�
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� ��	��� ���������	��
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ax = 0 ���45�

ay = ω2y ���40�

az = −3ω2z ���41�
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x (t) = −3

2
ωz0t ���42�
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z (t) = z0 = �������� 	
�
�

ẋ (t) = −3

2
ωz0 = �������� 	
�
�

ż (t) = 0 = �������� 	
�
�

����� ������		 
����

������� ���� �� �������� ������� ������ �� � �������� ������ �� ��� ������ �� ������ ����� �� ���
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	 ��	����# ż0 = 0# 
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	 ������
	 ��	���� ẋ0 = −2ωz0 ���� ���
����

���� 
�� ���$ ����	��� �%

x (t) = −2z0 sin (ωt) &����'

z (t) = z0 cos (ωt) &����'

"���� "�		 ��
�� �� 
 z0 �� 2z0 �		����� � ��� ��	����# ��� �
�� 
��������� 
�� 
��	��� �

���
���� ���� 
�� �����

ẋ (t) = −2z0ω cos (ωt) &����'

ż (t) = −z0ω sin (ωt) &����'
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˙̄rc = v̄c
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āt =
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˙̄ω = I−1
(
T̄ − ω̄ × Iω̄

)
�$�%�
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I =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
kgm2 �$�$�
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 ��#

q̇ =
1

2
Ω (ω̄) q �$�'�

" ��� q �� � � ���������	 �������� ��
#

Ω (ω̄) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
− [ω̄×] ω̄

−ω̄ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ �$�(�

[ω̄×] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0
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α̇des =
τ2 − t

τ2 − τ1
ωinit +

t− τ1
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2 t
2
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ωinit +

1
2 t

2 − tτ1
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x + α̇desrmajor cos (αdes) ī

lvlh
y ������

����� īlvlhx ��� īlvlhy ��� ��	� ������� 	� ���  ! " ��� ����	�� ��� ��� ���	
���� �	����	���� ���

rminor ��� rmajor ��� ��� #���	����� �� ��� �	��� ��� ������ 	� #��	�� 	� (rmajor = 2rminor)� $�

��� ������ 	� ��	��	�� 	� ������� ��� ������� ��� ����� ����� ��� #��	%��� &�� ������ ������ 	�

�� �	��� ��� ���� ���������� 	� ��� ����	�� ���	� �	����	��� &�	� ���	� ��������	�� ����� ��� ��

�'������� ���

r̄lvlhdes =

(
1− (t− τs1)

2

2τtrans
dradial

)
r̄lvlhbase ����(�

v̄lvlhdes =

(
1− (t− τs1)

2

2τtrans
dradial

)
v̄lvlhbase +

(t− τs1)

τtrans
dradialr̄

lvlh
base ������

����� dradial ��� ��	�� �� 	������ ������� ��� �����#	��� ��� ���� ��� �	��� ���� �#���� )��

�'�#�� ��� ������ �	 ���� � ��	�� ���� ���� �������� �� ��� 	�� ��	�	�� �	
� ���� ��� �( ����

���	�� �*�(++�� 	� dradial = 0.5/86500s� "��� r̄lvlhbase ��� v̄lvlhbase ��� ��� ���	�	�� ��� ����	�� �	��� ��

,-���	��� ���� ��� ����� $� ����� �-���	���� τs1 	� ��� ���	��	�� �	#� �� ��� ��������	�� ����� ���

τtrans 	� ��� ����� �� ��� ��������	�� ������ .��� ��� ������ ������ ��� %�� ������ ��� ���	���

���	�	�� ��� ����	�� ��� �� �'������� ���

r̄lvlhdes =

(
1−

[
t− τs1 − 1

2
τtrans

]
dradial

)
r̄lvlhbase ������

v̄lvlhdes =

(
1−

[
t− τs1 − 1

2
τtrans

]
dradial

)
v̄lvlhbase − dradialr̄

lvlh
base ����/�

��������

&�� ��	��	�� ����	��# 	� � �	#�� ������ ����0	�� ����	��#� &�	� ����	��# ��#����� ��

���	���� ��##��� ��� ���	���� ���� ��##��� �� �	�� ��� 	��1��1�	��� �� ��� ��#��� �	�� ���
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������ �� ��� ������ �� ��������� �� ��� ����������� �	������ ����� ������ ����� �

�������� �������� ����� ������ �� �������� ������ ���� ��� ���������� �����

Rcom =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(̄
iecix

)
(̄
ieciy

)
(̄
ieciz

)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
���� !

īecix =

(
r̄ecit − r̄ecic

)
|r̄rel|

īeciy =

(
r̄ecic × v̄ecic

)× īecix

|(r̄ecic × v̄ecic )× īecix |

īeciz = īecix × īeciy

ω̄eci
com =

(
r̄ecit − r̄ecic

)× (
v̄ecit − v̄ecic

)∣∣(r̄ecit − r̄ecic

)∣∣2 ����"!

#���� r̄lvlhc $ r̄lvlht $ v̄lvlhc $ v̄lvlht ��� ��� 
������ �� ��� ������$ ��� 
������ �� ��� ������$ ��� 	�������

�� ��� ������ �� ��� 	������� �� ��� ������ � %&' �����������

����������

(�	������ �� ����� � � ����� ����� �� #��� �� ��������� � ������ � &��
��� )� *��

����� ����� ��������� +� ������$ ��� 
������ �� 	������� �� ������ � ��� %&' ����� �� ���


������ �� 	������� �� ������ � ��� %&' ������ *�� ����� ���� � 
��� ���� ���	��� ����� ��

��� ����������� ������� ��	� �� ��� ����������� ������� ��������� �� 
��
����� ��� ������$

�� �,����� �� ���	���� ������ ����������� �� �
���� ��� �������

	����
�� ������������

*�� �������� ����������� ��������� ���� � ����-����.�� �������� �� 
��������! �� �����-

������ ��������� /���� ��� ���� �������� ��� �������� ���� ������������
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� �����	 
���	��� 	������	 ����� �� ��������� ��	 	���������� ���	�� ����� ���� ��  �

!������	�  � "��� #� ���� ��  �� ���� "��� ���� �$� ����� ���	 �!� �	�!�� ��  � �	��	 ��

�� �	#��� ��	��� "� 	�������� ��" ������ ��  	��� % ��  �	���	� ����	�#�� � ��� � ���	����	

 � �$�� �	#��� !�� ����� ��� ������� �� � �� � �"� #���"& �� ��� ���	����	 ���� $��"�����

��  � ����! ����!��� ���  � ��	! �� ����!�� ����	����� � ���	!���  � ���	��	��� ������

' ��� !���!�(��� Δ� �� ��  � �	�!�	� ���� ��  ��  ����& � �� ����	�#�� � $���Δ� ��" ��  � �

��� #� #��	 ���!���  �" ������  � !������	� !�� #�� )���� ��	���� �	�! ���!�(����  ��	�&

�� ��� ���	�� � ���� �	����� ���� �*���� ���	�� �	�+���� , � ��� ���	����	 ��  � ������� �

 � �����"��� ���!�(���� �	�#��!-

!���!�(�- J =

ˆ ∞
0

(
(x− xp)

TA (x− xp) + uTBu
)
dt ������

��	
	 xp �� �	 �����	� ��	� x �� �	 ��

	� ��	� ��� u �� �	 �
�� ���
��� ����	� � �	

������� ����
�����

ẋ = Fx+Gu ������

��	 �� �� � !��� " #�
 �	 �
���	�� 	$���
	� �	
	� �	����	 � �	��� � ������%	 �	

��	!
�� �# �	 ���
�� ā� ���� �� ����
�� �	����	 �	 ��	 �# �
��	
� ����	� �	
	 	�� � ��&	

&	
� ��� ��$���� �
�� �	&	�� ��� �	����	 � �� �	��
���	 � ������%	 �	 ��� Δ&� ��	 �� 

���� �'	� �
���� �������� ��� ������ &�� �	 ������� ����
����� ���� �� ��
�����
�� ����
��

����	 �	 ��� ���	
	� ���	�&	
� ��	� �	
	 ��� �#	� ���� ����	 �
���� �	
����� !�&��! ��	�� �#

��	 #�
 �
���� �������� � �(	� �	 
��	��
� ��� �	 ���
�� ���	�	
���� �� �#	� �	 ���	

�
�	
 �# ��!����	 �� �	 
	���&	 !
�&�� ���	�	
�����

)�
 ��� ����������� xp �� �	 �����	�*�	��
	� 
	���&	 ������� ��� &	����� �� �+�, ���
-

����	��

xp =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
r̄lvlhdes

v̄lvlhdes

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ����.�

��� x �� �	 
	���&	 ������� ��� &	����� �� �+�, ���
����	��
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x =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
r̄lvlhrel

v̄lvlhrel

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ������

	
� �� ��
���� u �� �� ����� 	������	���
 āthrust�

����
� ��������� ����	���
�� �� ���	���� �����
 �� � ������� �
 
�	� ������	� ������ �� ����


�� ��  ������!"������� � "� �#�	���
� $��%�

¨̄rlvlhrel = Frr̄rel + Fvv̄rel + āthrust ������

&���'

Fr =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0

0 −ω2 0

0 0 3ω2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
������

Fv =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 −2ω

0 0 0

2ω 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
����(�

)�� �� F 	
� G �	������ �
 *#�	���
 ���+ 	�� ����
 ��'

F =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
03x3 I3x3

Fr Fv

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ����,�

G =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
03x3

I3x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ����-�

.
� ���	���� ��� �������
� �� /01 &�����$��% �� �� �	2� ��� ��	��
	� �	������ ���
�'
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Aii =
1

(max (x− xp)i)
2
, Aij = 0 ��� j �= i ���	
�

Bii =
1

(maxui)2
, Bij = 0 ��� j �= i ������

���� max (x− xp)i �� �� ������� ��������� ����� �� ������ ��� maxui �� �� ������� ���������

�������� �� �������� �� ��� ������������ ������� ���

ālvlhthrust(t) = −B−1GTS0 (x(t)− xp(t)) ���� �

���� S0 �� �������� !�� �� ��"������ #������ �$�������

0 = −S0F − F TS0 + S0GB−1GTS0 −A ����%�

�� ����� ������� �� ��� ������� ���� ���& ����������� ����"�

ābodythrust = Rlvlh→bodyā
lvlh
thrust ������

���� Rlvlh→body �� ��'��� �� �� ($������ 	�)�

�������� ��	�
��

�� ������ �������� �&������ ��� ������� ��� �� �������������*������� �&������� +���

�� �������� ����� �� ��� ��� ����*Δ! � ,�� ���� ������� � ������ ��������-����!���!� �./�

���������� ��� ���������� �� ���$�� ������� ��� �� �������� ����� �� "�!�� �&�

T̄ body
com = KP k̄

body
E +KDw̄

body
E ����	�

���� k̄E �� �� �������� ����� ��� w̄E �� �� �������� ���� ������ �� "���� ��� "�!�� �&�

KP = Iω2
n ������

KD = Iω2
nζ ����)�
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����� I �� 	�� �
��	�� ��	��� ��� �����
� ��	�� ζ �� ��	 	� ����� 	� ����	� � ���	�� 	��	 �����
��

������� �
� ��� � �����
���� ��������	� ��� ��
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�� ωn �� ��	 	� 2π/2000 ����� ��
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��� �����	 
��� �� �� �������� ������ ����	 ����� �� ����	��� ��������� �� 	������� ���

������ ��� �������� �	�� ����� ����	������  �!"# ���	� �	� ����	�� ��$�	��� ��	������ �� ������

����	� ���� ���� %��� ��������� �� ���� 
��� ��$�	��� ����� �� �	�%���� ��� ���������# ��� ����

��������� ������ ����	 	�&�	�� � �����	 ������# ��� �������� ������ ����	 ����� 
�� ���������

�� ������ ��� ������������ ������ ����	 �� ���� ���	��	������ 
��� ���� ���������	 �������' ��(�

��� ��� ����� 
��� ��	�# ���	� �	� ���� ����	��� ������ ����	 ��	�������� ��������� �� 
�����	

��� ������ �������� ��� ����	������ �	� �������� �	 ����	���# ��� ��� ��������� ��	� �� �

��%	�� ���� ��� �������� ������ �������� ��� ����	��� ����	������#

��� �������	 
� �� ������ ������

���	� )#* �� � �	������� 	��	���������� �� ��� ������ ����	# + ������ ����	 �� ��� ��

�������� � �	�����	����� ��� �� ������ ������# ����� ������ ��� %� ��� ��	��%�� �� ����	��� ��� ��

��������' ��������' %���' ���# ��� ������ ����	 ���	�� ��� �		��� ����� ��������� �� �������� �� ���

����� �����	 x̂# ��� ������ ����	 ���� ��������� � ����� ����	����� ���	�� P ���� 	��	������ %���

��
 ���� ��� �		��� �������� �� ��� ��
 ������� �� ��� ����� �����	� 
��� ����	 ������# ,���

��������-����� ��� ������ ����	 ��� �� %� ����� �� ������� �������� �� ��� ������ ����� x̂0 ��� �

���# )#*. /���� ������ ����	 ����	����#
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x̂ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ˆ̄recic

ˆ̄vecic

ˆ̄recit

ˆ̄vecit

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
12x1
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�
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���� ���������� ����$ P ���� �����
���
 ��� ����� �� 	��������� �� ���


���� �
������ ��� ���������� ����$ P �
 !���� % �

P = E
[
(x− x̂) (x− x̂)T

]
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ2
1 ρ12σ1σ2 ... ρ1nσ1σn

ρ12σ1σ2 σ2
2 :

:
� � � :

ρ1nσ1σn ... ... σ2
n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
���&�

����� E �
 ��� �$��������� �������� ����� ���� ���� ô �
 	
�� �� �����
��� ��� �
������'�$������

���	�� ����

σ2
i ≡ E

[
δx2i

]
= ��� �������� �� δxi �����

����� δxi = xi − x̂i = ��� ����� %������ ��� ��	� 
���� xi ��� ��� �
������ 
���� x̂i ����

σij ≡ E [δxiδxj ] = ��� ���������� �� δxi ��� δxj �����

ρij ≡ σij
σiσj

= ��� ����������� �� δxi ��� δxj ���(�
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���� �� �� 	
��� ���� ��� ������
 �
������ ��������� ��� ������	� �� ��� ����� ���������� ��� �����
��

�� σi �� ��� ����� �� 
���� �� σj � ���� ��� �������� x̂j �� ����	�� �� �� �� ��� ���� �� ��� �����

�� �		����� �� ��� �������� x̂i� ��� 	����
����� ρij ��

� �� ��� ��� ������ �� xi ��� 	����
��� ��

xj � ���� �� ����
��� �� xi ��

 ��

 �� �������� ����� xj � ��� 	����
����� ������ �������  ! �� !�

" �������� 	����
����� ����� ���� ��� ��� ������ ��� �� ���� ��������� �� � �������� 	����
�����

����� ���� ��� ��� ������ ��� �� ���� ������ �� ��	� ������ " 	����
����� �� #��� $ρij = 0%

����� ���� ����������� ����� xi �� xj �����
� ������� ����� ��� ����� ������
�� " 	����
����� ��

! $|ρij | = 1% ����� xi�� xj ��� �����	�
� 	����
��� �� ���� ��� ����������� ����� ��� ������
�

�����
� &��� �� ��	� ����� ��� ������ '� ����� ���� �� xi �� ��������� ���� xj �� ����� &��� ��

��

�

����� ����	
 ������� �� �	��
 ���	���

��� (
��� ����� �� ���� �� � ��� �� ����� ���
�� ����� ���
� �		���� ��� ��� �����	�

�� ��� 	����� �� ������ ���	�	����� �� ��

 �� 	����� ������������� )��	��� ����� �� ��� ��

��� ��
�	��� 	�����
 �� �		���� ��� ��� �����
� �		�
�������� �� ��� ��	���������� �� ��������

�		�
�������� ��� (
��� ����� �����	� ���
 	�� �� �������� ��*

ẋ = f(x, ācom) +w $+�+%

����� w �� ��� ���	��� ������ ��*

f (x, ācom) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v̄ecic

−μ r̄ecic

|r̄c|3 + ācom

v̄ecit

−μ
r̄ecit

|r̄t|3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
12x1

$+�,%

-���	� ���� ��� 	������ �		�
������� ��	��� ācom �� ��� ����� �����	� �.������� "��� ���

�������� �������� �		�
������� �� ��������� ��� ��
� ��� �		�����
� ����������� ��� 	����� ������

��� �� �� �
�� ��������
 ��� ���������� ��� ����� �� ��� ������� ��� �����
�� �� ��� 	����� �� �������

������� ���	�
� ��
�� ��� ������� ��� 
���
 �� ������ ��.���� �� ���	�
� ��
��� �� ��� ��� ��� 	�����
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� �� 
�� ����� ����
��� �
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�� ������ 
���
 ������ ������
� ��	 �� 
�� �����

�� ��� 
�� 
���
� ���� �� �����
�
�� �� ����� ����

��� ����� ����� ��� �� � ������ ��!

z̃ = h (x) + ncam "��#$

%�� h �� 
�� 
�� ���
��� �����
� ��� �����
��� ������ �� 	���� �� ����� �� � �����
 ����� ���

ncam �� ����� ����� �� 
�� ������ &���� � ����� ����� ���� ���
���� h ��� �� 	�

�� ��!

���� ���! '�
������� ���� ��� ��������� 
���
�
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h =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
θazimuth

θelevation

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ≈

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
py/px

pz/px

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ �����

�	
�
 p̄cam � �	
 �
�����
 ������� �
���� ���� �	
 ����
� �� �	
 �	�
� �� ���
�� ��
� ���������
�

p̄cam = Reci→cam

(
recit − recic

)
������

�	
�
 �	
 � ! �� ���
�� �������� ������ � �
�
����
� ���� �	
 � ! �� ���
�� "#��
������

Reci→cam = Reci→cam

(
qecicam

)
������

��� qecicam � ���
� $% �	
 ��� ����&
� ��� �	
 $��% �� ���
�� ���������

����� ����� ��	 
�������� ����������

'
���
 �����
���� �	
 
��
��
� (����� ���
� ����������� �
�) �� � #
�#� �� ��&
 � ���
��

�� �
��
� �	
 ����
������� (����� ���
� ����������� �
�� *	
 ����
������� (����� ���
� ��

�
���
� ��� ���
�� %�
�� *	

 %�
� ��� $
 �
��

��
� $% �	
 ������ 
"#������

ẋ = Fx+Bu+Gw ����+�

�	
�
 x � �	
 ��#
 ���
 u � �	
 ������� ���#� ��� w � ����
 ���
 ��� F, B, ��� G ��
 �
���
�

$% �	
 ������
� �%������ *	
 ��
 �%����� %�
� ��� ��� $
 
���

� �� �
�� �� � ���


��������� �������

xi+1 = Φixi +

ˆ ti+1

ti

ΦiBa dτ +

ˆ ti+1

ti

ΦiGw dτ ������

�	
�
 �t � �	
 ����
�
 ���
 �
�) ��� Φi � ���
� $%�

Φi = eFi�t = I + Fi�t+
F 2�t2

2!
+

F 3�t3

3!
..... ����,�

*	
 (����� ���
� ���
 ��� �	
� $
 ��������
� #��� 
��	
� �	
 ��-
�
����� 
"#����� �� �	


���
 ��������� ���� �� �	
 %�
� �%������ !� �	
 ��-
�
����� ���� � #
� ��� ���
 �����������)
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��� ���	�
 ����� ��� �
������� ��� ������
� ������
���� �������
 ������ �
 ��	��

ˆ̇x = F x̂+Bu ������

���
� �������
 ���� �
� ��� ����� �� ���!�����! "��!�����# ��� ����� !�$����
!� !�
 %� "��"������

�� �������

Pi+1 = ΦiPiΦ
T
i +Qd,i ������

�����

Qd,i =

ˆ ti+1

ti

ΦiGwGTΦT
i dτ ≈ GQGTΔt ����&�

Δt = (ti+1 − ti) ������

�
� Q �� ��� ����
��� �� ��� "��!��� 
�����

'�� � 
�	�!� ��"����
��� % �������
 ��& ��� 
�� ��
��� ���$��� '�� "��!��� �����
��

�%�$� ��� ��$� �� %� 	������ �� (�)��
�* �� �� � 
�
��
��� !���� '�� ����� ����	��� !�
 ����� %�

"��"������ ���
� ��� � 
�	�! 	���� ����!�� � ��!� ��	� ���"# ��� ���	�
 ����� "��"������ ��� �����

����	��� % �
�������
� ��� ����� ������
���� �������
 ���
� � ������+����� ,�
��+����� �
���������

ˆ̇x = f(x̂, ācom) ����-�

���� f �� ��$�
 % �������
 ��&� .��"�����
� ��� !�$����
!� 	����) ����� �������� ��
��� �������
�

������# ���� ��
����/�� � ���	 � 
�	�!� ��� ���� �� "��"����� ��� !�$����
!� 	����)� ���
��

∂

∂r

(
r

|r|3
)

=
1

|r|3 I3x3 − r
3

|r|4
∂ |r|
∂r

=
1

|r|3 I3x3 + r
3

|r|4 i
T
r =

1

|r|3 I3x3 −
3

|r|3 iri
T
r ���01�

��� "������ �� ��� � 
�	�!� ��� ���"�!� �� ��� ����� !�
 %� !��!������ ���
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F =
∂f

∂x
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

03x3 I3x3 03x3 03x3

μ

|r̄c|3
(
3̄iecic

(̄
iecic

)T − I3x3

)
03x3 03x3 03x3

03x3 03x3 03x3 I3x3

03x3 03x3
μ

|r̄t|3
(
3̄iecit

(̄
iecit

)T − I3x3

)
03x3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
12x12

������

	
� ������ īecic , īecit ��� �
� ���� ������ �� recic , recit � ������������ ����� �������� ���� �� �
� F

!����"� �
� ����� ���������� !����" �� #� �!���� �� ��� �� ��������� �
� ����� ��������

!����" �� �� �������� �����

Pi+1 = ΦiPiΦ
T
i +Qd ������

$
��� Qd �� ����� �� �������� ���%�

����� ����� �	
 ������	�� ��
���

&
�� � ���� !������!��� z̃i �� ������ ���! �
� �������� � ��� ��� !������!��� �� �

'��!�� ���� ��� ������� (

ẑi =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
p̂y/p̂x

p̂z/p̂x

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
2x1

, p̂ =
r̂camc − r̂camt

|r̂c − r̂t| ������

Ki = P−i HT
i

(
HiP

−
i HT

i +Ri

)−1
������

$
��� �
� !������!��� ����������� !����" ) �� ����� #�(

Hi =
∂hi
∂xi

=
∂h

∂p̄

∂p̄

∂xi
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
− py

p2x

1
px

0

− pz
p2x

0 1
px

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
3x3

Teci→cam

[
−I3x3 03x3 I3x3 03x3

]
3x12

����*�
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��� ����� �	
 ����� ������	�� ��� ���	 ��
���
 ���	��

x̂+
i = x̂−i +Ki (z̃i − ẑi) ������

P+
i = (I3x3 −KiHi)P

−
i (I3x3 −KiHi)

T +KiRiK
T
i ������

����� R = E[ncamnT
cam] �� ��� ����	�� �� ��� ������ ���������	��� �	
 ����� ��� ������ ����

��� ��� ��
��� �������	 ��� �����	 ��� ��� �	������
 	������� ���!� ��" ��� ��� ���	
��
 #� ��	

$� ��� ��
��� �������	 %&�'�
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	��
 ������!�����
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������ 	��
 �� �������� ���
�� "	��
 �� ����� ���#�� �����$� 	��
 �� ���

���
��
� ���������� "����������� �������� ����� ���#�� �
������� 
� ��� ����� ����� �
����
��$� ����

����� ����
�������
��� ��� ��
��� ����������� ��� ������
�� ���
���
��  ���� ����� �������
��
�� ���

�����%�� �� �����	
�� ��� ����
������ �� ���������� ���
���� ����������� ���
���
�� 
� �����	
�
��

��� &'( ����� �� �������

��� �����	


��� �����
���� 	���
) 
� ���� �� ���
�� *�σ ������ �� �����
�� ���
�
��� ����� *�σ ������

��� ���� �� � 	���
� �� �����	
�� ��� +���
�� �� ����� 
����	��
�� ��������� �� ��� ������� ���

Δ� ���� �� ��� ������ 
� ���� �� ���������

��� �����
���� 	���
) ���� �� ��� ,��	��  ���� 
� ���� �� �����	
�� ��� ���� ��� ������


� ���� �� �����	
�� �����
�� ���
�
��� -����
�� ���
�
�� ��� �� ���������� ���	 ��� ����� ������ ��.

xrel = Hrelx "/��$

����� Hrel =

[
I3x3 03x3 −I3x3 03x3

]
� ��
� ��������	��
�� ������� ��� �����
���� �����	 ��

��� ������� ��� �����
���� �����
���� �
�� ��
� �����
�� ���
�
�� ���
	��� ��� �� ���������� ��.

Prel = HrelPHT
rel "/�0$

1� ����� �� ��
� � 	��� 
���
�
�� ����������
�� �� ��� ������	 x̂rel ��� Prel ��� ���� ������� 
���

��� &�&2 ��� �����
��� ���	��� ��
� 
� ���� �� �����
�� � �����
�� 	���
).
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Reci→frame =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(̄
iecix

)T
(̄
ieciy

)T
(̄
ieciz

)T

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
�����
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 īx, īy, �� īz ��� �
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x̂lvlh
rel = Reci→lvlhx̂

eci
rel �����

P lvlh
rel = Reci→lvlhP

eci
rel (Reci→lvlh)

T ���"�

x̂bore
rel = Reci→borex̂rel ���#�

P bore
rel = Reci→boreP

eci
rel (Reci→bore)

T �����

�	
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P =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σ2
1 ρσ1σ2 ρσ1σ2 · · · ρσ1σn

ρσ2σ1 σ2
2

���

���
� � �

���

���
� � �

���

ρσnσ1 · · · · · · · · · σ2
n

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

���,�

�	
�
+ σ2
i ≡ E

[
δx2i

]
= �	
 ������
 �! δxi� ���
 δxi �� �	
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 �! �	
 ����
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	 	������� ��� ��� ���� ����� �� ��� 
��������� ����� ��������� ��	 �� ��� �� ���� ���� ���

�������� x̂i ���� �� ������ �� ����	�
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�	������ max rrel,i maxvrel,i maxai

(���� ��������)������ 20m 0.02m/s 20μm/s2

*��� ��������)������ +����������, 20m 0.02m/s 20μm/s2

*��� ��������)������ + �� -���
�
 .
����, 20m 0.02m/s 20μm/s2

*��� ��������)������ +/��� -���
�
 .
����, 20m 2m/s 0.002m/s2

0����� 1����� 10m 0.001m/s 0.1μm/s2

2		������� 1����� 10m 0.01m/s 10μm/s2

"������ 2		������� 1����� 10m 0.0032m/s 1μm/s2

1��	��  ����� 2�����	� 10m 0.0316 10μm/s2

����� 2�����	� 10 0.01m/s 10μm/s2
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���������� ���� ��� ��� s

������ ������ ������� ���� � mrads � σ!�"�

������ ������ ��� � mrads � σ!�"�

���� ������ ���� � mrads � σ!�"�

#$�� ���� � deg/
√
hr � σ!�"�

�%������ ���� �������% � m2/s3 � σ!�"�

&$����� ������� ���� �������% 1.0282× 10−14m2/s3 � σ!�"�

#��'������� �������� �(�)�� km3/s2

*���� ���������� ���� ��� ��� s

+���������� ,��-������ ��� s
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������	 �� �%� �"����� �%� ���� �����'� ������ ������ ��� �2 � � σ � �%� ����� %��������

1������0 � � � σ � �%� ����� ����3 ��1 ����� '������ 1�������0 ��1 �%� '�����$ ������ ��� � ��!�

� σ � ���% ��������� �, '�����$	
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1�������0 � � ���� �� ����'� �� ������� � �%��� 1������� '��$ -��3�$ ������� �%��� 1�������
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���� � !���� �� ��+�� ���!�* !������ ���� ������ �� ����� 9� *�� �� ���� �� ������ ��.#5

+�� �! �� Δ'  �� �(������ � �� ��������� �! �� ��� � *������* �� ������ ��:�*��2 ������

��� 7��� ������!����� 7��� ����� �� ��� *��� �� "# m ��σ  ��*� �� ������2 ���� ��� �� ���'����

*���� ���� �� ����� ��� � ���� *����*��� ��������� ����� ��!��+�����
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��� ��� ���� �� ��� ����� ���������� �� ������� ��������� ����� ���� ����� ���� ��� ����� ����

� ��%���� ����� ����� �! ����� ����� ���� �� ��� &������ ���� �� ����� ��'����� ���

��� �� ������� ����������� ����� ����� ������ ������� �� � ����#��#����� (��� �� �� ���� �� "#σ�
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��� ����� ��� �%&�������� ��� ������ ������ )��� ��� ������� ��� ��� ������ ��� ��� �����

������ ��&&�� �� ��� *��� ��� ���������� ���&&�� ��&����� ��� ������ ����������

����� ���
 +������� ,� "#σ +����� ���Δ� -��� )�� �������� )��� ./����� 0������ 1���������
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����� ��"
 #������� $� %&σ #����� ��� Δ' (��� )�� �������� )��� �������* (���������*

��� +������!

����� �����

	�
���� ������
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������
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��� �������

���������
 �����
��σ ���

�� %�� ��,

Δ� ����� -�--� -�	 -�-�

��� ��� �� !������

���� ������� ���������� �� �.�/ �� �� ��� ������&���0 ��'������� ��� ���&��'��&����� ���

�� ���� �� �����������0 �  ���� � � ������� ������ � ����� �� /����'��� $��� �������� /�&

���'� ���� /�'� ��� ����� ����� �� ��� ����� ���  �'��� /�� ���� ����/������ ��� ����� ��

���� �� /������� ��������� ��'������� ������0 ������ ���  ��� �� ��� /������ ����� ���0 �����

/�����/�����

��� ����� ����� �- 1/ ������ ��� ������ ( ������ ��&���� ��� �  ���� �� ���� �� /�'�

�� 	- 1/ ������ ��� ������ ��� ����� ���� ���� � ����� ��&���� ��� �  ���� �� /�'� ������0

���� ��� ������ ������0 � � ��� �  ���� �� ���� �� ��� ����� �� ��� ������ (� �'�'��� �� ���

/������ �� ����� �� ����� �����
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��� ��������� ������� ���� ������ �� ������� ��� ������� ������� ���� ����� ���������� ��

�� �� ��� ������� ������ ��� ��� ���� ����� ��� !"������ #���� $������� % ��� ������ �������� 

����� ��������� �� &'σ ����� ��� �������(�� ���� ��� ���� ������� �� ��� �������� ��������� )��

���� ������ ����� �� �������� ������* ���� � ���� ������ ������� ������� �� ������ ����������

+������ ��� ���� �����,��� ����� ��� ������ �������� ������� ����� ��������� ��� ��� �,��� ��

��� �� �������� �� ��� �������� ������ )��� ��* ��� �������� ����� �������� �� ���� ��

������ ���� ����������� ��� ����� ��* �������� ��* �� ���� �* ��� ������ �� �������� ���

������ ���� ���� �- .� ���* ��� ��� ��* �� ����� �- ��

����� ������� ��	��� ��������

��� ��� ������ ����� �������� ��� ������ �� �������(�� �- km ����� �� / km �����

��� ������� )��� ��,����� � �������� �������* �� ẋ = 3
2ωgeo(1 km) 0��� �,����� 1�&23� )�� �������

�������� ������� ������ ��� /�-- m &'σ4�5��� 6������* ������ ��� & m/s &'σ4�5��� ��� �����5������*

�� ������� ������ ��� ������ ���������� ��� ������ ������� � ������ ����� ��'�������� ���������

)��� ����� ��� ������ �� � ���� /- km ����� ��� ������ �� / km ������

7� �� ����� ���� ���� ��� &'σ ����� � ������ ���& �������� �� ��� ������ ���� ������ ��

��� ������ ������� ����� ���� � �������� ��������� )��� �� �������* �� �� �5������ ����� � ���

������� �*����� �� ��� ����� �� ��� &'σ ����� � ���� �������� )�� ������� &'σ ����� ������ ���

��������� ��� �� ����������� ��� ��������� ��� &'σ ����� ,���.�* ������ � ��� �������� 7� ���
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 �
�� �� �� � �� �� �� � ����� ����� ��� �� ��� �����
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 �
�� �� �� � 
��� ����� !�����
� ����� ��������� ����� ���"

��

 �� � ����� ����� �� ���� � �
��� ������
� ����� ���������� # �� ������ ��� $
�� ���

 ��� ���

����������� ������� ��� ��%���� ������
� �
��� � ��������� �� ��� ������ ����� ������
� ���������

�� � �
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���� ����	 
������������ �������� �� ��� ��σ ������

����� ����	
 ��	�� ��������

���� ��� ������ �� �� km ������ �� ������ ���� ����� �� ���������� ��� �  ������ ����

��!��� ������� �� ��������� ���� ��� ������ ����������� ���� ��� ������ ������� ��� � ���! 3
2ωgeo

"�� � km ����#$! �� �%� ��� ������ � ��� 2ωgeo� &�� ������ ���� ��������� ���� � ���! ������ ��

� �������� ����! ���� �� �� � km ����# ��� ������� &��� �  ����� ��'�� � ����� �� ����� ������� ��

(�� ���� �� ����� )� ��� ������ �  ������� ��� � km ����#  ������� ����� �� � �������� �� �����

�������� ���������*� &��� �� ������* ���� �� ����� ���+�

,� ����� �� ������ ��������� ��# ��� �� ��� �������� �������� ����� ���� �������� ���

��# ��� �� �� �� ��� �-���� �� ������� ������ ��������� �� .������ ��/��! ������� ��������� #��

�� #���� ��� ������ #�� ����#�� �� �  ����� ��� ������ �� ������ � ���� )� ��� �� ���� �� �����

����! ����� �� �� �� �������� �� ����� �������� ����������� ��� ������ � ��� ����� &�� ������ ��

���� ���� ���� �� ��������� �������� ����� ����0�����  �������� &���� ��1 ��� ���� ��� ������ ���

������ ������� ��� �  ��������
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����� �	�
 ����� ����� ��σ ������ ��� Δ� ��� ������ ��� ���� �����  ��������! "�����!#��

����� ��� ���	��
 ���� ��� ���� ���� ���

$���!�� �� �% &&

 �������!' �	� (	� (	�

)���*���� ��� �	� (	%

Δ� ����� + (	(&, (	�

����� �����
 ��������

-�!� #� !#���� ������� � #� ������� & km ����!�. ����/ #� ��0� ���1 #� ���� �����

!��������! ������!# � ��0��� � ������ �/���� #� ��0�	 "� !�� �� ���� ���1 �2����� �	�,3

� ������ 45& km ������� ���� /���� #��� #� !#���� �������0 2ωgeo(/#�� 1 km ����/) �� #�

��!�� #���*���� ����!���	 �#�� 1���� #� /#�� #� !#���� ������� � #� ���� & km ����/ #�

��0� � �� ������. �������0 #� ��0# ����� ��� �� #� ��0# ����!��� ��� � ������ ������� ����	

)�/����3 ��#�� #�� 0���0 ��� � ������ ������� ����3 #� !#���� 0�������. �!!������� �� �������

��0���� ����� � 4(6 ����� #�� � ������ ������� ����	 7 �'�� #� !#���� � #���� � ���!# #�

1�5�1�1 �����	 -��� #�� ��1� ������ �� �1� #� !#���� ���� ���� 1����0 !����� � #� ��0�	

�#�� 1������� !�� �. #��0# �� �� � ������� ���� #� 0�� �1����� ���� �1�3 #� �5�! ��#

����0 ��8��� �. �2������ ,	�� #���0# ,	��	 )��� #� ������� ��!�. ��� �� dradial = 0.875/ωgeo3

#� ������ �� ����� �11������.3 τs1 = 03 ��� 1�5�1�1 ������ ����!�. �� ���!#�� ���� � #����3

τs2 = 6hr = 21600 sec	 �#�� 1������� �'�� #� !#���� ���1 &((( m ����/ � 9�� ���� &( m

����� #� ��0� ���� ���� &&(3((( ��!���� :9�� ���� �( #����;	 �#�� ������!# �� ��������� ��

��0��� �	4�	 <�# �� ������ ���0� ����� �� && m ��σ3 #�� �#��� ���� /�# � ���. 0��� ���1�� ��

������� �������	 )�/����3 �� �� !�����. �#�/� �� ��0��� �	4%3 #� 8��� �� ���� � ��� #�� ������!#

� ���#�� ��8�� �� ���1��� ��� ����0 #� ���0� ����� ��/� � 4	� m ��σ	 �#�� �#��� ���� ����

(	4� m/s Δ�	 ����� �	&( ��11���*�� #� ������� ������� ��σ ������ ��� ��!# �#��� �� #�� �!������	

����� �	&& ��������� #� #� 8��� �� ���� ���� � �!!�����. ���1�� ������� ����!�. ���� #�

!����� �� #�� �!������	
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�� ���
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�� ����� �����
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��� �����	
� ������

��� �	���� �� ������ ��������� �� 	�
���
� � �
������� ���
� ��� �� ���
	���� ���	 ���

�� � ���
���� !�� ��� "## 	 ����� ����
���$���
�� ���� ���	 %���
�� ��&�� ��� ��������� ������

����� ������ ��� �� ���������� ��
�� ' ���
�� (��)� *�	�	���
�� ���� ��� ��
� ���� ẋ = 0 ���

ω = 2π rad
24hr = 2π rad

86400 sec + ��� �� �
��� ������ ��� �� ���������� �� az = −3ω2z = 8μm/s2� ��$
�� 
���

������� 
�
�
�� ������+ 	������	��� ������+ ��� ������� ��
��+ ��� �
	����
�� ������ ���� ���� �
��

��
� ��������
��+ �� ����� 
� !
���� ,�-�

.��
� ���+ ��� ��� ������
�� ���� ����	�� ������� ���������� /�� ��� "## 	 ����� ����
���

$���
�� ���� 
� ����� �
�� �������� ��
��� 0� ����� � ��� �� -#1 �� ��� ������ ����� ������(
Qa =

(
0.8μm/s2

)2
I3x3

)

� ����� �� ��� ���������
�� �� ��� ������ ����� �
	� ���� 2-## �3� 4��

����� �� ��
� �5��� ������ �� ��
��+ ��� ����� 
� ��� ���� �� ���
	��� �����
�� ���
�
��  �
�� �� ����

�� ������+ �� ��� �� ���� 
� !
���� ,��� ����
���
�� ��� ����� �� �������� �������
��� ����� ����+

��� ��������
�� �� ����� 
����	��
�� 
� �����
���� 	
���+ ��� �������� ����+ ���� ������ ��	� �����

��
� �������
�� �����	� ��� ����$ ��		��� ������� ���� ���������� 67#8+ �
���� �������� ������
��

$�������� 	�� ��� �� ���
���� ��������� ��� ��
� ���� �� ���
���
���

0��
�� �������� ��
�� �� ��
� ��
�� 
� ��	� ���� ��������� ������� ��� �
	����
�� �������

��� ������� ��
��+ ��� �������� ��
�� 
� ������ 9��� ��� ���� �� ������� ��
��� �� ������� 
���������

��
� ��
��+ ��� �
	����
�� 
� ��� �
�� ��� ������� ��
�� ������ � ��� �������� ��
�� ��� �� ��� ��	�

����� �� ��� ������� ��
�� ��� ������
(
Qa = (1.014μm/s2)2I3x3 ��� Qd = 03x3

)
. 0� ��� �� ���� 
�

!
���� ,�� ��� ����� ,�-+ ����
�� ��� �
	����
�� �
�� �������� ��
�� 
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����� �	
� ����� ����� ��σ ������ ���� ������������� ���  ����� ����! "�� #� $���� %&��'���
��� �������� (���) *������������� +���,

�������

���	�


�	��

�	��

����

�������

�	��

����

�������

��� 
�	��

�	��

*���'�� ����� %-, �� �	� �	� �	.

+��������'� ����� %-, � �	�� �	�� �	��

$��/����� ����� %-, � �	�� �	�� �	�.

Δ0 %-1�, 2 �	�� �	�� �	��

���� ��"��� � ��-��� ����'�� �� ������ ��� �-������ !�� 3��� ���'��� ����) �� ����� �� "�� ��

�����0� ������ ����'�����4 � '��'�����	

��� �-������ ���4 ���� ������ ���� !��� ��� '�����5� ��������� ��� �'�����4 ��������	

6� ��� ������������ ������ '��� ���0�) ��� ������ ���� � ��!�4� �� ��'� ��� ��������� ��� 7���

'���������4	 $�!�0��) !�� ��� 
� '-1� -�-�- -����� '��� "��- 8�'��� �	9	#) ��� ���������

��� ���4 7��� ���� �" ��� �-� %��� ����� �	�,	 ��� '��� � ������ !�� ��� ��-� ������ ���� ��

���0�
(
Qa =

(
0.8μm/s2

)2
I3x3

)
) ��� ��� ���� � ���4 ����� !��� 7���� �''��	 ����� �	� ���!� �

0��4 �-��� �:�'� �� ��� ���0� '���	 $�!�0��) � ������� ���� ��� ������ ���� �� ��� �'����� ���

��'������4 � ��� ����� ���-��� ;��� �� -�'� �� � ��� '������� ������ '���	 ��� -���� �����

��'� ��� ��� ������ ���� ���- � ���4 ����� ��-� �" ��� �-� ����	 �� ������ ���������� ��� �:�'� �"

���4 ����� ��� ���� ���� �" ��� �-�) ��� '��� !�� ������ !�� Qa = (1.014μm/s2)2I3x3 ��� Qd =

03x3) ����'�� �� ��� <������ ���� ���4= '��� ���0�) ��� �:����'� ���� ���� ��� ������ ���� !��

���4 �� �� ���� �" ��� �-�	 6� '�� �� ���� � ����� �	� ��� ����� �	# ���� ��� ���7'����4 ����'��

��� ����� ��'������4	

����� �	#� ����� ����� ��σ ������ ���� 8������>����� ���  ����� ����! "�� #� $���� %&��'���
��� �������� (���) ?�!� �-�- 6-����� +���,
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�	��
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�	��

�	��

*���'�� ����� %-, �� �	. �	� �	�

+��������'� ����� %-, � �	�� �	�
 �	��

$��/����� ����� %-, � �	�� �	�� �	�.

Δ0 %-1�, 2 ��	� �9	# �.	�



��

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
x 104

0

0.5

1

1.5

2

2.5 x 10-3

�
�
�
�
�
�
�
�
�
	


�
�

�
�
�
�

�

��������	


������		��������

���� ���	 
��� ���������� ���� ���� ������ ����� �������������� ���� �����  �� ! ������

"���� 0.8μm/s2 �� #�$ � ����% ���� �������� ����������  �� ��� ����������� ���& ���

������� ������� ��� �������� ���� ������ ������������ '� �� �� ���� �� ������ ��� ���

��� ������� �����(��� ���������� �� 1 × 10−3m/s2� 
��� �� ��)�� �% ��� ������� �������

��)���� �% ��� ��������� ���� ����	 amin = Δvmin/tstep = (0.1m/s) /100 s = 1 × 10−3m/s2�


�� ��������� �� ��� ��� ���� ��� ������ ����� ��� �� ��� ����� ��� ������� ����������(
Qa =

(
1× 10−4m/s2

)2
I3x3

)
� '� �� �� ���� �� 
��� ��� �� ������ ��� ���& ������ �� ���

����������� ���& ��� ����� �� ����� �� ������� ���� ����� 
�� �����% ��������� �� ��� �� ����

��� ��� ����� ������� �%���� �� *���������+  ���� 
�� ����� ���� ������� �� ��� ��������� ��

���� �� �� ������ �� ��� �������� ��������� �� ������� ��� �������)� ������ ��� �� ��� �����)��% ����

������� �������& �� ��� �)�� ���� ��� )���� ������ �� ��� ��� 0.8μm/s2 � ��� �����������

���� ,���)��& ����� ��� ����� ����� �� ����������� ���% �� ��� ����� ���- ����� �� ����������

 �� ��� ����� �� ������� ��� ��� ���� )���� ���������� ��� '� �� ����� ������ ��� �� �� )��%

�������% ���  ������ � ����� �)�� ����% ��% �� ������ ���� ���� �%� 
�� ������� �� ��� )��%

����� �� ���� ��� �� ��� ��� ����� ��%� ����� � ����� �� ��� ������� ����� � �� ��� �����������

���� . ��� ������ � ������� �%���� ����� �)�  ������� �� ���� ����� �� ��� � �%  �� 

������ �����& ���� ������ ��� �� ��)� ��� ������ ��� ������� ��������� 
��� ������% ����� �)�

��������� Δ)� "��� ���� ��������� ��� /��� ����� ����� �)� �� ��� ���� ���� ������ �����& ��

��� ������� �� ��)������ ����� ����������% �����)��
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���� ���	 ��
�� �� ��σ ������ ���
� ��������������� ��� � ��
�� ��� �� ����  ��!��� ��
������ �����" 
���������� ����
�� !���#�

$��
� ���	 ��
�� %� ��σ &����� '��
� (�������)������ ��� *���� &�
�� �� �� +���  ,�!���
��� $����� -����" +����*������ .���
�� /���#

�������

���	�


�	��

�	��

����


�	�� �	�� ���

���� �	��

�������

0���!�
 %�  �# �� ��1 ����

/������!� %�  �# � ���� 2��2

+��3����
 %�  �# � ���� 2��2

Δ�  �4�# 5 ���� ����

��� ������� ����������	� 
�	�� �	��

$��� 6�" �

 ���
7��� ��� ���� ���� ������� ��7 ����������� �� ��� �������� �7����!��

$�� ���
 �6 ���� ��!���� �� �� ����������� ��� �8�!�� �6 ����� ��������
 ����������� ���
�������

�� ����� ��!��� ������ $�� ������ �� �!���
 �������� 9�������� !�� �� ������ ��	

q =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cos (α/2)

sin (α/2) cos (βx)

sin (α/2) cos (βy)

sin (α/2) cos (βz)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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Process Noise Only
Process and Thrust Noise

���� ���� ��	
�� ���� ��σ ����� ���	� �
�
���������� ��� � ��	� ��� �� ���� ��� ��� ��

����
�� ����! ������������ ����	��  ���"�

����� α �� 
�� �
�
�� ���	� ��� cos (βx)! cos (βy)! ��� cos (βz) ��� 
�� ���� 
��  ����� 	 �
���
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�
��� %�� ����	�� ���� ��
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�
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��� �� ���
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αe = 2 cos−1 (q0,e)

����� q0,e �� 
�� &��
 �	����
 $ 
�� ���� '��
����� qe �
�� '��
����� ��������
��� 
�� �
�
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�
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��  ����� ���� ����� �0� Δ� ��� �� ��	� 
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�� ��σ ����� �� 
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 ���� 
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 ��� ��

1��� � ����� ����	�� �  �	���
�� �� �����! 
�� ����	�� �����  �� �� �����& ��
	+ 	������

������ ��� ���� 
�� ����	
� ���� � ����� ����	�� �  �	���
�� ��
� σ = 1e − 5 rad/s2 �� �����
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����� ���� %� �� �����"  ���%�!� ������!���� ��� �
� !��� ���� �� 
�� ��

%� %��� ��� ����� 	 ���" ������!��� �� ������ ��!� ���� !!���� ��
 ����� ����!�� �% �����

���� ��� '() !���� *������& �
 �
� !��� ����� �� �� ����
� +!���& ��,�& ��!���- �� ��� ����

!!���� �����"� "������
���
 ��
����� $� �.����� ��� �#�!� �% "�!����" �����"� !����
��& ���

��� � �����& �����
������
� !��& %��� )�!���
 ����� �� �����
 ���� 
���� �
 ��� ������!����$��

��������
 ��  ��� ��
 ���� / ��" /�σ 
���� �
 ��� ��� ��!��� 
"  ���%�!� '() !���� )�
!�

��� !����0� 1��
  ���� "��� 
�� ������� �����"�& ���� 
���� �� !!��
��" %�� �� ""�
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���� ���� Rstar �� ��� !����
!� ��"�� �2����
 ���!���" ���� '() !��� ��������
���

	� �.��!��"& ��� �
!����
�� �
 ��� �
�� "���!���
 �� ����� �.!��� ��� ��� � ��� ��� !��

����� ��� ������!��� �� ���%�!� 
" ��� '() !��� �� / ��" /�σ 
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 ��
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����� ����!�� �������� ���"�!�"  ���� ��� �������� "�!���� �
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�

������� 7�
��������� �� ������" �� !!��!��� �% ���� ��%  "����� 8/�9 (0.5o = 8.7mrad)� $��
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���� ���� ��	
�� ���� ��σ ����� ���	� �
�
���������� ��� � ��	� �� �� ���� � !" #����� ���
�
���
��#��� ����$�

%��	� ��&� ��	
�� '��� ��σ (���� )��	� "
�
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��� (�	� �� �� ,��� � !"
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/��
�#�	 '��� ��$ 0� &�� &�� 0��

-����
��#� '��� ��$ � ���0 ��&� ���

,��1�
�	 '��� ��$ � ��&& ���� ���

Δ2 ��3�$ 4 ���� ���� ����

���	
���� �� �	� ����� ���� � ���� ��σ ���� � ��� ��� ������ ��� ���� �� ���� ��σ���� �

��� �������������� � ���	
��� � 
��� ���	���� �����	�� ������������ ����� 
��� � ������������ ��

��� �� ���� �� ���	��  �! ����" �#�� ��	�� ��� $��
 ����� �������� �� ���� ���� �� ��� 	��������

���� �� ��� 
��� ���� �����" ��� �������� �� ���

 %����& �� '	���� (� � )�� ��� � ���&" 
���

���� � *+ ���� �� ��� ����� ��������,� ���	��  �(� ���%
�&� ��� ���� ��������" �	� �� -��� ��

� ������ �

	������ ��� �����& ����� ��σ �	����

�� ������� � ������ ���	���� ��
���#� ���
� ����	������� ��� ��.�	
�" %� �����	��

���
���� �
� %��	��� ���	�� ������ /��� �� �	� � ��� ������ �� $���� �� �0���
& ��� ��������

��������� 1��#��" �� ���� ���� ��� ����	������ ���	�� �	� � �����	���� %������ �� ������ ���

�

/�� ���� ���� �� ��� ������������� ���� 
�#�
 ����� 2���

��� ���� ��� �����& ����� ���	�� )�

���� ���� �� ∼ 8μm/s2 ��� 	���� ���

 ���
� �%%�0������ ��� #������� ) ��� ����	������ ���	��
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���� ����� ��	
�� ���� ��σ ����� ���	� �
�
���������� ��� � ��	� �� �� ���� �� ! "����� ���
�
���
��"��� ����# $��� ��%�

"�� �� "�	"�	�
�� ��� σthrust = 0.01
(
8μm/s2

)
= 0.08μm/s2� &��� �� ��		 ��	� 
�� ��"��� ����(

1.014μm/s2
)
�	����' ��"	���� �� 
�� ����	�
��� (�"���� 
�� ����� 
����
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�� �� ����
�����

���� ����� ����������� �
������� �� �������� �� ��� ������
�� ��� ��������� �� ���
	� ������

�� �������� � ��	���� ���
��� ��	������ ��� ��������� �� ���	 ���	�	 �	 �� ����� ���� �����	 ����

���������� � !"# ��� ����
�� 	��������� ����� ����������� ��� �		�	��� �� �� ������
�
	 ���
	��

���	 �������	�	 ��	 ���� ������ �� �� ��
�� $� ��� 	�������	 	�
����� ��� ���	�� �	 ����

�� ��������� �������� ����� 
	��� %!&'����� ���	
������	 ��� � ������� �� ��'���
	� ����
���	�

����
���� ������� ����������� ����
���	� (����� ������ ��	� �������	 �����	'���� ����������� $�

������ ��	�� �� �	 ����� ���� ���� 	���� ����
���	 ������� ���� ����� ��������������

����� ���	 ���	�	 ���
	�� ��������� �� ���	��������
	 ����� �����������	� ��'���
	� �		�	���

�����	'���� ���������� �	 ��	� �)������ �� �� �*
���� ����� �� ��� ������ %�'���
	� �		�	��� �����	'

���� ���������� �	 ��	� 	��� �� ��� ��� ��� ���� ���������� ��� �)�� �����
�'���
�	� ��	��

 ������������ �� �	 	��� ���� ���� ����
� ���
	���� �������� ����� ���	
������	 ��� �� 
	��

�� ���
������ �	������ �������� ��������� ���	 ��� �� ������
����� ��������� ��� ������� ���������	

���� �������� �������� �
	� �� ��� ���������� �� ����� ������ �� ������ ��� ������ �� ���	���

$� ��� 	������� ��� ���	��+	 ����� �	 ���� �� ���
������ ��������� �������� ��	����� �� �����

����� �� � �
������ 	��� ��		��� ���� ���� ��� ���	�� ���� ���� �, �� ��� ���� ��� ������ �� ����

�������� !��� ���	 	����	 �� ����
���	 ��� ����� �	 ��	� ���� �� �������� � ���� ���
���� ��������

�������� �	������� ���	 	��	 ���� ��'���
	� �		�	���  !" ���	 ���� � ��� ������� �� ��	�����	

��� ��� ����������� �� 
	�� �	 � 	���� ����� �������� ���������� 	��
�����

��� 	��	������� �� ��'���
	� �		�	���  !" �� ����� ��� ����
������� 	�
���	 �	 ��	� ��'

��	�������� ���� ���
	���-���
���� �����	 ��� ����� �� ��� ���
	� ������� ��� ����� �	 ���

���� �� �	������ %!&'����� �	 ��� �	 �� ��� ��� ������� ���
	�� .������ ���	 ������	� �� �	������

���
���� �	 ���������� 	����� /��� ��� ��� ���
	��� �����	 ���� �*
�� �� 0,1 �� ��� ����� ���
	��

��� ����� %!&'����� �	������ 2'σ ��
��	 �	 	���� ��		 01 �� %!&'������

���� ���
��� ������������ ��	�
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