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In this paper, a simple method for the multi-objective optimization problems by the Particle Swarm Opti-

mization (PSO) is proposed. The objectives of the Multi-Objective Evolutionary Algorithms (MOEA) are

summarized as follows: (1) To find the pareto optimal solutions, (2) To find the pareto optimal solutions

as diverse as possible. To achieve these objectives by the PSO for the single objective problems, we

propose how to define the g-best in the swarm without introducing some new parameters. That is, one

particle among the non-inferior solutions is selected as the g-best to achieve the diversity among the non-

inferior solutions. The relative distance in the objective space is utilized to select the g-best among the non-

inferior solutions. Additionally, some particles among the non-inferior solutions are also selected as the g-

best of the inferior solutions to find the pareto optimal solutions. The absolute distance in the objective

space is utilized to select the g-best of the inferior solutions. We also show the geometric interpretation

about the movement of particles. The validity of proposed approach is examined through typical numeri-

cal examples.
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1 1 1 1 緒言緒言緒言緒言

　進化的計算法を用いた多目的最適化（Multi-Objective

Evolutionary Algorithms:MOEA)に関する研究が盛んに行

われており，特に遺伝的アルゴリズム（GA)を用いた

多目的最適化問題への取り組みに関しては，文献

（1 ）に詳しくまとめられている．文献（1 ）によれ

ば，MOEAの主目的は次の2点であるとされている．

(MOEA1)探索点がパレート最適解を見つけること．

(MOEA2)パレート最適解を目的関数空間に写像したパ

レートフロント上に，可能な限り探索点を分散させる

こと．

　計算コストの観点から眺めると，MOEAは必ずしも

効率的な方法であるとは言えないものの，近年のコン

ピュータおよびネットワーク技術の進歩を考えれば，

MOEAは，一度の計算で多くのパレート最適解を見つ

けられるという利点があるため，多目的最適化問題に

対する有効な方法の一つであると考えられる．

　近年，進化的計算手法の一つであるParticle Swarm

Optimization(PSO)を用いた多目的最適化に関する研究

が行われつつあり，その有効性が検討されている．そ

れらの研究の一部では，多目的GAの考え方を継承した
(2,3)

ものや ，関数の感度計算をアルゴリズムに含ませる
(4,5)

などの方法が提案されている ．しかし，PSOは本来，

感度を利用しない最適化手法であり，またその構造
(6)

上，陰に探索方向ベクトルを持つなどの性質 から，

アルゴリズム内に感度計算を含ませるようなことは避

けるほうがよい．また，PSOは基本的には連続変数の

最適化問題に適しており，確定的な要素の強い最適化
(7)

手法であることを踏まえれば ，設計変数を基本的に

は0- 1で表現し，再生・交叉・突然変異などの確率的

操作を許容し，探索点の選択と消滅，新たな生成等を

繰り返す最適化手法であるGAとは，その性質は大きく

異なるものであり，PSOの性質を十分理解した上で，

多目的最適化問題への適用を心掛けるほうがよい．

　多目的PSOのいくつかの研究では，後の3.2節で述べ

るように，単一目的の下で最適解を探索するPSOに対

し，いくつかのパラメータを含ませることにより，パ

レート最適解およびパレートフロントを見つける方法
(8-11)

が多く見受けられる ．しかし，パラメータを増やす

ことは，意思決定者の負担を増やし，また試行錯誤的

な数値実験の結果からパラメータを決定する必要があ

る．そのため，単一目的の下でのPSOを直接的に多目

的問題へ適用するには，若干の修正が必要であり，必

ずしも汎用性のある方法とは言いがたい．さらにPSO



は，探索点の更新式がベクトル演算であるため，探索

点がどのように移動するかを，幾何学的に説明できる

が，従来の研究報告では，このような説明が全く行わ

れていない．すなわち，仮に何らかのパラメータを追

加するのであれば，探索点の移動と追加したパラメー

タの意味や影響を幾何学的に説明する必要があるが，

そのような報告はなされていない．

　そこで本論文では，単一目的の下でのPSOを遵守す

る立場をとり，単一目的の下でのPSOに対して，新た

なパラメータを追加することなく，多目的最適化問題

へ拡張でき，かつパレートフロント上の探索点間の多

様性を考慮した多目的Particle Swarm Optimization(Multi-

Objective PSO:MOPSO)を提案する．また提案する

MOPSOにおいて，探索点がどのように移動するのか

を，幾何学的に説明する．数値計算を通じて，その有

効性を検討する．

2222　　　　Particle Swarm Optimization

　PSOは，探索点（Particle)が持つ最良の情報（p-best)

と，探索点から形成されるグループ（Swarm)の最適値

（g-best)から，過去の探索履歴を考慮して連続変数の

多峰性関数の大域的最適解もしくは次善の局所的最適

解を高い精度で求めることができる手法であり，集団

はg-bestへ向う．PSOでは各探索点が「位置」と「速

度」を持ち，各探索点の位置と速度を更新しながら，

最適解を探索する方法である．

　　　　2 . 12 . 12 . 12 . 1　　　　位置位置位置位置とととと速度速度速度速度のののの更新更新更新更新　 t 回目の探索において，

探索点 d の位置 t

dx と速度 t

dv を用いて， 1t + 回目の位置

1t

d

+
x と速度 1t

d

+
v は，次の式を用いて更新される．

1 1t t t

d d d

+ += +x x v (1)
1

1 1 2 2( ) ( )t t t t t t

d d d d g dw c r c r+ = + − + −v v p x p x (2)

式（2）において， 1r と 2r は[0,1]の乱数である．また

1c と 2c はパラメータであり，一般には

1 2 4c c+ ≤ (3)

となるよう， 1c と 2c は決められる必要があるが，

1 2 2c c= = が一般には用いられる．また w は慣性項と呼

ばれるパラメータである． t

dp は，探索点 d が t 回目ま

での探索において，今までで訪れた最良の解(p-best)

を表す．一方， t

gp は t 回目の探索における群れ全体の

中での最良の解(g-best)を表す．式（1）,（2）を用い

て探索点を更新するモデルは通常，g-bestモデルと呼

ばれる．また式（2）中の t

gp を， t 回目までの探索で

目的関数値を最良にした探索点 gp で置き換えたモデル

は，最良値保存型モデルと呼ばれる．

　　　　2.22.22.22.2　　　　基本基本基本基本アルゴリズムアルゴリズムアルゴリズムアルゴリズム　単一の目的関数を最小化

（もしくは最大化）するPSO（g-bestモデル）の基本ア

ルゴリズムは，一般に次のようになる．

（STEP1)探索点数，最大探索回数 maxt を決定．また側

面制約条件を設定．

（STEP2)各探索点に対して，ランダムに初期位置 t

dx と

初期速度 t

dv を決定． 1t = とする．

（STEP3)各探索点に対して，関数値を計算．

（STEP4) t

dp と t

gp を求める．

（STEP5)各探索点の速度と位置を式（1）,（2）に従

い更新．また慣性項 wを以下の式に従い更新．

max max min max( )w w w w t t= − − × (4)

　一般には max 0.9w = ，
min 0.4w = が用いられており，慣

性項を線形的に減少させることにより，探索点の多様
(12)

性と集中化をコントロールしている ．

（STEP6)探索回数 t が最大探索回数以下なら 1t t= + と

してSTEP3へ戻る．そうでなければ，探索終了．

　最良値保存モデルの場合は式（1）中の t

gp を gp で置

き換えればよい．

3333　　　　多目的最適化問題多目的最適化問題多目的最適化問題多目的最適化問題ととととMOPSO

　3 .13 .13 .13 .1　　　　多目的最適化問題多目的最適化問題多目的最適化問題多目的最適化問題　 k 個の目的関数を最小化

する多目的最適化問題は次のように定式化される．

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( )) minkf f f= →F x x x x⋯ (5)

L U

i i ix x x≤ ≤ 　 1, 2, ,i n= ⋯ (6)

( ) 0jg ≤x 　 1,2, ,j m= ⋯ (7)

( )if x は i 番目の目的関数， xは設計変数ベクトルであ

り， n は設計変数の数を表す.また L

ix と U

ix は i 番目の

設計変数に直接的に課される側面制約条件であり，

( )jg x は挙動制約条件，m はその数を表す．

　多目的最適化問題では，目的関数間にトレードオフ

関係が存在する時は，複数の目的関数を同時に最小化

する解は一般には存在せず，パレート最適解の概念が

導入される．多点同時探索型多目的最適化問題では，

探索点間の優劣関係が存在し， i 番目の探索点の設計

変数ベクトルを ix とし， j 番目の探索点の設計変数ベ

クトルを jx とすると，（ただし i j≠ ）

( ) ( )io i io jf f≤x x 　 1, 2, ,io k∀ = ⋯ (8)

が成立する場合， ix は jx に対して，優越するといい，

ix を非劣解(non-inferior solution)， jx を劣解(inferior

solution)と呼ぶ．また，ある探索点 prt
x に対して，優越

する探索点が実行可能領域内にない場合， prt
x はパ

レート最適解と呼ばれる．

　3 . 23 . 23 . 23 . 2 　　　　MOPSO　本節では代表的なMOPSOについ

て，その概略と問題点について，簡単にまとめる．詳

細は各文献を参照されたい．
(8)

(a) (a) (a) (a) Huらのらのらのらの方法方法方法方法　：2目的関数に対して，提案されて

いる．ある特定の探索点に注目し，



（STEP1)1番目の目的関数を固定する．

（STEP2)目的関数空間において，固定された目的関数

の近傍にある m 個の探索点を選ぶ．（文献(6)では，

2m = としている．）

（STEP3) m 個の探索点が，2番目の目的関数の最小値

を探索する．

（STEP4)次に，2番目の目的関数を固定する．

（STEP5)（STEP2)と同じ．

（STEP6) m 個の探索点が，1番目の目的関数の最小値

を探索する．

　この操作をすべての探索点に対して，適用すること

により，パレートフロントを見つける方法である．そ

の概略を図1に示す．

　この方法は，計算コストが莫大であり，また特定の

目的関数を固定しているため，複数の目的関数を同時

に評価していない．さらにパラメータm に関しては，

2m = しか試されておらず，探索点間の分散メカニズ

ムが導入されていない．また固定された目的関数は，

制約条件にはなっていないものの，実質的には ε 制約

法を用いたPSOと捉えることもできる．
(9)

(b) (b) (b) (b) Parsopoulosらのらのらのらの方法方法方法方法（（（（VEPSO)))) ：ベクトル評価

型GA(VEGA)と同様に，目的関数の数だけ，サブ集団

を作り，サブ集団が特定の目的関数のみを評価する．

g-bestは集団の数（すなわち目的関数の数）だけ存在す

る．探索点間のランダムなシャッフルにより，探索点

間の分散を達成している．問題点とし，VEP SOでは

VEGAと同様に，すべての探索点が複数の目的関数を

同時に評価できないこと，各目的関数の最小値に探索

点が集中することがあること，また，（探索点数）/

（目的関数の数）が整数値でなければならないことな

どが挙げられる．
(10)

(c) (c) (c) (c) Fieldsendらのらのらのらの方法方法方法方法 ：非劣解もしくはパレート最

適解となる探索点が，目的関数空間において，ある矩

形の領域を作成する．そしてその矩形領域内にある劣

解となる探索点は，非劣解もしくはパレート最適解と

なる探索点をg-bestとして，移動する．（図2）そのた

め，g-bestは複数存在する．アーカイブサイズが決めら

れていないため，多くの探索点がパレートフロントへ

到達できるが，パレートフロント上にある探索点間の

分散メカニズムはない．

(11)

(d) (d) (d) (d) Mostaghimらのらのらのらの方法方法方法方法 ：sigma法と称する方法を用

いており，目的関数空間において，原点と非劣解もし

くはパレート最適解となる探索点を直線で結ぶ．そし

て，図3に示すように，劣解となる探索点は，目的関

数空間の近傍に存在する非劣解もしくはパレート最適

解となる探索点をg-bestとして，移動する．SPEA等と

同様にアーカイブサイズが決められており，クラスタ

リングにより，パレートフロント上にある探索点間の

分散を達成している．

　3 . 33 . 33 . 33 . 3　　　　従来従来従来従来ののののMOPSOのまとめのまとめのまとめのまとめ　　　　3. 2節での検討か

ら，従来のMOPSOの問題点をまとめると，次のよう

になる．

（D1）探索点集団に対し，g-bestを1つだけにすれば，

g-bestが頻繁に更新される可能性があり，結果的に収束

が悪化する．

（D2）3.2節の(a)や(b)のような方法では，複数の目

的を同時に評価できないという問題がある．

（D3）文献(11 )のようにアーカイブサイズを決めれ

ば，パレートフロント上に集まる探索点数が限られ，

アーカイブサイズを越えた場合，クラスタリングなど

の操作が必要となり，この際，クラスターの数の決定

が問題となる．

　また，上記(a)～(d)のMOPSOに対する疑問点は，次

f
1

f
2

Fig.2 Concept of Fieldsend's MOPSO

Fig.3 Concept of Mostaghim's MOPSO
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Fig.1 Concept of Hu's MOPSO
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Fixed particle

STEP1: Fix the 1st objective

STEP2: Selection of the neighbor particles 

of 1st objective

STEP3: Optimization ofo the 2nd objective

STEP4: Fix the 2nd objective

STEP5: Selection of the neighbor particles 

of 2nd objective

STEP6: Optimization of the 1st objective



のようになる．

（CD1)第2章で記述したPSO以外のパラメータを導入
(8),(11)

しなければいけない ．

（CD2) 第2章で記述したPSOとは異なり，初期位置や
(2),(11)

初期速度をゼロとしているものもある ．
(2),(10),(11)

（CD3) 慣性項を一定としている ．文献(12),(15)で

述べられているように，慣性項は探索点間の多様性と

集中化をコントロールするパラメータであるが，これ

を無視している．

　上記の理由より，単一目的と多目的の場合で，異な

るPSOを適用しなければならず，結果的にPSOの汎用

性を妨げていると考えられる．

　ただし，これらのMOPSOにおいて，積極的に活用

すべき事柄は次のようにまとめられる．

（A1 ) MOPSOの性能向上の重要な要素の一つは，g-
(10),(11)

bestの選び方とその数である ．そこで，パレートフロ

ント上にp-bestがない探索点に対しては，パレートフ

ロント上にある探索点をg-bestとして，複数のg-bestを

許容する．つまり，パレートフロント上にp-bestがな

い探索点に対しては，探索点毎にg-bestを持たせばよ

い．これにより，多くの探索点がパレートフロントへ

到達できる可能性があり，また収束が改善される可能

性がある．
(10)

（A2)アーカイブサイズを決めないこと ．クラスタリ

ング等の複雑な操作が必要ない．

4 4 4 4 提案提案提案提案するするするするMOPSO

　第2章で記述した単一目的の下でのPSOを遵守する形

のMO PS Oを開発する．本論文で提案するMO PS Oで

は，第3章の（A1)，（A2)を活用しており，さらに従

来の研究にはない，非劣解となる探索点に対し，目的

関数空間における相対距離を用いた明確な分散メカニ

ズムが導入されているところに特徴がある．はじめに

アルゴリズムを図4に示し，以下，その説明をする．

　4.14.14.14.1　　　　パレートフロントパレートフロントパレートフロントパレートフロントのののの生成生成生成生成(STEP1)(STEP1)(STEP1)(STEP1)　パレート

フロントは，p-bestの中で，非劣解となる探索点が生

成する．例えば図5に示すように5つの探索点のp-best

が，目的関数空間において位置する場合，パレートフ

ロントを形成するp-bestは，探索点1,3,4となる．同図

の探索点1，3，4を結ぶ破線は，パレートフロントを

示す．

　4 . 24 . 24 . 24 . 2 　　　　パレートフロントパレートフロントパレートフロントパレートフロント上上上上ののののg-best( S T E P 2 )( S T E P 2 )( S T E P 2 )( S T E P 2 )　パ

レートフロントを構成するp-bestが p 個あり，それら

を ,

PF

d ip ( 1,2, ,i p= ⋯ )と表記する．このとき， ,

PF

d ip 間の

Fig.5 Pareto front by the non-inferior solutions
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Fig.4 The algorithm of proposed MOPSO
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目的関数空間でのばらつきを評価するため，相対距離

を以下の式で測定する．

, ,

1

min ( ( ) ( ) )
k

PF PF

i io d i io d j
j p i j

io

d f f
∈ ∧ ≠

=

= −∑ p p 1,2, ,i p= ⋯ (9)

　そして，式（9）が最大となる探索点

max{ }PF

g id=p  1,2, ,i p= ⋯ (10)

を ,

PF

d ip のg-bestとする．すなわち， ,

PF

d ip のg-bestは1つで

ある．図5の例では， ,

PF

d ip は探索点1, 3 , 4であり，式

（9）,（10）から，探索点4が探索点1,3のg-bestとな

る．式(9）は探索点間のばらつきを評価する一つの指

標である，spacingを求める際に用いられる式であり，

本論文では，パレートフロントを構成する探索点の中

で最もばらついていると判断されたp-bestを， ,

PF

d ip のg-

bestとした．

　　　　4 .34 .34 .34 .3　　　　パレートフロントパレートフロントパレートフロントパレートフロントににににp-bestがないがないがないがない探索点探索点探索点探索点ののののg-

best(STEP3)(STEP3)(STEP3)(STEP3)　パレートフロント上にp-bestがない探索

点のg-bestは，3.3節（A1)に従い，次のように決めるこ

とにした．すなわち，パレートフロント上にp-bestが

ない探索点が q 個あり，それらを NP

jx （ 1,2, ,j q= ⋯ ）

とする． j 番目の探索点に対し， ,

PF

d ip （ 1,2, ,i p= ⋯ ）

との目的関数空間での距離

( )
2

, ,

1

( ) ( )
k

NP PF

j i io j io d i

io

D f f
=

= −∑ x p  1,2, ,i p= ⋯ (11)

を計算し，式（11）が最小となる ,

PF

d ip

, ,min{ }g j j iD=p (12)

を j 番目の探索点のg- bes t ,g jp とする．つまり， ,g jp

は，目的関数空間において，最近隣のパレートフロン

ト上の探索点となる．

　4 . 44 . 44 . 44 . 4 　　　　位置位置位置位置とととと速度速度速度速度のののの更新更新更新更新（（（（S T E P 4S T E P 4S T E P 4S T E P 4 ））））　はじめにp -

bestがパレートフロント上にある探索点について考え

る．位置に関しては式（1 ）を用い，速度に関して

は，次式を用いる．
1

1 1 , 2 2( ) ( )t t PF t PF t

d d d i d g dw c r c r+ = + − + −v v p x p x (13)

　一方，p-bestがパレートフロント上にない探索点に

ついて，位置に関しては式（1）を用い，速度に関し

ては，次式を用いる．
1

1 1 2 2 ,( ) ( )t t t t t

d d d d g j dw c r c r+ = + − + −v v p x p x (14)

                1,2, ,j q= ⋯

　　　　4.54.54.54.5　　　　p-bestのののの更新更新更新更新（（（（STEP5)STEP5)STEP5)STEP5)　p-bestの更新は,図6左

に示すように

1
( ) ( )

t t

io d io df f
+ ≤x p  1, 2, ,io k∀ = ⋯

1 1t t

d d

+ +→ =p x (15)

のときにp-bestを更新する．これは図6右に示すような

場合，いわゆる，もぐらたたき現象が起こり，結果的

には探索点のパレートフロントへの収束に影響を及ぼ

すためである．慣性項の更新は，式（4）を用いる．

　4.64.64.64.6　　　　幾何学的幾何学的幾何学的幾何学的なななな解釈解釈解釈解釈　単一目的のPSOは，式(1),

(2 )で表されるように，単純なベクトル演算で探索点

を更新するため，幾何学的な解釈が可能であり，多目

的PSOを開発するのであれば，幾何学的な解釈は必要

であり，また重要である．

　図7に示すように，2つの探索点のp-bestがパレートフ

ロント上にあるとする．このとき， t 回目の探索にお

ける位置をそれぞれ
1

t
x ,

2

t
x とすれば，それらはg -

best PF

gp を共有している．また
1

t
x ,

2

t
x のp-bestをそれぞ

れ
1

PFp と
2

PFp と表記すると，式（1）は

1t t t

i i i

−= −v x x  1,2i = (16)

となり，式（13）の右辺のベクトル項を抽出すると，

PF t

i i−p x (p-bestに関する項） 1,2i = (17)
PF t

g i−p x (g-bestに関する項） 1,2i = (18)

となる．よって，各ベクトルは図7に示すような向き

に生成される．

1
( )

t t t

i i i

−= −v x x ， 1,2i = ：図7中①の向き．

( )PF t

i i−p x ， 1,2i = ：図7中②の向き．

( )PF t

g i−p x ， 1,2i = ：図7中③の向き．

　最終的にこれらの線形和で， 1t + 回目の探索点の移

動方向が決まる．
1

tx ,
2

tx は図7中④の向きにベクトル

が生成されるため，これらの点は大域的なパレートフ

ロントを探索することが予想される．

　次に図8に示すように，p-bestがパレートフロント上

にない探索点について考える． t 回目の探索における
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Fig.7 Geometrical interpretation of the particle on the pareto front
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探索点の位置を
3

t
x ，その点のp-bes tを

3

t
p とする．ま

た，p-bestがパレートフロント上にない探索点のg-best

は，最近隣のパレートフロント上の探索点となり，そ

れを ,3gp とし，図8中の▲で表す．この時，速度ベクト

ルは，

1

3 3 3

t t t−= −v x x (19)

となり，式（14）中のベクトル項を抽出すると，次の

ようになる．

3 3

t t−p x (20)

,3 3

t

g −p x (21)

よって，p-bestがパレートフロント上にない探索点の

各ベクトルは次のような向きに生成される．

1

3 3 3( )t t t−= −v x x ：図8中⑤の向き．

3 3( )
t t−p x ：図8中⑥の向き．

,3 3( )t

g −p x ：図8中⑦の向き．

　これらの線形和により， 1t + 回目の探索点の移動方

向が決まるため， 3

tx は図8中⑧の向きへ移動する．こ

れより，p - b e s tがパレートフロント上にない探索点

は，パレートフロントへ到達する方向へ移動すること

が予想される．

　探索点は，図7，8に示すように目的関数空間を移動

するため，いくつかの探索点が探索初期段階に一部の

パレートフロントに集まってしまった場合は，結果的

に，多くの探索点がパレートフロントに到達する可能

性があるものの，一部に密集してしまい，必ずしも探

索点がパレートフロント上に一様に分散するとは限ら

ない．これは図7，8に示すように，探索点が探索点間

の内分点を常に取るようにするように移動し，外分点

を取るようには移動しないためである．

5555　　　　数値計算例数値計算例数値計算例数値計算例

　数値計算例を通じて，本論文で提案するMOPSOの

有効性を検討する．

　5 . 15 . 15 . 15 . 1　　　　無制約多目的最適化問題無制約多目的最適化問題無制約多目的最適化問題無制約多目的最適化問題　以下に示す2目的

の最小化問題を取り扱う．

1 1( ) minf x= →x (22)

2 ( ) ( ) ( ) minf g h= × →x x x (23)

0 1ix≤ ≤  1, 2, ,i n= ⋯ (24)

ここで ( )g x と ( )h x は表1に示す通りである．本節で扱

う問題のパレート最適解はすべて，

10 1prtx≤ ≤ (25)

0prt

ix = (26)

である．設計変数の数を，すべて 10n = とし，探索点

数を100，最大探索回数を500とした．上記の問題に共

通している点は，
1( )f x からわかるように，探索点をパ

レートフロント上に幅広く分散させるメカニズムがア

ルゴリズム内に含まれているかどうかを検討できる点

である．またパレートフロントの形状が連続かつ凸の

もの（ZDT1），連続かつ非凸のもの（ZDT2)，不連続

（Z DT3 ) のものである．パレートフロントについて

は，文献（1）を参照されたい．

　本論文で提案するMOPSOを乱数の種を変更させ，

20回試行したとき，最良と考えられる結果を図9(a)～

(c)に，最悪と考えられる結果を図10(a)～(c)に，そ

れぞれ示す．各図の中の • は，すべての探索点を表し

ており，図中の数値 pa はパレートフロントへ到達し

た探索点数を表している．文献（1）等では，パレー

トフロント上の探索点のみが表示されており，他の探

索点が目的関数空間のどのような位置に存在するかが

示されていないため，あえてすべての探索点を表示し

ている．なお，最良および最悪と判断した理由とし

て，定量的にはパレートフロントへ到達した探索点の

数，定性的にはパレートフロントに到達した探索点が

幅広く分散しているかを判断基準とした．探索点が一

部に密集するような場合は，緒言で述べた（MOEA2）

に反するため，最悪と判断した．

　5 . 25 . 25 . 25 . 2　　　　有制約多目的最適化問題有制約多目的最適化問題有制約多目的最適化問題有制約多目的最適化問題　文献（1）で用い

られている以下の2変数2目的からなる有制約多目的最

適化問題を扱う．

BNH:

2 2

1 1 2( ) 4 4 minf x x= + →x (27)

2 2

2 1 2( ) ( 5) ( 5) minf x x= − + − →x (28)

2 2

1 1 2( ) ( 5) 25 0g x x= − + − ≤x (29)

2 2

2 1 2( ) ( 8) ( 3) 7.7 0g x x= − − − + + ≤x (30)

10 5x≤ ≤ ，　
20 3x≤ ≤ (31)

Table 1 Functions of ( )g x  and ( )h x

ZDT1

ZDT2

ZDT3

Problem g(x) h(x)

2

9
( ) 1

1

n

i

i

g x
n =

= +
−
∑x

1( ) 1 ( ) ( )h f g= −x x x

2

9
( ) 1

1

n

i

i

g x
n =

= +
−
∑x

2

1( ) 1 ( ( ) ( ))h f g= −x x x

2

9
( ) 1

1

n

i

i

g x
n =

= +
−
∑x

1 1( ( ) ( )) sin(10 ( ))f g fπ− x x x

1( ) 1 ( ) ( )h f g= −x x x

ZDT1

ZDT2

ZDT3

Problem g(x) h(x)

2

9
( ) 1

1

n

i

i

g x
n =

= +
−
∑x

1( ) 1 ( ) ( )h f g= −x x x

2

9
( ) 1

1

n

i

i

g x
n =

= +
−
∑x

2

1( ) 1 ( ( ) ( ))h f g= −x x x

2

9
( ) 1

1

n

i

i

g x
n =

= +
−
∑x

1 1( ( ) ( )) sin(10 ( ))f g fπ− x x x

1( ) 1 ( ) ( )h f g= −x x x

Fig.8 Geometrical interpretation of the inferior solutions
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SRN:

2 2

1 1 2( ) 2 ( 2) ( 1) minf x x= + − + − →x (32)

2

2 1 2( ) 9 ( 1) minf x x= − − →x (33)

2 2

1 1 2( ) 225 0g x x= + − ≤x (34)

2 1 2( ) 3 10 0g x x= − + ≤x (35)

1 220 , 20x x− ≤ ≤ (36)

TNK:

1 1( ) minf x= →x (37)

2 2( ) minf x= →x (38)

2 2 1 1
1 1 2

2

( ) 1 0.1cos[16 tan ( )] 0
x

g x x
x

−= − − + + ≤x (39)

Fig.9 Result of best case for the unconstrained multi-objective optimization problems
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Fig.10 Result of worst case for the unconstrained multi-objective optimization problems
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Fig.12 Result of worst case for the constrained multi-objective optimization problems
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2 2

2 1 2( ) ( 0.5) ( 0.5) 0.5 0g x x= − + − − ≤x (40)

1 20 ,x x π≤ ≤ (41)

　上記3つの問題において，パレートフロントの形状

はそれぞれ，下に凸（BNH)，直線的（SRN)であり，

また非凸かつ分離（TNK)している．また挙動制約条

件に関しては，文献(7)で提案した方法を用い，挙動

制約条件をペナルティ関数として取扱い，事実上の無

制約多目的最適化問題に変換した．探索点数を50，最

大探索回数を200と設定し，側面制約条件内に探索点

をランダムに発生させ，20回試行した時，最良と考え

られる結果を図11(a)～(c)に，最悪と考えられる結果

を図12(a)～(c)に，それぞれ示す．同図には，5.1節

と同様に，すべての探索点を • で表示してある．各図

の中の赤丸は，すべての探索点を表しており，図中の

数値 pa はパレートフロントへ到達した探索点数を表

している．また，最良もしくは最悪と判断とした理由

としては，探索点が幅広くパレートフロントへ分散し

ているかを定性的に判断した．

6 6 6 6 考察考察考察考察

　本章では，パレートフロントが連続である場合と不

連続である場合について，それぞれ考察する．

　6 . 16 . 16 . 16 . 1 　　　　連続連続連続連続のののの場合場合場合場合　パレートフロントが連続の場

合，提案したMOPSOでは，多くの探索点がパレート

フロントへ到達している．しかし，同時にPSOの探索

能力の高さ故に，図10のZDT1では，探索点が一部に密

集してしまう場合もある．また図10のZDT2では，パ

レートフロントのおおまかな形状は把握できるもの

の，探索点がない部分も存在する．これは，4.6節で

述べた通り，探索点の移動が探索点間の内分点を取る

ように移動し，外分点を取るように移動しないためで

ある．また有制約多目的最適化問題において，BNHと

SRNでは，いくつかの探索点はパレートフロントに到

達していなかったり，一部に探索点が集中しているも

のの，比較的多くの探索点がパレートフロントに到達

しており，パレートフロントの大まかな形状が把握で

きていると思われる．

　6 .26 .26 .26 .2　　　　不連続不連続不連続不連続のののの場合場合場合場合　一方，パレートフロントが不

連続の場合，パレートフロントへ到達した探索点の数

が，連続の場合と比較すると激減している．特に有制

約最適化問題におけるTNKでは，実行可能領域が島状

となっているため，探索点が実行可能領域を見つける

までに多くの探索を要してしまったため，パレートフ

ロントを見つけることが困難であった．またパレート

フロントへ到達しなかった原因の一つとして，提案す

るMOPSOでは，目的関数空間におけるパレートフロ

ント上の探索点に対して，多様性（ばらつき）を評価

しており，設計変数空間における探索点の多様性（ば

らつき）までは評価していないことが考えられる．つ

まり，パレートフロントが連続であれば，パレートフ

ロントへ到達した探索点は，パレートフロント上を動

くことが考えられるが，不連続である場合，パレート

フロントをジャンプしなければならず，本論文で提案

した方法では，パレートフロント上の探索点のジャン

プが困難であったことを示す結果となった．目的関数

空間と設計変数空間の両方において，多様性を維持す

るようなアーカイブメカニズムにより，パレートフロ

ントが分離している問題でも，比較的良好な結果が得
(14)

られることが報告されている ことを考えれば，設計

変数空間における探索点間の多様性を考慮することも

有効な一つの方法であると考える．

　6.36.36.36.3　　　　今後今後今後今後のののの検討課題検討課題検討課題検討課題　6.2節および6.3節より，今

後の検討課題をまとめると次のようになる．

（1）いくつかの探索点が，探索初期段階でパレート

フロントへ到達した場合，パレートフロント上に探索

点を幅広く分散させるための分散メカニズムの考案．

（2）目的関数空間と設計変数空間の両方において，

探索点のパレートフロントへの収束を考慮しつつ，多

様性を維持するような分散メカニズムの導入．

（3）本論文は，従来のMOPSOの研究成果から得られ

た知見を基に，単一目的関数の下でのPSOを遵守する

形で多目的PSOのアルゴリズムを開発しており，他の

MOPSOのとの優位性や効率性を検討した研究ではな

い．これらの点に関しては，今後の検討課題とした

い．

7777　　　　結言結言結言結言

　本論文では，単一目的関数の下でのPSOを遵守する

立場で，非劣解もしくはパレート最適解となる探索点

に対して多様性をもたせつつ，劣解となる探索点に対

してはパレート最適解となるようなMOPSOを提案し

た．提案したMOPSOは，従来の方法のような特別な

パラメータを導入することのない汎用性のある方法で

あると考える．また，探索点の移動に関して，幾何学

的な解釈を与えた．

　ただし，本論文で考えた多様性の維持に関しては，

目的関数空間のみで考えているので，設計変数空間で

の多様性維持のメカニズムの検討が必要である．

　本研究を行うにあたり，適切なご助言を頂いた杉本

博之先生（北海学園大学），中山弘隆先生（甲南大

学），山川宏先生（早稲田大学）に感謝したい．
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