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Resumen

En esta comunicacién se presentan brevemente los resultados del trabajo [3]: con-
diciones de equivalencia sobre la continuidad de atractores para semiflujos generados
por ecuaciones diferenciales con retardo planteadas en (potencialmente) distintos es-
pacios de fase. Dichas condiciones, basadas en el concepto de equi-atraccién, son una
extensién de trabajos previos debidos a Li y Kloeden (e.g. [4]), y requieren previa-
mente la inmersién de todos los sistemas dinamicos en un marco que los englobe, y la
reinterpretacion correcta de las condiciones entre los espacios originales y éste tltimo.
Se anaden ejemplos que ilustran la teoria.

1. Introduccion

La semi-continuidad superior de atractores con respecto a parametros es un resulta-
do bien conocido en la teoria de sistemas dindmicos. Sin embargo, en general, la semi-
continuidad inferior, y por tanto la continuidad, no suele tenerse sin hipétesis adicionales,
las cuédles usualmente se establecen en términos de la estructura del atractor.

Una aproximacién al problema la constituye un reciente trabajo de Li y Kloeden [4]
donde se muestra que la dependencia continua del pardametro es equivalente a una propie-
dad de equi-atraccion de los atractores parametrizados. Este tipo de resultados también
se pueden aplicar al caso de ecuaciones con retardo fijo, aunque existe poco escrito sobre
ecuaciones en las que el parametro influye directamente en el retardo y por tanto en el
propio espacio de fases.

Nuestro objetivo es mostrar que la dependencia continua de atractores globales A, de
sistemas dindmicos S(7)(t) sobre el espacio C([—7,0]; Z) con Z un espacio de Banach y
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un tiempo de retardo 7 € [Ty, T*], donde Ty > 0, es equivalente a una propiedad de equi-
atraccién de los atractores. Para ello, resumimos brevemente los principales ingredientes
de [4].

Sean A un pardmetro en un espacio métrico compacto (A, Dy) y {St(A), t € Ry}rea
una familia de sistemas dindmicos definidas sobre un espacio métrico completo (X, d).
Definimos d(x, A) = infyeca d(z,y) para cualquier x € X y A C X, y denotamos Bx (a,r)
la bola abierta en X de centro a y radio r; asimismo notamos por P(X) y C(X) las clases
de los conjuntos no vacios y cerrados no vacios de X, respectivamente. Ademas, denotamos
las semidistancia y distancia de Hausdorff en X, respectivamente, por

Hy (A, B) =supd(s, B),  Hx(A, B) = max {H} (A, B), Hx (B, 4)}
z€EA

para cualesquiera cerrados no vacios Ay B de X.

Definicién 1 Un compacto no vacio A de X se dice atractor global de un sistema dindmi-
co {St, t e Ry} en X (i.e. un semi-grupo de aplicaciones con Sy : X — X continua para
cada t > 0) si es invariante, i.e. S¢(A) = A para todo t € Ry, y atrae conjuntos acotados
B de X, i.e.

H%(S:(B),A) — 0 cuando t— +o0.

Definiciéon 2 Sea {Sto‘), A € A} una familia de sistemas dindmicos de X. Se dice que la
familia es

(i) equi-disipativa en X si existe un conjunto acotado U de X tal que para cualquier
acotado B C X, existe un Tg € Ry independiente de \ € A tal que

SYBycu,  t> Ty

(ii) eventualmente equi-compacta (o uniformemente compacta para t grandes en
[4]) si para cualquier acotado B de X, existe un Tp € Ry independiente de X\ € A tal que

Uxea Sf)‘) (B) es relativamente compacto en X para cualquier t > Tp.

Teorema 3 [4, Th.2.9] Supongamos que la familia de sistemas dindmicos {Stv‘),)\ € A}
de X es equi-disipativa y eventualmente equi-compacta y que Ay es el atractor global de
(N) . .
S, para X € A. Supongamos ademds que se tiene que
(A1) para cualquiert € Ry fijo, St()‘) () es conguntamente continua en (x,\) en X X A.
(A2) Sto‘) () es equi-continua en A\ para (t,x) en cualquier acotado de Ry x X.
Entonces { Ay} es equi-atrayente (i.e. dado cualquier conjunto acotado B C X y cualquier
e > 0 existe T = 7(B,e) > 0 tal que H}}(S,F/\)B,AA) < e, Vt>T1V\A)siy sélo si Ay es
continua en \ con respecto a la distancia de Hausdorff.

Observacion 4 La equivalencia anterior también se tiene si (A2) es reemplazada por:

(A2) SISA) () es equi-continua en A para t en cualquier acotado de Ry y x en cualquier
acotado de | Jycp Ax.
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Teorema 5 [4, Th.2.7] Supongamos dada una familia {St()‘),)\ € A} tal que es equi-
disipativa y eventualmente equi-compacta y se cumplen las condiciones (Al) y

(A3) Para cualesquiera acotado B de X yT > 0, St(/\)x es uniformemente continuo en
x € B de forma uniforme con respecto a A € A yt < T, i.e.

Ve>0,30>0: z,yc B, dz,y) <5:>d<5t(’\)(x),5§)‘)(y)) <&, Ve [0,T], A€ A

Entonces, si Ay es continua en X, la familia { Ay} es uniformemente estable en sentido
Lyapunov, i.e. para cualquier € > 0, existe 6 > 0 (independiente de \) tal que para todo

A €A, sid(z,Ay) <0, entonces d(St()‘)x,A)\) < e para todo t € Ry.

En la Seccién 2 extendemos sistemas dindmicos dados en espacios de retardo finito,
donde el retardo se considera como pardametro, asi como sus atractores (supuesto que
existen, véase [2] para resultados de existencia) a un espacio de fases comin. En la Seccién
3 re-interpretamos los “equi” conceptos para los nuevos sistemas dinamicos en funcién de
los espacios de fases originales. Finalmente, en la Seccién 4 damos un ejemplo basado
en una ecuacion diferencial con retardo escalar que posee atractores que son continuos y
discontinuos en el retardo para diferentes valores del mismo.

2. Extensién a un espacio de fases comin

Una ecuacién diferencial con retardo en un espacio de Banach (Z, |- |) con retardo 7 >
0 genera un sistema dindmio en el espacio C; := C([—7,0]; Z) de funciones continuas ¢ :
[—7,0] — Z, que es un espacio de Banach con la norma del supremo ||- || . Denotamos dicho
sistema dindmico en C; por S(™) y consideramos una familia de tales sistemas dindmicos
para diferentes valores fijos del tiempo de retardo 7 € [Ty, T*], con 0 < T, < T* < oo.
Ademis, suponemos que cada sistema dindmico S(7) posee un atractor global A, en su
correspondiente espacio de fases C-. Como sélo partimos del conocimiento de tales sistemas
dindmicos y no de las ecuaciones que los originaron, el Teorema 3 no puede ser aplicado
directamente a esta familia, pero si podra serlo tras “representar” o sumergir a la en el
espacio comtn Crpx.

Para trasladar los sistemas dinamicos al espacio comun, proyectamos la solucién St(‘r)gzﬁ
del espacio de funciones C([—T,0]; Z) sobre el espacio de base Z y entonces reconstruimos
la trayectoria como una funcién dependiente del tiempo para que finalmente pueda ser
vista como elemento de C'([-T",0]; Z).

Consideramos ¢ € O« y @||_r g su truncada, perteneciente a C. Por tanto St(T)qb\[,T,O]
estd bien definido para todo t > 0. Definimos su proyeccién x : [-T*,00) x Cp+ — Z por

o o(t) t e [—T*,0],
o(t:0) “{ SO0 >0,

donde S§7)¢>|{_T70} (0) es el valor que toma la funcién St(T)(gb“_T’O]) en Z en tiempo 0.
Finalmente, definimos §t(7)(q§) € Cp« para cada t > 0 por

ST (@)(s) = a(t +5,0), s€[-T%,0].
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Teorema 6 Sea S7) un sistema dindmico en C., entonces {§§T),t € Ry} define un
sistema dindmico sobre Cpx. Mds atn, si S . Ry x C; — C; es continuo conjuntamente
como aplicacion de (t,¢) € Ry x Cr, entonces S . Ry x Cp« — Crp= es conjuntamente
continuo en (t,¢) € Ry x Cp+.

El siguiente paso es extender los atractores a un espacio comun y asegurarnos de que
efectivamente son atractores en los sistemas dindmicos extendidos. Obsérvese que no basta
con tener

t—gT1

He, (ST (Br), Ar) <& para j=0,....n" 1, (1)

donde n* es el primer entero tal que n*r > T*. Esto no asegura que la concatenacion
correspondiente de elementos del atractor esté en Cp« satisfaciendo la correspondiente
desigualdad ahi. Para mostrar el siguiente resultado usaremos, de forma analoga al Teore-
ma de Heine, la compacidad de los atractores y la continuidad de cada sistema dindmico
(concretamente de la composicién de él consigo mismo un numero finito de veces).

Teorema 7 Supongamos que un sistema dindmico S(7) : Ry x Cr — C, posee un atractor
global A;. Entonces, el sistema dindmico extendido S en Cp« dado por el Teorema 6
posee un atractor global A; en Cr=, que estd caracterizado por

.ZT = {w € Cp~ 3 trayectoria completa @ET) de S en A,

con P(s) = ¢(s) Vs € [—T*,O]}, (2)

donde ¢(t) es la proyeccion en Z de la solucion completa <I>§T) definida por ¢(t) := <I>§T) (0)
para todo t € R.

A partir de los resultados anteriores, tiene sentido plantearse la continuidad de los
atractores para distintos retardos, que se entiende como

He,. (A\T/,.,ZT) — 0 cuando 7 — T

3. Equi-propiedades en los sistemas dinamicos originales

Trasladaremos los conceptos de equi-atracciéon, equi-disipatividad y equi-compacidad
eventual de la familia de sistemas extendidos {St(T),T € [Ty, T*]} en el espacio Cr+ en

, . . . ’ . . . T .
términos de los sistemas dindmicos originales St( ) sobre los espacios de fase C..

Equi-disipatividad

El concepto de equi-disipatividad dado en la Definicién 2, (i), en términos del sistema
extendido tiene una facil interpretacion en términos del original, ya que basta fijarse en la
orbita descrita por las soluciones y reajustar el tiempo. Esto queda reflejado en el siguiente
resultado.
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Lema 8 Una familia de sistemas dindmicos {5, 7 € [Ty, T*|} es equi-disipativa si y sélo
st existe un conjunto acotado U de Z tal que para todo acotado B de Z existe un Tg €
R, independiente de T, tal que

St(T)(B][_ﬂO])(O) CU vparatodo t>Tp y7e[l,T"],

donde
B:={¢peCpr«: ¢(s) e BVse[-T%0]}. (3)

Equi-compacidad eventual y propiedades de continuidad (Al) y (A2)

Nétese que la propiedad de equi-compacidad eventual en la Definicién 2, (ii), puede
ser reescrita como: para todo acotado B de X, existe un T € Ry independiente de A € A
y una familia de compactos {K(t),t > Tg} de X tal que

SISA)(B) C K(t) paratodo t>Tp.
Basta simplemente tomar K (t) como la clausura de (Jycp Sg’\)(B) en X. El compacto
K(t) no tiene porqué ser uniformemente acotado en ¢ — si lo fuera, se tendria también la
equi-disipatividad.

En nuestra situacién, la existencia de una tal familia de compactos es equivalente en un
sistema dindmico u otro, ya que basta aplicar el Teorema de Ascoli-Arzela en un nimero
finito de intervalos que permitan concatenar soluciones de un sistema para verla en el
extendido.

No es dificil ver usando la definicién de los sistemas extendidos a través de la trayectoria
que describen los originales y la misma idea de concatenacién un ntmero finito de veces
que es equivalente pedir las condiciones (A1) y (A2) a {S™M}, que a {S(},.

3.1. Equi-atraccién

Supongamos que cada sistema dinamico St(T) en C; posee un atractor global A en C-

para 7 € [T} T *]. Entonces, por el Teorema 7, cada sistema extendido 5’:@ de C'p+ tiene
un atractor A, en Cp«, donde le\T estd definido en términos de A, a través de (2).

Estos atractores extendidos son equi-atrayentes si para todo € > 0 y todo acotado B
de O+ existe T, g € Ry independiente de 7 € [T, T*] tal que

~

HE,. (87(@),A;) <¢ paratodo t>T.p, ¢€B, €L, T (4)
lo que obviamente implica que
HE, (S§”(¢\[_T70}), AT> <e para todo t>1T.5, ¢ € B, 7€ [I},T"]. (5)

Por supuesto, uno desearia que (4) y (5) fueran equivalentes (quizds con un valor ligera-
mente mayor 1, g). Sin embargo, aparecen elementos en la demostraciéon del Teorema 7
que dependen de 7 de una manera no necesariamente uniforme. Para poder establecer una
equivalencia entre ambas condiciones usaremos la propiedad (A3) y algunas ideas sacadas
del Teorema 5.
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Observacion 9 La condicion (A3) en el Teorema 5 para el sistema extendido 5 es
equivalente a la siguiente condicion sobre el sistema dindmico original S

(A3’) Para cualquier acotado B de Cr~ y T > 0, St(T)(X“—T,O]) es uniformemente
continuo en X‘[fr,o] € B][,ﬂo] uniformemente con respecto a T yt <T, i.e.

Ve>0,30>0: x,6€B, [IXl—ro — Pl—roll- <0

= 157 (ro) = ST (@l _ra)ll- <&, VE € [0,T], 7 € [T, T

Usando argumentos de concatenacion similares a los empleados en el Teorema 7 en com-
binacion con el Teorema 5 se puede probar el siguiente resultado.

Teorema 10 Supongamos dada para T € [Ty, T*| una familia de sistemas dindmicos S
Ry x Cr — C; con atractores A,. Si dicha familia es equi-disipativa y equi-atrayente en
el sentido de (5) y satisface la condicion (A3’), entonces los atractores extendidos A, son
equi-atrayentes.

4. Un ejemplo

Li y Kloeden [4, Sec.3,Ex.3.2] consideraron el siguiente ejemplo de ecuacién ordinaria
para ilustrar sus resultados. Sean A\g = 2v/3/9 y A = [0, \g] y considérese la funcién f :
A xR — R dada por

FN\z) = —2° + 2+ 4V3/9 — A,

cuya grafica es como muestra la Figura 1. En particular, para A < Ag tiene un tnico cero

2 >0 y para A = )\g aparece un nuevo cero (o),

\ \
¢ i Ve 2sqi8 e Dsq(3)5-5
\ \ —

sy, AN RS
s N | P \ o

Fo)

Fig. 1. Dos puntos de equilibrio en Ag. Un equilibrio para A < Ag.

Entonces la ecuacién diferencial

dx

= 10a) (6)

genera un sistema dindmico en Z = R para cada A € A. Si A € [0, \g) el atractor global es
un conjunto formado por un sélo punto, {:c()‘+)}, y para g el atractor global es el intervalo
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[0 ),x()‘g)]. La aplicacién A — Ay es obviamente discontinua en A = )\ (pero continua
para el resto de valores de \).

Podemos generar una ecuacién con retardo a partir del ejemplo anterior. (Notemos el
tiempo de retardo 7 = \). Consideramos un valor a > 0, y una funcién g : R — [0, q]
globalmente lipschitziana con constante de Lipschitz L, > 0y tal que g(—v/3/3) = 0. As,
podemos considerar la ecuacién con retardo

d
2 20) = Ex(ze) = f(X, 2(t)) + g(a(t = A)), (7)
donde z; € Cy\ = C([-\,0];R) denota la solucién. Nos centraremos en considerar los
tiempos de retardo A € [BAg, Ag] para cierto valor 0 < 6 < 1, i.e. A = [, Ao].

Buen planteamiento del problema y existencia de atractores

Supongamos que A € [fAo, Ag) (el caso A = X sigue un anélisis similar). El cardcter
localmente lipschitziano del miembro de la derecha en (7) asegura existencia de solucién
local. Mas atin, un andlisis de signo asegura que no hay explosién de las soluciones y que
éstas estan definidas globalmente en tiempo. Mas atin, las proyecciones St()‘) (¢)(0) de las
soluciones son atraidas en R por el conjunto By = [z, f(),-)"'(—a)] C R. Por tanto el
conjunto By C C) definido en términos de B) a través de (3) es un conjunto absorbente
para el sistema dindgmico S™). La existencia de atractor global Ay (contenido en B)) sigue
de la compacidad de S; () para t > X (asi como la existencia de los atractores AA para los
sistemas extendidos S ( ).

Equi-propiedades y continuidad

La equi-disipatividad de los sistemas S (v con ello la equi-compacidad, que seguira di-
rectamente tras un tiempo adicional )\g) se tiene para cualquier conjunto de pardmetros
de la forma [ANg, A] con A < Ag. (Aqui se usa también al continuidad de la funcién f).

En efecto, dado X\ € [#)g, \g), una solucién con dato inicial ¢ tal que ¢(0) < z) alcanza
cualquier valor z) —e > ¢(0) en un tiempo t. acotado por el teorema del valor medio por

t. < w with A= sup f(A,).
A [6(0),2—e]

El caso ¢(0) > f(\,-)"!(a) es similar.

Las propiedades de continuidad siguen de la comparacion de soluciones de los siguientes
problemas (para valores A\, A € A que tomaremos suficientemente préximos):

{ 2(t) = Fy(z), { Y (t) = Fy(a),
o = @, Yo =1

para datos iniciales ¢, ¥ € C([—\o, 0]; R). Basta considerar la diferencia, z(t) = x(t) —y(t),
escribir la ecuacion que verifica y aplicar las hipotesis de lipschitzianidad local y usar el
lema de Gronwall.

Asi, la continuidad uniforme en un intervalo finito de una solucién, permite finalmente
deducir la condicién (Al).
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La condicién (A2) no ha de darse en conjuntos acotados de datos iniciales, pero si en
conjuntos de funciones equi-continuas, como les ocurre a los elementos del atractor, que
es lo Unico que se requerfa para la condicién (A2’) (recuérdese la Observacion 4).

Discontinuidad de los atractores en )

De la argumentacién previa, el atractor Ay del sistema S (M) para A € [0, Ao) estd con-
tenido en el conjunto

Bi={0€Cn: als) € [+0, £ ) ()] Vs e [-h0)},

donde z*") > 0 para todo A € [#Ag, \o]. Sin embargo, cuando el pardmetro \ alcanza el
valor \g, aparece una solucién de equilibrio negativa, la funcién constante de C), idénti-
camente igual a z(*) = —/3/3. Como el atractor A0 debe contener a esta solucién
estacionaria, a las positivas, y ser conexo, concluimos que existe una discontinuidad en la
aplicacién \ — AN en Ao-

Continuidad de los atractores para A € [0\, \o)

Supongamos la siguiente hipétesis adicional:
suppg () [+*, F(0, )7 (-a)| =0 VA€ (8)

Entonces, por (8), para un valor suficientemente pequeno £ > 0, el conjunto Bgs) =

[l’<>\+) —& f\ ) H(=a) + E] es absorbente de las dindmicas proyectadas en R por St()‘) (¢)(0).
El término de retardo no tiene influencia en un entorno de dicho conjunto, y en realidad el
comportamiento asintético de la ecuacion con retardo es el mismo que el de la EDO origi-
nal. En concreto, los atractores son conjuntos formados por un sélo elemento: Ay = {¢x}
donde ¢y (s) = ™) para todo s € [-A,0]} y Ay = {$x} donde ¢y (s) = ") para todo

s € [=Xo,0]}. Asi, se tiene la continuidad de los atractores en A € [fAg, \g) y se puede
concluir la propiedad de equi-atraccién como consecuencia del Teorema 3.
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