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Resumen

Los modelos de Teoria de Respuesta al Item (TRI) para datos binarios multivariados,
permiten estimar una medida latente (de habilidad) a partir de informacién observada, que
puede ser respuestas dicotémicas (de éxito y fracaso) a un conjunto de items de una de-
terminada prueba. Uno de los supuestos criticos en los modelos TRI es la independencia
condicional de los items, que permite el calculo directo de la verosimilitud del modelo. En
muchas situaciones de evaluacién este supuesto no se cumple, como es el caso de pruebas de
comprension de textos, en la que se presenta un texto y luego varias preguntas relacionadas
con ese texto. Este tipo de estructuras son denominadas como testlets. Bradlow et al. (1999)
desarrollaron una parametrizacién adicional para recoger el efecto de esta dependencia. A
partir de este trabajo se presenta el modelo Testlet logistico y se propone el modelo Testlet
logistico de exponente positivo (2LPET), que es una extensién del modelo LPE propuesto

por Samejima (1999) y Bazan y Bolfarine (2010) y considera enlaces asimétricos.

Se desarrollaron varios estudios de simulacién en los que se muestra que cuando se tiene

testlets, los modelos Testlet recuperan mejor los pardmetros respecto a los modelos TRI.

Finalmente se realizé una aplicaciéon con datos del Ministerio de Educacién, especificamen-
te con los resultados de la prueba de comprensién de textos de la Evaluacion Censal de
Estudiantes (ECE) dirigido a estudiantes de segundo grado de primaria, en un conjunto de
escuelas de Lima metropolitana. De los resultados obtenidos se concluye que los modelos TRI
sobreestiman la medida de habilidad respecto a los modelos Testlets y ademés la informacién

de la prueba es mejor distribuida por el modelo propuesto.

Palabras-clave: Testlet, Asimetria, Teoria de respuesta al item, Anélisis Bayesiano.
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Abstract

Item response theory (IRT) models to multivariate dichotomous responses from a test
with a set of items, permit to estimate a latent measure (ability). A critical assumption in
IRT is conditional independence item responses, in a lot of test situation this assumption fail,
like reading comprehension, where a set of items are related to a reading passage (testlet).
An additional random effect in standard IRT model was developed by Bradlow et al. (1999),
inspired in this paper, logistic Testlet model is presented and a logistic positive exponent
Testlet model (2LPET) is suggested, this is an extension for LPE model proposed by Sameji-

ma (1999) and Bazan v Bolfarine (2010) and has asymmetric item characteristic curves (ICC).

Simulation studies were developed, when a set of responses are in testlets, parameters are
better estimated for Testlet than TRI models, and skewed ICC could be adequate in some

situations.

An aplication with Ministry of Education data set was developed, specifically the results for
reading comprehension from Census Student Testing, conducted to students for second grade
of primary education in a set of schools from Lima metropolitana, the results lead to come
the conclusion that TRI models overestimate the ability measure and the proposal model

divide the test information in the best way.

Keywords: Testlet, Skewness, Item response theory, Bayesian modeling.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Consideraciones Preliminares

La Teoria de Respuesta al Item (TRI) considera modelos para describir cémo la proba-
bilidad de responder correctamente a un item de una prueba depende de la habilidad del
sujeto o habilidad latente y, de los pardmetros relacionados a los {tems (Bazan, Bolfarine v
Aparecida, 2006).

Los modelos TRI de respuesta binaria o dicotémica son aquellos en los que las variables ma-
nifiestas u observadas son matrices de respuestas binarias (éxito y fracaso). Los mds comunes,
son denominados modelos logisticos y de ojiva normal y tienen como casos particulares los
modelos TRI de 1, 2 y 3 pardmetros en funcién al nimero de parametros de item que afecta
la probabilidad de respuesta al item (Bazan et al., 2009).

Un modelo TRI logistico de respuesta binaria puede ser definido, considerando las respuestas
de n sujetos a k {tems condicionalmente independientes, donde Y;; = 1 denota la respuesta

correcta del sujeto ¢ al ftem j e Y;; = 0 denota la respuesta incorrecta, es decir:
Yi; ~ Bernoulli(p;j;) (1.1)

pij = F(mq;) (1.2)
i=1,2..,n =12,k

donde, p;;, es la probabilidad de obtener una respuesta correcta y [F', denominada curva
caracteristica del item (CCI), es la funcién de distribucién acumulada (fda) de la distribucién
logistica, es decir F(t) = (1+e~*)~!. La funcién inversa de F es denominada funcién de enlace.

Ademds se asume que,

mij = a;j(6; — bj) (1.3)

es un predictor lineal latente, donde 0; € R es el parametro de habilidad del sujeto 7, a; > 0
es el pardmetro de discriminacién del item j, b; € R es la dificultad del item j. Esta forma
es conocida como el modelo logistico de dos parametros, un caso particular se da cuando se
fija el valor de la pendiente a; = 1, que nos da como resultado el modelo logistico de un

parametro, conocido como el modelo de Rash.

Una critica asumida en la TRI, como lo mencionan Bock v Moustaki (2007), es que las
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respuestas a los items, dada la localizacién de los sujetos en el espacio latente, son estadisti-
camente independientes. Esta suposicion es importante en la TRI, porque permite escribir
de manera directa la densidad conjunta del vector de respuestas dado el vector de variables
latentes y el vector de parametros de los items (Bazan, Calderon v Valdivieso, 2010) y en
consecuencia permite el calculo directo de la verosimilitud de los parametros del modelo.
Sin embargo, en muchas situaciones de evaluacién este supuesto no se cumple. Por ejemplo,
cuando existe un conjunto de items que estd relacionado a un estimulo comin, como es el
caso de las pruebas de comprension de textos, donde se presenta un texto y luego varias
preguntas relacionadas con ese texto. Esta estructura de la prueba genera dependencia en

los ftems, en el sentido de que los items comunes de una lectura se encuentran asociados.

Segin Bradlow, Wainer v Wang (1999) la dependencia de los items a un estimulo comin,
denominado testlet, produce dependencia en las respuestas del item para un sujeto dado. Si se
asume independencia condicional en estos casos, se tiene como resultado la sobreestimacién
o subestimacion de la precisién de la habilidad estimada, y un sesgo en la estimacién de
los pardmetros. Bradlow, Wainer v Wang (1999) sugieren una parametrizaciéon aproximada
que modifica el modelo TRI estdndar de ojiva normal y permite la deteccion, modelamiento
explicito, y evaluacién del grado de dependencia condicional del item. El modelo testlet

modifica el predictor lineal latente (1.3), como:
mij = a;(0i — bj — gin(j)) (1.4)

donde g;y,(;) recoge el efecto testlet especifico del sujeto 4, independientemente de la habilidad

y de los pardmetros de los items, h(j) denota el testlet del item j.

Por otro lado, en algunas situaciones sucede que la CCI no necesariamente debe ser una dis-
tribucién simétrica, como es el caso de la distribucién logistica. Una caracteristica de una CCI
simétrica, es que esta trata ambas, las respuestas correctas e incorrectas simétricamente, que
es una contradiccién logica en el ordenamiento de los examinados en el tratamiento latente o
escala de habilidad (Samejima, 1999). Samejima propuso como CCI la funcién de distribucién
logistica de exponente positivo (LPE) y recientemente Bazan y Bolfarine (2010) desarrolla-
ron el modelo LPE y un modelo de reflexién, manifestando que en el contexto de regresion
binaria, enlaces simétricos no siempre proveen buenos estimadores para algunos conjuntos de
datos, en especial cuando la probabilidad de tener una respuesta binaria se aproxima a cero.
Este tltimo modelo considera que la CCI esta definida como F(t) = (1 +e7*)~*, donde X es

considerado como un nuevo pardmetro de item, llamado de penalidad.

En nuestro pais, Chincaro (2010) desarroll6 el modelo Rash y su estimacién desde el punto
de vista clasico y bayesiano mediante diferentes softwares. El modelo Rash es utilizado por
el Ministerio de Educacién para reportar los niveles de logro de los estudiantes. Una de las
conclusiones del trabajo de Chincaro es que la estimacién por el método de maxima vero-

similitud marginal y conjunta presentan problemas cuando los estudiantes han respondido
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correcta o incorrectamente todos los items de la prueba, y concluye también que el mejor

método de estimacién es mediante el andlisis bayesiano.

Por estas consideraciones en el presente trabajo se estudia los modelos Testlet logisticos de
uno y dos parametros, comparandolos con los modelos TRI de uno y dos pardmetros, y se
considera ademds enlaces asimétricos como una propuesta en los modelos Testlet, todo esto

analizado desde la perspectiva bayesiana.

1.2. Objetivos

El objetivo general del presente trabajo es estudiar los modelos Testlet de uno y dos
parametros con enlace logistico simétrico y asimétrico, comparandolos con los modelos TRI
de uno y dos parametros con enlace logistico simétrico y asimétrico, desde la perspectiva

bayesiana. Para lograr este objetivo definimos los siguientes objetivos especificos:

= Revisar literatura de los modelos Testlet de uno y dos parametros, con enlace logistico
simétrico y asimétrico, y los modelos TRI de uno y dos pardmetros con enlace logistico

simétrico y asimétrico.

» Estudiar e implementar los modelos Testlet de uno y dos parametros con enlace logistico

simétrico y asimétrico desde la perspectiva bayesiana.

= Describir los modelos TRI de uno y dos pardmetros con enlace logistico y logistico

asimétrico desde la perspectiva bayesiana.

= Realizar estudios de simulacién comparativos de los modelos Testlets y TRI desarro-
llados.

= Aplicar los modelos desarrollados a los resultados obtenidos de la prueba de Com-
prensién de Textos en la Evaluacién Censal de Estudiantes 2010 en una muestra de

estudiantes de 2do. grado de primaria de Lima Metropolitana.

1.3. Organizacion del Trabajo

En el Capitulo 2, se presenta la definicién de la distribucién logistica y logistica generali-
zada, éstas definiciones seran utilizadas como CCI en la definicién del modelo TRI y Testlet.
En el Capitulo 3, se define y se presentan propiedades de los modelos TRI y Testlet logistico
y logistico de exponente positivo. Luego la estimacién de los pardmetros a partir del modelo
més general, el modelo Testlet logistico de exponente positivo (2LPET) se presenta en el
capitulo 4. Diversos estudios de simulacion son presentados en el capitulo 5. En el Capitulo
6 se analizan los resultados de aplicar los modelos propuestos al estudio de la comprensién
lectora usando datos del Ministerio de Educacién. Finalmente se presentan conclusiones y

sugerencias del presente trabajo en el capitulo 7.

En el anexo (Apéndice A) se presenta los métodos de estimacién MCMC.
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En el anexo (Apéndice B) se presenta los programas de simulacién y los utilizados en las
aplicaciones a conjuntos de datos reales.

En el anexo (Apéndice C) se presenta la prueba de Comprension Lectora elaborada por el
Ministerio de Educacién para el 2do. grado de primaria y aplicada en la evaluacién censal de
estudiantes (ECE) del ano 2010.
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Capitulo 2

Distribucion Logistica y Logistica Generalizada

En este capitulo se presenta la definicién y caracteristicas principales de la distribucion
logistica y logistica generalizada. Las referencias usadas son Johnson v Kotz (1994), Johnson
et al. (1995), Wikipedia (2011) y Balakrishnan y Leung (1988).

2.1. Distribucién Logistica

Es una distribucién de probabilidad continua simétrica que graficamente es similar a la
distribucién normal pero con colas mas pesadas. Su funcién de distribuciéon acumulada es la

funcién logistica.
2.1.1. Funcién de densidad de probabilidad

Una variable aleatoria Y tiene distribucién logistica si su funciéon de densidad de proba-
bilidad (fdp) esta dado por:

e_(y_ﬁ")/s

Fylws) = s(1 + e~ (y—n)/5)2

—o00 <y <00 (2.1)

donde la variable aleatoria y es una cantidad real, u es el parametro de localizaciéon y s es
un parametro de escala positivo proporcional a la desviacién estdndar.
En la figura 2.1 podemos observar la densidad de la distribucién logistica para u = 0 y

diferentes valores de s .
2.1.2. Funcioén de distribucion acumulada

La funcién de distribucién acumulada (fda), que pertenece a la familia de funciones logisti-

cas, esta dado por:

1

Flylws) =1 =a=mr (2.2)

2.1.3. Funcién cuantil

La funcién de distribucién acumulada inversa o cuantil, es encontrada resolviendo F(y) =

p, v viene dado por:

F o ps) = ot s xn(2) (2.3)

la cual es una generalizacién de la funcién logit, donde In es el logaritmo natural, definido

como el logaritmo cuya base es e ~ 2,718281828.
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Figura 2.1: Densidades de la distribucién logistica para u = 0 y diferentes valores de s
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Figura 2.2: Distribucién logistica acumulada para p = 0 y diferentes valores de s

2.1.4. Momentos de orden superior

El n-ésimo momento de orden central, puede ser expresado en términos de la funcién
cuantil:
o0

1 1
w=nrdr) = [ P - = [l @)

-p

Bltw—n") = |

—00

Esta integral luego se reduce a:

Bl(y — )] = 5" (2" — 2).| B,| (2.5)

con B,, que denota los niimeros Bernoulli.

Los ntimeros de Bernoulli se puede definir mediante la siguiente forma recursiva:
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By =1

—_

m

— m B
Bm__kzzo<k)m—’:+1 (2.6)

2.1.5. Propiedades

De la ecuacién (2.5) obtenemos lo siguiente:

El valor esperado esta dado por:
E(y) =n
La varianza esta dado por:

Var(y) = 0? = 38 (2.7)

/3

de donde se deduce s = 730 que ha sido definido como el parametro de escala de la distri-
bucién logistica en la ecuacién(2.1) y es proporcional a o.

El coeficiente de asimetria esta dado por:

1Y) = B [(Hﬂ L& 28)

= 0
o3
La kurtosis esta dada por:
Ha
Y2(y)="—7 -3 (2.9)
o
Reemplazando 2.7, tenemos:
s 2). | BY
= : —a
o
7 6

Como se puede observar la distribucién logistica tiene un coeficiente de asimetria igual a cero

71 (y) = 0 y la kurtosis es igual a y2(y) = 6/5.
2.1.6. Parametrizacién alternativa

Una parametrizacién alternativa esta dado por la siguiente funcién de densidad de pro-

babilidad:
1 2, Y~ H
= = — 2.1
9y [ mss) = fly | p,s) = fosech”™ (75 =) (2.10)
donde, sech es la secante hiperbdlica definido como sech(x) = fe,w

2.2. Distribucién Logistica Generalizada

El término distribucién logistica generalizada hace referencia a varias familias de distri-

bucion de probabilidad. Johnson y Kotz (1994) listan cuatro formas. Nos centraremos en la
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familia de Tipo I, también denominada distribucién skew-logistica.
La siguiente definicién es para una variable x de una familia de versién estandarizada de la

variable aleatoria y. La forma completa se define méas adelante en 2.2.4.
2.2.1. Funcién de distribuciéon acumulada

Dado la funcién

L(z) = e (2.11)
se define, .
F(z) = [L(z)]" = [1 —|—1e_$] , —oco<z<oo, d>0 (2.12)

como la funcién de distribucién acumulada.

En la figura 2.3, se puede observar el grafico de las fda para diferentes valores de d.

1.0

0.8
|

F&)

0.4

0.2

0.0
|

Figura 2.3: Funcién de distribuciéon acumulada de la logistica generalizada para diferentes valores de
d

2.2.2. Funcién de densidad de probabilidad

Derivando 2.12 tenemos:

f(z) = d[L(@)"" L (2) (2.13)
Reemplazando 2.11 en 2.13,
d—1 -z -z
fla)=d {1 +1ex] T = T o &14)
Luego,
de™™
f(x)zm —oco<z<oo, d>0 (2.15)

es definido como la funcién de densidad de probabilidad.
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Derivamos 2.15 e igualamos a cero, para encontrar el punto maximo que es definido como la

moda (Mo).
de *(de™™ — 1)
"(x) = 2.1
£'w) = Ty ey (216)
Igualando a cero, tenemos:
de ™ —1=0 = Mo =In(d) (2.17)

En la figura 2.4 se muestra algunas funciones de densidad de probabilidad para diferentes

valores de d.

0.30
|

0.20
|

f(x)

0.10
|

0.00
|

-10 =5 0 5 10

Figura 2.4: Densidades de la distribucién logistica generalizada para diferentes valores de d

2.2.3. Funcion generadora de momentos

Dado 2.15, la funcién generadora de momentos (fgm) esta dado por:

m(t) = E(e") =dB(1 —t,d +1) (2.18)
donde B(.,.) es la funcién beta, luego la fgm es:

T(1 - H)0(d+1)

m(t) =d T+ d) ,—d<t<l1 (2.19)
T -t)I(d+t)
m(t) = dr(d)
A —-t)l(d+1t)
m0 =)
De 2.19 podemos derivar:
Media:
E(z) =m/(0) = ¥(d) — ¥(1) (2.20)
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donde #(.) es la funcién psi 6 digamma, definida por:

P(z) = %lnf(:ﬂ) = 1;((;) (2.21)
Varianza:
V(z) = Bz — B(z))? = /(d) + /(1) (2.22)
Asimetria: B B( ))3 W"(d) — (1)
L 77 e (P BTGV I 2
Kurtosis: P B 4 "d "y
() = (z - E(@)” _ ¢"(d)+¢"(1) (2.24)

V(x)? (¥'(d) +4'(1))?
siendo 9'(.),¢"(.) y ¥"(.) las derivadas sucesivas de la funcién digama definida en la ecuacién
(2.21).

En la figura 2.5, se muestra como cambia la asimetria para diferentes valores de d. Cuando
d < 0 tenemos un coeficiente de asimetria negativo y cuando d > 0 obtenemos una asimetria
positiva, notandose un mayor cambio en la asimetria para valores de d < 0. Podemos observar
tambien que cuando d = 1, que corresponde a la distribucién logistica, el valor de la asimetria
es cero.

En la figura 2.6 se muestra como cambia la kurtosis para diferentes valores de d. Note que
cuando d = 1, la distribucién logistica, el valor de la kurtosis es igual a 1.2. La kurtosis
representa un movimieto de masa que no es afectado por la varianza, sus componentes son el
pico y las colas de la distribucién (peakedess y tailedness) DeCarlo (1977). En consecuencia
los valores positivos mayores 1.2 cuando d < 1 es debido a la presencia ua cola elevada al
lado izquierdo de la distribucién y cuando tenemos d > 1 es por la presencia de un pico mas
elevado en la distribucion.

En ese sentido la distribucién logistica generalizada es una generalizacién de la distribucién
logistica que puede ser asimétrica positiva o negativa y con kurtosis mayores que el valor de

la distribucion logistica.
2.2.4. Funcion de distribuciéon completa

Para una variable y € R no estandarizada, con media y varianza p y o2, respectivamente,

su fda y fdp queda definida como en Saho (2002) por:

1 d

4 e/

Sy 0,d) = o [1+ e~ —m/o)d+1

, 0>0,d>0 (2.26)

Si, estandarizamos la variable y, es decir calculamos = = %, obtenemos la distribucién
logistica generalizada estandar cuya fda y fdp esta dado por las ecuaciones 2.12 y 2.15 res-
pectivamente. Note que © y o pueden ser estimados por maxima verosimilitud a partir de

una muestra de datos para y, mayores detalles en (Saho, 2002).
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Figura 2.5: Coeficiente de asimetria de la distribucion logistica generalizada tipo I para d

kurtosis
3
|

Figura 2.6: Kurtosis de la distribucién logistica generalizada tipo I para d
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Capitulo 3

Teoria de Respuesta al Item y Testlet

Bock v Moustaki (2007) senalan que antes del desarrollo de la Teoria de Respuesta al Item
(TRI) el tratamiento estadistico del logro educativo estuvo basado en lo que ahora se conoce
como Teorfa Clésica de los Test. Sin embargo los resultados de la teoria clasica son limitados
en cuanto a su aplicacién. Estos no son precisos en pruebas cortas e ignoran fuentes de error
tales como la variacién debido al efecto cuando las respuestas a los items deben ser juzgados
subjetivamente. Otra gran limitacién de la teorfa clasica es su dependencia con respuestas
dicotémicas.

La TRI supera esta limitacién asumiendo una variable latente continua que representa la
competencia o habilidad del sujeto en responder a los items de una prueba. Asume que la
probabilidad de responder a un item con una, dos o mas categorias mutuamente exclusivas
esta en funcién de la localizacién del sujeto en el latente continuo y de ciertos pardametros
caracteristicos del item.

En este capitulo se desarrolla una definicién general del modelo TRI para datos binarios o
dicotémicos, luego se presenta de manera especifica cada uno de los modelos a estudiar: El
modelo logistico con enlace simétrico y el modelo logistico con enlace asimétrico, denominado
modelo logistico de exponente positivo (LPE) que ha sido desarrollado por Samejima (1999),
Bazan y Bolfarine (2010). Posteriormente agregaremos un parametro adicional en la funcién
de la variable latente, como lo realiza Bradlow. Wainer v Wang (1999), obteniendo con ello
el modelo Testlet. Este nos permitird evaluar el grado de dependencia condicional del item,

utilizando un enlace simétrico y ademas utilizando también el enlace asimétrico LPE.

3.1. Definiciones generales

La teorfa de respuesta al item (TRI) permite modelar de forma particular los modelos de
rasgos latentes como lo mencionan Bazan et al. (2010); en ese sentido modela la relacién entre
respuestas multivariadas observables y variables latentes (tratamiento subyacente o habilidad
no observada) de un conjunto de n individuos que han sido sometidos a una prueba con k
items.

En la TRI, los modelos mas usados para datos dicotomicos son el modelo de ojiva normal
(Lord, 1952) y tres formas del modelo logistico. Estas formas estan referidas al modelo logisti-

co de un pardmetro (Rash), dos pardmetros y tres pardmetros (Birnbaum).
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3.1.1. Definicién general de un modelo TRI

Dado una matriz de datos binarios o dicotémicos Y;;, que representan los scores o res-
puestas de n sujetos a k items de una prueba, se define el modelo TRI binario unidimensional
como el sistema en el que para cada sujeto 7 se tiene un modelo de variable latente monétono
unidimensional ! Bazan et al. (2009) (Y, ©;), definido por:

Yi;l0i nj ~ Bernoulli(p;;) (3.1)
pij = P(Yij = 1|0; ;) = F(mij) (3.2)
mi; = a;(b; — by), (3.3)

donde

Y;; es la variable manifiesta que modela la respuesta binaria del sujeto i que responde

al item j.

= 7; = (aj,b;) son pardmetros que representan a la discriminacién y dificultad del item

respectivamente.
= 0; es el valor de la variable latente ©; para el sujeto i.
= p;; es la probabilidad condicionada de las respuestas a que ©; = 0;

» F es la curva caracteristic del item (CCI), definida por alguna funcién de distribucién

acumulada.

= m;; es un predictor latente lineal relacionado con la variable latente y los pardmetros

del {tem.

3.1.2. Supuestos de un modelo TRI

Un modelo TRI, satisface las propiedades de un modelo de variable latente (Y, ©) Holland

v Rosenbaum (1986), a citar:

» La independencia condicional latente, Una condicién basica en (Y,0) es la in-
dependencia condicional latente. La funcién de distribucién condicional Y dado © es
dada por

F(yr, ., ykl0) = P(Y1 < g1, ..., Vi < yi|© = 0) (3-4)

y la independencia condicional latente plantea que Y7, ..., Yz son condicionalmente in-

dependientes dado ©, o que:

k
F(yr, - yxl0) = HF}(ij) (3.5)

!Cumple los supuestos de independencia condicional, monotonicidad latente y tiene unidimensionalidad
latente
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para todo yi,...,yr v 0, siendo Fj(y;|0) la funcién de distribucién condicional de Y;
dado © = 6:

Fj(y;10) = P(Y; < y;|© = 0)

= Monotonicidad Latente, un modelo de variable latente satisface la condicién de

monotonicidad latente si las funciones:

1= Fj(yl) = P(Y; > y|© = 0)

son funciones no decrecientes de 6 para todos los valores de y y para j = 1,....;k. En
caso de que © sea un vector, la monotonicidad latente requiere que 1 — Fj(y|#) sea no

decreciente en cada coordenada de 6.

La idea de la monotonicidad latente es que valores grandes de 6 implican distribucio-
nes estocasticas grandes de Yj, para cada j; es decir, Y;|© = 6 es estocasticamente
mas grande que Y;|© = ', si § > ¢’. Cuando Yj es una variable dicotémica 0/1, la
monotonicidad latente es equivalente a los requerimientos de la curva caracteristica del

item.

= Unidimensionalidad Latente. Si, en un modelo de variable latente monétono, © es
un escalar, entonces el modelo es denominado modelo de variable latente unidimensional
monotono. Modelos unidimensionales son de interés especial porque son los modelos de
variables latentes mas parsimoniosos, usualmente involucran pocos parametros y tienen
descripciones simples, permiten llevar formas de dependencia positiva, y un escalar 8
permite una interpretacién de una variable principal verdadera, que es medida a través

de las respuestas observables en Y.

3.1.3. Caracteristicas del modelo TRI

Siguiendo a Bazan et al. (2010), algunas caracteristicas de los modelos TRI son:

= Sobreparametrizacion de parametros. Es una de las caracteristicas mas resaltantes
en el modelo TRI, Por ejemplo el modelo de dos pardmetros tiene n + 2 x k pardmetros
desconocidos. La cantidad de parametros aumenta a mayor tamaino de muestra y mayor

numero de {tems.

= Presencia de parametros incidentales. En la TRI, para un nimero fijo de items,
los parametros de los items son denominados estructurales mientras los parametros de
la variable latente son considerados incidentales, debido a que el nimero de pardmetros
de la variable latente se incrementa si se incrementa el nimero de respondientes. Los
parametros estructurales no son necesariamente consistentes cuando son estimados de

manera conjunta con parametros incidentales.

= Identificabilidad. Un parametro se dice identificado si distintos valores del pardmetro

implican diferenntes distribuciones de probabilidad para los datos. Los pardametros del
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modelo en TRI no pueden ser estimados de manera inica a menos de que se impongan
ciertas restricciones. En este caso distintas combinaciones de valores de los pardmetros
no necesariamente implican diferentes distribuciones de probabilidad para los datos.
Sin embargo, la probabilidad de que un individuo responda correctamente a cierto item
es siempre la misma, independientemente de la escala utilizada para los parametros del
modelo. Identificacién es un requerimiento débil para la estimacion en el sentido de ser

una condicién necesaria pero no suficiente para la existencia de buenos estimadores.

3.1.4. Modelos Testlet

Segin Wainer et al. (2007) los testlets han estado presentes, es decir fueron reconocidos,

por un largo periodo de tiempo antes de 1987, aunque sin una denominaciéon. Han sido uti-
lizados para estimular pruebas de eficiencia en situaciones en que se examina la habilidad
de un individuo para entender algun orden de estimulo; por ejemplo, un parrafo de lectura,
una informacién gréafica, un pasaje musical o una tabla de nimeros. Un testlet se refiere
a un conjunto de items que estan relacionados a un mismo estimulo. En tales situaciones,
una cantidad importante del tiempo del evaluado es gastado en procesar el estimulo, y pa-
rece ser poco econémico el esfuerzo de preguntar una sola vez sobre el estimulo presentado.
Consecuentemente, estimulos largos fueron apareados con un conjunto de preguntas. Estas
experiencias ayudaron a guiar el nimero de preguntas que fueron usadas para formar los
testlet. Es facil entender que si por ejemplo, nosotros hicieramos preguntas de parrafos com-
puestos por cerca de 250 palabras, encontrariamos gradualmente dificil escribir preguntas
sobre algo nuevo.
Asi, para el primer siglo, los testlets fueron usados simplemente como un método para elabo-
rar pruebas que contengan un largo estimulo como una forma de eficiencia. Esto cambid en los
80 cuando técnica y econdémicamente fueron posibles aplicar pruebas adaptativas computari-
zadas (CAT). Una CAT es una prueba a medida para demostrar la habilidad del evaluado.

El término Testlet fué definido explicitamente por Wainer v Kiely (1987) como:

Un grupo de items relacionados solo al contenido de un drea, que es desarrollado
como una unidad y contiene un numero fijo de rutas predeterminadas que un

evaluado puede sequir

quienes ademads propusieron un nuevo modelo con testlets para resolver los problemas que
presentaba las CAT.

Para Bradlow et al. (1999), muchas pruebas estandarizadas comunes en educacién tienen
secciones que comprenden un grupo coherente de items de eleccién multiple basados en
un estimulo comun. Estos grupos denominados testlets, son usados por muchas razones,
principalmente por limitaciones de costo y tiempo.

Este tipo de estructuras de testlet no cumplen con el supuesto de independencia condicional
de las respuestas a los items, en el sentido de que los items estan relacionados. El efecto de
testlets en la asociacién de respuestas puede ser investigado por un andlisis factorial Bock
v Moustaki (2007). Si la asociacién dentro de testlets es mas grande que la atribuible a un
factor general de comprensién de textos, entonces se encontrara un factor adicional especifico

de un grupo de items. La TRI basada en el andlisis factorial provee pruebas estadisticas
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para la existencia de estos factores "nuisance” o de incomodidad. El problema més serio
de asumir independencia es la subestimacion del error estandar de la escala del score. Esto
ocurre porque el ignorar asociacion incrementada dentro del testlet infla la varianza del score
de test relativo a la medida de varianza del error.

Bradlow et al. (1999) desarrollaron el modelo testlet como una variante del modelo TRI para

estimar este tipo de estructuras.

3.2. El modelo TRI Logistico
El modelo logistico fue introducido por Fisher (1938), luego Birnbaum (1957, 1958a,

1958b) obtuvo numerosos resultados para ordenar y clasificar sujetos reemplazando la dis-
tribucién normal con la distribucién logistica, éste trabajo no fue muy difundido, hasta que
Lord v Novick (1968) desarrollaron una versién actualizada con un andlisis profundo del

modelo logistico de uno, dos y tres parametros.
3.2.1. Definicién

Dado una matriz de datos binarios o dicotémicos Y;;, que representan respuestas de n
sujetos a k items de una prueba, donde Y;; = 1 si la respuesta del i-ésimo individuo al j-
ésimo item es correcta e Yj; = 0 en caso contrario. Se define el modelo TRI logistico binario
unidimensional como el sistema en el que para cada sujeto i se tiene un modelo de variable

latente monoétono unidimensional (Y, ©;), definido por:

Yiilbi, aj, bj ~ Bernoulli(p;;) (3.6)
pij = P(Yy; = 116;, aj, b;) = ¥(m;;) (3.7)
mij = aj(Gi — bj), (38)

donde, ¥(.) es la CCI, definida como la fda de la distribucién logistica; es decir:

U(mgj) = 5o el_mi]_ — 00 < My < +00 (3.9)
Aqui m;; es el predictor lineal latente relacionado con la variable latente 6; € R y los pardme-
tros del item, donde a; > 0 es el pardmetro de discriminacién, b; € R el pardmetro de
dificultad y p;; es la probabilidad de que el i-ésimo sujeto responda correctamente el item j.
El gréfico de la funcién de respuesta, 6 curva caracteristica del item (CCI), ¥(6) con respecto
a 0 es la curva ascendente de la fda de la distribucién logistica, con punto de inflexion en
0 =0;.
En la figura 3.1 podemos observar la probabilidad de respuesta fijando a = 1 y diferentes
valores de b y en la figura 3.2 la probabilidad de respuesta para diferentes valores de a y
fijando b = 0.

En el gréfico de la probabilidad de responder correctamente a un item, CCI o funcién de

respuesta, se puede observar que la curva es una imagen reflejada en el punto (b;,0,5). Con
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Figura 3.1: Probabilidad de responder correctamente a un item para a = 1 y diferentes valores de b

esto notamos que la CCI es simétrica. En este contexto, el pardmetro a; es denominado como

el poder de discriminacién del item y b; la localizacién del item.
3.2.2. Informacién de Fisher

La informacién de Fisher es una medida de la cantidad de informacion que una variable
aleatoria observable Y lleva sobre un parametro desconocido 6 que depende de la probabilidad
de la variable observada.

La funcion de probabilidad de Y, que es también la funcién de verosimilitud de #, es una
funcién f(Y,0); que es la densidad de probabilidad de la variable Y condicional al valor de 6.
La derivada parcial con respecto a 6 del logaritmo natural de la funcién de verosimilitud es
denominado " score”. Bajo ciertas condiciones de regularidad, se puede mostrar que el primer

momento del score es cero. El segundo momento es denominado informacién de Fisher:

10)=E

(aaol“ £V 9))2 yo] (3.10)

donde, para un valor dado de 6, la expresién EJ...|#] denota la esperanza condicional de Y
con respecto a la funcion de probabilidad f(Y, ) dado 6. Note que I(#) >= 0.

Como el valor esperado del ”score” es cero, la funciéon de Fisher es también la varianza del
7 score”.

Para un sujeto con habilidad 6, Y; ~ Bernoulli(Pj) son las respuestas del sujeto, definimos
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Figura 3.2: Probabilidad de responder correctamente a un item para b = 0 y diferentes valores de a

la funcién de verosimilitud de la variable latente 6 como:
f(Y;;6) = H —pj)i Y (3.11)

donde p; es la probabilidad de respuesta del sujeto al j-ésimo item, y % es la cantidad de
items.

el logaritmo natural de la funcién verosimilitud esta dado por:

Inf(Y, E yjln(p;) —y;)In(1 —pj)
luego,
0 My (1—y;) d
—Inf(Yj; 2 2 (1—p;
g/ (Y5:0) = pj 007 T 1, ag'1 )

reemplazando %pj = p;(0)

2 ng(v;:6) = Zyﬂf + =2 oo
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k
-y ,'(9)(%(1 —p;) —pi(1- yj))

— pi(1—pj)

finalmente,

= Lpi(1 —p;
con lo cual la funcién de informacién del j-ésimo item Lord v Novick (1968), esta dado por:

1,(6) = P (0)

= F‘(l "o (3.12)

donde,

= a;p;(1 — py)

La funcién de informacién de la prueba es la suma de la informacion de los items, dado por:

1(6) = > _I;(0) (3.13)

Segun Chincaro (2010), la estimacién de la variable latente 6 para cada sujeto, es asintética-

mente insesgado cuando se tiene muchos items en la prueba, por lo que:

Var(6) = 1(10) + sk (3.14)

donde, s es una funciéon que depende de los k items y representa el sesgo del estimador. Si se

considera k grande, se tiene:

1

Var(0) = 0

(3.15)

Con lo cual la funcién de informacién esta inversamente relacionado con la varianza del

estimador; es decir, a mayor funcién de informacién menor varianza del estimador y viceversa.
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Figura 3.3: Funcién de informacién del {tem para diferentes valores de a (izquierda) y diferentes valores
de b (derecha)
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Figura 3.4: Funcién de informacion de test para los 3 items presentados en la figura 3.3

3.2.3. El modelo de un parametro

Rasch (1960) introdujo una versién del modelo logistico en el cual el logit es definido
como m; = 6 —b;. Este es un caso particular cuando a; = 1 en la ecuacién (3.8). Este modelo
no produce discrepancias entre los rankings de la escala de los sujetos y el score de respuestas
correctas. Esta caracteristica es muchas veces requerida en programas de evaluacién del
rendimiento. Se debe resaltar que en aplicaciones que requieren solo un ordenamiento o
ranking de los sujetos, este modelo no agrega informacién contenida en los scores del niimero

de respuestas correctas.
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En nuestro pais Chincaro (2010) desarrollo el modelo Rash y su estimacién desde el punto de
vista clasico y bayesiano. Este modelo es ampliamente utilizado en el Ministerio de Educacion
para reportar las medidas de logro de los estudiantes y también es utilizado para reportar el

score de los alumnos en el exdmen de admisién de la Pontificia Universidad Catdlica.
3.3. El modelo TRI Logistico de exponente positivo

Los modelos de la familia logistica de exponente positivo para respuestas dicotémicas, ha
sido propuesto por Samejima (1998). Samejima comenta que muchos modelos matematicos
en la teoria de respuesta al item unidimensional son representados por una CCI simétrica.
Aunque esta familia de modelos ha sido propuesta, sus implicaciones y usos no son muy
obvios para investigadores de medidas en educacion.

Una caracteristica de una curva CCI simétrica es que esta trata ambas las respuestas correctas
e incorrectas simétricamente. Esto da una contradiccion légica en el ordenamiento de los
examinados en el tratamiento latente o la escala de habilidad.

Samejima (1999) resalta por ejemplo la siguiente contradiccién en el resultado del orde-
namiento a través del estimador de maxima verosimilitud de 6 para un modelo con CCI

simétrico, el modelo de ojiva normal:

= Para cinco patrones de respuesta, cada uno de los cuales contiene solo una respuesta

correcta, son ordenados en orden de dificultad del item que es respondido correctamente,

y

= Para cinco patrones de respuesta, cada uno de los cuales contiene cuatro respuestas
correctas son ordenados en orden de dificultad del item que no es respondido correcta-

mente.

Estos dos principios son contradictorios el uno del otro. Si el primer principio es aceptado,
luego debemos esperar que para los cinco patrones de respuesta que tienen cuatro respuestas
correctas, el patron de respuesta con los cuatro items maés dificiles respondidos correctamente
reciben la habilidad més alta. Sin embargo, si el segundo principio es aplicado, el patron de
respuesta que contesta correctamente el item maés facil recibe el valor mas alto. Estas contra-
dicciones son intrinsecas en todas las CCI simétricas, con excepcion del modelo logistico, en
el que la estimacién de méaxima verosimilitud no es afectada por el pardmetro de dificultad.
Bazan v Bolfarine (2010) senialan que en el contexto de regresién binaria, CCIs simétricas no
siempre proveen buenos estimadores para algunos conjuntos de datos. En especial cuando la
probabilidad de tener una respuesta binaria se aproxima a cero.

En ese sentido, se presenta la definiciéon del modelo TRI logistico de exponente positivo cuya

particularidad es que posee CCls asimétricas.
3.3.1. Definicién

Dado una matriz de datos binarios o dicotémicos Y;;, que representan respuestas de n
sujetos a k items de una prueba, donde Y;; = 1 si la respuesta del i-ésimo individuo al j-ésimo
item es correcta e Y;; = 0 en caso contrario. Se define el modelo TRI logistico de exponente

positivo, como una modificacién de la CCI en el modelo TRI logistico (3.7), definido por:
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}/ij“gia aj, bj, dj ~ Bernoulli(pij)
pij = P(Yij = 105, aj, b, dj) = [¥(mi;)]¥ (3.16)

mij = a;(0; — bj),

donde d; > 0 es un nuevo parametro de {tem, denominado pardmetro de penalidad, p;; es la
probabilidad de que el i-ésimo sujeto responda correctamente el item j, m;; es el predictor
lineal latente relacionado con la variable latente 6; € R y los parametros del item, siendo
a; > 0 el pardmetro de discriminacién y b; € R el pardmetro de dificultad.

Cuando dj = 1, la CCI en el modelo LPE es la del modelo logistico. En este caso, la CCI es
representada por una curva simétrica, tal como lo mencionamos en la seccién (3.2).

La fortaleza del modelo LPE es que provee curvas asimétricas cuando d; # 1 y permite el
orden de individuos en la dimensién del tratamiento latente con una filosofia consistente.

Una CCI asimétrica tiene su punto de inflexién en (6 = b; + log(d;)/a;, [¥(a;j(0o — b;)]%).
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Figura 3.5: CCI en la familia de modelos logisticos de exponente positivo con parametro de discrimi-
nacién tnico a; = 1 y con parametro de dificultad b; = 0 y diferente pardmetro de penalidad d =
0.3,0.5,1,2y5

En la figura 3.5 se grafica diferentes curvas caracteristicas de items con un pardmetro de
discriminaciéon a; = 1, un mismo pardmetro de dificultad b; = 0 y diferentes valores para el

pardametro d.
3.3.2. Funcién de Informacion

Para Samejima (1999) la funcién de informacién del item, esta dado por:
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I;(0) = FiOF (3.17)
! Pi(0)(1 - P;(0))
donde P;(0) = [W(0)]% y Pi(0) = 520;(0)%.
oOP;(0)  0v;(6)%
o 319
1 41 e M
4 \rrem| Oy

1 dj—l 1 efmj
= —a;d; 1L —m; —m; “m;
14+e ™ 14+e ™ 14+e ™
1 4 e M
= —ajdy 1L —m; 1L —m;
1+e™ ™ 1+e™™

d.
1 i 1
— ‘d‘ - 1_
K 3[1-1-@—"%‘] ( 1+e_mj>

= —ajdj\I/j(g)dj(l 11 \Ilj(g))
— —a;d; P;(8)(1 - T;(9))
Luego,

_ o e B0 = ¥ (0))

o W5(0)% 1 — U, (0)]?

L) = @di) = =g gy

En el grafico 3.6 se muestra la funcién de informacion del item de la familia de mode-
los logisticos de exponente positivo con pardmetro de discriminacién dnico a; = 1 y con
pardmetro de dificultad b; = 0 y diferentes valores para el pardmetro d.

Cuando el pardmetro de penalizacién es mayor, d > 1, la probabilidad de acertar una
respuesta dado la habilidad P(6) es menor (ver 3.5) y la funcién de informacién del item tiene
la curva mas alta (en 3.6), lo que significa que concentra mayor cantidad de informacién para

valores cercanos de 6.
3.3.3. El modelo LPE de un parametro

Al igual que en el modelo logistico, en el caso de la familia de modelos logisticos de
exponente positivo, si a; = 1, es decir, que no se considera la discriminacién para los items,

se tiene el modelo LPE de un parametro cuyo score latente esta dado por: m; = 6; — b,.
3.4. El modelo Testlet Logistico

Considerando la modificacién del predictor lineal latente m;; en el modelo TRI de ojiva
normal desarrollado por Bradlow et al. (1999), se realiza una modificacién al predictor lineal
latente m;; en el modelo TRI Logistico definido en la seccién (3.2) para definir el modelo

Testlet Logistico.
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Figura 3.6: Funcién de informacién del item de la familia de modelos logisticos de exponente positivo
con pardmetro de discriminacién tnico a; = 1, pardmetro de dificultad tnico b; = 0 y siete valores
para el parametro de penalidad d = 0.3,0.5,0.8,1,1.5,2 y 3

3.4.1. Definicién

Dado una matriz de datos binarios o dicotémicos Yj;, que representan respuestas de n
sujetos a k items de una prueba, donde Y;; = 1 si la respuesta del i-ésimo individuo al
j-ésimo item es correcta e Y;; = 0 en caso contrario. Se define el modelo Testlet logistico
binario unidimensional como una modificacién del predictor lineal latente m;; en el modelo

TRI logistico definido por la ecuacién (3.8):

Yijl0i, aj, bj, ging) ~ Bernoulli(pi;) (3.19)
pij = P(Yy; = 116;, aj, bj, giny)) = ¥(mij) (3.20)
mij = a;j(0; — bj — gin(j)) (3.21)

donde g;5,(j) es el efecto testlet especifico que corresponde a la i-ésima persona y el j-ésimo

item anidado en el testlet h(j), definido como:

éste efecto es independiente de la habilidad y los pardmetros de item, h(j) es un vector que

nos indica la estructura de los testlets, donde:
» El ndmero de testlets es t = mdxz(h(j)) — 1.

» Los testlets pueden tomar un sub-indice nuevo [ = h(j) = 1,...,t.
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» Un testlet esta formado por varios {tems con lo cual [ = h(j) identifica los items j que

conforman el testlet.
» El tamano de un testlet [ es n;_j(;), j identifica los items que pertenecen al testlet.

= Los items que no estan asociados en un grupo testlet toman el valor de t + 1 y son

considerados como un testlet de tamano ny;) =1

Con lo cual h(j) representa el testlet al que pertenece cada item j, el tamano de cada

uno de los testlets y la cantidad de testlets. Por ejemplo:
h(j) =(1,1,1,1,2,2,2,3,3,3,5,4,4,4,4)

nos muestra una estructura de testlets que nos indica lo siguiente:
» el nidmero total de items es k =15 (5 = 1,2,..., k).
» el nimero de testlets t =4 (t = mdx(h(j)) — 1).

= el primer testlet es de tamano 4, ny;) = 4, y esta formado por los ftems j = 1,2,3,4; lo

cual significa que h(1) = h(2) = h(3) = h(4) = 1 representa el efecto del primer testlet.

= el segundo testlet es de tamano ny;y = 3 conformado por los ftems j = 5,6,7 y
h(5) = h(6) = h(7) = 2 representa el efecto del segundo testlet.

= el tercer testlet es de tamario ny(;) = 3 conformado por los ftems j = 8,9,10 y h(8) =
h(9) = h(10) = 3 representa el efecto del tercer testlet.

= el cuarto testlet es de tamartio ny(;) = 4 conformado por los ftems j = 12,13,14,15 y
h(12) = h(13) = h(14) = h(15) = 4 representa el efecto del cuarto testlet.

m el {tem 7 = 11 no esta asociado con otro item por lo que éste item forma el quinto

testlet de tamano ny1p) = 1.
Si el tamafio de un testlet es igual a 1 (ny;) = 1), por definicién g;,(;y = 0 para todos los
sujetos.

El efecto testlet g esta centrado en cero para hacer énfasis en su estado de desviacion en el

score latente m;; y para identificar el modelo; es decir,

Z Gin(j) =0
=1

Note que la CCI en este modelo es simétrica.

m;; es el predictor lineal latente relacionado con la variable latente 6; y los pardmetros del
item, donde a; > 0 es el pardmetro de discriminacién y b; € R el pardmetro de dificultad.

pij es la probabilidad de que el i-ésimo sujeto responda correctamente el item j.

Como caso particular cuando no existe el efecto testlet, es decir g;,(;) = 0 para todo h(j), se

tiene el modelo TRI logistico.
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3.4.2. Funcién de Informacion

La presencia del efecto testlet afecta la funcion de informacion del testlet y la informacion
de la prueba I(0) asf lo senialan Bradlow et al. (2002), por lo que se presenta la definicién de
la funcién de informacién del {tem y luego la funcién de informacién de la prueba.

La funcién de informacién del item, respecto a la variable latente 6, esta dado por una

modificacién del predictor lineal latente m;; en la ecuacién (3.12), de la siguiente forma:

1;(6) = a2 P;(0)(1 — F;(0)) (3.23)

donde P;(0) = ¥(m;) y m; = a;(0 — bj — gn(;))- Por otro lado la funcién de informacién de

la prueba definida en la ecuacién (3.13) esta dado por:

3.4.3. El modelo Testlet logistico de un parametro

Como un caso particular cuando a; = 1 en la ecuacién (3.26);es decir, no se conside-
ra el parametro de discriminacién, obtenemos el modelo Testlet logistico de un pardmetro o

conocido también como el modelo Rash testlet para datos dicotémicos Wang v Wilson (2005).

3.5. El modelo Testlet Logistico de Exponente Positivo

El modelo méas general de todos los presentados hasta el momento es el modelo Testlet
Logistico de Exponente Positivo (2LPET), que considera una modificacién al predictor lineal

latente m;; en el modelo TRI Logistico de exponente positivo definido en (3.3).
3.5.1. Definicién

Dado una matriz de datos binarios o dicotémicos Yj;, que representan respuestas de n
sujetos a k items de una prueba, donde Y;; = 1 si la respuesta del i-ésimo individuo al j-
ésimo item es correcta e Y;; = 0 en caso contrario. Definimos el modelo Testlet logistico de
exponente positivo, como una modificacién del predictor lineal latente m;; en el modelo TRI

logistico de exponente positivo definido en (3.16)

Yijl0:, aj, by, dj, Gingjy ~ Bernoulli(pij)
pij = P(Yij = 1|0;, aj, bj, dj, gingy)) = [¥(mi;)] (3.24)

mij = aj(0; — bj — Gin(s))s (3.25)

donde g;j,(;) recoge el efecto testlet especifico que corresponde a la i-ésima persona y el j-ésimo

item anidado en el testlet h(j), definido como:

Gin(j) ~ N(Oinhu)) (3.26)
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éste efecto es independiente de la habilidad y los pardmetros de item, h(j) es un vector que

nos indica la estructura de los testlets, donde:
» El niimero de testlets es t = maz(h(j)).
» Los testlets pueden tomar un sub-indice nuevo [ = h(j) =1, ..., t.

» Un testlet esta formado por varios items con lo cual [ = h(j) identifica los items j que

conforman el testlet.
» El tamano de un testlet [ es nj_p(;), y j identifica los items que pertenecen al testlet.

= Los items que no estan asociados en un grupo testlet toman el valor de t + 1 y son

considerados como un testlet de tamano ny;) =1
Si el tamaiio de un testlet es igual a 1 (1;—p(;) = 1), por definicién g;;(;) = 0 para todos los
sujetos.

El efecto testlet g esta centrado en cero para hacer énfasis en su estado de desviacion en el

score latente m;; y para identificar el modelo; es decir,

> gin() =0
=1

pij es la probabilidad de que el i-ésimo sujeto responda correctamente el item j.

m;; es el predictor lineal latente relacionado con la variable latente 6; y los pardmetros del

item, donde a; > 0 es el pardmetro de discriminacién y b; € R el pardmetro de dificultad.

d;j > 0 es el pardmetro de item, denominado pardmetro de penalidad que genera CClIs

asimétricas.
3.5.2. Funcién de Informacion

La presencia del efecto testlet afecta la funcién de informacién del testlet [;(0) y la
informacién de la prueba I(f) asi lo senalan Bradlow et al. (2002), por lo que se presenta
la definicién de la funcién de informacién del {tem y luego la funciéon de informacion de la
prueba.

La funcién de informacién del item, esta dado por la ecuacién (3.17):

[P (0))?
P(0)(1 = P;(0))

1;(0) =
donde P;(0) es la derivada de P;(0) = V; (6)% con respecto a @ y esta dado por.

PI(6) = —ajd; P;(6) (1 — (6))

luego,

Pi(O)[1 — ¥;(0)]?
(1= F5(0))

1;(0) = (a;d;)?
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Definimos la funcion de informaciéon de testlet como:

n@—i@w (3.27)

La funcién de informacién de la prueba esta dado por 3.12.

3.5.3. Casos particulares del Modelo Testlet logistico de exponente positivo

Como casos particulares del modelo 2LPET, se tiene: Cuando fijamos el valor de a; = 1

en 3.25, se obtiene el modelo Testlet logistico de de exponente positivo de un pardmetro
(ILPET).

Si no se tiene efecto testlet; es decir, ny;) = 1y gin(j) = 0 para todos los testlets, entonces

se tiene como caso particular el modelo logistico de exponente positivo (2LPE).
Cuando el valor del parametro de penalidad d; = 1, se tiene el modelo Testlet logistico (2LT).

Si gin(jy = 0 para todos los testlets, y d; = 1 entonces se tiene como caso particular el modelo
TRI logistico (2L).
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Capitulo 4

Estimacion Bayesiana del Modelo Testlet LPE

Para la estimacién de los pardmetros se utiliza el andlisis bayesiano debido a que varios
autores consideran que es el método mas adecuado en la estimacion de parametros en los
modelos TRI. Chincaro (2010) muestra por ejemplo que el anédlisis bayesiano es el mejor

método para estimar los parametros en el modelo Rash.

Segun Bazan et al. (2010) desde el punto de vista bayesiano el problema de sobreparame-
trizacion en los modelos TRI implica un tiempo computacional generalmente largo, pero la
estimacién de los pardmetros de manera conjunta resuelve el problema de la distincién entre
parametros incidentales y estructurales, ademas resuelve también el problema de identifica-

bilidad considerando la especificacién de distribuciones a priori.

De acuerdo a Fox (2010) el modelamiento desde la perspectiva bayesiana permite realizar
extensiones naturales en los modelos de respuesta al item y permite también una descripcién
inicial de los parametros mediante la especificacién de la priori, en niveles separados, para
calcular diferentes fuentes de incertidumbre, dependencias complejas y otras fuentes de in-
formacion. Estas flexibilidades en la definiciéon de prioris para modelos de respuesta al {tem
es una de las fortalezas del modelamiento bayesiano que hace posible manejar por ejemplo
disenos de muestras complejas que recogen estructuras de dependencias complejas.

En este capitulo se presenta una definicion general de la estimacién bayesiana, vemos
algunas caracteristicas de las prioris usadas en los modelos TRI, luego se presenta la infe-
rencia a partir del modelo més general, el modelo 2LPET, definido en el capitulo anterior

(sec:testletlpe) y tambien se describen los criterios usados para comparar los modelos.
4.1. Definiciones Generales

Para definir una estimacién mediante inferencia bayesiana, consideremos el vector alea-
torio y|@ donde # es un pardmetro que caracteriza a la distribucién de y. En la inferencia

bayesiana:

= 0 es un vector aleatorio no deterministico y por lo tanto tiene una distribucion de

probabilidad asociada.

= Es posible usar informacién preliminar acerca de 6, la cual se puede sintetizar propo-

niendo una distribucién a priori para 6.

» Los datos se organizan en la funcién de verosimilitud L(y|6).
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= Usando el teorema de Bayes es posible obtener la distribucién a posteriori de 8 dados

La distribucion a posteriori es proporcional a la verosimilitud y a la priori; es decir:

los datos:

f(Oly) o< L(y|0) f(0), (4.2)

desde que la distribucién marginal o no condicional de Y, f(y), no depende del parametro 6.
Observacién:

Tomando logaritmo natural en 4.2 tenemos:

Inf(fly) =~ l(y|0) + Inf(6). (4.3)

Por tanto, si se considera una priori no informativa para 6, es decir, f(f) = ¢, donde ¢ es una
constante, maximizar Inf(6|y) para 0 resulta equivalente a maximizar [(y|6).
En otras palabras, la estimacién de maxima verosimilitud (que maximiza [(y|f)) puede con-

siderarse como un caso particular de inferencia Bayesiana sin informacién a priori.

Una vez identificada la distribucién a posteriori para 6, f(6|y), es posible realizar la inferencia
y podemos obtener para esta distribucion las medidas que se deseen, como por ejemplo:
E(8ly), V(0ly), Med(8]y), Qx(0|y) , que corresponden a la media, varianza, mediana y cuantil
A de la distribucién a posteriori de § dado Y = y. También podemos obtener un intervalo de
credibilidad para 0|y donde por ejemplo con una probabilidad de 0.9, los limites del intervalo

estan definidos por el percentil 5 y 95.
4.2. Prioris en TRI

Usualmente la distribucion a posteriori objetivo no es analiticamente tratable. En el
pasado este problema se podia resolver usando una distribucién apriori conjugada. Esta
distribucién apriori tiene la agradable propiedad de que el resultado de la distribucion a
posteriori es de la misma familia de distribucién Zoufras (2009).

La especificacién de la priori es un paso importante en el andlsis bayesiano. Es méas importante
para muestras de tamano pequeinio donde la distribucion a posteriori representan més de un
compromiso entre la data observada y la opinion personal. Para muestras grandes, esto tiene
menos importancia porque la data normalmente domina a la distribucién a priori. Bazan v
Bolfarine (2010)

No se conoce prioris conjugadas para los modelos TRI, En Bazan et al. (2010) se presentan
varios teoremas en los que se tiene como resultado una distribucion a posteriori impropia,

por ejemplo:

»  En un modelo TRI de dos pardmetro. Si la distribucion a priori para (0,a,b) es no
informativa y proporcional a una constante, entonces la distribucion a posteriori de

(0,a,b) es impropia.
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» En un modelo TRI de dos pardmetros. Si la distribucion a priori para al menos un (a;)

es impropia, entonces la distribucion posterior de (6,a,b) es impropia.

s En un modelo TRI de dos parametros. Si la distribucion a priori f(0,a) x g(a), donde
g es una funcion positiva arbitraria de a. Entonces la distribucion posterior es siempre

1MPTropia.

En general, es recomendable considerar prioris propias para los pardmetros de item y la
variable latente, especialmente en el caso de la priori para el pardmetro de discriminacién.
Ademds prioris propias aseguran la identificabilidad del modelo y evitan el problema de
presencia de parametros incidentales.

Segin Bazan y Bolfarine (2010) existe evidencia empirica que parece indicar presencia de
correlacion entre los parametros de los ftems; sin embargo, es dificil asignar prioris depen-

dientes para aquellos parametros.

4.3. Funcién de Verosimilitud para el modelo 2LPET

Definimos a continuacién la verosimilitud del modelo 2LPET, que es la probabilidad de
encontrar el valor observado dado el modelo.
Sea la matriz de datos Y;; asociada a los parametros 0;, a;, bj, dj, gin(j) Definimos su funcién

de verosimilitud L para un vector de datos observados y como:

n k
L(y|9, a, b: d: g) = f(ylea a, b7 d? g) = H [pij]yij [1 - pij]l_yij (4.4)
i=1j=1
-~ )
TTTT (o [t - v .
i=1j=1
n i 1—y;
=11 ﬁ : py72 : " (46)
N i=1j=1 (14 e (0i=b; _gih(j)))dj (1+ e~ (0i—b; _gih(j)))dj :

4.4. Prioris en el modelo 2LPET
4.4.1. Especificaciéon de la priori

Para el presente trabajo asumimos una estructura de prioris independientes y utilizamos

la siguiente notacién para referirnos a la especificacién de las prioris.

71'((9, a, ba da g) = H ¢(92) H 1 (aj)7T2(bj)7r3(d])7r4(gzh(])) (47)
i J

donde ¢(0;), es la priori para la medida latente estimada 6; definida como la distribucién

normal N(0,1).
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Se definen prioris informativas porque la existencia de la distribucién conjunta a posteriori
no esta garantizada cuando una priori impropia es usada.

Especificamente se propone:

0; ~ N(0,1) (4.8)
a; ~ LN (a,03)

bj ~ N (v, 7)

dj ~ G(m,n)

0; ~ N(0,1)

Gin(5) ~ N (0, Ug(j))

donde LN (y,0?) denota la distribucién log-normal con pardmetros p y o2, N(u,c?) denota,
la distribucién normal con media u y varianza o2 y G(m,n) es la distribucién Gamma con
m y n como parametros de forma y escala respectivamente. Nétese que 6; tiene como priori
la distribucién normal estandar y la varianza del efecto testlet O'}ZL(]-) es especifica para cada
testlet, permitiendo que la dependencia dentro de un testlet varie a través de los testlets.
Los pardmetros de las prioris son fijos, asf en la priori de a; (4, = 0, 02 = 1), con lo cual se
espera obtener E(a;) = etet93/2 = 1,649 y V(a;) = (% — 1)e(2ratod) — 4,671,

En el caso de b;: pup, =0y O'g = 1 y corresponden al esperado y varianza. En cuanto a la priori
de dj: m = 0,25 y n =4, con lo que E(d;) =m+*n =1y V(d;) = m=n? = 4. Para gin(j) S€

considera incertidumbre en la varianza G%L(j) por lo que definimos una hiperpriori dada por:

2
Thg) ~ 1G(agz, bo2)
donde IG(a,b) es la distribucién inversa gamma con pardmetros ag2 =3y bag = 2, con lo

que E(U;%(j)) =05y V(Uizz(j)) =1

4.5. Inferencia bayesiana

Considerando la funcion de verosimilitud dada en (4.6) y la priori definida en (4.7) defi-

ninmos la distribucién a posteriori de los pardametros dados los datos por:

f(0,a,b,d,gly) < 7(0,a,b,d,9) x f(y|0,a,b,d,g) (4.9)
n k )
x w(0,a,b,d,g) x H H [\Ildj (mij)]y” [1 -y, (mz])] ~Yi (4.10)
i=1j=1
n k 1 Yij 1 1=yi;
. 7T(9, a,b,d, g) % 11—11:]1_‘[1 (1 + eaj(oibjgih(j)))dj] [1 B (1 + e*aj(ei*bj*gih(j)))dj
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Esta distribucion no es identificable. Para la estimacién bayesiana se consideran por tanto
métodos de generacion de distribuciones a partir de Cadenas de Markov de Monte Carlo
(MCMC), especificamente Adaptative Rejection Sampling, que es implementado por defecto
en el software WinBugs, para lo cual se escribe el codigo del modelo, teniendo la especificacién

de la verosimilitud jerarquica del modelo general:

yl6i, aj, by, dj, gin(jy ~ Bern (Fu;(aj(0; — bj — gin(;)))) (4.11)
0; ~ N(0,1) (4.12)

a; ~ LN(0,1) (4.13)

bj ~ N(0,1) (4.14)

d; ~ G(0,25,4) (4.15)

Gin(5) ~ N(Oﬂi(j)) (4.16)

Ty ~ 1G(ag3,b52) (4.17)

4.6. Criterios de comparacion de modelos

El principal criterio usado en este trabajo es el criterio de informacién de desvio (6 DIC,
deviance information criterion) propuesto por Spiegelhalter (2002). El DIC es 1til porque es
facil de calcular, interpretar y es satisfactorio para modelos jerdrquicos complicados Bazan y
Bolfarine (2006). Existen también otras medidas como el criterio de informacién bayesiana,
el criterio de Akaike y el criterio de informacién bayesiana de Schwarz.

El desvio bayesiano es definido de manera general, usando la verosimilitud del modelo:

i Y 15
D(CL, b7 dagv 9) = _2ln(f(y|a7 b7 dagae)) X —2ZZZHP(}/” = yij|a’7 b7 d)gae) (418)
v

Recordemos que y denota las respuestas observadas (0 6 1) de los n sujetos para los k items,
g son los pardmetros de los items, 6 las habilidades de los sujetos y g recoge el efecto testlet.

También puede ser aproximada usando los resultados MCMC:

R
1 T T T T T
DbaT:REi D(a",b",d", 0", g")

donde r representa la r-ésima realizacién del total de R realizaciones.
EAIC y EBIC pueden ser estimados mediante:

EAIC = Dbar + 2p

EBIC = Dbar + plog(N)
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DIC = Dbar + pD

donde p es el nimero de parametros en el modelo, N es el nimero total de observaciones y

pD es el nimero efectivo de pardmetros. Bazan v Bolfarine (20006).
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Capitulo 5

Estudio de Simulacion

En el presente capitulo, se desarrolla varios estudios de simulacién, el primero esta en
relacion a la independencia condicional de los items, que es uno de los supuestos importantes
en la teoria de respuesta al item. En este estudio se simulan datos con algunos ftems en grupos
de testlets y se calculan los estimadores con un modelo Testlet logistico y TRI logistico, luego
se comparan los estimadores. El segundo estudio introduce un componente asimétrico en la
CCI, es decir, se simulan datos cuyas CCI son asimétricas y luego se calculan los estimadores
con un modelo TRI logistico de exponente positivo y TRI logistico y se analizan los resultados.
En el tercer estudio se simulan datos con algunas CCI asimétricas y algunos items en testlets
y luego se calculan los estimadores con un modelo Testlet logistico de exponente positivo y

TRI logistico de exponente positivo y se analizan los resultados.
5.1. Estudio 1
5.1.1. Objetivo

Simular un conjunto de datos binarios con grupos testlet y comparar los estimadores

calculados a partir de un modelo Testlet logistico y de un modelo TRI logistico.
5.1.2. Algoritmo para simular los datos

Para simular una matriz de datos binarios con grupos de testlets, seguimos el siguiente

procedimiento:

= Definir la cantidad de sujetos n, cantidad de items k y ntimero de testlets ¢.
» Definir los items que conforman cada uno de los grupos testlet; es decir, definir h(j).

= Generar los pardmetros del modelo, el pardmetro de discriminacién para los k-items
son generados mediante una distribbucién normal truncada a valores positivos, asi:
a ~ N(1,0,5)I(0,00), donde I(0,00) especifica el rango de los valores generados; b ~
N(0,1), 0 ~ N(0,1) y el efecto testlet para cada sujeto como g ~ N (0, U}%(j) =0,5).

= Establecer restricciones de los pardmetros: 7 gipjy = 0,4 (Bradlow et al, 1999),
Hf aj=1y Ef b; = 0. (Bock y Aitkin, 1981) y (Spiegelhalter et al., 1996)

= Simular la probabilidad (p;;) de que el sujeto i responda correctamente al item j a

partir del modelo Testlet logistico.
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= Simular las respuestas de cada sujeto ¢ a cada pregunta j, para esto simular de una
distribucién uniforme w;; ~ U(0, 1) que nos dd una matriz de valores continuos entre
0 y 1. Luego comparar con la probabilidad generada anteriormente (p;;) y si el valor
generado es menor a la probabilidad (v < p) entonces y;; tomard el valor 1, en caso

contrario tomara valor 0.

El cédigo para simular respuestas binarias con grupos testlet se muestra en el anexo B.5.

5.1.3. Meétodo para estimar los parametros

La estimacion de los pardmetros se realiza a través de inferencia bayesiana, mediante la
estimacion MCMC implementada en el software Openbugs. Se utilizara el esquema Adap-
tative Rejection Sampling (ARS) Gilks v Wild (1992) y se calculard la media estimada de
la distribucién a posteriori de los parametros a estimar. Tenga en cuenta que se estiman los
parametros para cada uno de los items y los sujetos, por lo que se estimaran al menos 2k +n
pardmetros en el modelo 2L y 2k + n(k + 1) en el modelo 2LT.

5.1.4. Criterios para evaluar la simulacion

Se compara los resultados a través de la raiz del error cuadratico medio (RMSE) y el
promedio del error absoluto (MAE) Willmott v Matsuura (2005). Los estimadores de a, b son
calculados para cada uno de los k items, en el caso de # para cada uno de los n sujetos y en

el caso de g para los n sujetos en los t testlets, siendo m es el nimero de simulaciones.

& (8, - 0)2
RMSE = ?:1: " (5.1)
& 6,-9]
MAE = ?:1: = (5.2)

5.1.5. Escenario

Para la simulacién se consideran k = 20 items, ¢ = 4 testlets, con dos testlets de tamafno

3 y los otros dos testlets de tamano 4, por lo que h queda definido como:
h=c¢(5,1,1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5)
6 usando letras:
h=c¢E,AAAB,B,B,C,C,C,C,D,D,D,D,E,E,E,E,E)

La cantidad de replicas es m = 20 con diferentes conjuntos de datos en cada réplica.
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5.1.6. Resultados

En el cuadro (5.1) se muestran los resultados resumidos mediante el promedio de RMSE

y MAE para los k = 20 items en los modelos analizados.

Pardmetro | RMSE MAE

a 0.292  0.247

2LT b 0.265 0.225
0 0.468 0.387

g 0.613  0.532

ol 0.307  0.292

a 0.308 0.267

2L b 0.254  0.216
0 0.471  0.390

Cuadro 5.1: Resultados de medidas promedio de la simulacién para comparar los modelos Testlet
logistico (2LT) y TRI logistico (2L), con m = 20 réplicas

Los valores de las medidas RMSE y MAE para cada item se muestran en el cuadro (5.2).

—_
EN |

0.332 0.225 0.265 0.185 0.311 0.223 0.254 0.185
0.265 0.126 0.207 0.108 0.260 0.124 0.218 0.106
0.219 0.212 0.174 0.174 0.202 0.210 0.160 0.173
0.392 0.115 0.338 0.090 0.402 0.117 0.360 0.090

— =
O o

Item 2LT 2L

No. t |RMSEa RMSEb MAEa MAEbL| RMSEa BRMSEb MAEa MAED
1 E 0.244 0.273 0.183 0.198 0.230 0.265 0.178 0.193
2 A 0.149 0.293 0.107 0.247 0.176 0.27 0.131 0.224
3 A 0.255 0.179 0.224 0.154 0.221 0.167 0.19 0.136
4 A 0.186 0.194 0.139 0.149 0.178 0.165 0.142 0.127
5 B 0.402 0.456 0.356 0.417 0.538 0.24 0.455 0.182
6 B 0.201 0.407 0.192 0.356 0.234 0.399 0.225 0.351
7 B 0.185 0.201 0.136 0.158 0.145 0.206 0.117 0.162
8 C 0.120 0.198 0.100 0.166 0.133 0.190 0.110 0.166
9 C 0.217 0.279 0.133 0.244 0.229 0.317 0.157 0.271
10 C 0.315 0.314 0.260 0.240 0.307 0.287 0.239 0.253
11 C 0.267 0.145 0.232 0.110 0.257 0.140 0.231 0.109
12 D 0.108 0.184 0.084 0.145 0.129 0.179 0.098 0.142
13 D 0.242 0.276 0.200 0.226 0.219 0.167 0.182 0.128
14 D 1.095 0.103 1.035 0.086 1.282 0.104 1.242 0.083
15 D 0.249 0.907 0.232 0.874 0.325 1.106 0.300 1.081
16 E 0.403 0.207 0.355 0.171 0.382 0.198 0.346 0.165

E

E

E

E

[\)
o

Cuadro 5.2: Raiz del error cuadratico medio y Media absoluta del error de los estimadores en la
simulacion - Estudio 1, considerando m = 20 réplicas

Segtun los resultados mostrados en el cuadro (5.3) en el estudio de simulacién 1 el modelo
Testlet logistico (2LT) ajusta mejor los datos, considerando el criterio DIC. Note que los
criterios EAIC y EBIC presentan valores altos para el modelo 2LT porque cuentan con una

cantidad mayor de parametros, siendo de esta manera inconveniente para la comparacién.

En las figuras 5.1, 5.2 y 5.3 se muestran las medidas de RMSE, MAE y el sesgo en la
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Modelo | DIC  pD Tiempo (seg.) Dbar EAIC EBIC
21T 4261 385 3232 3876 5956 7623
2L 4302 189 1382 4113 4593 4977

Cuadro 5.3: Resultados de medidas de ajuste de la simulacién para comparar los modelos Testlet
logistico (2LT) y TRI logistico (2L)

estimacion de los pardmetros de {tem de los modelos 2LT y 2L.

— " — 2T
'

1.0

rmse a
0.6

0.2
|

a

— ' 2T

1.0
|

rmse b
0.6

0.2

EAAABBBCCCCDUDTDTUDTETETETEE

b

Figura 5.1: Raiz del error cuadratico medio (RMSE) de los estimadores simulados para la discrimina-
cién (a) y dificultad (b) de cada ftem para un ajuste Testlet logistico (2LT) y un ajuste TRI logistico
(2L), considerando m = 20 réplicas

La figura 5.4 muestra la estimacién de habilidades bajo ambos modelos, en comparacién
con los valores simulados. Note que las estimacioes bajo el modelo 2L se encuentran mas
alejados de los verdaderos valores. Finalmente el cuadro 5.4 muestra las correlaciones entre
las estimacioes de los parametros de item y de habilidades bajo los dos modelos con sus
correspondientes valores verdaderos. Note que el modelo 2LT recupera mejor estos valores,

especialmente para la estimacion de la discriminacion.

La conclusién del primer estudio de simulacién es que:

= Cuando los datos estan en grupos de testlets, el mejor modelo es el modelo Testlet

Logistico (2LT) antes que el modelo TRI Logistico (2L), esto es debido a que el modelo
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1.0

mae a
0.6

0.2

EAAABBBCCCCDDTDDETETETEE

a

1.0

mae b
0.6

0.2

EAAABBBTCCCCDDTDUDETETETEE
b
Figura 5.2: Media absoluta del error (MAE) de los estimadores simulados para la discriminacién (a)

y dificultad (b) de cada ftem para un ajuste Testlet logistico (2LT) y un ajuste TRI logistico (2L),
considerando m = 20 réplicas

Correlacién | 2LT 2L
Ta 0.949 0.922
T 0.980 0.978
o 0.977 0.970

Cuadro 5.4: Medidas de correlacién entre los valores simulados y los estimados promedio, de los
modelos Testlet logistico (2LT) y TRI logistico (2L), considerando m = 20 réplicas

presenta menor sesgo, menor error cuadratico medio y mayor correlacion con los valores

verdaderos.
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Figura 5.3: Sesgo en la estimacion de los parametros a y b obtenidos por los modelos Testlet logistico
(2LT) y TRI logistico (2L), considerando m = 20 réplicas

5.2. Estudio 2
5.2.1. Objetivo

Simular un conjunto de datos binarios con algunas CCI asimétricas, calcular los esti-
madores mediante un modelo TRI logistico de exponente positivo (2LPE) y el modelo TRI

logistico (2L), y comparar los resultados obtenidos.
5.2.2. Algoritmo para simular los datos

Para simular una matriz de datos binarios con CCIs asimétricas, seguimos el siguiente

procedimiento:

= Establecer la cantidad de sujetos n, cantidad de items k y los items j que tendran una

CCI asimétrica.

» Generar los pardmetros del modelo: Los pardmetros de discriminacién (a) son generados
por una normal truncada a valores positivos, asi: a ~ N(1,0,5)1(0,c0), donde (0, o0)

especifica el rango de los valores generados; b ~ N(0,1) y 6 ~ N(0, 1).
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0
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theta

Figura 5.4: Estimacion de la habilidad para un ajuste Testlet logistico (2LT) y un ajuste TRI logistico
(2L)

= Calcular las restricciones de los parametros: Hf aj=1y Z? b; (Bock y Aitkin, 1981)
y (Spiegelhalter et al., 1996).

» Definir los items cuyo pardmetro de penalidad d; generan una CCI asimétrica.

» Simular la probabilidad (p;;) de que el sujeto i responda correctamente al item j a

partir del modelo TRI logistico de exponente positivo.

= Simular las respuestas de cada sujeto i a cada pregunta j, para esto simular u;; ~ U(0, 1)
que nos da una matriz de valores entre 0 y 1. Luego comparar con la probabilidad gene-
rada anteriormente (p;;) y si el valor generado es menor a la probabilidad la respuesta

yi; tomara el valor 1, en caso contrario tomard valor 0.

El cédigo para simular respuestas binarias con CCI asimétricas se muestra en el anexo (B.6).
5.2.3. Meétodo para estimar los parametros

La estimacién de los pardmetros se reliza a través de inferencia bayesiana. Se utliza la
estimacion MCMC implementada en el software Openbugs, bajo el esquema ARS Gilks y

Wild (1992) y se calcula la media estimada de la distribucién a posteriori de los pardmetros
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a estimar. Considere que se estima los pardmetros para cada uno de los items y los sujetos,

por lo que se estimaran al menos 3k + n parametros.
5.2.4. Criterios para evaluar la simulacién

Se compara los resultados a través de la raiz del error cuadritico medio (RMSE) y el
promedio del error absoluto (MAE) Willmott v Matsuura (2005), el estimador de a,b,d es
calculado para cada uno de los k items, en el caso de § para cada uno de los n sujetos y m

es el niamero de simulaciones.

RMSE = ﬁémeQP (5.3)

MAE:E:EE:QI (5.4)
m

5.2.5. Escenario

Para la simulacién se consideran evaluar las respuestas de n = 200 sujetos, k = 20 items,
de los cuales 13 items tienen CCls asimétricas cuyo pardmetro de penalizacién en 8 casos
toma valores d < 1 y en 5 casos toma valores d > 1. Asi d queda definido como:

d=¢0.1,0.2,0.3,0.3,0.3,0.4,0.7,0.8,1,1,1,1,1,1,1,1.1,1.4,1.5,1.8,3)

La cantidad de réplicas simuladas es m = 20 con diferentes conjuntos de datos en cada
réplica.
5.2.6. Resultados

Los resultados del estudio de simulacion 2 se presentan a continuacién. En el cuadro 5.5
se muestran los resultados resumidos mediante el promedio de la las medidas RMSE y MAE
para los modelos 2LPE y 2L.

Pardmetro | RMSE MAE

a 0.311  0.269

2LPE b 0.590 0.564
d 0.421 0.397

0 0.468 0.388

a 0.308 0.270

2L b 0.920 0.896

0 0.476  0.398

Cuadro 5.5: Resultados de medidas promedio de la simulacién para comparar el modelo TRI logistico
de exponente positivo (2LPE) y TRI logistico (2L), considerando m = 20 réplicas

Las medidas de RMSE y MAE para cada item, de los modelos 2LPE y 2L se presentan en el
cuadro 5.6.

En el cuadro 5.7 se muestran los resultados del estudio de simulacién 2, en el cual el modelo
2LPE ajusta mejor los datos, considerando el criterio DIC. Nuevamente los criterios EAIC y
EBIC presentan valores altos para el modelo 2LPE porque cuentan con una cantidad mayor

de parametros, siendo de esta manera inconveniente para la comparacion.
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Item 2LPE 2L
No. d | RMSEa RMSEb MAEa MAEbL | RMSEa RMSEb MAEa MAED
1 0.1 0.316 0.856 0.296 0.832 0.535 2.434 0.522 2.428
2 0.2 0.481 0.622 0.441 0.59 0.493 1.619 0.467 1.604
3 0.3 0.223 0.376 0.204 0.341 0.151 1.283 0.136 1.252
4 0.3 0.491 1.046 0.46 1.028 0.625 1.065 0.602 1.046
5 0.3 0.33 0.31 0.307 0.259 0.37 1.485 0.355 1.47
6 0.4 0.198 0.592 0.164 0.57 0.254 1.134 0.211 1.118
7 0.7 0.402 0.861 0.364 0.847 0.367 0.254 0.331 0.191
8 0.8 0.383 0.531 0.329 0.493 0.366 0.296 0.299 0.267
9 1.0 0.247 0.959 0.196 0.936 0.175 0.566 0.142 0.533
10 1.0 0.333 0.178 0.28 0.137 0.328 0.485 0.283 0.469
11 1.0 0.238 0.369 0.184 0.335 0.223 0.507 0.174 0.479
12 1.0 0.66 0.742 0.64 0.73 0.326 0.518 0.286 0.483
13 1.0 0.251 0.177 0.178 0.146 0.181 0.427 0.136 0.383
14 1.0 0.231 1.529 0.201 1.523 0.146 0.768 0.119 0.737
15 1.0 0.251 0.509 0.188 0.495 0.181 0.535 0.156 0.515
16 1.1 0.22 0.273 0.185 0.233 0.17 0.599 0.132 0.569
17 14 0.223 0.743 0.159 0.717 0.17 0.761 0.144 0.745
18 1.5 0.189 0.311 0.157 0.282 0.201 0.958 0.171 0.951
19 1.8 0.213 0.163 0.179 0.136 0.387 1.03 0.309 1.016
20 3.0 0.338 0.659 0.261 0.646 0.503 1.681 0.422 1.677

Cuadro 5.6: Raiz del error cuadratico medio y Media absoluta del error de los estimadores en la
simulacion - Estudio 2, considerando m = 20 réplicas

Modelo | DIC pD Tiempo (seg.) Dbar EAIC EbIC
2LPE | 4127 194 3171 3933 4453 4869
21T 4133 193 1560 3940 4420 4805

Cuadro 5.7: Resultados de medidas de ajuste de la simulacion para comparar los modelos TRI Logistico
de Exponente Positivo (2LPE) y TRI Logistico (2L), considerando m = 20 réplicas

En las figuras 5.5 y 5.6 se muestran las medidas de RMSE y MAE para la estimacién de los
parametros de item de los modelos 2LPE y 2L.

La figura 5.7 muestra la estimacién de las habilidades, con ambos modelos, en comparacién
con los valores simulados, note que la estimacion en el modelo 2L se encuetra més alejada de
los verdaderos valores, especialmente para las habilidades mas bajas .

Finalmente el cuadro 5.8 muestra las correlaciones entre las estimaciones de los parametros
de item y las habilidades, bajo ambos modelos, con sus correspondientes valores verdaderos.
Note que cuando los datos presentan asimetria, el modelo 2LPE recupera mejor los valores,

especialmete en el parametro de dificultad b.

Correlacién | 2LPE 2L
Tq 0.770 0.744
T 0.616 0.537
T 0.989 0.988

Cuadro 5.8: Medidas de correlacién entre los valores verdaderos y los estimados promedio de los
modelos TRI logistico de exponente positivo (2LPE) y TRI logistico (2L)
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Figura 5.5: Raiz del Error Cuadratico Medio (RMSE) de los estimadores simulados para la discrimi-
nacién (a) y dificultad (b) de cada ftem con un modelo TRI logistico de exponente positivo (2LPE)
y TRI logistico (2L), considerando m = 20 réplicas

Las conclusiones del estudio 2 son:

= Cuando los datos presentan asimetria, el mejor modelo es el modelo 2LPE, esto es

verdad especialmente en los ftems asimétricos, como por ejemplo el item 20 6 el item

1.

= Kl principal efecto de ignorar la asimetria se produce en la estimacién de a y b.
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Figura 5.6: Media Absoluta del Error de los estimadores simulados para la discriminacién (a) y
dificultad (b) de cada {tem con un modelo TRI logistico de exponente positivo (2LPE) y TRI logistico
(2L), considerando m = 20 réplicas

5.3. Estudio 3
5.3.1. Objetivo

Simular un conjunto de datos binarios, con CCls asimétricas y grupos de testlet, y com-
parar los estimadores calculados mediante un modelo Testlet Logistico de Exponente Positivo
(2LPET) con los estimadores de un modelo TRI Logistico de Exponente Positivo (2LPE).

5.3.2. Algoritmo para simular los datos

Para simular una matriz de datos binarios con grupos de testlets y con CCIs asimétricas,

seguimos el siguiente procedimiento:

= Establecer la cantidad de sujetos n, cantidad de items k, los items j que tendran una

CCI asimétrica y el ntimero de testlets ¢.

» Definir los items que conforman cada uno de los grupos testlet, es decir definir h(j), si

un item j no esta en un ningin grupo testlet h(j) =t + 1.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP /5 gx_}\gﬁgﬁm

DEL. PERU

theta estimado
0
|

theta

Figura 5.7: Estimacién de la habilidad (#) por el modelo TRI logistico de exponente positivo (2LPE)
y TRI logistico (2L), considerando m = 20 réplicas

» Generar los pardmetros del modelo, para los k-items a ~ N(1,0,5)I(0,00), donde
I(0,00) especifica el rango de los valores generados; b ~ N(0,1), § ~ N(0,1) y el
efecto testlet para cada sujeto g ~ N (0, ai(j) = 0,5).

= Establecer restricciones de los pardmetros: Y gipjy = 0,4 (Bradlow et al, 1999),
Hf aj=1y Ef b; = 0. (Bock y Aitkin, 1981) y (Spiegelhalter et al., 1996)

= Definir los {tems cuyo pardmetro de penalidad d; genera una CCI asimétrica.

= Simular la probabilidad (p;;) de que el sujeto ¢ responda correctamente al item j a
partir del modelo 2LPET.

= Simular las respuestas de cada sujeto i a cada pregunta j, para esto simular u;; ~ U (0, 1)
que nos da una matriz de valores continuos entre 0 y 1. Luego comparar con la proba-
bilidad generada anteriormente (p;;) y si el valor generado es menor a la probabilidad

(u < p) entonces y;; tomara el valor 1, en caso contrario tomara valor 0.

En el proceso de simulacién se generan los parametros a,b,d, 0,9 y quedan fijos, luego las
respuestas son generadas para cada replica. El cédigo para simular respuestas binarias con

grupos testlet se muestra en el anexo (B.7).
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5.3.3. Meétodo para estimar los parametros

La estimacién de los parametros se realiza mediante inferencia bayesiana, se utliza la
estimacién MCMC implementada en el Openbugs, bajo el esquema ARS Gilks v Wild (1992)
y se calcula la media estimada de la distribucién a posteriori de los parametros a estimar,
considere que se estiman pardmetros para cada uno de los items y los sujetos, por lo que se
estimaran 3k + n(t + 1) pardmetros en el modelo 2LPET y 3k + n pardmetros en el modelo
2LPE.

5.3.4. Criterios para evaluar la simulacién

Se compara los resultados a través de la raiz del error cuadratico medio (RMSE) y el pro-
medio del error absoluto (MAE) Willmott y Matsuura (2005), los estimadores de a, b, d son
calculados para cada uno de los k items, en el caso de 6 para cada uno de los n sujetos y g

para los n sujetos en t testlets. m es el nimero de simulaciones.

RMSE = 53@5;98 (5.5)

.
MAE:EZE%;Ql (5.6)
S

5.3.5. Escenario

Para la simulacion se consideran k = 20 items y ¢t = 4 testlets, 2 testlets de tamano 3 y

los otros dos testlets de tamano 4, por lo que h queda definido como
h=c(51,1,1,2,223,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5)
6 usando letras:
h=c¢(E,A A A, B,B,B,C,C,C,C,D,D,D,D,E,E,E,E,FE)

Luego 13 items tienen CCls asimétricas cuyo parametro de penalizacién en 8 casos toma
valores d < 1 y en 5 casos toma valores d > 1. Asi d queda definido como:
d=c¢0.1,0.2,1,0.3,0.3,0.4,1.5,0.8,1,1,1.1,1.4,0.7,1.8,3,1,1,0.3,1,1)

La cantidad de replicas es m = 20 con diferentes conjuntos de datos en cada réplica.
5.3.6. Resultados

Los resultados del estudio de simulacién se presentan a continuacion. En el cuadro 5.9 se
muestran las medidas promedio del RMSE y MAE.
Los resultados de las medidas RMSE y MAE para cada item se presentan en el cuadro 5.10.
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Pardmetro | RMSE MAFE

a 0.332 0.282

2LPET b 0.625  0.597
d 0.434 0.403

0 0.508 0.424

g 0.592 0.514

ol 0.383  0.374

a 0.317 0.275

2LPE b 0.641 0.613
d 0.431 0.395

0 0.507  0.425

Cuadro 5.9: Resultados del promedio de RMSE y MAE en el estudio de simulaciéon 3, para comparar
los modelos Testlet logistico de exponente positivo (2LPET) y TRI logistico de exponente positivo
(2LPE), considerando m = 20 réplicas
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En el cuadro 5.11 se muestran las medidas de ajuste del estudio de simulacién 3, para los
modelos 2LPET y 2LPE, considerando el criterio DIC, se puede observar que el modelo 2LPE
tiene un mejor ajuste. Note que al igual que en los estudios anteriores los criterios EAIC y
EBIC presentan valores altos para el modelo con mayor cantidad de parametros, por lo que

estos criterios no son adecuados para una buena comparacion.

Modelo | DIC  pD Tiempo (seg.) Dbar EAIC EBIC
2LPET | 3861 384 5603 3477 5597 7295
2LPE | 3851 196 3226 3655 4175 4592

Cuadro 5.11: Resultados de medidas promedio de ajuste de la simulacién para comparar los modelos
Testlet logistico de exponente positivo (2LPET) y TRI logistico de exponente positivo (2LPE)

En las figuras 5.8, 5.9 y 5.10 se muestran el RMSE, MAE y el sesgo para la estimacién de
los parametros de item de los modelos 2LPET y 2LPE.

rmse a

rmse b

02 06 1.0 14

1.2

— 2LPET

0.8

rmse d
0.4

0.0

Figura 5.8: Raiz del Error Cuadritico Medio (RMSE) de los estimadores simulados, para la discrimi-
nacién (a), dificultad (b) y el pardmetro de penalidad (d) de cada ftem, con el modelo Testlet logistico
de exponente positivo (2LPE) y TRI logistico de exponente positivo (2LPE), considerando m = 20
réplicas

La figura 5.11 muestra la estimacion de las habilidades bajo ambos modelos, en comparacién
con los valores simulados.

Finalmente en el cuadro 5.12 se muestra las correlaciones entre las estimaciones de los parame-
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Figura 5.9: Media Absoluta del Error de los estimadores simulados, para la discriminacion (a), dificul-
tad (b) y penalidad (d) de cada item, con un modelo Testlet logistico de exponente positivo (2LPET)
y TRI logistico de exponente positivo (2LPE), considerando m = 20 réplicas

tros de item y de las habilidades, bajo los dos modelos, con sus correspondientes valores

verdaderos. Note que la estimacién del pardmetro de dificultad y de la variable latente para

el modelo 2LPET tiene mayor correlacién respecto al modelo 2LPE.

Correlacién | 2LPET 2LPE
Ta 0.908 0.912
T 0.730 0.718
9 0.957 0.950

Cuadro 5.12: Medidas de correlacion entre los valores verdaderos y los estimados promedio de los mo-
delos Testlet logistico de exponente positivo (2LPET) y TRI logistico de exponente positivo (2LPE),

considerando m = 20 réplicas

Las conclusiones del estudio 3 son:

= Cuando existe efecto conjunto de asimetria y testlets, el modelo 2LPE tiene un mejor

ajuste. Note que se consideré 12 items asimétricos, 8 con d < 1 y 3 items con penalidad

d>1

= Kl modelo 2LPET recupera mejor que el 2LPE, el parametro de dificultad b y la medida

de habilidad, como se muestra en las correlaciones con los valores verdaderos.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




+ = % | PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\g‘_f}gﬁm

DEL PERU

4
\
o ) /\
s 31 N
2 A \ /
7] 1 4 \ /
< 4
o' =
T
E A A A B B B C C C C D D D D E; E E E E
a
o SO
N /\ |
Q - \
§ g 7 : \_/\//\\4 \\/
o | \/\/ ==+l — 2LPET
T -- 2pE
E A A A B B B ] C C C D D D D E E E E E
b
)
9
g = = N N\
3
. A\ — 2LPET
° AV -- ape
o 4

E A A A B B B CHC CHYC DR D [D _giv] E E E E E

Figura 5.10: Sesgo de los estimadores simulados, para la discriminacién (a), dificultad (b) y penalidad
(d) de cada ftem, con un modelo Testlet logistico de exponente positivo (2LPET) y TRI logistico de
exponente positivo (2LPE), considerando m = 20 réplicas
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Figura 5.11: Estimacién promedio de la habilidad (theta) por el modelo Testlet logistico de exponente
positivo (2LPET) y TRI logistico de exponente positivo (2LPE), considerando m = 20 réplicas
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Capitulo 6
Aplicacion

La aplicacion desarrollada en el presente trabajo esta orientada al area de educacion.
Una medida importante en esta drea para la toma de decisiones de politicas de estado, a
nivel nacional, incluso a nivel distrital, es el rendimiento de los estudiantes. El ministerio
de educacién a través de la Unidad de Medicién de la Calidad eductiva (UMC) a partir
del afio 2007 realiza la Evaluacién Censal de Estudiantes (ECE) MINEDU (2009). La ECE
evalia anualmente, en comprensiéon de lectora y matematica, a todos los estudiantes de
segundo grado de primaria de las Instituciones Educativas a nivel nacional que tienen 5 o
mas estudiantes matriculados en el segundo grado de primaria, y reporta el rendimiento de
los estudiantes a partir de una medida de habilidad latente estimada desde el punto de vista
cldsico a través del modelo TRI logistico de un pardmetro (modelo de Rash).

Las pruebas de comprensién de textos en la ECE, esta conformado por grupos de testlets.
Esta estructura genera dependencia en los items de un mismo testlet y en este caso cuando
se asume independencia condicional en un modelo TRI, los estimadores estan sesgados, tal
como se muestra en el proceso de simulacion 5.3.6, por lo que realizaremos la estimacion de
la habilidad latente y los parametros de los items con los modelos presentados en el capitulo
3, en una muestra delimitada de estudiantes que fueron evaluados en la ECE 2010 y se evalua

el efecto de la dependencia generada por los testlet en los estimadores.
6.1. Instrumento de Medicién

Se utiliza como instrumento de medicién una de las pruebas de Comprensién Lectora, di-
sefiado para la Evaluacién Censal de Estudiantes 2010. En la ECE se evaluan a los estudiantes
de segundo grado mediante dos cuadernillos de comprensién de textos y dos de matematica.
La ECE busca explorar los procesos que el estudiante realiza al interpretar un texto en una
situacién concreta de comunicacion y al enfrentarse con situaciones cotidianas que demandan
el uso de su conocimiento matemdtico MINEDU (2009). Algunas caracteristicas de la ECE
son:

Capacidades Evaluadas. Las capacidades evaluadas en la ECE corresponden a aquellas
que son las mas relevantes por ser la base del resto de aprendizajes; ademas, por ser evaluables
a gran escala. La seleccién de dichas capacidades se realiza a partir de lo que se propone en el
Disenio Curricular Nacional (DCN) vigente al momento de la aplicacién de las evaluaciones.

Estas capacidades son:

= Lee oraciones: Establece correspondencia entre una oraciéon y un dibujo.
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= Localiza informacién literal: Identifica datos explicitos. Reconoce sucesiones de hechos

0 acciones.

s Infiere informacién: Deduce relaciones de causa-efecto. Deduce el significado de palabras
o expresiones a partir del contexto, deduce el tema central del texto. Deduce la idea
principal de un parrafo del texto. Deduce las cualidades o defectos de los personajes de

una narracién. Deduce la ensenanza del texto. Deduce el proposito del texto.

Contenidos evaluados. Son los tipos de texto propuestos en las pruebas
= Narrativo: anécdota, cuento

» Informativo: descripcion, articulo enciclopédico, nota, carta, noticia breve
» Instructivo: receta, reglas de juego, texto de recomendaciones

= Argumentativo: aviso

Debido a que se devuelven resultados por alumno, todos los ninos rinden las mismas pruebas

(4 cuadernillos), estos son evaluados en dos dias de aplicacién de la siguiente forma:

Nro. Cuadernillo | Cantidad de items Dia de aplicacién
Comprensién de Textos C1 23 ler. dia
C2 23 2do. dia
Matematica M1 21 ler. dia
M2 21 2do. dia

Cuadro 6.1: Cuadernillos ECE 2010

Para la presente aplicacién, se utiliza el Cuadernillo 1 (C1) de Comprensién de Textos que
consta de 23 preguntas o items. Esta prueba esta conformada por 5 testlets. A continuacién

el detalle de la estructura de la prueba identificando los items y la cantidad de items por

testlets:
Nro. de testlet item Cantidad de items
6 1 1
6 2 1
1 3,4,5,6 4
2 7,8,9, 10 4
6 11 1
3 12, 13 2
4 14, 15, 16, 17, 18 5
5 19, 20, 21, 22, 23 5

Cuadro 6.2: Estructura de los testlet en el instrumento de medicién

Como se puede observar en el cuadro (6.2), el cuadernillo C1 esta formado por 5 testlet, de
diferentes tamanos y existen solo 3 items (1,2 y 11) que no estan dentro de un grupo testlet.
Para identificar estos ftems en el modelo se les asigna el cédigo testlet igual a la cantidad de

teslets mas uno, por ello en la columna Nro. testlet estos {tems tienen el valor 6.
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6.2. Muestra

El objetivo de esta aplicacion es comparar los estimadores a partir de los diferentes
modelos planteados, mas no hacer inferencias en alguna poblacién especifica. En tal sentido,
delimitaremos nuestro andlisis a un grupo de estudiantes de segundo grado de primaria de
Lima metropolitana, especificamente del distrito de Santiago de Surco y analizaremos las
respuestas de los estudiantes a la prueba de comprension de textos, Cuadernillo 1, de las
Instituciones Educativas seleccionadas para la muestra control del afio 2010.

La muestra control esta formada por un grupo de escuelas seleccionadas del marco mues-
tral de la ECE con la finalidad de reportar resultados con inferencia a nivel regional y tienen

caracteristicas operativas rigurosas que permiten controlar los errores de aplicacion.

6.3. Recoleccion de datos

La recoleccién de informacion se realiza durante dos dias de evaluacién. Existe un aplica-
dor asignado para cada seccién de la Institucién Educativa (IE) evaluada. En el caso de que
una IE sea parte de la muestra control adicionalmente se le asigna un aplicador lider para
que garantice un estandar adecuado en el momento de la evaluacion. Una vez finalizada la
evaluacién los aplicadores son los encargados de trasladar la informacién de los cuadernillos
a fichas opticas que son revisadas por el director de la IE, mediante un proceso de control de
calidad a un grupo de cuadernillos seleccionados por el mismo director. Luego las fichas 6pti-
cas y los cuadernillos en el caso de la muestra control, son digitalizados mediante un proceso
de lectura de fichas épticas y lectura de informacién de marcas de los cuadernillos. La base de
datos obtenida del proceso de lectura tiene un control de calidad en cada etapa que involucra
este proceso, y luego pasa por un proceso de consistencia y depuracién para luego obtener la
informacién de las respuestas de los estudiantes. Estas respuestas son finalmente codificadas
como aciertos (y=1) o desaciertos (y=0); es decir, en una matriz de datos dicotémicos donde

las filas nos indican el i-ésimo estudiante y cada pregunta el j-ésimo item.

6.4. Analisis de los datos

En la teoria de los scores mentales 6 variables latentes, la estimcién del score se realiza a
partir de informacién de otras variables observadas. En la presente aplicacién nuestro interés
es la habilidad del estudiante en la comprensién de textos que es definida como una medida
que sera estimada a partir de las respuestas de los estudiantes a un conjunto de items de
un test. El test es un instrumento de medicién que se elabora siguiendo ciertos procesos
de definicién, validacién y consistencia. De tal forma que se obtiene un test que recoja la
informacién precisa que nos permita estimar el score adecuado.

La validacién es un proceso en el cual se verifica que la medida obtenida se acerca a la
definicién planteada.

La confiabilidad se puede definir como la estabilidad de los resultados y que tan bien respre-
sentan los puntajes observados al puntaje verdadero. Puede ser medido con la consistencia

interna (alpha-cronbach).
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6.4.1. Analisis clasico de los datos

Desde el punto de vista de la teoria clasica de los test, en el analisis clasico del item,

la primera preocupcion es obtener una descripcion de las caracteristicas estadisticas de los

parametros de un item de la prueba, sin embargo el item individual solo es de interés a través

del efecto que tiene sobre el score total. Asi es importante el analisis del efecto individual

de las caracteristicas del item en la caracteristica de la medida total del instrumento Lord

v Novick (1968). Los datos que forman parte de la aplicacién son las respuestas de 344

estudiantes al cuadernillo C1, que fueron evaluados en 12 escuelas del distrito de Santigo de

Surgo. Las puntuaciones totales 6 ”scores” se distribuyen como se muestra en la figura 6.1.

80 100
| |

Frecuencia
60
|

40

20

= e (T

[ I
5 10

I 1
15 20

Puntuacion Total

Figura 6.1: Distribucién de las puntuaciones totales

Algunas estadisticas de los scores se presentan en el cuadro (6.3).

Medida | valor
media 18.8
mediana 20
des. est. 3.99
asimetria | -1.4
kurtosis 2.0

Cuadro 6.3: Estadisticos del score

Note que los scores tienen un coeficiente de asimetria negativo, con lo cual los datos se

encuetran concentrados en la cola derecha.

Dificultad del item. La proporcién de aciertos pa;

n P
= % es un estimador insesgado,

para la muestra de examinados, de la dificultad del item poblacional.

Poder de discriminacién del item. Dado por la varianza de la puntuacién del item j

sJQ- =pj — p?. Items con varianza grande son elegidos de manera preferente frente a otros en
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la construccién de una prueba.

Confiabilidad interna de los datos. Medido por el alpha de cronbach,

o= K (1—2502
k-1 o?

) = 0,84

6.5. Estimacion de parametros mediante los modelos desarrollados

Para la implementacion de los modelos se utiliza el software Openbugs. Existe para el
efecto un cédigo escrito en Openbugs para el modelo LPE realizado por Bazan y Bolfarine
(2010). Se utiliz6 esta fuente asi como también el cédigo escrito para modelos testlet en el
reciente articulo publicado por Mcl<ay (2010).
1[ex] Para comparar la estimacién realizada por los diferentes modelos, se corre la aplicacién
para 15 mil iteraciones con una cadena para cada modelo planteado y se utiliza la medida

de ajuste DIC (ver seccién 6.6).
6.5.1. Modelo TRI Logistico (2L)

En este modelo la probabilidad de responder correctamente a un item depende de la
habilidad del estudiante, de la dificultad del item y de la discriminacion de cada item. Esta

probabilidad es modelada como se define en la seccién 3.2 por:
P(yij = 110i,a5,b;) = W (m;;)

donde m;; = a;(0; — bj) y ¥(.) es la acumulada de la distribucién logistica. Los valores
estimados de los pardmetros de item, se presentan en el cuadro 6.4.

Los estimadores de los parametros de item nos dan una idea de caracterizacién del item; es
decir, b; mide que tan complejo o dificil es la capacidad que mide el item j y a; mide el
poder de discriminacién del item j. De los resultados podemos observar en el cuadro 6.4 que
el item j = 18 es el mas dificil y el item j7 = 1 es el que discrimina mas que los demas {tems.
Estas estimaciones ayudan a describir lo que el estudiante logra desarrollar y cuales son las

capacidades mas complicadas en las que se debe incidir desde la parte pedagdgica.
6.5.2. Modelo Testlet Logistico (2LT)

En el modelo anterior (2L) para el cdlculo de la verosimilitud se considera que los items

son independientes, de tal forma que podemos escribir:

f(y;0,a,b) Hpr” — 1 ~Yij)

Sin embargo, la estructura de nuestro instrumento de medicién (ver cuadro 6.2) nos muestra
que existen items que estan relacionados con un mismo estimulo. Por ejemplo, los items
j =3,4,5 y 6 son preguntas referidas al texto a volar nuestras cometas, estas estructuras las
denominamos como testlets y tal como lo definimos en la seccién 3.4 modificamos el predictor
lineal latente como: m;; = a;(0; — bj — gin(;)), de tal forma que se modela la dependencia de
estos items. En nuestro instrumento de medicién tenemos 5 testlets, por lo cual el pardmetro

gin(j) recoge el efecto de interaccion de cada estudiante ¢ con el testlet h(j) = 1,2,3,4,5.
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Item no. | a; eeq ; b; eep,;
1 2 0.6 -1 0.2
2 1.9 0.5 -0.7 0.2
3 09 01 02 02
4 1 01 08 0.1
5 1 0.2 0 0.2
6 0.8 01 03 0.2
7 0.8 0.1 -1 0.3
8 1.1 0.2 05 0.1
9 1.1 0.2 0 0.2
10 1.2 0.2 -0.1 0.2
11 07 01 07 02

12 06 01 -0.8 0.3
13 1.5 03 -05 02
14 1 02 04 01
15 1.1 02 -04 0.2
16 06 0.1 03 0.2
17 08 01 -0.6 0.3
18 05 01 09 0.2
19 1.7 03 -04 0.2
20 06 01 06 0.2
21 16 03 04 0.1
22 1.6 03 -0.1 0.1
23 1.1 02 05 0.1

Cuadro 6.4: Estimacién de los pardmetros del modelo 2L

Si este efecto es muy variable la varianza de g;(;) sera grande por lo que nuestro interés es

conocer Jgh ,, bara los 5 testlets.
En este modelo es importante definir la estructura de los testlets, es decir cuantos y qué items
pertenecen a cada uno de los testlet. Esta informacién se ingresa como parte de los datos, y

segun el cuadro 6.2, el vector que recoge la informacién de {tems por testlet esta dado por:

h=1¢(6,6,1,1,1,1,2,2,2,2,6,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5)

6 considerando letras:
h=c(F,F,A,A;A,A,B,B,B,B,F,C,C,D,D,D,D,D,E,E,E,E,FE)

Note que los items independientes tienen el valor del nimero total de testlets mas uno.

Al ajustar los datos mediante este modelo (2LT) se obtuvo los siguientes resultados mostrados
en el cuadro 6.5. La varianza generada por los testlets se muestran en el cuadro 6.7.
Podemos observar que el testlet 3 genera mayor varianza y en consecuencia tiene un mayor
efecto en el score de los estudiantes y esto genera nuevos estimadores de los pardmetros de

item.
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Item no. t | aj €€y, b; eep,
1 F|23 09 -08 0.2
2 F|23 08 -06 0.2
3 A|l08 01 02 02
4 Al09 02 08 0.1
5 A 1 0.2 0 02
6 Al08 01 03 02
7 B|08 0.1 -1 0.3
8 B|l11 02 05 0.1
9 B|11 02 01 0.2
10 B|12 0.2 0 02
11 F|07 01 08 0.2
12 c|06 01 -09 04
13 Ccl|27 17 -07 0.3
14 D 1 02 04 0.2
15 D11 02 -05 0.2
16 D|05 01 03 0.2
17 D08 02 -0.7 0.3
18 D|05 0.1 1 0.2
19 E|16 03 -05 0.2
20 E|06 01 07 0.2
21 E|15 03 04 0.1
22 E|16 03 -0.2 0.2

E

DO
w

1.1 02 05 0.1

Cuadro 6.5: Estimacion de los pardmetros de item del modelo 2LT

Testlet sgih o
1 0.27
0.13
0.84
0.39

0.21

T W N

Cuadro 6.6: Varianza estimada de los testlets en el modelo 2LT

6.5.3. Modelo TRI Logistico de Exponente Positivo (2LPE)

En los dos modelos anteriores 2L y 2LT la probabilidad de una respuesta es modelada
con una CCI simétrica. Sin embargo, Samejima (1999) afirma que esto es contradictorio en
el ordenamiento de los estudiantes; es decir, la probabilidad de respuesta correcta para los
estudiantes mas habiles no necesariamente es distribuido de manera simétrica a la de los
estudiantes menos habiles. Por ello se adiciona el pardmetro d;, denominado de penalidad en
el modelo 2L y asi obtenemos el modelo 2LPE definido en (3.3) con lo cual se generan CCls

asimétricas, de la siguiente forma:

pij = P(yij = 1|0i, a5, bj,d;) = W(my;)%

donde ¥(m;;)% es la acumulada de la distribucién logfstica generalizada definido en 2.2.
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Los resultados de la estimacién mediante el modelo 2LPE se presenta en el cuadro 6.7. Note
que los valores estimados del pardmetro d; < 1 en 19 items, lo que nos indica que éstos
items tienen una probabilidad mayor de responder correctamente el item que considerando
CCIs simétricas y en un solo caso dog > 1, para éste item la probabilidad de responder

correctamente es menor a la de una CCI simétrica.

Item no. | a; eeq, bj eep, d; eeq,
1 1.7 06 -1.1 0.5 03 0.4
2 21 09 -0.8 04 03 0.3
3 09 02 02 06 06 03
4 1.1 05 06 0.7 07 0.6
5 1.2 05 01 06 04 04
6 09 03 03 07 06 04
7 0.8 0.3 0 08 02 0.2
8 1.7 07 06 04 04 0.3
9 1 02 -04 06 08 0.6
10 1.1 03 -04 0.6 0.7 0.6
11 1 06 12 05 04 0.2
12 05 02 01 09 03 0.2
13 1.3 03 -09 05 07 06
14 1 03 -01 05 09 06
15 1.1 03 -03 06 04 0.3
16 06 03 07 09 06 04
17 1 03 04 05 02 0.1
18 06 03 08 08 08 04
19 1.5 04 -09 04 08 06
20 06 02 05 08 08 04
21 1.8 0.7 0 05 07 0.5
22 1.6 06 -05 05 07 06
23 1 02 -03 05 13 0.6

Cuadro 6.7: Estimacién de los pardametros de item del modelo 2LPE

En la figura 6.2, se muestra la probabilidad de respuesta al item 1, en el modelo 2L la CCI
es simétrica, en el modelo 2LPE la CCI tiene asimetria negativa porque la mayor cantidad
de estudiantes tienen una probabilidd alta de acertar el item.

El codigo del modelo LPE se encuentra en el anexo A3. Los estimadores tienen un error
de estimacion mayor, esto podria ser debido a la alta correlacion con la iteraccion anterior,
se han quitado mas iteraciones que el caso de los modelos simétricos, el ajuste del modelo
LPE no mejora mucho, sin embargo es importante notar como se corrige la informacion de
la prueba respecto a la medida de habilidad, que estaba concentrada alrededor de la media

con los modelos simétricos, ver figura 6.5.
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Figura 6.2: Curvas caracteristicas del item para los modelos 2L y 2LPE

6.5.4. Modelo Testlet Logistico de Exponente Positivo (2LPET)

Si en el modelo 2LPE se tiene items que estan relacionados mediante un mismo estimulo,
como es el caso de nuestro instrumento de medicién, se puede modelar el efecto de esta
dependencia para CCls asimétricas. Mediante el modelo que proponemos, el modelo 2LPET

definido en la seccién 3.4, en el cual se modifica el predictor lineal latente
mij = aj(0; — bj — Gin(j))

donde g;p,(j) recoge el efecto testlet. El instrumento de medicién utilizado tiene 5 testlets

por lo que h(j) = 1,2,3,4,5. g esta centrado en cero para cada testlet Y ' g;n(;)Vh(j). De la

2

misma forma que el modelo 2LT nuestro interés es conocer la varianza de cada testlet oj, o
J

en los items con CCIs asimétricas.

Los resultados de la estimacién de los pardmetros se muestran en el cuadro 6.8. Podemos
observar que la CCI para el item 13 es asimétrica, tiene dependencia con el item 12 y cuando
se recoge el efecto de esta dependencia el parametro de penalizacién es di3 = 0,3. Esto resulta
interesante porque el item 12 y 13, ambos, miden la capacidad de localizar informacién literal
en un texto y esta es una capacidad sencilla para los estudiantes evaluados.

En el cuadro 6.9 se muestra la estimacion de la varianza de cada testlet. El testlet 3 es el que

presenta mayor varianza.
6.6. Comparacién de modelos

Si nos basamos en el DIC, el modelo que mejor estima los resultados es el modelo 2LT,
sin embargo el modelo 2LPET distribuye mejor la informacién del score 6, ver 6.5.
En la figura 6.3 se muestra la dispersién de las habilidades estimadas con el modelo Logistico
(2L) y el modelo Logistico Testlet (2LT), podemos observar que los puntos que estan arriba
de la linea son valores que tienen mayor puntaje en el eje y, es decir tienen un valor mayor
para la estimacién mediante 2L.

En la figura 6.4 se compara las habilidades estimadas con el modelo 2L y 2LPET, y existen
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Item no. t aj eeq; b; eep, d; eed,
1 F 2 1 -1.2 05 04 0.5
2 F|l24 11 -09 04 03 04
3 A|l09 03 03 06 05 03
4 Al1l2 06 09 05 05 0.3
5 Alll 04 -02 06 06 04
6 Al09 04 04 07 06 04
7 B|0&8 03 01 07 02 0.1
8 B|16 08 05 06 04 04
9 B|11 03 -02 06 06 04
10 B|12 04 -06 06 08 0.6
11 F|09 04 09 07 05 04
12 c|08 04 00 06 03 0.2
13 c|09 04 01 08 01 01
14 D|11 04 01 06 07 0.5
15 D|11 04 -05 06 04 04
16 D{05 02 05 09 06 0.3
17 D|{09 04 01 07 03 0.2
18 D{05 03 08 09 08 04
19 E|16 06 -08 05 06 0.5
20 E|06 02 03 08 08 04
21 E 2 1 01 04 05 0.5
22 E|17 06 -05 04 05 04

E

[N]
w

1 02 -04 05 12 0.7

Cuadro 6.8: Estimacién de los pardmetros de item del modelo 2LPET

Testlet sgi v
1 0.25
0.18
0.39
0.31

0.21

T W N

Cuadro 6.9: Varianza estimada de los testlets en el modelo 2LPET

Modelo | Dbar  Dhat DIC pD
2L 5428.0 5140.0 5717.0 288.5
2LT | 5129.0 4649.0 5609.0 480.3
2LPE | 5418.0 5129.0 5707.0 288.9
2LPET | 5124.0 4605.0 5642.0 518.8

Cuadro 6.10: Medidas de comparacién de los modelos

mayor cantidad de puntos que estan alejados de la linea en comparacién con la figura 6.3, lo
cual nos permite afirmar que el modelo 2L sobreestima la habilidad de los estudiantes que

tienen puntuaciones muy bajas, respecto al modelo 2LPET.
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Figura 6.3: Dispersién de las habilidades estimadas con el modelo 2L y 2LT

theta2l

theta2LPET

Figura 6.4: Dispersién de las habilidades estimadas con el modelo 2L y 2LPE Testlet

6.7. Funcion de Informacion

La informacién de fisher ha sido calculada con la estimacién promedio de cada pardmetro
en los modelos desarrollados, el cédigo en R se encuentra en el anexo (B.8). Los resultados
de la funcién de informacion de 6 indican que si se ignora el efecto testlet la informacién

de 6 es menor, en el caso simétrico; es decir, mayores errores estandar. Sin embargo, en el
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caso asimétrico el considerar el efecto testlet podria equilibrar mejor la informacién para los

valores extremos.

Test Information

12

10

- 2LPE
B — 2T

— — 2LPET

theta

Figura 6.5: Funcion de informacién de la prueba para los diferentes modelos planteados
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6.8. Resultados del modelo 2LPET

En la figura 6.6 y el cuadro se muestra estadisticas descriptivas de la medida latente

estimada.

o _
[ee)
o _|
@ ©
S
c
g
o
& I
o
[T
o _|
N
o '_|

Figura 6.6: Medida de habilidad (#) estimada por el modelo 2LPET

Medida | valor
media 0.10
mediana | 0.19
des. est. 0.85
asimetria | -0.57
kurtosis | -0.19

Cuadro 6.11: Estadisticos de la medida de habilidad () estimada por el modelo 2LPET

En la figura (6.7) los items 18, 11 y 4 son los items mds dificiles en contraste con los items
10, 22, 19, 2 y 1 que son los més faciles. Ademads los items con mayor discriminacién son el
8, 19, 21, 22 y 2, y los menos discriminativos son el item 16, 18 y 20.

Encontramos de acuerdo a la figura 6.8 y 6.9, que la mayoria de los items de la prueba
presentan parametro de penalidad d < 1, lo que de acuerdo a Samejima la CCI para estos
items asume valores més altos que la CCI simétrica para todo el rango de 6, es decir alumnos

con habilidades muy bajas tienen alta probabilidad de pasar el item.
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Figura 6.7: Discriminacién y dificultad de los items, en el modelo 2LPET
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Figura 6.8: Dificultad y penalidad de los items en el modelo 2LPET

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




+ = | PONTIFICIA
TESIS PUCP ER%EL'}(S:'EAD

DEL PERU

1.2

1.0

20 10
18

0.8
|

14
16 95
18 c2 21
8 22

< | 15 8 1
o

0.6
|

12 47

13

0.5 10 15 2.0

Figura 6.9: Penalidad y dificultad de los {tems en el modelo 2LPET
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Capitulo 7

Conclusiones

7.1. Conclusiones

= En el presente trabajo de tesis se desarrolla el modelo TRI logistico unidimensional de
respuesta binaria que considera enlaces simétricos y el modelo TRI logistico de expo-

nente positivo unidimensional de respuesta binaria que considera enlaces asimétricos.

= Se presenta el modelo Testlet logistico que consideran un enlace simétrico y tienen una

parametrizacién adicional en el predictor lineal latente para recoger el efecto testlet.

= Se propone e implementa el modelo Testlet logistico de exponente positivo que es una

extension del modelo LPE y considera enlaces asimétricos.

= La estimacién de los modelos se realizé mediante la inferencia bayesiana, usando el soft-
ware Openbugs, debido a la facilidad en su implementacién, no obstante el procedimieto

de estimacién es relativamente demorado.

» Se realizaron tres estudios de simulacién: (a) para medir el efecto de ignorar testlet en
presencia de éste, (b) para medir el efecto de ignorar asimetria cuando se presentan
datos asimétricos y (c) para medir el efecto conjunto de tener testlets y asimetria lo

que permite cocluir:

- Cuando los datos presentan testlets el mejor modelo es el modelo Testlet logistico

antes que el modelo TRI logistico.

- Cuando los datos presentan asimetria el mejor modelo es el modelo TRI logistico de

exponente positivo, especialmente en los items asimétricos.

- Cuando los datos presentan testlets y asimetria es mejor el modelo Testlet logistico
de exponente positivo antes que el modelo TRI logistico de exponente positivo,

pero no para los items en testlets.

= La aplicacién fué realizada con datos del Ministerio de Educacién, especificamente los
resultados de la ECE 2010 dirigido a estudiantes de segundo grado de primaria en un
conjunto de escuelas de Lima metropolitana. De los resultados obtenidos se concluye

que:

- Los datos consiguen un mejor ajuste con los modelos Testlets que los modelos sin

considerar dicho efecto y
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- Los modelos TRI sobreestiman la medida de habilidad respecto a los modelos Testlets

- La informacién de la prueba es mejor distribuida por el modelo propuesto 2LPET.

= La estimacién de los pardmetros nos permite concluir que los items més dificiles son
18, 11 y 4; los mas faciles son el 10, 22, 19, 2 y 1. Los que més discriminan son 8, 19,
21, 22 y 2 y los menos discriminativos son el {tem 16, 18 y 20. La mayoria de los items

presentan asimetria con parametro de penalidad d < 1.

7.2. Sugerencias para investigaciones futuras

= Los datos de la aplicacién corresponden a una distribuciéon de puntajes con asimetria
negativa (mayor presencia de puntajes altos), se recomienda explorar el uso del modelo

Testlet logistico de exponente positivo para este tipo de poblaciones.

= Explorar el uso de los modelos presentados con datos educacionales para promover el
reconocimiento de la importancia del efecto testlet tanto en la elaboraciéon de pruebas

pero sobre todo en la estimacion de los niveles de habilidad de los estudiantes.

= A partir de la metodologia presentada en este estudio es posible proponer una extensiéon
testlets del modelo de exponente positivo reciproco (RLPE en inglés) propuesto por
Bazan y Bolfarine (2010) sustituyendo en la expresion 3.23 p;; = \Il(mij)dj por p;; =
1 — U(—m;;)% en la seccién 3.5 o equivalentemente ajustando el modelo 2LPET a los

datos donde los aciertos son categorizados como 0 y los desaciertos como 1.

= Muchas respuestas en evaluaciones contienen datos politocémicos, nominales u ordinales

por lo que podrian estudiarse modelos para este tipo de respuestas, CCls asimétricas.

= Buscar alternativas computacionales para superar la limitacién del tiempo de estima-

cion.
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Apéndice A

Markov Chain Monte Carlo Methods (MCMC)

Los métodos MCMC fueron introducidos en 1953 en el area de la ciencia fisica, en una
version simplificada por Metropolis y sus asociados. Posteriores publicaciones incluyen la
generalizacién del algoritmo de Metropolis por Hastings (1970) y el desarrollo de Gibbs
sampler por Geman and Geman (1984). Luego fue redescubierto 35 anos maés tarde, por
Tanner and Wong, (1987) y es una de las herramientas principales en la inferencia estadistica
moderna. Permite a los investigadores cuantitativos estimar la distribuciéon posterior, de
modelos muy complicados, con precisién. Zoufras (2009).

Las técnicas MCMC estan basadas en la construccién de cadenas de Markov que eventual-
mente convergen a la distribucién objetivo, denominada estacionaria o de equilibrio, que en
el andlisis bayesiano es la distribucién a posteriori f(0|y).

Los métodos MCMC mas populares son:

» Metropolis-Hastings (Metropolis et al., 1953; Hasting, 1970)

» Gibbs sampling (Geman and Geman 1984)

A.1. Metropolis-Hastings Sampling

El algoritmo Metropolis-Hastings fué formulado inicialmente por Metropolis (1953), intro-
duciendo los métodos de simulacién basados en cadenas de Markov. Luego Hastings (1970)
generalizé la idea original en lo que se conoce ahora como algoritmo Metropolis-Hastings
(M-H).

Dado una distribucién objetivo f(x) para la que deseamos generar una muestra de tamano
T, el algoritmo M-H se resume en los siguientes pasos, donde z(*) es el vector de valores

generados en la iteracionm t.

1. Dar valores iniciales a z(%).
2. Para t=1,..., T repetir los siguientes pasos:

a. Generar el valor de un nuevo candidato z’ con distribucién propuesta ¢(x — z’) =

’

q(%)

b. Calcular o = min(1 M)

» f(2)e(a|z)
c. Actualizar z(¥) = 2/ con probabilidad a y z(¥) = 2 = 2(*=1) con probabilidad 1-a
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El algoritmo M-H converge a su distribucién de equilibrio al margen de la distribucion ¢
elegida. Sin embargo, en la practica la eleccion es importante dado que elecciones pobres
demoran la convergencia a la distribucién de equilibrio.

Casos especiales del algoritmo M-H son Metropolis de camino aleatorio, muestreo indepen-

diente, de componente unica y Muestreador de Gibbs.

A.2. Muestreador de Gibbs (MGibbs)

El muestreador de Gibbs (Gibbs sampler) fue introducido por Geman and Geman (1984).
Es un caso especial del algoritmo single-component M-H usando como densidad propuesta
q(0'10®)) ala distribucién a posteriori condicional completa f(6;6,,y), donde 6, = (0y,...,0;_1,0;41,...,04) .
Tales distribuciones propuestas tienen una probabilidad de aceptaciéon a = 1, y por tanto la
propuesta es aceptada en todas las iteraciones. A pesar de que MGibbs es un caso especial
del algoritmo M-H, es usualmente citado como una técnica de simulaciéon separada por su
popularidad y conveniencia. Una ventaja de MGibbs es que en cada paso, se deben gene-
rar valores aleatorios de distribuciones unidimensionales, frecuentemente estas distribuciones
condicionales tienen una forma conocida y asi se pueden generar ficilmente ntmeros alea-
torios usando funciones estandar en softwares estadisticos y computacionales. MGibbs toma
un nuevo valor en cada iteraciéon y lo méds importante es que no requiere la especificacién
de una distribucién propuesta. Sin embargo, MGibbs puede ser inefectivo cuando el espacio
paramétrico es complicado o los pardmetros estan altamente correlacionados. El algoritmo

puede ser resumido de la siguiente forma:
1. Dar valores iniciales a z(9).
2. Para t=1,..., T repetir los siguientes pasos:

a. Fijar = 9(t—1
b. Para j = 1,...,d actualizar 6; de 0; ~ f(6,|0,,v)

c. 81 = 9 y guardar esto como un conjunto de valores generados en la iteracién ¢ + 1.
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Apéndice B
Programas en OpenBUGS y R

Este primer anexo contiene los c6digo de los modelos desarrollados en Openbugs.

B.1. Modelo TRI Logistico de dos pardmetros (2L)

aj ~ dlnorm(0,1)
aa; = a;/(prod(a.))"/!

1<j<1I
bj ~ dnorm(0,1)
bb; = b; —mean(b,_)
mi; = a;-(0; — bj)
pij = eMii/(1+eMmid) 1<j<I6 ~ dnorm(0,1) 1<:<N

vi;j ~ dbern(p;;)
B.2. Modelo Testlet Logistico de dos parametros (2LT)

a; ~ dlnorm(0,1)
aa; = aj/(prod(a..))"!

1<;<1

bj ~ dnorm(0,1)

bb; = b; —mean(b.)

{
iy ~ dbern(pi;)
mij = aj-(0i —bj—gin;) ¢1<j<I
piy = €emii/(1+emii)

0; ~ dnorm(0,1) 1<i<N
Gik ™~ dnorm(oapjg,k) l<k<T
8¢k = Yik—mean(g. )

gir+1 = 0 )

Pgk ~ dgamma(3,1) L<k<T

Pigr = 1/Pgk -

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




L o PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\gﬁgﬁm

DE). PERU

B.3. Modelo TRI Logistico de Exponente Positivo (LPE)

Yi j ~ dbern(p; ;)
mij = aj- (0= by) ‘
logi e . <jsI p1<i<N
ogist; ; = €™ /(1+eMid)
. dd;
Di,j = loglstm- J

0; ~ dnorm(0,1) } 1<i<N
aj ~ dlnorm(0,1)

a; = a;/(prod(a,.))""
b;j ~ dnorm(0,1)

bb; = b; —mean(b..)

d; ~ dnorm(0,2)

ddj = edi

V

B.4. Modelo Testlet Logistico de Exponente Positivo (LPET)

aj ~ dlnorm(0,1)
aa; = a;/(prod(a..))"/!
bj ~ dnorm(0,1)

1<j<I

bb; = b; —mean(b..)
d;j ~ dnorm(0,2)
ddj = edi )

yi,j ~ dbern(piyj)

mz‘,j = aj . (91 — bj = gi,hj) 1 <j . [

logist; ; = €™ /(1 + ™) =/ =

. .dd;
Pij = loglsti,j SF

0; ~ dnorm(0,1)

Gik dnorm(O,pigk) { M
8%k — Yik— mean(g._.,k)
git+1 = 0 )
~ dgammal(3, 1
Dy k g (3,1) 1<k<T
Pigr = 1/pg,k

B.5. Cébdigo en R para el proceso de simulacion - Estudio 1

# Programa que simula datos Testlet y ajusta modelos 2LT y 2L
B g

# Librerias basicas

library(1tm)
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library (msm)
require(coda)
require(lattice)
require (BRugs)
library(R2WinBUGS)

m<-20 # numero de simulaciones

# GENERACION DEL CONJUNTO DE DATOS
HEHHHHAFHH B R RS HH R R RS H R R RS H RS

genera2ltest<- function(a,b,theta,g,h)
{

n<-length(theta)

k<-ncol(a)

m<-matrix(,n,k)

p<-matrix(,n,k)
data2ltest<-matrix(,n,k)

for(i in 1:n){

for(j in 1:k){
m[i,jl<-al,jl*(thetali]-b[,jl-gli,h[j11)
pli,jl<-plogis(m[i,j])

}

}

u<-matrix (runif (n*k),n)
data2Lltest<-ifelse(u<p,1,0)
return(data2Ltest)

}

n<-200 # Nuimero de sujetos
k<-20 # Nimero de items
t<-4 # Numero de testlets
s.a<-sqrt(0.5)

s.g<-sqrt(0.5)

a<-matrix(rtnorm(k,mean=1,sd=s.a,lower=0,upper=Inf), ,k)
b<-matrix(rnorm(k,0,1), ,k)

theta<-matrix(rnorm(n,0,1),n,)

#Restricciones.
b<-b-mean(b)

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




L o PONTIFICIA
TESIS PUCP gx_}\gﬁgﬁm

DEL PERU

den<-1

for(de in 1:k)
{den<-den*a[1,de]}
a<-a/(den~ (1/k))

a<-round(a,3)
b<-round(b,3)

g<-matrix(0,n,t+1)
hh<-matrix(c(5,1,1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5) ,k,)

for (j in 1:t)
{gl,jl<-rnorm(n,0,s.g)
ma<-mean(gl[,jl)
for (i in 1:n)
{gli,jl<-gli,j] - ma}
}
colMeans(g)
res<-matrix(0,m,6)
colnames (res)<-c(
"DIC2LT",
"pD2LT",
"time2LT",
"DIC2L",
"ph2L",
"time2L")
a_fit<-matrix(0,k,m)
b_fit<-matrix(0,k,m)
theta_fit<-matrix(0,n,m)
gl_fit<-matrix(0,n,m)
g2_fit<-matrix(0,n,m)
g3_fit<-matrix(0,n,m)
g4_fit<-matrix(0,n,m)
a2_fit<-matrix(0,k,m)
b2_fit<-matrix(0,k,m)
theta2_fit<-matrix(0,n,m)

for( 1 in 1:m){
data2LT<-genera2lLtest(a,b,theta,g,hh)

y=dput (data2LT)
d=c(5,1,1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5)

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%

_§1¥ -‘% PONTIFICIA
TESIS PUCP g gs UNIVERSIDAD

DEL PERU

data2lT <- list(d=d,I=k,N=n,T=t,y=y)
data.inits <- function(){
list(a=rep(1,k), b=rep(0,k), theta=rep(0,n), g=structure(.Data=rep(0,n*4),.Dim=c (200,
bugs.data(data2lLT,dir="C:/SIMULACION/Testlet")
tiempo2LT<-system.time(
model . sim<-bugs (
data="C:/SIMULACION/Testlet/data.txt",
inits=data.inits,
model.file="C:/SIMULACION/Testlet/2LTmodel.bug",
parameters=c("aa","bb","theta","gg"),
debug=F,
n.chains=2,
digits=5,
n.iter=15000,
n.burnin=1000,
n.thin=5,
program="openbugs"
))
a_fit[,1]<-model.sim$mean$aa
b_fit[,1]<-model.sim$mean$bb
theta_fit[,1]<-model.sim$mean$theta
gl _fit[,1]1<-model.sim$mean$ggl, 1]
g2_fit[,1]<-model.sim$mean$ggl[,2]
g3_fit[,1]<-model.sim$mean$ggl, 3]
gd_fit[,1]1<-model.sim$mean$ggl[,4]
t1t<-tiempo2LT[3]
DIC<-model.sim$DIC
pD<-model.sim$pD

data_2L <- list(I=k,N=n,y=y)
bugs.data(data_2L,dir="C:/SIMULACION/Testlet")
data.inits <- function(){
list(a=rep(1l,k), b=rep(0,k), theta=rep(0,n))}
tiempo2L<-system.time (
model . sim2<-bugs(
data="C:/SIMULACION/Testlet/data.txt",
inits=data.inits,
model.file="C:/SIMULACION/Testlet/2Lmodel9.bug",
parameters=c("aa","bb","theta"),
debug=F,
n.chains=2,

digits=5,
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n.iter=15000,
n.burnin=1000,
n.thin=5,
program="openbugs"

))
a2_fit[,1]<-model.sim2$meanPaa
b2_fit[,1]<-model.sim2$mean$bb
theta2_fit[,1]<-model.sim2$mean$theta
DIC2<-model.sim2$DIC
pD2<-model.sim2$pD
res[1,]<-c(

DIC,

pD,

tlt,

DIC2,

pD2,

tiempo2L[3])

}

write.table(res, file = "C:/SIMULACION/Testlet/salida8.txt")

#calculando ecm para estimacion 2LT
HAHHRHBHHAHHAH B H B HBHHAH R HBHH AR AH RS H RS H AR H
ecm_a<-matrix(0,k)

ecm_b<-matrix(0,k)

ecm_theta<-matrix(0,n)

ecm_gl<-matrix(0,n)

ecm_g2<-matrix(0,n)

ecm_g3<-matrix(0,n)

ecm_g4<-matrix(0,n)

for(j in 1:m)

{

ecm_a<-ecm_a+(a_fit[,jl-t(a)) "2
ecm_b<-ecm_b+(b_fit[,jl-t (b)) 2
ecm_theta<-ecm_theta+(theta_fit[,j]l-theta) 2
ecm_gi<-ecm_gi+(gl_fit[,jl-gl,1]1)"2
ecm_g2<-ecm_g2+(g2_fit[,jl-gl[,2]1)"2
ecm_g3<-ecm_g3+(g3_fit[,jl-gl,3])"2
ecm_g4<-ecm_g4+(gd_fit[,jl-gl,41)"2

}

ecm_a<-ecm_a/m
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ecm_b<-ecm_b/m
ecm_theta<-ecm_theta/m
ecm_gl<-ecm_gl/m
ecm_g2<-ecm_g2/m
ecm_g3<-ecm_g3/m
ecm_gé<-ecm_g4/m

#Calculando RMSE 2LT

H#HHAH B HAHH AR H R H B H AR
rmse_a<-sqrt(ecm_a)
rmse_b<-sqrt(ecm_b)
rmse_theta<-sqrt (ecm_theta)
rmse_gl<-sqrt(ecm_gl)
rmse_g2<-sqrt(ecm_g2)
rmse_g3<-sqrt(ecm_g3)
rmse_g4<-sqrt(ecm_g4)

#Calculando MAE 2LT

HHEFHF R R RH R
mae_a<-matrix(0,k)
mae_b<-matrix(0,k)
mae_theta<-matrix(0,n)
mae_gl<-matrix(0,n)
mae_g2<-matrix(0,n)
mae_g3<-matrix(0,n)

mae_g4<-matrix(0,n)

for(j in 1:m)

{

mae_a<-mae_a+abs(a_fit[,jl-t(a))
mae_b<-mae_b+abs(b_fit[,jl-t (b))
mae_theta<-mae_thetatabs(theta_fit[,j]-theta)
mae_gl<-mae_gl+abs(gl_fit[,jl-gl,11)
mae_g2<-mae_g2+abs(g2_fit[,jl-gl[,2])
mae_g3<-mae_g3+abs(g3_fit[,jl-gl,31)
mae_g4<-mae_g4+abs(gd_fit[,jl-gl,4])
}

mae_a<-mae_a/m

mae_b<-mae_b/m
mae_theta<-mae_theta/m
mae_gl<-mae_gl/m

mae_g2<-mae_g2/m
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mae_g3<-mae_g3/m
mae_g4<-mae_g4/m

#calculando ecm para estimacion 2L

HEHHRHBHHAH R H B HBHH AR H B H R R H RS
ecm2_a<-matrix(0,k)

ecm2_b<-matrix(0,k)

ecm2_theta<-matrix(0,n)

for(j in 1:m)

{

ecm2_a<-ecm2_a+(a2_fit[,jl-t(a)) "2
ecm2_b<-ecm2_b+(b2_fit[,jl-t(b))"2
ecm2_theta<-ecm2_theta+(theta2_fit[,j]l-theta) "2
}

ecm?2_a<-ecm2_a/m

ecm2_b<-ecm2_b/m

ecm?2_theta<-ecm2_theta/m

#Calculando RMSE 2L
HAHHAHBHHAHHAHHAH B HBHH AR
rmse2_a<-sqrt(ecm2_a)
rmse2_b<-sqrt(ecm2_b)
rmse2_theta<-sqrt(ecm2_theta)

#Calculando MAE 2L
D S i e e e e fa 2 2 2
mae2_a<-matrix(0,k)
mae2_b<-matrix(0,k)

mae2_theta<-matrix(0,n)

for(j in 1:m)

{

mae2_a<-mae2_a+abs(a2_fit[,jl-t(a))
mae2_b<-mae2_b+abs(b2_fit[,jl-t(b))
mae2_theta<-mae2_theta+abs(theta2_fit[,j]l-theta)
}

mae2_a<-mae2_a/m

mae2_b<-mae2_b/m

mae2_theta<-mae2_theta/m

B.6. Cédigo en R para el proceso de simulacion - Estudio 2

# Programa que simula datos Testlet LPE y ajusta modelos 2LPE Testlet y 2LPE
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HUSHH R

library (msm)
require(coda)
require(lattice)
require (BRugs)
library(R2WinBUGS)

setwd("C:/SIMULACION/LPE")

m<-20 # numero de simulaciones

genera2lPE<- function(a,b,theta,d)
{

n<-length(theta)

k<-ncol(a)

m<-matrix(,n,k)

p<-matrix(,n,k)

datag2lpe<-matrix(,n,k)

for(i in 1:n){

for(j in 1:k){
m[i,jl<-al,jl*(thetalil-b[,jl)
pli,jl<-(plogis(m([i,jl))~dl,j]
}

}

u<-matrix(runif (n*k),n)
datag2lpe<-ifelse(u<p,1,0)
return(datag2lpe)

}

n<-200 # Nuimero de sujetos

k<-20 # Nimero de items

a<-matrix(rtnorm(k,mean=1,sd=sqrt(0.5),lower=0,upper=Inf), ,k)
b<-matrix(rnorm(k,0,1), ,k)

theta<-matrix(rnorm(n,0,1),n,)

d<-matrix(c(0.1, 0.2, 0.3, 0.3, 0.3, 0.4, 0.7, 0.8, 1.0, 1.0, 1.0, 1.0,
1.0, 1.0, 1.0, 1.1, 1.4, 1.5, 1.8, 3.0),,k)

#Restricciones.
b<-b-mean (b)
den<-1
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for(de in 1:k)
{den<-denx*al1,de]}
a<-a/(den" (1/k))

a<-round(a,3)
b<-round(b,2)

res<-matrix(0,m,6)
colnames (res)<-c(
"DIC2LT",

"pD2LT",
"time2LT",
"DIC2L",

"pD2L",

"time2L"

)

a_fit<-matrix(0,k,m)
b_fit<-matrix(0,k,m)
d_fit<-matrix(0,k,m)

theta_fit<-matrix(0,n,m)

a2_fit<-matrix(0,k,m)
b2_fit<-matrix(0,k,m)
theta2_fit<-matrix(0,n,m)

#Inicia iteraciones

for(l in 1:m){
data2LPEa<-genera2LPE(a,b,theta,d)
y=dput (data2LPEa)

data2lpe <- list(I=k,N=n,y=y)

data.inits <- function(){

list(a=rep(1,k), b=rep(0,k), d=rep(1l,k), theta=rep(O,n) )}

bugs.data(data2lpe,dir="C:/SIMULACION/LPE")

tiempo2lpe<-system.time(

model . sim<-bugs(
data="C:/SIMULACION/LPE/data.txt",
inits=data.inits,
model.file="C:/SIMULACION/LPE/2LPEmodel9.txt",
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parameters=c("aa","bb","d","theta"),
debug=F,

n.chains=2,

digits=5,

n.iter=15000,

n.burnin=1000,

n.thin=5,

program="openbugs"

)

a_fit[,1]<-model.sim$mean$aa
b_fit[,1]<-model.sim$mean$bb
d_fit[,1]<-model.sim$mean$d
theta_fit[,1]<-model.sim$mean$theta
tlt<-tiempo2lpe[3]
DIC<-model.sim$DIC

pD<-model.sim$pD

data2l <- list(I=k,N=n,y=y)
data.inits <- function(){

list(a=rep(1,k), b=rep(0,k), theta=rep(O,n))}
bugs.data(data2l,dir="C:/SIMULACION/LPE")

tiempo2L<-system.time (
model . sim2<-bugs(
data="C:/SIMULACION/LPE/data.txt",
inits=data.inits,
model.file="C:/SIMULACION/LPE/2Lmodel9.bug",
parameters=c("aa","bb","theta"),
debug=F,
n.chains=2,
digits=5,
n.iter=15000,
n.burnin=1000,
n.thin=5,
program="openbugs"
))
a2_fit[,1]<-model.sim2$mean$aa
b2_fit[,1]<-model.sim2$mean$bb
theta2_fit[,1]<-model.sim2$mean$theta
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DIC2<-model.sim2$DIC
pD2<-model.sim2$pD

res[1l,]<-c(

DIC,

pD,

tlt,

DIC2,

pD2,

tiempo2L[3])

} #Termina Iteraciones

write.table(res, file = "C:/SIMULACION/LPE/salidal2.txt")

B.7. Cébdigo en R para el proceso de simulacion - Estudio 3

# Programa que simula datos Testlet LPE y ajusta modelos 2LPE Testlet y 2LPE
i s s s s s s s s s s s

library (msm)

library(1ltm)

require(coda)

require(lattice)

require (BRugs)

library (R2WinBUGS)
setwd("C:/SIMULACION/TestletLPE")

m<-20 # numero de simulacioes
genera2lPEtest<- function(a,b,theta,g,h,d)
{

n<-length(theta)

k<-ncol(a)

m<-matrix(,n,k)

p<-matrix(,n,k)

data2ltest<-matrix(,n,k)

for(i in 1:n){

for(j in 1:k){
m[i,jl<-al,jl*(thetalil-b[,jl-gli,h[j11)
pli,jl<-(plogis(m[i,j1))"d[,j]

}

}

u<-matrix(runif (n*xk) ,n)
data2Ltest<-ifelse(u<p,1,0)
return(data2Ltest)
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n<-200 # Numero de sujetos
k<-20 # Numero de items
t<-4 # Nimero de testlets
s.a<-sqrt(0.5)

s.g<-sqrt(0.5)

a<-matrix(rtnorm(k,mean=1,sd=s.a,lower=0,upper=Inf), ,k)
b<-matrix(rnorm(k,0,1), ,k)

theta<-matrix(rnorm(n,0,1),n,)

d<-matrix(c(0.1, 0.2, 1, 0.3, 0.3, 0.4, 1.5, 0.8, 1.0, 1.0, 1.1, 1.4,
0.7, 1.8, 3.0, 1.0, 1.0, 0.3, 1.0, 1.0),,k)

#Restricciones.
b<-b-mean (b)
den<-1

for(de in 1:k)
{den<-denx*al1,de]}
a<-a/(den~ (1/k))

a<-round(a,3)

b<-round(b,3)

g<-matrix(0,n,t+1)
hh<-matrix(c(5,1,1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5) ,k,)

for (j in 1:t){
gl,jl<-rnorm(n,0,s.g)
ma<-mean(gl[,jl)

for (i in 1:n){gli,jl<-gli,j] - ma}
}

colMeans(g)

res<-matrix(0,m,6)
colnames (res)<-c(
"DIC2LPET",
"ph2LPET",
"time2LPET",
"DIC2LPE",
"ph2LPE",
"time2L.PE"

)
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a_fit<-matrix(0,k,m)
b_fit<-matrix(0,k,m)
d_fit<-matrix(0,k,m)
theta_fit<-matrix(0,n,m)
gl_fit<-matrix(0,n,m)
g2_fit<-matrix(0,n,m)
g3_fit<-matrix(0,n,m)
gd_fit<-matrix(0,n,m)

a2_fit<-matrix(0,k,m)
b2_fit<-matrix(0,k,m)
d2_fit<-matrix(0,k,m)
theta2_fit<-matrix(0,n,m)

#Inicia iteraciones

for(l in 1:m){
data2LT<-genera2LPEtest(a,b,theta,g,hh,d)
y=dput (data2LT)
h=c(5,1,1,1,1,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5)
data2lpetest <- list(h=h,I=k,N=n,T=t,y=y)

data.inits <- function(){
list(a=rep(l,k), b=rep(0,k), d=rep(l,k), theta=rep(0,n),g=structure(.Data=rep(0,n*4),
bugS.data(datanpeteSt,dir="C:/SIMULACIUN/TestletLPE“) # No modificar

tiempo2lpet<-system.time(

model . sim<-bugs (
data="C:/SIMULACION/TestletLPE/data.txt",
inits=data.inits,
model.file="C:/SIMULACION/TestletLPE/2LPETmodell.bug",
parameters=c("aa","bb","d","theta","gg"),
debug=F,
n.chains=2,
digits=5,
n.iter=15000,
n.burnin=1000,
n.thin=5,
program="openbugs"

)

a_fit[,1]<-model.sim$mean$aa
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b_fit[,1]<-model.sim$mean$bb
d_fit[,1]<-model.sim$mean$d
theta_fit[,1]<-model.sim$mean$theta
gl _fit[,1]1<-model.sim$mean$ggl,1]
g2_fit[,1]<-model.sim$means$ggl,2]
g3_fit[,1]<-model.sim$mean$ggl,3]
ga_fit[,1]<-model.sim$mean$ggl,4]
tlpet<-tiempo2lpet [3]
DIC<-model.sim$DIC

pD<-model.sim$pD

data2lpe <- list(I=k,N=n,y=y)
data.inits <- function(){

list(a=rep(1,k), b=rep(0,k), d=rep(l,k), theta=rep(0,n) )}
bugs.data(data2lpe,dir="C:/SIMULACION/TestletLPE")

tiempo2LPE<-system.time(
model . sim2<-bugs(
data="C:/SIMULACION/TestletLPE/data.txt",
inits=data.inits,
model.file="C:/SIMULACION/TestletLPE/2LPEmodel9.txt",
parameters=c("aa","bb","d","theta"),
debug=F,
n.chains=2,
digits=5,
n.iter=15000,
n.burnin=1000,
n.thin=5,
program="openbugs"
))
a2_fit[,1]<-model.sim2$meanPaa
b2_fit[,1]<-model.sim2$mean$bb
d2_fit[,1]<-model.sim2$mean$d
theta2_fit[,1]<-model.sim2$mean$theta
tlpe<-tiempo2LPE[3]
DIC2<-model.sim2$DIC
pD2<-model.sim2$pD

res[1l,]<-c(
DIC,

pD,

tlpet,
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DIC2,
pD2,
tlpe)

}# Termina
write.table(res, file = "C:/SIMULACION/TestletLPE/salida3.txt")

B.8. C(Cdédigo en R para calcular la Funcién de Informacién

#Calculos para Funcién de Informacién
B

#Leyendo datos

setwd("D:/.../resultados2L")

theta.data <- read.table("theta.txt", header=F, sep="\t")
a.data <- read.table("a_fit.txt", header=T, sep="\t")
b.data <- read.table("b_fit.txt", header=T, sep="\t")

#1 .Funcion de informacion del item para 2L
HHBFHFHF R RFHF R R R
fii <- function(x,a){
a”2x (1/(1+exp(-x)))*(1-1/(1+exp(-x)))}
theta2l. <- sort(theta.data$Vi)
IIF<-matrix(0,344,23)
for(i in 1:23)
{
a<-a.data$mean[i]
b<-b.data$mean[i]
y<-a*(theta2lL - b)
IIF[,i]<-fii(y,a)
}
I_2I<-IIF[,1]
for(j in 2:23){
I_2L<-I_2L+IIF[,jl}

# 2.Funcion de informacion del item para 2LPE
s s s s s s s s s s s s s S

#Leyendo datos

setwd("D:/.../resultados2LPE")

theta.data <- read.table("theta_2lpe.txt", header=F, sep="\t")
a.data <- read.table("a_2lpe.txt", header=T, sep="\t")

b.data <- read.table("b_2lpe.txt", header=T, sep="\t")

d.data <- read.table("d_2lpe.txt", header=T, sep="\t")
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fda <- function(x,d){
1/ (1+exp(-x))~d}
iif <- function(x,d,a){
(axd) ~2xfda(x,d)*(1-fda(x,1)) "2/ (1-fda(x,d))}

theta2lPE <- sort(theta.data$Vil)
IIF_21lpe<-matrix(0,344,23)
for(i in 1:23)

{

a<-a.data$mean[i]
b<-b.data$mean[i]
d<-d.data$mean[i]
y<-a*(theta2LPE - b)
IIF_2lpel,il<-iif(y,d,a)

}

I_2LPE<-IIF_21pel,1]

for(j in 2:23){
I_2LPE<-I_2LPE+IIF_2lpel,jl}

#####3 . Funcion de informacion del item para 2L Testlet

HEFHEH B H AR R R R R R R R
#Leyendo datos

setwd("D:/.../resultados2Ltestlet")

theta.data <- read.table("2ltest_theta.txt", header=F, sep="\t")
a.data <- read.table("a_2LT.txt", header=T, sep="\t")

b.data <- read.table("b_2LT.txt", header=T, sep="\t")

g.data <- read.table("g_2LT.txt", header=T, sep="\t")

fii <- function(x,a){
a”"2x (1/(1+exp(-x)))*(1-1/(1+exp(-x)))}
theta <- matrix(theta.data$Vvi,b344,1)

g2lt<-matrix(g.data$mean,344,5,byrow=TRUE)

g21t<-cbind(g21lt,rep(0,344))

g21t<-cbind(g21lt,theta)

write.table(g2lt, file = "g_thet.txt") #0rdenar datos por la variable theta.
go.data <- read.table("g_thet_o.txt", header=T, sep="\t")
g21lt_o<-data.matrix(go.data[2:8])

g21t_o[1,7]
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h=c(6,6,1,1,1,1,2,2,2,2,6,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5)
for(i in 1:23)

{

a<-a.data$mean[i]

b<-b.data$mean[i]

y<-ax(g2lt_o[,7] - b - g2lt_o[,h[il])
ITF_2LT[,il<-fii(y,a)

}

I_2LT<-IIF_2LT[,1]

for(j in 2:23){
I_2LT<-I_2LT+IIF_2LT[,j1}

###### 4.Funcion de informacion del item para 2LPE Testlet
g g s s

#Leyendo datos

setwd("D:/.../resultados2LPE_testlet")

theta.data <- read.table("theta_2lpet.txt", header=F, sep="\t")
a.data <- read.table("a_2lpet.txt", header=T, sep="\t")

b.data <- read.table("b_2lpet.txt", header=T, sep="\t")

d.data <- read.table("d_2lpet.txt", header=T, sep="\t")

g.data <- read.table("g_2lpet.txt", header=T, sep="\t")

fda <- function(x,d){
1/ (1+exp(-x))~d}
iif <- function(x,d,a){
(axd) ~2*xfda(x,d)*(1-fda(x,1))"2/(1-fda(x,d))}

theta <- theta.data$Vv3
g2lpet<-matrix(g.data$mean,344,5,byrow=TRUE)
g2lpet<-cbind(g2lpet,rep(0,344))

g2lpet<-cbind(g2lpet,theta)

write.table(g2lpet, file = "glpet_thet.txt")

go.data <- read.table("glpet_thet_o.txt", header=T, sep="\t")
g2lpet_o<-data.matrix(go.data[2:8])

g2lpet_o[1,1:7]
h=c(6,6,1,1,1,1,2,2,2,2,6,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5)

ITF_21pet<-matrix(0,344,23)
for(i in 1:23)
{

a<-a.data$mean[i]
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b<-b.data$mean[i]

d<-d.data$mean[i]

y<-ax(g2lpet_o[,7] - b - g2lpet_ol[,h[i]])
IIF_2lpet[,i]<-iif(y,d,a)

}

I_2LPET<-IIF_2lpet[,1]

for(j in 2:23){
I_2LPET<-I_2LPET+IIF_2lpet[,jl}

plot(theta2L,I_2L,type=’1’,1lty=1, xlab=’theta’, ylab=’Informacién de la prueba’, ylim=c(0
lines(theta2lPE,I_2LPE,1ty=1,col=1,1wd=3)
lines(g2lt_o[seq(1,344,by=1),7],I_2LT[seq(1,344,by=1)],1ty=2, col=1)
lines(g2lpet_ol[seq(1,344,by=1),7],I1_2LPET [seq(1,344,by=1)],1ty=2,col=1,1wd=3)

legend ("topright",legend=c("2L","2LPE","2LT","2LPET") ,1ty=c(1,1,3,2),
lwd=c(1,2,1,2),cex=0.6)
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Apéndice C

Prueba de Comprension de Textos - ECE2010
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Comprension
lectora

SEGUNDO GRADO ‘

Cuadernillo 1 iy
e Primer dia ) ,‘?f/ "

Datos de la I.E.

Datos del estudiante

Marque aqui si el estudiante no osisto
Cédigo del estudiante Seccién D para desarrollar este cuadernillo o no estuvo en D
el aula durante todo el tiempo establecido.
Apellido paterno Apellido materno
Nombres

| o2 01 CLectra 2w datinas 1 oo 11330 | MC_2_01_0 Lectora 2MC_dia .ndd 2 101510 11339 AN

L Mt
e

e Lee cada texto con mucha atencion.
® Luego, lee cada pregunta y marca con X la respuesta correcta. L\ A
 Si lo necesitas, puedes volver a leer el fexto. A ora Pl‘(.e es emFeZar.

® Solo debes marcar una respuesta por cada pregunta.

Vamos a resolver juntos el primer ejemplo.

2]

Lee la siguiente oracién y marca su dibujo. )

‘ Juana lee un libro.

z_ ~1) Lee la siguiente oracién y marca su dibujo. )
(d = w
O & f.;'--.j._[;
i S — S J?} -.:
44
1L Horacio jala su oveja y Esteban carga su conejo.
Ahora resuelve ti solo el segundo ejemplo.
r—
-(_.1) Lee con atencion el siguiente texto: )
S
-~ Juan y su perro
5 Juan tiene un perro que se llama Manchitas.
- A Manchitas le gusta mucho jugar con la
L pelota.

pa
Ahora marca la respuesta correcta. )

3Cémo se llama el perro de Juan?

@ Peluchin.
@ Negrito.
Manchitas.

D Resuelve el resto del cuadernillo en silencio.
D Trabaja sin mirar los cuadernillos de tus compafieros.
D Solo podras preguntar si tienes dudas de cémo marcar tus respuestas.
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"C) Lee con atencién la siguiente oracién: )
N ¥
Ménica y Efrain irdn a jugar al parque cuando Josefina
les dé permiso.
pa

Ahora marca la respuesta correcta. )

2. 3Qué hardn Ménica y Efrain en el parque?

(a) Comer.
(b) Leer.

Jugar.

2 Pasa ala siguiente Mgim.))

|| Mo_2.01 G Locra 2 v 5

9395

2.
Ahora marca la respuesta correcta de cada pregunta. )

3. 3Para qué sirve la cola de una cometa?

@ Para permitir que la cometa vuele mas alto.
(&) Para que la cometa haga piruetas en el aire.

Para ayudar a que la cometa permanezca en el aire.

4. 3Qué es lo primero que debes hacer para volar tu cometa?

(@) Soltar un poco de hilo para que se eleve.
(b) Pedirle a un amigo que sostenga tu cometa.
Alejarte un poco, de espaldas al viento.

5. 3Por qué no debes volar tu cometa cerca de los postes de luz?

(a) Porque podria atraer la electricidad de los postes.
(b) Porque la cometa puede malograr los postes.

Porque la cometa puede quemarse con los focos.

6. 3Para qué se escribid este texto?

(@) Para darnos una opinién.
(b) Para darnos recomendaciones.
Para contarnos una historia.

| 7 - .
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Seguramente alguna vez has volado una cometa.
A continuacién, te damos algunas ideas para cuando te animes
a hacerlo.

Cuando salgas a volar tu

cometa, aseglrate de que no \,_/
haya demasiado viento, ya que (" -
podria ser dificil manejarla bien. o = ; 3
Loideal es que el viento no sople 73 L T i

muy fuerte, para que puedas
hacer piruetas en el cielo con

tu cometa.

No debes volar tu cometa cerca de postes de luz, y menos si esta lloviendo.

Podria enredarse en el poste y atraer la electricidad.

Paravolar tu cometa, debes pedirle a un amigo que la sostenga. Después, coge
el hilo de la cometa y aléjate un poco, de espaldas al viento. Luego, pidele
a tu amigo que suelte la cometa y corre para que se mantenga en el aire.

Cuando la cometa esté volando, suelta un poco de hilo para que se eleve.

cometa permanezca en el aire.

Si deseas, puedes colocarle una cola a tu cometa. La cola ayudara a que la

MC_2_01_C Lectora 2 MC_dia 1.ndd 6
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C‘) Lee con atencién el siguiente texto:

especialmente en Lambayeque y Piura. Tiene un tronco grueso y
pequenas florecillas amarillas.

El algarrobo tiene unas semillas que son muy dulces. Estas semillas
sirven para hacer galletas y caramelos. También sirven para preparar
un jarabe muy conocido llamado algarrobina.

El algarrobo puede vivir en lugares donde no llueve. Sus profundas
raices le permiten tomar el agua subterrdnea.

Sin embargo, los algarrobos estdn en peligro de extincion. Muchos
de estos drboles se talan con hachas y sierras, pero no se vuelven
a sembrar. Luego son usados como lena y carbon en pollerias y

|
}
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
| El algarrobo es un drbol que crece en la costa norte del Pert,
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
| supermercados.
|
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2.
@) Ahora marca la respuesta correcta de cada pregunta. ) 1. Lee la siguiente parte del texto:

7. 3Dénde crece el algarrobo?

(a) En el sur del Perd.
@ En la costa norte del Perd.

El algarrobo tiene unas semillas que son muy dulces. Estas semillas
Solo en Lambayeque.

sirven para hacer galletas y caramelos. También sirven para preparar
un jarabe muy conocido llamado algarrobina.

8. En el texto, 3qué quiere decir que “muchos de estos arboles
se talan”?

(a) Que estdn sembrando muchos drboles. 3Cudl es la idea mds importante de esta parte del texto?

(b) Que estan quemando muchos arboles. (a) Para qué sirven las semillas del algarrobo.

Que estan cortando muchos arboles.

(b) Como se prepara el jarabe de algarrobina.
Qué sabor tienen las galletas de algarrobina.
9. 3Por qué el algarrobo puede vivir en lugares donde no llueve?

(a) Porque toma el agua subterranea con sus profundas raices.
(b) Porque hay personas que le echan agua todos los dias.

Porque puede almacenar el agua en su grueso tronco.

10. 3De qué trata principalmente este texto?

(a) Trata de como es la costa.
(b) Trata de cémo es el algarrobo.
Trata de los usos de la algarrobina.

a
‘Pasa a la siguiente pdgina. ))
| [ | mli
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o

Lee con at

<
@.
-

) Lee con atencidn la siguiente nota:

+

i6n el siguient o )

-
L4
L

B I [ace mucho tiempo, un tigrillo queria cruzar al otro lado del rio,
|I pero no podia. Entonces, le pidié ayuda a una tortuga:
—Tortuguita, por favor, déjame subir a tu espalda para que me lleves

Estimado profieser

e ciona (& .
eoves, M \‘UQ ma ey alaisla.
moﬁor\o A i \_e toco SV voc! \
ala ‘)os’w w‘\&d\cw regresarc& o La tortuga cargé al tigrillo a cuestas y paso el rio.
. riano
nes = . o B 2
E\ vief! \ ! uchas groc\05~ [\ . Al poco rato, el tigrillo intenté morder a la tortuga y le dijo:
\o escuelo: nbonio

—Tortuguita, tengo muchisima hambre. Te voy a comer.

cgue La tortuga se asusté mucho. Se metié en su duro caparazén y ya no
e = = o quiso salir de él.

2 Pasaron los dias y el tigrillo, al ver que no podia comerse a la tortuga,
@j Ahora marca la respuesta correcta de cada pregunt ) le dijo:

—Tortuguita, me muero de hambre. Por favor, regrésame a la selva.

12. 3Cudndo ird Mariana a la posta médica? La tortuga creyé que el tigrillo ya no intentaria hacerle dafio; sin
embargo, el tigrillo pensaba comerse a la tortuga apenas llegaran a
(o) El lunes. la selva.
(b) El jueves.

El viernes. La tortuga nadé llevando al tigrillo a cuestas
nuevamente, pero se dio cuenta de susintenciones.
Antes de llegar a la orilla, la tortuga se metié
debajo del agua para escaparse del tigrillo,
quien casi se ahoga. Cuando
@ Porque le foca su vacuna. llega .a lagcuilla de’l rios
el tigrillo comprendié que
habia actuado mal con
la tortuga que lo habia
ayudado.

13. 3Por qué Mariana ird a la posta médica?

(b) Porque esta muy enferma.
Porque quiere visitar a Anfonio.

| » S
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@) Ahora marca la respuesta correcta de cada pregunta. )

14.

16.

|| Mo_2.01 6 Locra s 1 13

19192

3Cudl de estos hechos ocurrid primero en el cuento?

(a) El ftigrillo casi se ahoga en el rfo.
(b) La tortuga se metié debajo del agua.
El tigrillo intentd morder a la tortuga.

3Por qué el tigrillo intentd morder a la tortuga?

(a) Porque no quiso ayudarlo.
(b) Porque tenia mucha hambre.
Porque intentd ahogarlo.

3Qué quiere decir que la tortuga nadé “llevando al tigrillo a
cuestas”?

(a) Que nadb llevandolo sobre su espalda.
(b) Que nad llevandolo muy asustada.
Que nadb llevandolo con facilidad.

3Cémo era la tortuga?

(a) Era egofsta.
@ Era abusiva.
Era inteligente.

Este to nos princip te que:

(a) no debemos pelearnos con nuestros amigos.
(b) nunca debemos hacer dafio a los animales.
debemos ser agradecidos con los que nos ayudan.

-
-.'".{
Pasa a la siguiente pdgina. ))

Tonno vzt A |

pa
Ahora marca la respuesta correcta de cada pregunta. )

19.

20.

2L

223

23.

3Por qué hubo una fiesta en la comunidad?

(a) Porque era el dia de San Vicente.
(b) Porque era el cumpleafios del alcalde.
Porque se construyd una capilla.

Segin el texto, 3qué sucedié por la tarde?

(a) Los masicos acompafiaron la procesion.
(b) Varios cantantes se presentaron en la plaza.
Prendieron velas para iluminar la capilla.

3Cémo termind la fiesta patronal de San Vicente?

(@) Con un discurso del alcalde.
(b) Con una misa en la capilla.
Con una procesidn.

3De qué trata principalmente este texto?

(a) Trata de cémo son los fuegos artificiales.
(b) Trata de la fiesta patronal de San Vicente.
Trata de una misa en la capilla del pueblo.

3Para qué se escribid este texto?

(a) Para darnos una opinién.
Felicitaciones.
Has terminado.

(b) Para darnos un consejo.
Para darnos informacidn.
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C‘) Lee con atencidn el siguiente texto:
LS

Lunes 20 de abril de 2009

Un domingo para
San Vicente

El domingo 19 de abril hubo una fiesta en nuestra
comunidad. Era el dia de San Vicente, nuestro
patrono.

La fiesta patronal se inicié por la mafiana con una
misa en la capilla, totalmente iluminada por las
velas, y siguié con una procesion acompafiada
por la banda de musicos de San Vicente. Por la
tarde, varios cantantes se presentaron en la plaza
de armas de nuestra comunidad para animar el

ambiente, mientras el sol brillaba en lo alto.

Por la noche, hubo fuegos artificiales. Mientras
la gente disfrutaba del espectaculo, el cielo se
iluminé de todos los colores. La fiesta termind
con un discurso de nuestro alcalde.

MC_2_01_C Lectora 2 MC_dia 1.indd 14
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