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RESUMEN

El valor absoluto es un tema muy importante dentro del contexto matematico, ya que es
utilizado en el célculo diferencial e integral (limites, continuidad, derivadas e integrales)
y en la Estadistica (prueba de los rangos de signos de Wilcoxon) y cuya comprension es

dificil no solo para los alumnos, sino también para los mismos profesores.

En este trabajo intentamos tipificar los errores, dificultades y obstaculos cuando se
presenta a un grupo de alumnos tareas en las cuales deben usar el concepto del valor
absoluto. Asi también, reconocer que las dificultades presentadas por dichos alumnos,
se deben en parte, al desconocimiento de los mismos profesores sobre los diferentes

usos del valor absoluto.

Por ello, vemos necesario hacer una propuesta de una secuencia de tareas usando
criterios de idoneidad que nos guien en la elaboracion de la misma y que sirvan a los
profesores como instrumento en su labor docente. Creemos que serd un aporte Gtil y

préctico.

El marco tedrico fundamental con que trabajamos es el enfoque ontosemidtico de la
cognicién e instruccién matematica (EOS), propuesto por Godino y colaboradores.
Especificamente hacemos uso de los criterios de idoneidad didactica que nos guian en la
elaboracion de esta propuesta, teniendo en cuenta los indicadores empiricos
identificados en cada una de las facetas (epistémica, cognitiva, interaccional, ecologica
y mediacional) para la mejora progresiva de los procesos de ensefianza y aprendizaje del

valor absoluto.
La presente investigacion tiene las siguientes caracteristicas:

a) Es experimental: porque se trabaja con una prueba diagnostica, cuestionarios y

se disefia una clase (secuencia de tareas) basada en los criterios de idoneidad.

b) Es mixta: ya que obedece a un disefio descriptivo y explicativo. Descriptivo
porque se observara la clase del profesor, se manejardn variables de tipo
cualitativa (para ver los tipos de errores) y cuantitativa (para ver los resultados).
Sera explicativa porque se harad el analisis de una clase, con la finalidad de
valorarla y observar si los conocimientos del alumno y del profesor acerca de la

del valor absoluto son los apropiados.
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c) Contempla el disefio de tareas didacticas: Se realizard una secuencia de tareas
con la finalidad de tratar de superar los errores, las dificultades y los obstaculos
que se presentan durante el proceso de ensefianza y aprendizaje del valor
absoluto. Se disefiaran sesiones de clase con representatividad (holo-significado)

y propiciando una buena interaccion.

d) Utiliza la idoneidad didactica y su sistema de indicadores empiricos ya que es
una herramienta del enfoque ontosemidtico que orienta de manera fundamentada
la accién efectiva sobre la instruccion o ensefianza y promueve Su mejora

progresiva (Godino, 2011).

En la bdsqueda del mejoramiento de la ensefianza y el aprendizaje del concepto y los
usos del valor absoluto, se disefia una secuencia de actividades didacticas (disefio de
tareas) que tengan en cuenta las dimensiones: epistémica, cognitiva e instruccional y
que contribuyan a lograr una eficacia cognitiva en los estudiantes del nivel superior. Por

cuestiones de tiempo, no se llegd a implementar esta secuencia de actividades.
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CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA, RELEVANCIA Y
OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION

Resumen

En la seccion 1.1 se presenta el planteamiento del problema de investigacion, en el que
se indica que hay poco énfasis en diseriar situaciones diddcticas para que los alumnos
comprendan el concepto del valor absoluto y que tampoco se transita por sus diferentes
usos, en la seccion 1.2 de este capitulo se presenta la relevancia del problema de
investigacion, también se detallan algunas investigaciones realizadas a lo largo de la
historia acerca del concepto del valor absoluto; en la seccion 1.3 se plantean dos
preguntas de investigacion las que enlazadas con dos objetivos generales y cinco
objetivos especificos de la investigacion propuestas se pretende dar solucion al
problema de investigacion; en la seccion 1.4 se explica la delimitacion del problema de
investigacion, en la que se considera necesario buscar modelos adecuados para
abordar los estados del concepto del valor absoluto con la finalidad de obtener una
eficacia cognitiva; en la seccion 1.5 se presenta la justificacion del problema de

investigacion.
1.1 Planteamiento del problema de investigacion

El valor absoluto es un tema muy importante dentro del contexto matematico, ya que es
utilizado en el célculo diferencial e integral (limites, continuidad, derivadas e integrales)
y en la Estadistica (prueba de los rangos de signos de Wilcoxon). Diversos
investigadores como Cerizola (2005) y Wilhelmi (2007) sefialan que la comprension del
concepto del valor absoluto (VA) es dificil para los alumnos. Se puede constatar que en
la ensefianza del concepto del VA, en los primeros afios del nivel superior, no se pone
suficiente énfasis en disenar situaciones didacticas para que los alumnos comprendan
el concepto del VA y no se transita tampoco por sus diferentes usos. Solo son
enumeradas sus propiedades y sus aplicaciones, como resoluciéon de igualdades y

desigualdades con valor absoluto, tratdindose muy superficialmente.
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1.2 Relevancia del problema de investigacion

Se considera que la presente investigacion es relevante y pertinente. Relevante porque
en el Per, no existen investigaciones en Didactica de la Matematica acerca del
concepto del VA y también, porque en nuestra experiencia como docente en la
Educacion Bésica Regular (EBR) y en el nivel universitario, observamos que los
alumnos del primer ciclo del nivel universitario, muestran de manera significativa
algunas barreras para un aprendizaje posterior sobre este tema. Y pertinente, porque

permite una interpretacion consistente del concepto del VA.

Muchos investigadores manifiestan que el concepto del valor absoluto presenta
dificultades en su aprendizaje, asi tenemos los estudios realizados por: Arcidiacono
(1983) con el andlisis grafico del VA; Chiarugi, Fracassina y Furinghetti (1990)
mediante el estudio de la dimensién cognitiva del VA; Gagatsis y Thomaidis (1994)
mediante el proceso evolutivo del VA; Horak (1994) que investiga sobre el uso de
calculadoras graficas en el concepto del VA; Perrin-Glorian (1995) con la
institucionalizacion del saber del VA (citados en Wilhelmi, 2007); Cerizola (2005) y
Contreras (2006) el concepto del VA como una nocion basica de la Matematica, entre

otros.

Se cree conveniente en este estudio considerar no solo las dificultades sino también
identificar y clasificar los errores, las dificultades y obstaculos que se presentan en la
enseflanza y aprendizaje del valor absoluto, tomando en cuenta las definiciones que

propone el Enfoque Ontosemidtico de la cognicion e instruccion matematica (EOS).
1.3 Preguntas de investigacion
De acuerdo con lo expuesto, planteamos las siguientes preguntas de investigacion:

1.4.1 ;Qué errores, dificultades y obstaculos didacticos se presentan en la ensefianza y

aprendizaje del concepto del valor absoluto?

1.4.2 ;Como utilizar los criterios de idoneidad para guiar el disefio de tareas sobre el
valor absoluto que permitan superar los errores, las dificultades y los obstaculos

didacticos 1dentificados?
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1.4 Delimitacion del problema de investigacion

Se considera necesario buscar modelos adecuados (esquemas y procesos) para abordar
los estados de nuestro objeto matematico (VA), influenciados en “el pensamiento
matematico flexible; transito rutinario entre diferentes modelos asociados a un modelo
matematico y el holo-significado; que resulta de la coordinacion del significado
atribuido a dichos modelos y a las tensiones, filiaciones, y contradicciones que entre

ellos se establecen” (Wilhelmi, 2007, p.18).

En esta investigacion, con la finalidad de que un sujeto comprenda el concepto del VA,
es decir sea competente en las practicas matematicas que realice con este objeto
matematico, se pretende enfocar dicho concepto, en primer lugar, identificando y
clasificando los errores, dificultades y obstaculos didacticos desde cierto enfoque
(EOS). Para ello, mediante la observacion de la clase del profesor y de la prueba
diagnostica sobre el concepto del valor absoluto que tienen los alumnos, tomando en
cuenta los criterios de idoneidad didactica. En segundo lugar, se busca disefiar una
secuencia de actividades didacticas que tenga en cuenta las dimensiones epistémica
(campo de aplicabilidad de las técnicas y objetos involucrados), cognitiva
(conocimientos previos de los individuos) y mediacional (cantidad de recursos
materiales y de tiempo necesarios para su ensefianza) con el propodsito de lograr una

“eficacia didactica” en los alumnos del primer ciclo del nivel universitario.
1.5 Objetivos generales y objetivos especificos

Los objetivos generales y los especificos tratan de responder a las preguntas de
investigacion, tomando como contexto de estudio, el primer ciclo 2012 de la escuela de

Ingenieria de Sistemas en la Universidad Privada Telesup.
Objetivo general 1

1.5.1 Identificar y analizar los errores, las dificultades y los obstaculos didacticos que se
presentan en el proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto del valor

absoluto.
Objetivos especificos

1.5.1.1Revisar la literatura para indagar sobre los diferentes usos o significados del

concepto del valor absoluto y su evolucion a través de la historia.
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1.5.1.2 Identificar y clasificar los errores, las dificultades y los obstaculos didacticos de
los estudiantes a través de una prueba diagnostica sobre la nocion del valor

absoluto, teniendo en cuenta los criterios de idoneidad didactica.

1.5.1.3 Explicar la aparicion de los errores, las dificultades y los obstaculos de los
estudiantes en el aprendizaje del concepto del VA en funcion del andlisis de la
clase, tomando en cuenta la observacion de la clase del profesor y los resultados

de la prueba diagnostica.
Objetivo general 2

1.5.2 Tratar de superar los errores, las dificultades y los obstaculos en los diferentes
usos del concepto del valor absoluto de los profesores del nivel superior, a través
del disefio de una secuencia de tareas didacticas en las que se traten los diversos
significados o usos del valor absoluto, teniendo en cuenta los criterios de

idoneidad didactica del EOS.
Objetivos especificos

1.5.2.1 Determinar los significados de referencia y pretendido (elaboracion de
configuraciones epistémicas) del objeto valor absoluto, encontrados en
algunos de los textos mas usados de matematica basica del nivel superior, para
identificar los diferentes tratamientos y/o usos del concepto del valor absoluto

que son aplicados por profesores del nivel superior.

1.5.2.2 Organizar una secuencia de tareas (con los diferentes usos del concepto del VA)
tomando en cuenta algunos de los criterios de idoneidad didécticos: epistémico,
cognitivo y mediacional del EOS, para ayudar a superar los errores, las
dificultades y los obstaculos en los diferentes usos del concepto del valor

absoluto en los profesores del nivel superior.

El presente trabajo de investigacion fue realizado bajo la perspectiva del enfoque
ontosemidtico de instruccidon y cognicion matematica (EOS), porque dicho enfoque
permite describir, explicar y analizar lo que ocurre en una clase de matematica y en
particular, cuando en ella se estudia el valor absoluto. En un primer momento se traté de
identificar y clasificar los obstaculos didacticos (ontologicos, epistemoldgicos o

instruccionales) sobre la nocion de valor absoluto en los alumnos del primer ciclo del

4
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nivel universitario, teniendo en cuenta los criterios de idoneidad didéactica. Luego de
analizar la clase del profesor mediante los criterios de idoneidad del EOS (capitulo 4) se
observd que el profesor es el que no maneja los diferentes usos del valor absoluto
(sistemas de practicas). En ese momento, la investigacion dio un giro, ya no se continud
estudiando a los alumnos sino a los profesores y la nocidon que éstos ultimos tenian

acerca de los usos del valor absoluto.

La metodologia empleada es cualitativa, se trata de un estudio de casos. Los sujetos de
estudio fueron tres profesores licenciados en matematicas, de la universidad Privada
Telesup y un profesor licenciado en matematicas del Instituto Superior Tecnologico
Publico Chancay. Haciendo uso de las herramientas del EOS se analizan algunos
aspectos de la idoneidad didéctica; como la idoneidad epistémica (relacionado con el
contenido matematico), la idoneidad cognitiva (para valorar antes de iniciar el proceso
de instruccion), la idoneidad mediacional (para valorar la adecuacion de los recursos
materiales) y la idoneidad interaccional (para ver el grado en que los modos de
interaccion permiten identificar y resolver conflictos de significado y favorecen la

autonomia en el aprendizaje).
1.6 Justificacion del problema de investigacion

Las investigaciones que estudian el concepto del VA (Arcidiacono, 1983; Chiarugi,
Fracassina y Furinghetti 1990; Gagatasis y Thomaidis, 1994; Horak, 1994; Perrin-
Glorian, 1995; Contreras, 2006; Wilhelmi, 2007) las realizan de manera parcial,
trabajando solamente uno o dos contextos en los cuales se usa dicho objeto matematico.
En esta investigacion, después de analizar los diferentes contextos en los cuales se usa
el concepto del VA y las dificultades presentadas en su aprendizaje, tipificamos los
errores, dificultades y obstaculos, segun el EOS y proponemos una secuencia de tareas

que ayude a superarlos.

Esta propuesta de tareas, guiadas por criterios de idoneidad, puede servir al profesorado
en los diferentes niveles de educacién para la mejora del proceso de ensefianza y

aprendizaje del concepto del VA.

Esta investigacion fue posible gracias a que la institucion dio las facilidades para la

realizacion de este estudio y a los aportes de los sujetos de estudio.
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CAPITULO 2
MARCO TEORICO Y METODOLOGICO

Resumen

Este capitulo en la seccion 2.1 presenta el enfoque ontosemiotico desarrollado, entre
otros, por Godino, Batanero y Font a inicios de los anos 90. El EOS (enfoque
ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matemdtica) es un conjunto de
nociones teoricas que se clasifican en cinco grupos: la nocion de sistemas de practicas,
la nocion de configuracion de objetos y procesos matematicos, la nocion de
configuraciones y trayectorias didacticas, la nocion de dimension normativa y por
ultimo la nocion de idoneidad didactica, en nuestra investigacion se pondra énfasis en
ésta quinta nocion teorica porque nos servird como guia para analizar la clase de un
profesor ; en la seccion 2.2 se explica el andlisis didactico desde el punto de vista del
EOS; se han propuesto y desarrollado cinco niveles para el andlisis didactico de
procesos de estudio: andlisis de los tipos de problemas y sistemas de prdcticas,
elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos; analisis de las
trayectorias e interacciones diddcticas, identificacion del sistema de normas y
metanormas (dimension normativa) y la valoracion de la idoneidad didactica del
proceso de estudio; en la seccion 2.3 se presenta los criterios de idoneidad de un
proceso de instruccion: idoneidad epistémica, idoneidad cognitiva, idoneidad
interaccional, idoneidad mediacional, idoneidad emocional e idoneidad ecologica; en
la seccion 2.4 se explica los conceptos de errores, dificultades y obstdaculos, en la
seccion 2.5 se presenta la metodologia de la investigacion la cual contiene 6 fases:
planteamiento del problema, marco teorico, formulacion de objetivos y diserio
metodologico, aportes teoricos, diseiio e implementacion de los experimentos de
enserianza y finalmente las conclusiones; en la seccion 2.6 se presenta el objeto
matemdatico: valor absoluto, la revision historica-epistemoldgica del valor absoluto,
con la finalidad de identificar el proceso evolutivo del concepto del valor absoluto
segun la funcion que desemperia dentro de la prdctica matemdtica; finalmente se
presentan los significados de referencia y pretendidos en las secciones 2.7 y 2.8

respectivamente.
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2.1 El Enfoque Ontosemiotico

El marco tedrico para el presente trabajo es fundamentalmente el Enfoque
Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS) que ha sido

desarrollado, entre otros, por Godino, Batanero y Font (2009).
2.1.1 Sistemas de practicas operativas y discursivas ligadas a tipos de problemas

Godino y Batanero (1994) consideran practica matematica a toda actuacion o expresion
(verbal, grafica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas matematicos,
comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y

problemas.

Las practicas pueden ser idiosincrasicas de una persona o compartidas en el seno de una
institucion. Una institucion esta constituida por las personas involucradas en una misma
clase de situaciones problematicas; el compromiso mutuo con la misma problematica
conlleva a la realizacion de unas practicas sociales que suelen tener rasgos particulares,
y son generalmente condicionadas por los instrumentos disponibles en la misma, sus

reglas y modos de funcionamiento.

Segun Faerna (1996), Con esta formulacion del significado el EOS asume los
presupuestos de la epistemologia pragmatista: “las categorias opuestas de sujeto y
objeto pasan a un segundo plano, al asignarseles un estatuto derivado, y ceden su lugar

privilegiado a la categoria de accion” (p. 14).

La relatividad socio-epistémica y cognitiva de los significados, entendidos como
sistemas de practicas, y su utilizacién en el andlisis didactico lleva a introducir la

tipologia basica de significados que se resume en la figura 1 (Godino, 2009).

—
SIGNIFICADOS SIGNIFICADOS
PERSONALES INSTITUCIONALES

Referencial

( Pretendido
(| ao)

SISTEMA DE PRACTICAS
Operativas Digcursivas
TRASFONDO

TRASFONDD ECOLOG LAE PRACTICA
\\ (Material, bislégico y social) /

Figura 1: Tipos de significados institucionales y personales
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2.1.2 Emergencia de los objetos matematicos

En el EOS se asumen los presupuestos de la epistemologia pragmatista y los objetos se
derivan de las practicas matematicas, es decir, se considera que los objetos matematicos
son emergentes de sistemas de practicas. Dicha emergencia es un fenomeno complejo
cuya explicacion implica considerar, como minimo, dos niveles de objetos que emergen
de la actividad matematica. En el primer nivel estan aquellas entidades que se pueden
observar en un texto matematico (problemas, definiciones, proposiciones, etc.). En un
segundo nivel se encuentra una tipologia de objetos que emerge de las distintas maneras
de ver, hablar, operar, etc. Sobre los objetos del nivel anterior; se refieren a objetos
personales o institucionales, ostensivos o no ostensivos, unitarios o sistémicos, etc.

(Godino, 2009, p.6).

2.1.2.1 Primer nivel: Configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de los

sistemas de practicas

Godino (2009) plantea que para la realizacion de una practica matematica y para la
interpretacion de sus resultados como satisfactorios se necesita poner en funcionamiento
determinados conocimientos. Si consideramos, por ejemplo, los componentes del
conocimiento para la realizacion y evaluacion de la practica que permite resolver una
situacion-problema (e.g., plantear y resolver un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas) vemos el uso de lenguajes, verbales y simbolicos. Estos lenguajes son la
parte ostensiva de una serie de conceptos, proposiciones y procedimientos que
intervienen en la elaboracion de argumentos para decidir si las acciones simples que
componen la practica, y ella en tanto que accién compuesta, son satisfactorias. En
consecuencia, cuando un agente realiza y evalua una practica matematica activa un
conglomerado formado por situaciones — problemas, lenguajes, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos, articulado en la configuracion de la Figura
2.
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Figura 2. Configuracion de objetos primarios (Font , 2006, p. 69)

Font y Godino (2006) proponen la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios:

- Elementos lingiiisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos, ...) en sus diversos

registros (escrito, oral, gestual, ...).
- Situaciones — problemas (aplicaciones extra-matematicas, tareas, ejercicios, ...)

- Conceptos- definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta,

punto, nimero, media, funcion, ...)
- Proposiciones (enunciados sobre conceptos, ...)
- Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo, ...)

- Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y

procedimientos, deductivos o de otro tipo, ...).

A su vez estos objetos se organizan en entidades mas complejas: sistemas conceptuales,

teorias, ...
2.1.2.2 Segundo nivel: Atributos contextuales

Los objetos matematicos que intervienen en las practicas matematicas y los emergentes
de las mismas, segun el juego de lenguaje en que participan, pueden ser consideradas

desde las siguientes facetas o dimensiones duales (Godino, 2002).
En Godino (2009), se encontr6 lo siguiente:

Personal — institucional. Si los sistemas de practicas son compartidas en el seno de una

institucion, los objetos emergentes se consideran “objetos institucionales”, mientras que

9

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP i g:_:)gﬁﬁgﬁmn

DEL PERU

si estos sistemas son especificos de una persona se consideran como ‘“objetos

personales” (Godino y Batanero, 1994, p. 338).

La cognicion matematica debe contemplar las facetas personal e institucional, entre las
cuales se establecen relaciones dialécticas complejas y cuyo estudio es esencial para la
educacion matematica. La “cognicion personal” es el resultado del pensamiento y la
accion del sujeto individual ante una cierta clase de problemas, mientras la “cognicién
institucional” es el resultado del didlogo, el convenio y la regulacion en el seno de un

grupo de individuos que forman una comunidad de practicas.

Ostensivo — no ostensivo. Se entiende por ostensivo cualquier objeto que es publico y
que, por tanto, se puede mostrar a otro. Los objetos institucionales y personales tienen
una naturaleza no ostensiva(no perceptibles por si mismos). Ahora bien, cualquiera de
estos objetos se usa en las practicas publicas por medio de sus ostensivos asociados

(notaciones, simbolos, graficos, ...).
De la misma manera Godino (2009), acerca de los atributos contextuales sefiala:
Expresion — contenido: antecedente y consecuente de cualquier funcion semiodtica.

La actividad matematica y los procesos de construccion y uso de los objetos
matematicos se caracterizan por ser esencialmente relacionales. Los distintos objetos no
se deben concebir como entidades aisladas, sino puestas en relacion unos con otros. La
relacion se establece por medio de funciones semidticas, entendidas como una relacion
entre un antecedente (expresion, significante) y un consecuente (contenido, significado)
establecida por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo con un cierto criterio o

codigo de correspondencia.

Extensivo — intensivo (ejemplar - tipo). Un objeto que interviene en un juego de
lenguaje como un caso particular (un ejemplo especifico, p.e., la funcibn y =2x + 1) y
una clase mas general (p.e., la familia de funciones y = mx + n). La dualidad extensivo-
intensivo se utiliza para explicar una de las caracteristicas basicas de la actividad
matematica: el uso de elementos genéricos (Contreras, 2005). Esta dualidad permite
centrar la atencién en la dialéctica entre lo particular y lo general, que sin duda es una
cuestion clave en la construccion y aplicacion del conocimiento matematico. “La
generalizacion es esencial porque este es el proceso que distingue la creatividad

matematica de la conducta mecanizable o algoritmica (Otte, 2003, p. 187).

10
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Unitario — sistémico. En algunas circunstancias los objetos matematicos participan
como entidades unitarias (que se suponen son conocidas previamente), mientras que

otras intervienen como sistemas que se deben descomponer para su estudio.

Segin Godino (2009), en el EOS la actividad matematica ocupa el lugar central y se
modeliza en términos de sistema de practicas operativas y discursivas. De estas
practicas emergen los distintos tipos de objetos matematicos primarios, que estan
relacionados entre si formando configuraciones. Por ultimo, los objetos que intervienen
en las practicas matematicas y los emergentes de las mismas, segtn el juego de lenguaje
en que participan, pueden ser considerados desde las cinco facetas o dimensiones
duales, lo cual nos lleva a la siguiente tipologia de objetos secundarios: personal-
institucional, unitario-sistémico, intenso-extensivo, expresion-contenido y ostensivo-no

ostensivo (pp.8-9).
2.1.2.3 Procesos

Las dualidades como las configuraciones de objetos primarios se pueden analizar desde
la perspectiva proceso-producto, lo cual nos lleva a los procesos indicados en la figura
3. La emergencia de los objetos de la configuracion (problemas, definiciones,
proposiciones, procedimientos y argumentos) tiene lugar mediante los respectivos
procesos matematicos de comunicacidon, problematizacion, definicidon, enunciacion,

elaboracion de procedimientos (algoritmizacion, rutinizacion, ...) y argumentacion.

Por otra parte, las dualidades dan lugar a los siguientes procesos cognitivos/
epistémicos: institucionalizacion—personalizacion; generalizacidbn — particularizacion;
analisis/ descomposicion — sintesis/reificaciéon; materializaciébn /concrecion —

idealizacidn/ abstraccion; expresion/representacion — significacion.

Font y Contreras (2008), consideran que las facetas duales; extensivo/intensivo,
ostensivo/no ostensivo y unitario/sistémico, permiten la delimitacion de los procesos de
particularizacion y generalizacion con respecto a los procesos de idealizacién y
materializacion y de estos con los de reificacion y descomposicion. Se trata de una
delimitacion importante que permite un andlisis mas detallado de cada uno de estos
procesos y de su presencia combinada en la actividad matematica, y por tanto, clarificar
la naturaleza del “objeto matematico” usualmente considerado como una entidad

abstracta o ideal.
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Para Godino (2009), en el EOS no se intenta dar, de entrada, una definiciéon de
“proceso” ya que hay muchas clases diferentes de procesos; se puede hablar de proceso
como secuencia de practicas, de procesos cognitivos, metacognitivos, procesos de
instruccion, procesos de cambio, procesos sociales, etc. Se trata de procesos muy
diferentes en los que la Unica caracteristica comin a muchos de ellos puede ser la
consideracion del factor “tiempo” y, en menor medida, el de “secuencia en la que cada
miembro toma parte en la determinacion del siguiente”. Por tanto, se ha optado por
seleccionar una lista de los procesos que se consideran importantes en la actividad
matematica (los incluidos en la figura 3), sin pretender incluir en ella a todos los
procesos implicados, entre otros motivos porque algunos de los mas importantes (por
ejemplo, el proceso de resolucion de problemas o el de modelizacidn) més que procesos
son hiper o mega procesos, puesto que implican procesos mds elementales:
representacion, argumentacion, idealizacion, generalizacion, etc. (pp. 9-10). La

configuraciéon de objetos y procesos se muestran en la figura 3.

CONTENIDO PERSONAL

LENGUAJES
err@m‘cacién

ty/ Po

Figura 3. Configuracion de objetos y procesos (Godino, 2009, p. 6)

2.1.3 Comprension y conocimiento en el EOS

En Godino (2009) se considera basicamente que hay dos maneras de entender la
" 1A 1 1
comprension": como proceso mental o como competencia. Estos dos puntos de vista
responden a concepciones epistemoldgicas que, como minimo, son divergentes, por no
decir que estan claramente enfrentadas. Los enfoques cognitivos en la Didactica de las

Matematicas, en el fondo, entienden la comprensiéon como "proceso mental". Los
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posicionamientos pragmatistas del EOS, en cambio, llevan a entender, de entrada, la
comprension basicamente como competencia y no tanto como proceso mental (se
considera que un sujeto comprende un determinado objeto matemadtico cuando lo usa de

manera competente en diferentes practicas).

El autor menciona que, “hablar de conocimiento equivale a hablar del contenido de una
(o muchas) funcion semioética, resultando una variedad de tipos de conocimientos en
correspondencia con la diversidad de funciones semidticas que se pueden establecer

entre las diversas entidades introducidas en el modelo” (pp.10-11).
2.1.4 Problemas, practicas, procesos y objetos didacticos

Para Godino (2009), el modelo tedrico sobre la cognicion puede ser aplicado de manera
mas general a otros campos del saber, en particular a los saberes didacticos. En este

caso los problemas tendran una naturaleza distinta:
- {Qué contenido ensefar en cada contexto y circunstancia?

- (Como distribuir en el tiempo los distintos componentes y facetas del contenido a

ensefar?

- (Qué modelo de proceso de estudio implementar en cada circunstancia?

- {Como planificar, controlar y evaluar el proceso de estudio y aprendizaje?
- (Qué factores condicionan el estudio y el aprendizaje?, etc.

En este caso, las acciones (practicas didacticas) que se pongan en juego, su
secuenciacion (procesos didacticos) y los objetos emergentes de tales sistemas de
practicas (objetos didacticos) seran diferentes respecto del caso de la solucién de

problemas matematicos.

Godino, Contreras y Font (2006), en la Teoria de las Configuraciones Didacticas,
consideran que se modelizan la ensefianza y aprendizaje de un contenido matematico
como un proceso estocastico multidimensional compuesto de seis subprocesos
(epistémico, docente, discente, mediacional, cognitivo y emocional), con sus respectivas
trayectorias y estados potenciales. Como unidad primaria de andlisis didactico se
propone la configuracion didactica, constituida por las interacciones profesor-alumno a

propdsito de un objeto o contenido matemdtico y usando unos recursos materiales
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especificos. Se concibe como una realidad organizacional, como un sistema abierto a la
interaccion con otras configuraciones de las trayectorias didéacticas de las que forman
parte. El proceso de instruccion sobre un contenido o tema matematico se desarrolla en

un tiempo dado mediante una secuencia de configuraciones didacticas (Figura 4).

Una configuracion didactica lleva asociada una configuracion epistémica, esto es, una
tarea, los procedimientos requeridos para su solucidn, lenguajes, conceptos,
proposiciones y argumentaciones, las cuales pueden estar a cargo del profesor, de los
estudiantes o distribuidas entre ambos. Asociada a una configuracion epistémica habra
una configuracion instruccional constituida por la red de objetos docentes, discentes y

mediacionales puestos en juego a propdsito del problema o tarea matematica abordada.

La descripcion de los aprendizajes que se van construyendo a lo largo del proceso se
realiza mediante las configuraciones cognitivas, red de objetos intervinientes y
emergentes de los sistemas de practicas personales que se ponen en juego en la
implementacion de una configuracion epistémica.(pp.12-13). La figura 4 muestra las

interacciones didacticas.

RACION
Fina, J'PACTICA

X

TRAYECTORIA
DIDACTICA

Subtrayectorias:

Epistémica, cognitiva, afectiva
instruccional (docente, discente
mediacional)

frasfond®
ecoledic®

Figura 4: Interacciones didacticas (Godino, 2009, p. 13)
2.1.5 Dimensién normativa

Godino (2009), sefiala que el tema de las normas ha sido objeto de investigacion en
Didéactica de las Matematicas, principalmente por los autores que basan sus trabajos en
el interaccionismo simbolico (Blumer, 1969), introduciendo nociones como patrones de

interaccion, normas sociales y sociomatematicas. La nocion de contrato didactico ha
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sido desarrollada por Brousseau (1998) en diversos trabajos constituyendo una pieza
clave en la Teoria de Situaciones Didacticas. En ambos casos, se trata de tener en cuenta
las normas, habitos y convenciones generalmente implicitas que regulan el
funcionamiento de la clase de matematicas, concebida como “microsociedad”, que
condicionan en mayor o menor medida los conocimientos que construyen los
estudiantes. El foco de atencion, en estas aproximaciones, ha sido principalmente las
interacciones entre profesor y estudiantes cuando abordan el estudio de temas
matematicos especificos. En el caso del valor absoluto cuando se analizan las siguientes
expresiones: |x| = x 6 |x| = —x, para los estudiantes, x, es un nimero positivo siempre,
porque como norma matematica se les ha ensefiado que los nimeros negativos llevan un
signo “—" delante de éste y al no tenerlo, piensan que x es positivo, sin darse cuenta que

X es una variable que toma como valores también los nimeros negativos.

Menciona el autor que tanto el “contrato interaccionista”, como el “brouseauniano”,
constituyen visiones parciales del complejo sistema de normas sobre las cuales se
apoyan - y al mismo tiempo restringen - la educacion en general y los procesos de

ensefianza y aprendizaje de las matematicas, en particular.

Segun Godino (2009), la identificacién de las diferentes facetas de la dimension
normativa (epistémica, cognitiva, interaccional, mediacional, afectiva y ecoldgica)

permite:

- Valorar la pertinencia de las intervenciones de profesores y alumnos teniendo en
cuenta el conjunto de normas, y su tipologia, que condicionan la ensefianza y los

aprendizajes.

- Sugerir cambios en los tipos de normas que ayuden a mejorar el funcionamiento y
control de los sistemas didacticos, con vistas a una evolucion de los significados
personales hacia los significados institucionales pretendidos (pp.13-14). La figura 5

muestra los tipos de normas segtin el EOS.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




TENES,
< Ry

DEL PERU

3‘,\‘_}_ : "'(,ﬁ PONTIFICIA
TESIS PUCP 5 gs gz_:_\gﬁg?nn

Epistémicas I~
Cognitivas

Afectivas

Interaccionales

Mediacionales

201acionaies

Ecologicas

Sociedad

Cormiinla

Curricular
.
Fiarnimncdacion
Implementacion
Evaluacion

ﬁAdministrasién Faceta

—ouvucia
Aula
Disciplina

TIPOS DE NORMAS

Momento

Origen

Tipo y grado de coercion

SOCIAL: DISCIPLINAR:
Leyes Teoremas
Decretos Definiciones
Ordenes Convenciones
Resoluciones

Habitos

Costumbres ‘1_7

Figura 5: Dimensién normativa. Tipos de normas (Godino, 2009, p. 14)

2.2 Analisis didactico desde el punto de vista del EOS.
Niveles de analisis didactico de los procesos de estudio matematico

Godino (2009), acerca de los niveles de analisis didactico, sefiala que en diversos
trabajos realizados en el marco del enfoque ontosemiotico (D’Amore, Font y Godino,
2007; Font y Contreras, 2008; Font y Godino, 2006; Font, Godino y Contreras, 2008;
Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006; Godino, Contreras y Font, 2006; Godino,
Font y Wilhemi, 2006; Godino, Font, Wilhelmi y Castro, 2009; Montiel, Wilhelmi,
Vidakovic y Elstak, 2009) se han propuesto y desarrollado cinco niveles para el analisis

didactico de procesos de estudio:

1) Analisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas (significados sistémicos);
2) Elaboracién de las configuraciones de objetos y procesos matematicos;

3) Analisis de las trayectorias e interacciones didacticas;

4) Identificacion del sistema de normas y metanormas que condicionan y hacen posible

el proceso de estudio (dimensién normativa);
5) Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de estudio.

El nivel 4 se propone para integrar (Font y Planas, 2008) aspectos de analisis de normas
sociomatematicas desarrollados por enfoques socioculturales en educacion matematica
(Civil y Planas, 2004; Cobb y McClain, 2006; Stephan, Cobb y Gravemeijer, 2003;
Yackel y Cobb, 1996).
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El primer nivel de andlisis, segun Godino (2009), se orienta a estudiar las practicas
matematicas realizadas en el proceso de estudio analizado. La realizacién de una
practica es algo complejo que moviliza diferentes elementos, a saber, un agente
(institucion o persona) que realiza la practica, un medio en el que dicha practica se
realiza (en este medio puede haber otros agentes, objetos, etc.). Puesto que el agente
realiza una secuencia de acciones orientadas a la resolucion de un tipo de situaciones
problemas, es necesario considerar también, entre otros aspectos, fines, intenciones,

valores, objetos y procesos matematicos.

El segundo nivel de andlisis se centra en los objetos y procesos que intervienen en la
realizacion de las practicas, y también los que emergen de ellas; su finalidad es
describir la complejidad ontosemiotica de las practicas matematicas como factor

explicativo de los conflictos semidticos que se producen en su realizacion.

Para Godino (2009), dado que el estudio de las matematicas tiene lugar usualmente bajo
la direccion de un profesor y en interaccion con otros aprendices, el analisis didactico
debiera progresar desde la situacion — problema y de las practicas matematicas
necesarias para su resolucion (analisis 1) a las configuraciones de objetos (epistémicas /
cognitivas) y procesos matematicos que posibilitan dichas précticas (analisis 2) hacia el
estudio de las configuraciones didacticas y su articulacion en trayectorias didacticas, lo
cual constituye un tercer nivel o tipo de andlisis didactico orientado, sobre todo, a la
descripcion de los patrones de interaccion y su puesta en relacion con los aprendizajes

de los estudiantes (trayectorias cognitivas).

Las configuraciones didacticas y su articulacion en trayectorias didacticas estan
condicionadas y soportadas por una compleja trama de normas y metanormas,
(D’Amore, Font y Godino, 2007; Godino, Font, Wilhelmi y Castro, 2009) que no sélo
regulan la dimension epistémica de los procesos de estudio (niveles 1 y 2 de analisis),
sino que también regulan otras dimensiones de los procesos de estudio (cognitiva,

afectiva, etc.).

El cuarto nivel de andlisis considerado en el EOS pretende estudiar esta compleja trama
de normas y metanormas que soportan y condicionan los procesos de estudio. Este nivel
es el resultado de tener en cuenta los fendmenos de indole social que acontecen en los

procesos de ensenanza y aprendizaje de las matematicas.
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Godino (2009), considera que los cuatro niveles de analisis descritos anteriormente son
herramientas para una didactica descriptiva — explicativa, es decir, sirven para
comprender y responder a la pregunta, ;qué estd ocurriendo aqui y por qué? Sin
embargo, la Didéctica de la Matematica no deberia limitarse a la mera descripcion que
lo deja todo como estaba, sino que deberia aspirar a la mejora del funcionamiento de los
procesos de estudio. Por tanto, son necesarios criterios de “idoneidad” o adecuacion que
permitan valorar los procesos de instruccion efectivamente realizados y “guiar” su
mejora. Se trata de realizar una accién o meta-accion para ser mas precisos (la
valoracion) que recae sobre otras acciones (las acciones realizadas en los procesos de

instruccion).

Para ello, ha de considerarse la incorporacion de una racionalidad axioldgica en la
educacién matematica que permita el analisis, la critica, la justificacion de la eleccion

de los medios y de los fines, la justificacion del cambio, etc.

En consecuencia, se considera necesario aplicar un quinto nivel de analisis a los
procesos de estudio matematico centrado en la valoracion de su idoneidad didactica
(Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006). Dicho analisis se basa en los cuatro
analisis previos y constituye una sintesis final orientada a la identificacion de

potenciales mejoras del proceso de estudio en nuevas implementaciones.
En el presente trabajo de investigacion utilizaremos los siguientes niveles:

Nivel 1: Andlisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas (significados

sistémicos) para elaborar nuestra propuesta de disefio de tareas.

Nivel 2: Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos para

elaborar las configuraciones epistémicas de los textos del nivel superior.

Nivel 5: Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de estudio. Para analizar la

clase del profesor.
2.3 Criterios de Idoneidad de un proceso de instruccion.

En Godino (2009), se encuentra que las nociones tedricas precedentes se complementan
con la nocion de idoneidad didéctica de un proceso de instruccidon que se define como la

articulacion coherente y sistémica de las seis componentes siguientes:
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-Idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los
significados institucionales implementados (o pretendidos), respecto de un
significado de referencia. Por ejemplo, la ensefianza de la adicion en la
educacion primaria puede limitarse al aprendizaje de rutinas y ejercicios de
aplicacion de algoritmos (baja idoneidad), o tener en cuenta los diferentes tipos
de situaciones aditivas e incluir la justificacion de los algoritmos (alta

idoneidad).

-Idoneidad cognitiva, expresa el grado en que los significados pretendidos/
implementados estén en la zona de desarrollo potencial (Vygotski, 1934) de los
alumnos, asi como la proximidad de los significados personales logrados a los
significados pretendidos/ implementados. Un proceso de ensenanza-aprendizaje
con un alto grado de idoneidad cognitiva seria, en el estudio las operaciones
aritméticas con numeros de tres o mas cifras, que el profesor realizara una
evaluacion inicial para saber si la mayoria de los alumnos dominan los numeros
de uno y dos cifras y, en caso de no ser asi, comenzara el proceso de instruccion

trabajando dichos numeros.

-Idoneidad interaccional. Un proceso de ensefianza-aprendizaje tendra mayor
idoneidad desde el punto de vista interaccional si las configuraciones y
trayectorias did4cticas permiten, por una parte, identificar conflictos semidticos
potenciales (que se puedan detectar a priori), y por otra parte permita resolver los
conflictos que se producen durante el proceso de instruccion. Por ejemplo, un
proceso de estudio realizado de acuerdo con una secuencia de situaciones de
accion, formulacion, validacion e institucionalizacion (Brousseau, 1998) tiene
potencialmente mayor idoneidad semidtica que un proceso magistral que no

tenga en cuenta las dificultades de los estudiantes.

-Idoneidad mediacional, grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensenanza-
aprendizaje. Por ejemplo, si el profesor y los alumnos tuvieran a su disposicion
medios informaticos pertinentes al estudio del tema en cuestion (Geogebra, p.e.,
para la geometria plana), el proceso de estudio que se apoye en estos recursos
tendria potencialmente mayor idoneidad mediacional que otro tradicional basado

exclusivamente en la pizarra, lapiz y papel. Asimismo, un ejemplo de un proceso
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de ensenanza aprendizaje con un alto grado de idoneidad mediacional con

relacion a los medios temporales seria una clase magistral, donde el profesor

reproduce de manera integra y sin interaccioén con los estudiantes el significado

pretendido.
alumnado en el proceso de estudio. La idoneidad emocional est4d relacionada

-Idoneidad emocional, grado de implicacion (interés, motivacion, ...) del
tanto con factores que dependen de la institucion como con factores que
dependen basicamente del alumno y de su historia escolar previa. Por ejemplo,

tendrén idoneidad emocional alta los procesos basados en el uso de situaciones-

problemas que sean de interés para los estudiantes.
- Idoneidad ecologica, grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto
educativo del centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos del

entorno en que se desarrolla.
Los autores mencionan que se puede deducir de los ejemplos propuestos y que la
idoneidad de una dimension no garantiza la idoneidad global del proceso de
ensenanza-aprendizaje. Estas idoneidades deben ser integradas teniendo en
cuenta las interacciones entre las mismas, lo cual requiere hablar de la idoneidad
didactica como criterio sistémico de adecuacion y pertinencia respecto del
proyecto educativo global (Godino, Wilhelmi y Bencomo, 2005). Esta idoneidad
se debe interpretar, no obstante, como relativa a unas circunstancias temporales
y contextuales cambiantes, lo que requiere una actitud de reflexion e

investigacion por parte del profesor y demdas agentes que comparten la

responsabilidad del proyecto educativo.
Godino (2009), sefiala que el logro de una idoneidad alta en una de las

dimensiones, por ejemplo, la epistémica, puede requerir unas capacidades
cognitivas que no posean los estudiantes a los que se dirige la ensefianza. Una
vez logrado un cierto equilibrio entre las dimensiones epistémica y cognitiva es

necesario que la trayectoria didactica optimice la identificacion y solucion de

conflictos semioticos. Los recursos técnicos y el tiempo disponible también

interaccionan con las situaciones-problemas, el lenguaje, etc. La figura 6

muestra los componentes de la idoneidad didactica.
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Figura 6: Componentes de la idoneidad didactica (Godino, 2009, p. 16)

En el presente trabajo de investigacion, se abordan tres aspectos de la Idoneidad
Didéctica la dimension epistémica (representatividad), la dimension cognitiva

(proximidad) y la dimension mediacional (disponibilidad, recursos técnicos y tiempo).

La Idoneidad Epistémica: Para ver si las matematicas que se ensefian son las adecuadas
(buenas matematicas). La ensefianza del concepto de valor absoluto en la educacion
universitaria puede limitarse al aprendizaje de rutinas y ejercicios de aplicacion de
algoritmos (baja idoneidad) o una secuencia de actividades didacticas teniendo en
cuenta los criterios de idoneidad didactica sobre la nociéon de valor absoluto, con la

finalidad de poder superar los obstaculos didacticos encontrados (alta idoneidad).

La Idoneidad Cognitiva: para valorar antes de iniciar el proceso de instruccion y
observar cuan cercano esta el estudiante de la zona del desarrollo proximo. Realizar
una evaluacion inicial para saber si la mayoria de los alumnos dominan la nocion de
valor absoluto y en caso de no ser asi, comenzar el proceso de instruccion trabajando
con los diferentes modelos (distancia, reflexion y grafica, funcion a trozos,
contextualizacion) referidos a la nocidn de valor absoluto, lo cual seria en el proceso de

ensefianza aprendizaje, un alto grado de Idoneidad Cognitiva.

La Idoneidad Mediacional: para valorar la adecuacion de recursos materiales. El uso de
medios y materiales informaticos pertinentes para el estudio del concepto de valor
absoluto, como (Geogebra, Winplot, Matlab, etc.) de tal manera que se tendria

potencialmente mayor idoneidad mediacional que otro tradicional basado
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exclusivamente en la pizarra, lapiz y papel. Asimismo una clase magistral, donde se

reproduzca de manera integra y sin interaccion con los estudiantes el significado del
absoluto proporcionaria potencialmente mayor

concepto de valor

mediacional.
2.4 Errores, Dificultades y Obstaculos

2.4.1 Error y Dificultad
De acuerdo a Font (2013), se considera error cuando el alumno realiza una practica
matematica que no es valida desde el punto de vista de la institucion matematica
escolar. De la misma manera, sefiala que una dificultad, indica el mayor o menor grado
de éxito de los alumnos ante una tarea o tema de estudio. Si el porcentaje de respuestas

incorrectas (indice de dificultad) es elevado, se dice que la dificultad es alta; mientras

que si dicho porcentaje es bajo, la dificultad es baja.
Ademas sefiala que todas las teorias sobre la ensefianza-aprendizaje de las matematicas

coinciden en la necesidad de identificar los errores de los alumnos en el proceso de

aprendizaje, determinar sus origenes y organizar la enseflanza teniendo en cuenta esa

informacion.

En Font (2013), se hace la siguiente clasificacion de las causas que producen las
dificultades relacionadas con el proceso de ensefianza-aprendizaje de las matematicas:

1) Dificultades relacionadas con los contenidos matematicos.
El elevado grado de abstraccion y generalizacion es una de las caracteristicas

especificas de los contenidos matematicos y una de las posibles causas de las
dificultades que presenta su aprendizaje. Este tipo de dificultades son inherentes a las

matematicas (complejidad semiodtica).
Un estudio epistemologico del contenido que se quiere ensefar, asi como un estudio
historico de como la sociedad ha construido este conocimiento pueden dar una idea del

grado de dificultad potencial de aquello que se quiere ensenar.
2) Dificultades causadas por secuencias de actividades que no son potencialmente

significativas.
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Se puede dar el caso de que la propuesta de actividades que presenta el profesor a los

alumnos no sea potencialmente significativa, por diferentes causas:
a) cuando el profesorado no tiene los contenidos que quiere ensefar bien estructurados,

b) cuando los materiales que se han escogido, como por ejemplo los libros de texto, no
son claros -ejercicios y problemas confusos, mal graduados, rutinarios y repetitivos,

errores de edicion, etc.-,

¢) cuando la presentacion del tema que hace el profesorado no es clara ni estd bien
organizada -no se le entiende cuando habla, habla demasiado rapido, la utilizacion de la

pizarra es cadtica, no pone suficiente énfasis en los conceptos clave del tema, etc.-.

Este tipo de dificultades son inherentes al profesorado. La posible solucion de estas

dificultades esta relacionada con la formacion inicial y permanente.
3) Dificultades que se originan en la organizacion del centro.

Muchas veces el horario del curso es muy inapropiado, el nimero de alumnos es

demasiado grande, no se puede utilizar el aula de informatica, etc.

Este tipo de dificultades estan relacionadas con la organizacion del centro. La solucion a
este tipo de dificultad pasa por una reorganizacion del centro, ratio del niumero de

alumnos, organizacion del area, organizacion del aula, etc.
4) Dificultades relacionadas con la motivacion del alumnado.

Puede pasar que las actividades propuestas por el profesorado a los alumnos sean
potencialmente significativas y que la metodologia sea la adecuada, pero que el

alumnado no esté en condiciones de hacerlas suyas porque no estd motivado.

Este tipo de dificultad estd relacionada con la autoestima y la historia escolar del

alumnado.

5) Dificultades relacionadas con las discapacidades o bajo nivel de desarrollo

psicoldgico de los alumnos.

En el caso de que se consiga poner al alumno en situacion de desequilibrio a causa de

un conflicto cognitivo, puede pasar que no esté en condiciones de volver a la situacion
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de equilibrio porque su nivel de desarrollo psicoldgico o bien algun tipo de discapacidad

impide el aprendizaje del contenido.

Este tipo de dificultad se ha de resolver con una adaptacion de los contenidos y de la

metodologia a la situacion de cada alumno.
6) Dificultades relacionadas con la falta de dominio de los contenidos anteriores.

Puede pasar que el alumno, a pesar de tener un nivel evolutivo adecuado, no tenga los
conocimientos previos necesarios para poder aprender el nuevo contenido, y, por tanto,
la distancia entre el nuevo contenido y lo que sabe el alumno no es la adecuada. La
evaluacion inicial puede detectar los contenidos previos que hay que adquirir para

conseguir el aprendizaje del contenido previsto.
7) Dificultades relacionadas con los significados personales de los alumnos.

Puede pasar que los significados personales desarrollados por los alumnos posibiliten
practicas que sean consideradas un obstaculo por la institucidon escolar, las cuales no

permitan volver a la situacion de equilibrio.

Esta dificultad se puede resolver utilizando una evaluacion formadora, que permita
superar estos obstaculos haciendo las situaciones suficientemente complejas para que el
alumno sea consciente de que determinadas practicas sélo son validas en determinados

contextos.

Segun Font (2013), estos siete grupos de dificultades estan conectados entre si y se

refuerzan mutuamente.

En nuestro trabajo de investigacion los conceptos de error, dificultad y obstaculo se

utilizaran para clasificar las preguntas de los cuestionarios.
2.4.2 Obstaculos

De acuerdo a Font (2013), el concepto de obstaculo fue introducido por Bachelard
(1972) y fue trasladado al campo de la didactica de las mateméaticas por Brousseau
(1983), que le dio un sentido muy determinado. Para poder hablar de obstaculo, segiin

Brousseau, se deben de cumplir las siguientes condiciones:

1) Un obstaculo es un conocimiento. Por tanto, no es una falta de conocimiento.
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2) El alumno utiliza este conocimiento para producir respuestas correctas en

determinadas situaciones que halla con cierta frecuencia.

3) Cuando se utiliza este conocimiento en otro contexto genera respuestas incorrectas.

Una respuesta universal exigira un punto de vista diferente.

4) El alumno se resiste a las contradicciones que el obstaculo le produce y al cambio del

conocimiento antiguo por uno nuevo.

5) A pesar de que el alumno es consciente de las limitaciones del conocimiento-

obstaculo, lo continila manifestando esporadicamente.

Brousseau (1983) considera que los obstaculos que se presentan en el sistema didactico

pueden ser:
1) De origen ontogénico o psicogenético, causados por el desarrollo del alumnado.

2) De origen didactico, provocados por las elecciones didéacticas que se han hecho para

disenar la situacion didactica.

3) De origen epistemoldgico, intrinsecamente relacionados con el contenido
matematico. Se pueden hallar en la historia de los contenidos, aunque no es necesario

reproducir en el aula las condiciones historicas que permitieron superarlos.

La nocidn de obstaculo, y muy especialmente la nocion de obstaculo epistemologico, no

es muy clara y ha generado controversia (Artigue, 1990).

Font (2013) opina que es mas util situar al obstaculo, la dificultad y el error claramente
en el campo de las practicas. Por lo tanto, un error es una prdctica personal no valida
desde el punto de vista de la institucion. Desde esta perspectiva no se puede hablar de la
superacion de un obstaculo, en el sentido de eliminar practicas que en determinados
contextos son validas. Por superacion de un obstaculo hemos de entender: conseguir un
significado personal del alumno suficientemente rico, de manera que la practica
adecuada a un determinado contexto no se manifieste en otro contexto en el que no es

valida.
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2.5 Metodologia de la Investigacion

El propdsito fundamental de esta investigacion es identificar y analizar los errores, las
dificultades y los obstaculos didacticos que aparecen en el proceso de ensehanza y
aprendizaje del concepto del VA. Ademads, se pretende superar estos errores,
dificultades y obstaculos que presentan los profesores del nivel superior de la institucion
en estudio, a través del disefio de una secuencia de tareas didécticas en las que se traten
los diversos significados o usos del valor absoluto, teniendo en cuenta los criterios de

idoneidad didactica del EOS.

La presente investigacion obedece a un estudio de caso, que, segun Hernandez,
Fernandez y Baptista (2010) “son estudios que al utilizar los procesos de investigacion
cuantitativa, cualitativa o mixta, analizan profundamente una unidad para responder al
planteamiento del problema, probar hipotesis y desarrollar alguna teoria” (p. 163). Esta
investigacion se enmarca como una de tipo cualitativa en la que se describirdn y
explicardn los errores, las dificultades y los obstaculos en la ensefianza y el aprendizaje

del concepto del valor absoluto de los sujetos de estudio.

La muestra de los sujetos de estudio es intencional en esta investigacion.
2.5.1 Contexto y sujetos de estudio

Contexto

La institucion donde se realizo esta investigacion es una universidad privada de Lima
que tiene aproximadamente 10 afios de fundada. Las clases que se imparten en los
cursos de matematicas de la Escuela de Ingenieria de Sistemas, donde se tomaron tanto
las muestras de alumnos como de profesores, en la mayoria de los casos son clases
expositivas. Los profesores desarrollan las sumillas que propone la escuela con relacion
a los cursos de matematicas. Esta institucion queda localizada en el centro de la ciudad

de Lima.

Los sujetos de estudio considerados en esta investigacion fueron alumnos y profesores
del primer ciclo 2012 de la Escuela de Ingenieria de Sistemas de la Universidad Privada

Telesup. A continuacidn los describimos:
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Alumnos
Los participantes fueron 37 estudiantes que cursaban su primer semestre académico en
la escuela de Ingenieria de Sistemas, del curso de Matematica Basica. Las edades de los

estudiantes oscilaban entre los 17 y 32 afios, los cuales provenian de los sectores C y D,
cono Norte y Cono Este, en su mayoria muy pocos del Cono Sur de Lima. La gran

mayoria provenia de Instituciones Educativas Publicas. Dos de ellos ya habian

estudiado en otras universidades privadas.

Profesores

De los cinco profesores que ensefiaban el curso en la Universidad Privada Telesup, del
primer ciclo 2012, solo fueron sujetos de estudio tres. Todos los profesores sujetos de

estudio son licenciados en matematicas, dos de ellos con mas de 5 afios de experiencia y
el tercero con 3 afios de experiencia, ensefiaban el curso de matematicas en la
universidad. Ademds, un profesor de un Instituto publico, que es licenciado en

matematica y computacion, con mas de 10 afos de experiencia, también fue
entrevistado. Todos los profesores tenian mas de 40 afios de edad y habian estudiado

todos ellos en universidades publicas del Peru.

2.5.2 Fases de la investigacion
En esta tesis se consideran seis fases de investigacion: Planteamiento del problema de
investigacion, relevancia y objetivos de la investigacion; presentacion del marco teodrico
y metodologico; andlisis de los objetos matematicos; analisis de los errores, dificultades
y obstaculos acerca del concepto del valor absoluto; disefio de sesiones de clases y las
conclusiones. Cada una de las cuales permitié atender al problema y a los objetivos

planteados.
Fase 1. Planteamiento del problema de investigacion, relevancia y objetivos de la

investigacion
investigacion, se detallan algunas investigaciones realizadas a lo largo de la historia

En el capitulo 1 se presenta la justificacion y la relevancia del problema de
acerca del concepto del valor absoluto, se explica la delimitacion del problema de

investigacion, se presenta el problema de investigacion, se plantean las preguntas de

investigacion con las que se pretende dar solucion al problema de investigacion.
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Fase 2. Presentacion del marco tedrico y metodolégico

En el capitulo 2 se presenta el enfoque ontosemiotico y sus nociones tedricas, se explica
el andlisis didactico desde el punto de vista del EOS, se presenta los criterios de
idoneidad de un proceso de instruccion, se plantea la revision histdrica-epistemoldgica
del valor absoluto, se explica los conceptos de errores, dificultades y obstaculos, luego

se finaliza ésta fase con el objeto matematico de nuestra investigacion: el valor absoluto.

Para lograr los objetivos planteados en este trabajo de investigacion, se presentan los
objetivos especificos con las acciones realizadas y los pasos por cada accidén. A
continuacion se presenta la tabla 1, que describe las acciones tomadas en cuenta para

cada objetivo general.
Objetivo general 1

1.5.1 Identificar y analizar los errores, las dificultades y los obstaculos didacticos que

aparecen en el proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto del valor

absoluto.
OBJETIVOS ACCIONES POR PASOS POR CADA ACCION
ESPECIFICOS OBJETIVO

1.5.1.1Revisar

la literatura para

indagar  sobre
los  diferentes
usos 0

significados del
concepto del
valor absoluto y

su evoluciéon a

a) Analisis de los textos de
matematicas de nivel

superior.

b) Analisis de los articulos
referidos al concepto del

valor absoluto.

-Primero se buscaron y seleccionaron
los textos de Matematica Basica del

nivel superior.

- Se hizo una busqueda virtual en las
distintas bases de datos bibliograficos
y en actas de congresos de Educacion

Matematica sobre el tema de valor

través de la absoluto.

historia.

1.5.1.2 a) Elaboracion de la prueba | - En base a los articulos y textos
Identificar y | diagnoéstica para los analizados sobre investigaciones del
clasificar los | alumnos del nivel superior | valor absoluto y la nocion del valor
errores, las absoluto, respectivamente, se

dificultades 'y

propusieron las preguntas para la
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los obstaculos
didacticos de los

estudiantes a

b) Aplicacion de la prueba

diagnostica.

prueba diagnostica.

- Se solicitd autorizacion al rector de

la Universidad para la aplicacion de

través de una la prueba y filmacion de la clase
prueba impartida por el profesor del curso de
diagnostica Matematica Bésica sobre el tema del

sobre la nocidon

del valor
absoluto,
teniendo en
cuenta los
criterios de
idoneidad
didactica.

valor absoluto.

1.5.1.3 Explicar
la aparicion de

los errores, las

a) Andlisis de los resultados

de la prueba diagnostica.

Para el analisis de los resultados de la
prueba:

- Se compararon las respuestas de los

dificultades 'y alumnos con el protocolo de
los  obstaculos respuesta elaborado por el
en funcion del investigador.

analisis de la -Se  identificaron  los  errores
clase, tomando cometidos por los alumnos.

en cuenta la -Se determinaron las preguntas con
observaciéon de mayor incidencia de  errores
la  clase del (dificultades)

profesor y los

resultados de la

-Se trataron de explicar el porqué de

estos errores y dificultades.

prueba b) Observacion y filmacion | - Se aplicaron los indicadores de los
diagnéstica. de la clase impartida por el | criterios de Idoneidad del EOS.
profesor.
c) Aplicacion del Para esta aplicacion:

cuestionario para profesores

-Se reformul¢ la prueba diagnostica

tomada a los alumnos de manera que
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no fuesen respuestas de opcion

multiple sino preguntas abiertas de
desarrollo.

d) Analisis de la respuesta - Se compararon las respuestas de
de los profesores al los profesores con el protocolo de
cuestionario. respuesta elaborado por el

investigador.

Tabla 1. Acciones y pasos para lograr el objetivo general 1
Objetivo general 2

1.5.2 Tratar de superar los errores, las dificultades y los obstaculos del concepto del
valor absoluto de los profesores del nivel superior, a través del disefio de una
secuencia de tareas didacticas en las que se traten los diversos significados o usos

del valor absoluto, teniendo en cuenta los criterios de idoneidad didactica del

EOS.

OBJETIVOS ACCIONES POR PASOS POR CADA ACCION
ESPECIFICOS OBJETIVO
1.5.2.1 a) Elaboracion de las | - En base a la revision de los textos y
Determinar los | configuraciones epistémicas | la identificacion de los diversos usos
significados de | del objeto matematico valor | del valor absoluto en los mismos, se
referencia y | absoluto. elaboraron las configuraciones
pretendido epistémicas.
1.5.2.2 a) Identificacion de los - Se tomo en cuenta el articulo de
Organizar una | diferentes usos del objeto investigacion de los contextos en el
secuencia  de | matematico Valor Absoluto | que se trabaja el valor absoluto.

tareas (con los

cuenta algunos
de los criterios

de 1idoneidad

b) Determinacion del orden

y conocimientos previos
necesarios.

¢) elaboracion de la

- Se tomaron en cuenta las

diferentes usos | de cada sesion segun la configuraciones epistémicas del
de la NVA) | complejidad del objeto objeto matematico Valor Absoluto.
tomando en | matematico Valor absoluto

- Se aplico los indicadores de los
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epistémico

didacticos: propuesta de tareas. criterios de idoneidad del EOS.

Tabla 2. Acciones y pasos para lograr el objetivo general 2

Fase 3. Analisis de los objetos matematicos

En

el capitulo 3, el propdsito de esta fase fue fijar el significado institucional

pretendido. Se analiza la teoria trabajada sobre el concepto de valor absoluto en los

textos universitarios, para luego presentar las configuraciones epistémicas emergentes

de los textos de matematica del nivel superior, basadas en la “Algoritmizacion” y “La

Distancia” donde aparece la nocidn del valor absoluto.

Con la finalidad de describir el significado de pretendido en nuestra investigacion y

considerando que los libros de texto son los mas cercanos a los profesores de la

institucion en estudio, desarrollamos lo siguiente:

Consideramos algunos resultados de las investigaciones desarrolladas por Wilhelmi,
Godino y Lacasta (2007) acerca del concepto del valor absoluto (significado de
referencia).

Se seleccionaron los libros de texto extranjeros y nacionales para ser analizados. La

eleccion de estos libros de texto se justifica en el capitulo 3.

Seleccion de aquellos capitulos donde se aborda el estudio del valor absoluto.
Descripcion de los elementos de significado encontrados en los textos
(configuracion epistémica: campo de problemas, lenguaje, procedimientos,
conceptos, propiedades y argumentos).

Se analizaron los contenidos respecto al concepto de valor absoluto en los libros de
texto mencionados. Para su analisis, se considerd la estructura de los modelos
(vectorial, métrica, aritmética, a trozos, maximo y composicion) asociados a la
nocion del valor absoluto y los contextos (geométrico, topoldgico, aritmético y
analitico) asociados a dichos modelos.

Se filmo al profesor (ver apéndice 5, de la transcripcion de la clase del profesor) con
el objetivo de conocer las creencias y concepciones de los profesores del curso
respecto del valor absoluto.

Se entrevisto al profesor con el objetivo de conocer las creencias y concepciones de

los profesores del curso respecto del valor absoluto.
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Fase 4. Andlisis de los errores, dificultades y obstaculos acerca del concepto del valor
absoluto

En el capitulo 4, para el logro del objetivo 1.5.1 Identificar y analizar los errores, las
dificultades y los obstaculos didacticos que aparecen en el proceso de ensehanza y
aprendizaje del concepto del valor absoluto, nos basamos en la literatura revisada sobre
los errores cometidos por los alumnos en el aprendizaje del concepto del valor absoluto
para elaborar una prueba diagnostica. Dicha prueba fue aplicada a 37 alumnos, el 2 de

octubre del 2012 y tuvo una duracién de 50 minutos.

El 11 de octubre del 2012 se observé la clase de un profesor durante dos horas (de igual
manera con la finalidad de lograr el objetivo 1.5.1 antes mencionado) teniendo como
guia de observacion de clase, la tabla de criterios de idoneidad del EOS (ver apéndice
1); aplicada para el valor absoluto, para la valoracion de la misma. Luego, se construyo
un cuestionario que se aplicé el dia 16 de octubre para corroborar el conocimiento de

los alumnos sobre los diversos significados de referencia del valor absoluto.

Andlisis de significados personales declarados: el andlisis de las respuestas al
cuestionario permitio caracterizar los elementos de significado puestos en juego por los
alumnos. Dicha caracterizacion sirvid para describir el significado personal logrado y

evaluar su comprension sobre el objeto valor absoluto.

A continuacion, se trianguld la informacién con una entrevista a los profesores.
Finalmente se clasificaron los errores, dificultades y obstadculos presentados en los

alumnos.

La técnica que se usod para este fin es la “Observacion participante”, y toda la

informacion se recogi6 en las tablas (ver apéndices: 1, 2,3 y 4) disefiadas para tal fin.

Fase 5. Propuesta de tareas. Disefio de sesiones de clases

En el capitulo 5, Para el logro del objetivo 1.5.2 Disefiar una secuencia de tareas
didacticas para los profesores del primer ciclo del nivel universitario, teniendo en

cuenta los criterios de idoneidad didactica del EOS: epistémico, cognitivo y
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mediacional. En la que se traten los diversos significados o usos del valor absoluto, que

podrian ayudar a superar dichos obstaculos.

Primero revisamos el significado de referencia (elaboracion de configuraciones
epistémicas) del objeto valor absoluto, encontrados en algunos de los textos mas usados

de matematica basica del nivel superior.

A continuacion elaboramos las tareas tomando en cuenta los criterios de idoneidad
didécticos: epistémico, cognitivo y mediacional del EOS para finalmente organizar las

sesiones de clase.

Fase 6. Conclusiones

Se sintetiza el trabajo realizado retomando las preguntas y objetivos de esta

investigacion.

Con respecto a la implementacion de la propuesta (disefio de tareas). Por cuestiones de
tiempo esta propuesta no ha sido implementada, pero si ha sido elaborada siguiendo los

criterios de idoneidad didactica del EOS.
2.6 El objeto matematico: valor absoluto
2.6.1 Revision Histdrica- Epistemologica del Valor Absoluto

Con la finalidad de conocer la evolucion, usos y /o tratamientos del concepto del valor
absoluto a través de la historia, se muestran diversas investigaciones que reflejan la
importancia para el ambito cientifico del concepto del valor absoluto como una nocién
basica de la matemadtica. Ademas, le servird al profesor como referencia historica en la

sesion 1 de la propuesta del disefio de tareas (capitulo 5).

Wilhelmi (2007), hace un recorrido acerca del concepto del valor absoluto a lo largo de
la historia y manifiesta que la ensefanza y el aprendizaje del concepto del valor
absoluto son problematicos . Es por eso que existen, segin el autor, (...) diversas
investigaciones que se han desarrollado, como las de (Gagatsis y Thomaidis,1994) la
cual muestran una sucinta antropologia del saber “valor absoluto” distinguiendo cuatro
fases en el proceso evolutivo del concepto segun la funcion que desempena dentro de la

practica matematica:
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1) Como instrumento para la resoluciéon de problemas aritmético-algebraicos (Neper,
Descartes, Newton, Euler); 2) como objeto justificativo-explicativo de la teoria
algebraica y de la teoria de numeros (Lagrange, Gauss); 3) como instrumento
formalizado para el analisis del dlgebra de inecuaciones y del discurso analitico “c — § ”
(Argand,Cauchy); y, por ultimo, 4) como instrumento de desarrollo del andlisis
complejo (Weierstrass). Asimismo, determinan los procesos adaptativos del saber en la
institucion escolar griega e interpretan los errores de los estudiantes en términos de
obstaculos epistemologicos (ligados al estudio historico) y didacticos (relacionados con

los procesos de transposicion).

Desde una perspectiva profesional, Arcidiacono (1983) (citado en Wilhelmi, 2007)
justifica una instruccioén del concepto del VA basado en el analisis grafico en el plano
cartesiano de funciones lineales a trozos y Horak (1994) establece que las calculadoras
graficas representan un instrumento mas eficaz que el lapiz y papel para llevar a cabo
esta ensefianza. Estos argumentos nos han llevado a pensar que en la actualidad
posiblemente en los textos y algunos docentes han dejado de lado el registro grafico; es
decir, no se recurre a la definicion del valor absoluto como funcion, motivo por el cual,
pondremos énfasis en éste aspecto basandonos en las ideas que proporciona la idoneidad
mediacional del EOS, puntualmente en el uso de medios informéticos pertinentes

(Geogebra,Cabri, Winplot, Matlab, etc).

Por otro lado, Chiarugi, Fracassina y Furinghetti (1990) (citado en Wilhelmi, 2007)
realizan un estudio de la dimensién cognitiva de diferentes grupos de estudiantes
enfrentados a la resolucion de problemas que involucran al concepto de valor absoluto
en diferentes contextos matematicos (teoria de funciones, geometria), con ostensivos de
distinta naturaleza (numeros concretos, parametros) y con niveles de abstraccion
diferentes (manipulaciones concretas o simbolico literales). El estudio determina la
necesidad de investigaciones que permitan superar los errores y falsas concepciones
(misconceptions). Estas razones nos motivan a proponer en nuestras actividades (taller-
modulo) acerca del valor absoluto, problemas al alcance de los estudiantes que no sean
tan faciles (donde el alumno no aprende nada) ni tan dificiles (que el alumno no pueda
resolverlos y pierda el interés por el problema), para este estudio nos apoyaremos en la

dimension cognitiva de la idoneidad didactica del EOS.
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Por su parte, Perrin-Glorian (1995) (citado en Wilhelmi, 2007) establece ciertas
directrices para la institucionalizacion (por parte del profesor) del saber del concepto del
valor absoluto en los contextos aritmético y algebraico; asi argumenta la funcion central
de las decisiones didacticas del profesor en la construccion del VA, que deben tener en
cuenta las restricciones cognitivas de los estudiantes y deben resaltar el papel
instrumental del VA (en la formulacién de funciones algebraicas, en la resolucion de
ecuaciones e inecuaciones, en la formalizacion del concepto de limite, etc.). Todas estas
investigaciones consideran implicitamente que la naturaleza del VA es transparente (en
el sentido de que no se desarrollan con cierta profundidad) representa entonces un
objeto paradidactico (Chevallard, 1985). Desde una perspectiva Ontologico y Semiotica
de la Cognicion e Instruccion Matemadtica (Godino, 2002; Godino, Batanero y Roa, en
prensa) es necesario teorizar la nocioén de significado en didactica. Esta teorizacion se
realiza mediante la nocion de funcidon semidtica y una ontologia matematica asociada.
El punto de partida es tratar de caracterizar la naturaleza y el significado de las nociones
matematicas; se parte de los elementos del discurso tecnoldgico (nociones,
proposiciones, argumentos, etc.) y se concluye que su naturaleza es inescindible de los

sistemas de practicas y contextos de uso correspondientes.

Godino y Batanero (1998), definen la nocion de “sistema de practicas operativas y
discursivas asociadas al campo de problemas en el que se pone en juego la nocioén”
como el objeto primario de descripcion del significado institucional y personal de las
nociones matematicas. Godino (2002), identifica el “sistema de practicas” con el
contenido que una institucion asigna a un objeto matemadtico, estableciendo, por lo
tanto, una correspondencia entre el sistema de practicas (significado sistémico) y la
expresion del objeto matematico. La descripcion del significado de referencia de un
objeto se presenta como un listado de objetos clasificados en seis categorias: problemas,

acciones, lenguaje, nociones, propiedades y argumentos.

Wilhelmi, Lacasta y Godino (2004) sefialan en qué forma estas descripciones del
sistema de practicas son insuficientes para la descripcion de los significados
institucionales de referencia y, para salvar esas deficiencias, introducen las nociones
tedricas de modelo y de holo-significado de una nocién matematica. Estas nociones nos
permitirdn estructurar en un complejo coherente las distintas definiciones del VA

emergentes de diferentes subsistemas de practicas en contextos de uso determinados y la
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descripcion del significado del VA como “totalidad”, extrayendo algunas conclusiones

de orden macro y micro didactico Wilhelmi (2007).

Basandonos en la dimension epistémica de la idoneidad didactica del EOS, en nuestra
secuencia de tareas mencionaremos los diferentes modelos (vectorial, métrica,
aritmética, a trozos, maximo, y composicion) referidos a la nocidon de valor absoluto,
con el objetivo de mostrar las diversas representaciones al estudiante y observar la

naturaleza del concepto de valor absoluto.
2.6.2 Complejidad onto-semiotica del valor absoluto.

Wilhelmi (2004), sostiene que el matematico profesional identifica una misma
estructura formal en la variedad de objetos y practicas (operativas y discursivas);
estructura que considera como el objeto matematico. Esta estructura formal representa
la referencia implicita en la resolucion de tipos de problemas asociados a la variedad de
sistemas de practicas y objetos emergentes en los distintos contextos de uso. La figura 8
de Wilhelmi (2007) muestra esquematicamente la diversidad de objetos asociados al
concepto del VA. Cada definicion representa un objeto emergente de un sistema de

précticas en un determinado contexto de uso.

Ninguna definicion puede ser privilegiada a priori. Cada binomio “objeto emergente-
sistemas de practicas” determinan un modelo del concepto del valor absoluto. El
modelo es, segin los autores, una forma coherente de estructurar los diferentes
contextos de uso, las practicas matematicas relativas a los mismos y los objetos
emergentes de tales practicas, constituyendo una red o configuracion epistémica local;

asociada a un contexto de uso especifico, (p.245).

La explicacion del uso de los diferentes modelos asociados a la nocion del valor

absoluto de la figura 8 (red de significados) se desarrollaran en el capitulo 5.
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Wilhelmi (2007), sostiene que la definicion de un objeto matematico constituye su
significado. La descripcion del sistema de modelos y significados asociados a una
nocion se obtiene por el enunciado y demostracion de un teorema de caracterizacion:
privilegio de una definicion y justificacion de la equivalencia (matematica) del resto de

definiciones.

Los datos empiricos aportados por Leikin & Winicki — Landman (2000) (citado en
Wilhelmi, 2007) permiten afirmar que la equivalencia de definiciones matematicas no
puede valorarse unicamente desde el punto de vista epistemoldgico, es necesario tener
en cuenta las dimensiones cognitiva (;Qué estrategias de accién genera cada una de las
definiciones?), instruccional ({Qué definicion es mas adecuada dentro de un proyecto
determinado de ensefianza?) y didactica (;Qué relacion se establece entre los
significados personal aprendido e institucional pretendido?). “El holo-significado
resulta de la coordinacion del significado atribuido a los modelos asociados a la nocién
de igualdad y a las tensiones, filiaciones y contradicciones que entre ellos se establecen”

(Wilhelmi et al., 2007, p. 246).

Figura 9. Representacion del holo-significado del concepto de valor absoluto

A Modelo aritmético

<

Modelo geométrico “métrico”

V | Modelo geométrico “vectorial”

FT | Modelo analitico “funcion a trozos”

FM | Modelo analitico “funcion maximo”
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FC | Modelo analitico “funcién compuesta”

Las flechas en la figura 9, representan relaciones entre los diferentes modelos y la
distancia obedece a la interaccidon entre los mismos. Por ejemplo, la relacion que se
establece entre los modelos analiticos “funcion a trozos” y “funcion maximo” puede ser
comprendida como las acciones para la obtencion de la grafica valor absoluto, los
vinculos con otros problemas “afines”, etc.; la distancia entre la “funcién a trozos” y
“funcién compuesta ()" representa la dificultad del reconocimiento del concepto valor
absoluto dada por la funcién compuesta f y por la ausencia de una transposicion

didactica que permita gestionar la equivalencia de ambas definiciones.(p. 246).

La relacion que se establece entre el modelo analitico ‘‘funcion a trozos” y el modelo
geométrico “métrico” puede ser entendida como las acciones para la obtencion de la

funcion valor absoluto a partir del valor absoluto de un numero.
2.7 Significados de referencia

En Godino et al. (2009) encontramos que los significados de referencia son el sistema
de practicas que se usa para elaborar el significado pretendido. En una institucion de
enseflanza concreta este significado de referencia sera una parte del significado holistico
del objeto matematico. La determinacion de dicho significado global requiere realizar
un estudio historico — epistemologico sobre el origen y evolucion del objeto en cuestion,
asi como tener en cuenta la diversidad de contextos de uso donde se pone en juego

dicho objeto.

A continuacién presentamos los articulos de Wilhelmi (2007) y textos de Lages (1997),
Leithold (1998), Haaser (1973) y Taylor (1967) representan los significados de
referencia, los cuales nos sirvieron de base para la elaboracion de la prueba diagndstica,

cuestionarios y la secuencia de tareas de nuestro trabajo de investigacion.

2.7.1 Wilhelmi, Godino y Lacasta (2007), hacen un estudio de la eficacia didactica de
definiciones equivalentes de una nocién matemadtica, en particular para el caso del valor

absoluto. Las cuales citamos textualmente:
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Definiciones del concepto de valor absoluto

En el contexto aritmético, el VA representa una regla que “deja los niumeros positivos

invariantes y pasa los nimeros negativos a positivos”.

"El valor absoluto de x, denotado por | x

, se define como sigue:
x| =x si:x>0

x| =—x si:x <0

0] =0

Asi, el valor absoluto de un nimero positivo o cero es igual al mismo nimero. Para
Leithold, (1968), “el valor absoluto de un nimero negativo es el numero positivo
correspondiente, puesto que el opuesto de un nimero negativo es positivo [...] Vemos
de la definicion que el valor absoluto de un niimero es un niimero positivo o cero, es
decir, es no negativo" (p.10). En ocasiones, el valor absoluto como una regla de
asignacion de valores positivos a cualquier numero real se sintetiza en dos subreglas (se

asimila el valor 0 a los valores positivos, a los negativos o0 a ambos.
“Definicion. Nosotros definimos |a| =a si a=0y |a| =—-a si a<0
|a| se llama el valor absoluto de a.

Ross (1980), senala que el valor absoluto de a representa la distancia entre 0 y a, pero
en realidad vamos a definir la idea de "distancia" en términos del "valor absoluto", que a

su vez se define en términos de orden, p.16).

De esta forma, el valor absoluto dota al conjunto de los numeros reales de una métrica;
la distancia de un numero real x al origen 0 queda definida por la relacion. d(x; 0) = |x|.
Sin embargo, en muchos textos, la vision intuitiva de valor absoluto como distancia es

aceptada como definicion: |x| .= d(x; 0).

Para Courant y Robbins (1996), "la distancia de un punto A, desde el origen,
considerado como positivo, se llama el valor absoluto de 4 y se indica mediante el
simbolo | 4 | Es decir, si 4 >0, setiene | A | = A4, si A <0, tenemos que | 4 | =-4”

(p.57).
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El considerar la distancia como “positiva” supone, implicitamente la aceptacion de que
¢ésta puede ser considerada como ‘“negativa” o, mejor, distinguir entre “magnitud” y

“sentido” de esta magnitud.

“Las definiciones anteriores (distancia, regla que asocia a todo nimero real uno
positivo, funcién a trozos, funcidon maximo, etc.) son matematicamente equivalentes,

pero su uso condiciona la actividad matematica” (Wilhelmi et al., 2007, p.11).

2.7.2 Segin la estructura de los modelos asociados a la nocién del valor absoluto (ver
figura 8), Lages (1997) utilizan en el libro “Analisis Real” Volumen 1, los modelos
maximo y composicion, aritmético, y métrica asociados a los contextos analitico,
aritmético-topologico y topologico-geométrico respectivamente. En el capitulo 2, sobre
los numeros reales, el autor en las paginas 18 y 19 presenta una definicion sobre el valor

absoluto, la cual citamos textualmente:

La relacion de orden de IR nos permite definir el valor absoluto (o mddulo) de un

numero real x € IR como sigue: |x| =xsix > 0, |0] =0y |x| = —x si x < 0. Con otras

palabras, |x| = mdx {x,—x} es el mayor de los nimeros reales x y —x.
Se tiene —|x| < x < |x| para todo x € IR En efecto, la desigualdad x < |x| es obvia,
mientras que —|x| < x resulta al multiplicar por —/ ambos miembros de la desigualdad

, h il . 2
—x <|x|. Asi podemos caracterizar |x| como el tinico nimero > () cuyo cuadrado es x”.

Teorema 1. Six, y € IRentonces |x+y| < |x|+[y| ¥ [xy| = |x||y].

Demostracion:

Sumando miembro a miembro las desigualdades x| >x e [y| >y se tiene |x| + [y| >x +
y. Analogamente, de |x| > —x y |y| > —y resulta |x|+|y| > —(x+y). Luego |x|+|y| > |x+y|
=max {x +y, —(x + y)}. Para probar |x - y| = |x| - |y| es suficiente demostrar que estos
dos numeros tienen el mismo cuadrado, pues ambos son > (. Ahora bien, el cuadrado de

lx-y| es (x-y)2 =x’ . y2, mientras que (]x| - |y|)2 = \x|2 . |y|2 =5 -y2.

Teorema 2. Seana, x, 0 €ER. Setiene |[x —a| <dsi,ys6losi,a —d<x<a+o.
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Demostracion:
Como |x—a| es el mayor de los dos nimeros x—a y — (x—a), afirmar que |[x—a| < J es
equivalente a decir que se tiene x—a < Jdy — (x—a) < J, o sea, x—a < Jdyx—a > —9d. Al

sumar a se concluye: |[x—a| <d x<atdyx>a—90 Sa—0 <x <ato.

De modo analogo se puede ver que |x —a| <d a—d<x<a+.

Usaremos la siguiente notacion para representar tipos especiales de conjuntos de

numeros reales, llamados intervalos:

[a, b] ={x ER:a<x<b} (-0, b] = {x €IR x <b}
(a, b) ={x ER:a<x<b} (—oo, b) = {x €IR: x < b}
[a, b) = {x ER:a<x<b} [a,0) = {x €IR: a <x}
(a, b] ={x ER:a<x<b} (a,+0) ={x €IR: a < x}
(—oo,t0) = IR

Los cuatro intervalos de la izquierda estan acotados, sus extremos son a, b, [a, b] es un
intervalo cerrado, (a, b) es abierto, [a, b) es cerrado por la izquierda y (a, b] cerrado por
la derecha. Los cinco intervalos a la derecha son no acotados: (—, b] es la semirrecta
cerrada a la derecha con origen en b. Los demds tienen denominaciones analogas.
Cuando a = b, el intervalo [a, b] se reduce a un Unico elemento y se llama intervalo

degenerado.

En términos de intervalos, el Teorema 2 afirma que |x — a| < ¢ si, y s6lo si, x pertenece

al intervalo abierto (a — o, a + J). Analogamente, |x —a| <0 & x €[a — 0, a + J].

Es muy ttil imaginar el conjunto /R como una recta (la “recta real”) y los nimeros reales
como sus puntos. Entonces la relacion x < y significa que el punto x esta a la izquierda
de y (e y a la derecha de x), algunos intervalos son segmentos de la recta y |x—y| es la
distancia del punto x al punto y. Asi, el significado del Teorema 2 es que el intervalo
(a—o, a+d) estd formado por los puntos que distan menos que ¢ del punto a. Tales
interpretaciones geométricas constituyen un valioso auxilio para comprender los

conceptos y teoremas del Analisis Matematico.
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2.7.3 Segun la estructura de los modelos asociados a la nocién del valor absoluto (ver
figura 8), Leithold (1998), utiliza en su libro “El Calculo”, los modelos a trozos y
métrica asociados a los contextos analitico y topologico-geométrico respectivamente.
En el Apéndice Al, sobre nimeros reales y desigualdades, en la pagina 1145, presenta

la siguiente definicion sobre el valor absoluto, la cual citamos textualmente:
Definicion del valor absoluto:

Si a es un numero real, entonces el valor absoluto de a, denotado por |a|, es a si a es no

negativo, y es —a si a es negativo. Con simbolos se escribe:

a sia=0
la| = J
—a sia <0

Ejemplo ilustrativo 5: Si en la definicién anterior se toma a como 6, 0 y -6, se tiene,

respectivamente, |6 =6 |0] =0 |-6] = —(—6) =6

El valor absoluto de un numero puede considerarse como su distancia (sin tener en
cuenta el sentido, a la derecha o a la izquierda) desde el origen. En particular, los puntos

6 y -6 estan cada uno a seis unidades del origen.
De la definicion de valor absoluto, se tiene:

| _bl_{ a—b sia—b=0
% “|—(a=b) sia—b <0

o equivalentemente,

_fa—b sia=hb
la bl_{b—a sia <b

En la recta numérica real, |a — b| unidades puede interpretarse como la distancia entre a

y b sin tener en cuenta el sentido. Ver la figura siguiente:

Abhora se trabajara con desigualdades que contienen valores absolutos.
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La desigualdad |x| < a, donde a > 0, establece que en la recta numérica real la distancia

del origen al punto x es menor que a unidades: esto es —a < x < a. Como se aprecia en

la figura:

—a<x<a

La desigualdad |x| > a, donde a > 0, indica que en la recta real la distancia del origen al
punto x es mayor que a unidades; esto es, x >a o x < —a. Tal como se muestra en la

figura siguiente:

x < —a X >a

x| > a -a 0 a x| >a

A continuacién se establecen estos dos resultados formalmente. La flecha doble < se
utiliza para indicar que la proposicion anterior al simbolo y la proposicion posterior son

equivalentes. Asi,

x| <a & —a<x<a dondea > 0

x| >a & x>a 0o x <—a dondea>0

Va no esta definida si a < 0. De la definicion de va se deduce que: Vx2 = |x]|.

Las propiedades del valor absoluto dadas en el teorema siguiente son utiles en el

calculo.
A.1.5 Teorema:
Sean a, b € R, entonces:

lab| = |a||b|

a
b

_lal
[b|

A.1.6 Teorema: La desigualdad del triangulo
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Dados a,b € R,entonces: |a + b| < |a| + |b]

A.1.7 Teorema: Sean a,b € R, entonces:

la — b| < |a| + |b]

lal —|b] < |a — b]

El autor desarrolla el valor absoluto desde la pagina 1145 al 1148.

2.7.4 Segun la estructura de los modelos asociados a la nocién del valor absoluto (ver
figura 8), Haaser, La Salle y Sullivan (1973), utilizan en el libro “Analisis Matematico
17, los modelos a trozos y métrica asociados a los contextos analitico y topologico-
geométrico respectivamente. En el capitulo 1, sobre los nimeros reales, los autores en la
pagina 40 presentan una definicion sobre el valor absoluto, la cual citamos

textualmente:
Valor Absoluto

Si a es un numero real distinto de cero, entonces 0 @ o —a es positivo. Aquel de los dos

que es positivo es llamado valor absoluto de a.

Definicion. El valor absoluto de un nimero real a, denotado por |al|, se define por la

regla:
lal| =a sia=0
la| = —a sia<0
Por ejemplo:
2l =2, -2 = ~(-2)=2.|-3 =3 lol=0

Notese que esta regla define el valor absoluto de un numero a distinto de cero como
aquél de los dos ntimeros a y —a que es positivo. El valor absoluto de 0 es 0.

Geométricamente, el valor absoluto de a es la distancia del origen al punto a.

Es facil ver que a tiene las siguientes propiedades:

la| = |—al 'y
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a<lal y —a<]|a

Estas propiedades se siguen inmediatamente de la definicién. Las tres propiedades

fundamentales de los numeros reales son:
la| =0,y lal =0 siysélosia=0
lab| = |al |b|

la + b| < |a| + |b]
Establecemos estas propiedades en los siguientes tres teoremas.
Teorema.
Para cualquier nimero real a, |a| = 0. Ademas |a| = 0 implica que a = 0
Teorema.
Para dos niimeros reales cualesquiera a y b, |a| |b|= |ab|
Teorema.
(La desigualdad del tridangulo). Para cualesquiera dos nimeros reales a y b,

la + b| < |a| + |b|
Corolario: Para cualesquiera dos nimeros reales a y b,

|lal = 1bl| < |a — b

Resultados basicos utilizados en la soluciéon de ecuaciones y desigualdades en que

aparezcan implicados valores absolutos.
b>=0
lal| =b & y
—a=boa=bh
la| <be —a<bya<b

©a>—-bya<b

S —-b<a<b
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Si b>0, entonces |a| <b < a € (—b,b)
< a(=b o a>b)
& a € (—oo,—b) U (b, )
Los autores desarrollaron el tema del Valor Absoluto desde la pagina 40 a la pagina 45.

2.7.5 Segun la estructura de los modelos asociados a la nocidn del valor absoluto (figura
8), Taylor y Wade (1967), en el libro “Calculo diferencial e integral” utiliza los modelos
a trozos y vectorial asociados a los contextos analitico y geométrico respectivamente.
En el capitulo 1, sobre relaciones y funciones, en la pagina 49, nos dicen acerca del

valor absoluto, la cual citamos textualmente:

Recuérdese que |a| se lee el “valor absoluto de a” y que esta definido de la manera

siguiente:

lal = a,si a = 0;

la] = —a,sia<0

La funcion F expresada por: F(x) = |x/|, es la funcion valor absoluto.

Los elementos de F, son pares ordenados de la forma (x, |x|). La grafica de F esta dada

por:

Puesto que F(x) = 0,parax € R.
El dominio de F = (—o0; +0)

El rango de F = [0; +0)
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Teorema: Para todo nimero real a
|a] = 0 (el valor absoluto de a nunca es negativo);

la] =0 ©a=0;

lal? = a%;
va? =lal;

—la|l < a < |al
Teorema: Para cualesquiera nimeros reales a, x y b, siendo b = 0;
x| <be —b<x<b,
|x —al|<be —-b<x—-—a<b;
[x—al|<be a—-b<x<a+b;
x| =bex<-b 6 x=b

Teorema: El valor absoluto de la suma de 2 nimeros reales, a y b, es menor o igual que

la suma de sus valores absolutos.
la + b| < |a| + |b|

Teorema: El valor absoluto del producto de dos niimeros reales a y b es igual al

producto de sus valores absolutos.
lab| = |al.|b]
Los autores desarrollaron el tema del Valor Absoluto desde la pagina 49 a la pagina 72.

Los significados de referencia antes mencionados nos servirdn para realizar las
configuraciones epistémicas (algoritmicas y algoritmica-distancia), ademas los

utilizaremos como teoria en la propuesta de tareas.
2.8 Significados pretendidos

Sobre los significados pretendidos los autores plantean que es el “sistema de practicas

incluidas en la planificacion del proceso de estudio” (Godino et al. 2009, p.4).
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En el presente trabajo, se pretende mostrar como el concepto del valor absoluto se
propone ser trabajado en las aulas (significados pretendidos), mediante el analisis de los
textos universitarios utilizados por los profesores, sujetos de estudio de esta
investigacion. Bdasicamente se muestran definiciones, conceptos, propiedades y/o
teoremas que utilizan los diferentes autores de los textos universitarios a los cuales
tienen acceso los profesores y alumnos del nivel superior, ademas porque son los libros
que aparecen como referencias bibliograficas en el silabo y se encuentran en la

biblioteca de la Universidad Privada Telesup.

Textos Extranjeros: Matematicas para administracion y economia (10%ed.). México.
Stewart J. (2001). Calculo de una variable. Trascendentes tempranas (4%ed.).

Colombia. Tang S. (2005).

Texto Nacional: Figueroa R. (2004). Matematica Bdsica 1 (8%ed.). Pert.

Analisis de los textos:

1) Segun la estructura de los modelos asociados a la nocién del valor absoluto (ver
figura 8), Figueroa (2004), utiliza en su libro “Matematica Basica”, los modelos a trozos
y métrica asociados a los contextos analitico y topologico-geométrico respectivamente.
En el capitulo 4 sobre los niumeros reales, en la seccidon 4.15, pagina 276, presenta la

siguiente definicion sobre el valor absoluto, la cual citamos textualmente:

Definicion: El valor absoluto de un numero real a, denotado por |a| se define por la
regla:

|a|_{a, sia=0
—a, sia<o0

Por ejemplo, sia=3 — |a| =3
a=0-10]=0
=5 »|-5|=—(-5) =5

Se observa que el valor absoluto de un numero positivo o cero es igual al mismo
numero, mientras que el valor absoluto de un nimero negativo es el nimero positivo
correspondiente. Esto significa que para cada ntimero real a, hay un nimero —a, cuyo
valor absoluto representa su distancia al origen, el positivo a la derecha y el negativo a

la izquierda. Geométricamente se representa como:

49
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Para dos numeros a y b, |a — b| = |b — a|, representa la distancia entre estos puntos,

sin importar la direccion; asi, la distancia entre a =—4 y b =3 es:
la—bl=[-4=-3]=[-7|=7 |b—al=83-(D|=17|=7

Geométricamente se representa:

‘ la—b| =17 ‘

‘
Las ecuaciones e inecuaciones que involucran valores absolutos, éstas se resuelven

basandose en los teoremas siguientes.

Teorema 41.Va € R: i)|al =0
ii)la]| =0 a=0

Teorema 42. Va € R: |a|? = a?

Teorema 43. Va € R: |a| =Va?

Teorema 44.Va € R: |a| = |—a|

Teorema 45.Va,b € R: |ab| = |a||b]|

Teorema 46. Va,b € R: b # 0, Entonces |

a| __lal
bl "~ |p|

Teorema 47. Va,b € R: |a + b| < |a| + |b| (Desigualdad triangular)
Teorema 48. Va,b € R: i) |a — b| < |a| + |b] ii) la] — |b] < |a — b|
Teorema49. |lal|=b o (b=0)A(a=b Va=—b)

Teorema 50. |a| = |b| & a=b Va=—b

Teorema 51.Sib=>0y |[a|<b & —b<a<bh
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Teorema 52.Sila| = b o a=bVa<-—b
Teorema 53.Va, b € R: |a| < |b| & a? < b?
El autor desarrolla el tema del Valor Absoluto desde la pagina 276 a la pagina 299

2) Segln la estructura de los modelos asociados a la nocién del valor absoluto (ver
figura 8), Tang (2005), utiliza en su libro “Matematicas para la Administracion y
Economia”, los modelos a trozos y métrica asociados a los contextos analitico y
topoldgico-geométrico respectivamente. En el capitulo 1, seccion 1.9 sobre las
desigualdades y el valor absoluto, en la pagina 63, presenta la siguiente definicion

sobre el valor absoluto, la cual citamos textualmente:
El valor absoluto de un niimero a se denota |a| y se define como

a sia=0
la| = .
a sia<O0
Como —a es un numero positivo cuando a es negativo, esto significa que el valor

absoluto de un numero es siempre no negativo.

Por ejemplo, |5] =5y |-5| = —(—5) = 5. Geométricamente, |a| es la distancia entre
el origen y el punto de la recta numérica que representa al nimero a. Tal como se

muestra en las figurasay b

Figura. a

‘% lal ‘ lal %‘

Figura. b

La tabla muestra las propiedades del valor absoluto. La propiedad 4 se llama

desigualdad del triangulo.
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Propiedad [lustracion

Si a y b son niumeros reales, entonces

I—al = |a 1-3] = (-3)=3= 3]
\ab| = |al|b] 12)(=3)] = |—61=6 = [2]|-3]
|E|=M |<—_3>=E=§=E
bl = 1] ol "1 T e 4

4. la+b| < |a| + |b| 18+ (=5)| = 3] =3 < |8] + |-5| = 13

El autor desarrolla el tema del Valor Absoluto desde la pagina 63 a la pagina 65. Y estas
propiedades lo consideramos relevantes porque se utilizaran en la solucion de

problemas posteriores y en la elaboracion de las tareas didécticas.

3) Segln la estructura de los modelos asociados a la nocioén del valor absoluto (ver
figura 8), Stewart (2001), utiliza en su libro “Célculo de una variable”, los modelos a
trozos y métrica asociados a los contextos analitico y topoldgico-geométrico
respectivamente. En el apéndice A sobre intervalos, desigualdades y valores absolutos,
pagina A6, presenta la siguiente definicion sobre el valor absoluto, la cual citamos

textualmente:

El valor absoluto de un nimero a, denotado por |a|, es la distancia de a a 0 en el eje de
los nimeros reales. Las distancias son siempre positivas 6 0, por lo que tenemos |a| = 0

para todo nimero a.
Por ejemplo:

13| =3;|-3|=3;10|=0; [V2—-1|=v2-1; [r-3|=3-=

En general tenemos lal=a sia=0 [ 3)

la] =—a sia<O0

Recuerde que el simbolo vV  significa “la raiz cuadrada positiva de”. Entonces Vr = s,

significa s2 = r y s = 0. Por lo tanto, la ecuaciéon Va2 = a, no es siempre cierta.
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Es cierta s6lo cuando a = 0. Si a < 0, entonces —a > 0, por lo que tenemos Va* = —a.

En vista de (3), tenemos la ecuacion:

Va? = lal o

(5) Propiedades de los valores absolutos: Suponga que a y b son numeros reales

cualesquiera y que n es un entero. Entonces,

lab| = |al|b|

a _ lal

P Ty (b 0)
la™| = |a|™

(6) Para resolver ecuaciones o desigualdades que contienen valor absoluto, es muy util

usar los siguientes los siguientes enunciados.
Suponga que a > 0. Entonces,
x| =a siysoélosi x=+a
x| <a siysélosi —a<x<a
x| >a siysolosi x>a ox<-—a
(7) Desigualdad del tridngulo: Si a y b son cualesquiera nimeros reales, entonces
la + b| < |al + |b]

El autor desarrolla el tema del Valor Absoluto en el apéndice A: desde la pagina A6 a la

pagina A10.

Los contenidos (sobre el valor absoluto) de los siete textos analizados anteriormente, los
consideramos relevantes porque a pesar de que solo utilizan dos contextos (analitico y
topoldgico) nos permitieron ilustrarnos en la solucion de los problemas planteados en el
disefio de tareas y ademads para realizar la configuracion emergente del concepto del

valor absoluto.
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CAPITULO 3
ANALISIS DE OBJETOS MATEMATICOS

Resumen

En la seccion 3.1 se presenta la configuracion epistéemica emergente de los textos de
matemadtica del nivel superior, basados en la “Algoritmizacion” y  luego la
configuracion epistémica emergente de los textos de matemadtica del nivel superior,
“Algoritmica y Distancia” donde aparece la nocion del valor absoluto, siendo la

distancia, la diferencia entre las dos configuraciones.

3.1 Configuracion epistémica emergente de los textos de matematica del nivel

superior, donde aparece la nocion del valor absoluto (NVA)

Luego de analizar los textos matematicos antes mencionados (ver capitulo 2), se
presentan a continuacion s6lo dos configuraciones epistémicas: “Algoritmizacion” y
“Algoritmica y Distancia” que resultan de haber analizado los textos matematicos del
nivel superior y la investigacion realizada por Wilhelmi et. al (2007), en dichos trabajos
se observa ademas que no estan presentes los diferentes usos o significados del valor
absoluto, solo se encuentran la nocioén algoritmica y la nocion de distancia. Para los

cuales se elabora las siguientes configuraciones epistémicas:

3.1.1 Configuracion epistémica emergente del concepto del valor absoluto

“Algoritmizacion”

LENGUAJE

1) VERBAL: Valor Absoluto de un niimero, ecuaciones, inecuaciones, igualdad,
desigualdad, intervalos, conjuntos, si y sélo si, unidn, interseccion, mayor,
menor, mayor o igual, menor o igual, funcion por partes.

2) GRAFICO:

Figura geométrica de la funcion Valor Absoluto.

-

3) SIMBOLICO: |x|],A, V, U, n, €, &,0,{}, —o,+0, a=b,a=—b,
a>b, a<ba=bh, a<h, <a;b>a;b],<a;b],[a;b >,+,—,%
SITUACIONES CONCEPTOS

Problemas descontextualizados sobre la | PREVIOS:

nocion del valor absoluto, donde se | Conjunto: Es una coleccion bien definida de

54
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TESIS PUCP
denomina elementos del conjunto.

inecuaciones
Intervalos: Dado un conjunto ordenado,

resuelven ecuaciones e
diremos que una parte M de dicho conjunto

con valor absoluto.
constituye un intervalo, si para cada par (y, z)

de elementos de M tal que

y < z, todo elemento x del conjunto inicial
que satisface la relacion y<x<z, pertenece a

M.

Funcion: una funcion f, es una regla que
asigna a cada elemento x del conjunto A,
exactamente un elemento y del conjunto B. El

elemento y se denomina imagen de x
mediante f, y se indica como f{x). El conjunto

A, se denomina dominio de £, El conjunto B,

se denomina codominio de f.
Ecuacion: Es una proposicion que indica que
iguales. Las dos

dos expresiones son
expresiones que conforman una ecuacion son

llamados sus lados o miembros y estan

separados por el signo de igualdad “=".
Es wuna desigualdad entre

Inecuacion:
expresiones que contienen variables y que
se cumple para determinados

solamente
valores o en un determinado intervalo.
Interseccion de conjuntos: La interseccion

de los conjuntos A y B, denotada por AN B,
es el conjunto que se forma con los elementos

que son comunes a ambos conjuntos, es decir

ANB={x/x €A ANxeB}
Union de conjuntos: La unién de los

conjuntos A y B, denotada por A UB, es el
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conjunto cuyos elementos

pertenecen a

cualquiera de los dos conjuntos, es decir :

AUB={x/x €A VxeB}

EMERGENTES

-La nocién del valor absoluto de un nimero
real: El valor absoluto de un niimero positivo
o cero es igual al mismo nimero, mientras
que el valor absoluto de un nimero negativo

es su opuesto.

PROCEDIMIENTOS

PROPOSICIONES (Emergentes)

Resolver ecuaciones Lineales con valor

la|=beoa=b Va=—-b ,parab=>0

absoluto.

Resolver inecuaciones con valor || Teoremal ||a|<be —-b<a<bh

absoluto. Corolariol | lal|<be —b<a<b
Teorema?2 | |la|=2beoa<-bVa=bh
Corolario2 | la| >b e a<-bVa>bh

ARGUMENTOS

Argumento:

Tesis: El valor absoluto de un niimero real siempre es mayor o igual que cero.

Caso 1: Si el nimero real a es positivo, |a| =a >0
Caso 2: Si el nimero real a es negativo, |a] =-a >0

Caso 3: Si el nimero real a es cero, |a] =0
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3.1.2 Configuracion epistémica emergente del concepto del valor absoluto

“Algoritmica y Distancia”

LENGUAJE

1) VERBAL: Valor Absoluto de un numero, distancia entre dos puntos,
ecuaciones, inecuaciones, igualdad, desigualdad, intervalos, conjuntos, si y s6lo
si, union, interseccidon, mayor, menor, mayor o igual, menor o igual, funcién por
partes.

2) GRAFICO:
Figura: distancia entre dos puntos

A B
>

Figura geométrica de la funcion Valor Absoluto.

3) SIMBOLICO: |x],A, V, U, n, €, &,0,{}, —o,+0, a=b,a=—b,
a>b,a<ba=b, a<bh, <ab>[ab]l,<ab],[ab >,+,—,%,d(X,O),

d(A,0)
SITUACIONES CONCEPTOS

Problemas descontextualizados sobre la | PREVIOS:

nocion del valor absoluto, donde se | Distancia euclidiana entre dos puntos en
resuelven ecuaciones e inecuaciones con | el plano cartesiano: Longitud del
valor absoluto. segmento recto que los une.

Est4 dada por la medida del segmento que
los une.

Distancia:

Es la menor medida posible entre dos
puntos X e Y cuyas coordenadas son x, y
respectivamente que cumple las siguientes
condiciones:

a) d(X, Y)=0, siy solo si x=y

b) d(X, V)=d(Y, X)

¢) d(X, 2) < d(X, )+d(Y, 2)

Conjunto: Es una coleccion bien definida

de objetos. A cada uno de estos objetos se
les denomina elementos del conjunto.

Intervalos: Dado un conjunto ordenado,
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diremos que una parte M de dicho

conjunto constituye un intervalo, si para
cada par (y, z) de elementos de M tal que

vy <z, todo elemento x del conjunto inicial
que satisface la relacion y< x< z pertenece
a M.

Funcién: una funcion f, es una regla que
asigna a cada elemento x del conjunto A4,
exactamente un elemento y del conjunto B.
El elemento y se denomina imagen de x
mediante f, y se indica como f{x). El
conjunto 4, se denomina dominio de f, El
conjunto B, se denomina codominio de f.
Ecuacion: Es un enunciado numérico
abierto, relacionado con el signo igual(=);
es decir, es una igualdad condicional de
dos expresiones algebraicas que queda
satisfecha soOlo para algunos valores
asignados a sus letras. Al buscar tales
valores estas letras reciben el nombre de
incognitas y a esta busqueda se le llama
Resolucion de una ecuacion.

Inecuacion: Es una desigualdad entre
expresiones que contienen variables y que
solamente se cumple para determinados
valores o en un determinado intervalo.
Interseccion de  conjuntos: La
interseccion de los conjuntos 4 y B,
denotada por A N B, es el conjunto que se
forma con los elementos que son comunes
a ambos conjuntos, es decir :
ANB={x/x €A ANxeB}

Union de conjuntos: La union de los
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conjuntos A y B, denotada por A U B, es
el conjunto cuyos elementos pertenecen a
cualquiera de los dos conjuntos, es decir :

AUB={x/x €A VxeB}

EMERGENTES

1-La nocién del valor absoluto de un
nimero real visto como distancia.

2-La nocién del valor absoluto de un
nimero real: El valor absoluto de un
nimero positivo o cero es igual al mismo
numero, mientras que el valor absoluto de
un numero negativo es el nimero positivo
correspondiente.

PROCEDIMIENTOS PROPOSICIONES (Emergentes)

Hallar el valor absoluto de un nlimero real, | Distancia entre los puntos 4 y B de
visto como distancia. coordenadas a y b, respectivamente.
d(4,0) =a=|a—-0| =]al
d(B,0) =b =|b—0| = |b|

Resolver Ecuaciones Lineales con valor | la|=bea=b Va=—-b,parab =0

absoluto.

Resolver Inecuaciones Lineales con valor | | Teorema 1 la|<bo -b<a<bh

absoluto. Corolario 1 | |a| <be —b<a<b
Teorema2 | |g| >beoa<-bVa=h
Corolario2 | |g| > b e a<—-bVa>b

ARGUMENTOS

Tesis: El valor absoluto de un niimero real expresado como distancia siempre es mayor
o igual que cero.
Argumento:
Caso 1: Si A es un punto con coordenada a € R™, entonces d(4,0) = |a — 0] =
lal = a.
Caso 2: Si A es un punto con coordenada a € R, entonces: d(4,0) = |—a — 0| =

|—al = la| = a.
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Caso 3: Si el punto O es el origen de coordenadas a = 0, entonces: |a| =0
Tesis: El valor absoluto de un niimero real siempre es mayor o igual que cero.
Argumento:

Caso 1: Si el nimero real a es positivo, |a| =a >0

Caso 2: Si el nimero real a es negativo, |a| =—a >0

Caso 3: Si el nimero real a es cero, |a] =0

En los textos universitarios sobre el valor absoluto estudiados lineas arriba encontramos

que:

-Los autores presentan la definicion del valor absoluto mediante el contexto analitico
asociado al modelo funcidn a trozos. Algunos autores presentan la definicion del valor

absoluto mediante el modelo métrico (distancia) asociado al contexto topoldgico.

-Muy pocos autores presentan el valor absoluto en el contexto geométrico (grafico de la
funcién valor absoluto). En los textos no se resuelven ecuaciones utilizando el contexto
geométrico. Lo cual consideramos inapropiado, porque limita el conocimiento del valor
absoluto solo a la nocion algoritmica y no permite conocer los diferentes usos del valor

absoluto.

-En los textos no se desarrollan problemas contextualizados, no se trabajan reflexiones
para el concepto del VA utilizando el contexto geométrico, no utilizan softwares

matematicos para la resolucion de problemas.

Del estudio realizado en los textos universitarios (significados pretendidos), observamos
que hay una carencia de contenidos ya que no se abarcan los diferentes usos del
concepto del valor absoluto entonces existe la necesidad de presentar una nueva
propuesta (la cual la llamaremos secuencia de tareas) que sera desarrollada con mayor
detalle en el capitulo 5. Reconocemos la importancia de las practicas realizadas por el
profesor sobre los objetos matematicos, en particular en el caso del valor absoluto para
poder ensefiar a sus alumnos y ser capaces de disefar tareas o una secuencia de tareas.
Para nosotros el enfoque ontosemidtico de la cognicidn e instruccidon matematica y muy

especificamente los criterios de idoneidad fueron fundamentales en esta labor.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE LOS ERRORES, DIFICULTADES Y OBSTACULOS
ACERCA DEL CONCEPTO DEL VALOR ABSOLUTO

Resumen

Este capitulo responde al objetivo 1.5.1 Identificar y analizar los errores, las
dificultades y los obstdculos diddcticos que aparecen en el proceso de enseiianza y
aprendizaje del concepto del valor absoluto. Para ello en la seccion 4.1 presentamos
los instrumentos utilizados en nuestra investigacion, donde primero elaboramos una
prueba diagnostica basandonos en la literatura revisada sobre los errores cometidos
por los alumnos en el aprendizaje del concepto del valor absoluto. Dicha prueba se
aplica a un grupo de alumnos (sujeto de estudio). Luego en la seccion 4.2 presentamos
los errores, dificultades y obstdaculos del valor absoluto en la experiencia realizada. A
continuacion en la seccion 4.3 se presentan los resultados de la prueba diagnostica y de
los cuestionarios. En la seccion 4.4 explicamos los criterios de idoneidad para valorar
la clase del profesor. Finalmente presentamos en la seccion 4.5 la configuracion

epistémica idonea del objeto valor absoluto.
4.1 Instrumentos

Se considera pertinente realizar en nuestro trabajo de investigacion; una prueba

diagnostica y un andlisis de la clase del profesor, sobre el valor absoluto.

Prueba Diagnostica (ver apéndice 2) que seria contestado por los estudiantes (sujetos
de estudio) del primer ciclo del nivel universitario de una Universidad Privada del Peru,
para obtener informacion general de ellos sobre sus conocimientos acerca del concepto
del valor absoluto. Dicha prueba fue aplicada a 37 estudiantes de la escuela de
ingenieria de sistemas, provenientes en su gran mayoria de instituciones educativas
publicas, y tiene por objetivo identificar, los errores, dificultades y obstaculos acerca del

concepto del valor absoluto.

En primer lugar se solicité permiso al Rector de la universidad en la cual laboro desde
hace 6 afios, para realizar mi experimento con la finalidad de que autoricen y me
brinden las facilidades del caso, al cual accedieron de buena manera y me apoyaron

moralmente. A las 10:50 a.m. del dia 2 de octubre del 2012, a los estudiantes se les
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invitd a participar por induccion, se les dijo que iban a ser parte de un proyecto
organizado por la universidad y por un grupo de profesores en el cual estaba incluido su
profesor (licenciado en matematicas), que en ese momento iba a dictar la clase de
matematicas (tema intervalos), ademas ellos iban a contribuir con su participacion y su
honestidad al responder el cuestionario (para nosotros prueba diagndstica) con
informacion importante para implementar una nueva propuesta en la curricula de la

universidad. La prueba terminé a las 11:30 a.m.
La prueba diagndstica consta de 4 preguntas:
La pregunta 1, es para saber si el alumno conoce o no acerca del concepto del VA.

La pregunta 2, contiene 12 sub-preguntas en las cuales se muestran interrogantes sobre:
los errores, dificultades y los obstaculos en el aprendizaje del VA. Las preguntas son

contestadas con “V” si es verdadera o “F” si es falsa.

La pregunta 3, se trabaja con preguntas en base a la definicion del valor absoluto por
partes, considerando que a la mayoria de los alumnos le resulta dificil su interpretacion

y por consiguiente su aplicacion.

La pregunta 4, esta relacionada con el registro grafico, en la cual se presenta una
funcion con valor absoluto y se les pide identificar la grafica correcta de tres alternativas

dadas.

Luego de haberse tomado la prueba diagnostica, se procedié a realizar el andlisis y la
clasificacion de los errores, dificultades y obstaculos en el aprendizaje del concepto del

valor absoluto, que detallamos a continuacion.

4.2 Errores, dificultades y obstaculos del valor absoluto encontrados en la prueba

diagnostica.
4.2.1 El error en el aprendizaje del concepto del valor absoluto

En el EOS, se considera al error como una practica matematica no valida por parte de
los alumnos. En particular para el caso del valor absoluto, la solucion fragmentada, en la
solucion de ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto, lo consideramos como error

porque impide que el estudiante pueda encontrar la solucion correcta. Es decir plantean
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solo la parte referida a a = b y no utilizan la otra parte a = —b (determinacion del
origen).

Por ejemplo, al pedir a los alumnos que resuelvan: |2x — 4| = 6

Los estudiantes solo desarrollan:

a=b
2x-4=6
2x =10
x=35

Como se dijo anteriormente esto es un error, porque solo toma en cuenta una parte de la
definicion del valor absoluto; lo que en el EOS, se considera como una practica

matematica no valida.

Teorema:si b = 0 entonces,|la| =b ©oa=b Va= —b
b=>0 2x—4=6 v 2x—-4=-6
6=>0 2x=10 vV 2x=-2

x=5 v x=-1

CS={-1;5)}

Otras formas de resolver la ecuacion antes mencionada seria, utilizando distancias,
reflexiones, geometria o los softwares Geogebra, Winplot, etc. (organizacion de la
ensefianza mediante una secuencia de tareas didacticas), que ayudarian a superar este

error.
Otros errores que encontramos en la prueba diagndstica fueron:
Considerar que el valor absoluto de un nimero puede ser negativo.
Ejemplo: |-5| = =5

Lo cual es falso, porque por definicion, el valor absoluto de todo nlimero real es siempre

mayor o igual a cero.
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Asumir que el valor absoluto y la funcion valor absoluto, significan lo mismo

_(x; six=0 ) _(f(x); six=0
|xl_{—x; six <0 ’ |f(x)l_{—f(x); six <0

Es falso, porque el primero se refiere a un nlimero y el segundo se refiere a una funcion.
Ademas el valor absoluto de un numero real tiene una representacion en la recta real y

el segundo se representa en el plano cartesiano.

-No reconocen que: la expresion |x — al es la distancia entre x y a.

-Desconocen que: Vx2 = |x|

-No identifican que: |x| =max {x; —x}

-Al resolver problemas como |x + 1| = 3, lo resuelven de ésta manera:
—(x+1)=-3 v x+1=3

Obteniendo al resolver las dos ecuaciones, x=2. Lo cual es erroneo, porque las

soluciones deben ser 2 y —4.

4.2.2 Dificultades en el aprendizaje del concepto del valor absoluto encontrados en

la experiencia realizada y en otras investigaciones

Para el EOS, una dificultad indica el mayor o menor grado de éxito de los alumnos ante
un tema o tarea (Font, 2013). Concepto que puede aplicarse a cualquier objeto

matematico.
En particular para el caso del valor absoluto, la definicion:

|x|_{x; six=0
T l=x; six <0

“Acarrea dificultades a la hora de su comprension, a la mayoria de los alumnos les

resulta dificil su interpretacion y por consiguiente su aplicacion” Cerizola (2005, p. 4).
Dificultades asociadas al valor absoluto

a) Es una dificultad asociada a los contenidos matematicos: elevado grado de

abstraccion y generalizacion, basicamente porque la notacion es compleja, ademas
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la expresion contiene también inecuaciones, signos positivos y negativos, las barras

y el paréntesis que generan incomprension en los estudiantes.
b) Es una dificultad relacionada con el alumno (dificultad de tipo cognitiva):

-Relacionada con la falta de dominio de los contenidos sobre el valor absoluto;
porque el estudiante no comprende que se trata de una definicion de una funcion

por partes.

-Asociada también con los significados de referencia de los alumnos acerca del
concepto del valor absoluto (representaciones del valor absoluto en contextos

diferentes). Es decir, el valor absoluto visto desde los diferentes contextos:

analitico, topologico, aritmético y geométrico.
-Relacionada a la falta de motivacion del alumno, es decir su “autoestima”.

-Asociada también con las discapacidades o bajo nivel de desarrollo psicologico

por parte de los alumnos.

c) Esuna dificultad asociada al profesorado
-Asociada al profesor, porque en muchos casos el profesor s6lo maneja la

definicion de la funcion por partes del valor absoluto, desconociendo los otros

significados de referencia del concepto del valor absoluto (distancia, reflexiones,

geométrica, uso de softwares y problemas contextualizados).
-También porque el profesor en algunos casos no organiza eficientemente una

secuencia de tareas potencialmente significativas, que permitan superar los errores,
instituciones

las dificultades y los obstaculos del concepto del valor absoluto.

d) Asociada a la organizacion del centro, porque en algunas
(universidades) el tema del valor absoluto, no se ensefa (el tema no se considera

dentro del silabo); sin embargo, en los ciclos superiores llevan célculo. También
porque cuando el tema se considera dentro del silabo sélo se ensena la parte
algebraica (en la mayoria de los casos so6lo utilizan las propiedades de las

ecuaciones ¢ inecuaciones), desconociendo el registro grafico y las otras

definiciones equivalentes que ayudarian a superar los errores, las dificultades y los

obstaculos del concepto del valor absoluto.
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4.2.3 Obstaculos en el aprendizaje del concepto del valor absoluto encontrados en

b)

la experiencia realizada y en otras investigaciones

Para Brousseau un obstaculo es un conocimiento, en el que si se utiliza este

conocimiento en otro contexto, genera respuestas incorrectas.
En el caso del valor absoluto (Cerizola, 2005) considera que:

La notacion algebraica se constituye en un factor de incomprension de la
definicion del valor absoluto:

|x|_{x; six=0
—x; Six <0

Especialmente en la expresion —x ;Si x < 0 . El signo menos delante de la x
induce a asumir que se trata de un numero negativo, produciendo
interpretaciones erroneas al utilizar la condicion x < 0 como consecuencia,
resulta dificil aceptar que el valor absoluto de un nimero real es siempre mayor
o igual a cero. Para superar éste obstidculo consideramos necesario que el
profesor presente una secuencia de tareas que vayan de los casos particulares a
los casos generales con la finalidad de generar una abstraccion del concepto y su

posterior generalizacion.

“La incomprension de la definicion se manifiesta en situaciones mas complejas”
(valor absoluto de funciones) (p. 4).
_(f(); six=0
s {—f(x); six <0
En la prueba diagnoéstica al resolver la funcion: f{x) = |2x — 4/, en forma errénea
responden:
2x —4;Six =0

|2x — 4| =
—(2x—4) ;Six <0

La cual deberia de ser :
2x —4:Six>2

|12x — 4| =
—-(2x—4) ;Six<2
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Para superar este obstaculo, debemos incidir en que la expresion es una funcion

y que las restricciones ahora dependen de la funcion, especificamente de la parte

interna (limitada por las barras) la cual debe ser mayor o igual que cero.

Los incisos a y b, para el valor absoluto los consideramos obstaculos.

En nuestro grupo de investigaciéon se volvieron a presentar en la prueba

diagnéstica y en el cuestionario 1.

4.3 Resultados y analisis de la prueba diagnoéstica y cuestionarios

4.3.1 La prueba diagnostica: Esta prueba (ver apéndice 2) sirvid para conseguir

informacion acerca de los diferentes significados del valor absoluto en cada uno de

los estudiantes, asi como de sus conocimientos previos.

En la preguntal: ;Has escuchado hablar sobre el término valor absoluto?

De los treinta y siete alumnos encuestados treinta y cinco respondieron que si 'y dos

estudiantes respondieron que no conocen sobre el valor absoluto.

Con relacion a la pregunta 2: Coloca “V’ si la afirmacion es verdadera o “F” si

es falsa. Las respuestas y porcentajes de aciertos y equivocaciones se muestran en

la siguiente tabla.

Pregunta 2 Aciertos % | Equivocaciones %
a|Para todo nimeroreal x, — x <0. 8 216 29 78.4
El valor absoluto de un numero puede ser
b| negativo. 19 51.4 18 48.6
El wvalor absoluto y la funcién valor absoluto
c | significan lo mismo. 27 73.0 10 27.0
d||=7] =17| 26 70.3 11 29.7
e|l3,5/=3 25 67.6 12 324
El valor absoluto de un numero es siempre mayor
f | o igual a cero. 28 75.7 9 333
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Geométricamente, la expresion |x —a| es la
g| distancia entre x y a. 14 37.8| 23 62.2
h| x| =max {x,—x} 18 [486] 19 514
i[vVx2=|x| 25 67.6 12 324
jl-131<3 <3| 18 48.6 19 51.4
f(x);Six=0
lf )l =
k —f(x) ;Six <0 11 (297 26 70.3
El conjunto solucién de la ecuacion |x — 4| =
1 | =3 es el conjunto vacio. 14 37.8 23 62.2

Tabla 3: cuadro de resultados pregunta 2 de la prueba diagndstica.

2a) Paratodo nimeroreal x, —x < 0; en ésta pregunta, 29 de los 37 alumnos, se
equivocaron y respondieron que era verdadera, siendo la respuesta falsa. Las
respuestas incorrectas alcanzan un 78.4 %, lo cual es una gran dificultad en la
comprension del concepto del VA. En nuestra opinion una posible explicacion es
que para los estudiantes, x, es un niamero positivo siempre, porque como norma
matematica se les ha ensefiado que los numeros negativos llevan un signo “-”
delante de éste y al no tenerlo x, piensan que es positivo, sin distinguir que en este

caso x es una variable que toma como valores también los nimeros negativos. Por

ello, consideramos esta dificultad como un “Obstaculo”.

2b) El valor absoluto de un nimero puede ser negativo; en ésta interrogante 19 de los
37 alumnos respondieron en forma errénea, que representan el 51.4% respondieron
que era verdadera, siendo la respuesta falsa. Los alumnos no tienen clara la idea de
que el valor absoluto no puede ser negativa. Esta accién la consideramos como

“Error” de concepto.

2¢) El valor absoluto y la funcién valor absoluto significan lo mismo. El 73% de los
alumnos acertadamente respondieron que no eran iguales, es decir 27 alumnos

consideraron la respuesta falsa. Esta accion la consideramos como “Error”, puesto
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que el valor absoluto se trabaja en una dimension (campo de los numeros reales) y

la funcion valor absoluto en dos dimensiones (plano cartesiano).

2d) |-=7| =17|. En ésta pregunta, 26 alumnos respondieron correctamente, lo cual

significa que el 70.3% respondieron como verdadero.

2¢) |3,5] = 3. Solo 12 alumnos respondieron en forma errénea, lo cual significa que el

67.6% respondieron en forma acertada que la respuesta era falsa.

21) El valor absoluto de un niimero es siempre mayor o igual a cero. En ésta pregunta

28 alumnos respondieron correctamente, que es el 75,7% de los alumnos

encuestados, los cuales marcaron como verdadera la respuesta.

2g) Geométricamente, la expresion |x —al| es la distancia entre x y a. En ésta

interrogante 23 alumnos que representan el 62,2% no respondieron acertadamente.
Consideramos que ha sido por que los alumnos desconocen que el valor absoluto
también se puede expresar como distancia. Esta accion la consideramos como un
“Error” de concepto y esto porque al parecer no es comun el utilizar esta
interpretacion del valor absoluto en su proceso de ensefianza-aprendizaje previo

como distancia.

2h) [x| = max { x ,—x }. Los alumnos en ésta pregunta en un 51.4% respondieron en

2i)

2j)

forma incorrecta, 19 de los 37 alumnos consideramos que desconocen de que el
valor absoluto se puede expresar en términos de la funcién méaximo. Esta accion la

consideramos como “Error”.

Vx? = |x|. Los alumnos en ésta pregunta en un 51.4% respondieron en forma
incorrecta, 19 de los 37 alumnos consideramos que desconocen de que el valor
absoluto se puede expresar como una composicion de funciones. Esta accion la

consideramos como “Error”.

— |3] <3 <|3|. En ésta pregunta 19 de los 37 alumnos responden de manera
incorrecta, asumieron la expresion como falsa, siendo la proposicion verdadera. Es
decir el 51,4% no tiene claro las desigualdades con valor absoluto. Esta accion la

consideramos como “Error”.
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2K)

21)

2x—5;Six=0
|2x = 5| = . En ésta pregunta 26 de los 37 alumnos
—(2x—=5);Six<0

respondieron que la expresion era verdadera. Los alumnos no analizaron la
restriccion en forma adecuada, asumen que x > 0. Esto es erroneo puesto que se

debe de tomar que 2x — 5 > 0, luego despejar x, obteniendo como restriccion final
5 . .
X2z, Las respuestas incorrectas alcanzan un 70.3 %, lo cual es una gran dificultad

en la comprension del concepto del valor absoluto, a la que Ilamaremos
“Obstéculo”. Esto debido a que una posible explicacion es que, en el proceso de
ensefianza al definir el valor absoluto de un numero solo se considera un valor
constante o se representa por una constante y no hay términos algebraicos, como en
este caso un binomio lineal, lo que genera un conflicto semidtico de tipo

epistémico.

El conjunto solucion de la ecuacion |x —4| = —3 es el conjunto vacio. Los
alumnos en un nimero de 23 desconocen que el valor absoluto no puede ser
negativo. Esta accion la consideramos como “Error”, ain no tienen claro el

concepto del valor absoluto de un ntimero.

En la pregunta 3: Coloca “ V’’ si la afirmacion es verdadera o “F ” si es falsa.

ACIERTOS EQUIVOCACIO

NES
% %
a 14 37.8 23 62.2
b 19 514 18 48.6
c 23 62.2 14 37.8
d 18 48.6 19 51.4
e 10 27.0 27 73.0

Tabla 4: cuadro de resultados pregunta 3 de la prueba diagndstica.

3a) Si x <0, entonces: |x| =—x. Los alumnos en un nimero de 23, que representan al

62.2% de los alumnos encuestados respondieron que la respuesta era falsa, siendo
¢ésta incorrecta, lo cual demuestra que siguen teniendo grandes dificultades al
trabajar el valor absoluto con numeros negativos. En nuestra opiniéon una posible
explicacion es que para los estudiantes, — x, s un nimero negativo siempre, porque

como norma matematica se les ha ensefiado que los nimeros negativos llevan un
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3b)

3¢)

signo “ — 7 delante de éste y al tenerlo, piensan que es negativo, sin darse cuenta

que x es una variable que toma como valores también los nimeros positivos y en
este caso se esta hablando del opuesto de x. Por ello, consideramos esta dificultad

como un “Obstaculo”.

Si x < 0, entonces: |x| = - (-x). En ésta pregunta los alumnos respondieron de
manera incorrecta en un numero de 18, que es el 48,6% de los alumnos
encuestados. Siguen teniendo grandes dificultades al trabajar el valor absoluto con

nimeros negativos.

Si x > 0, entonces: |x| = - (-x). En ésta pregunta 23 de los 37 alumnos
respondieron acertadamente, ellos en su gran mayoria no tienen problemas para

trabajar con nimeros positivos.

3d) Si x > 0, entonces: |x| =- x. Los alumnos en un 51,4 % no tienen claro todavia de

que el valor absoluto de nimero no puede ser negativo, es por eso que 19 de los 37

alumnos respondieron de forma incorrecta.

3e) Si x <0, entonces: |x| = x. En ésta pregunta, 27 alumnos que son el 73% del total

de estudiantes, respondieron de manera incorrecta. Lo cual pone en evidencia una
vez mas que la proposicion: Si x < 0, entonces: |x| = x, es una gran dificultad en
la comprension de la NVA, la consideramos como un “Obstaculo”, porque
consideran a x un nimero y no una variable que toma valores numéricos positivos,

negativos y el cero, considerandolo un conflicto epistémico.

En la pregunta 4: La grafica de la funcion f, definida por f(x) = — [x + 2|+ 3, es:
En su gran mayoria, 27 de los 37 alumnos encuestados, que representan el 67,57%
Los estudiantes no representan el valor absoluto en su forma grafica y otros realizan
graficos que pertenecen a otra expresion. Generalmente porque no se les ha

ensefiado en la etapa escolar o en la etapa pre universitaria.

4.3.2 Cuestionarios

4.3.2.1 Cuestionario 1: para los Alumnos

Se elabor6 el cuestionario 1 (ver apéndice 3) que sirvid para conseguir informacion

acerca de los diferentes significados del valor absoluto en cada uno de los 37
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estudiantes, después de que el profesor dict6 la clase sobre el valor absoluto. Fue

aplicada el dia 16 de octubre del 2012.
En la preguntal: Coloca “V’’ si la afirmacion es verdadera o “F” si es falsa.

a) Six <0, entonces: |-x| = - X. En ésta pregunta los alumnos respondieron de
manera incorrecta en un nimero de 20, que es el 54% de los alumnos
encuestados. El resultado nos indica que el grado de éxito de los alumnos
ante esta pregunta es menor. Por lo tanto la tipificamos como “Dificultad”.

b) Si x > 0, entonces: |-x| = x. En ésta pregunta los alumnos respondieron de
manera incorrecta en un niamero de 18, que es el 48,6% de los alumnos
encuestados. El resultado nos indica que el grado de éxito de los alumnos
ante esta pregunta es menor. Por lo tanto la tipificamos como “Dificultad”.

¢) Six<0,entonces: |-x| = x.En ésta pregunta los alumnos respondieron de
manera incorrecta en un niamero de 21, que es el 58,3% de los alumnos
encuestados. Siguen teniendo grandes “Dificultades” al trabajar el valor

absoluto con nimeros negativos.
En la pregunta 2: Para todo niimero real x, /- x<0? Justifica tu respuesta.

En ésta pregunta los alumnos respondieron de manera incorrecta en un nimero de
28, que es el 76% de los alumnos encuestados. Lo cual es una gran dificultad en la
comprension del concepto del valor absoluto. En nuestra opiniéon una posible
explicacion es que para los estudiantes, x, s un nimero positivo siempre, porque
como norma matematica se les ha ensefiado que los nlimeros negativos llevan un
signo “—" delante de éste y al no tenerlo x, piensan que es positivo, sin distinguir
que en este caso x es una variable que toma como valores también los numeros

negativos. Por ello, consideramos esta dificultad como un “Obstaculo”.
En la pregunta 3: Defina el valor absoluto de un niimero real a.

En ésta pregunta los alumnos respondieron de manera incorrecta en un niimero de
18, que es el 48,6% de los alumnos encuestados. Esta accion la consideramos como

“Error”, porque atn no tienen claro el concepto del valor absoluto de un numero.

En la pregunta 4: Defina la funcion f(x), en términos de valor absoluto, siendo

f(x)=|2x-7| y sefialando los valores correspondientes de x.
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En ésta pregunta los alumnos respondieron de manera incorrecta en un niimero de

32, que es el 86,5% de los alumnos encuestados. La gran mayoria sefialo

equivocadamente los valores de x. Esto es erréneo puesto que se debe de tomar que
. . . 7
2x — 7 = 0, luego despejar x, obteniendo como restriccion final x > 70 lo cual es

una gran dificultad en la comprension del concepto del valor absoluto, a la que
llamaremos “Obstaculo”. Esto debido a que una posible explicacion es que, en el
proceso de ensefianza al definir el valor absoluto de un nimero solo se considera un
valor constante o se representa por una constante y no hay términos algebraicos,
como en este caso un binomio lineal, lo que genera un conflicto semidtico de tipo

epistémico.
En la pregunta 5: Resuelve la siguiente ecuacion: [2x-7|=-x+2

En ésta pregunta los alumnos respondieron de manera incorrecta en un niimero de
26, que es el 70,3% de los alumnos encuestados. Generalmente porque no se les ha
ensefado en la etapa escolar o en la etapa pre universitaria, ademas el profesor al
resolver un problema similar, se confundié. Por lo tanto la tipificamos como

“Dificultad”.

En la pregunta 6: Grafique la funcion f, definida por f(x) = |x + 2| - 7, indicando

las coordenadas de los puntos de corte con los ejes X e Y.

En ésta pregunta los alumnos respondieron de manera incorrecta en un nimero de
33, que es el 89% de los alumnos encuestados. Los estudiantes no representan el
valor absoluto en su forma grafica y otros realizan graficos que pertenecen a otra
expresion. Generalmente porque no se les ha ensefiado en la etapa escolar, en la
etapa pre universitaria y en este caso hasta en la misma universidad, porque el
profesor no resolvid problemas de este tipo. Por lo tanto la tipificamos como

“Dificultad”.

En la pregunta 7: De acuerdo con una prediccion de una revista financiera, el
precio p de las acciones de la compaiiia GAEL S.A.C. NO cambiaran de su precio

actual de $22 por mas de $ 5.

En ésta pregunta los alumnos respondieron de manera incorrecta en un niimero de

35, que es el 94,6% de los alumnos encuestados. Generalmente porque no se les ha
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ensefiado en la etapa escolar, en la etapa pre universitaria y en este caso hasta en la

misma universidad, porque el profesor no resolvid problemas de este tipo. Por lo

tanto la tipificamos como “Dificultad”.
4.3.2.2 Andlisis del cuestionario 2: para los Profesores

Se elabord el cuestionario 2 (ver apéndice 4) que se tomé para corroborar los
conocimientos de los profesores sobre los diversos significados de referencia del

valor absoluto. Fue aplicada el dia 4 de Abril del 2013.
En la preguntal: Coloca “V’’ si la afirmacion es verdadera o “F” si es falsa.

a) Si x < 0, entonces: |-X| = - x. En ésta pregunta 3 de los 4 profesores
contestaron de manera incorrecta. Presentan dificultades al trabajar el valor
absoluto con numeros negativos. Por lo tanto la tipificamos como
“Dificultad”.

b) Si x > 0, entonces: |-x| = x. En ésta pregunta 1 de los 4 profesores
contestaron de manera incorrecta.

¢) Si x <0, entonces: |-x| = x. En ésta pregunta 2 de los 4 profesores
contestaron de manera incorrecta. Presentan dificultades al trabajar el valor
absoluto con numeros negativos. Por lo tanto la tipificamos como

“Dificultad”.
En la pregunta 2: Para todo niumero real x, /- x<0? Justifica tu respuesta.

En ésta pregunta, 2 de los 4 profesores contestaron de manera incorrecta. Los
profesores presentan dificultades al trabajar el valor absoluto con ntimeros

negativos.
En la pregunta 3: Define el valor absoluto de un nimero real a.
En ésta pregunta, los 4 profesores contestaron de manera correcta.

En la pregunta 4: Define la funcién f(x), cuya regla de correspondencia es

f(x) =|2x — 7| , descomponiéndola por tramos.

En ésta pregunta, 3 de los 4 profesores contestaron de manera correcta.
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En la pregunta 5. Resuelve la siguiente ecuacién: |2x — 7| = —x + 2 de dos

maneras distintas, de ser posible.

En ésta pregunta, 3 de los 4 profesores contestaron de manera incompleta. Los
profesores resolvieron de una sola manera, utilizaron el teorema del valor absoluto

para resolver ecuaciones. Por lo tanto la tipificamos como “Dificultad”.

En la pregunta 6. Grafica la funcién f(x), definida por f(x) =|x+2| -7,

indicando las coordenadas de los puntos de corte con los ejes X e Y.

En ésta pregunta, 2 de los 4 profesores respondieron de manera incorrecta. Los
profesores resolvieron el problema utilizando tabulaciones. Por lo tanto la

tipificamos como “Dificultad”.

En la pregunta 7. Acciones en la bolsa de valores: De acuerdo con una
prediccion de una revista financiera, el precio p de las acciones de la
compania GAEL S.A.C. NO cambiaran su precio actual que es de $22
por mas de $ 5, durante el mes de diciembre. (Tener en cuenta que los

precios de estas acciones, pueden subir y bajar).

En ésta pregunta, los 4 profesores respondieron de manera incompleta. No
plantearon adecuadamente la solucion de los problemas. Por lo tanto la tipificamos

como “Dificultad”.

4.4 Descripcion de la sesion de clase del profesor y su valoracion mediante los

criterios de idoneidad.

4.4.1 La nocidén de idoneidad epistémica (o matematica).

Un programa formativo, o un proceso de estudio matematico, tienen mayor
idoneidad epistémica en la medida en que los significados institucionales
implementados (o pretendidos) representan bien a un significado de referencia.
Dicho significado de referencia sera relativo al nivel educativo en el que tiene lugar
el proceso de estudio y debera ser elaborado teniendo en cuenta los diversos tipos
de problemas y contextos de uso del contenido objeto de ensefianza, asi como las

practicas operativas y discursivas requeridas. A continuacién contrastamos el
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significado de referencia (mediante la guia de criterios de idoneidad) con el

significado implementado (clase del profesor).
4.4.1.1 Situaciones-Problemas.

(Se presenta una muestra representativa y articulada de situaciones de

contextualizacidn, ejercitacion y aplicacion del concepto del valor absoluto?

-El profesor no presenta problemas contextualizados, inicid su clase con la
definicion de la funcién a trozos del valor absoluto. Los ejemplos de motivacion y
las aplicaciones para que resuelva el alumno estaban ausentes. So6lo presenta al

inicio de la clase para ser desarrollado después:
|5x-2|=3
|7x-4|+2=0
|6-3x|=2x+1|

(Se proponen situaciones de generacion de problemas (problematizacion)

relacionados con la nocién del valor absoluto?.

-El Profesor no infiere en la utilizacion del concepto del valor absoluto en temas

relacionados al calculo, la estadistica, etc.
4.4.1.2 Lenguajes

(Usa diferentes modos de expresion matematica (verbal, grafica, simbdlica...),

sobre el valor absoluto?
-Grafica:

El Profesor no usa la grafica del valor absoluto, solo grafica la recta de los nimeros

reales para trabajar intervalos tal como se muestra en la grafica siguiente:
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-Simboliza: el profesor presenta la siguiente simbologia para las ecuaciones e

inecuaciones con valor absoluto: |x|,A, V, U, N, €, &,0,{}, —o,4w,

a=b,a=-b,a>b,a<b,a>b, a<b<a;b>a;b],< a;b],[a;b,+,—,§

-Expresion verbal: Numero real, negativo, relacion menor, conjunto solucion,
intervalo cerrado, numeros enteros, relacion mayor, intervalos abiertos, relacion

mayor o igual, union, intervalos semi-abiertos, etc.
(El Nivel del lenguaje es el adecuado?

El Profesor no usa términos sencillos. Ejemplo: pero por otro lado también
decimos que el valor absoluto de x es igual a menos X, si y s6lo si X es menor que

CE€10.

(Se proponen situaciones de expresion matematica e interpretacion acerca de la

nocion del valor absoluto?.

El profesor no analiza la definicion. Plantea la definicion de la funcion del valor
absoluto y no la discute con los alumnos, no explica que es una funcién por partes.

No interpreta la definicion.
4.4.1.3 Reglas (Definiciones, proposiciones, procedimientos)

(Las definiciones y procedimientos sobre el valor absoluto son claros y correctos, y

estan adaptados al nivel de educacion superior?

No, las definiciones y procedimientos que utiliz6 el profesor no son claros, porque
la notacion que utilizo para presentar la definicion de la funcion a trozos es confusa
(utilizé el conectivo bicondicional), ademas el profesor solo utilizé los teoremas y
corolarios (no los explicd), durante la resolucion de problemas presentd
equivocaciones (con los signos) y no estan totalmente adaptados al nivel superior
porque faltd entre otros, separatas o diapositivas sobre el valor absoluto, los
problemas no fueron bien estructurados respecto al grado de dificultad, no utiliz6
recursos informadticos, no presentd referencias bibliograficas, ni glosario de

términos y no hubo demostraciones de alglin teorema.
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(Presenta los diferentes usos del valor absoluto? No utiliza otras definiciones, s6lo

la de funcion a trozos. Menciona el término distancia y no desarrolla problemas

utilizando distancia, reflexion, geometria, ni problemas contextualizados.

. Se presentan los enunciados y procedimientos fundamentales del concepto del

valor absoluto para el nivel de educacion superior?

El Profesor usa las propiedades del valor absoluto. Al resolver los problemas,
utiliza los teoremas del valor absoluto, para el caso de las inecuaciones con valor
absoluto el profesor a los teoremas, los llama caso y desarrollo que a continuacion

se muestra.

CASO | DESARROLLO

lal<b| —-b<a<b

lal<b| —-b<ac<bh

la| >b|a<—-bVva>h

la|=b|a<-bvaz=h

(Se proponen situaciones donde los alumnos tengan que generar o negociar

definiciones, proposiciones o procedimientos sobre el valor absoluto?

No, los alumnos no generaron o negociar definiciones porque la clase fue
eminentemente magistral. El profesor enuncia proposiciones sobre el concepto del
valor absoluto. El profesor no presenta diferentes procedimientos en la resolucion
del problema. So6lo desarrolla las ecuaciones con valor absoluto, utilizando la
definicion: |aj=b«<>a=b v a=-b, para b>0. Para las inecuaciones con valor absoluto,
utiliza caso y desarrollo mostrados anteriormente. No utiliza otros registros al
desarrollar los problemas, que demuestren que existen definiciones equivalentes del

valor absoluto.
4.4.1.4 Argumentos

(Las explicaciones, comprobaciones y demostraciones sobre el valor absoluto, son

adecuadas para el nivel de educacion superior?
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Las explicaciones y comprobaciones, no son las adecuadas porque el profesor

resuelve los problemas y se limita a encontrar las soluciones y no comprueba los

resultados.

Las demostraciones de los teoremas son propias del nivel superior, sin embargo, el
profesor no demuestra los teoremas sobre del concepto del valor absoluto

(desigualdad triangular, producto, etc.), solo las aplica.

(Se promueven situaciones donde el alumno tenga que argumentar sobre el valor
absoluto? No, durante la sesion de clases no se proponen situaciones que conlleven
a la discusion y/o argumentacion de problemas, en la que los alumnos puedan

sustentar el planteamiento, desarrollo o la resolucion de problemas.
4.4.1.5 Relaciones

(Los objetos matematicos alrededor del concepto del valor absoluto (problemas,
definiciones, proposiciones, etc.) se relacionan y conectan entre si? El profesor no
menciona que la definicién del valor absoluto (funcién a trozos) se utilizan y
conectan temas como las funciones, las ecuaciones, igualdad, etc. El profesor
utiliza la formula y los teoremas sin hacer mencion de que éstas se conectan con

las igualdades, funciones, ecuaciones, inecuaciones
4.4.2 ldoneidad cognitiva

El grado en el que los contenidos implementados (o pretendidos) son adecuados

para los alumnos, es decir estan en la zona de desarrollo potencial de los alumnos.
4.4.2.1 Conocimientos previos.

(Los estudiantes tienen los conocimientos previos necesarios para el estudio del
valor absoluto? Los estudiantes tienen poca nocion de funciones, graficas de
funciones, igualdad, ecuaciones, inecuaciones, nocion de distancia e intervalos. La
evidencia considerada para hacer ésta aseveracion corresponde a los resultados de
la prueba diagnostica, donde los alumnos muestran poco conocimiento sobre los

temas antes mencionados.

En los resultados de la prueba diagnostica, los alumnos muestran poco

conocimiento sobre los temas antes mencionados.
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(Los contenidos pretendidos sobre el valor absoluto se pueden alcanzar? De manera

muy limitada, porque los estudiantes desconocen los diferentes usos del valor
absoluto y porque la clase fue magistral. Los resultados obtenidos en el cuestionario

1 evidencian esta informacion.

(Los estudiantes comprenden el concepto del valor absoluto? No la comprenden

porque al inicio de la clase el profesor present6 la siguiente definicion:

|x| = { X x=0 luego uso la siguiente notacion:
—x; Six < 0¥ & '

w=a < w=a v w=-a.Confundiendo a los alumnos. Algunos estudiantes no

comprenden las propiedades del concepto del valor absoluto.
4.4.2.2 Adaptaciones curriculares a las diferencias individuales

. Se incluyen actividades de ampliacion y refuerzo? (El profesor deja tareas?. El
profesor dejo una serie de problemas todos muy parecidos y para ser desarrollados
algebraicamente. No pide que grafiquen. El profesor proporciond solo una hoja con
10 problemas. No indica libros de consulta. No proporciona una direccion

electronica o pagina web a los estudiantes.

Los problemas que se parecen si, pero aquellos que son distintos no tienen idea

como iniciar.

,Se promueve el acceso y el logro de todos los estudiantes? En su gran mayoria los
estudiantes desarrollan incorrectamente los ejercicios, aplican las definiciones y

propiedades del valor absoluto, pero no comprueban, ni argumentan.
4.4.2.3 Aprendizaje

(Los diversos modos de evaluacion indican que los alumnos logran la apropiacion

del concepto del valor absoluto (comprension y competencia)?.
-Los estudiantes resuelven problemas en la pizarra.
-No, porque la clase fue magistral.

-Los estudiantes son evaluados en forma oral. El profesor preguntaba en algunas

oportunidades, sobre la definicion del valor absoluto.
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-Los estudiantes son evaluados en forma escrita. En la siguiente sesion fueron

evaluados con el cuestionario 1

-Comprension  conceptual y proposicional: competencia comunicativa 'y

argumentativa; fluencia procedimental; competencia meta cognitiva.

El profesor hace preguntas sobre el concepto del valor absoluto. Las hace siempre
en relacion a la funcidn a trozos, las ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto.
El alumno no argumenta sus procedimientos y respuestas. Soélo llega a los
resultados y no verifica o analiza las soluciones. Plantean en forma errénea. Tienen
dificultades al resolver las ecuaciones con valor absoluto: |a|=b, s6lo toman la parte

positiva de a=b y no la parte negativa(a=-b)

(La evaluacion tiene en cuenta distintos niveles de comprension y de competencia
del concepto del valor absoluto?. No, sin embargo deberia evaluar teniendo los

siguientes criterios:

-El alumno plantea el problema.

-El alumno resuelve pero se equivoca en el procedimiento.

-El alumno resuelve el problema, pero no comprueba sus resultados.

-El alumno resuelve el problema correctamente y comprueba sus resultados.

(Los resultados de las evaluaciones sobre el valor absoluto se difunden y usan para
tomar decisiones? Los alumnos comparan los resultados de sus evaluaciones. Los
alumnos en su gran mayoria, si comparan sus resultados con las respuestas dadas

por el profesor.
4.4.3 ldoneidad mediacional

Es el grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales y temporales

para el desarrollo del proceso de ensenanza-aprendizaje.

Este medio puede influenciar positivamente en lo que se ensefia y a su vez
incrementar el aprendizaje de los estudiantes”. Las calculadoras y demas

herramientas tecnoldgicas, como sistemas de célculo algebraico, software de
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geometria dinamica, applets, hojas de calculo y dispositivos de presentacion

interactiva, son componentes vitales en una educacion matematica de alta calidad.
Recursos materiales (Manipulativos, calculadoras, ordenadores).

(Se usan materiales manipulativos e informaticos que permiten introducir buenas
situaciones, lenguajes, procedimientos, argumentaciones adaptadas al contenido
pretendido? El profesor utiliza solo la pizarra. El profesor no utiliza diapositivas ni

software.

(Las definiciones y propiedades son contextualizadas y motivadas usando
situaciones y modelos concretos y visualizaciones? El profesor no propone
problemas motivadores, solo utiliza la algoritmizacion. No propone problemas

contextualizados

Numero de alumnos, horario y condiciones de aula. El nimero y las distribuciones
de los alumnos permiten llevar a cabo la ensefianza pretendida. La clase fue
superpoblada hubieron 37 alumnos en un espacio reducido. Los alumnos en su

gran mayoria se ubican en las ultimas carpetas.

El horario del curso es apropiado. El curso se dict6 en las primeras horas(8-10 a.m./
18:00- 20:00) El curso se dict6 en la cuarta hora, de 10:50-12:30, algunos alumnos

llegaron tarde después del intermedio.
El curso se dict6 en el penultimo dia de la semana. Se desarroll6 un jueves.

(El aula y la distribucion de los alumnos es adecuada para el desarrollo del proceso
instruccional pretendido? La iluminaciéon no es la adecuada en el aula para la
instruccion, la pizarra brilla demasiado. El aula contiene proyectores para el

proceso de instruccion, pero el profesor no la utilizo.

(Usan los alumnos computadoras/laptop? No, s6lo lapicero, papel o cuaderno
Tiempo (De ensefianza colectiva/tutorizacion; tiempo de aprendizaje).

(El tiempo (presencial y no presencial) es suficiente para la ensefianza pretendida?.

El tema se desarrolla durante 2 sesiones de 2 horas (total 4 horas), un jueves la

teoria y la evaluacion el martes, lo cual para un tema tan importante, consideramos
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que deben ser necesarios por lo menos 6 horas de clase. El tema no se desarroll6 de

manera virtual, lo cual hubiese contribuido a complementar y afianzar atin mas el

tema del valor absoluto.

. Se dedica suficiente tiempo a los contenidos mdas importantes del tema? El
profesor utiliza més tiempo en el aspecto practico, muy poco en el aspecto tedrico.
El profesor deberia utilizar proporcionalmente los tiempos tanto en el aspecto

teorico como el practico.

(Se dedica tiempo suficiente a los contenidos que presentan mas dificultad de
comprension? No porque segun la programacién curricular el tema del valor
absoluto debe desarrollarse s6lo en una semana. El profesor asesora a los alumnos
fuera del horario de clase en los contenidos que presentan mas dificultad de
comprension. Algunos alumnos no entendieron y el profesor, los citd para trabajar

una tarde.

(El profesor prepara material extra para que los alumnos investiguen o
complementen sus conocimientos? No proporciono separatas, s6lo proporcion6 una
hoja de problemas que les dio a sus alumnos con 10 problemas propuestos, todos

para ser desarrollados de manera algebraica.

4.4.4 ldoneidad afectiva

La mayor o menor idoneidad afectiva, se basa en el grado de implicacion, interés y

motivacion de los estudiantes.

Intereses y necesidades: ;Las tareas sobre el valor absoluto, tienen interés para los
estudiantes? No se proponen situaciones que permitan valorar la utilidad del valor
absoluto en la vida cotidiana y profesional. No hubo una motivacion previa, por lo

tanto no hubo un compromiso por parte de los alumnos en la clase.
Actitudes

(Se promueve la participacion en las actividades, la perseverancia, responsabilidad,
etc? El profesor no invita a la participacion de los alumnos a la pizarra, porque es
una clase eminentemente magistral y algoritmica. No se favorece a Ila

argumentaciéon. Cuando los alumnos responden a las esporadicas preguntas del
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profesor, ¢l no las califica, ni las registra en el portafolio del docente. Los alumnos

responden y el profesor las escucha y resuelve el problema.
Emociones.

Se promueve la autoestima en forma minima, no o evita el rechazo, fobia o miedo a
las matematicas. No se resaltan las cualidades de estética y precision de las

matematicas.
4.45 ldoneidad interaccional

Se valora positivamente la presencia de momentos en que los estudiantes asumen la
responsabilidad del aprendizaje. Los alumnos son protagonistas en la construccion de

los conocimientos pretendidos.

-Interaccion docente-discente. El profesor no hace una presentacion adecuada del
concepto del valor absoluto, deberia presentar primero el valor absoluto de un
numero mediante la definicion de distancia, luego la reflexion, geometria, funcion a
trozos y luego problemas contextualizados, finalizando con el uso del software para
el valor absoluto. (no hay una presentacion clara y bien organizada, no enfatiza los
conceptos clave). El profesor tiene dificultades de notacion, de conceptos y de usos

del valor absoluto.
Interaccion entre alumnos.

No reconoce y resuelve los conflictos de los alumnos (se hacen pocas preguntas y
respuestas adecuadas). No hay debate entre los alumnos, asi como entre el profesor y
el alumno, por lo tanto no pueden argumentar, porque el profesor no generd un
conflicto cognitivo. No trabajaron en grupo, porque fue una clase magistral. Muy
poca comunicacion entre los estudiantes. Pocos tratan de resolver los problemas, no

hubo motivacion.
Autonomia

No se contemplan momentos en los que los estudiantes asumen la responsabilidad
del estudio, (no plantean  cuestiones; escaza exploracion de ejemplos y

contracjemplos para investigar y conjeturar; poca variedad de herramientas para
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razonar, hacer conexiones, resolver problemas y comunicarlos), porque es una clase

magistral.

Evaluacion formativa. Solo se evalud una vez. No hubo observacion sistematica del

progreso cognitivo de los alumnos.
4.4.6 ldoneidad ecoldgica

Se refiere al grado en que un plan o accion formativa para aprender matematicas
resulta adecuado dentro del entorno (la sociedad, la escuela, la pedagogia, la
didactica de las matematicas) en que se utiliza. Las matematicas pueden desarrollar

en los estudiantes un pensamiento critico y alternativo.
Adaptaciones al curriculo.

(Los contenidos, su implementacion y evaluacion se corresponden con las directrices
curriculares? El valor absoluto se contempla dentro del silabo de Matematica Bésica
del primer ciclo del nivel superior, especificamente dentro de la unidad de

aprendizaje de los nimeros reales.
Apertura hacia la innovacion didactica

Integracion de nuevas tecnologias (calculadoras, ordenadores, TICS, etc) en el
proyecto educativo. Muy poca apertura por parte de la administracion, no entienden
que en la actualidad las matematicas podrian ser mas significativas, si se usaran
ordenadores (uso de laboratorio de computo) para comparar los resultados, para
graficar y dar soluciones en particular en el caso del valor absoluto. Existen

notebooks y proyectores, pero el profesor no los usa.

Adaptacion socio-profesional y cultural: El valor absoluto y sus aplicaciones

contribuyen a la formacion socio-profesional de los estudiantes.
Educacion en valores

Se contempla la formacion en valores democraticos y poco pensamiento critico, por

ser la clase eminentemente magistral.

Conexiones intra e interdisciplinares.
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Los contenidos se relacionan con otros contenidos intra e interdisciplinares. El valor
absoluto es un tema fundamental y se relaciona con otros contenidos matematicos: en
el célculo (limites, derivadas) y en estadistica (prueba de los rangos de signos de

wilcoxon), etc.
4.5 Configuracion epistémica idonea del objeto valor absoluto

A continuacion se presenta la configuracion epistémica del concepto valor absoluto
en sus diversos contextos, que ha sido elaborada teniendo en cuenta las sesiones de
clases, que ayudarian a superar los errores, dificultades y obstaculos que se presentan

en el aprendizaje del VA.

Configuracion epistémica idonea emergente del concepto del valor absoluto

LENGUAJE

1) VERBAL: Valor Absoluto de un numero, distancia entre dos puntos, ecuaciones,
inecuaciones, igualdad, desigualdad, intervalos, conjuntos, ejemplos, si y sélo si,
unidn, interseccion, mayor, menor, mayor o igual, menor o igual, margen de error,
precio promedio, precio mas alto, precio mas bajo, funcion por partes, maximo,
composicion, métrica, vectorial, aritmética, coordenadas, cuantificador universal,
grafica de la funcion valor absoluto.

2) GRAFICO:
Figura: distancia entre dos puntos

>
A B

Figura geométrica de la funcion Valor Absoluto.

3) SIMBOLICO: |x|,A, V, U, N, €, &,0,{}, —o,+0, a=hb,a=—b, a > b,
a<ba=b, a<bh, <ab>a;b],<a;b],[a;b >,+,—,§,méx{x,—x}, Va2,
d(x,0), d(4,0)

SITUACIONES CONCEPTOS

1-Presentacion de los diversos usos o | PREVIOS:

significados del valor absoluto. Funcion a Trozos: Las funciones del tipo
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2-Problemas sobre ecuaciones e
inecuaciones con valor absoluto vistos
dentro del contexto topoldgico.

3-Problemas sobre el valor absoluto visto
como reflexion.

4-Problemas sobre el valor absoluto visto
como funcion.
5-Problemas sobre ecuaciones e
inecuaciones con valor absoluto
desarrollados en forma algebraica.
6-Problemas contextualizados sobre la
nociéon del valor absoluto, donde se
resuelven problemas sobre adelanto y
tolerancia, minimo y maximo, margen de
error, variacion del precio (precio mas alto
y mas bajo).

7-La funcion valor absoluto y el uso de la
tecnologia.

6-La funcion valor absoluto y su grafica.

f(x)=y, donde una misma formula nos
describe el comportamiento de la funcion
en todo su dominio. Sin embargo podemos
tener funciones seccionadas que tienen
distinto  comportamiento, los cuales
dependen de los valores del dominio.
Composicion: Si f y g son funciones, la
composicion de f con g, es la funcion fog,
definida por (fog)(x) =f(g(x)), donde el
dominio de fog es el conjunto de todas las
x en el dominio de g, tales que g(x) esta en
el dominio de f.

Métrico: Es todo aquello relativo o

referido al metro o a la medida.

Distancia en el plano:
Es la menor medida posible entre dos
puntos X € y que debe cumplir con las
siguientes condiciones:

a) d(X,Y)=0, siy soélo si X=Y
b) d(X,Y)=d(Y,X)
¢) d(X,Z2) <dX,Y)+d(Y,Z)

Aritmética: Llamada también la ciencia de
los nimeros. Es la parte de la matematica
que se ocupa de estudiar al nimero desde
el punto de vista de las operaciones que se
pueden realizar con ellos y las relaciones y
propiedades que presentan.

Ecuacion: Es un enunciado numérico
abierto, relacionado con el signo igual(=);
es decir, es una igualdad condicional de dos
queda

expresiones  algebraicas  que

satisfecha so6lo para algunos valores
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asignados a sus letras. Al buscar tales
valores estas letras reciben el nombre de
incognitas y a esta busqueda se le llama
Resolucion de una ecuacion.

Inecuaciéon: Es una desigualdad entre
expresiones que contienen variables y que
solamente se cumple para determinados
valores o en un determinado intervalo.
Gréfica: Es la representacion de datos
numéricos mediante el empleo de figuras o

signos.

EMERGENTES

1-La nocion del valor absoluto de un nimero
real visto como distancia en IR.

2-Grafica de la funcion valor absoluto obtenida
mediante transformaciones como la reflexion
de parte de una funcion lineal afin.

3-La funcién valor absoluto, como funcién por
partes.

4-Problemas contextualizados utilizando la
nocion del valor absoluto.

5- La gréafica de la funcion valor absoluto
mediante el uso de softwares.

6-La grafica de la funcion valor absoluto.

PROCEDIMIENTOS PROPOSICIONES (Emergentes)
Hallar el valor absoluto de un numero real, | Distancia entre dos puntos:
visto como distancia. d(A,0)=a=|a—-0|=|al

d(B,0) =b =|b—0| = |b|

Reconocer la funcion valor absoluto, como | Reflexion con respecto del eje X, de la parte

reflexion. negativa de la grafica: y=x

-Reconocer la funcion valor absoluto, como | Funcién por partes:
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funcion por partes. x| = { x;x20
—x:x<0
-Resolver ecuaciones e inecuaciones con | |a|=bea=b V a=—b ,parab >0
valor absoluto. Teorema 1 la|<beo -b<a<bh
Corolario 1 la|] <be —-b<a<b
Teorema 2 lal| = b &

a<-bvaz=hb

Corolario 2 lal| > b &

a<-bva>hb

- Resolver problemas contextualizados. Precio o costo promedio.

-Graficar la funcion valor absoluto | Abs(x); abs(x+2); abs(x+2)+7, .....
utilizando el comando “abs” en el

Software Libre Geogebra.

-Ubicar la grafica de la funcion valor -Punto de interseccion de la grafica con el eje X
absoluto, indicando las coordenadas de los | -Punto de interseccion de la grafica con el eje ¥

puntos de corte con los ejes X e Y.

ARGUMENTOS

Tesis: Algunos problemas contextualizados se podran resolver usando el valor absoluto.
Caso 1: En el horario de ingreso del trabajador, hallamos el intervalo de adelanto y tolerancia
en la que podra marcar el trabajador su ingreso.
Caso 2: En el peso promedio de una bolsa de arroz encontramos el peso minimo y maximo
que podria tener una bolsa de arroz
Caso 3: En el promedio de ingresos mensuales con un margen de error ubicamos entre que
valores estardn los ingresos mensuales.
Caso 4: En el precio promedio de una casa con una cierta variacion debido a la oferta y la
demanda encontramos el precio mas alto y el mas bajo de una casa.
Tesis: El valor absoluto de un numero real expresado como distancia siempre es mayor o
igual que cero.
Argumento:
Caso 1: Si el namero real a con coordenada A, es positivo. Entonces: d(4,0) = |a — 0| =

lal = a

Caso 2: Si el nimero real a con coordenada A es negativo. Entonces: d(4,0) = |—a — 0| =
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|—al =lal =a
Caso 3: Si el nimero real a con coordenada O, es cero. Entonces: |a| =0
Tesis: Sea f(x) una funcién con valor absoluto, su grafica es de la forma “v”

Vx € R, Va,b € R, entonces:

Casos Vértices Punto de interseccion con el
Eje X Eje Y

si f(x) = |x]| (0,0) - -
si f(x) = |x+al (—a, 0) (a, 0) (0, laf)
si f(x) = |x—al (a,0) (a,0) (0, laf)

Luego de analizar la clase del profesor mediante los criterios de idoneidad del EOS, se
puede observar que el profesor es el que no maneja todos los usos del valor absoluto. La
sospecha nuestra ahora estaba en comprobar que los profesores tienen problemas con el
concepto del valor absoluto, por lo tanto ya no nos dedicaremos a estudiar a los alumnos
sino a los profesores y la nocidon que tengan los profesores acerca de los usos del valor
absoluto. Se tomo el cuestionario 2 a tres profesores de la Universidad y un profesor de
un Instituto Publico, luego se les realiz6 una entrevista (donde se observd que
desconocian los usos del valor absoluto: como el de distancia, reflexion, geometria,
contextualizacidn, uso de software para graficar la funcion valor absoluto) obteniendo
como resultado, que los profesores so6lo conocen la funcidén a trozos y que existen en
ellos errores, dificultades y obstaculos. Para tratar de superar éstos errores, dificultades
y obstaculos es que ahora nuestra investigacion se direcciona en realizar una secuencia
de tareas didacticas (propuesta de tareas), con la finalidad de ensenar todos los usos o

aplicaciones que tiene el valor absoluto.
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CAPITULO 5

PROPUESTA DE TAREAS. DISENO DE SESIONES Y
PRESENTACION DE RESULTADOS

Resumen

Este capitulo responde al objetivo 1.5.2 Diseriar una secuencia de tareas didacticas
para los profesores del primer ciclo del nivel universitario, teniendo en cuenta los
criterios de idoneidad didactica del EOS: epistémico, cognitivo y mediacional, en la
que se traten los diversos significados o usos del valor absoluto, que podrian ayudar a
superar los errores, las dificultades y los obstaculos descritos en el capitulo 2 Para el
logro del objetivo hemos tomado en cuenta tanto los significados de referencia como
los significados pretendidos del objeto valor absoluto analizados en el capitulo 3, y de
los criterios de idoneidad diddcticos: epistémico, cognitivo y mediacional del EOS para

la elaboracion y la organizacion de las sesiones de clases.
5.1 Descripcion general del disefio de las tareas didacticas

Para el disefio, el eje central se centra en la idoneidad didéactica, mencionada en la

metodologia de este trabajo de investigacion (capitulo 2).

Para el disefio de tareas didacticas se realizard una secuencia de tareas con la finalidad
de tratar de superar los errores, las dificultades y los obstaculos acerca del concepto del
valor absoluto detectados en el capitulo 4 de este trabajo. Se realizardn una secuencia
de sesiones de clases con representatividad (holo-significado) y donde se propicie una

buena interaccion.

Como mencionamos, vistas las dificultades que presentaban los profesores, sujetos de
estudio, al tratar de usar el valor absoluto para dar respuestas a las preguntas del
cuestionario 2 (ver apéndice 4), decidimos replantear uno de los objetivos de nuestra
investigacion y preparar la secuencia de tareas dirigidas inicialmente a los alumnos de
la Universidad Privada Telesup, ahora, dirigidas a los profesores que ensefian en el
primer ciclo del nivel universitario y de manera de ayudarlos en su formacion
permanente. Los profesores mediante entrevistas y cuestionarios manifiestan que

desconocen los diferentes significados o usos del valor absoluto.
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Se presenta un cuestionario con la finalidad de medir el grado en que los contenidos

implementados (o pretendidos) “Sesiones Didacticas” son adecuados para los alumnos,
es decir verificar si estdn en la zona de desarrollo potencial de los alumnos.

Se elabora una secuencia de tareas, estructuradas por sesiones, cuyo objetivo es tratar de
superar los obstaculos didacticos encontrados en la ensefianza y aprendizaje del valor

absoluto.
5.2 Secuencia de sesiones didacticas

En primer lugar se presenta una actividad a la que denominamos “Evaluacion de
Entrada” que serd de caracter exploratorio, consistente en resolver en forma individual
y/o grupal, utilizando lapiz y papel un conjunto de preguntas sobre los diferentes

contextos del valor absoluto.
Objetivo: Obtener un panorama del nivel cognitivo de los alumnos respecto a la nocion

del valor absoluto.
Esta sesion pretende brindar una propuesta con mayor idoneidad cognitiva en el uso del

concepto del valor absoluto.

Luego, describimos la propuesta de las siete sesiones didacticas dirigidas a los
profesores que ensefian a los alumnos del primer ciclo del nivel universitario de la
Universidad Privada Telesup. En cada una de estas sesiones, cuya duracion es de una

hora pedagdgica (aproximadamente 50 minutos) y que de acuerdo a la comprension del

alumno y el buen manejo del concepto por parte de los profesores en la clase, se vera
incrementado o disminuido. Se establece primero el objetivo y luego presentaremos en

qué consisten cada una de las sesiones, para finalmente dar las soluciones a cada tarea

propuesta de dichas sesiones (ver apéndice 7).
Sesion 1: Diversos usos o significados del valor absoluto.

Objetivo: Describir los diversos usos o significados del valor absoluto.

Duracion: 50 minutos aproximadamente.
Siendo el desconocimiento de los diversos usos o significados del valor absoluto, por

parte de los profesores en ejercicio, sujetos de este estudio, uno de los aspectos algidos
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por la poca preparacion académica en este tema, creemos conveniente hacer una

presentacion global de dichos usos.

Esta sesion pretende brindar una propuesta con mayor idoneidad epistémica en el uso

del concepto del valor absoluto.

Para ello, se presenta un grafico con los diversos usos o significados del valor absoluto,

el cual estd dividido en cuatro contextos, que se detallan a continuacion.
1. Contexto analitico: funcidn a trozos, maximo, composicion.

2. Contexto topologico: métrica (distancia).

3. Contexto geométrico: vectorial.

4. Contexto aritmético: aritmética.

El grafico siguiente resume los diversos significados asociados al valor absoluto.

M -

Artmetica @ @
D el = x x5i:x =0 |

. ! _[% x| = max{x,—x} || |,

Six>0 x| = { —x,50:x < 0 bl =
E x| = —x &

Six<0
L [ol=0

T

0
b

AN ._-'E: .E» . L
Tr‘ Ir’ Ir’ '«T

Geomeétrico Topologico Aritmético Analitico

Adaptacion: Estructuracién de los modelos y significados asociados al valor absoluto de Wilhelmi (2007)

Cada definicion representa un objeto emergente de un sistema de practicas en un

determinado contexto de uso.

Cada binomio “objeto emergente-sistemas de practicas” determinan un modelo del

concepto del VA. El modelo es pues una forma coherente de estructurar los diferentes
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contextos de uso, las practicas matemadticas relativas a los mismos y los objetos
emergentes de tales practicas; constituyendo una red o configuracion epistémica local

(asociada a un contexto de uso especifico).

Luego, se presenta el concepto y un ejemplo para cada modelo (funciéon a trozos,
maximo, composicidon, métrica, vectorial, aritmética) del valor absoluto. Finalmente, se

muestra las soluciones de los modelos del valor absoluto.

Sesion 2: El valor absoluto de un numero real, visto dentro del contexto

topoldgico— métrico “como Distancia”.
Duracion: 50 minutos aproximadamente
Objetivo: Definir el concepto del valor absoluto en términos de distancia.

Hemos tomado en cuenta para la elaboracion de esta sesion, la revision de los textos y
articulos sobre el valor absoluto visto como distancia, y observamos que existe muy
poca informacion en cuanto a la parte teorica y con respecto a la resolucion de
problemas que involucran a las ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto, bajo este
modelo (valor absoluto visto como distancia) es escaza. Esta sesion pretende brindar
una propuesta con mayor idoneidad epistémica en el uso del concepto del valor

absoluto.

Para ello, primero hacemos una distincién entre puntos y coordenadas mediante un
grafico, luego presentamos la definicion del valor absoluto en términos de distancia.
Seguidamente desarrollamos tareas sobre ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto,

utilizando el contexto topologico.

Sesion 3: El valor absoluto y la reflexion de la funcion lineal y de la funcion afin

sobre el eje de las abscisas.
Duracion: 50 minutos aproximadamente

Objetivo: Graficar la funcion valor absoluto usando algunas transformaciones como la

reflexion de una parte de una recta.

Se pretende mostrar la grafica de la funcion valor absoluto (distinta representacion,
lenguaje grafico); un uso diferente a la expresion matematica simbolica. Esta sesion

pretende brindar una propuesta con mayor idoneidad epistémica en el uso del concepto
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del valor absoluto y responde a la necesidad de tratar de superar los errores, las
dificultades y los obstaculos del concepto del valor absoluto, asi como también para
presentar otra forma de graficarla mediante el uso o tratamiento de las reflexiones que

en las literaturas y textos antes mencionados no han sido desarrollados.

Se da inicio a esta sesion con la definicion de reflexion sobre un eje, mencionamos sus
caracteristicas, luego presentamos nuestra primera tarea en la cual se pide graficar la
funcién valor absoluto, aplicando la reflexion (puede utilizar el software Geogebra para
realizar las graficas). Se presentan ejemplos donde aparecen las transformaciones para
la funcién valor absoluto, aplicando reflexiones. Finalmente, se desarrollan ecuaciones e

inecuaciones de primer grado con valor absoluto, utilizando reflexiones.

El profesor explica a sus alumnos que la grafica del valor absoluto, puede ser trasladada
horizontal y/o verticalmente. En este caso el vértice no sera el origen de coordenadas

sino un punto del plano tal como (4, k).

Sesion 4: El valor absoluto visto dentro del contexto analitico “como Funcion”.
Duracion: 50 minutos aproximadamente.

Objetivo: Aplicar el concepto del valor absoluto visto como funcion.

Esta sesion intenta presentar una propuesta con mayor idoneidad epistémica en el uso
del concepto del valor absoluto y responde a la necesidad de tratar de superar los errores
que comunmente cometen los alumnos al no considerar la funcion valor absoluto como
una funcioén por partes, lo cual impide que haya un adecuado andlisis en cuanto a las
interrogantes que se puedan generar alrededor de la definicion de la funcién valor
absoluto, es decir que el estudiante pueda representar graficamente, expresar en forma

literal y viceversa las funciones y en forma particular, la del valor absoluto.

Presentamos la idea de una funcién por partes, luego mostramos algunas tareas
relacionadas al tema (en forma gréafica), posteriormente desarrollamos tareas de
analisis, se dio solucion a cada una de las tareas partiendo de casos particulares a casos

generales, en el anexo o apéndice correspondiente al final de las sesiones.
Sesion 5: Problemas contextualizados con el valor absoluto.

Duracion: 50 minutos aproximadamente.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




TENES,
< Ry

DEL PERU

3\‘_}- B (‘?- PONTIFICIA
TESIS PUCP 5 gs EE}EEL’:E'EAD

Objetivo: Aplicar el concepto del valor absoluto en situaciones reales.

Esta sesion responde a tratar de presentar una propuesta con mayor idoneidad
epistémica mediante la presentacion de situaciones de contextualizacion y aplicacion

(situaciones problemas) del concepto del valor absoluto.

Se inicia la sesion con el concepto de problema contextualizado, luego un tema
motivador y luego se introducen problemas donde aparece la idea de adelantos y
atrasos, maximos y minimos y margen de error. Para luego presentar el problema con

valor absoluto sobre el mercado de viviendas.

Sesion 6: La funcion valor absoluto y el uso de la tecnologia (software Geogebra).
Duracién: 50 minutos aproximadamente

Objetivo: Utilizar la tecnologia (software) para graficar la funcion valor absoluto.

Esta sesion responde a tratar de presentar una propuesta con mayor idoneidad
mediacional mediante el uso de materiales manipulativos e¢ informaticos que permitan
introducir buenas situaciones, lenguajes, procedimientos y argumentaciones del

concepto valor absoluto.

Se da a conocer el software libre Geogebra y los pasos que este programa necesita para
su aplicacion. Luego, se trabajan las graficas de las funciones con valor absoluto,
utilizando el software Geogebra. Trabajar con este software resulta beneficioso en
primer lugar porque es de dominio publico y en segundo lugar porque su uso permite

formular conjeturas, verificando graficamente dichas conjeturas.
Sesion 7: La funcion valor absoluto y su gréfica.

Duracion: 50 minutos aproximadamente.

Objetivo: Aplicar y construir la grafica de la funcion valor absoluto.

Esta sesion tratar de superar los errores, las dificultades y obstaculos que los estudiantes
tienen cuando grafican la funcion valor absoluto, y se pretende ademds mostrar a la
funcion valor absoluto mediante su expresion grafica (distinto lenguaje); un uso
diferente a la expresion matematica simbolica. Esta sesion pretende brindar una

propuesta con mayor idoneidad epistémica en el uso del concepto del valor absoluto.
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Primero se presentan lo pasos para hallar la grafica de la funcion valor absoluto de la
forma: f(x) = |x + h|y luego se describen los pasos para representar graficamente la
funciéon de la forma f(x) =|x £ h| £ k. Posteriormente se muestran tareas con
diversos casos, con la finalidad de utilizar los pasos (criterios) para graficar funciones

con valor absoluto.

52.1 SESION 1: DIVERSOS USOS O SIGNIFICADOS DEL VALOR
ABSOLUTO.

El profesor inicia la sesion comentando el proceso evolutivo del concepto del valor
absoluto (desarrollado en el capitulo 2). Luego el profesor hablard sobre Cauchy y
mencionard que en su obra “Curso de Andlisis” en la parte de preliminares aparece ya el

germen del concepto de valor absoluto. (Cerizola, 2005, p.3).

A continuacion el docente hace un recorrido por los diferentes modelos del concepto del

valor absoluto (significados del valor absoluto) indicando sus respectivos contextos.

Asi, los modelos funcion a trozos, maximo y composicion son trabajados en el contexto
analitico; el modelo vectorial es estudiado en el contexto geométrico; el modelo
métrico es trabajado tanto en el contexto geométrico como topologico; el modelo

aritmético es usado tanto en el contexto topoldgico como en el aritmético.

Finalmente mostramos ejemplos de los usos de los diversos modelos: funcién a trozos,

maximo, composicion, aritmético y métrico, en alguno de los contextos mencionados:
Contexto Analitico

1) Funcién a Trozos

Concepto Ejemplo

_(xSix=0 Halle |3|
x| = {—x,Six <0

Como 3>0, entonces de la definicion,
3] =3

Halle |- 3 |

Como — 3 <0, entonces de la definicion

3=-(-3)=3

Si: x =3 vx = -3, el valor absoluto de
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dichos numeros siempre es 3, lo cual se
denota por:
|x| =3
2) Maximo
Concepto Ejemplo
|x| = max {x, —x} (Cual es el maximo de 3y -3?

max {3,-3}=3
por ser 3 el mayor valor

entre 3 y — 3, lo cual denotamos por:

|x| =3
3) Composicion
Concepto Ejemplo
Si
|x| = +/x2 \/x_=3, halle el valor o los valores de
X.

Los valores posibles son:
x=3Vx=-3
lo cual se denota por:

|x| =3

Contexto Topologico

1) Meétrica

Concepto

Ejemplo

EnR:
|x| = d(x;0)

(Cuales son las coordenadas del punto P cuya distancia al

punto de coordenada 0 es tres unidades?
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— d(3,0) =|3|, Porque hay 3 unidades de distancia con
respecto al origen (0).

De la grafica se observa que los valores (coordenadas) que
cumplen la condicion son : x =3 Vx = —3

lo cual se denota por:|x| = 3

Contexto Aritmético

1) Aritmética

Concepto Ejemplo

Halle el valor o los valores de x, si

x| =x;Six >0 x| = 3;
; Si x > 0, entonces: x =3
|x] = —x;Six <0
Six <0, entonces: x = —3
o] =0 ,
Es decir:
Si x =3 Vx = -3, entonces |x| =3

CINCO MODELOS UNA MISMA ECUACION CON VALOR
ABSOLUTO

TAREA: Resuelve la ecuacion |[x — 3| =1

La resolucion de la ecuacion |x — 3| = 1 se puede realizar de diversas formas

(modelos):

1. Modelo aritmético, dada la ecuacion |x — 3| =1 seguiremos el siguiente

razonamiento:;

1° Si el valor absoluto de un nimero es 1, entonces éste nimeroes 1 6 — 1;
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2°;Qué numero, al restarle 3, da 1 como respuesta? ....................
Los nimeros 4 y 2 seran las respuestas esperadas.

La formalizacion de este método puede hacerse de la siguiente forma:
[x—3|=1
Equivale adecir: x-3=1 6 x-3=-1

De donde, x=40 x=2

2. Modelo a Trozos, segin la definicion funcion a trozos

|x|—{ x,st x=0
—x, Si x <0

Luego,
_((x=3), six=3
I 3)l_{—(x—3), si x<3
Por lo tanto,
[x -3 =1

Equivale a decir:
Si x=3, x—3=1 vV Six<3 —(x-3)=1
x=4 v x=2

3. Modelo Composicion, segun la definicién funcional compuesta

1 X N
Lo que equivale a: m =1
Elevando al cuadrado: (x —3)? =1
Desarrollando el binomio: x? — 6x +9 = 1
Simplificando: x2 —6x+8 =0
Factorizando: (x —4)(x —2) =0
Luego: x=4 6 x=2
4. Modelo Maximo, segun la definicién funcién maximo
Puesto que |x — 3| =max {x —3; —(x — 3) }, la demostracion se reduce al
proceso realizado seglin la definicion funcion a trozos.

|x =3 =max{x—3; —(x —3) }
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_(max{x—-3;, —(x—3)}=(x—-3), six=>3
l(x_s)l_{méx{x—& —(x—-3)}=—-(x—-3), si x<3

Por lo tanto,
[x—=3|=1
Equivale a decir:
Si x=23, x—3=1 Vv Six<3 —(x-3)=1
x=4 \% x=2

5. Modelo Métrico, seglin la definicion métrica

Puesto que |x — 3| = d(x; 3), se tiene que x es un punto de la recta real tal que

la distancia al entero 3 es 1.

Graficamente:

Distancia=1 Distancia=1

X 3 X

De esta manera, x = 3+ 1;estoesx =2 6 x =4.

5.2.2 SESION 2: EL VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL VISTO
DENTRO DEL CONTEXTO TOPOLOGICO-METRICO
“COMO DISTANCIA”

La recta numérica:

Es la representacion geométrica de los nlimeros reales.

Numeros negativos (-)
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Sistema coordenado lineal:

A la correspondencia que existe entre puntos de una recta y los numeros reales se

denomina sistema coordenado lineal.

Por ejemplo, considere la siguiente figura:

B O A P
< = O O o—>
-1 0 1 X

De la figura podemos observar que los puntos B, O, A, P tienen por coordenada

€69

unidimensional a los nimeros -1, 0, 1 y “x” respectivamente.
TAREA 1.

Considere los puntos 4, O y O, cuyas coordenadas son — 8, 0 y 5, respectivamente.

Calcule

a) La distancia del punto 4 al punto O, d (4,0) =...........
b) La distancia del punto O al punto O, d (0, O)=...........
¢) La distancia del punto Q al punto O, d (Q,0)=...........

TAREA 2.
Halle las coordenadas de un punto P, cuya distancia del punto de coordenada cero es:

a) dos unidades
b) cero unidades

¢) 3,5 unidades
d) /5 unidades

TAREA 3.
Halle las coordenadas de un punto Q, cuya distancia del punto de coordenada cero es:

a) Menos de dos unidades
b) Menos de cinco unidades

c) Mas de 3,5 unidades
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d) Mas de 8 unidades
Distancia

Sea 4 un punto en la recta real con coordenada a y el origen O de coordenada 0. La
distancia del punto 4 al punto O de coordenada, que se denota por d(4, 0) se define

CcOomao.:
d(A4,0)=a,sia>0
d(4,0) = —a,sia<0
Definicion del valor absoluto de un nimero

Se define el valor absoluto de un nimero real a como la distancia del punto de

coordenada a al origen de coordenadas y se denota por |a|.

Casol. Sia=0, |a|=d(4,0)=|a—0|=a
Caso2.Sia<0, |lal=d(4,0)=|—-a—0|=a
Lo que simplificamos:

lal_{a,SiaZO
" l=q,Sia<0

ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO:
TAREA 4.

a) ¢Cuadles son las coordenadas de los puntos que distan del origen en 7 unidades?
b) Represente |x| = 7 utilizando el modelo de distancia.

¢) Represente graficamente la ecuacion |x| = 7.

d) Halle el conjunto solucion de |x| = 7.

e) Exprese el significado de |x| = 7 en forma literal.
TAREA 5.

a) (Cuales son las coordenadas de los puntos que distan de la coordenada lineal 2, en 7
unidades?
b) Represente |x — 2| = 7 utilizando el modelo de distancia.

¢) Represente graficamente la ecuacion |x — 2| = 7.
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d) Halle el conjunto solucion de |x — 2| = 7.
e) Exprese el significado de |x — 2| = 7 en forma literal.
TAREA 6.

a) ¢Cuadles son las coordenadas de los puntos que distan de la coordenada lineal -2, en 7
unidades?

b) Represente |x + 2| = 7 utilizando el modelo de distancia.

¢) Represente graficamente la ecuacion |x + 2| = 7.

d) Halle el conjunto solucion de |x + 2| = 7.

e) Exprese el significado de [x + 2| = 7 en forma literal.
INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO
TAREAT7.

a) (Cudles son las coordenadas de los puntos que distan del origen en menos de 7
unidades?

b) Represente |x| < 7 utilizando el modelo de distancia.

¢) Represente graficamente la ecuacion |x| < 7.

d) Exprese el significado de |x| < 7 en forma literal.

¢) Halle el conjunto solucién de |x| < 7.
TAREA 8.

a) (Cuadles son las coordenadas de los puntos que distan del origen en mas de 7
unidades?

b) Represente |x| > 7 utilizando el modelo de distancia.

¢) Represente graficamente la ecuacion |x| > 7.

d) Exprese el significado de |x| > 7 en forma literal.

e¢) Halle el conjunto solucion de |x| > 7.
TAREA 9.

a) ¢Cuales son las coordenadas de los puntos que distan de la coordenada lineal 2, en
menos de 7 unidades?
b) Represente |x — 2| < 7 utilizando el modelo de distancia.

¢) Represente graficamente la ecuacion |x — 2| < 7.
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d) Halle el conjunto solucién de |x — 2| < 7.

e) Exprese el significado de |x — 2| < 7 en forma literal.
TAREA 10.

a) (Cuales son las coordenadas de los puntos que distan de la coordenada lineal 2, en 7
unidades o mas?

b) Represente |x — 2| > 7 utilizando el modelo de distancia.

¢) Represente graficamente la ecuacion |x — 2| = 7.

d) Exprese el significado de [x — 2| = 7 en forma literal.

e¢) Halle el conjunto soluciéon de |x — 2| = 7.
TAREA 11.

a) ¢Cuales son las coordenadas de los puntos que distan de la coordenada lineal -2, en 7
unidades 0 mas?

b) Represente |x + 2| = 7 utilizando el modelo de distancia.

¢) Represente graficamente la ecuacion |x + 2| = 7.

d) Exprese el significado de |x + 2| = 7 en forma literal.

e) Halle el conjunto solucion de |x + 2| = 7.

5.2.3 SESION 3: EL VALOR ABSOLUTO Y LA REFLEXION DE LA FUNCION
LINEAL Y DE LA FUNCION AFIN SOBRE EL EJE DE LAS
ABSCISAS.

Traslaciones
Sea y = f(x) una funcion de variable real.

y=f(x)+2 Graficamente, representa la traslacion vertical (transformacion) de

la grafica de £, 2 unidades hacia arriba

y=f(x+2) Graficamente, representa la traslacion horizontal (transformacion)

de la gréfica de f, 2 unidades a la izquierda

y=—f(x) Graficamente representa la reflexion (transformacion) de la grafica

de frespecto al eje X
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y=—f(x+3)+1 Traslacion de 3 unidades a la izquierda, reflexion respecto al eje

Xy traslacion de 1 unidad hacia arriba.
Reflexion de un punto alrededor de una recta £ .

Dada una recta £, la reflexion del punto P que tiene coordenadas (a, b) con respecto de
esta recta, es otro punto Q, cuyas coordenadas son (c, d) tal que al trazar el segmento

PQ, larecta L es mediatriz del segmento PQ.

Una reflexion es una transformacion geométrica rigida (no varia la ubicacion de los

puntos).
Tipos de reflexiones:

Sea y= f(x)  la grafica original.

y=—f(x) es la reflexion respecto al eje X de la grafica original.
= f{—x) es la reflexion respecto al eje Y de la gréfica original.
y=—f(—x) es la reflexion respecto al origen de la grafica original.

Caracteristicas de las reflexiones

» Un objeto y su reflexion son simétricos sobre la recta de reflexion.

» Un objeto y su reflexion son congruentes.

e Un objeto y su reflexion son similares.

« Siun objeto reflejado es otra vez reflejado, el objeto resultante es coincidente con el

objeto original.

Ejemplo 1: Sea f{x) = x (funcién identidad)

La grafica g (x)= — f(x)=—x es la reflexion de la grafica de y = f{x) = x sobre el eje X.
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g(x)=-x 7 £(x) = x

Reflexién

Ejemplo 2: Sea f{x) = x*

La grafica g(x) = —f{x)= — x" es la reflexion de la grafica de y = f{x) = x* sobre ¢l eje x.

f(x) = X?

g(x) ="

Reflexién

TAREA 1. Grafique la funcion la funcion f definida por f(x) = |x| . Para ello, siga el

procedimiento siguiente (se sugiere trabajar con lapiz):

1. Grafique la funcion g definida por g(x) = x.

2. Restrinja el dominio de la funcioén g, considerando solo los valores no negativos de x
y grafique esta nueva funcion g, .

3. Identifique los valores negativos de g(x) en la grafica obtenida en el paso 1, lo que

llamaremos la parte negativa de la grafica de g.
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4. Refleje con respecto al eje X la parte negativa de la grafica de g identificada en el
paso 3, y llamelo g,.

5. Presente en un plano coordenado cartesiano, la union de la grafica g, obtenida en el
paso 2 y la gréfica reflejada g, en el paso 4.
Responda a las siguientes preguntas

a) ;Qué¢ valores toma g (x) cuando x >0?

b) (Qué valores toma g (x) cuando x <0?

¢) ;Cuadl seria la definicion de f, tomando en cuenta la definicién de g?

d) (Qué funcion representa la grafica obtenida en el paso 5?

TAREA 2. Grafique y = |x — 2| siguiendo los pasos que se muestran a continuacion.

Para ello, siga el procedimiento siguiente (se le sugiere trabajar con lapiz):

1. Grafique la funcion g definida por g(x) = x — 2.

2. Restrinja el dominio de la funcién g, considerando solo los valores no negativos de x-
2y grafique esta nueva funcion g, .

3. Identifique los valores negativos de g(x) en la grafica obtenida en el paso 1, lo que
llamaremos la parte negativa de la grafica de g.

4. Refleje con respecto del eje X la parte negativa de la grafica de g identificada en el
paso 3, y lldamelo g,.

5. Presente en un plano coordenado cartesiano, la union de la grafica g; obtenida en el

paso 2 y la gréfica reflejada g, en el paso 4.
Responda a las siguientes preguntas:

a) ;Qué valores toma g (x) cuando x =0?

b) (Qué valores toma g(x) cuando x <0?

¢) (Cual seria la definicion de f, tomando en cuenta la definicion de g?

d) (Qué funcion representa la grafica obtenida en el paso 5?
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RESOLUCION DE ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO USANDO
GRAFICAS

Una vez institucionalizada la grafica del valor absoluto, procedemos a resolver

ecuaciones con valor absoluto.
TAREA 3. Resuelve |x — 2| = 2, realizando los siguientes pasos:

1) Grafique en un mismo plano coordenado : f(x) = |x — 2|y g(x) = 2
2) Halle los puntos de interseccion de las graficas de f'y g del paso 1.
3) Las soluciones de la ecuacion |x — 2|=2, son las abscisas de los puntos de

interseccion hallados en el paso 2.
TAREA 4. Resuelve |x — 2| = x, realizando los siguientes pasos:

1) Grafique en un mismo plano coordenado : f(x) = |x — 2|y g(x) = x
2) Halle los puntos de interseccion de las graficas de f'y g del paso 1.
3) Las soluciones de la ecuacion |x — 2|= x, son las abscisas de los puntos de

interseccion hallados en el paso 2.
TAREA 5. Resuelve |x — 2| = —2, realizando los siguientes pasos:

1) Grafique en un mismo plano coordenado : f(x) = |x — 2|y g(x) = -2
2) Halle los puntos de interseccion de las graficas de f'y g del paso 1.
3) Las soluciones de la ecuacion |x — 2|= —2, son las abscisas de los puntos de

interseccion hallados en el paso 2.
TAREA 6. Resuelve |x + 2| = 3x + 4, realizando los siguientes pasos:

1) Grafique en un mismo plano coordenado : f(x) = |x + 2|y g(x) =3x + 4
2) Halle los puntos de interseccion de las graficas de /'y g del paso 1.
3) Las soluciones de la ecuacion |x + 2|= 3x+4, son las abscisas de los puntos de

interseccion hallados en el paso 2.

RESOLUCION DE INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO USANDO
GRAFICAS

TAREA 7. Resuelve |x — 2| < 2, realizando los siguientes pasos:

Para ello,
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1) Grafique en un mismo plano coordenado: f(x) = |x — 2|y g(x) =2

2) Halle los puntos de interseccion de las graficas de las funciones f'y g del paso 1

3) Observe las graficas del paso 1 y los puntos de interseccion hallados en el paso
2 y a continuacion determine todos los puntos para los cuales valores de f(x) y
g(x) cumplen que f{x) < g(x). Las abscisas de dichos puntos, son los elementos

del conjunto solucién de la inecuacion [x — 2| < 2.

TAREA 8. Resuelve |x + 2| < 3x + 4, realizando los siguientes pasos:
Para ello,

1) Grafique en un mismo plano coordenado: f(x) = |x + 2|y g(x) =3x + 4

2) Halle los puntos de interseccion de las graficas de las funciones f'y g del paso 1.

3) Observe las graficas del paso 1 y los puntos de interseccion hallados en el paso
2 y a continuacion determine todos los puntos para los cuales valores de f{x) y
g(x) cumplen que f(x) < g(x). Las abscisas de dichos puntos, son los elementos

del conjunto solucion de la inecuacion |x + 2| < 3x + 4.

5.2.4 SESION 4: EL VALOR ABSOLUTO VISTO DENTRO DEL CONTEXTO
ANALITICO: COMO FUNCION

Dominio y recorrido o rango de una funcion: El dominio de una funcién puede
describirse de manera explicita, o bien de manera implicita mediante la ecuacion
empleada para definir la funcién. El dominio implicito es el conjunto de todos los
numeros reales para los que esta definida la ecuacion, mientras que un dominio definido

explicitamente es el que se da junto con la funcion.
Por ejemplo: la funcién dada por
x| =x;x =0
Tiene un dominio definido de manera explicita dado por {x: x > 0}.
Por otra parte la funcion dada por
x| = x
Tiene un dominio implicito: es el conjunto {x:x = 0}.
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Funcién por partes o secciones: es aquella funcion que, para distintas partes del

dominio, tiene diferentes reglas de correspondencia.
Por ejemplo:
si x = 0, entonces |x| = x
si x < 0, entonces |x| = —x
Valor absoluto de un nimero (una dimension “la recta de los nUmeros reales”)
Si x es un nimero real, entonces el valor absoluto de x, denotado por |x|, se define por

|x|={+x ;Ssix =0
—x ;Six<0

Teorema: El valor absoluto del producto de dos niimeros reales a y b es igual al

producto de sus valores absolutos.
lab| = |al.|b]

Teorema: El valor absoluto del cociente de dos numeros reales a y b (b# 0) es igual al

cociente de sus valores absolutos.

|a| _Nal

bl bl

Teorema: El valor absoluto de la suma de 2 nimeros reales, a y b, es menor o igual que

la suma de sus valores absolutos.
la + b| < |a| + |b|
Valor absoluto visto como funcién (dos dimensiones-*“plano cartesiano™)

Si f'es una funcion real de variable real, entonces el valor absoluto de f'(x), denotado por

|f (x)], se define por

_(f);sif(x)=0
Feol _{ —f(x);sif(x) <0

TAREA 1: Sea la funcion f(x) = |2x + 4|

a) Indique la regla de correspondencia en cada caso:
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e Cuandox = —2

e Cuandox < —2

b) Organice los dominios explicitos de la parte a) de esta tarea, con sus respectivas

reglas de correspondencias en una sola funcion (funcidn por partes)

c) Complete el sentido de las siguientes proposiciones:
e Si igualamos la funcion f(x) = 2|x + 2| a cero entonces encontramos que el
valorde x = =2, representa al: ..........c.oooiiiiiii i
e Con respecto a la funcion, cuya regla de correspondencia es f(x) = 2|x + 2], el

numero 4 representa:

d) Halle el punto simétrico de (0,4) con respecto a la recta x=— 2.

e) Con los pasos del item ) construya la grafica de f(x) = 2|x + 2|

TAREA 2. Realice los pasos: a,b,c,d,e y fde la tarea 1 para la siguiente funcion.

fx)=12x=7|

TAREA 3. Realice los pasos: a,b,c,d y e de la tarea 1 para la siguiente funcion.
f(x) = 14— 2x|

TAREA 4. Realice los pasos: a,b,c,d,e y fde la tarea 1 para la siguiente funcion.

fx)=12x—-7|+5

TAREA 5. Grafique la funcion f e identifique su dominio y rango en cada tramo, si su

regla de correspondencia estd dada por:

x;8ix=0
f(x)_{l;six<0

TAREA 6. Responda los siguientes enunciados, colocando “V” si la proposicion es

verdadera o “F” si es falsa.
Si x <0, entonces |x|= x ( )

Si x <0, entonces |x| =—x ()
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Si x > 0, entonces |x| =x ( )
Si x > 0, entonces: |x| =-x ()
Para todo nimeroreal x ; —x <07? ()

TAREA 7. Halle una regla equivalente y el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x)= [2x+4|

b) f(x)=2x - 7|
o f(x)=|4-2x|
d) |2x—-7|+5

PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO
A continuacion formalizamos algunas propiedades del valor absoluto.
TEOREMA PARA LA ECUACION CON VALOR ABSOLUTO
l.lal=b oa=bVvVa=—-b;b=20
TEOREMA PARA LAS INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

l.lal]<beb=>20 A-b<a<b;(-b<a Aa <b)

2.lal<beb>0 A-b<a<b;(-b<a Aa<bh)

3.lal|=2bea=b V a<-b

4. la|>beoa>b V a<-b

RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON VALOR
ABSOLUTO USANDO TEOREMAS

TAREA 8. Resuelva: |x| = 1, para ello realice los siguientes pasos:

a) Describa el teorema a utilizar.
b) Halle el conjunto solucion.

¢) Verifique los resultados del conjunto solucion.

TAREA 9. Resuelva: |x| = —1, para ello realice los siguientes pasos:
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a) Describa el teorema a utilizar.

b) Halle el conjunto solucion.

TAREA 10. Resuelva: |x 4+ 3| = 1, para ello realice los siguientes pasos:

a) Describa el teorema a utilizar.
b) Halle el conjunto solucion.

¢) Verifique los resultados del conjunto solucion.
TAREA 11. Resuelva: |2x — 7| = x + 2, para ello realice los siguientes pasos:

a) Describa el teorema a utilizar.
b) Halle la restriccion.
c) Halle el conjunto solucion.

d) Verifique los resultados del conjunto solucion.
TAREA 12. Resuelva:|x + 3| = 1 +x, para ello realice los siguientes pasos:

a) Describa el teorema a utilizar.
b) Halle la restriccion.
c) Halle el conjunto solucion.

d) Verifique los resultados del conjunto solucion.

RESOLUCION DE INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON VALOR
ABSOLUTO USANDO TEOREMAS

TAREA 13. Resuelva: \2x + 1\ > 2, para ello realice los siguientes pasos:

a) Describa el teorema a utilizar.
b) Aplicando el teorema adecuado, halle las inecuaciones resultantes.
c) Grafique los intervalos del inciso b, en la recta numérica.

d) Halle el conjunto solucion.

TAREA 14. Resuelva: |x + 6 <3 —2x, para ello realice los siguientes pasos:

a) Describa el teorema a utilizar.
b) Halle la restriccion de la inecuacion.

c) Aplique el teorema adecuado, halle las inecuaciones resultantes.
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d) Grafique los intervalos del inciso b, en la recta numérica.

e) Halle el conjunto solucion.
5.2.5 SESION 5: PROBLEMAS CONTEXTUALIZADOS

Concepto.- Las Cuestiones Practicas (o problemas contextualizados) se suelen proponer
en relacion a un conocimiento matematico concreto con la finalidad de fijar dicho
conocimiento. Mantienen cierta conexion con la vida real o, de alguna manera, resultan
ser una aplicaciébn de la matematica en situaciones reales o a otras ciencias. Sus
enunciados son verbales, también contienen indicios de los procedimientos que se
espera sean utilizados normalmente relacionados con el contexto del enunciado

(Contreras, 2009).

TAREA 1: La hora de ingreso de un trabajador a una
empresa es a las 7h30'. Para marcar su ingreso lo hace
en un sensor digital, y mediante este sistema puede

hacerlo solo con un adelanto y una tolerancia de 15

minutos (£15 minutos) .

a) Indique esta situacion en términos de valor absoluto.

b) ;Entre qué horas podré marcar el trabajador su ingreso?

TAREA 2: El peso promedio de una bolsa de arroz es de lkg (1000 e |
[ rTh s

gramos). Si la informacion estadistica en el area de control de .-L'—_-D..-_..______

calidad revela que los pesos promedios de las bolsas se arroz tienen s
Arrocito

un margen de error de +5 gramos.

=¥

a) Indique esta situacion en términos de valor absoluto. i s

b) Indique el peso minimo y el peso méximo que podria tener una bolsa de arroz.

TAREA 3: Una muestra de 100 hogares de una ciudad, revela que el promedio de los

ingresos mensuales es de $ 600, con un margen de error de + $ 50.

a) Indique esta situacion en términos de valor absoluto.

b) Indique el ingreso maximo y el ingreso minimo mensual de un hogar.

TAREA 4: Suponga que el precio promedio P (en dolares) de un departamento en
Miraflores es de $250 000 pudiendo variar su precio en + $ 30 000.
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a) Indique esta situacion en términos de valor absoluto.

b) Indique el precio minimo y el precio maximo de un departamento en Miraflores.

TAREA 5: La temperatura promedio en Lima segiin Senamhi durante el verano del
2013 fue de 29.3°. Ademas considerando que la temperatura puede variar en = 4°,

indique:

a) Esta situacion en términos de valor absoluto.
b) La temperatura maxima durante el verano del 2013 en la ciudad de Lima.

¢) La temperatura minima durante el verano del 2013 en la ciudad de Lima.

5.2.6 SESION 6: LA FUNCION VALOR ABSOLUTO Y EL USO DE LA
TECNOLOGIA

A continuacion presentamos una secuencia de tareas en donde se graficara la funcion
valor absoluto, mediante el uso de un software de geometria. Podemos utilizar diversos
softwares, como por ejemplo: Geogebra, Winplot, Matlab 2013, etc. En nuestro trabajo

de investigacion utilizaremos el software libre “Geogebra”.

Para el caso del valor absoluto, utilizamos el comando: abs(x), que significa el valor
absoluto de x. Comando que es utilizado en la mayoria de los softwares matematicos.

Presentamos algunos ejemplos:

Notacion matematica Comando a usar
|x| abs(x)
|x + 5| abs(x+5)
|2x — 5| abs(2x-5)
712x + 5| — |7x| 7(abs(2x+5)) - abs(7x)
3 |2x + 1| -abs((2x + 1)/5)
5
|x + 5| +7 abs(x+5) +7

SOFTWARE: GEOGEBRA

Para trabajar en geometria es importante ver las figuras objeto de nuestro estudio y
manipularlas. Antes de la invencion del papel, los antiguos gedmetras dibujaban sobre
la arena u otros materiales. Hasta hoy y durante siglos la Geometria se ha servido del

papel, el 1apiz y otros instrumentos de dibujo. Desde hace unos anos es posible sustituir
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el cuaderno por la pantalla del ordenador y los lapices, reglas, compas, etc. por el raton

y el teclado. GeoGebra es uno de los programas disefiados con ese fin.
Puesta en marcha del programa

Q Para arrancar el programa, haz doble clic sobre el icono que esta en el
ceaebra Escritorio. (Si no encuentras el icono en el Escritorio, acceder desde

Inicio/Todos los programas/GeoGebra/GeoGebra)

I8 au ™

INICIACION. Elementos basicos y nociones previas c{;;l

1) Barras de la ventana principal.

{3 GeoGebra b b _ [ Barra de b
Archivo Edita Visualiza Opciones Herramientas Ventana Ayuda ,
——— Y | \ - Desplar menus
A . Al esplaza
R . | ) ‘ / J‘ 7 @_} | 4.‘;‘; o ! AWms {Es0)
Barra de |
herramientas
2) Opciones de la barra de herramientas.
a) Seleccion de objetos y desplazamientos
[:g Desplaza Desplaza _ _
Dasplaza o selactiona objatos (Esc)
b) [:t Reta en tormo a un punto
[
D
Nueva Punta
o NuevoPunto Dar clic sotre Area Grifica o recta
>l;"' Inferseccitin de dos abjetos
,* Punio Medio o centro
c) Trazado de distintos tipos de rectas y poligonos.
|
-
- Recta qua pasa por 2 puntos g‘;‘;‘:m:‘m por 2 puntos
- Sagmanio antra dos puntos
] Sami-racta que pasa por dos punios
# vactor anire 405 puntos
': Wector dados su punte de aplicacidn y su equipolents
>e  Foligono
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d) Lugares geométricos.

. Recta Perpendicular

R R L 2T FPunto y recta perpendicular

L

- RectaParalela
>< Mediatriz
.i'- Bisectriz
_;Q Tangentes

Recta palar o diametral

¥

e) Circunferencias, arcos y sectores circulares.

Circurferencia porcaniro v oundo aus cna

CirtunTeencid 43008 SU CEnlro ¥ raos

Cirtunferencia dados 3 de sus punles

Shmiciecunferenoi 33908 PUMGE MO

ACo 0 crcundarsntia 93048 Canro y 2 punis ndremos

Aco de Crounferencia que pasa pod 3 pundos

Secios Cirtular 93003 Canlr) y 2 punios axdremos

|| Gecior Cirtular que pasa por 3 punics

Cdnica que pasa 2 ravés de 5 punics dados

f) Angulos. Distancias, areas y elementos de programacion de
movimientos.

Bl
Tras punies o dog recias

£ Angule

Angulo dada sui arrplitug

T Disiancia
Lt

# Pardans

=2 Desizador

Expare { oould cbpatan M (Ses A casdians

&:_ Lugar Gesamahico
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g) Simetrias, traslaciones y rotaciones.

. Refleja objeto par punto Reﬂeia nbjetq por punto B
Ohjeto a reflejar, luego centro de reflexian
x Refleja objeto en recta

= ¢ FRotaobjeto entormo a punto, el angulo indicado

g Translada objeto acorde a vector

. Dilata objeto desde punto indicado, segln factor

h) Comparaciones, texto e imagenes.

ABC Insartatento L

Clic anAraa Crdficao punty paracrear en tado

ﬂa&

L Intércala imagen

40y Relacidn ntre 2 objetes

1) Desplazamientos de pantalla, zoom, copiar estilo y borrado.

Desplazamiento de zona ardfica
Diasalazar Area Grified o aiag (Shif + Das plazs

]

e
eSO AIT &0 f ZOnd Oranca

Zoom de acercamienio

Zodm da alajarmiants

Expone [ Deulta objelo

Expong [ Oculta ritulo

&|[]lc®] |2]lm I«H

Cepia de & slito viswal

[/ | Eliminacion da objatos
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3) Opciones de la barra de ments (menus desplegables)
a) Opciones de inicio y cierre.

) eptehea A anadll

|Archiva| Edita Visualiza Opciones Herramientas
|:| Mueva Wentana Ctrl+M I
Muevo I
B Abre . Ctrl+0 |
[®] Graba Ctrl+S
Graba comao... ... Ctrl+Maylisculas+s

@] Previsualiza Impresidn  Ctrl+P
Exporta 3

| cierra Alt+F 4

b) Opciones de edicion.

Edita|‘ﬂ5ua|iza Opciones Herrar

4 Deshace Ctrl+Z
M Rehace Cirl+Y
& Borra Suprimir

Seleccionartodo Cirl+A

EI Propiedades ...

c) Configuracion del area de trabajo opciones de configuracion Web.

[\-"lsualiza] QOpciones Herramientas Ventana Ayuda
- Ejes T

1 cuadricula ‘

Ventana Algebraica Ctrl+Maylisculas+A

| | Campo de Entrada
| | Lista de Comandos

= Protocolo de la Construccian ...
Barra de Mavegacion par Pasos de Construceidn

@ Actualiza Visualizacidn Ctri+F
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d) Ajustes graficos y numéricos.

Opciones| Herramientas Ventana Ayuda

€ Captacidon de Puntos a la Cuadricula »
<% Unidad Angular 3
Posiciones Decimales ¥
Continuidad 3
«" Estilo de Punto 3
b Estilo de angulo recto 3
Coordenadas >
A Rotulado >
Medida de Tipografia 4
& Idiomna »
Fona Grafica .
@ Almacenamiento de ajustes
Retorno a los ajustes par omisian

4) Menus contextuales

a) Cada elemento del tablero de trabajo y de la ventana algebraica tiene
asociado un menu contextual que se activa con el botén derecho del
raton.

Punto A

Expone objeto
Segmento b: Segmento[D, E]

> |

Expone rotulo
Expone ohjeto Activa Trazo

An o Expone rotulo
%6l Renombra
Activa Trazo Redefi
edefine
Renombra 4 Bora
[& Redefine
Propiedades ...
/7 Borra

m
]

Propiedades ...
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5) Imagen de la pantalla completa personalizada.
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de valores algebraicos entrada geométrica herramientas menus

TAREA 1.

a) Grafique f(x) = |x|, utilizando el software Geogebra.

b) Dada la grafica f (x) = |x|, responda las siguientes preguntas:
(Cual es el vértice de dicha grafica?

(Cual es el dominio de f?

(Cual es el rango de f?

TAREA 2.

a) Grafique g(x) = |x + 5|, utilizando el software Geogebra.

b) Dada la grafica g(x) = |x + 5|, responda las siguientes preguntas:

(Cual es el vértice de dicha grafica?
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(Cual es el dominio de g?
(Cual es el rango de g?

(Como se ha transformado la gréafica de la funcién g con respecto a la funcion f, de la

tarea 1?
TAREA 3.

a) Grafique g(x) = |x + 5| + 3, utilizando el software Geogebra.
b) Dada la grafica g(x) = |x + 5| + 3, responda las siguientes preguntas:

(Cual es el vértice de dicha grafica?
(Cual es el dominio de g?
(Cuadl es el rango de g?

(Como se ha transformado la grafica de la funcién g con respecto a la funcion f, de la

tarea 1?
TAREA 4.

a) Grafique g(x) = —|x + 5| + 3, utilizando el software Geogebra.
b) Dada la grafica g(x) = —|x + 5| + 3, responda las siguientes preguntas:

(Cual es el vértice de dicha grafica?
(Cual es el dominio de g?
(Cual es el rango de g?

(Como se ha transformado la grafica de la funcion g con respecto a la funcion f, de la

tarea 1?
TAREA 5. Grafique la funcion f'(x) = |x|, utilizando el software Geogebra.

a) Grafique la funcion que resulta de trasladar £, dos unidades verticalmente hacia abajo
y cuatro unidades horizontalmente a la izquierda.
b) Grafique la funcion que resulta de trasladar f, tres unidades horizontalmente hacia la

derecha y dos unidades verticalmente hacia arriba.
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TAREA 6.
a) Indique la funcidén con su respectiva regla de correspondencia, para la siguiente

grafica.

b) Indique la funcidén con su respectiva regla de correspondencia, para la siguiente

grafica.

5.2.7 SESION 7: LA FUNCION VALOR ABSOLUTO Y SU GRAFICA

A continuacidn, presentamos un procedimiento para representar las funciones que

contienen el valor absoluto, después de haber trabajado con el software libre Geogebra.
Grafica del valor absoluto con transformaciones

Criterio 1: para hallar la grafica de la funcion valor absoluto de la forma:
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f(x) = |x — h| ; Donde x y 4 son nimeros reales, se realizan los siguientes pasos:

a) Ubicacion del vértice. Para ello hacemos la funcion f(x) = 0

0=|x—nh|
O=x—nh
x=h Entonces el vértice es: (h; 0)

b) Ubicacion del intercepto: Se hace x=0,eny = f(x)
y=|x—h|
y=10—nh]|
y = |h| Entonces el intercepto es: (0, |h])
¢) Finalmente se traza la grafica (que tiene la forma de “V”).
TAREA 1. Grafique la funcién g, definida por g(x) = |x + 5].

a) Halle el vértice de la funcion.

b) Halle el intercepto de la funcion.

¢) Indique las coordenadas de los puntos de corte con los ejes X e Y.

d) Trace la grafica de la funcion.

e) (Como se ha transformado la gréafica de la funcion g con respecto a la funcion f (x)

(siendo f'(x)=|x|)?
CRITERIO 2:

Para graficar la funcion de la forma g(x) = |x — h| + k ; donde % y k son nimeros
reales, se debe de realizar un proceso de reconstruccion de la funcion g(x),

desarrollando los siguientes pasos:

2.1 Grafique g,(x) = |x — h| utilizando los pasos del criterio 1.
Si 4 es un ntimero positivo, la grafica de f, flx)=|x| se traslada horizontalmente 4
unidades a la derecha.
Si & es un numero negativo, la grafica de f, f(x)=|x| se traslada horizontalmente /
unidades a la izquierda.

2.2 En g(x) = |x — h| + k, se debe de considerar lo siguiente:
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Si k es un numero positivo, la grafica de g;, g,(x) =|x —h| se traslada
verticalmente k£ unidades hacia arriba.
Si k£ es un numero negativo, la grafica de g;, g,(x) =[x —h| se traslada
verticalmente k£ unidades hacia abajo.

2.3 Finalmente se traza la grafica, utilizando los resultados de los pasos 2.1y 2.2
TAREA 2. Grafique g(x) = |x + 5| + 3, desarrollando los siguientes pasos:

a) Grafique g,(x) = |x + 5/, utilizando los pasos del criterio 1.
b) En g(x) = |x + 5| + 3, utilizar el criterio 2.2 para encontrar el valor de &.

c¢) Trace la gréfica, utilizando los resultados de los pasos a y b.
TAREA 3. Grafique g(x) = |x — 5| — 3, desarrollando los siguientes pasos:

a) Grafique g, (x) = [x — 5|, utilizando los pasos del criterio 1.
b) En g(x) = |x — 5| — 3, utilizar el criterio 2.2 para encontrar el valor de .

c¢) Trace la gréfica, utilizando los resultados de los pasos a y b.
TAREA 4. Grafique g(x) = |x — 5| + 3, desarrollando los siguientes pasos:

a) Grafique g,(x) = [x — 5|, utilizando los pasos del criterio 1.
b) En g(x) = |x — 5| + 3, utiliza el criterio 2.2 para encontrar el valor de .

c¢) Trace la grafica, utilizando los resultados de los pasos a y b.
TAREA 5. Grafique g(x) = —|x + 5| + 3, desarrollando los siguientes pasos:

a) Grafique g, (x) = |x — 5], utilizando los pasos del criterio 1.
b) Grafique el simétrico de g;(x) = |x — 5|
¢) En g(x) = —|x — 5| + 3, utilizar el criterio 2.2 para encontrar el valor de .

d) Trace la gréfica, utilizando los resultados de los pasos a y b.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Conclusiones

Con relacion a las preguntas de investigacion:

1. Hemos logrado determinar, en el grupo de alumnos y profesores, sujetos de estudio
de esta investigacion, algunos de los errores, dificultades y obstaculos didacticos
comunes, que se presentan en la ensefanza y aprendizaje del concepto del valor
absoluto.

2. Creemos muy utiles los criterios de idoneidad tanto para la guia de observacion de
clase, como para el disefio de una secuencia de tareas. Porque la guia de observacion
de clase (aplicada en el caso del objeto matematico valor absoluto); basada en los
criterios de idoneidad del EOS (epistémica, cognitiva, mediacional, afectiva e
interaccional). Permitieron analizar y poder emitir un juicio valorativo sobre la clase
del profesor. Y también porque posibilitaron reflexionar acerca de los diferentes usos
del valor absoluto, disefiando luego, una secuencia de tareas que trate de superar los
errores, dificultades y obstaculos que viven alrededor del concepto del valor
absoluto. Queda pendiente para un estudio posterior la implementacion de esta
secuencia de clases en el aula de manera que se verifique o no si es posible superar
los errores, las dificultades y los obstaculos didacticos identificados.

3. Reconocemos la importancia de la teoria (del conocimiento) que debe tener un
profesor sobre los objetos matematicos, en este caso el valor absoluto para poder
ensenar a sus alumnos y ser capaces de disefiar tareas o una secuencia de tareas. Para

nosotros los criterios de idoneidad fueron fundamentales en esta labor.

Con relacion a los objetivos de esta investigacion, llegamos a las siguientes

conclusiones:

Para el primer objetivo que es el 1.5.1 Identificar y analizar los errores, las
dificultades y los obstaculos didacticos que aparecen en el proceso de enserianza y

aprendizaje del concepto del valor absoluto.

De la literatura revisada sobre el valor absoluto, de las entrevistas realizadas a los
profesores y de los diferentes textos de matematica del nivel superior, se corrobora

que los errores, dificultades y obstaculos, mas frecuentes son:
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a)

Cuando se les pregunta a los alumnos y a los profesores, en este estudio, analizar la
verdad de las proposiciones 1) Vx,—x <0 6 2) Si x <0, entonces: |x| = —x,
encontramos que dichas proposiciones son una gran dificultad en la comprension de
del concepto del VA. En nuestra opinidon una posible explicacion es que para los
estudiantes x, es un niimero positivo siempre, porque como norma matematica se les
ha ensefiado que los niimeros negativos llevan un signo “— delante de éste y al no
tenerlo x, piensan que es positivo, sin darse cuenta que x es una variable que toma
como valores también los nimeros negativos. Por ello, consideramos esta dificultad

como un “Obstaculo”.

b) Al trabajar con el valor absoluto de funciones lineales afin, los alumnos de manera

ax+b;Six=0
significativa consideran a la proposicion |ax + b| = como
—(ax+b) ;Six <0

verdadera. Lo cual nosotros lo consideramos como “Obstaculo”. Esto debido a que
una posible explicacion es que, en el proceso de ensefianza al definir el valor
absoluto de un nimero solo se considera un valor constante o se representa por una
constante y no hay términos algebraicos, como en este caso una expresion lineal, lo
que genera un conflicto semiotico de tipo epistémico. Los estudiantes consideran que
la restriccion siempre debe ser mayor o igual a cero o menor que cero
(x=00x<0).

Y no consideran que la expresion que estd dentro del valor absoluto (binomio lineal)
es la que debe de ser mayor o igual a cero; es decir (ax + b = 0) o menor que cero

(ax + b < 0).

Cuando se les pregunta a los alumnos analizar la verdad de la siguiente proposicion:
Si x < 0, entonces: |x| = x, los alumnos consideran en su gran mayoria a dicha
proposicion como verdadera. Es una gran dificultad en la comprension de la NVA, la
consideramos como un “Obstaculo”, porque consideran a x un numero y no una
variable que toma valores numéricos positivos, negativos y el cero, considerandolo

un conflicto epistémico.

d) Al resolver las ecuaciones o inecuaciones lo hacen en forma fragmentada y luego no

retoman el problema general sin poder llegar a la solucion correcta. Esta accion la

128

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP i EE}EEL’:E'EAD

DEL PERU

consideramos como “Error”, en la comprension del concepto del valor absoluto, por

ser una practica matematica no valida por parte de los alumnos.

e) La incomprension y por consiguiente aplicacion de la definicion formal del valor
absoluto. Esta accion la consideramos como “Dificultad”, debido a que el estudiante
y algunos profesores no comprenden que se trata de una definicién funcional por

partes.

Para el segundo objetivo 1.5.2 Ayudar a superar los errores, las dificultades y los
obstaculos del concepto del valor absoluto de los profesores del nivel superior, a través
del disefio de una secuencia de tareas didacticas en las que se traten los diversos
significados o usos del valor absoluto, teniendo en cuenta los criterios de idoneidad

didactica del EOS.

Una vez que se vio que las dificultades la presentaba el profesor, decidimos replantear
nuestra investigacion y dado el desconocimiento que manifestaban los profesores sobre
los diversos usos o significados del valor absoluto se decidié preparar la secuencia de
tareas dirigidos a los profesores que ensefian en el primer ciclo del nivel universitario y
ya no a los alumnos como un modo de ayudarlos en su formacion permanente. Los
profesores mediante entrevistas y cuestionarios manifiestan que desconocen los

diferentes usos y/o conceptos del valor absoluto.

Se disefid una secuencia de tareas didacticas, que surge como resultado de reflexionar
sobre la prueba diagnéstica y el cuestionario 1 (para alumnos) y su posterior

restructuracion y valoracion mediante el cuestionario 2 (para profesores).

Se elaboro6 una secuencia de tareas, estructuradas por sesiones, cuyo objetivo es tratar de
superar los obstaculos didacticos encontrados en la ensefianza y aprendizaje del valor

absoluto.

Con respecto a esta propuesta, tratamos de validarla realizando una entrevista con 4
profesores que ensenan el curso de Matematica Basica, a los cuales les parecio

interesante este disefio de tareas.

La elaboracién de configuraciones epistémicas; algoritmica y algoritmica-distancia,
(provenientes de los textos de matematica superior) y la configuracion epistémica

idénea (que proviene de la secuencia de tareas didacticas) del objeto valor absoluto,
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significd poder encontrar equivalencias didacticas y clasificar los diferentes usos que

tiene la nocion del valor absoluto.

Se diseno una secuencia de tareas teniendo en cuenta los criterios de idoneidad didactica
del EOS: epistémico, cognitivo, interaccional y mediacional, sobre la nocién del valor

absoluto, con la finalidad de tratar de superar los obstaculos didacticos encontrados.

Para el disefio de tareas, el eje central se centrd en la idoneidad didactica, En la que se
trataron los diversos significados o usos del valor absoluto. Este disefio de tareas consta

de ocho sesiones:

Sesion 1: Diversos usos o significados del valor absoluto. Cuyo objetivo es describir los

diversos usos o significados del valor absoluto situados en contextos, como son:
-Contexto analitico: funcion a trozos, maximo, composicion.

-Contexto topoldgico: métrica (distancia).

-Contexto geométrico: vectorial.

-Contexto aritmético: aritmética.

Sesion 2: El valor absoluto de un numero real, visto dentro del contexto topologico—
métrico “Como Distancia”. Que tiene como objetivo el de definir el concepto del valor

absoluto en términos de distancia.

Sesion 3: El valor absoluto y la reflexion. Cuyo objetivo es explicar el concepto del

valor absoluto utilizando reflexiones.

Sesion 4: El valor absoluto visto dentro del contexto analitico “Como Funcidén”. Con el

objetivo de aplicar el concepto del valor absoluto visto como funcion.

Sesion 5: Problemas contextualizados con el valor absoluto. Cuyo objetivo es el de

aplicar el concepto del valor absoluto en situaciones reales.

Sesion 6: La funcién valor absoluto y el uso de la tecnologia (software). Tiene por
objetivo utilizar las tecnologias (softwares, ordenadores, etc) para graficar la funcion

valor absoluto.
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Sesion 7: La funcidon valor absoluto y su grafica. Tiene por objetivo el de aplicar y

construir la grafica de la funcion valor absoluto.

Estas sesiones las consideramos importantes ya que podrian ayudar; a los alumnos y
profesores del nivel superior, a superar los errores, dificultades y obstaculos que

presenta la nocion del valor absoluto.

Con respecto a la implementacion de la propuesta (disefio de tareas). Por cuestiones de
tiempo esta propuesta no ha sido implementada, pero si ha sido elaborada siguiendo los

criterios de idoneidad didactica del EOS. Ademas fue validada:

- Por un profesor de un instituto de educacion superior tecnolégico publico, con el cual
se hizo una triangulacion (asesora, tesista y profesor) de preguntas y opiniones acerca de
nuestra propuesta, ante el cual el profesor manifestd que le parecia interesante y

novedoso el disefio de tareas.

- Por los tres profesores de la universidad que formaron parte de ésta investigacion, los
cuales vieron en el disefio de tareas una propuesta diferente para ensefiar el tema del
valor absoluto en la universidad, por su gran utilidad en asignaturas posteriores como

Analisis Matematico I y Analisis matematico II.

En los textos universitarios sobre el valor absoluto estudiados lineas arriba encontramos

que:

-Los autores presentan la definicion del valor absoluto mediante el contexto analitico

asociado al modelo funcion a trozos.

-Las notaciones de los intervalos son distintas utilizando para los intervalos paréntesis,
corchetes o simbolos como > o <. Inclusive en un mismo intervalo combinaciones de

estos simbolos.

-Algunos autores presentan la definicion del valor absoluto mediante el modelo métrico

(distancia) asociado al contexto topoldgico.

-Muy pocos autores presentan el contexto geométrico (grafico de la funcion valor

absoluto).

-En los textos no se desarrollan problemas contextualizados.
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-En los textos no se resuelven ecuaciones utilizando el contexto geométrico.

-En los textos no se trabajan reflexiones para el concepto del VA utilizando el contexto

geométrico.

-Los autores no utilizan softwares matematicos para las graficas de funciones con

valores absolutos.

Del estudio realizado en los textos universitarios (significados pretendidos), observamos
que hay una carencia de contenidos ya que no se abarcan los diferentes usos de la
nocion del valor absoluto, entonces hubo la necesidad de presentar una nueva propuesta
(secuencia de tareas) que trate de alguna manera de superar los errores, dificultades y

obstaculos del concepto del valor absoluto.
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Recomendaciones

1. Que en la educacion basica regular (EBR) y en la educacion superior, se consideren y
desarrollen los diferentes usos del concepto del valor absoluto dentro de las
programaciones curriculares y/o silabos.

2. Que el objeto matematico “Valor Absoluto” sea desarrollado con mayor profundidad
en los grados 3°, 4° y 5° de secundaria, puesto que en la actualidad sélo se considera
en el 3° de secundaria, dentro del capitulo de las funciones. Y ademés porque en el
nivel superior no se tratan los diferentes usos del concepto del valor absoluto,
generalmente solo se considera el valor absoluto dentro del contexto analitico (como

funcion).

3. Que en la educacién basica regular (EBR) y en la educacion superior se implemente
ademas de las facetas epistémica, cognitiva y mediacional presentadas en este trabajo

de investigacion, las facetas ecologica, cognitiva e interaccional.
PREGUNTAS ABIERTAS

1. (Los profesores podran transponer los diversos usos o significados del valor
absoluto, a partir de esta secuencia de tareas?

2. Creemos conveniente seguir investigando al respecto, para ver ;Como cambia el
concepto en los profesores acerca de los diferentes usos del concepto del valor
absoluto?

3. (Sera posible implementar en el silabo de matematica basica el concepto del valor
absoluto con una duracidon de 6 horas? Cuando actualmente es en promedio de 2
horas.

4. ;De qué forma se implementaria los diferentes usos del valor absoluto, en la
educacion basica regular?, especialmente en el nivel secundario.

5. (Coémo se trabajarian las reflexiones en funciones de segundo grado con valor
absoluto?

6. (De qué manera una secuencia de tareas de ensefianza y aprendizaje disefiado y
guiado por los criterios de idoneidad didactica permiten superar los errores, las
dificultades y los obstaculos didacticos en la construccion del concepto del valor

absoluto?
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APENDICES

APENDICE 1: GUIA PARA EL ANALISIS DE CLASES, CON
CRITERIOS DE IDONEIDAD.

1. Lanocion de idoneidad epistémica (o matematica).

Un programa formativo, o un proceso de estudio matematico, tiene mayor idoneidad
epistémica en la medida en que los significados institucionales implementados (o
pretendidos) representan bien a un significado de referencia. Dicho significado de
referencia sera relativo al nivel educativo en el que tiene lugar el proceso de estudio y
debera ser elaborado teniendo en cuenta los diversos tipos de problemas y contextos de

uso del contenido objeto de ensefianza, asi como las practicas operativas y discursivas

requeridas.
COMPONENTES | INDICADORES TABLA DE VERIFICACION
Sl | NO | OBSERVACIONES
-Se presenta una | El Profesor
muestra presenta:
representativa  y | -Problemas
articulada de | contextualizados.
situaciones de | -Ejemplos de
contextualizaciéon, | motivacidn.
ejercitacion y

1.1 Situaciones- apli'c,a R s
nocion del valor | para que resuelva

Problemas absoluto. el alumno.

-Se proponen | El Profesor
situaciones de | infiere la
generacion de | utilizacion de la
problemas NVA en temas
(problematizacion) | relacionados  al
relacionados con | calculo, la
la nocion del valor | estadistica, etc :
absoluto.

1.2 Lenguajes -Uso de diferentes | El Profesor usa:
modos de | -Graficas
expresion -Simboliza
matematica “Expresion
(verbal,  grafica,

o verbal
simbolica...), sobre
el valor absoluto.
-Nivel del lenguaje | El Profesor usa:
adecuado. -Términos
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sencillos.
-Se proponen | El profesor:
situaciones de | -Analiza la
expresion definicion
matematica e | -Interpreta la
interpretacion definicion.
acerca del | -Presenta
concepto del valor | definiciones
absoluto. equivalentes

1.3 Reglas
(Definiciones,
proposiciones,

procedimientos)

- Las definiciones
y procedimientos

El Profesor usa:
-La  definicion

sobre el valor | del valor
absoluto son claros | absoluto (funcion
y  correctos, y | atrozos)

estan adaptados al | -Otras

nivel de educacion | definiciones
superior.

- Se presentan los | El Profesor usa:
enunciados y | -Las propiedades
procedimientos del valor
fundamentales del | absoluto
concepto del valor

absoluto para el

nivel de educacion

superior.

- Se proponen | El profesor
situaciones donde | enuncia:

los alumnos | -Proposiciones
tengan que generar | sobre la NVA,

0 negociar | El profesor
definiciones, presenta
proposiciones o | diferentes
procedimientos procedimientos

sobre el wvalor
absoluto.

en la resolucion
del problema.

1.4 Argumentos

-Las
explicaciones,
comprobaciones y
demostraciones
sobre el wvalor
absoluto, son
adecuadas para el
nivel de educacion
superior.

Demuestra
teoremas sobre la
NVA. Como la
desigualdad
triangular,
producto, etc.

-Se promueven
situaciones donde
el alumno tenga
que argumentar
sobre el valor
absoluto.

Propone
problemas donde
el alumno aplica
propiedades o las
definiciones
equivalentes de
la NVA.

1.5 Relaciones

- Los objetos
matematicos

El profesor
menciona que en
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alrededor del | la definicion del

concepto del valor | valor

absoluto absoluto(funcion

(problemas, a trozos) se

definiciones, utilizan y

proposiciones, conectan temas

etc.) se relacionan | como las

y conectan entre | funciones, las

si. ecuaciones,

igualdad, etc.

2. Idoneidad cognitiva: El grado en el que los contenidos implementados (o pretendidos)
son adecuados para los alumnos, es decir estan en la zona de desarrollo potencial de

los alumnos.
TABLA DE VERIFICACION
COMPONENTES | INDICADORES SI | NO | OBSERVACIONES
2.1Conocimientos -Los estudiantes | -Los estudiantes
. . tienen la nocidon de
Previos. teqgh s funciones, graficas de
conocimientos funciones, igualdad,
: . ecuaciones,
previos necesarios | . 4 .
inecuaciones, nocion
para el estudio del | de distancia,
valor absoluto. NG
-Los contenidos | - Los estudiantes
pretendidos  sobre comprenden la
el valor absoluto se definicion de la
pueden alcanzar. NVA.

- Los estudiantes
comprenden las
propiedades de Ia
NVA.

2.2 Adaptaciones | -Se incluyen - El  profesor deja
curriculares a  las activi.dafles de tareas.
ampliacion y - El estudiante Utiliza
diferencias refuerzo materiales(separatas)
individuales - El profesor indica
libros de consulta.

- El profesor

proporciona una

direccion electronica

0 pagina web a los

estudiantes.

-Se promueve el |- Los estudiantes
acceso y el logro de | desarrollan
todos los | correctamente los
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evaluacion indican
que los alumnos
logran la
apropiacion del
concepto del valor
absoluto

estudiantes. ejercicios  aplicando
las  definiciones y
propiedades del valor
absoluto.
2.3 Aprendizaje -Los diversos | - Los estudiantes
modos de | resuelven problemas

en la pizarra.

- Los estudiantes son
evaluados en forma
oral.

-Los estudiantes son
evaluados en forma

(comprension y | escrita.
competencia).

-Comprension - El profesor hace
conceptual y preguntas de
proposicional: concepto sobre la
competencia NVA.
comunicativa y

argumentativa; - El alumno
fluencia argumenta sus
procedimental; procedimientos y
competencia respuestas.
metacognitiva. - El alumno capta las

definiciones y
procedimientos
efectuados por el
profesor.

-la evaluacion tiene
en cuenta distintos
niveles de
comprension y de
competencia  del
concepto del valor
absoluto.

El alumno plantea el
problema.

El alumno resuelve
pero se equivoca en el
procedimiento.

El alumno resuelve el
problema, pero no

comprueba sus
resultados.
El alumno resuelve el
problema
correctamente y
comprueba sus
resultados.
-Los resultados de | Los alumnos
las evaluaciones | comparan los
sobre el  wvalor | resultados de sus
absoluto se | evaluaciones.
difunden y wusan | Los alumnos
para tomar | comparan sus
decisiones. resultados con la

respuestas dadas por el
profesor.
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Es el grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales y temporales para

el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.

“La tecnologia es esencial en el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas. Este

medio puede influenciar positivamente en lo que se ensefia y a su vez incrementar el

aprendizaje de los estudiantes”. Las calculadoras y demas herramientas tecnoldgicas,

como sistemas de célculo algebraico, software de geometria dindmica, applets, hojas de

calculo y dispositivos de presentacion interactiva, son componentes vitales de una

educacion matematica de alta calidad.
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TABLA DE VERIFICACION
COMPONENTES INDICADORES SI | NO | OBSERVACIONES

Recursos materiales | - Se usan | El profesor utiliza
(Manipulativos, mate.riales. solo la pizarra _

manipulativos | El profesor utiliza
calculadoras, e informaticos | pizarra y
ordenadores) que pe_rmiten diapositivas _

introducir El profesor utiliza

buenas pizarra, diapositivas

situaciones, y software.

lenguajes, Otros.............

procedimiento

S,

argumentacion

es adaptadas al

contenido

pretendido.

- Las El profesor propone
definiciones y | problemas
propiedades motivadores.
son El profesor propone
contextualizad | problemas
as y motivadas | contextualizados
usando
situaciones y
modelos
concretos y
visualizacione
s.

Numero de alumnos, | - El nimero y | La clase fue
. .. la superpoblada
horario y condiciones distribucione | Los alumnos en su

de aula s de los | gran mayoria se
alumnos ubican en las
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permite
llevar a cabo
la ensefianza
pretendida.

ultimas carpetas.

- El  horario
del curso es
apropiado.

El curso se dict6 en
las primeras
horas(8-10 a.m/
18:00- 20:00)

El curso se dicto los
primeros dias de la
semana(L-M-K)

Los alumnos llegan
tarde a clases

-El aula y 1la
distribucién de
los alumnos es
adecuada para el
desarrollo  del

La iluminacion es la
adecuada en el aula
para la instruccion.

El aula contiene
proyectores para el

proceso proceso de
instruccional instruccion.
pretendido. -Usan los alumnos
computadoras/laptop
Tiempo(De - El  tiempo | El tema se desarrolla
~ (presencial y | durante 1 sesion de
enseflanza
no 2 horas.
colectiva/tutorizacion presencial) El tema se desarrolla
. es suficiente | durante 2 sesiones
; tiempo de
para la | de 2 horas.
aprendizaje) ensefianza El tema se desarrolla
pretendida. de manera virtual.

- Se  dedica | El profesor utiliza
suficiente mas tiempo en el
tiempo a los | aspecto tedrico.
contenidos El profesor utiliza
mas mas tiempo en el
importantes | aspecto practico
del tema. El profesor utiliza

proporcionalmente
los tiempos tanto en
el aspecto teorico
como el practico.

- Se  dedica | - El profesor
tiempo asesora a los
suficiente a | alumnos fuera del
los horario de clase en
contenidos los contenidos que
que presentan mas
presentan dificultad de
mas comprension.
dificultad de
comprension | El profesor prepara

material extra para
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que los alumnos
investiguen 0
complementen  sus
conocimientos.

4. Idoneidad afectiva: La mayor o menor idoneidad afectiva, Se basa en el grado de
implicacion, interés y motivacion de los estudiantes.

COMPONENTES INDICADORES SI | NO | OBSERVACIONES
Intereses y | - Las tareas sobre el wvalor
. absoluto, tienen interés para los
necesidades .
estudiantes.

- Se proponen situaciones que
permitan valorar la utilidad del
valor absoluto en la vida
cotidiana y profesional.

Actitudes - Se promueve la participacion
en las actividades, Ila
perseverancia,

responsabilidad, etc.

- Se favorece la argumentacion
en situaciones de igualdad, el
argumento se valora en si
mismo y no por quién lo dice.

Emociones - Se promueve la autoestima,
evitando el rechazo, fobia o
miedo a las matematicas.

- Se resaltan las cualidades de
estética y precision de las
matematicas.

5. Idoneidad interaccional:

Se valora positivamente la presencia de momentos en que los estudiantes asumen la
responsabilidad del aprendizaje. Los alumnos son protagonistas en la construccion de

los conocimientos pretendidos.

COMPONENTES INDICADORES SI | NO OBSERVACIONES

Interaccion - El profesor hace una
presentacion adecuada
del concepto del valor
absoluto (presentacion

docente-discente
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clara y bien
organizada, no habla
demasiado rapido,
enfatiza los conceptos
clave).

- Reconoce y resuelve
los conflictos de los
alumnos (se hacen
preguntas y respuestas
adecuadas).

- Se busca llegar a
consensos con base al
mejor argumento.

-Se usan  diversos

recursos retoricos 'y

argumentativos  para

implicar y captar la
atencion de los
alumnos.

Se facilita la inclusion

de los alumnos en la

dindmica de clase.

Interacciéon entre | - Se favorece el
dialogo y
comunicacion  entre
los estudiantes.

- Tratan de
convencerse asi
mismos y a los demas
de la validez de sus
afirmaciones,
conjeturas y
respuestas
apoyandose en
argumentos
matematicos.

- Se favorece la
inclusién en el grupo
y se evita la
exclusion.

Autonomia - Se contemplan
momentos en los que
los estudiantes
asumen la
responsabilidad  del
estudio,(plantean

cuestiones y

presentan soluciones;

exploran ejemplos y

contraejemplos para

alumnos
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investigar y
conjeturar; usan una
variedad de
herramientas para
razonar, hacer
conexiones, resolver
problemas y
comunicarlos).
Evaluacion - Observacion
. sistematica del
formativa ..
progreso cognitivo de
los alumnos.

6. Idoneidad ecoldgica:

Se refiere al grado en que un plan o accion formativa para aprender matematicas resulta
adecuado dentro del entorno(la sociedad, la escuela, la pedagogia, la didactica de las
matematicas) en que se utiliza. Las matematicas pueden desarrollar en los estudiantes

un pensamiento critico y alternativo.

COMPONENTES INDICADORES SI | NO | OBSERVACIONES
Adaptaciones  al | - Los contenidos, su
. implementacion y
curriculo .
evaluacion se

corresponden con  las
directrices curriculares

Apertura hacia la | - Innovacién basada en la
investigacion y la practica

innovacion .
reflexiva

didactica - Integracion de  nuevas
tecnologias(calculadoras,
ordenadores, TICS, etc) en
el proyecto educativo.

Adaptacion socio- | - Los contenidos

. contribuyen a la

profesional y . .
formacion soclo-

cultural. profesional de los
estudiantes.

Educacion en|- Se contempla la
formacion en valores

valores

democraticos y el
pensamiento critico.

Conexiones intra € | - Los contenidos se
relacionan con  otros
contenidos intra e
interdisciplinares.

interdisciplinares.
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APENDICE 2: PRUEBA DIAGNOSTICA

CON HONESTIDAD, responde las siguientes preguntas:

1.| (Has escuchado hablar sobre el término valor absoluto ?,

marca con una “ X >’ tu respuesta:

a) Si ()

b) No ()
2.| Coloca “ V’’ si la afirmacion es verdadera o “F ” si es falsa.

a) Para todo nimeroreal x, — x < 0. (G

b) El valor absoluto de un niimero puede ser negativo. ( )

c) El  valor absoluto y la funcion valor absoluto | ()

significan lo mismo.

d) =71 =17I «C )
e) 13,5[=3 « )
f) El valor absoluto de un niimero es siempre mayor o | ()

igual a cero.

g) Geométricamente, la expresion |x — al es la distancia | ()
entre x y a.

h) lx| =méax {x,—x} «C )

i) Vx? = x| ( )

J) -131=3 <3| C )

k) 2x—5;Six=0 ( )
[2x — 5| =

—(2x—5);Six<0

1) El conjunto solucion de la ecuacion |[x — 4| =—-3 es| ()

el conjunto vacio.

3. | Coloca“ V’’si laafirmacion es verdadera o “F ” si es falsa.

a) Six <0, entonces: |x|=-x ()
b) Si x <0, entonces: |x|=-(-x) ()
c) Si x >0, entonces: |x|=-(-x) ()
d) Si x >0, entonces: |x|=- x ()
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(e) Si x <0, entonces: |x| = x (]

Marca con una “ X *“ tu respuesta o respuestas:

4. | La grafica de la funcion £, definida por flx)= — [x + 2|+ 3, es:
a) ()

b) C )
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APENDICE 3: CUESTIONARIO 1 (ALUMNOS)

1.| Coloca “ V’’ si la afirmacion es verdadera o “F ” si es falsa.

a) Six <0,entonces: |—x|=-—x ()
b) Six =0, entonces: |—x|= x ()
¢) Six<0,entonces: |—x|= x ()
d) Six >0,entonces: |—x|= x ()

2.| Para todo nimero real x, ; — x < 0?. Justifica tu respuesta.

3.| Defina el valor absoluto de un ntimero real a.

4.| Defina la funcion f(x), en términos de valor absoluto, siendo f(x) = |2x — 7|
y senalando los valores correspondientes de x

5.| Resuelve la siguiente ecuaciéon : [2x — 7| = —x + 2

6.| Grafique la funcién f, definida por f(x) = |x + 2| - 7, indicando las
coordenadas de los puntos de corte con los ejes X e Y.

7.| (Acciones)

De acuerdo con una predicciéon de una revista financiera, el precio p de las
acciones de la compania GAEL S.A.C. NO cambiaran de su precio actual de
$22 por mas de $ 5.

a) Utiliza la notacion del valor absoluto para expresar ésta predicciéon como
una desigualdad.

b) Representa graficamente la inecuacién con valor absoluto de la pregunta
a.

¢) Indica el valor maximo y el valor minimo de una accién de la compania

GAEL S.A.C

d) Representa graficamente la solucién de la pregunta c.
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APENDICE 4: CUESTIONARIO N ° 2 (PROFESORES)

1.
Responde las siguientes preguntas:
Coloca “ V’’ si la afirmacién es verdadera o “F ” si es falsa.
a) Six <0, entonces: |—x|=—x ( )
b) Six >0, entonces: |—x|= x ()
¢) Six<O0,entonces: |—x|= x ( )
d) Six =0, entonces: |—x|= x ()
2. Para todo nimero real x, ; — x < 0 ? Justifica tu respuesta.
3. Define el valor absoluto de un nimero real a.
4., Define la funcién f, cuya regla de correspondencia es f(x) =
|2x — 7| , descomponiéndola por tramos.
5. Resuelve la siguiente ecuaciéon: |2x — 7| = —x + 2 de dos maneras
distintas, de ser posible.
6. Grafica la funcion f, definida por f(x) = |x + 2| — 7, indicando las

coordenadas de los puntos de corte con los ejes X e Y.
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7. Acciones en la bolsa de valores

De acuerdo con una prediccion de una revista financiera, el precio
p de las acciones de la compania GAEL S.A.C. NO cambiaran su
precio actual que es de $22 por mas de $ 5, durante el mes de
diciembre. (tener en cuenta que los precios de estas acciones,

pueden subir y bajar)

a) Utiliza la notacién del valor absoluto para expresar ésta
prediccion como una desigualdad.

b) Representa graficamente la inecuacién con valor absoluto
de la pregunta a.

c) Indica el valor maximo y el valor minimo de una accién de
la compania GAEL S.A.C

d) Representa graficamente la solucion de la pregunta c.

II. El valor absoluto y la reflexion

1°. Grafica f(x) = x

Figura 1
2°. En la grafica de y=x, identifica la parte negativa; es decir, cuando x<0, y

haz un trazo punteado para estos puntos.
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Figura 2
3°. Grafica y=x, para x>0, y refleja respecto del eje X la parte negativa de la

grafica obtenida en la pregunta 2.

Figura 3
4°Grafica el Valor Absoluto de y=f(x)=|x]|

Figura 4
5° Compara las graficas obtenidas en las preguntas 3 y 4 y qué puede

concluir.
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Figura 5

1. Como graficaria y = |x — 2|, aplicando el método de reflexion, mostrado
anteriormente. Muestre paso a paso.
Soluciéon

1°.

2°.

3°.
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2. Encuentra las coordenadas de los puntos cuya distancia a —5 sea:
a) Mayor a 4 unidades

b) Menor o igual a 18 unidades
¢) Mayor o igual 3 unidades
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APENDICE 5: TRANSCRIPCION DE LA CLASE DEL PROFESOR

qq1

Tiempo Profesor(P) Transcripcion Observacion
(En minutos) Alumnos en
grupo(AG)
0-10 P Buenos dias alumnos, lo que nos tiene preocupado en este momento y que vamos a | Introduccion
Segundos comenzar a desarrollar es lo que corresponde al valor absoluto
10 s- P El valor absoluto de una cantidad que se define como: |x| valor absoluto de x , dos barras a | EI  profesor presenta la
los costados, podemos decir que es la parte positiva de dicha cantidad, correcto, de tal | definicion de valor absoluto
1mini15s . . _ . .
manera que también algunos lo definen como la distancia que hay entre dos nimeros, por
- ’ o . _(xeox=20
otro lado, en forma matematica podemos decir lo siguiente, el valor absoluto de x decimos |x| = {_x o x <0
que es igual a x cuando o si y solo si x es mayor o igual a cero, pero por otro lado también
decimos que el valor absoluto de x es igual a menos X, si y s6lo si x es menor que cero. Esas
condiciones nos aseguran de que en todo momento el resultado de esa cantidad va a ser
positiva.
_(xex=20
x| =
—-x &x<0
1m 15s P Tenemos algunos ejemplos, haber para poder captar a cabalidad este asunto del valor | EI profesor escribe en la
absoluto, veamos habiamos mencionado que el valor absoluto de la cantidad menos 5,
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valor absoluto de menos 5, tenemos otro ejemplo el valor absoluto de 3, otro ejemplo
podemos decir el valor absoluto, de una cantidad un poco mas compleja, ||—3| — |—2||

entonces de estos 3 ejemplos vamos a ir desarrollando uno por uno aplicando el objetivo

valor absoluto, entonces como habiamos manifestado, valor absoluto de -5

2m 12 AG 5

2ml4 P Ustedes dicen que es -5, correcto porque el valor absoluto, sabemos que es la parte
positiva, igual en este caso |3|

2m22s AG igual a 3

2m24s P va a ser la cantidad de 3.

2m26s P En este caso, claro, primero tenemos que desarrollar los valores absolutos internos, ya
vamos a ver , en el caso interno, tenemos el valor absoluto de menos 3 me da

2m35 AG 3

pizarra: Ejemplos:
a) |-5] =
b) 13| =

c) |I-31—-2l|
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2m42-2m-45 P menos el valor absoluto de -2
2m42 AG 2
2m43 P Ahora resolvemos el valor absoluto total, valor absoluto de 3 — 2 , uno y me da y la | EI profesor escribe en la
respuesta es igual a 1, en realidad, valor absoluto de una cantidad no va a revestir para | pizarra
ustedes mayor problema, el problema seguramente puede intervenir es cuando ustedes
desarrollen el valor absoluto de una igualdad o de una desigualdad, por ejemplo en el caso
de igualdad es decir en el caso de ecuaciones, no, podemos decir, lo siguiente , si tenemos,
vamos a poner ahora, entonces ecuaciones con valor absoluto, entonces para eso podemos
poner los siguientes ejemplos, podemos decir
3m45s Al Le dice que estaba mal alli (mal escrito) El profesor se equivoca al
escribir la palabra ecuacién
3m50s P Vamos a corregir, ya esta, muy bien entonces, podemos decir en estos momentos entonces, Escribe en la pizarra

el valor absoluto de una igualdad a que seré igual, pero para ello tenemos que ver algunas
propiedades del valor absoluto, en cuanto a la igualdad por ejemplo: si yo digo valor

absoluto de una cantidad cualquiera “a”, entonces vamos a ponerle, o le cambiamos de letra

para que sea mas Vistoso, podemos decir valor absoluto de w es igual a “a”. Por ejemplo alli

lwl =a
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tenemos una igualdad, no , para poder desarrollar esa igualdad, vamos a apelar a una
propiedad dentro del valor absoluto, entonces decimos que el valor absoluto de esa igualdad
va ser igual a “w= -a” 0 si no “w = a”, correcto, de tal manera que, si nosotros aplicamos
esta propiedad en la situaciones que tengamos definitivamente va a resultar de una solucion
sumamente positiva, vamos a ver algunos ejemplos aplicando esa propiedad, vamos a ver
algunos ejemplos, vamos a decir por ejemplo, si yo tengo, yo tengo por ejemplo el valor
absoluto de 5x-2 , igual a 3, entonces para esos ejemplos yo digo, bueno en realidad esta es
una igualdad y voy a aplicar la respectiva propiedad, correcto, entonces yo digo en este
caso 5x-2 seria w y a seria igual a 3, entonces yo digo para solucionar esta igualdad, para
solucionar esta igualdad yo digo que w es igual a “-a” pero w es 5x-2 0 sea 5x-2 igual a -3 0
sino que 5x-2 es igual a 3, correcto, muy bien, se estan usando las respectivas igualdades
obtenidas, paso para el otro lado y me va a quedar - 3 +2 me da -1, y x va salir igual -1/5 ,
correcto resulta entonces -3 + 2 seria -1 y 5x igual a -1 o sino tendria el otro desarrollo seria

5x =3+2 es igual a 5 entonces x seria igual a

7m25s

AG

7m27s

1, correcto muy bien entonces la solucion seria, la solucion de esta igualdad estaria dentro
de los puntos -1/5 y 1, haber, por si acaso para los que ya estan avanzados esto no es un

intervalo simplemente son puntos es un conjunto, correcto.

W=a VvV W=-a
Ejemplo:
|5x — 2| =3
5x-2=-3 v 5x-2=3
5x=-1 v 5x=5
x=-1/5 x=1

S={-1/5; 1}

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




6591

g,

>+ % | GNIVERSIDAD
TESIS PUCP % UNIVERSID
DEL PERU

8m10s muy bien otro ejemplo, podriamos poner por este lado, en el caso de, en el caso siguiente, | Ejemplo2:
por ejemplo si yo tengo digo 7x-4 +2 igual a cero , que opinan ustedes de esta igualdad,
entonces usted dice, a ya facil profesor me dice no, correcto, entonces yo digo bueno si |72~ 4] +2=0
usted pasa 7x-4 al segundo miembro dice que el madulo o valor absoluto de 7x-4 igual a -2, 7% — 4| = =2
gue més podriamos hacer , bueno en ese sentido tenemos que recordar la definicion del
valor absoluto , el valor absoluto siempre tiene que ser positivo, pero en este caso, en este | Solucion = { }
caso este valor absoluto es negativo, quiere decir que el conjunto solucidn en este caso que
seria,... vacio, asi, correcto, muy bien recuerde y esté atento con este ejemplo porque nos
pueden sorprender de alguna manera esto nos lleva ya a un analisis,

9m38s muy bien otro ejemplo que siempre tenemos con nuestros alumnos es el siguiente ya por | Ejemplo 3:

ejemplo dice, otro ejemplo 6- 3x , valor absoluto de 6-3x es igual al valor absoluto de 2x+1
, muy bien en este caso que podemos hacer, bueno aqui vamos a utilizar otra pequefia
propiedad, pero primeramente vamos a poner, vamos a poner vamos acomodar ésta
expresion, de tal manera que sea de una manera mas facil para desarrollar para nosotros,
podemos dividir por ejemplo, podemos dividir ambos miembros por entre el valor absoluto
de 2x+1, de acuerdo puedo poner por ejemplo 6-3x lo puedo dividir entre 2x+1 valor
absoluto y también el valor absoluto de 2x+1 lo puedo dividir entre el valor absoluto de
2x+1 , para que se mantenga la igualdad , no es cierto, entonces sabemos que toda cantidad
entre si misma es la unidad, y nos quedaria que el valor absoluto de 6-3x sobre valor

absoluto de 2x+1 es igual a 1, correcto entonces a donde nos lleva esta expresion , mire

|6 —3x| = |2x + 1|

|6 — 3x| B [2x + 1]

2x + 1] |2x + 1]

|6 — 3x| _
2x + 1|
M_|E|
b ~ b
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usted no puede saltarse los pasos tiene que seguir apoyandose en las circunstancias tedricas |6 —3x|
que tenemos que afrontar, por ejemplo un pequefio asterisco ,mire, cuando usted tenga valor 2x +1
absoluto de a dividido entre el valor absoluto de b esto es una propiedad también del valor | o _ 3,
absoluto podriamos decir que esto es igual al valor absoluto de a sobre b, correcto esta | 2x + 1 -
propiedad es la que vamos a aplicar aqui, también, de tal manera que yo digo valor absoluto
6 — 3x
de 6-3x , vamos a poner la llave hasta el asterisco nomas , digo ahora este valor absoluto x il
total pero de 6-3x dividido entre 2x+1 esiguala 1,
6-3x =2x+1 VvV
6-3x = -(2x+1)
-3X—-2x=1-6
v
6-3x=-2x-1
-5x =-5
x=1
Y
-3X+2x=-1-6
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12m43s

bueno a partir de alli se acuerdan que por aqui teniamos la definicién de como resolver un
valor absoluto para una igualdad, valor absoluto de w era igual a , entonces aqui podriamos
aplicar esto, valor absoluto, esto seria ahora w igual a 1, ta bien es igual a 1 o también igual

a -1, entonces podemos continuar diciendo que 6-3x sobre 2x+1 es igual a 1

13m35s

AG

13m37s

como esta aqui o sino es igual a -1 o sino 6-3x sobre 2x+1 es igual a -1, correcto, entonces
mire ah como es ido llevando la expresién del ejemplo a una propiedad matematica que
nosotros ya teniamos conocimiento , entonces lo que podemos hacer a partir de éste
momento, simplemente es ya comenzar a operar, correcto vamos a ver, aqui digo que el 6-
3x es igual a 2x+1 estd bien, entonces yo puedo decir que 5x o para que usted no se

moleste -3x-2x es igual a 1-6 y es igual

14m32s

Serfa -5x ,
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14m36 AG profe -6 , profe -6 seria profe , al otro lado, al otro lado, abajo, al otro lado, al lado derecho . | Equivocacién al copiar los
datos

14m40s P -3X-2X

14m44s AG al otro lado, al otro lado, al lado derecho

14m48s P ya correcto gracias, por la , ya, seria entonces 1-6 , de adonde sali6 el 5, ya, 1-5, seria -5
entonces aqui tendriamos que X es igual

15m03 AG al

15m06 P menos entre menos nos da mas ,y nos queda que x=1, o sino 6-3x en este caso es igual a -1 ,
seria 6-3x igual a

15m20s A3 -2x-1

15m22s P pero 2x+1, muy bien , alli tenemos entonces que 6-3x es igual a -2x-1 y por ultimo

tendriamos que -3x +2x es igual a
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15m46s A3 -X

15m54s P -1-6 es igual a -7 , -1-6 seria -7, entonces aqui nos quedaria que —x esigual a -7,

16m7s P entonces X=7

16m 14s P entonces x seria igual a 7, a ver vamos a borrar la parte de all, aqui haciendo un pequefio
recuadro, nuestro conjunto solucidn estaria formado por los elementos 1 coma

16m34s AG-P 7

16m38s P 7, muy bien podemos borrar esta parte , y seguir viendo otros ejemplos adicionales, vamos a

ver por ejemplo, que continuamente se presenta y que tenemos que desarrollar , dice el
siguiente ejemplo, ya podemos tener por ejemplo, que para poder desarrollar estas
ecuaciones con valor absoluto, tenemos ya, la parte de, igualacion de valores absolutos, ya
la acabamos de ver, luego ¢qué otra posibilidad tenemos para seguir desarrollando?
basicamente las igualdades con valor absoluto se pueden remitir al desarrollo de los
ejemplos que hemos visto.
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17m50s Mas que nada nos estd preocupando, también en estos momentos el poder desarrollar las | | CASO | DESARROLLO
desigualdades con valor absoluto, correcto, por eso vamos a desarrollar las desigualdades
con valor absoluto, que es lo que mé&s nos estd preocupando, desigualdades con valor
q q p P g lal<b| —b<a<b
absoluto, muy bien en este caso vamos a obtener algunas posibilidades, ya esta, podemos
tener para hacer el desarrollo de una manera méas concisa y mas ordenada, podemos hacer
A i .. |llal<b| —-b<a<b
un pequefio cuadrito, de los casos que se nos presenten ya, vamos a ver, podemos escribir
€asos, casos que se nos pueden presentar y podemos hacer un pequefio cuadro tedrico de las
posibilidades, a ver vamos a ver las posibilidades, la|>b | a<-bva>Db
lal]=b | a<-bva=b
19m10s El primer caso podemos decir, cuando el Valor absoluto de a sea menor que una cantidad

También que, en el segundo caso podemos decir, que el Valor absoluto de una cantidad sea

menor o igual que otra cantidad

Como tercer caso podemos decir, que el Valor absoluto de una cantidad sea mayor que una

cantidad

Por altimo para abarcar todos los casos posibles, podemos decir que el Valor absoluto de

una cantidad podria sea mayor o igual a otra cantidad.
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20m7s

Pero como vamos a desarrollar los casos que tenemos alli

En el primer caso también podemos apelar en cierta manera a la definicion del valor
absoluto, cuando se me presente una desigualdad del caso 1, puedo decir que esto va a ser
igual , la cantidad “a” va a ser mayor que —b , pero menor que b, de tal manera que ya
sabemos que cuando tenemos una desigualdad de ésta forma yo lo voy a desarrollar asi. El
objetivo es que desarrollemos este valor absoluto, correcto, de igual manera en éste caso si
yo tengo que el valor absoluto de a es menor o igual a b, va a ser mayor o igual que —b pero

menor o igual que b, correcto,

21m7s

en este caso el valor absoluto de a es que mayor que b ,a ya, en este caso hay una pequefia ,
hay una pequefia observacion entonces yo digo en este caso , a es menor que menos b o si
no a es mayor que b, muy bien, entonces tenemos estas posibilidades, y vamos a ver la
Gltima en la que dice que el valor absoluto de una cantidad es mayor o igual que otra

cantidad,

21m53s

suena el celular
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21m58s AG se rien los alumnos
22m02s P entonces yo digo que de ésta manera, de esta manera, aca voy a tener
22m10s P entonces para desarrollar eso
22m12s A2 suena el celular, apagalo
22m14s P yo digo que a va a ser menor o igual que b o sino que a es mayor o igual que b, correcto,
muy bien ya tenemos el cuadrito de posibilidades y ahora apliqguemos a las respectivas
alternativas, no por ejemplo decimos , en el primer ejemplo, se trata del
valor absoluto de una cantidad menor a otra cantidad, vamos a ver,
23mb5s P vamos a poner valor absoluto de 3x-2 que sea menor , menor que 5, correcto, entonces | Ejemplo
ustedes dicen, de acuerdo a la definicion profesor, 3x-2 debe ser mayor que menos 5 pero
. , [3x — 2| <5
menor que 5. Entonces decimos 3x-2 que seria a es mayor que -5 pero a su vez es menor
que, que 5 correcto, muy bien, entonces vamos a desarrollar entre que valores se encuentra 5<3x2<5

la variable x, decimos entonces -5, vamos a sumarle 2 , para que se me elimine aca este 2,

correcto, -5 + 2 es menor que 3x , menos 2 solo para que usted visualice , porque ya se dio

S5+2<3x<5+2
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cuenta ,menor que, 5+2 , correcto muy bien , entonces aqui digo que -3 es menor que 3x y
menor que 7 , y que podria hacer ahora, divido todo entre 3, no es cierto, alli tendria al
dividir todo entre 3, solamente para que usted se dé cuenta de lo que se ha hecho, seria 3x/3
y menor que 7/3, entonces tendriamos -1, X y 7/3 , entonces ya tendriamos nuestra variable
X, limitada por esos dos niumeros, entonces la solucion que nosotros tendriamos seria que x
va a pertenecer al intervalo abierto -1 coma 7/3 abierto, de acuerdo, entonces, de esta
manera hemos atacado el primer desarrollo correcto, veamos otro ejemplo para atacar el

segundo desarrollo, decimos que

25m52s

valor absoluto de x-10 sobre 7 es menor o igual que 5, muy bien, nuevamente dice usted,
ya profesor nos encontramos ante la segunda posibilidad, y la segunda posibilidad nos lleva
a este desarrollo, correcto, entonces yo digo vamos a ver aqui tenemos que valor absoluto
de x-10 sobre 7 , va a ser menor o igual a 5 pero mayor o igual que -5, correcto estamos
desarrollando de acuerdo a lo que tenemos en el segundo caso, porque, porque este es el
segundo caso, correcto, muy bien a partir de este momento ya sé que usted se dio cuenta,
pero vamos a multiplicar, ya, -5 voy a multiplicar por 7 menor o igual que x-10 sobre 7 por
7 menor o igual que 5 por 7, listo entonces aqui me da igual a -35 menor o igual que x-10
menor o igual que 35, correcto, estamos , muy bien, entonces quiero eliminar el 10 ahora
gue voy a hacer, entonces le sumo 10 a todo aqui tendriamos -35 o0 vamos a poner de forma

completa para que usted vaya a captar también y no se incomode seria -35 +10 menor 0

x—10

—5x7<
7

*7<5x%x7

-35+10<x—-10+10<35+10
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igual que x-10+10 menor o igual que 35+10, entonces tendriamos aca -35+10 nos da -25 | —25 < x < 45
menor o igual que x menor o igual que 45 , entonces como ya tengo que mi variable esta
limitada entre estos dos extremos , entonces yo digo que, puedo dar la solucion que xvaa | x € [—25; 45]
pertenecer a que intervalo: abierto , cerrado
29m AG cerrado
29m2s P cerrado en -25,
29m7s A hasta 45 cerrado
29m10s P 45 cerrado
hasta 45 cerrado
29m12s P correcto, entonces hemos visto el desarrollo de la segunda posibilidad en cuanto a las
desigualdades con valor absoluto, pero Aqui todavia existen 2 posibilidades adicionales, por
ejemplo en el caso del valor absoluto de una cantidad mayor o igual que otra cantidad,
podemos decir lo siguiente,
29m40s P Valor absoluto de 8x+1 mayor que 3 , correcto, Valor absoluto de 8x+1 mayor que 3, Ejemplo:
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entonces tengo que decir que a es menor que la segunda cantidad con signo negativo o sino
entonces que puedo decir , puedo decir que 8x+1 menor que -3 0 sino que 8x+1 sea mayor
que 3, correcto a partir de este instante entonces la solucion ya se hace méas sencilla,
entonces decimos en este caso, que 8x va a ser menor que -4 , -3-1 entonces x va a ser

menor que -4/8 que es lo mismo a-% 0 sino que 8x va a ser mayor que 3-1=2

31m40s A2 Ya

31m42s P X va a ser mayor que cosa que 2/8 , que es lo mismo que

31m43s P Ya

31m50s P 2/8 que es lo mismo, que 2/8 que es lo mismo que ¥ , mayor que ¥4, correcto , como usted
tiene su conector logico “0”, entonces que decimos, si lo graficamos con una flecha
numérica , vemos que -1 esta acé -1/2 estara mas o menos por este lado, aqui esta el menos
infinito, luego ¥

32m48s A2 luego ¥, Positivo positivo

|8x + 1| > 3
Solucion
8x+1<-3 v 8x+1>3

8Xx<-4 v 8+1>3

X<-1/2 v8x>2

X>Y,
1
<—00;—E>
X € 1
U< -—; 400 >
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33m

Y, estara por este lado, entonces yo digo que alli est4, como esta el conector I6gico o que es
similar a la union , yo digo que entonces, que la variable x entre que valores esté , esta entre

el menos infinito y -1/2 abierto

34m10s

A3

-1/4

34m12s

en ambos lados unidos con abierto en ¥ positivo hasta infinito abierto, correcto, tenemos

gue , ya esta, que la variable estaria desarrollandose entre éstos 2 extremos,

35m>5s

como cuarto y Gltimo caso, que es la variable “a” que es mayor o igual a una cierta
cantidad, vamos a poner por este espacio, alli esta, entonces ya esta entonces tenemos ,
vamos a ver otro ejemplo, en este caso que tiene que ver con el Gltimo caso, aqui dice en
este ejercicio valor absoluto de x+6 mayor o igual a 1, ya en realidad son ejemplos sencillos
simplemente para poder tener una idea de como voy a aplicar como voy a aplicar el
desarrollo de los valores absolutos, porque cuando se me presente un ejercicio que tenga la
combinacion de varios valores absolutos entonces yo siempre voy a tener en cuenta lo que

esta acd, correcto, en este caso digo lo siguiente,

38m

como ustedes ven que el valor absoluto es mayor o igual a b que es algo similar al ejercicio

Ejemplo

[x+6]>1

x+6<-1V x+6=>1

x<-7V x=>-5

X € [< —00; =7 >UL
—5; 400 >]
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gue tenemos, decimos entonces para este caso que x+6 es menor o igual a

38m12s A2 que 1

38m20s P X+6 es menor o igual a —b o0 sino que a osea x+6 es mayor o igual a b

39m A3 -1, seria -1

40m P perdon, correcto, correcto, ya estamos .....sorditos

40m10s P -1 que es b, en este caso el uno viene a representar a lo que tenemos aqui como b, entonces
X s menor o igual que -7 0 sino que x es mayor o igual que

41m A3 -5,

41m5s P 1-6 seria iguala a -5, correcto, entonces, vamos a ver

42m34s P Si nosotros graficamos la recta numérica, aqui tenemos nuestro cero, entonces -7 seria mas

0 menos por aca , -5 seria mas 0 menos por aca , entonces digo que el valor de nuestra

COLOCO MAL EL DATO
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variable sera desde

43m P-AG Entre el infinito hasta el -7 cerrado

44m12s P unido con el cerrado en -5, y abierto en el infinito
Muy bien entonces vamos a ver que hemos estado repasando 4 casos , 4 posibilidades, los
cuales hay que tener muy en cuenta por que en base a esas posibilidades la combinacién de
esas 4 posibilidades nos lleva a desarrollar otras interrogantes.

50m-60m P Presenta 10 problemas, para que los alumnos desarrollen, en una hora (60 minutos)
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APENDICE 6: MATRIZ DE CONSISTENCIA

TITULO PROBLEMA PREGUNTAS DE OBJETIVOS OBJETIVOS
INVESTIGACION GENERALES ESPECIFICOS
Criterios de Idoneidad | En la ensefianza del | 1. (Qué errores, | Objetivo general 1 1. Revisar la literatura
Didactica como Guia para | concepto del VA, en los dificultades y | Identificar y analizar los | para indagar sobre los

la Ensefianza y el

Aprendizaje del Valor
Absoluto en el Primer
Ciclo del Nivel

Universitario.

primeros afios del nivel

superior, no se pone
suficiente énfasis en
disefiar situaciones

didacticas para que los
alumnos comprendan el
concepto del VA y no se
transita tampoco por sus

diferentes usos.

obstaculos didacticos
se presentan en la
ensefianza y
aprendizaje del
concepto del valor

absoluto?

errores, las dificultades y
los obstaculos didacticos
que se presentan en el
proceso de enseflanza vy
aprendizaje del concepto

del valor absoluto.

diferentes usos o
significados del
concepto del valor
absoluto y su evolucion
a través de la historia.
2. ldentificar y clasificar
los errores, las
dificultades y los
obstaculos didacticos
de los estudiantes a
través de una prueba
diagnostica sobre la
nocién del valor
absoluto, teniendo en

cuenta los criterios de
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idoneidad didéctica.

3. Explicar la aparicion de
los errores, las
dificultades y los
obstaculos  de  los
estudiantes en el
aprendizaje del
concepto del VA en
funcion del analisis de
la clase, tomando en
cuenta la observacion
de la clase del profesor
y los resultados de la

prueba diagnostica.

YL1
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¢Como utilizar los
criterios de idoneidad
para guiar el disefio de
tareas sobre el valor
absoluto que permitan
superar los errores, las
dificultades y los
obstaculos didacticos

identificados?

Objetivo general 2

Tratar de superar los
errores, las dificultades y
los obstaculos en los
diferentes usos del
concepto del valor
absoluto de los profesores
del nivel superior, a través
del disefio de una
secuencia de tareas
didacticas en las que se
traten los diversos
significados o0 usos del
valor absoluto, teniendo en
cuenta los criterios de
idoneidad didactica del
EOS.

1. Determinar los
significados de
referencia y pretendido
(elaboracion de
configuraciones
epistémicas) del objeto
valor absoluto,
encontrados en algunos
de los textos maés

usados de matematica

bésica del nivel
superior, para
identificar los

diferentes tratamientos
y/o usos del concepto
del valor absoluto que
son aplicados  por
profesores del nivel

superior.
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2. Organizar una
secuencia de tareas
(con los diferentes
usos del concepto del
VA) tomando en
cuenta algunos de los
criterios de idoneidad
didacticos:
epistémico, cognitivo
y mediacional del
EOS, para ayudar a
superar los errores,
las dificultades y los
obstaculos en los
diferentes usos del
concepto del valor
absoluto en los
profesores del nivel

superior.

9LT
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APENDICE 7
ALGUNAS SOLUCIONES DE LAS TAREAS DIDACTICAS

SESION 2: EL VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL VISTO
DENTRO DEL CONTEXTO TOPOLOGICO

TAREA 1.

Considere los puntos A, O y Q, cuyas coordenadas son — 8, 0 y 5, respectivamente. Calcule

A 0 Q
«—0 O. O >
-8 0 5

a) La distancia del punto A al punto O, d(A, O)
d A0 = -8—0 =38

b) La distancia del punto O al punto O, d (O, O)
d0,0 =0-0=0

¢) Ladistancia del punto Q al punto O, d (Q, O)
d A,O = 5—-0 =5
TAREA 2.

Halle las coordenadas de un punto P, cuya distancia del punto de coordenada cero es:

a) dos unidades

dP,0 =p—0 =2

177
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b) cero unidades

¢) 3,5 unidades
dgElTIS ) - =3 35

p—0 =35
p =35
p=35
=-35

d) 5 unidades

p—0=§
p=275
p= 5§
p=— 5

178
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TAREA 3.

Halle las coordenadas de un punto Q, cuya distancia del punto de coordenada cero es:

a) Menos de dos unidades

d Q,0 = qg—0 <2
q—0 <2
q <2
—-2<q<?2

b) Menos de cinco unidades

d Q,0 = qg—0 <5
q—0 <5
q <5
—-5<g<5

c) Mas de 3,5 unidades
d 0,0 =q—0 >35

q—0 >35
qg >35
qg>35 0qg<-35

d) Mas de 8 unidades
d Q0,0 =qg—0 >8

q—0 >8

q >8

179
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q>8 6 g<-8
ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

TAREA 4.

a) Las coordenadasson: x =7; x = =7
b) Serepresenta: x —0 =7

c) Representacion gréficade x =7

7 unidades 7 unidades

\ \

d CS={7;7}
e) Significado en forma literal: “El punto, cuya coordenada es X, estd a una distancia de 7

unidades del punto de coordenada cero”

TAREAS.

a) Las coordenadas son: x =9; x = -5
b) Serepresenta: x —2 =7

c) Representacion graficade x —2 =7

7 unidades 7 unidades

dCS={-5;9}
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e) Significado en forma literal: “El punto cuya coordenada es X, estd a una distancia de 7

unidades del punto de coordenada 2”.
TAREA 6.

a) Las coordenadasson: x =—-9; x =5
b) Se representa x — (=2) =7

c) Representacion gréficade x — (=2) =7

7 unidades 7 unidades

( | \
< O O >

-9 -2 5

d)CS={-9;5}
e) Significado en forma literal: “El punto, cuya coordenada es X, estd a una distancia de 7

unidades del punto cuya coordenada es - 2”
INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

TAREAT.

a) Las coordenadas son: =7 < x <7
b) Serepresenta x —0 <7

c) Representacion graficade x <7

7 unidades 7 unidades

(
< O

~ O —
v

d) Esdecir: -7 <x <7 S=<-7;7>
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e) Significado en forma literal “la distancia entre los puntos P y el origen, cuyas

coordenadas son x y 0, respectivamente, es menor que 7 unidades”.

TAREA 8.

a) Las coordenadasson: x >7 V x < =7
b) Serepresenta x —0 > 7

c) Representacion graficade x > 7

\ \ 7 unidades 7 unidades i—A—\
{ [ C I | ’

‘:III: D A B B B
—00 -7 0 7 +o00

d) Significado en forma literal “la distancia entre los puntos P y el origen, cuyas
coordenadas son x y 0, respectivamente, es mayor que 7 unidades”.

) CS=< -0, -7>U<7;4+0 >
TAREA 9.
Las coordenadas son: -5 < x <9

a) Serepresenta x —2 <7
b) Representacién graficade x —2 <7

7 unidades 7 unidades

c) CS=<-59>
d) Significado en forma literal “La distancia de los puntos con coordenadas x y 2 es

menor que 7 unidades”.
182
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TAREA 10.

a) Las coordenadasson: x =9vx < -5
b) Serepresenta x —2 >7

c) Representacion graficade x —2 =7

I\ 7 unidades 7 unidades \

d) C.S=< —;—-5] U[9;+x >
e) Significado en forma literal “La distancia de los puntos con coordenadas x y 2 es

mayor que 7 unidades”.
TAREA 11.

a) Las coordenadasson: x >5vx < -9
b) Serepresenta x — (=2) =7

c) Representacion graficade x+2 =7

7 unidades 7 unidades

d) CS=<—00;-9] U[5; 4+ >
e) Significado en forma literal “La distancia de los puntos con coordenadas X y —2 es

mayor que 7 unidades”.
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SESION 3: EL VALOR ABSOLUTO Y LA REFLEXION DE LA FUNCION
LINEAL Y DE LA FUNCION AFIN SOBRE EL EJE DE LAS ABSCISAS.

TAREA 1. Grafique la funcion la funcion f definida por f(x) = x . Paraello, siga el

procedimiento siguiente (se le sugiere trabajar con lapiz):

Solucién

1. Grafique la funcion g definidapor g x = x.

g(z) ==z

2. Restrinja el dominio de la funcion g, considerando solo los valores no negativos de x y

grafique esta nueva funcion g;.

ai(zx)
Valores no negativos de g(x)

184
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3. ldentifique los valores negativos de g(x) en la grafica obtenida en el paso 1, lo que

Ilamaremos la parte negativa de la gréafica de g.

Parte negativa de g(x)

4. Refleje con respecto del eje X la parte negativa de la grafica de g identificada en el paso

3,y llamelo g,.

ga()

Reflexion

185
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5. Presente en un plano coordenado cartesiano, la unién de la grafica g, obtenida en el

paso 2y la grafica reflejada g, en el paso 4.

g2(x) g1(x)

Responde a las siguientes preguntas:
a) ¢Qué valores toma g (x) cuando x >0?
Toma valores positivos
b) ¢Qué valores toma g (x) cuando x <0?
Toma valores positivos
c) ¢Cual seria la definicion de f, tomando en cuenta la definicion de g?
fx=x=x; x=0
fx =x==-x; x<0
d) ¢Que funcidn representa la gréafica obtenida en el paso 5?
Institucionalizamos la gréfica de la funcion valor absoluto

x ;x>0
x;x<0
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f(x) = 1xi

Se observa del grafico que para todo valor X, su imagen siempre es mayor o igual a cero.

TAREA 2. Grafique y = x — 2 siguiendo los pasos que se muestran a continuacion.
Para ello, siga el procedimiento siguiente (se le sugiere trabajar con lapiz):

Solucién

1. Grafique la funcién g definidapor g x = x — 2.
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2. Restrinja el dominio de la funcion g, considerando solo los valores no negativos de x-2 y

grafique esta nueva funcion g;.

3. ldentifique los valores negativos de g(x) en la gréfica obtenida en el paso 1, lo que

Ilamaremos la parte negativa de la grafica de g.

Parte negativa de
la grafica de g(x)

4. Refleje con respecto del eje X la parte negativa de la gréafica de g identificada en el
paso 3, y llamelo g,.
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\ 2

Parte negativa de
la grafica de g(x)

5. Presente en un plano coordenado cartesiano, la unién de la grafica g, obtenida en el
paso 2 y la gréfica reflejada g, en el paso 4. Nombre a esta nueva graficacomo g x =

xX—2.

9(z) = |z — 2|

Responde a las siguientes preguntas:
a) ¢Qué valores toma g (x) cuando x >0?

Toma valores positivos
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b) ¢Qué valores toma g (x) cuando x <0?
Toma valores positivos
c) ¢Cual seria la definicion de f, tomando en cuenta la definicion de g?
fx =x—-2=x-2; x=2
fx =x-2=—(x-2); x<2
d) ¢Qué funcion representa la grafica obtenida en el paso 5?

xX—2;:;x>=22

e —(x—2);x<2

RESOLUCION DE ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO USANDO
GRAFICAS
TAREA 3. Resuelve x — 2 = 2, realizando los siguientes pasos:
Solucion
1) Grafique en un mismo plano coordenado : f(x) = x—2 y g(x) =2

1°. Grafique: f(x) = x —2

f(@) = o -2
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2° Grafique: g(x) = 2

3

3° Grafique: f(x) = x—2 y g(x) =2 enun mismo plano coordenado.

)
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2) Halle los puntos de interseccién de dichas graficas.

y=2

CS={0;4}

3) Las abscisas correspondientes a las intersecciones de las graficas seran el conjunto
solucion.
C.s={0, 4}

TAREA 4. Resuelve x —2 = x, realizando los siguientes pasos:
Solucién
1) Grafique en un mismo plano coordenado : f(x) = x—2 y g(x) =x

1°. Grafique:y = x —2
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f@) = |z 2|

2°. Grafique: y = x

54

3° Grafique: f(x) = x—2 y g(x) = x,enun mismo plano cartesiano.
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g(x) = x
f(x) =[x-2]
5 4 3 -2 1 2 3 4 5
2) Halle los puntos de interseccion de las gréficas de fy g del paso 1.
\\ | //
", I . IV
\i'\ : /
\\\ ///
\\ 4 /
\\ f(x) =X //
\\ 3 /
\ /
\\\ /
A /
Y
1 \\ //
N/
0 B 1 T ] ] 4 1 1 1 ; 0 ’ \2/ 3 i B 1 T B ] n il 12
cs={1}

3) Las abscisas correspondientes a las intersecciones de las graficas seran el conjunto
solucion. C.S={1}
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TAREAS. Resuelve x —2 = —2, realizando los siguientes pasos:
Solucién
1) Grafique en un mismo plano coordenado : f(x) = x—2 y g x =-2

1°. Grafique:y = x — 2

f@) = |z 2|

2°. Grafique: y = =2

f(x)=-2

3° Grafique: f(x)= x—2 y g x = —2,enun mismo plano coordenado.
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f(x)=|x-2]

2) Halle los puntos de interseccion de dichas gréficas.

f(x) = - 2

3) Las abscisas correspondientes a las intersecciones de las graficas seran el conjunto

solucion.

C.S=0 En este caso se verifica que la funcion valor absoluto es no negativa.
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TAREA 6. Resuelve x+ 2 = 3x + 4, realizando los siguientes pasos:
Solucién
1) Grafique en un mismo plano coordenado : f(x) = x+2 y g x =3x+4

1°. Grafique:y = x + 2

2°. Grafique: y = 3x + 4

f(x)=3x+4

3° Grafique: f(x) = x+2 y g x =3x+4 enunmismo plano coordenado.

197

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz_:_\éel_l}g}\mn

DEL PERU

f(x)=|x+2|

g(x)=3x+4

)

2) Halle los puntos de interseccion de dichas gréficas.

f(x)=3x+4

3) Las abscisas correspondientes a las intersecciones de las graficas seran el conjunto

solucién.

cs={-1}
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RESOLUCION DE INECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO USANDO
GRAFICAS

TAREA 7. Resuelve x — 2 < 2, realizando los siguientes pasos:
Solucion
1) Grafique en un mismo plano coordenado: f x = x—2y g x =2

1°. Grafique:y = x — 2

f(z) =z —2|

2°. Grafique: y = 2
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3° Grafique: f x = x—2 y g x = 2,enunmismo plano.

) =1x-2]

2) Halle los puntos de interseccion de las gréaficas de las funciones f y g del paso 1

CS=<0;4>

3) Observe las graficas del paso 1y los puntos de interseccion hallados en el paso 2 y
a continuacion determine todos los puntos para los cuales valores de f(x) y g(x)

cumplen que f(x) < g(x). Las abscisas de dichos puntos, son los elementos del

conjunto solucion de la inecuacién x —2 < 2.
CS=<0;4>
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TAREA 8. Resuelve x + 2 < 3x + 4, realizando los siguientes pasos:
Solucion
1) Grafique en un mismo plano coordenado: f x = x+2 y g x =3x+4

1°. Graficar:y = x + 2

2°. Grafique: y = 3x + 4

> w

g(x) = 3x+4

L3
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3° Grafique: f x = x+2 y g x = 3x+ 4, enun mismo plano cartesiano.

/.

g(x) = 3x+4 f6) = 1x+2]

L9

2) Halle los puntos de interseccion de las gréficas de las funciones f y g del paso 1.

Y
/ f(x)=|x+2]|

g(x) = 3x+4

CS=<-43;1>

L

3) Observe las graficas del paso 1y los puntos de interseccion hallados en el paso 2y a
continuacidén determine todos los puntos para los cuales valores de f(x) y g(x) cumplen que
f(x)<g(x). Las abscisas de dichos puntos, son los elementos del conjunto solucién de la

inecuacion x +2 < 3x+ 4 .Portanto: C.S=<-4/3;1>.
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SESION 4: EL VALOR ABSOLUTO DENTRO DEL CONTEXTO
ANALITICO: COMO FUNCION

TAREA 1. Sealafuncion f x = 2x+4
Solucién

a) Indique la regla de correspondencia en cada caso:
eCuando x > -2
Cuando x > —2, su regla de correspondencia es: 2x+4
e Cuando x < —2

Cuando x < —2, le corresponde — (2x+4)

b) Organice los dominios explicitos de la parte a) de esta tarea, con sus respectivas reglas
de correspondencias en una sola funcién (funcién por partes)

2x+4; x = -2
—2x4+4;x< =2

2x +4 =
c) Complete el sentido de las siguientes proposiciones:
e Siigualamos la funcion f x = 2 x + 2 a cero entonces encontramos que el valor
de x = —2, representa al:
Vértice de la gréfica de la funcién o punto de interseccion de la gréafica con el eje X.
e Con respecto a la funcion, cuya regla de correspondencia es f(x)= 2 2x + 2, el
namero 4 representa:

La ordenada del punto de interseccion de la gréafica de f conel eje .
d) Halle el punto simétrico de (0,4) con respecto a la recta x= — 2. El punto simétrico de

(0,4) es (-4,4).

e) Con los pasos del item €) construya la graficade f x =2 x+ 2
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TAREA 5. Grafique la funcion f y exprésela en forma literal, si su regla de

correspondencia est4 dada por:

™ x;six=0
T 1;six<0

Solucion

Representacion grafica de f(x):

-2

Representacion literal de f(x):

Para los valores de x, mayores o iguales a cero, [0, infinito[, es su rango. Y para los valores
de x, menores que cero, {1} es su rango.
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TAREA 6. Responda los siguientes enunciados, colocando “ V ” si la afirmacion es

verdadera o “F ” si es falsa.

Six <0, entonces x = x (F)
Six <0, entonces x =—x (V)
Six >0, entonces x =x (V)
Six >0, entonces x =-Xx (F)

TAREA 7. Halle una regla equivalente y el dominio de las siguientes funciones:

2x+4; x = -2
) fO)= 2x+4 = 5 4x<—2
Ya que, cuando la parte interna del valor absoluto (2x+4) es mayor igual a cero

2x+4>=0

Y cuando la parte interna del valor absoluto (2x+4) es menor que cero
2x+4<0

2x < —4

x <=2

RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON VALOR
ABSOLUTO USANDO TEOREMAS

TAREA 8. Resuelva:  x =1, paraello realice los siguientes pasos:
Solucion

a) Describa el teorema a utilizar.

205

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

Aplicamos el teorema a =b @a=bVa= —-b;b=0
b) Halle el conjunto solucidn.
a =bea=bVva=-b:b=>0
x =1 & x=1 v x=-1
C.s={11}
c¢) Verifique los resultados del conjunto solucion.
Verificacion
1 =1 Esverdadero
—1 =1 Esverdadero
TAREA 9. Resuelva x = —1, para ello realice los siguientes pasos:
Solucién
a) Describa el teorema a utilizar.
No se puede aplicar el teorema a =b @a=b Va= —-b;b=>0

Puesto que el valor de b, para este caso es -1, siendo -1 < 0, contradice a la condicion de

que b = 0.

b) Halle el conjunto solucion.

Al no cumplir la condicion , b = 0, el conjunto solucion es el vacio.

Luego C.S={}

TAREA 10. Resuelva: x +3 =1, para ello realice los siguientes pasos:
Solucion

a) Describa el teorema a utilizar.
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a =bea=bVvVa=-b;b=0
b) Halle el conjunto solucién.

a =bea=bVva=-b:b=>0
Xx+3=1 v x+3=-1

X=-2 VvV Xx=—4
C.S={4,-2}

c¢) Verifique los resultados del conjunto solucion.

Verificacion:
X=-2
243 =1 (V)
-1 =1
1=1
=4
—4+3 =1 (V)
-1 =1
1=1

TAREA 11. Resuelva: 2x —7 = x + 2, para ello realice los siguientes pasos:
Solucién
a) Describe el teorema a utilizar:
a =bea=b V a=-b; b=0

b) Encuentre la restriccion.
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Restriccion a=b>b v a= —-b
b=>0
X+2 >0 2X-7T=X+2 V | 2x-7=-(x+2)
X= -2 X=9 V | 2X-7T=-X-2
X=9 3X=5
x=5/3

Verificamos: Si los valores encontrados para x, son > —2 (x> —-2)

Parax =9 ;
X=-2
9>-2(V)
Para x =5/3;
X= -2
53 =-2 (V)

Por lo tanto: como los numeros 5/3 y 9 estan a la derecha de la restriccion, forman

parte del conjunto solucidn.

< » —o— ® >
-2 5/3 9
CS= 2;9
3
TAREA 12. Resuelva: x + 3 =1 + x, para ello realice los siguientes pasos:
Solucién

a) Describa el teorema a utilizar.

a =bea=b V a=-b; b=0
b) Describe el teorema a utilizar.

Restriccion a=b>b ) a= —-b
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1+x=>0 X+3=1+x 6 | x+3=-(1+x)
Xx=-1 2=0 6 | x+3=-1-x
¢ 2Xx=-4
X=-2

Verificamos: Si los valores encontrados parax son> -1 (x> -1)

Para x=-2 ;
x=>-1
2 =-1 (F)

Por lo tanto, como el nimero —2 esta a la izquierda de la restriccion, no forma parte

del conjunto solucién.

Vv

< L 3 ®

-2 -1
Por lo tanto: C.S= ¢

RESOLUCION DE INECUACIONES DE PRIMER GRADO CON VALOR
ABSOLUTO USANDO TEOREMAS

TAREA 13. Resuelva |2x +1 > 2, para ello realice los siguientes pasos:

Solucion

a) Teorema: a >boa>b V a<-b

b) Aplicando el teorema adecuado, encontrar las inecuaciones resultantes.
a >beoa>b VvV a<-—-b
2x+1>2vV 2x+1< -2

>1 \V <3
=3 S35
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c¢) Grafique los intervalos del inciso b, en la recta numérica.

<—+—++++0 Ot—t—+++++++—>

- -3/2 1/2 Foo

d) El conjunto solucion es la union de los intervalos

C.S =< 3>U<1 >
S =< —o00,— = —, 00
) 2 2)

TAREA 14. Resuelva |x +6| <3—2x , para ello realice los siguientes pasos:
Solucion

a) Describa el teoremaa utilizar. a <beob>0 A -b<a<b
b) Restriccion: 3-2x >0
c) Aplicando el teorema adecuado, encontrar las inecuaciones resultantes.
a <beb>0 AN-b<a<b;(-b<a ANa<bhb)
Condicion: 3-2x>0-x<>
x+6<3—-2x V xX+6>—3—2x

x<-1 VvV x<9

d) Grafique los intervalos del inciso b, en la recta numérica.

SO o o)

- -1 3/2 9 +oo

v

e) Halle el conjunto solucién.

. . 3 p
Mediante intervalos: —o0,—1 U —00,9 N —,~ 0

Mediante inecuaciones: (X <-1 VX<9)AX<3/2

El conjunto soluciones: C. S =< —o0,—1 >
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SESION 5: PROBLEMAS CONTEXTUALIZADOS

TAREA 1: La hora de ingreso de un trabajador es a las 7h30min. Para marcar su ingreso lo
hace en un sensor digital, y mediante este sistema puede hacerlo s6lo con un adelanto y una

tolerancia de 15 minutos (+15 minutos) .
Indique esta situacion en términos de valor absoluto.
Solucién
x —7h30" =15’
¢Entre qué horas podra marcar el trabajador su ingreso?
x—7h30"=15" v x—7h30" = -15

Luego,

e x—7h30" =15

x = 7h45’ q

e x—7h30" =—-15

x = 7h15’

El trabajador podrd marcar entre las 7h15' y las 7h45'".

TESE—— | 1kg

TAREA 2: El peso promedio de una bolsa de arroz es

(1000 gramos). Si la informacién estadistica en el area Arrocito de control

de calidad revela que los pesos promedios de las bolsas se arroz
tienen un margen de error de +5 gramos. .,
a) Indique esta situacion en términos de valor absoluto.
Solucion:
x—1000g =5g
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Indique el peso minimo y el peso maximo que podria tener una bolsa de arroz.
Solucion
x—1000g=5g Vv x—1000g=5g¢g
e x—1000g=5yg
x = 1005 g Peso maximo
e x—1000g=-5¢g
x=995g Pesominimo

Una bolsa de arroz podria tener un peso minimo de 995 gramos y un peso maximo de 1005

gramos.

TAREA 3: Una muestra de 100 hogares de una ciudad, revela
que el promedio de los ingresos mensuales es de $ 600, con un

margen de error de + $ 50.

Indique esta situacion en términos de valor absoluto.
Solucion

x—$600 = $50

¢Entre que valores estaran los ingresos?

x—$600 =%$50 v x—$600 =—$50

e x—$600 = $50
x = $650 Ingreso maximo.
e x—$600=-%50

x = $550 Ingreso minimo.

El ingreso mensual maximo es de $650 y el ingreso mensual minimo es de $550.
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TAREA 4: Suponga que el precio promedio P (en ddlares) de un departamento en
Miraflores es de $250 000 pudiendo variar su precio en
+ $ 30 000.

a) Indique esta situacion en términos de valor absoluto.
Solucion

x —$250 000 = $30000

b) Indique el precio minimo y el precio maximo de un departamento en Miraflores.

Solucién

x —$250 000 = $30000 Vv x—$250000 = —$30000

e x—%$250000 = $30000
x = $280 000 Precio maximo
e x—%$250000=—-%$30000

x = $220 000 Precio minimo

El precio minimo de un departamento en Miraflores es de $ 220 000 y el precio maximo es

de $ 280 000.

TAREA 5: La temperatura promedio en Lima segun Senamhi durante el verano del 2013

fue de 29.3°. Ademas considerando que la temperatura puede variar en + 4°, indique:

a) Esta situacion en términos de valor absoluto.
Solucién

x—29.3° =4°
b) La temperatura maxima durante el verano del 2013 en la ciudad de Lima.
Solucion

x —29.3° =4°
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X =33,3°

x = 33.3° Temperatura méxima durante el verano del 2013.
c) Latemperatura minima durante el verano del 2013 en la ciudad de Lima.

Solucién
x —29.3° = —4°
x = 25.3°

x = 25.3° Temperatura minima durante el verano del 2013.

SESION 6: LA FUNCION VALOR ABSOLUTO Y EL USO DE
LA TECNOLOGIA

TAREA 1.

a) Grafique f x = x , utilizando el software Geogebra.
Solucién
Para ello, seguiremos los siguientes pasos:

1. Al ejecutar el software Geogebra, aparece la siguiente ventana grafica.

uuuuuu

B ¢ ae=[a]dla]

2. En la parte inferior hay un icono de entrada de los valores algebraicos.

En el icono Entrada digitar abs(x) | presione enter.
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La siguiente figura muestra la grafica de la funcion f (x)=|x|

T3 Geoebaa [E=S[E=R ==
a Auca

archivo Edita Vista Opeiones

DR %2 S el AN o6
]

T e~

EoremGIEE o)

b) Dada la gréfica f x = x, responder las siguientes preguntas:

¢Cual es el vértice de dicha gréafica?

El origen de las coordenadas

¢ Cual es el dominio de f ?

Dom (f) = IR = El conjunto de los nimeros reales.

¢Cual es el rango de f ?

Ran (f)=[0; 40 >

TAREA 2.

a) Grafiqueg x = x + 5, utilizando el software Geogebra.
Solucién

Para ello, seguiremos los siguientes pasos:

1. Al Ejecutar el software Geogebra aparece la siguiente ventana grafica.
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©¥ GeoGebra o e ]
Archivo Edita Vista meunes Ventana Ayuds
. o
o <F
i -@ ke
o
5
o
2
2]
y 4
o
5 5 7 5 5 4 3 2 1 o 7 H 3 3 5 g 7 [ 3 0 Tt T 12 T 15
]
2
ad
4]
£
Entrada. :
e @el@lalal e S e
o CN e ) R wl 12705003 |

2. Enlaparte inferior hay un icono de entrada de las funciones.

En Entrada digitar | abs(x+5)

La siguiente figura muestra la grafica de g(x)= |x+5|

77 GeoGebra o e e
Archivo Edita Vista Opciones Ventana Ayuda
- .
o
N -ﬁ s~
s
5
4
3
2
1 4
ul T
h Tt To 5 5 5 5 5 5 5 3 Y o 1 H 3 3 3 3 7 3 H 1 T [ [ [

Entrada: |

BRe ¢ 2 8]™[o] o] SRR

b) Dada la graficag x = x + 5, responder las siguientes preguntas:

¢ Cuadl es el vértice de dicha grafica? El vértice es la coordenada (-5;0)
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¢ Cudl es el dominio de g? Dom (g) = R = El conjunto de los nimeros reales.
¢Cual es el rango de g?
Ran (f)=[0; 400 >

¢Cdomo se ha transformado la gréafica de la funcidn g con respecto a la funcion f, de la tarea
1?

El vértice de la gréfica g, se ha trasladado cinco unidades a la izquierda del origen de las

coordenadas.

TAREA 3.

a) Grafigueg x = x+5 + 3, utilizando el software Geogebra.
Solucion

1. Al ejecutar el software Geogebra sale la siguiente presentacion: (ventana grafica)

T3 GeoGebra [
Archivo Edta Vista Opeiones + Ventana Ayuda

1oL PANEE R s
“OE <-

&

44

54

Entrada;

B0 ¢ @ 8l®[o] o] ok e L e e o

2) En la parte inferior hay un boton de entrada de las funciones.

En Entrada digitar | abs(x+5)+3
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TF GeoGebra (=R = =
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A ' v NEIE e [
- c-

Entrada.

GEG ¢ 816 ®[6] 2] o) TS TTITFEIEE e

c) Dadalagradficag x = x+ 5 + 3, responder las siguientes preguntas:
¢Cual es el vértice de dicha grafica?

El vértice es la coordenada (-5;3)

¢Cual es el dominio de g?

Dom (g) = R = El conjunto de los nimeros reales.

¢Cudl es el rango de g?

Ran (f)=[3; +o0 >

¢Como se ha transformado la grafica de la funcién g con respecto a la funcion f, de la tarea

1?

El vértice de la gréfica g, se ha trasladado cinco unidades a la izquierda del origen de las

coordenadas y luego se traslado tres unidades hacia arriba.

TAREA 4.

a) Grafigueg x =— x+5 + 3, utilizando el software Geogebra.
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Solucién

1. Al ejecutar el software Geogebra, sale la siguiente presentacion: (ventana grafica)

T2 GeoGebro = |
kel ool 4l e =]E] o
D& c-
&
O ST sE] TSR

2. Enla parte inferior hay un botdn de entrada de las funciones.

En Entrada digitar | -abs(x+5)+3

7 GeoGebra

B ===
mH AALde]o]<INE] s
T e~
BES 2 ae|®o]i]o] : S 6 e a4 |
b) Dada lagréficag x = — x+ 5 + 3, responder las siguientes preguntas:

¢ Cudl es el vértice de dicha grafica?

El vértice es la coordenada (-5;3)
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¢Cual es el dominio de g?

Dom (g) = R = El conjunto de los nimeros reales.
¢Cual es el rango de g?

Ran (f) = < —o0; 3]

¢Cdémo se ha transformado la gréfica de la funcién g con respecto a la funcion f, de la tarea
1?

El vértice de la grafica g, se ha trasladado cinco unidades a la izquierda del origen de las
coordenadas (en forma horizontal) y luego se traslad6 tres unidades hacia arriba (en forma
vertical). Finalmente el signo negativo delante de la funcién valor absoluto nos indica que

la gréfica se invierte.

TAREA 5. Grafique la funcién f x = x , utilizando el software Geogebra.

Solucién

a) Grafiquef x = x

b) Grafique la funcién que resulta de trasladar f, dos unidades verticalmente hacia abajo y
cuatro unidades horizontalmente a la izquierda.
Solucion

Traslacion de dos unidades verticalmente hacia abajo de la funcion f x = x
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Traslacion de dos unidades verticalmente hacia abajo y cuatro unidades horizontalmente a

la izquierda de la funcion f x = x

c) Grafique la funcion que resulta de trasladar f, tres unidades horizontalmente hacia la
derecha y dos unidades verticalmente hacia arriba.
Solucion

Traslacion de tres unidades horizontalmente hacia la derecha de la funcion f x = x
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Traslacion de tres unidades horizontalmente hacia la derecha y dos unidades verticalmente

hacia arriba de la funcion f x = x

TAREA 6.

a) Indique la funcidn con su respectiva regla de correspondencia, para la siguiente gréafica.
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Solucién

Regla de correspondencia
fx =x—-3 +2

b) Indique la funcion con su respectiva regla de correspondencia, para la siguiente gréfica.

Solucién

Regla de correspondencia
Tl & o 1 &2
SESION 7: LA FUNCION VALOR ABSOLUTO Y SU GRAFICA
TAREA 1. Grafique la funcion g, definidapor g x = x+5.
Solucién
Pasos para hallar la grafica de la funcién valor absoluto:
a) Ubicacion del vértice. Para ello hacemos la funcion f x =0
0= x+5
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Entonces el vértice es: (-5;0)

b) Ubicacidn del intercepto: Se hace x=0,eny = f x

y= 0+5
y=>5
y=5

Entonces el intercepto es: (0,5)
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c¢) Las coordenadas de los puntos de corte con los ejes X e Y.
Con el gje X: (-5;0)
Con el eje Y: (0;5)

d) Trace la gréfica, la cual pasa por los puntos encontrados en a y b, obteniéndose:

e) ¢Como se ha transformado la grafica de la funcion g con respecto a la funcion f (x)

(siendo f (x)=x)?
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La gréfica de la funcién g se ha trasladado 5 unidades a la izquierda (en forma horizontal)

con respecto a la gréfica de la funcion f.
TAREA 2. Grafique g x = x+5 + 3, desarrollando los siguientes pasos:
Solucion

a) Grafique g; x = x + 5, utilizando los pasos del criterio 1.
Donde h=-5 (Traslacion horizontal, 5 unidades a la izquierda)

Veértice: (h; 0) = (-5; 0)

Intercepto es: (0; |k]) = (0,+5)

b) Eng x = x+5 + 3, utilice el criterio 2.2 para encontrar el valor de k.
k=+3 (Traslacidn vertical, 3 unidades hacia arriba).

c) Trace la gréfica, utilizando los resultados de los pasos a 'y b.
Se traza la gréfica, la cual pasa por los puntos encontrados en a y b, obteniéndose:
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TAREA 3. Grafiqgue g x = x —5 — 3, desarrollando los siguientes pasos:
Solucion

a) Grafique g; x = x — 5, utilizando los pasos del criterio 1.
Donde h =5 (Traslacion horizontal, 5 unidades a la derecha)
Vértice: (h; 0) = (5; 0)

Intercepto es: (0; |k|) = (0,5)

b) En g x = x—5 -3, utilice el criterio 2.2 para encontrar el valor de k.
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k=—3 traslacion vertical, 3 unidades hacia abajo.
c) Trace la grafica, utilizando los resultados de los pasos a 'y b.

Se traza la gréfica, la cual pasa por los puntos encontrados en a y b, obteniéndose:

TAREA 4. Grafiqgue g x = x —5 + 3, desarrollando los siguientes pasos:
Solucion

a) Grafique g, x = x — 5, utilizando los pasos del criterio 1.
Donde h =5 (Traslacion horizontal, 5 unidades a la derecha)
Vértice: (h; 0) = (5; 0)

Intercepto es: (0; |h|) =(0,5)
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b) En g x = x—5 + 3, utilice el criterio 2.2 para encontrar el valor de k.
k =+ 3 (Traslacion vertical, 3 unidades hacia arriba)

c) Se traza la gréfica, la cual pasa por los puntos encontrados en a y b, obteniéndose:

TAREA 5. Grafiqgue g x = — x+5 + 3, desarrollando los siguientes pasos:
Solucion
a) Grafique g, x = x + 5 utilizando los pasos del criterio 1.

229

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP 32-:-‘65;_’:2'}\”')

DEL PERU

Donde h =+5 (Traslacion horizontal, 5 unidades a la izquierda)
Vértice: (h; 0) = (5; 0)

Intercepto es: (0; |h|) = (0,5)

b) Grafique el simétrico de g, x = x—5 , que resulta ser de la forma — x — 5 la cual

se representa graficamente:
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c) En g x =— x—5 + 3, utilice el criterio 2.2 para encontrar el valor de k.
k=+3 Traslacion vertical, 3 unidades hacia arriba.

d) Se traza la grafica, la cual pasa por los puntos encontrados en a y b, obteniéndose:
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ANEXOS

(Cuestionario 2 desarrollado por los profesores)
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CUESTIONARION° 2-F

Responde las siguientes preguntas:

| Coloca “ V?’ si la afirmacién es verdadera o “F ” si es falsa.

-%\ XED XS0
L' s |
a) Six <0, entonces: |-x|=-x () ' - Y& N2 O
b) Six =0, entonces: |—x|= x ( ¥)
¢) Six<0,entonces: |[~x|= x (V)
d) Six >0, entonces: |—x|= x (7)

| Para todo ntimero real x, ;— x < 0 ? Justifica tu respuesta.

W XD SIJ EEN VN

g R= =D

| Define el valor absoluto de un niimero real a.
K= & (= »50
\7@ ) = = é:?x}‘ '7<<-\>
| /

| Define la funcién f(x), en términos de valor absoluto, siendo f(x) = [2x - 7|,
sefialando los valores correspondientes de x.

_ _O \*W— X< D
2 3 K2
2 \ 5 .
KL )
| Resuelve la siguiente ecuacién: |2x — 7| = —x + 2 de dos maneras distintas,
de ser posible.
gt 9 FEEEE 9% JSopdan
(hr ==K XL PR S - Ix 272
3\_;& = ' ZY\d:L?() o TN 5. DAL 2 ¥, )Qé‘_.}_

k=) B s E

v, TR
.4 4 —

3 "-3}/ 1




| Grafica la funcién f, definida por f(x) = [x + 2| — 7, indicando las
coordenadas de los puntos de corte con los ejes X e Y.

|\
I\
" & =8 Lls0

= il :O \‘gr] i t 7
2'_ 3h-:_d_\ _ 6 L
: o ;-1\ -3

-9 -9 -8 -T -6 -5 _—L4 :3 -2 - 1 2 3 _:l 3 6 - g a '; 10

; il !

2+

=3t

“4:_ .




| Acciones en la bolsa de valores
De acuerdo con una prediccién de una revista financiera, el precio p de las
acciones de la compaifiia GAEL S.A.C. NO cambiaran su precio actual que es
de $22 por mas de $ 5, durante el mes de diciembre. (tener en cuenta que los
precios de estas acciones, pueden subir y bajar)

a) Utiliza la notacién del valor absoluto para expresar ésta prediccién como
una desigualdad.

22(@42—1

b) Representa graficamente la inecuacion con valor absoluto de la pregunta

G (2%

A il

L ¢y

¢) Indica el valor maximo y el valor minimo de una accién de la compaiiia
GAEL S.A.C

d) Representa graficamente la solucion de la pregunta c.




CUESTIONARIO N ° 7-P

‘Responde las siguientes preguntas:

| Coloca “ V’? si la afirmacion es verdadera o “F 7 si es falsa.

a) Six<0,entonces: |—-x|=-—x (?

b) Six >0,entonces: |—x|= x (\A

¢) Six<0,entonces: |-x|= x ( ]/)/
~d) /Skx > 0, entonces: |—x|= x (

ta.

w

‘m“?‘;? L\

E/dg ntimero real x, ;— x < 0 ? Justifica tu respue
o
7=-2 (fulkd)
2= (wegf) V

&@wﬁ
mm%“

W

P}% Define el valor absoluto de un niimero real a.

Vel - Jif=] & & 070

Define la funcién f(x), en términos de valor absoluto, siendo f(x) = [2x — 7|,

sefialando los valores correspondientes de x.

h% \\J Hx (259 1 3%

\J\) \ L/ :
5~ «Rx-¥) 1 K E -“‘__..
el /} S

| Resuelve la sigutente & ecuacmW 7| \e—x + 2 de dos maneras distintas,

de ser posible. M_‘ - A
| Qr Rl ==X+ |

1 Qv‘/:é Y570 QX‘—-#):"%“}"C. V4 Q,X e ;
|, G=b \= |
V C@N:"S

ey A Txd v es] 2 5



coordenadas de los puntos de corte con los ejes X e Y.

| Grafica la funcién £, definida por f(x) = |x + 2| — 7, indicando las : (&p

v

H I i : | | : |
-8 7 6 -5 -4 -3 -T -1
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| Acciones en la bolsa de valores

De acuerdo con una prediccion de una revista financiera, el-%re\ciorgl de las
acciones de la compania GAEL S.A.C. NO cambiaran su precio actual que es
de@or mas de durante el mes de diciembre. (tener en cuenta que los
pre de estas accmnes pueden subir y bajar)

a) Utiliza la notacién del valor absoluto para expresar ésta predicciéon como

una desigualdad. _ \
< LY

b) Representa graficamente la inecuacion con valor absoluto de la pregunta
a.

\ #f

— /f‘//f:?‘ Py

/

¢) Indica el valor m4ximo y el valor minimg de una accién de la compaiiia
GAEL S.A.C

ROy

™

d) Representa graficamente la solucién de la pregunta c.

W‘Q$Q




CUESTIONARION ° 2-P

FECHA: 4 DE ABRIL DE 2013

Responde las siguientes preguntas:
1.| Coloca “ V*’ si la afirmacion es verdadera o “ F ” si es falsa.

a) Six <0,entonces: |—x|=—x 28
b) Six >0, entonces: |—x|= x (%1 ™
¢) Six<0,entonces: |—x|= «x (F) ¢
d) Six >0,entonces: |—x|= x (V) .

2.| Para todo numero real x, ; — x < 0? Justifica tu respuesta.

Si, ps ¥ X€ B, —x 20

3.| Define el valor absoluto de un namero real a.
/ el l =/—a, —&<0
Q} a >0

4, Define la funcién f, cuya regla de correspondencia es f(x) = |2x = 7|,
descomponiéndola por tramos.

Tre lowa] = (221 s <3

-3 >

w—3 =0 (2= x/a/z
2#=3

5. Resuelve la siguiente ecuacion: |2x — 7] = —x + 2 de dos maneras distintas,

de ser posible.

[zx.qur —xtp = ZX-F =

i IV X = 9/3
D “—_@

—Cx42) 0 2x=F=
2X-F= Xwz O TXT=-
X=S5 0 2xix= 21

¥4
e A




6.

Grafica la funcién f, definida por f(x) = |x + 2| — 7, indicando las
coordenadas de los puntos de corte con los ejes X e Y.

=1+

3




De acuerdo con una prediccién de una revista financiera, el precio p de las
acciones de la compania GAEL S.A.C. NO cambiaran su precio actual que es
de $22 por més de $ 5, durante el mes de diciembre. (tener en cuenta que los
precios de estas acciones, pueden subir y bajar)

a) Utiliza la notacién del valor absoluto para expresar ésta prediccién como

una desigualdad. —(2.2D#S) 4
F1)- |22pas| = 1(7)= LCZ.LT‘{:f5 ;;3

b) Representa graficamente la inecuacion con valor absoluto de la pregunta
a.

¢) Indica el valor maximo y el valor minimo de una accién de la compaiiia
GAEL S.A.C

d) Representa graficamente la solucion de la pregunta c.
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