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RESUMEN

El proyecto de innovacion didactica sobre la nocion de limite en un entorno
de Geometria Dinamica procura contribuir a la solucion de la problematica
relacionada con la insuficiente comprension de la nocion de limite en los
estudiantes de Calculo. Esta incomprension es debida, por un lado, alas dificultades
para acceder al pensamiento analitico, estudiadas por diversos investigadores a
través la complejidad de los objetos matematicos presentes en este pensamiento, y
por los obstaculos epistemoldgicos; asi como, por otro lado, debido a las
caracteristicas tradicionales de la ensefianza tradicional. La propuesta innovadora
tiene como centro de la ensefianza y aprendizaje al estudiante, y utiliza como medio
didactico a la geometria dindmica del Cabri Il Plus. Es en esteMilieu didactique, en
el sentido brousseauniano, que se construye la nociéon de limite a través de la
ejecucion de actividades que explotan el dinamismo e interactividad de la
informatica por medio del dragging (arrastre), cuidando rigurosamente la vigencia
de las propiedades matematicas relacionadas con el pensamiento analitico, y
motivando intrinsecamente a los estudiantes a experimentar en un medio, en estas

épocas, consustancial a ellos, el informéatico.
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INTRODUCCION

Comprender la nocion de limite es basico en el aprendizaje del calculo,

instrumento del analisis mateméatico. Pero, ¢por qué se debe desarrollar el

pensamiento analitico en las matematicas superiores universitarias de todas las

carreras de Ciencias e Ingenieria, y de algunas carreras universitarias de

Humanidades y Ciencias Sociales? El siguiente texto de Joseph Fourier, citado por

Miguel de Guzman, muestra la importancia del pensamiento analitico y del Calculo

en la comprension y dominio de los fendmenos naturales y sociales, por lo tanto en

el desarrollo de la ciencia, de alli lanecesidad de su ensefianza.

Fourier se manifiesta también profundamente pitagérico en el
interesante discurso preliminar de su obra fundamental, Teoria Analitica del
calor, publicada en 1822:

“Las ecuaciones analiticas (...) no se restringen a las propiedades
de las figuras y a las que son objeto de la mecanica racional; se extienden a
todos los fendmenos generales. No puede haber un lenguaje mas universal
ni mas simple, mas exento de errores y de oscuridades, es decir mas digno
de expresar las relaciones invariables de los seres naturales.

Considerado bajo este punto de vista, el analisis matematico es tan
extenso como la naturaleza misma; define todas las relaciones sensibles,
mide el tiempo, los espacios, las fuerzas, las temperaturas;... su atributo
principal es la claridad; no tiene en absoluto signos para expresar nociones
confusas. Relaciona los fendmenos mas diversos y descubre las analogias
secretas que los une.

Si la materia se nos evade, por su extrema tenuidad, como la del
aire y de la luz, si los cuerpos estan situados lejos de nosotros, en la
inmensidad del espacio, si el hombre quiere conocer el espectaculo de los
cielos en épocas sucesivas que un gran numero de siglos separa, si las
acciones de la gravedad y del calor se ejercen en el interior del globo sélido
a profundidades que nos seran siempre inaccesibles, el analisis matematico
puede, con todo, dominar las leyes de estos fenbmenos.
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El nos los hace presentes y parece ser una facultad de la razén
humana destinada a suplir la brevedad de la vida y la imperfeccion de los
sentidos; vy, lo que es aln mas notable, sigue el mismo camino en el estudio
de todos los fendmenos; los interpreta con el mismo lenguaje como para
atestiguar la unidad y la simplicidad del plan del universo, y hacer aun mas
patente este orden inmutable que preside todas las causas naturales.”

A la cabeza del capitulo primero de este gran “poema matematico”,
como Maxwell llamoé a la Teoria analitica del calor figura en latin una cita de
Platon que resume el pensamiento basico de Fourier sobre la aplicabilidad
universal del andlisis matematico: ET IGNEM REGUNT NUMERI (Incluso el
fuego esta gobernado por los numeros). (Guzman, 1983, p. 9)

Cuanta sensibilidad y profundidad de espiritu existe en este texto de Fourier,
gue por su belleza constituye un poema. La verdad es evidente en sus palabras, sin
embargo es triste que las persistentes dificultades que los estudiantes tienen al
introducirse en el campo conceptual del Andlisis, y el ambiente generalizado de
insatisfaccién generado en los estudiantes de los cursos de Calculo (Artigue, 1998),
impidan que esa verdad no sea facilmente percibida por quienes estudian el
universo y las sociedades.

En el presente proyecto de innovaciébntenemos como objetivo que los
conocimientos relacionados al pensamiento analitico, en particular la nociéon de
limite, sean mas facilmente comprendidos por los estudiantes universitarios, a
través del uso de la Geometria Dinamica. La visualizacion(Guzman, 1996), el
movimiento de los objetos matematicos a través del arrastre o dragging, nos van a
permitir apreciar en toda su variabilidad y belleza la esencia del pensamiento
analitico.

Hay que tener en cuenta que la nocién de limite es un cambio en cantidades
minimas (Artigue, 1998), y que ese cambio, en las condiciones tradicionales de
ensefanza, no puede ser visualizado en su real dimension al ser representado
geométricamente en la pizarra. Es por ello que se requiere elaborar un recurso
didactico que permita a los estudiantes visualizar ese cambio. Es necesario que los
estudiantes logren comprender la estructura topoldgica subyacente. El problema de
investigacion que se pretende resolver con el proyecto de innovacion se plantea de
la siguiente manera: ¢(Co6mo lograr que los estudiantes franqueen el obstaculo
epistemoldgico que les impide dar el salto cualitativo del pensamiento algebraico al
pensamiento analitico? ¢Cual es el medio mas propicio para conseguir el
franqueamiento del obstaculo? ¢Cuales son las interacciones que se pueden
ofrecer al estudiante para que haga suyo el proceso de apropiacion del nuevo
conocimiento y rechace las concepciones antiguas?

Xl
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Elproyecto propuesto busca disminuir las dificultades en la ensefanza y
aprendizaje de tal manera que se optimice lacomprension de las nociones de limite
de sucesiones y limite de funciones, y, siguiendo a Artigue, disminuir esas
dificultades est4d relacionado con el franqueamiento de los obstaculos
epistemoldgicos que no permiten su comprension. En el trabajopresentamosun
primer capitulo en el que se desarrolla la justificacién y antecedentes delproblema
gue se pretende solucionar, su formulacién y delimitacion, asi como unestudio
preliminar sobre la ensefianza del Calculo en una institucion privada de educacion
superior, que consiste en un trabajo de campo de tipo diagnéstico realizado en el
curso de Célculo 1 de la Unidad de Estudios Generales Ciencias de la Pontificia
Universidad Catdlica del Perd. De igual manera, detallamos cédmo el proyecto de
innovacién didactica ha sido expuesto como ponencia en eventos nacionales e
internacionales,asi comoha sido publicado en sus respectivas actas.

En el segundo capitulo se desarrolla la fundamentacion tedricaque sustenta
la investigacion, en lague se estudian aportes de la filosofia de las mateméticas, de
la ciencia matematica, de la educacion matematica y de la informatica, en
especifico, la geometria dinamica.

El Disefo del Proyecto de Innovacion es desarrollado en el tercer capitulo,
en donde se describe el proyecto, sus objetivos, y las acciones a realizar para su
puesta en marcha.

Finalmente, este trabajo busca contribuir con el desarrollo de algunaslineas
de investigacion,como el pensamiento matematico avanzado relacionado con el
tema de la ensefianza y aprendizaje de la nocién de limite, asi comoel uso de las
Tecnologias de Informacion como recurso didactico para la ensefianza y
aprendizaje de las mateméticas, todo esto dentro del Programa Epistemolégico de

la Didactica de las Matematicas.

X1
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CAPITULO 1

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1 SITUACION PROBLEMATICA

En el campo de la ensefianza del Calculo existen numerosas
investigaciones, desarrolladas desde hace mas de 30 afios, que demuestran la
dificultad de los estudiantes para adentrarse en el pensamiento analitico (Tall, 1991,
Artigue y Ervynck, 1992, Farfan, 1993, citados por Artigue, 1995) (Claros, Sanchez
y Coriat, 2007) (Cantoral y Farfan, 1998) (Hitt y P4ez, 2005). Dichas investigaciones
muestran que se les puede ensefiar de forma mas o menos mecanica a resolver
problemas estandar,pero que es dificil que alcancen una verdadera comprension de
los conceptos y pensamiento analiticos, pues se tiende a centrar en una practica
algoritmica y algebraica del calculo. Muchos profesores omiten la ensefianza del
concepto formal de limite pues es mas dificil que los estudiantes lo logren
comprender. De ahi que se ensefie mas la habilidad algebraica, siendo ésta la que
principalmente se evalla, pues es en la que se obtiene mas éxito (Hitt y Paez,
2005). Los estudiantes creen asi que el calculo algebraico algoritmizado es lo
esencial en el Analisis (Artigue, 1998).

La tendencia a privilegiar las estructuras algebraicas es consecuencia de la
influencia que el grupo Bourbaki, de origen francés, ejercio sobre la ensefianza de
las mateméaticas a nivel mundial, tanto a nivel superior desde la década del 30,
como en la ensefianza basica desde la década del 60 del siglo pasado. Esta
corriente impulsé la Matematica Moderna y con ella entraron a los programas las
notaciones de conjuntos, los cuantificadores,las estructuras algebraicas y el

formalismo. El enfoque estructuralistaera el dominante en todos los campos de las
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ciencias, humanas y sociales, asi como las exactas.

Como una reacciéon a la Reforma de la Matemética Moderna se dio una
contrarreforma dirigida por los profesores agrupados en la AMPEP (Asociaciéon de
Profesores de Matematicas de la Ensefianza Publica de Francia) y los IREM
(Institutos de Investigacion sobre la Ensefianza de las Matematicas) (Douady,
1995).Producto de este movimiento el sistema educativo aceptd el hecho de que es
imposible ensefar de golpe los saberes del célculo bajo su forma definitiva. Es
importante citar las criticas que estos grupos de profesores hicieron a la ensefianza
del célculo en Francia en los afios setenta (InterlREM Analyse, 1981, citado por
Artigue 1995) (Douady, 1995):

e Se introduce las nociones basicas sin el planteamiento de un problema,

0 a partir de problemas lejanos al estudiante

e Los conceptos se construyen linealmente sin conectarlos a la resolucion

de problemas

e Predomina lo cualitativo (formal) sobre lo cuantitativo (numérico)

e Se emplea precozmente el lenguaje formalizado

¢ Ensefianza muy centrada en el discurso del profesor

Las criticas cuestionan una concepcién de las matematicas entendida como
estructura y lenguaje, y sustentan una visionentendidacomo una actividad humana,
histérica, que se desarrolla en base a la resolucion de problemas. Con esa forma
de verlas matematicas no se descubren sino se construyen en base a las
necesidades. Al darle un caracter mas humano se acerca el saber matematico a la
actividad cognitiva del estudiante.

El analisis anterior esta situado en la ensefianza del calculo en los Liceos
franceses, equivalente a los dltimos afios de secundaria en nuestro pais. En la
universidad,los estudiantes franceses que van al area de ciencias volveran a
estudiarel calculo con mayor profundidad. En el Perd,en la secundaria, no se
ensefia el calculo, salvo en muy pocos colegios privados, y por ello la brecha es
aln mayor pues es en el primer afio de la universidad que los estudiantes ven el
Calculo por primera vez.

El aprendizaje del Célculo tiene dificultades de diversa indole.Un grupo de
esas dificultades estan asociadas con la complejidad de los objetos basicos del
célculo, como por ejemplo, los niumeros reales (Robinet 1986, citado por Artigue
1998), las sucesiones, las funciones (Vinner y Dreyfus 1989, citado por Artigue

1998). Es en la ensefanza del calculo que estos objetos se conceptualizan
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plenamente. Hay otro grupo de dificultades relacionadas con la ruptura que tiene
gue darse con los modos de pensamiento puramente algebraicos, que se emplea
en el trabajo técnico del calculo.

En particular, la conceptualizacion de la nocion de limite tiene una
problematica peculiar dentro del Calculo, en tanto tiene una posicién central en este
campo.Las dificultades y los errores que se cometen en el proceso de aprendizaje y
ensefianza del limite estan ligados a la nocion de obstaculo epistemoldgico (Cornu
1983, Sierpinska 1985, Sierpinska 1988, Schneider 1991, citados por Artigue 1998),
constructo que fue creado por Gastén Bachelard (Barbin, 2012), filésofo y critico
francés, y que fue trabajado por diversos investigadores franceses en didactica de
las mateméaticas (Brousseau, 1983).En pocas palabras, por obstaculo
epistemoldgico se entiende a las dificultades que existen al adquirir los
conocimientos, en tanto que, el conocimiento cientifico no es un proceso continuo,
sino que necesita un momento de ruptura con los conocimientos anteriores. Si no
se da esa ruptura, ese salto cualitativo, los conocimientos anteriores se convierten
en obstaculos para que surjan los nuevos conocimientos.

Los obstaculos epistemoldgicos relacionados con la adquisicién de la nocién
de limite se pueden resumir en (Artigue, 1998):

v' Entender al limite como una barrera infranqueable y no alcanzable, idea

reforzada por concepciones monoétonas estrictas de la convergencia.

v' Al tratar el proceso de limite como un proceso algebraico finito no se

sefiala la diferencia que tiene con las operaciones algebraicas comunes.

v La nocion de limite tiene un doble status, uno operacional y otro

estructural, como proceso y como objeto, al igual que la mayoria de las
nociones matematicas (Dubinsky, 1994). Para el estudiante es dificil
separar la vision de limite en términos de proceso, para asi diferenciar
el objeto limite del proceso que le permitié construirlo. Un ejemplo que
puede clarificar el problema mencionado es cuando se le pide a los
estudiantes comparar los nuameros 0,9999... y 1. El primero es
claramente de tipo proceso y el segundo de tipo objeto. Para considerar
a ambos como iguales se debe ver méas alla del proceso descrito por
0,999...el numero creado por este proceso y distinto de él. Segun
Thompson (Pelczer y Gamboa, 2007) la esencia del aprendizaje
matematico consiste en transformar procesos en objetos.

v' Sierpinska (1985, citada por Pelczery Gamboa, 2007) propone un

obstaculo geométrico en el aprendizaje de la nocién de limite. La

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gx_}\g’_f}gﬁmn

DEL PERU

visualizacibn geométrica no permite identificar los objetos sobre los
cuales se lleva a cabo el proceso del limite, y deja fuera de lado la
estructura topoldgica que subyace.

v El obstaculo logico viene a estar dado por las caracteristicas de la
definicién formal de la nocién de limite. Existe una complejidad logica
expresada por los cuantificadores y las implicaciones légicas, y por el
hecho de que la definicion invierta la direccion del proceso funcién que
va de la variable x al valor de la funcién f(x).

En el capitulo 2 correspondiente alaFundamentacion Tedrica se desarrolla

con mayor profundidad y detalle las dificultades que se encuentran tanto en la
ensefanza del campo conceptual del calculo como en la ensefianza de la nocién de

limite en especifico.
1.2 ESTUDIO PRELIMINAR

El Estudio preliminar se desarroll6 en dos niveles, con los estudiantes y con
los docentes.

Con la finalidad de tener una mayor claridad del problemaa solucionar se
desarrollé un trabajode campo preliminar con los estudiantes. En el segundo
semestre del afio 2005 la investigadora efectuéun trabajo final para el curso de
Andlisis 1, como parte de sus estudios en la Maestria en Enseflanza de las
Mateméticas de la Pontificia Universidad Catdlica del Pera. El trabajo consistia en
analizar una muestra de 35 pruebas del Examen parcial del Curso de Calculo 1 del
semestre 2005-2 correspondiente al primer ciclo de Estudios Generales Ciencias de
la PUCP. Los estudiantes del curso tenian edades que fluctian entre los 16 y 18
afos yestaban en el inicio de sus carreras de Ingenieria o de Ciencias Basicas,
Matematica, Fisica y Quimica.El objetivo de este analisis fue conocer cuales eran
los errores que cometian los estudiantesen relacion a la nocién de limite, con la
finalidad de plantear alternativas que ayuden a superar los errores, y asi ayudar a
una mejor comprension y dominio del pensamiento analitico. Los examenes fueron
gentilmente proporcionados por la Dra. Norma Rubio, profesora del curso.

Las preguntas de este examen evaluaban diferentes temas desarrollados en
el curso, pero Unicamente se tomé en cuenta aquellas preguntas que se referian a
la nocion de limite de funciones. En especificolo que interesaba analizar eran
aquellas preguntas que expresaban el grado de comprensién de los conceptos
relacionados a limites, no se pretendia evaluar el aprendizaje de técnicas para

hallar el limite de funciones.Las preguntas analizadas del Examen Parcial de
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Célculo 1 se presentan en el Apéndice 1. De igual manera las respuestas
expresadas por los estudiantes, asi como un analisis mas detallado, se resumen en
la Tabla 1 delmismo Apéndice: Estudio de las respuestas 1 a) y 1 b) del examen del
curso de Calculo 1.Asimismo, en el mismoApéndice se presentan las Tablas 2y 3
que contienen el analisis de los errores, relacionandolos con los obstaculos
epistemoldgicos.

En otro nivel del estudio preliminarse realizaron entrevistas a tres docentes
de la Seccion Matematicas del Departamento de Ciencias de la PUCP que ensefian
cursos de Célculo 1.El interés era conocer que tanto se aplica la sistematizacion
elaborada por Michele Artigue sobre las dificultades que presentan los estudiantes
de los cursos introductorios de céalculo en el aprendizaje del andlisis elemental en la
realidad universitaria peruana. La Mag. Cecilia Gaita Iparraguirre, el Dr. Francisco
Ugarte Guerra y el Mag. Miguel Gonzaga Ramirez fueron entrevistados, a quienes
identificaremos como Profesor A, Profesor B y Profesor C no necesariamente en el
orden indicado.

Las entrevistas fueron efectuadas en el mes de julio del 2011. Se
desarrollaron en base a un cuestionario entregado a los docentes con anticipacion.
Las preguntas realizadas en la entrevista se presentan en el Apéndice2 y un

resumen de las respuestas mas resaltantes estan sefaladas en el Apéndice 3.
1.2.1 Analisis e interpretacion de las respuestas
a) Respecto a los estudiantes:

El andlisis se efectu6 principalmente sobre los errores cometidos por
losestudiantes al responder las preguntas relacionadas con la nocion de limite. A
través de los errores semanifiestan las deficiencias que tienen los estudiantesen su
formacion matematica. De acuerdo a las deficiencias encontradas, la idea es
proponer alternativas didacticas que busquen superar esos errores.Para desarrollar
el andlisis se consideréel marco tedérico que Guy Brousseau desarrolla en su
articulo Los Obstaculos Epistemoldgicos y los Problemas en Matematicas (1983), y
que es explicado con mayor detenimiento en el capitulo 2 sobre la Fundamentacion
Tedrica.

Con el fin de sistematizar los resultados, se han agrupado los errores en
categorias que tratan de clasificarlos. En las Tablas2 y 3del Apéndice 1 se sefalan
las frecuencias de las respuestas correctas, asi como las frecuencias de las
categorias en que se han dividido las respuestas incorrectas, de las preguntas 1 a)

y 1 b) respectivamente.
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De la lectura de la Tabla 2 se puede afirmar que en la pregunta 1 a) el
22,9% de los estudiantes respondié correctamente, ya sea utilizando el teorema del
sandwich o aplicando limite sobre 1/x. El 77,1% no responde correctamente.
Dentro de este grupo, el 22,9 % no esta en condiciones de expresar la nocion de
funcién en un nivel abstracto y tiene que recurrir a casos particulares para tratar de
justificar su respuesta. Segun la clasificacién de los obstaculos epistemoldgicos
sistematizados por Artigue (1998) se podria suponer que, los estudiantes
comprenden la nocién de funcién como proceso pero no llegan al status de objeto.
Un importante 17,1% parece extender las propiedades de los numeros reales ala
multiplicacién de funciones. Este error esta ligado a la complejidad del objeto
matematico funcién, obstaculo epistemoldgico que impide trascender los
pensamientos numérico y algebraico para acceder al pensamiento funcional.El 14,3
% de estudiantes no maneja correctamente la escritura de la funcién seno, e igual
porcentaje parece no aplicar adecuadamente la definicion de limite.

En el caso de la pregunta 1 b) de la Tabla 3,los estudiantes que
respondieron correctamente son el 34,3% del total, y en su mayoria graficaron la
representacion geométrica del enunciado para poder entenderlo. S6lo un 2,9% de
los estudiantes utiliza casos particulares de funciones para justificar su respuesta.
En esta pregunta es mas dificil concretizar el enunciado pues el grado de
abstracciébn es mayor que en la pregunta 1 a). El 11,4% posiblemente ha
memorizado mecanicamente la definicion de limite al infinito y se deduce que no
relacionan la definicibn memorizada con la afirmacion propuesta en el examen.
Aqui se manifiesta el obstaculo I6gico en tanto los cuantificadores e implicaciones
dificultan la comprension de la nocion de limite de funciones. El 14,3% parece
expresar afirmaciones en las que no se aplica correctamente la definicibnde limite,y
el 37,1% no respondieron nada.

Considerando la clasificacién de los tres grandes grupos de dificultades en
el aprendizaje del Célculo sefialados por Artigue, que se menciona en el punto 2.2.3
del capitulo 2 sobre la Fundamentacion Tedrica, en el estudio preliminar se aprecia
que un buen porcentaje de estudiantes no utilizan correctamente las propiedades
de las funciones, y nolas diferencian de las propiedades de los numeros reales. No
logran romper con el pensamiento algebraico para acceder al pensamiento
funcional.

Tomando como base lafundamentacién tedrica proporcionada por Guy
Brousseau para interpretar los resultados obtenidos en ambaspreguntas 1 a) y 1 b),

se puede afirmar que los obstaculos que se presentan para que la mayoria de los
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estudiantes de Célculo 1 aprendan la nocién de limite se originan principalmente en
el aspecto epistemoldgico. También dentro de este marco se ve con claridad que la
mayoria de los estudiantes no diferencian al pensamiento analitico como distinto al
pensamiento algebraico, y que las propiedades que son validas en el Algebra no
necesariamente lo son para el caso del Analisis. Ademas, les es dificil comprender
la definicion formal de limite por los cuantificadores y las letras en el alfabeto griego
gue representan numeros, a pesar de que la definicion es representada
graficamente, pues por lo general la definicion formal es enunciada primero y
graficada después. Es por ello que los estudiantes en su mayoria memorizan

mecanicamente la definicion, sin comprender su significado.
b) Respecto a los docentes:

Las respuestas mas significativas de los tres docentes a las entrevistas
estan registradas en el Apéndice3. En base al andlisis de las respuestas se elaboré
la Tabla N° 4 que sintetiza la problematica percibida por los docentes sobre las
dificultades en la ensefianza del Calculo que se presenta en el Apéndice4.

Podemos apreciar que las dificultades planteadas por Artigue (1995, 1998),
como la complejidad de los objetos basicos del calculo, los obstaculos légico y
geométrico, asi como la ruptura con el pensamiento algebraico para desarrollar el
pensamiento analitico son percibidas por los profesores encuestados, lo que
reafirma la validez delafundamentacion teérica expuesta en el capitulo 2.

Las dificultades mas resaltantes en los estudiantes serian las relacionadas
con la falta de conceptualizacion de las nociones de nimeros reales, de funcion, de
punto de acumulacién. Los obstaculos l6gico y geométrico son sefialados por los
tres docentes como presentes en el aprendizaje del pensamiento analitico. Las
nociones de igualdad, de tangente a una curva, asintota son las que mas se
resisten a cambiar cuando se da la ruptura del modo de pensamiento algebraico

para acceder al analisis.
1.3 FORMULACION DEL PROBLEMA

El problema en el que se quiere intervenirse puede planteara través del
siguienteenunciado:

Los estudiantes del curso de Céalculo 1del primer ciclo de Estudios
Generales Ciencias de la PUCP presentanuna insuficiente comprension de la
nocion de limite, caracteristica que se manifiesta en la deficiente aplicaciéndel limite

en la resolucién de problemas.
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Las causas del problema sefialado anteriormente se pueden abordar desde

dos perspectivas:

1. Desde lo epistemoldgico:

Equivocadamente se entiende al limite como una barrera
infranqueable y no alcanzable, idea reforzada por concepciones
monotonas estrictas de la convergencia.

En lo operativo cuando se trata el proceso de limite como un proceso
algebraico finito no se sefiala la diferencia que tiene con las
operaciones algebraicas comunes.

La nocion de limite tiene un doble status, uno operacional y otro
estructural, como proceso y como objeto, al igual que la mayoria de
las nociones matematicas. Para el estudiante es dificil separar la
visién de limite en términos de proceso, para asi diferenciar el objeto
limite del proceso que le permitié construirlo.

Sierpinska (1985, citada por Pelczer y Gamboa 2007) propone un
obstaculo geométrico en el aprendizaje de la nocion de limite. La
visualizacién geométrica no permite identificar los objetos sobre los
cuales se lleva a cabo el proceso del limite, y deja fuera de lado la
estructura topoldgica que subyace.

El obstaculo logico viene a estar dado por las caracteristicas de la
definicion formal de la nocién de limite. Existe una complejidad légica

expresada por los cuantificadores y las implicaciones légicas.

2. Desde la ensefianza:

Se introduce las nociones bésicas sin el planteamiento de un
problema, o a partir de problemas lejanos al estudiante

Los conceptos se construyen linealmente sin conectarlos a la
resolucion de problemas

Predomina lo cualitativo (formal) sobre lo cuantitativo (numérico)

Se emplea precozmente el lenguaje formalizado

El centro de la ensefianza y aprendizaje de la nocion de limite es el
docente, y no es el estudiante.

Hay un predominio de la representacion linguistica de la nocién de

limite frente a las representaciones visual y grafica.
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1.4  SIGNIFICATIVIDAD DE LOS CAMBIOS Y APORTES QUE BRINDARA EL
PROYECTO DE INNOVACION DIDACTICA

La significatividad del trabajo propuesto se aprecia en el contexto de la
ensefanza del Célculo en la Educacion Superior para el pregrado y postgrado de la
Universidad, y para el Per( en general. Para poder apreciar la trascendencia del
trabajo propuesto se tiene que analizar la frecuencia con que se ensefian los temas
de Célculo en la malla curricular de las universidades peruanas. Producto de una
busqueda realizada en diversas paginas web, se puede afirmar que en las carreras
universitarias del Perl es extendida la ensefianza del Calculo. Esta situacion
responde a la validez del analisis matematico tanto en el campo de las ciencias
exactas y la ingenieria como en las ciencias humanas.

Diversas universidades de Lima incluyen el Célculo en el Plan de Estudios
de las carreras que ofrecen. En la Tabla 5 que se encuentra en el Apéndice 5, se
muestran las carreras de las Universidades Catolica, Cayetano Heredia, San
Marcos, La Molina, Universidad Nacional de Ingenieria, Pacifico, Lima, San Martin
de Porres y Ricardo Palma en las que se ensefia Célculo.

Asimismo en el caso del postgrado, la problemética en torno a la ensefianza
y la comprensién de la nocién de limite encuentra los mismos obstaculos, por lo
cual nuestra propuesta resulta vélida también para ese nivel. En los institutos
superiores también es extendida la ensefianza del Célculo.

Se puede ver con claridad la importancia que tiene el Calculo en las
matematicas superiores y la necesidad que existe en mejorar la ensefianza del
pensamiento analitico, y por ende optimizar su comprension, para asi contribuir al
desarrollo de la ciencia en el Peru.

Un hecho que ha mantenido vigente, informalmente, nuestra propuesta de
innovacion durante 7 afios es su aceptacion al haber sido presentada ante la
comunidad académica. Desde el afio 2006 ha sido expuesta en diferentes eventos
académicos de caracter nacional e internacional. Por ello, en todo este tiempo se
ha ido recibiendo sugerencias, comentarios y recomendaciones de los docentes.
Estos aportes han enriquecido, y de alguna manera validado la propuesta por si
misma.Las sugerencias recibidas estan sefialadas en el Apéndice6.

En forma intuitiva se ha apreciado la aceptacion de la propuesta por parte
de profesores de Calculo asistentes a las presentaciones orales, talleres o
comunicaciones, principalmente por su caracter novedoso impregnado por el uso

de la geometria dinamica. Los eventos académicos en los que se ha expuesto la
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propuesta, asi como las publicaciones respectivasse presentan en el Apéndice 7.
En el inciso 3 del Apéndice 7 esta registrado el contenido de las preguntas de la
encuesta aplicada a los docentes asistentesal Taller: Visualizacion de la nocion de
Limite empleando el Cabri Il. Este taller se realizd en el marco del Il Coloquio
Internacional sobre Ensefianza de las Mateméticas organizado por IREM — PUCP y
realizado del 13 al 15 de Febrero del 2008. El taller se desarroll6 en dos sesiones
de dos horas cada una y conté con la asistencia de 14 profesores de cursos de
Célculo que provenian de distintas regiones del Perd. En él se explicd
principalmente el proyecto de innovacion didactica expuesto en el presente trabajo,
y asimismo se indicé como se construyen las actividades. La exposicion estuvo a
cargo de Maria del Carmen Bonilla y Jacqueline Huanqui Astocéndor. Como es
costumbre en estos eventos, los organizadores del Coloquio disponen que al final
de la realizacion del Taller se aplique, con fines de evaluacién, una encuesta de
opinibn a los docentes asistentes. En el inciso 4 del Apéndice 7 se
presentanlasTablas 6 y 7 con la tabulacion de las respuestas de los 11 docentes
encuestados.

Lo primero que hay que resaltar es que casi el 64 % de los encuestados son
profesores universitarios. De los resultados de las encuestas se puede concluir que
los asistentes en un 100% opinaron que el Taller habia cumplido los objetivos, y
gue éstos estaban claramente definidos. Ademas, un 90% consideraban que
habian adquirido conocimientos, y que la metodologia utilizada en el taller les
parecié conveniente. El 81% piensa que la metodologia podria ser implementada
en sus centros de ensefianza.

Los entrevistados destacan lo novedoso del proyecto, lointeresante que es
el uso del Cabri en la ensefianza de la nocion de limite, pues ayuda a la
comprension de los conceptos matematicos. Piensan que deberia utilizarse en la
explicacion de otros conceptos del Analisis. Esos resultados han sido motivadores
para continuar con el planteamiento y el desarrollo de la propuesta.

De esa manera la problematica en torno a la comprension de la nocién de
limite estd4 vigente, y las dificultades en su enseflanza y aprendizaje estan
expresadas en los obstaculos epistemoldgicos, por lo que esta propuesta es
necesaria y valida, lo que nos reafirma en la aspiracion a resolver la problematica.

En lo que se refiere a otros antecedentes del proyecto de innovacion,
diferentes software como el Mathlab, Derive, Mathematica se pueden utilizar para
hallar el limite de una funcion o de una sucesion de manera directa. Otra manera de

utilizar estos software, para el caso de limites, es elaborando la grafica de la funcién

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gx_}\g’_f}gﬁmn

DEL PERU

para visualizar la tendencia en f(x) cuando x tiende a un punto. Todos ellos son
software de algebra computacional y tienen la desventaja de no tener el dinamismo
y el movimiento que si tienen los software de geometria dinamica.

Entre los software de geometria dinAmica que si estan disefiados para la
ensefanza y aprendizaje del andlisis,aparte del Cabri, destaca el Geogebra. Con él
se pueden hallar integrales definidas. Pacini, Riccomi, Sacco y Schivo (2011)
realizaron un trabajo en la enseflanza y aprendizaje de las integrales mdultiples
utilizando el Geogebra,en el que demostraron que para el caso de la determinacién
de los dominios de integraciébn en integrales dobles, el uso de técnicas de
visualizacion apropiadas proporcionadas por el dinamismo de los deslizadores del
software, refuerza los procesos de conceptualizacion y comprension del contenido
abordado. El Cabri Il Plus, como software de geometria de dindAmica, tiene también
estos mismos beneficios, por ello hemos optado por este software con la finalidad
de hacer mas accesible y efectiva la implementacion de la propuesta.

El proyecto de Innovacion Didactica es viable pues la PUCP cuenta con
aulas informaticas que se utilizan para la ensefianza de los diferentes cursos. En
este caso, se requiere planificar la distribucién de las aulas informaticas, de manera
tal que cada alumno del curso de Calculo 1 de Estudios Generales Ciencias pueda
acceder a una computadora para el desarrollo de las actividades del proyecto.
Ademas la Universidad tiene la licencia comercial del software Cabri Il Plus, el cual

esta instalado en las computadoras de las aulas informéaticas.
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CAPITULO 2

FUNDAMENTACION TEORICA

Para elaborar una propuesta de innovacion didactica para la ensefianza y
aprendizaje de la nocion de limite en un ambiente de geometria dindmica, es
necesario interrelacionar diferentes ambitos del conocimiento. En primer término,
definir las nociones matematicas involucradas en la nocién de limite, abordadas
dentro de una perspectiva filoséfica en el quehacer matematico. Luego, es preciso
referirse a algunas corrientes de la filosofia de la matematica, las cuales mencionan
gue el uso de los recursos tecnolégicos y la heuristica han cambiado el rol principal
de la prueba, de la demostraciéon a la explicacion, a la comprensién. Una vez
definidos los objetos mateméticos, elproblema se traduce en como se consigue que
estas nociones sean visualizadas, con fines didacticos, utilizando la geometria
dinamica, de manera tal que se optimice su comprension.En este nivel ya se esta
en el campo de la Didactica de las Mateméticas. En especifico, la cuestion es
entendida como la busqueda del camino que permita utilizar la informatica, a través
del software Cabri Il plus, para lograr la comprension de la nocién de limite.

Todos estos temas, que sientan las bases del presente proyecto de
innovaciéon didactica, y que son desarrollados a continuacién, han demostrado
influencia y frutos tanto en la filosofia de la matemética como en la didactica de las
mateméticas. Como se puede apreciar en el esquema de la pégina siguiente

(Graficol), se ha intentado visualizar lafundamentacion teérica en forma integral.
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Gréafico N° 1: Mapa mental de la Fundamentacién Tedrica del Proyecto de Innovacion
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2.1 FILOSOFIA DE LA MATEMATICA

Las disciplinas cientificas tienen un sistema en base al cual se organizan.
En esa estructura cientifica ocupa un lugar importante la concepcion filoséfica, una
manera peculiar de ver el mundo. La concepcion filosofica se relaciona con la vision
epistemoldgica empleada en el conocimiento cientifico, y a su vez tiene influencia
sobre determinadas visiones didacticas y pedagdégicas. Es por ello necesario
sefalar primero los fundamentos filoséficos sobre los que se basa el presente
trabajo, mediante el andlisis de la practica matemética desde una perspectiva
filosofica.

Desde hace mas de 30 afios se ha producido cambios en la practica
matematica, manifestados en el establecimiento de nuevos tipos de prueba y
argumentacién (Hanna, Jahnke y Pulte, 2006). Las normas y lo establecido
estancambiando por el uso de las computadoras, para la heuristica o para la
verificacion;porque las matematicas y las ciencias y tecnologia han establecido
nuevas relaciones; y porque el inconsciente social de los procesos que guia la
aceptaciéon de una prueba también ha cambiado. El cambio de la practica
matematica genera un cambio en las nuevas tendencias en la filosofia de la
matematica. En realidad es un proceso dialéctico, la practica matematica influye
sobre la concepcion filosdfica, y el camino reverso también se cumple. Desdehace
muchos afios, la filosofia de la matemética ha tratado de definir los fundamentos
l6gicos y su estructura formal, y en los ultimos 40 afios la busqueda ha cambiado
de direccién hacia la comprensiéon matematica. Podriamos afirmar que la naturaleza
de las mateméticas también ha cambiado.

Dentro del campo de la filosofia e historia de la matemética el enfoque de la
comprension matemética ha cambiado profundamente. El primero en destacar
estos cambios fue Imre Lakatos, a fines de los sesenta del siglo pasado, al
considerar a las mateméaticas como una ciencia cuasi-empirica. Su trabajo continta
siendo de gran relevancia para la filosofia de las matematicas como para la

educacion matemética.
2.1.1 Imre Lakatos, enfoque deductivista vs. enfoque heuristico

Lakatos (1976) elabora una comparacion entre dos estilos en la elaboraciéon
de una prueba matemética. El primero, el deductivista, es desarrollado por la
metodologia euclidea. Al inicio se mencionan axiomas, lemas ydefiniciones cuyo
origen no es explicado, y hay que aceptar. A continuacion se expresa el teorema, y

por ultimo la prueba. Lo que se espera del estudiante es que tenga cierta madurez
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matematica, es decir, esté dotado de la habilidad de aceptar los argumentos
euclideos sin interés en el trasfondo problemético y en la heuristica del argumento.
En este caso las mateméticas son vistas como un conjunto de verdades eternas e
inmutables, en el que no entra el contraejemplo, la refutacion y la critica, en medio
de un clima autoritario. El estilo deductivista esconde la lucha y oculta la aventura,
en un medio en donde la historia se desvanece, asi como las sucesivas
formulaciones tentativas del teorema a lo largo de la prueba, siendo el resultado
final sagrado.

El estilo heuristico pone en evidencia las definiciones generadas por la
prueba, las definiciones generadas por las pruebas antepasadas, asi como los
contraejemplos que han generado su descubrimiento. Hace hincapié en la situacién
problematica, en la légica que ha dado a luz el nuevo concepto. El orden heuristico
estaria dado por enunciar la conjetura, mostrar la prueba y los contraejemplos,
hasta el teorema, y finalmente la definiciébn generada por la prueba.

La practica matematica que se propone en el presente proyecto de
innovacién procura estar tefiida fuertemente del estilo heuristico, en tanto se
incentiva a que el estudiante, ante un problema determinado, explore, conjeture,
experimente, deduzca y construya por si solo el conocimiento, a través de la
manipulacion y el arrastre de los objetos matematicos, permitiéndose de esa

manera el descubrimiento de las nociones matematicas.
2.1.2 Explicacién vs. justificacion

Lakatos y otrosimpulsaron la experimentacion en la matematica, gracias a
lainfluencia de enfoques epistemolégicos y cognitivos. Ligada a esta idea se da
importancia a la comprension y la explicacion mateméaticas como funciones de las
pruebas matematicas. Hay un cambio en los focos de atencién, del rol justificativo al
rol explicativo de la prueba.

“Lo central no es s6lo porqué y como una prueba hace una
proposicion verdadera, sino cémo ésta contribuye a una adecuada

comprension de la proposicion en cuestion, y qué rol juega en este proceso
por factores que van mas alla de la l6gica” (Hanna et al., 2006).

La computadora ha causado un cambio radical en la practica educacional,
los programas informaticosde matematica han optimizado la visualizacion y la
experimentacion. Ello permite al docente y a los estudiantes establecer una mayor

comunicacion en la clase, asi como el trabajo cooperativo y en equipo.El rol de la
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nocion tradicional de prueba ha cambiado, evolucionando nuevas formas y tipos de
explicacién y argumentacion.

Tanto en el campo de la filosofia de la matemética como en el campo de la
educacidon matematica,ese proceso de cambios, que en un inicio fue inconsciente,
ahora es consciente. Fildsofos mateméticos y educadores matematicos, en
diferentes instituciones y en diferentes programas de investigacion, estan
trabajando en forma conjunta para fortalecer ese proceso de cambios, y desarrollar
un marco tedrico convergente basado en avances recientes en ambos campos.

Bajo esafundamentacion teodrica, el proceso didactico para la ensefianza de
la nocidn de limite en un entorno de geometria dinAmica que se esta planteando en
el presente proyecto, procura que a través de la visualizacion yla manipulacion de
los objetos matematicos dibujados y articulados, se logre la comprension de las

diferentes definiciones involucradas.
2.1.3 Laensefanzade la prueba

Basada en el andlisis de diferentes estudios sobre el problema de la
ensefanza de la prueba, Hanna (1989) afirma que existe una tendencia creciente a
alejarse de las pruebas formales en el curriculum, y a dar mas énfasis al criterio
social para la aceptacion de una prueba (Volmink 1988, Movshobits-Hadar 1988,
Alibert 1988, citados por Hanna 1989). En ese contexto sefiala una distincion entre
pruebas matematicas que prueban y pruebas matematicas que explican, siendo
ambas legitimas, pues todas cumplen con los requisitos de las pruebas
matematicas, aunque hay diferencias de opinién sobre el grado de rigor. Las
pruebas que explican inciden en el argumento convincente (Balacheff 1988, citado
por Hanna 1989), en el rol de la prueba como un medio de comunicacion de ideas
matematicas, generandose nuevas maneras de ensefiar las pruebas. Las pruebas
que prueban solo muestran que un teorema es verdadero, las pruebas que
explican, ademas de mostrar que es verdadero también muestran porque es
verdadero, pues resaltan las propiedades matematicas caracteristicas que implican
el teorema a ser probado, es decir, el resultado depende de las propiedades. Es
pues necesario sustituir las pruebas no explicativas por otras tan legitimas como las
primeras, pero con un poder explicativo brindado por las propiedades matematicas
en las que se basan y por el mensaje matematico del teorema. Los educadores
matematicos tenemos la tarea de hacer comprender las matematicas a los
estudiantes, y para ello es importante poner en primer plano en el curriculum las

pruebas que explican (Knuth, 2002).
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2.1.4 Visualizacion y prueba desde la Filosofia de la Matemética

Desde hace mas de dos décadas las investigaciones sobre el uso de las
representaciones visuales y su contribucion potencial a las pruebas mateméaticas
son mas numerosas e importantes, principalmente porque las computadoras han
aumentado las posibilidades de visualizacion. Ademas del papel tradicional de las
representaciones visuales como evidencia o fuente de inspiracibn para un
enunciado matematico, se analiza hasta qué punto las representaciones visuales
pueden utilizarse también en su justificacion, como sustitutos de la prueba
tradicional (Hanna, 2007).

Investigadores en matematicas han estudiado este tema y las diferentes
posiciones al respecto abarcan desde la mas tradicional, que considera a la
visualizacién como complemento Util para la prueba (Bardelle, 2009), y que puede
mostrar el camino para una prueba rigurosa pero que es incapaz de sustituir el rigor
en la verificacién del conocimiento adquirido por esa via. En un término intermedio
se ubican los investigadores que consideran que las representaciones visuales
pueden desempefiar un papel esencial, aunque limitado en las pruebas, y sefialan
que en algunos casos las pruebas visuales pueden constituir pruebas si cumplen
unos requisitos. En el otro extremo, hay investigadores que sefialan que las
representaciones visuales pueden constituir pruebas por si misma (Giaquinto,
2007). La informacion puede ser presentada de manera linglistica y no linguistica.
La légica proposicional es sélo representacion lingiistica. La tarea que se proponen
es extraer la informacién implicita en una representacion visual de tal manera que
se obtenga una prueba valida. Algunos investigadoresno creen que el razonamiento
visual y el proposicional sean mutuamente excluyentes, y han elaborado el
concepto de "prueba heterogénea", (Barwise y Etchemendy 1991, citados por
Hanna 2007) en donde se facilita el razonamiento con objetos visuales. Se dirige la
atencion al contenido de la prueba, ensefia el razonamiento logico y la construccion
de la prueba mediante la manipulacion visual y la informacion proposicional de una
manera integrada.

En resumen se puede apreciar que no existe consenso sobre las funciones
de la visualizacion en las mateméticas, en especifico en sus papeles de explicacion
y justificacion de la prueba, aunque su papel como ayuda a la comprension
matematica si es aceptado por todos. En Educacidn Mateméatica hay
investigaciones que muestran que la geometria dinamica tiene éxito en la mejora de

la capacidad de los estudiantes de darse cuenta de los detalles, en conjeturar,
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reflexionar e interpretar relaciones y ofrecer explicaciones provisionales y pruebas,
investigaciones que apoyan a la literatura mateméatica sobre la visualizacion y su

ayuda en la comprensién matematica.
2.1.5 Pruebay visualizacion desde la Educacién Matematica

En el salén de clases el papel clave de la prueba es la promocion de la
comprension matematica (Hanna, 2000). Una de las maneras mas eficaces para
llegar a ella es el uso de la geometria dinamica, pues ayuda a desarrollar en los
estudiantes el razonamiento matematico, produce pruebas vélidas y mejora la
comprension de las matematicas. En relacion a la prueba, incluso para los
matematicos experimentados, el caracter riguroso de ella, a pesar de ser definida,
es secundaria frente a la comprension. Es convincente y legitima cuando lleva a la
comprension. Entre las diversas funciones de la prueba, verificacion, explicacion,
sistematizacion, descubrimiento, comunicacién, construccién, exploracion e
incorporacion, las dos primeras son las fundamentales, pero en el &mbito educativo
la que ocupa el primer lugar es la explicacion, por lo que se valora mas la prueba
gue mejor explica (Carter, 2009).

Existe un consenso entre los matematicos sobre que la intuicién, la
especulacion y la heuristica son Utiles en las etapas preliminares de la obtencion de
resultados matematicos, y que el razonamiento intuitivo sin prueba no constituye
una rama especulativa, separada de las mateméticas. El software de geometria
dinamica ha dado un impulso a la intuicién, especulacién y la heuristica, gracias a la
exploracion de los objetos matematicos mediante el arrastre. Se alienta la
exploracion y la prueba pues es facil plantear y probar conjeturas. Sin embargo
esas potencialidades no deben fundamentar un enfoque totalmente experimental de
la justificacion matematica, ni desdefiar el aspecto central de la prueba en la teoria
y practica matematica. Lo que se debe hacer es usar ambas, exploracion y prueba,
pues son complementarias y se refuerzan mutuamente. La exploracion conduce al
descubrimiento y la prueba es la confirmacién del descubrimiento. EI uso del
software de geometria dinamica en la heuristica, la exploracién y la visualizacion
fomentan la comprension de la prueba (Ruthven, 2009).

Tanto en la filosofia matemética como en la educacion matematica existe
una mutua conciencia de los nuevos tipos de prueba y explicacion, principalmente a
causa de la visualizacion y la geometria dinAmica, conciencia que es necesario
fortalecer, y, ademas, es necesario contribuir a desarrollar un marco tedrico

convergente basado en avances recientes en ambos campos, a la luz de las fuertes
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tendencias empiristas y realistas ahora compartidas y trabajadas por filésofos
mateméticos y educadores matematicos en diferentes instituciones y en diferentes

programas de investigacion.
2.2 ENFOQUES DE LA DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

La Didactica de la Matematica, expresion empleada en Francia, Alemania y
Espafa, o Educacion Matematica, tal como es conocida en el mundo anglosajén, es
una disciplina cientifica o &rea del conocimiento. Aunque algunos consideran que
ambos términos son equivalentes, en realidad no lo son pues descansan sobre
diferentes supuestos.

La Educacion Matemética, del mundo anglosajon, se fundamenta en un
enfoque clasico que considera como central la actividad cognoscitiva del sujeto, la
cual debe primero ser descrita y comprendida de manera relativamente
independiente. De igual manera los conocimientos sobre el conocimiento necesario
para la ensefianza, asi como los conocimientos sobre las relaciones sociales,
deben establecerse de manera independiente. Los subsistemas del sistema
didactico, el ensefiado, el ensefante, el medio son estudiados cada uno
independientemente.

Por otro lado, la Didactica de la Matematica (Brousseau, 1986) presenta una
concepcion global de los subsistemas del sistema didactico. El sistema didactico
entero se toma en conjunto como objeto de estudio, el cual es la descripcion y
explicacion de actividades ligadas a la comunicacibn de conocimientos
matematicos, y las transformaciones, intencionales o no, de los protagonistas
(ensefiado, ensefante, medio) de esta comunicacién, asi como las
transformaciones del conocimiento mismo (saber). El desglose del sistema se hace

en hiposistemas llamados situaciones.
2.2.1 LaEscuelaFrancesa

Desde esa perspectiva la Escuela Francesa de Didactica de las
Matematicas estudia las actividades didacticas, que tienen como objetivo especifico
la ensefianza de las matematicas. En ese ambito los resultados se refieren a los
comportamientos cognoscitivos de los estudiantes, pero también a los tipos de
situaciones desarrolladas para ensefarles, y los fendmenos derivados de la
comunicacion del saber. El objeto de estudio puede ser examinado desde
diferentes angulos: el saber y el trabajo del matematico, el trabajo del estudiante, y

el trabajo del profesor.
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En la medida que el presente trabajo de investigacion se desarrollara desde
la perspectiva de la Did4ctica de la Matemética, se va a explicar a continuacién los
supuestos (Ruiz, Chavarria, y Alpizar, 2006), (Brousseau, 1986) dentro de ese
enfoque, sobre los cudles se elaborara la propuesta didactica de la nocion de limite

en un entorno de geometria dindmica.
a) Elsaber y el trabajo del mateméatico

El saber constituido se presenta en varias formas. Una de ellas es la
presentacion axiomatica del saber matematico, clasica de las matematicas, que
parece estar adaptada a la ensefianza. En ella se define los objetos que se
estudian en base a las nociones introducidas anteriormente para asi organizar la
adquisicion de nuevos conocimientos. En un minimo de tiempo se acumula un
maximo de conocimientos cercanos al conocimiento erudito. Pero esta presentacion
elimina la historia de esos conocimientos, las dificultades en que aparecieron esos
conocimientos, como fueron usados para plantear nuevos problemas, la aparicion
de técnicas tomadas de otros sectores, y toda la discusion relacionada al tema. La
ciencia no funciona, no se desarrolla de forma axiomatica, avanza y retrocede en
medio de errores, de una busqueda tortuosa y ardua de la verdad, guiada por la
Unica pasion de conocerla. De ahi que la presentacién axiomética da a conocer una
génesis ficticia del conocimiento cientifico.

Con fines de ensefianza el conocimiento matemético debe de ser
transpuesto en el contexto escolar, aislandose algunas nociones y propiedades del
contexto de las actividades que originaron ese conocimiento, y que le dieron utilidad
y sentido. Este proceso, la transposicién did4ctica, constructo tedrico desarrollado
por Yves Chevallard (1989), es necesario, util e inevitable, pero también
cuestionable, y debe ser vigilado constantemente. Con fines de ser comunicado, el
productor del conocimiento, el matematico, despersonaliza, descontextualiza y
destemporaliza el saber nuevo. Tiene que reordenar los conocimientos vecinos,
buscando una teoria mas general en que los resultados siguen siendo valederos.
Los conocimientos son organizados de acuerdo a las exigencias que la
comunicacion de ellos impone al autor. Todas estas consideraciones son tomadas

en cuenta en la transposicion didactica desarrollada por la comunidad cientifica.
b) El estudiante

Por el lado del estudiante, su trabajo intelectual deberia ser algo equivalente

a una actividad cientifica. Para lograr ello seria necesario que el estudiante actue,
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formule, pruebe, especule, demuestre, logre la construccibn de modelos, de
nociones y teorias. No s6lo debe aprender definiciones y teoremas, y saber cuando
aplicarlos para resolver problemas. Resolver problemas es so6lo una parte del
trabajo, también tiene que aprender a plantear cuestionamientos. Para lograr que el
estudiante pueda simular realizar una actividad cientifica el profesor debe elaborar
situaciones susceptibles de ser vividas por el estudiante y plantearselas, de tal
manera que descubra la soluciéon éptima a los problemas mediante el uso de los

conocimientos que el profesor desea que aparezcan (Godino, 2010).
c) El profesor

El profesor, hasta cierto punto como investigador, debe recontextualizar y
repersonalizar los conocimientos, de tal manera que esos conocimientos se
conviertan en propios del estudiante, al significar una respuesta natural del
estudiante a ciertas condiciones particulares, adquiriendo asi un sentido para él. El
conocimiento debe nacer de la adaptacion del estudiante a una situacion
determinada, en medio de un contexto y de relaciones que son establecidas por el
algebra, la aritmética, u otra area de la matematica. (Valero, 1997)

La clase de matematica deberia simular ser una microsociedad cientifica, de
tal manera que los conocimientos producidos por el estudiante planteen buenos
problemas y solucionen debates, desarrollando el lenguaje a través de situaciones
de formulacion, y convirtiendo las demostraciones en pruebas. El profesor debe
crear los medios para que el estudiante encuentre en esasituacion el saber cultural
gue sequiere ensefar, redescontextualizando y redespersonalizando su saber, e

identificAndolo con el saber cientifico de la época. Dentro de esta perspectiva,

..el acento se pone fuertemente sobre todas las actividades
sociales y culturales que condicionan la creacién, el ejercicio y la
comunicacion del saber y de los conocimientos.” (Brousseau, 1986).

En el presente proyecto de innovacion se tratard de llevar el saber
matematico, la nocién de limite, de sucesiones y de funciones, a un entorno de
geometria dindmica, en donde se pretende que el estudiante, a través de la
visualizacién, manipulacién y experimentacion desarrolladas mediante las
actividades propuestas, consiga comprender intuitivamente las nociones

involucradas.
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2.2.2 LaVisualizacion

Para Miguel de Guzman (1996) los conceptos y métodos matematicos
tienen gran riqueza de contenidos visuales que pueden ser representados intuitiva y
geométricamente, y que son muy Utiles tanto para la comunicacion matemaética
como para resolver problemas. De igual manera la ayuda visual es muy eficaz para
el trabajo creativo y el dominio del campo de los expertos en matematicas.

En el proceso de desarrollo de la matematica la Aritmética surge para
dominar la multiplicidad que existe en la realidad; la Geometria aparece para
explorar la forma y la extension; el Algebra, en una abstraccién de segundo orden,
estudia las estructuras que subyacen a los numeros y a las operaciones; y el
analisis matematico busca estudiar las estructuras del cambio que se da en el
tiempo y en el espacio. En ese proceso de entender las estructuras comunes de las
cosas se realiza una matematizacion de la realidad, y en ella la percepcion visual es
importante tanto en la Geometria, al estudiar el espacio, como en el Analisis al
explorar los cambios de los objetos en el espacio y tiempo. En el caso especifico
del Analisis las ideas basicas de orden, distancia, surgen de situaciones intuitivas y
visuales, de alli la necesidad de recurrir a los objetos concretos para utilizar con
habilidad los objetos abstractos.

Los fendmenos de visualizacion deben de ser interpretados, codificados y
descodificados, mediante procesos de caracter personal, pero inmersos en
procesos sociales que se han construido a lo largo de la historia de la matematica.
Es por ello que la visualizacién es un proceso de aprendizaje al cual se podria no
tener acceso sino hay una adecuada interpretacion de lo que se contempla
(Gémez-Chacén, 2011). De alli la importancia de aprender a leer lo que se quiere
comunicar. La iniciacion a la visualizacion en la ensefianza no es una tarea féacil
pues hay que ser conscientes que el que aprende no esta familiarizado en esa
tarea. Ademas, la tarea de decodificacion es compleja porque hay diferentes formas
de visualizacion, segun el grado de correspondencia entre la situacion matematica

gue tratamos de visualizar y la forma que empleamos para hacerlo.
Vision historica de la visualizacion

La visualizacion siempre se utilizé en el trabajo creativo de los mateméticos
desde los inicios de la humanidad (Guzman, 1996).

Para los griegos la palabra Ceopepo(zeorema) es lo que se contempla, no lo
gue se demuestra, de alli que era indispensable la visualizacibn en matemaética.

Para los clasicos antiguos la visualizacion era connatural a la matematica.
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En la Edad Moderna René Descartes establecio varias reglas relacionadas
con la visualizaciéon. La Geometria Analitica surgié para unir la imagen de la
Geometria Sintética Griega con el Algebra. En el siglo XVII el Célculo surge a
través de la visualizacion, relacionado con problemas geométricos y fisicos.
Lagrange consideraba que era importante que el matematico desarrollara la
facultad de observacion. Gauss llamé a la mateméatica como la ciencia del ojo.

En el siglo XX surgen las tendencias formalistas que dejan a segundo plano
a la visualizacion. Fueron las Geometrias No Euclidianas las que condujeron a
desconfiar de la visualizacion. Era necesario que la fundamentacion matematica
sea orientada hacia la formalizacion. Lo negativo fue que también se extendio a la
intercomunicacion en la comunidad matematica, y peor aun, se extendi6 a la
educacién matematica, a nivel superior, secundario y lo que es mas grave, a nivel
primario. El modelo formalista imperé hasta finales del siglo XX (Guzméan, 1996).

En la actualidad hay un retorno de la visualizacion en el quehacer
matematico y entre los que se dedican a la investigacion en Educacién Matematica,
principalmente entre los que exploran las bondades de la informatica en la
Matematica, que son pocos, pero cuyo nimero va creciendo cada vez mas. Es que
el software aplicado a la ensefianza de las matematicas facilita la visualizaciéon de
los objetos matematicos. Pero no es sdélo eso. La importancia de lo visual va més
alla, no solo se debe considerar a lo visual como argumento heuristico, que ayuda
en el desarrollo de la intuicion, sino también lo innovador es utilizar la visualizacién

para el desarrollo de la prueba y la demostracion. Ese es el camino.
Importancia de la visualizacion en la Matemética

La imagen es el elemento central en la visualizacion. La imagen muchas
veces propicia el surgimiento de nociones y procesos matematicos, pues gracias a
ella se pueden establecer relaciones entre los objetos matematicos, que
posibilitaran encontrar soluciones a problemas. La imagen ayuda al desarrollo de la
memoria a partir de la comprension de las nociones, pues sirve de ayuda para la
teoria. ‘Una imagen vale mas que mil palabras’, esta afirmacién indica que es un
vehiculo de transmisién rapida de las ideas (Ramirez y Flores, 2010)

La visualizacién es Gtil en la matematizacion, en la enseflanza-aprendizaje y
en la investigacion, en todas las areas de la matematica. Pero la capacidad de
visualizacién debe de ser ejercitada y entrenada, tanto en el aspecto de traducir lo

formal a un registro grafico, como en la habilidad de interpretar las imagenes. La
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Educacion Matemética se ha dedicado muy poco a ensefiar a interpretar y
descodificar las visualizaciones traduciéndolas al lenguaje formal.

A los estudiantes se les debe ensefiar a desarrollar el aspecto intuitivo que
tal vez no es tan consciente. Es por ello que la tarea de la visualizacién tiene
elementos fuertemente subjetivos. Las maneras de visualizar y hacer cercanas e
intuitivas las ideas del analisis dependen mucho de la estructura mental de cada
uno. Tanto la Teoria de las Inteligencias Multiples (Ramirez y Flores, 2010) como lo
gue se sabe acerca de los estilos de aprendizaje, nos sefialan que hay diferentes
tipos de inteligencia, y que aprendemos de diferentes maneras. Es por ello que la
visualizacién es mas necesaria en unos mas que en otros, pero de todas maneras
es (til en todos los casos. Si bien es cierto una visualizacién incorrecta puede
conducir a errores, eso no invalida su eficacia y potencia en el trabajo creativo, en
la comunicacién y transmision de las matematicas, en general en todos los
procesos que ella requiere.

Desde épocas antiguas la visualizacion se desarrolld a través de medios
escritos, que si bien ayudan en el trabajo matematico, su caracter estatico limita la
potencia de la imagen. En la actualidad el uso de la informatica en la ensefanza y
aprendizaje de la matematica permite acceder a visualizaciones de caracter
dindmico, que superan ampliamente a las imagenes de los libros, donde se trasmite
el producto final, y también superan a las graficas que se elaboran cuando en una
presentacion oral se escribe en una pizarra. El estudio del cambio en cantidades
muy pequefias, propio del andlisis, puede ser visto con mucha mayor claridad con
la visualizacion dindmica de un programa informatico como Cabri, y ese aspecto es
el que queremos explotar en el proyecto de innovacién sobre la ensefianza y

aprendizaje de la nocion de limite.
2.2.3 Ensefianza del Calculo
Perspectiva histdrica en la ensefianza introductoria del Célculo

Las investigaciones en el campo de la Didactica de los ultimos 30 afios han
dado a conocer que existe una gran dificultad en los estudiantes para comprender
las nociones relacionadas al pensamiento analitico, cuando el Analisis no se reduce
a la aplicacion de algoritmos algebraicos. Michele Artigue (1995, 1998) trata de
sintetizar los resultados mas importantes de las investigaciones didacticas hasta
esa fecha, elaborando una vision personal del estado del arte, tanto de los procesos
de aprendizaje en el campo del Analisis como de las practicas de ensefianza en el

bachillerato francés, que ilustran las tendencias generales.
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a) La Reforma de 1902

Al inicio del siglo XX Francia realizd una reforma de los liceos, institucién
que corresponde a los tres ultimos afios de educacion secundaria y que termina en
el bachillerato. Con un espiritu positivista se pretendia adaptar los programas a la
evolucién de las matematicas, de la ciencia y de la técnica, introduciendo el calculo.
En ese proyecto trabajaron Poincaré, Hadamard, Borel, Darboux y otros
matematicos prestigiosos (Beke 1914, citado por Artigue 1998). En 1904Poincaré
sefialdé que con la reforma se procuré ensefiar un célculo adaptado a las
capacidades cognitivas de los estudiantes.

El informe Beke probd que la reforma francesa no era un movimiento
exclusivo de Francia sino que a nivel internacional se veia la necesidad de ensefar
al estudiante las herramientas del calculo diferencial e integral para el trabajo
cientifico. EIl positivismo impregné de una concepcion experimental a las
matematicas, vinculandola con la realidad y con otras ciencias. La reforma fue un
éxito aunque los matematicos no se dieron cuenta de las dificultades de la

introduccion del calculo dentro de cuadro algebraico.
b) Las Matematicas Modernas en los 60

Desde otra perspectiva de la ensefianza de las matematicas, con una
repercusion mundial, destaca la influencia del Grupo Bourbaki. El grupo Bourbaki
fue fundado en 1934 en Francia para modernizar la ensefianza del calculo
diferencial en la licenciatura en matematicas, privilegiando las estructuras
algebraicas. En los afios 60 se pretendio llenar el desfase entre las matematicas
ensefiadas en la secundaria y las mateméticas que eran practicadas por la
comunidad de mateméticos, con el movimiento conocido como las Mateméaticas
Modernas (Ruiz, 2009). Produjo un gran perjuicio a la educacion bésica. Se
introdujeron notaciones de conjuntos, cuantificadores y estructuras algebraicas, es
decir el formalismo, ocupando un lugar importante las definiciones. La vision
filoséfica que subyace a esta reforma es del estructuralismo. Posteriormente la

reforma y la vision que proclamaba fueron rechazadas.
¢) La Contrarreforma

Esta reforma de los afios ochenta no surge del ambito de los matematicos
sino de los profesores que pertenecian al APMEP (Asociation des Professeurs de

Mathématiques de I' Enseignement Public), y a los IREM (Institut de Recherche sur
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'Enseignement des Mathématiques). Las criticas de la Comision inter-IREM
(Artigue, 1995, 1998) llamada Calculo se resumen en:

. Se introduce las nociones sin plantear problemas, o con problemas

fuera del contexto del estudiante.

. Los conaocimientos se construyen linealmente sin relacionarlos con la

resolucion de problemas.

. El lenguaje formalizado es introducido muy temprano.

. La ensefianza esta centrada en el profesor.

La concepcién de las matematicas cambia, en tanto ya no es considerada
estructura ni lenguaje sino una actividad histérica, que ha sido construida por el
hombre buscando resolver problemas intra y extra mateméticos. En esa perspectiva
es importante el estudio de la historia de las matematicas y considerar que el saber
matematico debe ser equilibrado con el funcionamiento cognitivo del estudiante,
cada vez mas conocido por el avance de las teorias del aprendizaje.

Las soluciones a la problematica antes sefaladas serian las siguientes
(Moreno, 2005):

e Organizar las actividades de ensefianza teniendo como eje
problemas claves relacionados al tema. En el caso del Andlisis
relacionadas con problemas de aproximacion y optimizacion

e Desarrollar un enfoque intuitivo y constructivista del aprendizaje.

e Elaborar niveles de formalizaciébn accesibles a los estudiantes,
procurando formalizar lo necesario de una manera progresiva.

e Incidir que los estudiantes desarrollen una exploracion numeérica y
grafica utilizando calculadoras.

Sin embargo la experiencia posterior a los ochenta ha demostrado que la
ensefianza del calculo no ha dejado ser problematica, a pesar de que esta mas
cercana al estudiante. Lo que si ha quedado establecido es que no se puede
ensefar de golpe el calculo bajo su forma definitiva. A toda accién hay una reaccién
opuesta. El asunto no es situarse en los extremos sino en el punto medio. La
cuestion es, si se parte de un enfoque intuitivo en base a problemas que dan
sentido al calculo, ¢, Como manipular los objetos matematicos inmersos de tal forma
que el estudiante llegue progresivamente a una formalizacion comprensible por él?

Esa es la tarea que este trabajo pretende resolver.
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Dificultades en la Ensefianza y Aprendizaje del Célculo

Diversas investigaciones (Artigue, 1995, 1998) (Vrancken, Gregorini, Engler,
Muller y Hecklein, 2006) agrupan las dificultades que tienen los estudiantes para

acceder al calculo en las tres grandes categorias que se describen a continuacion:

1. Dificultades relacionadas con la complejidad de los objetos béasicos del

calculo

Los numeros reales, las sucesiones y las funciones son objetos
matematicos que se conceptualizan a plenitud en el proceso de ensefianza del
célculo.

En relacién a los nimeros reales se puede afirmar que:

e Para los estudiantes no existe mucha claridad en las relaciones que
existen entre los diferentes conjuntos de nimeros encontrados en las
sucesivas extensiones del cuadro numérico (enteros, fracciones,
decimales, nimeros con radical). De ahi que frecuentemente se asocia
numero real con numero decimal.

e La asociacion de los numeros reales con la recta numérica no toma en
cuenta la vision del continuo numérico. Al inicio del estudio del calculo
se considera que los numeros reales son objetos algebraicos. Existen
dificultades para que los estudiantes adquieran una concepcion
topoldgica de los nimeros reales. Si A es 0.999... y B es 1, no se

concibe que si dos numeros A y B satisfacen la condicién vn >
1 .
0,la—Db| < ~ entonces son iguales.

Con respecto al objeto matematico funcién (Moreno, 2005):

e Existen dificultades relacionadas con la comprension de lo que es una
funcién, asi como el caso especial de las sucesiones como funciones.
Los estudiantes para reconocer una funcibn mayormente no utilizan la
definicion de funcion sino asocian la funcion con la formula, o asocian la
funcién con la curva regular, lo que lleva a rechazar funciones o a
admitir objetos que no son funciones.

e Los objetos matematicos tienen dos status: el operacional, dinamico, y
el estructural, estatico. Hay un salto cualitativo entre dos niveles de
conceptualizacion de la nocién de funcién: el nivel de proceso y el nivel
de objeto (Dubinsky, 1994). Si ese salto no se da los estudiantes les es

dificil identificar como iguales funciones generadas por procesos
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equivalentes pero diferentes, o cuando trabajan con funciones definidas
por una propiedad general. Muchos estudiantes se quedan en el primer
nivel y les es dificil considerar a las funciones como objetos que
intervienen en procesos mas complejos, como la integracion y la
diferenciacion.

e De igual forma existen dificultades en la representacion y trabajo con
funciones desde diferentes registros semioticos, grafico, algebraico,
etc., asi como en el trabajo de traduccion de un registro semiético a
otro, principalmente del grafico al algebraico. También existen
dificultades de utilizar diferentes nociones dentro de un mismo registro.
Hay una sobrevaloracion del registro algebraico sobre el registro
grafico. (Vrancken, Gregorini, Engler, Miller y Hecklein, 2006)

e Los estudiantes tienen dificultades para acceder al pensamiento

funcional, superando los modos de pensamiento numérico y algebraico.

2. Dificultades Asociadas a la Conceptualizacién y Formalizacion de la Nocion

de Limite

La nocién de limite es central en el Célculo, de ahi la importancia de su
ensefianza. Uno de los enfoques mas interesantes que se han desarrollado para
poder comprender las dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de la nocion
de limite, es aquel que se relaciona con la nocién de obstaculo epistemoldgico,
desarrollada por el critico y filosofo francés Gaston Bachelard en 1938, y que es
utilizada por Guy Brousseau (1983).

Los obstaculos epistemolégicos

La nocién de obstaculo epistemoldgico no tiene que ver con la ausencia de
conocimiento, sino a las dificultades que se tienen con los conocimientos
adquiridos. El conocimiento cientifico no se adquiere de manera lineal, continua,
sino en un proceso que necesita rupturas con conocimientos anteriores (Contreras,
2001). De lo contrario los conocimientos adquiridos con anterioridad se convierten
en obstaculos que originan errores en el quehacer matematico de los estudiantes.
Se pueden sefialar varios ejemplos. Para poder entrar en el pensamiento funcional
se requiere liberarse de la concepcién estética de las mateméaticas griegas, Yy
superar los pensamientos aritmético y algebraico, histéricamente anteriores. Lo
mismo sucede cuando se quiere entrar al pensamiento analitico. Entrar a esos

pensamientos matematicamente superiores implica no poder generalizar
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espontdneamente las propiedades vigentes en los pensamientos aritmético o
algebraico a los objetos nuevos. Esa es la ruptura. Darse cuenta que el nuevo nivel
necesita de nuevas reglas y propiedades, y que lo que era vélido antes ahora no lo
es. Sin embargo es muy dificil liberarse de esas ideas, y por ello se cometen
errores (Cid, 2000).

Para Brousseau el aprendizaje implica una interaccion constante del
estudiante con situaciones probleméticas, en ese juego dialéctico el estudiante
utiliza conocimientos anteriores, los valida, cambia, acepta o rechaza. De esa
interaccion surgen concepciones nuevas. Con ese fin la did4ctica estudia cuéles
son las condiciones que deben tener las situaciones o los problemas propuestos al
estudiante, para quesurjan nuevas concepciones y se rechacen las concepciones
antiguas. Asi los problemas mas interesantes seran aquellos que permitiran
franquear un verdadero obstaculo. Es por ello que Brousseau examina la cuestion

de los obstaculos en didactica.
Errores

Brousseau sefiala que el error y el fracaso en el quehacer matematico no
tienen una explicacion tan sencilla como parece. El error no es solamente producto
de la ignorancia, de la incertidumbre, sino consecuencia de un conocimiento
adquirido, valido anteriormente pero que ahora es falso, o no se adapta a la
situacion nueva. Estos errores vuelve a reproducirse, son previsibles.

Los errores muchas veces no son explicitos. No desaparecen faciimente, se
resisten a desaparecer, y se vuelven a cometer a pesar que el estudiante
conscientemente superé el modelo obsoleto en su sistema de conocimientos.
Muchas veces las ideas erroneas se apoyan en definiciones adquiridas en la
ensefianza elemental que son muy dificiles de superar.

El estudianteal enfrentarse a situaciones nuevas pone a prueba su sistema
de conocimientos, y si no le es util lo considera como ineficaz y lo reconsidera. Esta
situaciébn se da en medio de la dialéctica del estudiante con el objeto de su
conocimiento, y de interacciones rechazadas. Se necesita queel estudiante
interactie con su medio, con una situacién que hace al conocimiento 6ptimo. “El
objeto de la didactica viene a ser modificar las condiciones de la interaccion de
manera tal que se dé un salto cualitativo” (Brousseau, 1983).

Los obstaculos pueden deberse a varias causas, a varios tipos de origenes,

por ejemplo,origen ontogenético, limitaciones neurofisiolégicas; origen didactico;
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uorigen epistemoldgico. Los obstaculos epistemoldgicos son inevitables, pues su
origen surgeen la historia de los conceptos (Cid, 2000).

Para franquear los obstaculos epistemoldgicos se plantea un problema, una
situacion en la que el estudiante tendra que dar intercambios sucesivos. En esa
dindmica el estudiante trabaja sobre la cuestiébn que constituye su obstaculo, y se
apoya en él para construir un conocimiento nuevo. El estudiante cuestiona la
situacion y controla el proceso, de tal manera que la resolucién del problema se
daré en un proceso experimental. El proceso de franqueamiento de un obstaculo se
da en medio de sucesivas interacciones entre el estudiante y el medio, con la
finalidad de que éste haga suyo el concepto en el que surge la significacién. Es un
proceso dialéctico.

En el proceso de franqueamientose debe proponer una situacién que haga
desarrollar al estudiante. El asunto no es comunicar informaciones a ensefiar, de lo
gue se trata es de disefiar situaciones en las que se necesite utilizar la informacion
que queremos que los alumnos aprendan, y que esas informaciones sean las
Unicas que puedan ser usadas para resolver el problema. La situacion exige al
estudiante que utilice todos sus recursos, sintiendo de esa manera una motivacion
intrinseca, una satisfaccion producto del conocimiento descubierto ysu habilidad
para resolver el problema.

Considerando  lafundamentacion  tedrica  sobre los  obstéculos
epistemoldgicos, se pueden sefialar los siguientes obstaculos asociados a la
conceptualizacion de la nocion de limite (Artigue, 1995, 1998):

e El empleo de la palabra limite facilita que se conciba la nocion de limite
como una barrera infranqueable, como el término final de un proceso (Hitt y
Paez, 2005).

e Las propiedades de los procesos finitos se sobregeneralizan a los procesos
infinitos, no se sefala la diferencia que tiene con las operaciones
algebraicas comunes.

e Patrick. W. Thompson (1985, citado enPelczer y Gamboa 2007.) desarrolla
supuestos teoricos que plantean que los conocimientos matematicos tienen
un factor dual: como objetos y como procesos (Dubinsky, 1994). Ejemplos
de objetos son los numeros, las variables, las funciones, los cuales se
interconectan a través de relaciones. Las operaciones sobre los objetos
generan procesos. La complejidad del conocimiento matematico se debe a

ese caracter dual, y a la dificultad que esa dualidad produce en el
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entendimiento de las nociones. Segin Thompson se produce el aprendizaje
matematico cuando se transforman los procesos en objetos. La nocion de
limite también tiene un doble status, uno operacional y otro estructural, como
proceso y como objeto. Para el estudiante es dificil distinguir los dos status,
el objeto de proceso que lo produce. Un ejemplo que puede clarificar el
problema mencionado es cuando se le pide a los estudiantes comparar los
nameros 0,9999... y 1. El primero es de tipo proceso y el segundo de tipo
objeto. “Para considerar las dos como iguales, es necesario no caer en la
trampa de estas diferencias semiéticas y ser capaz de ver mas alla del
proceso descrito por 0,999..., el nimero creado por este proceso y distinto
de éL.” (Artigue, 1998, p. 44)

Sierpinska (1985, citada por Pelczer y Gamboa 2007) propone un obstaculo
geométrico en el aprendizaje de la nocion de limite. La representacion
geomeétrica no permite identificar los objetos en el cuadro numérico sobre los
cuales se lleva a cabo el proceso del limite, y deja fuera de lado la estructura
topoldgica que subyace.

El obstaculo lo6gico viene a estar dado por las caracteristicas de la definicion
formal de la nocién de limite. Existe una complejidad l6égica expresada por
los cuantificadores y las implicaciones légicas, y por el hecho de que la
definicion “invierta la direccion del proceso funcién que va de la variable x al
valor de la funcion f(x)” (Artigue, 1998, p.44). En la historia de la nocion de
limite hay un salto cualitativo fundamentalentre la concepcion intuitiva del
concepto y su definicion formal. Esta Ultima rompe con las concepciones
previas de esta nocion, cumpliendo en ese contexto un papel trascendental
como concepto unificador en el campo del andlisis, mas importante que su
papel como instrumento para resolver problemas. Esta dimension
epistemoldgica no es tan facil de transponer utlizando problemas

apropiados que los estudiantes puedan resolver.

Dificultades relacionadas con la ruptura con el modo de Pensamiento

Algebraico, y con el trabajo técnico del Calculo

Si bien es cierto el trabajo matematico en el Célculo se apoya en

competencias algebraicas, es necesario trascender el pensamiento algebraico para

llegar al pensamiento analitico. Marc Legrand (1993, citado por Artigue 1998)

sefala algunas dimensiones en las que se organiza la ruptura entre el pensamiento

algebraico y el pensamiento analitico.
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Asi como en la transicibn del pensamiento numérico al pensamiento
algebraico es necesario reconstruir la nocion de igualdad, para entrar al mundo del
andlisis se debe enriquecer la nocién de igualdad, desarrollando nuevas técnicas
para demostrar igualdades. En el algebra para demostrar la igualdad de dos
expresiones se utilizan equivalencias sucesivas. En el analisis se utiliza la igualdad
como una proximidad local infinita, es decir que, si a una distancia 6ptima, vV & >
0 d(A,B) < ¢, entonces A =B. Vemos que en esta definicion de igualdad, las
desigualdades y el modo de razonamiento local por condiciones suficientes, ocupan
un papel muy importante. Ademas es evidente que hay un aumento en la dificultad
técnica del trabajo matematico (Bosch y Gascén, 2004).

Otra dimension de la ruptura del algebra y el andlisis se da cuando los
estudiantes tienen que reconstruir objetos matematicos conocidos anteriormente.
Es el caso de la nocién de tangente, primero conocida como un objeto geométrico
gue toca en un punto al circulo, y posteriormente definida en el analisis como la
recta que toca en un punto a la curva, siendo la pendiente de la recta el valor de la

derivada de la funcion asociada en el punto.

2.2.4 Aportes de Hitt y Paez para vencer las dificultades en el aprendizaje de

la Nocion de Limite

Las dificultades en el aprendizaje de la nocion de limite determinadas en
investigaciones realizadas por Hitt y Paez (2005) coinciden en esencia con las
sefaladas en el punto 2.2.3. Ambos investigadores sugieren que, en base a
experiencias realizadas por Tall y Schwarzenberger, Sierpinska, Cornu, entre otros,
una de las vias para vencer los obstaculos epistemoldgicos relacionados con el
aprendizaje de la nocién de limite, es a través de la creacién de conflictos
cognitivos en los estudiantes, pero no a partir de un tratamiento numérico, tabular,
algebraico o gréfico. La idea es generar una discusién rica en torno a las ideas
intuitivas de los estudiantes con actividades de caracter geométrico, usadas en un
ambiente de clase de aprendizaje cooperativo, debate cientifico y autorreflexion.
Del conjunto de actividades propuestas por otros investigadores y recopiladas por
Hitt y P4ez, hemos seleccionado dos de ellas para iniciar la construccion de la
nocion de limite de sucesiones utilizando la geometria dinamica. Las actividades 1y
2 sobre limite de sucesiones que se encuentran en el Apéndice 8 se basan en esa
recopilacion. Es necesario sefialar que para facilitar la construccion de las figuras
en Cabri Il plus, en la actividad N° 2 se utilizaron circulos en lugar de los

semicirculos que originalmente estaban propuestos por los investigadores.
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2.3 LAS MATEMATICAS

Las matematicas, considerada por algunos como la madre de las ciencias,
distingue dentro de sus mdltiples ramas, cuatro objetos béasicos de estudio:la
cantidad, la estructura, el espacio y el cambio, que corresponden a la aritmética,
el &lgebra, la geometria y el analisis. La nocion de limite esta relacionada
principalmente con el andlisis, aunque también se expresa algebraica, aritmética y

geométricamente.
2.3.1 El AnalisisMatematico

El Andlisis Matemético como rama independiente, fue creado en el Siglo
XVII, durante la revolucion cientifica (Jahnke, 2003). Kepler, Galileo, Descartes,
Fermat, Huygens, Newton y Leibniz, entre otros, contribuyeron a su génesis. Temas
relacionados a la mecanica, la Optica y la astronomia jugaron un papel importante
en un primer momento, asi como el célculo de &reas, volimenes y centros de
gravedad, y el andlisis de curvas. Al final del Siglo XVII surge, del trabajo de Leibniz
y Newton, el Andlisis como una nueva disciplina matematica, cuyo objeto de estudio
es el estudio de las dependencias entre cantidades variables.

Desde esos momentos ningln campo de las matematicas ha influenciado
tan profundamente en el desarrollo del pensamiento cientifico moderno. El uso de
las ecuaciones diferenciales para comprender el comportamiento global de las
cantidades variables desde sus cambios infinitesimales, ha sido importante y
trascendente en nuestra vision cientifica del mundo, principalmente en la nocién de
causalidad. Desde el Siglo XVIII mas cientificos estan de acuerdo que los procesos
en la naturaleza y en la sociedad, obedecen y estan determinados por leyes que
pueden ser descritas en términos de ecuaciones diferenciales (Guzméan, 1983).

Lo expuesto explica la necesidad del estudio y el manejo por parte de los
cientificos sociales, de los cientificos que estudian la naturaleza, de los ingenieros,
de las herramientas derivadas del Andlisis, el calculo diferencial y el célculo integral,
y el conocimiento y la comprension de la nocion de limite, concepto basico en esta

disciplina.
2.3.2 El Célculo

Del conjunto de las matematicas, el Calculo o Calculo Infinitesimal, se ha
convertido en la principal herramienta para estudiar y modelizar la naturaleza. El
Calculo se divide en: calculo diferencial y célculo integral. Basandonos en el texto

de James Stewart, Célculo, Trascendentes tempranas (2002), se podria definir al
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Célculo como la parte de las matemaéticas que trata con limites. El calculo es menos
estatico y mas dindmico, se interesa en el cambio y el movimiento, y de cantidades
gque se aproximan a otras cantidades.

Los origenes del Calculo (Duran, 2000) se pueden encontrar 2 500 afios
atrds en los antiguos griegos, cuando hallaron areas aplicando el método del
agotamiento. Es asi como  hallaron areas de figuras curvas.
Concretamente,Arquimedes realizé en el siglo 11l a.C (287 - 212 ANE) el calculo de
areas de figuras curvas y volumenes de soélidos delimitados por superficies curvas.
En el verano de 1906, J.L. Heiberg, profesor de Filologia Clasica en la Universidad
de Copenhagen, descubri6 un manuscrito del siglo X que incluia la obra de
Arquimedes, ElI Método. Este documento histérico tiene una importancia especial
porque nos revela una faceta del pensamiento de Arquimedes gue no encontramos
en ningun otro lugar. EI Método nos proporciona una explicacion de cémo
Arquimedes descubrié muchos de sus resultados, utilizando nociones fisicas, como
la ley de la palanca y centro de gravedad.

Eudoxio hizo el primer uso racional del infinito y planteé el agotamiento de
las magnitudes finitas substrayendo una cantidad fija. A partir del axioma de
Eudoxio es muy facil demostrar por reduccion al absurdo, proposicidon que
constituye la base del método de exhausion griego(Boyer, 1987).

Cavalieri en su obra Geometria indivisibilibus continuorum, escrita en 1635,
sefiala como idea fundamental que un area se puede considerar formada por
segmentos rectilineos o indivisibles, y que un volumen sélido puede considerarse
compuesto de secciones o areas que son indivisibles, redescubriendo las bases
metodoldgicas del método mecénico de Arquimedes.

Otro de los precursores del Calculo es Grégoire de Saint Vincent, quién en
su obra Opus Geometricum desarrolla un método de integracibn geométrico, y
estudia las series geométricas.

John Wallis fue editor de obras de Arquimedes, aritmetizé los indivisibles de
Cavalieri dandoles valores numéricos, convirtiendo de esta forma el calculo
geomeétrico de areas en calculos aritméticos. Fue el primero en utilizar el simbolo
del infinito como el 8 acostado. Propone la siguiente genealogia del calculo (Duran,
2000):

= Método de exhausion (Arquimedes)

= Método de los indivisibles (Cavalieri)

= Aritmética de los infinitos (Wallis)
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= Meétodos de las series infinitas (Newton)

Como se menciond antes, en el Calculo se puede distinguir dos areas o
ramas del conocimiento (Stewart, 2002) el Calculo integral y el Célculo diferencial.
El problema del area es el problema central del calculo integral. El problema de la
tangente ha dado lugar al calculo diferencial, el cual se inventé méas de 2 000 afios
después que el calculo integral,desarrollado intuitivamente por los griegos. Fueron
Pierre Fermat (1601-1665), y el maestro de Isaac Newton en Cambridge, Isaac
Barrow (1630-1677) quienes aplicaron métodos para hallar la ecuacién de una recta
tangente a una curva. Ambos métodos, conocidos por Newton, tuvieron que ver con
la formulacion final del calculo a la que él lleg6.

En el siglo XVIII matematicos como Euler y los hermanos Bernoulli
desarrollaron el calculo infinitesimal, sin preocuparse demasiado si sus
demostraciones eran correctas por completo. Es en el siglo XIX que hubo una
preocupaciéon por aplicar el rigor en las matematicas. Se produjo un movimiento de
regreso a las bases del tema, para presentar definiciones cuidadosas y
demostraciones rigurosas. Asi fue como el francés Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857) tomo la idea de Newton, que Jean d’Alambert, otro matematico francés,
habia mantenido viva durante el siglo XVIIl y la hizo mas precisa. Cauchy con
frecuencia utilizé desigualdades delta-épsilon, semejantes a las que vemos en la
actualidad. Fue Karl Weierstrass (1815-1897), matematico aleman, quién enuncié la

definicién de limite exactamente igual a la que se conoce ahora (Ferrante, 2009).
2.3.3 Lanocion de limite

El producto del presente trabajo de investigacion es la elaboracién de una
propuesta que permita la visualizacién de la nocién de limite en un entorno de
geometria dindmica. Es por ello necesario tener la mayor claridad de lo que

significa la nocion de limite.

Limite de una Sucesion
Sucesion

Una sucesién matematica es una aplicacién o funcion definida sobre los
numeros naturales, quienes constituyen su dominio (Stewart, 2002). La sucesion

esta conformada por niUmeros escritos en un orden definido:

a1, Ay, Az, A4, Asg, Ag, A7, vvvren. y ANy ereraeaas
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en donde a; es el primer término, a,, es el segundo término, y en general a,,, es el
enésimo término de la sucesién que responde a una ley de formacion. En tanto es
una aplicacion sobre los numeros naturales las sucesiones son infinitas y cada

término a,, tiene una sucesion a,.i.

A cada numero natural le corresponde un a,

a:X—>R
n—a
1 - a;
2 — ay,
3 — as
4 — dg
5 — as
N — an
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La sucesioén { Ay, Az, A, As, Ag, A7....... Y- PO } se puede denotar de

la siguiente manera:
e @]
{an n=1 0 {an}

Cuando la sucesion es de numeros reales puede denotarse como una regla

de correspondencia o formula escrita para el término enésimo.

Limite de una sucesion

Decimos que el nimero real L es el limite de la sucesién (a,),

y escribimos

lima, =L

n—oo
si y solo si para cada numero € > 0, existe un nimero
no € Xt talque n>ny - la, — Ll <e
Observaciones:
la, — Ll <eeo —e<a,—L<c¢
ol-e<a,<L+c¢

o aye]ll — & L+ ¢

Limite de una funcion
Funcién

Una funcién fes una regla que asigna a cada elemento x de un conjunto A

exactamente un elemento, llamado f(x), de un conjunto B. Generalmente tanto A
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como B son conjuntos de nimeros reales. A es el dominio de la funcién, y el
conjunto de las imégenes de los x que pertenecen a A constituye el rango de f, es
decir, el conjunto de todos los valores posibles de f(x).Ver Grafico N° 2.
Gréfico N° 2. Diagrama sagital de una funcion
f

AB

X %(x)

a Y(a)

Fuente: Stewart, 2002, p. 12.

Limite de una funcién

Definicién intuitiva 1
“Escribimos

lim f (x) = L

X—a

y decimos ‘el limite de f(x), cuando x tiende a a, es igual a L’
si podemos acercar arbitrariamente los valores de f(x) a L (tanto
como deseemos) tomando x lo bastante cerca de a, pero no igual a

a.” (Stewart, 2002, p.91)

En palabras mas sencillas se afirma que los valores de f(x) se aproximan
cada vez méas al numero L cuando x se acerca a a (por ambos lados de a), pero x#
a.

En algunos textos se encuentra la siguiente notacion:

f(x) =L cuandox — a

!(I_F)T;l‘ f (X) =L gue se lee “f(x) tiende a L cuando x tiende a a”.
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“Definicién precisa de limite de funciones

Sea f una funcion definida sobre el intervalo abierto que
contiene el nimero a, excepto cuando a se define a si misma.

Entonces decimos que el limite de f(x) cuando x tiende o se aproxima

lim £ (x) = L

a a es L y escribimos X2

Si para cada numero € > 0 hay un correspondiente rimero &
>0 tal que

|f(x) =Ll <& siempreque 0<|x—al<é§”

(Stewart, 2002, p. 112)

Limites laterales

Definicion intuitiva 2 basada en Stewart (2002)

2.1 Escribimos

lim f(x)=L

Xx—a~

Decimos que el limite de f(x) cuando x se acerca a apor la
izquierda es igual a L, si se puede aproximar los valores de f(x) a L
tanto como se quiera, tomando los x lo bastante cerca de a pero

menores que a.

2.2 Escribimos

lim f(x) =1L

x—a*

Decimos que el limite de f(x) cuando x se acerca a apor la

derecha es igual a L, si se puede aproximar los valores de f(x) a L
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tanto como se quiera, tomando los x lo bastante cerca de a pero

mayores que a.

Six — a*se debe considerar los valores de x > a.

De igual manera, si x —» a~ se debe considerar los valores de x < a.

En el caso que ambos limites laterales sean iguales, esto quiere decir, que
se consideran los x >a y x< a, y por lo tanto x esta cerca de a por ambos lados, este

caso viene a ser similar a la definicién 1. De alli que podemos afirmar:

“Definicion 3

lim £(x) = L < lim f(x)=L A lim f(x)=L"

X—a

(Stewart, Op.cit., p. 96)

Definiciones precisas de limites laterales

“Limite izquierdo
lim f(x) =L
X—a

si para todo ndmero € > 0 existe un nUmero correspondiente & >

0 tal que
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If(x)—Ll <& siempreque a—d8d<x<a

Limite derecho

lim f(x) =L

x—a*

si para todo numero € > 0 existe un numero correspondiente & >

0 tal que
|f(x) — Ll <& siempreque a<x<a+4§"

(Stewart, 2002, p. 116).

Limites infinitos

Definicién intuitiva 4
“Sea una funcién f definida a ambos lados de a, excepto tal vez

en el mismo a. Entonces

||'m f(X)=00

X—a

Significa que los valores de f(x) pueden hacerse arbitrariamente
grandes (tan grandes como se quiera) tomando x suficientemente

cerca de a, pero distinto de a”. (Stewart, 2002, p. 97)

También se puede sefialar que
f(x) » o= conforme x — a

es decir, el limite de f(x), cuando x tiende a a, es infinito.
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Definicion precisa de Limite infinito

“Sea f una funcion definida en un intervalo abierto que

contiene el numero a, excepto, posiblemente, en a mismo. Entonces

||'m f(x) =0

X—a

Significa que para cada numero positivo M hay un numero

correspondiente 0 tal que
f(x)>M siempre 0<|x—a|]<d”

(Stewart, 2002, 119)

Limites al infinito
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Definicion intuitiva 5
“Sea f una funcion definida en algun intervplo (a,

Entonces

o = 1

X—0

Indica que los valores de f(x) se pueden acercar arbitrariamente a L

si x se incrementa lo suficiente.” (Stewart, 2002, p. 134)
Definicion precisa

“Sea f una funcion definida en algun intervplo (a,

Entonces

lim f (x) = L

X—00

significa que para todo € > 0 hay un nimero correspondiente N tal

que |[f(x)—L| <& siempreque x> N.”

(Stewart, 2002, p. 141)

Definicion intuitiva 6

“Sea f una funcién definida en un intervalo («, a). Entonces
lim f(x)=1
X——

Indica que los valores de f(x) se pueden acercar arbitrariamente a L
haciendo que x sea negativa y lo bastante grande.” (Stewart, 2002,

p.134)

Definicion precisa
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“Sea f una funcion definida en un intervalo (-, a). Entonces
lim f(x)=1
X——o
significa que para todo € > 0 hay unimero correspon diente N tal
que |f(x) —L| <& siempreque x< N.”

(Stewart, 2002, p. 142)

2.4 LA GEOMETRIA DINAMICA

El uso de la Informéatica en el Aprendizaje y la Ensefianza de las
Matematicas es un campo de investigacion desarrollado desde los afios 80. Uno de
sus investigadores, Balacheff (1994), sefiala que en el campo de la didactica no se
espera que lacomputadora se comporte como un profesor, pero sique por ese
medio se puedan crear las condiciones favorables para que el estudiante pueda
construir conocimientos aceptables relacionados a objetivos de ensefianza, y que a
su vez sea posible la retroalimentacion.

“En términos de la Teoria de Situaciones Didacticas lo que se desea es que

el ordenador permita la realizacion efectiva de un medio pertinente desde un
punto de vista epistemologico.” (Laborde 1993, citado en Balacheff 1994,

p.3)

Uno de los medios que permite un ambiente de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas es el Sistema de Geometria Dinamica (SGD). Estesistemaha
renovado el interés por la construccion geométrica (Arzarello, Bartolini, Lun, Mariotti
y Stevenson, 2012). Lo que define a las figuras de un SGD es que son el resultado
de un proceso de construccion, obtenido por el uso de herramientas disponibles en
una barra, y que pueden ser manipuladas directamente, pues son concebidas en
término de la légica incorporada del sistema. Las figuras de SGD tienen una légica
intrinseca resultado de la construccion. Entre sus elementos se establece una
jerarquia de relaciones producto de las herramientas utilizadas, asi como una
jerarquia de propiedades que corresponden a las relaciones de condicionalidad
I6gica.

Cabri-géométre, Sketchpad, Geogebra, etc., son SGD que simulan una

realidad y tienen una relacién intrinseca con la Geometria Euclidiana. Se podria
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decir que hay una correspondencia entre el mundo del SGD y el mundo teérico de

la Geometria Euclidiana, establecida por una modelizacion.
2.4.1 Entornos de simulacion y micromundos

Lacomputadora proporciona una representacion del mundo, una
modelizaciéon. Colette Laborde (1994, citado en Diaz Barriga 2001) nos sefala que
siempre hay una distancia entre los modelos y la realidad, pues el modelo nos
ofrece una interpretacion de un fragmento de la realidad. En toda modelizacién esta
implicita una cierta abstraccion que retiene un conjunto limitado de objetos y
relaciones que son los representantes del modelo.

Dentro de esa perspectiva se han creado entornos de simulacién, en los
cuales juegan varias variables, que pueden ser de naturaleza numérica, textual,
grafica, etc. Lo importante seria analizar qué tan fiel es esa representacién con
respecto al mundo representado, asi como el tipo de aprendizaje producido por la
interaccion del sistema. En este caso estamos hablando en términos de fidelidad,
es decir, cuan estrechamente el entorno simulado se acerca al mundo real. Se han
identificado varios tipos diferentes de fidelidad (Burton 1988, citado en Balacheff
1994) que sirven en diferentes situaciones: fidelidad fisica (se siente igual), fidelidad
de apariencia(parece lo mismo), fidelidad mecénica (se comporta igual), y fidelidad
conceptual (se piensa de la misma manera). Wenger (1987, citado por Balacheff
1994)introdujo la nocién de fidelidad epistémica, como el concepto que califica la
distancia entre la realizacion fisica de una representacién y el conocimiento de
referencia, anivelepistémico. Es decir, que tan util es la representacion para el
disefio y evaluacion de modelos de conocimiento comunicable.

Unos de los entornos de simulaciéon son los micromundos, entendidos como
mundos computacionales donde varias ideas matematicas pueden ser expresadas
y desarrolladas (Diaz Barriga, 2001). En ellos se le proporciona al estudiante un
conjunto basico de objetos elementales y un conjunto de herramientas primitivas,
con los que se construyen objetos cada vez mas complejos. Para Balacheff (1994.)
el micromundo se caracteriza por la articulaciéon de un sistema formal constituido
por objetos primitivos, por operadores elementales y por reglas, con un campo
fenomenoldgico que determina el tipo de retroalimentacién que resulta de las

acciones del usuario. En este campo se deben cumplir criterios epistemolégicos.

2.4.2 Cabrill Plusy la Transposicién Informatica
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El proyecto de innovacion didactica para la ensefianza y aprendizaje de la
nocion de limite seva a desarrollar utilizando un programa de geometria dinamica,
Cabri Il Plus. Cabri es un programa informético creado por un equipo de la
Universidad Joseph Fourier de Grenoble y el Centre National de la Recherche
Scientifiqgue (CNRS) de Francia, bajo la direccion del Dr.Jean-Marie Laborde. Este
software esta en permanente desarrollo, evidenciado por sus diversas versiones,
desde su primera aparicion en 1986.

El Cabri ofrece posibilidades que son inaccesibles en el medio habitual de
lapiz y papel, como por ejemplo la posibilidad de realizar dibujos a los cuales se les
puede dar movimiento (Bongiovanni, 2001). Las propiedades matematicas que son
utilizadas para construir las figuras se mantienen, a pesar de cualquier
desplazamiento. Es ahi cuando se ponen en evidencia los invariantes, y se valida la
construccién. Con la geometria dindmica se puede manipular directamente los
objetos geométricos construidos,asi como sus relaciones matematicas,
articulandose dinamicamente la multiplicidad de registros de representacion.
Mediante Cabri Il Plus podemos presentar resultados desde una perspectiva
heuristica, en micromundos de exploracién que pidan al estudiante que ajuste
lineas, que desplace puntos, que superponga segmentos, que elabore
proposiciones matematicas, etc.

Balacheff (1994) introduce el término de Transposicion Informatica en clara
alusion a la expresion Transposicion Didactica desarrollada por Chevallard en la
Didactica de las Matematicas. La Transposicién Informatica se realiza en base a
una representaciéon simbdlica, y la aplicacion de esta representacion por un
dispositivo informético, por medio del cual se puede “mostrar” el conocimiento, o
“manipularlo”. Esa contextualizacibn del conocimiento tiene consecuencias
importantes en los resultados del aprendizaje. En realidad el problema planteado
por la transposicion informatica es el grado de validez epistemologica de los
dispositivos informaticos para el aprendizaje humano. El dispositivo informatico
divide al micromundo en tres regiones: el universo interno, la interfaz y el universo
externo. En el universo externo se encuentra el operador humano, estableciéndose
un juegode interaccion que involucra otros dispositivos de hardware y los actores
sociales, como el profesor y los estudiantes. El universo interior esta constituido por
varios elementos fisicos, especialmente componentes electrénicos, cuya
articulacion e implementacion permite el "funcionamiento" del dispositivo

informatico. La interfaz es el lugar de la comunicacion entre el usuario y el
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dispositivo informatico. La interfaz permite la visualizacién de representaciones del
conocimiento.

Cabri Il Plus es un micromundo que permite visualizar objetos de geometria
y manipularlos, sobre el cual se ha efectuado una Transposicion Informatica. Los
objetos del Cabri Il Plus tienen una representacion interna determinada por una
geometria analitica en un modelo de numeros reales, que se representa
externamente en la interfaz, en la que el estudiante interactla, posibilitAndose el

aprendizaje.
2.4.3 Trabajo en un entorno Cabriy conceptos involucrados

El trabajo con un entorno computacional de Geometria DinAmica involucra
dos fases (Jean-Marie Laborde 1997, citado por Diaz Barriga 2001):

1. Fase de representacién de un objeto o un proceso geométrico, cuando se
comienza en una pantalla en blanco y, mediante la ejecucion de una
secuencia de comandos, se construyen objetos y el proceso se dinamiza,
desde la percepcion que el disefiador tiene del objeto a construir.

2. Fase de aprovechamiento de una representacion con el propésito de
extraer informaciéon de ella, cuando el estudiante extrae informacion
explorando un entorno construido. La actividad central es la manipulacion
del entorno, en forma manual via el desplazamiento o arrastre de los
objetos matematicos con el ratén, o en forma automatica via la animacion.
En la primera fase el docente elabora un disefio experimental construyendo

figuras geométricas dentro de un micromundo. Los dibujos, en el entorno Cabri-
Géometre, pueden ser de diversas clases. A continuacion se explican los conceptos
de Cabri-dibujo, Cabri-figura, Cabri-objeto, Cabri-construccion, Cabri-enunciado.

Un Cabri-dibujo es la traza en el monitor que la computadora
almacena y que es deformable continuamente en el marco de grados de
libertad que le otorga el proceso de su construccién y que le permite
conservar las propiedades geométricas que han determinado las
afirmaciones para su creacioén. Tiene lugar entonces una clase de figuras por
las deformaciones posibles de este Cabri-dibujo y se llama Cabri-figura a la
abstraccion de esta familia de Cabri-dibujos en un objeto geométrico.
Obsérvese que las Cabri-figuras son abstracciones de objetos geométricos;

la Cabri-construccion correspondiente es el programa o proceso de
construccién que ha sido llevado a cabo para la realizacion del Cabri-dibujo.

Notemos que un mismo Cabri-dibujo puede realizarse con distintos
programas de construccion; asi las propiedades geométricas utilizadas
pueden variar de acuerdo a qué enunciados constructivos han intervenido.
Asi un Cabri-objeto esta definido por una parte por las propiedades
geométricas y los puntos con sus grados de libertad, por otra parte por su
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programa de construccion (sus Cabri-enunciados), y por los dibujos
obtenidos por el desplazamiento de sus puntos libres. (Jahn 1998, citado por
Diaz Barriga 2001, p. 22)

En el presente trabajo de las dos fases sefialadas se desarrollara la primera
pues se elaboraran cabri-figuras y cabri-construcciones que posibiliten un proceso

de enseflanza y aprendizaje de la nocién de limite.
2.4.4 El arrastre

La caracteristica mas importante del Cabri Il Plus es el desplazamiento,
arrastre o dragging, que permite pasar de una geometria estatica a una geometria
dindmica. En ella los objetos son figuras geométricas que se deforman pero que
conservan las propiedades geométricas con las cuales fueron construidas. Con el
arrastre se invalida las construcciones erroneas, se pone en evidencia los
invariantes geomeétricos, se obliga a utilizar propiedades geométricas para construir
una figura que resista. “El arrastre brinda un “milieu” (Brousseau) rico en
retroacciones que le pueden permitir al sujeto evolucionar en su estrategia de
resolucion” (Restrepo, 2010, p. 1).

Los arrastres se pueden clasificar de acuerdo a diferentes criterios (Arzarello
2002, Olivero 2002, Healy 2000, citados por Restrepo 2001). Una de las
clasificaciones es la siguiente:

- Arrastre erratico (Wandering dragging)

- Arrastre limitado (Bound dragging)

- Arrastre blando o guiado (Guided dragging)
- Arrastre sobre una linea (Line dragging)

- Arrastre sobre objeto (Linked dragging)

- Test del arrastre (Dragging test).

2.45 El descubrimiento guiado

Balacheff (1994), analizando el grado de directividad del sistema, es decir el
grado de iniciativa que el sistema deja al estudiante, establece que los sistemas
pueden estar situados en un continuum que va desde la ausencia de iniciativa a
una total libertad. Sefala tres puntos: los puntos extremaos, sistemas de tutoria y
micromundos, y un punto medio, los entornos de descubrimiento guiado. Los
sistemas de tutoria dejan poca iniciativa a los alumnos, y realizan un

acompafiamiento directivo poco tolerante a los errores. Por el contrario, los
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micromundos dejan que el estudiante tenga total iniciativa, no hay regulacion
externa, y por ello los aprendizajes no son decididos con anterioridad.

Lo que se plantea en el presente proyecto de innovacion didactica elaborada
en el entorno informético del Cabri, marca distancia de los anteriores niveles de
directividad del sistema, pues va mas en la direccion del paradigma del
Descubrimiento Guiado (Cook, 1990, citado por Balacheff 1994), que busca un
equilibrio entre la directividad y la no directividad, y de esa manera tiene en cuenta
el estado del alumno, dejandolo que cometa errores que seran enmendados por el
mismo cuando caiga en cuenta de ellos, y que por otro lado toma en cuenta
complejidad del objeto de ensefianza.

En la presente propuesta se elaboran actividades que sefialan tareas a los
estudiantes, las cuales estan ligadas a la experimentacion, a la heuristica, al
descubrimiento. Es en ese proceso que el docente guia al estudiante en su
aprendizaje pero le deja total libertad de desplazar, “arrastrar” los objetos

matematicos, hasta que logre comprender el conocimiento puesto en juego.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

CAPITULO 3

DISENO DEL PROYECTO DE INNOVACION DIDACTICA PARA LA
ENSENANZA DE LA NOCION DE LIMITE

A la luz de los planteamientos tedricos considerados en el Capitulo 2, en el
presente capitulo pretendemos responder a la siguiente pregunta: ¢Qué proceso
didactico se tendria que desarrollar para que los estudiantes del curso de Calculo 1
de la PUCP logren comprender la nocién de limite, salvando los obstaculos

epistemoldgicos inherentes al desarrollo histérico del pensamiento analitico?
3.1 DESCRIPCION DEL PROYECTO DE INNOVACION DIDACTICA

Desde el campo de la filosofia de la matematica el enfoque que
pretendemos adoptar es el heuristico, desarrollando una matematica de tipo
experimental en un laboratorio informatico, pues lo que principalmente nos interesa
no es la demostracién ni la justificacién de las definiciones sobre limites, sino que
en base a actividades propuestas se desarrolle un proceso en el que el estudiante
descubra las propiedades sobre las que se sustentan las definiciones, facilitando de
esa manera la comprension de la posterior formalizacion algebraica, imprescindible
y necesaria para el proceso de institucionalizacion de los conocimientos
matematicos.

Desde el campo de la Didactica se busca que el saber matematico sea
expresado no desde su forma acabada, axiomatica, sino construido a partir de la
visualizaciébn de situaciones que propician el surgimiento de las propiedades
matematicas que sustentan la nocion de limite. En esa construccion se produce la
interaccion de los diferentes sistemas de representacion, partiendo de la

representacion geométrica, y posteriormente la numérica. ElI saber es
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contextualizado y orientado a la bUsqueda de respuestas a las interrogantes
planteadas en las actividades.

Las actividades facilitaran el proceso de aprendizaje a través del
planteamiento de preguntas que obligaran al estudiante a activar los procesos
mentales necesarios para comprender la nocion de limite. El estudiante participara
activa y dindmicamente experimentando con el desplazamiento de los objetos
matematicos, con la finalidad de dar respuesta a las interrogantes planteadas. Se
puede afirmar que el estudiante participa en un proceso de descubrimiento guiado.

A través de las actividades de Cabri Il Plus se activa la visualizacién de los
objetos y las propiedades matematicas, potenciados por el arrastre o
desplazamiento de las figuras geométricas. El arrastre también permite observar el
movimiento en su representacion numeérica, produciéndose el cambio en cantidades
muy pequefias. De esta manera se procuran disminuir las dificultades asociadas a
la conceptualizacion y formalizacion de la nocion de Limite, ligadas a la nocion de
obstaculo epistemoldgico, principalmente en lo que se refieren alos obstaculos
I6gico y geométrico, asi como apreciar la diferencia del limite como objeto y el limite
COmo un proceso, pues es durante el arrastre que se va construyendo el limite
como proceso, siendo el resultado final el limite como objeto. Es asi mismo muy
facil identificar las representaciones geométrica, numérica y algebraica, que se

encuentran articuladas.
3.1.1 Beneficiarios

El proyecto de Innovacion didactica esta dirigido a estudiantes del curso de
Célculo 1 de Estudios Generales Ciencias de la Pontificia Universidad Catdlica del
Perq, pero puede ser aplicado en estudiantes de cualquier primer curso de Calculo
de la educacion superior. Para efectos de la implementacion, el proyecto se aplicara

en un grupo horario de 40 estudiantes.
3.1.2 Duracién del Proyecto

El Proyecto tendra una duracién de tres semanas y media, en tanto se ha
planificado que se va a desarrollar en 14 horas de clase.
En resumen, las caracteristicas principales del proyecto de innovacion

didactica son las siguientes:
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1. La propuesta didactica sera planteada bajo el esquema de una guia

docente.

2. El proyecto de innovacion didactica puede ser aplicado en alumnos de

cualquier primer curso de Célculo de educacion superior universitaria.

3. La duracion del proyecto es de 14 horas de clase, y si se considera que
cada semana tiene 4 horas de clase, el proyecto se desarrollara en tres

semanas y media.

4. Los estudiantes participan en un laboratorio matematico en el entorno
informatico de la geometria dinamica de Cabri Il plus, desarrollado en un
aula informatica. Reciben al iniciar el laboratorio un cuadernillo con las

actividades y una carpeta virtual con los archivos en Cabri Il Plus.

5. No es necesario un entrenamiento previo para el manejo del software Cabri

pues las actividades han sido disefiadas en ese sentido.

6. Los objetos matematicos involucrados son trabajados experimentalmente al
utilizar el arrastre de los objetos matematicos, de acuerdo a un disefio

didactico planteado a través de las actividades propuestas.

7. En la propuesta se procura que el estudiante descubra los conocimientos

guiado por las actividades propuestas por el docente.

8. Con las actividades se potencia la visualizacién de los objetos matematicos

involucrados en la nocién de limite y la comprension de sus propiedades.

9. Las actividades interrelacionan las representaciones geométrica, numérica y
algebraica de la nocién de limite, lo cual facilita la comprension de los

conceptos involucrados,

10. A través de las actividades se busca el franqueamiento de algunos
obstaculos epistemoldgicos relacionados a la nocion de limite, sefialados

por Michele Artigue.

11. Producto de la experimentacion de los estudiantes surgen saberes nuevos

gue seran formalizados por el docente, realizandose la institucionalizacion
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de las nociones matematicas involucradas.

12. El proceso de evaluacién de las actividades se realizard de acuerdo al
sistema de evaluacion contemplado en el programa analitico del curso de

Célculo 1.

3.2 OBJETIVOS DEL PROYECTO
3.2.1 Objetivo general

Favorecer la comprension de las nociones de limite de una sucesion y limite
de funciones ysu aplicaciébn correcta en la resolucibn de problemas intra y
extramatematicos, en los estudiantes del curso de Célculo 1 de Estudios Generales
Ciencias de la PUCP.

3.2.2 Objetivos especificos

e Propiciar el franqueamiento de los obstaculos epistemoldgicos
relacionados con el pensamiento analitico a través de laconstruccion de
un medio propicio, con ayuda de la geometria dinamica del Cabri Il
Plus,en donde el estudiante sea el centro del proceso de ensefianza y
aprendizaje.

e Propiciar la diferenciacion del doble status, operacional y estructural,
como proceso y como objeto, que tiene la nocién de limite,al igual que la
mayoria de las nociones matematicas, en los estudiantes de modo que
separen la vision de limite en términos de proceso del objeto limite
construido por el proceso.

o Favorecer el franqueamientodel obstadculo geométrico en el aprendizaje
de la nocién de limite, permitiendo a los alumnos identificar los objetos
sobre los cuales se lleva a cabo el proceso del limite, considerando la
estructura topoldgica que subyace.

e Favorecer el franqueamiento del obstaculo logico dado por las
caracteristicas de la definicion formal de la nocién de limite,de modo que
disminuya la complejidad l6gica expresada por los cuantificadores y las

implicaciones logicas.
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3.3 ESTRATEGIAS Y ACTIVIDADES

Para el logro de los objetivos propuestos se ha escogido el desarrollo de
una serie de actividades creadas en el entorno de la geometria dinamica del Cabri Il
Plus.

La propuesta didactica se basa en un conjunto de actividades que seran
desarrolladas en un laboratorio en el que cada estudiante pueda hacer uso de una
computadora. Todas las actividades estan planteadas para ser desarrolladas de
manera individual, bajo el asesoramiento de un profesor. Las actividades tienen
diferentes duraciones, pero todas se dan dentro de las dos horas de clase de cada
tema. Se inicia con las actividades en Cabri y se finaliza con la formalizacién
dirigida por el profesor.

El estudiante recibe las instrucciones al ingresar al laboratorio. En las
instrucciones se sefialan una serie de acciones a ser desarrolladas por el
estudiante con el software que permitirdn responder las preguntas planteadas,
produciéndose una serie de interacciones. Esta es la parte heuristica y
experimental que activa y estimula el aprendizaje, provocando una serie de
conflictos cognitivos que para ser resueltos sera necesario que se produzca la
ruptura con el pensamiento algebraico preestablecido, y el surgimiento del
pensamiento analitico, basicamente cuando sea construida la nociéon de entorno y
vecindad. Eso es lo que se desea, pero sélo se sabra de la certeza del presente
planteamiento cuando sea validado en aula.

De realizarse ese paso dialéctico, la nocion de numero real toma su
verdadera dimensidn, anclandose la idea del continuo y la densidad de los nimeros
reales, lograndose llegar a la vision topoldgica, que supera lo algebraico y lo
geométrico. Es recién alli, cuando se percibe esa comprension en el estudiante,
gue termina el proceso de experimentacion y el profesor inicia el proceso de
institucionalizacién de saberes, con la consiguiente formalizacion algebraica. Eso
no quita que se tenga que volver a recurrir al software para dar sentido al uso de
cuantificadores e implicaciones, o para clarificar las propiedades. Ese seria el

momento en que se franquea el obstaculo légico.
Contenidos a desarrollar

Tomando en cuenta el Programa Analitico del curso de Célculo 1 de
Estudios Generales Ciencias (Pontificia Universidad Catolica del Perd), y
considerandolos cinco capitulos programados, para el desarrollo del Proyecto de

Innovacion se ha considerado algunos contenidos del Capitulo 2. Pero ademas se

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




‘\WNE&%
< | PONTIFICIA

TESIS PUCP 5 | ER%E,_'EETAD

DEL PERU

ha afiadido en ese capitulo el tema de limite de sucesiones antes del limite de
funciones.

La Programacién del curso de Calculo 1 del 2011-1, proporcionada
gentilmente por el profesor José Luis Henostroza, considera los siguientes temas

en lo que corresponde a limites, desarrollados en sesiones de dos horas:
Semana 3:

Quinta sesion. Limite de una funcién real de variable real. Idea intuitiva. Definicion
formal de limite. Uso de la definicion de limite en funciones lineales, racionales,
cuadraticas y raiz cuadrada.

Sexta sesidén. Teoremas sobre limites: unicidad del limite, preservacion del signo
del limite de la funcion, limite de la suma, producto y cociente de funciones.

Ejemplos.
Semana 4:

Sétima sesion: Limite de la funcion compuesta. Limite de la funcién raiz n-ésima.
Traslacion y cambio de escala o de variable. Calculo de limites usando
propiedades.

Octava sesion. Limites laterales. Existencia de limites. Teorema del Sandwich.
Calculo de limites de funciones seccionadas que dependan de pardmetros. Limites

trigonométricos notables. Ejemplos.
Semana 5:

Novena sesion. Limites infinitos. Definicién. Propiedades. Asintota vertical.
Ejemplos.
Limites en el infinito. Definicion. Propiedades. Asintotas horizontales y asintotas
oblicuas.
Décima sesion. Esbozo de gréfica de funciones racionales a partir de sus asintotas
y de sus limites infinitos y en el infinito. Ejemplos.

La idea es introducir dentro de esa programacion las actividades elaboradas

con la geometria dinAmica del Cabri Il Plus para el estudio de:

v" La nocion de limite de una sucesién
La nocién de limite de funciones
Limites laterales

Limites infinitos

AR NEE NN

Limites al infinito
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Las actividades se encuentran desarrolladas en el Apéndice8. Cada una de
las actividades requiere archivos realizados en Cabri Il Plus, los cualesen su
formato digital se han creado con los siguientes nombres, y que estan grabados en
el DVD adjunto al presente proyecto de investigacion:

1. Sucesién de tridngulos.fig
Sucesidén de circunferencias.fig
Limite de sucesiones.fig
Funcion lineal.fig
Funcion 1.fig
Funcion 2.fig
Sqrt (3-x).fig

Funcion definida a trozos.fig

© ©® N o g A~ N

Limite infinito positivo.fig
10. Limite infinito negativo.fig

11. Limite al infinito.fig

3.4 RECURSOS

Para la puesta en practica del proyecto de innovacion didactica se
necesitarq, ademas de la presencia de un responsable de la conduccion del
proceso de ensefianza y aprendizaje de la nocién de limite en un entorno de
geometria dinamica, la ayuda de un asistente que colabore en la orientacion a los
alumnos en el uso del Cabri Il Plus para el desarrollo de las actividades propuestas.

Es necesario que todas las sesiones del proyecto se desarrollen en un
Laboratorio o Aula Informatica, y que las computadoras tengan instalado el software
Cabri Il Plus.

Se proporcionara a los estudiantes un cuadernillo con las Actividades que
estan sefialadas en el Apéndice8, ademas de una carpeta virtual con los 11
archivos en formato .fig elaborados en Cabri Il Plus y sefalados en el punto

anterior.
3.5 MONITOREO Y EVALUACION

El monitoreo de la ejecucion de las actividades sera efectuado por el
responsable de la conduccion del proyecto de acuerdo a la programacion
establecida para el curso de Célculo 1 por la Unidad Académica de Estudios

Generales Ciencias.
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La Evaluacion de las actividades del proyecto de Innovacién Didactica sera
efectuada a través de las evaluaciones que se tomardn en el curso de Calculo 1 de
la Pontificia Universidad Catolica del Pera.

De acuerdo a la Programacion del 2011-1 del Curso de Calculo 1 los temas
relacionados con Limites se consideran a partir de la quinta sesion hasta la décima
sesion. Considerando que se va a aumentar el tema de Limite de sucesiones se
necesitardn siete sesiones de clase. Estos contenidos serdn evaluados
especificamente en la segunda practica calificada que tiene una duracion de dos
horas, y dentro del Examen Parcial del curso que tiene una duracion de tres horas.

Los items de la practica calificada N° 2 y del Examen Parcial seran los
mismos que las pruebas tomadas a los alumnos de losdemas horarios del curso de
Célculo 1, que no tomaran parte del Proyecto de Innovacion Didactica. Las
preguntas de las pruebas de evaluacion seran elaboradas por los profesores gue

dictan el curso.
3.6 SOSTENIBILIDAD

Con la finalidad de que el proyecto de innovacion didactica sea trasmitido a
la comunidad docente se tomara en cuenta las siguientes consideraciones:

1. Cada actividad del Proyecto de Innovacion Didactica serd presentada
siguiendo el esquema de una guia docente. Para ese efecto se ha
considerado las pautas sefialadas por el documento “Elaboracion de la Guia
Docente para la Convergencia Europea. Principios para su disefio”,
elaborado por la Universidad de Valencia. (Salinas y Cotillas, 2005). El

esquema base es el siguiente:

1. Introduccién

2. Objetivos de la actividad

3. Contenidos

4. Capacidades
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5. Obstaculos epistemoldgicos que se pretenden franquear

6. Insumos

7. Duracion:

8. Desarrollo de la Actividad

9. Indicaciones para el docente e Institucionalizacién del conocimiento

En la guia se explica los objetivos y los obstaculos epistemoldgicos que
seran franqueados en cada una de las actividades. Los objetivos se han
redactado teniendo en cuenta la Taxonomia de Bloom para la Era Digital
(Churches, 2009). Para el desarrollo de las capacidades se ha tomado en
cuenta lo planteado por Lupiafiez y Rico (2008), asi como por Solar y
colaboradores (2011) en investigaciones del Ministerio de Educacion de
Chile.

Esta Guia permitira que los criterios de aplicacion sean uniformes en los
docentes que desean poner en practica el proyecto de innovacion didactica
en sus clases de Calculo.

Las actividades estructuradas en base a la Guia Docente se encuentran en
el Anexo 8.

2. Los docentes interiorizaran la necesidad de desarrollar capacidades ligadas
al uso del software de geometria dinamica en sus clases, cuando ellos estén
convencidos de que las actividades en Cabri Il Plus son efectivas en lograr
la comprension de las nociones de limite de sucesiones y de funciones. Y
ese convencimiento se dard cuando comparen el rendimiento de los
alumnos que han participado en el proyecto con el rendimiento de los
alumnos que han trabajado en forma tradicional.El sistema de evaluacion

del aprendizaje de los estudiantes de ambos grupos sera el mismo.
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3. Los resultados de la aplicacién del proyecto de innovacién didactica seran
trasmitidos a la comunidad cientifica de educacion matematica a través de
exposiciones en eventos académicos, congresos, coloquios, etc.; asi como
a través de la publicacion de articulos en revistas educativas o en actas de
eventos.

3.7 PRESUPUESTO APROXIMADO

Para el calculo del presupuesto se tomara en cuenta los siguientes rubros:

Concepto Costo por unidad (S/.) Total (S/.)
Docente 100 1400 (14 h.)
Asistente de docencia 100 1400 (14 h.)
Alquiler aula informatica 0 0
Impresion, copias y 5 210 (42 c.)
anillado de las
actividades
Licencia para escuela
del cabri Il Plus en la 0
PUCP

Importe total 3 010,00

Para cursos de pregrado y posgrado la Direccién de Informatica Académica
no cobra por el uso de las aulas informéticas, como es el caso de Calculo 1.

Es importante sefialar que el Cabri Il Plus es un software comercial que la
Pontificia Universidad Catélica del Pert ha adquirido desde hace varios afios, por lo
gue su uso no representard un gasto adicional. Pero si una instituciébn educativa
desea adquirir la licencia tendria que gastar aproximadamente 3 720 soles (600

euros).

3.8 CRONOGRAMA

Las acciones para poner en marcha el Proyecto de Innovacion se iniciaran
el afio anterior al escogido para su ejecucion. Es necesario presentar el Proyecto

alaSeccion Matematicas del Departamento de Ciencias de la PUCP para su
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aprobacién. Si se considera ejecutar el Proyecto en el semestre 2014-1,
considerando que se inicia el 17 de marzo del 2014, el cronograma seria el

siguiente:

Acciodn Fecha

Presentaciéon del Proyecto ala Seccion Mes 1
Matematicas del Departamento de
Ciencias de la PUCP.

Elaboracion de las Fichas de Mes 2

Actividades

Ejecucibn del Tema Limite de 2 horas (quinta sesion) de la tercera

sucesiones. Actividades 1, 2 y 3. semana del mes 3
Ejecucibn del Tema Limite de 2 horas (sexta sesion) de la tercera
Funciones. Actividades 1 y 2. semana del mes 3
Ejecucién del Tema Limites laterales. 2 horas (octava sesién) de la quinta
Actividad 3. semana del mes 4

Ejecucién del Tema Limites infinitos y 2 horas (novena sesion) de la sexta

limites al infinito semana del mes 4

Préactica Calificada N° 2 2 horas fuera de la programacion de

clases de la quinta semana del mes 4

Examen parcial 3 horas fuera de la programacion de

clases de la novena semana del mes 5

Evaluacién Final del Proyecto de En la décima semana del mes 5

Innovacién Didactica

Finalmente, creemos necesario precisar lo siguiente:

e Existe un pleno convencimiento de que las construcciones elaboradas en

Cabri transponen las nociones de limite de sucesiones y limite de
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funcionesa un entorno informético. Estas construcciones tienen una fidelidad
epistémica, su manipulacion transmite nuevos conocimientos a las personas
gue trabajan con ellas.

Las preguntas elaboradas en las guias de actividades, si bien procuran
establecer interacciones entre el estudiante y la actividad en Cabri, podrian
ser mejoradas, mas aun cuando se aplique la propuesta en aula. Las
actividades se hanaplicado en forma individual, y a ese nivel se ha
demostrado su efectividad en la ensefianza de las nociones sefaladas.

La aplicacion de la propuesta didactica es posible siempre y cuando la
institucion educativa cuente con un Laboratorio de Informatica y con el
software Cabri. De no contarse con la licencia es posible descargar de
internet la version de evaluacién por un periodo de 30 dias.

Este trabajo ha sido desarrollado en su primera versibn como parte del
trabajo final del curso Analisis 1 de la Maestria en Ensefianza de las
Matematicas de la PUCP, llevado el ciclo 2005 — II. Es decir tiene 7 afios de
creacion y de un desarrollo continuo. Para su realizacién se ha dado todo el
esfuerzo que felizmente ha sido recompensado con la aceptacién en
diferentes eventos académicos nacionales e internacionales, asi como se ha
visto gratificado con su publicacion en diferentes oportunidades.

Las mas grandes satisfacciones que motivan la persistencia en la propuesta,
a pesar de percibir el rechazo de algunos a utilizarla, se dan cuando se ve la
expresion de aceptacion de los profesores cuando la trabajan, y cuando se
aprecia el placer de los estudiantes por encontrarse en un ambiente que es
“su” entorno habitual y el placer porcomprender lo que se les pretende

ensefiar.
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APENDICE 1
Preguntas y estudio de las respuestas del examen parcial del curso de Calculo 1 del 2005-2, vinculadas a la nocién de

limite

Las preguntas analizadas en el Examen Parcial de Célculo 1 (2005-2) fueron las siguientes:
1. Sefialar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas justificando su respuesta:
. . 1
a) Si lim f(x)=0= lim f(x)sen==0
X—>+o0 X

X—>+0

b)VM < 0,36 >0/xeDom(f)ra<x<a+d= f(X)<M = lim f(x) =-

Tabla N°1 Estudio de las respuestas 1 a) y 1 b) del Examen parcial del curso de Calculo 1 del 2005-2

68

ftem Respuesta Veces Argumento dado por el estudiante Observaciones del investigador

1la) Correcta Por el Teorema del Sandwich.

(1< sen()l() <1)f(x)

lim—f(x)< lim f(x)sen(l)s lim f(x)
X—>+00 X—>+00 X X—>+00

4
0< lim f(x)sen(%)so
4 lim sen(1/x) = sen(0) =0 liml/x=0
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Incorrecta

(0]

sen(— ) 1
lim £ O)(—> X )( )——Ilm f(x)=0

X

f(x)=1/x , f(xX)=1/(x+1) , f(Xx)=1/(x-1) .,
F(X) =1/%2 e,

Es verdadero porque al ser lim f(x)=0 y multiplicar

X—>+0

cualquier funcioén, el producto siempre sera cero.

sen(l/x) = n, entonces lim sen(= ) =n

X—>+00

Reemplaza Iim sen(1l/ x) por Iim sen(l/x)=0. Como

lim sen(1/ X) #* IIm sen(1/ x) entonces la respuesta es

X—>+00

diferente de cero.

limsen(1/ x) =no existe
X—>00

Trata de acomodar la expresion a la propiedad

. senx
lim =1.
x=>0 X

Factoriza (separa) la expresion 1/x fuera del limite, lo
cual no es correcto pues “X” es la variable.Parece
que ha usado la propiedad de producto de limites sin
considerar que la condicion previa es el
conocimiento de la existencia de cada uno. Aqui
debe probar que existe, esta asumiendo su
existencia.

Utilizan casos particulares para justificar su
respuesta.

Extiende propiedades de la multiplicacion de los
nameros reales que son validas en el algebra pero
no en el pensamiento analitico. No ven la
tendencia.Hay contraejemplos que demuestran lo
contrario.

sen(l/x) es una funcién, no es una constante.
Escribe incorrectamente esa funcién.

Error de concepto. No se conoce la razén por la cual
cambia x —+e por x —0. Pero limsen(1/x) =0
x—0

Error en la aplicacion del limite a la funcion seno.
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1.b)

Correcta

12

lim sen(1/x) =L

X—>+00

a =sen(l/+ )
a=sen(0)=0

sen(1l/ x) seria indeterminado y no existiria si fuese 0, por
ello el limite de sen(l/x) no esta definido por eso no es
seguro que sea cero la respuesta.

lim sen(1/ x)

X—>+0

lim sen(1/x) = lim sen/x = (limsen)(lim1/x) = (sen)(«)

=1

X—+00 X—>+0

Xlirpoo f (x)sen(1/ x) = sen(1/ x)(xlirpoo f (X))

No responden nada

X0

Error en la notacion. Piensa que 1/ X es valor en
radianes. No comprende que sen(l/x) es una

funcion.

Esta mal dicho pero se refiere a
g(x) =sen(1/x),x#0.

g(x) no esta definida en x = 0, pero ello no implica
que no exista el limite.

Escribe incorrectamente la funcion sen(1/ x) .

Cree que sen(l/x) es una constante, no la opera
como una funcion.

Comprende la definicién del limite cuando x tiende al
menos infinito. Los estudiantes identificaron la
proposicion con la definicion de limite infinito
negativo, cuando x tiende a a por la derecha.
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VM <0,36 >0/0<|x—alxkd = f(x) <M

lim f(x) = -0

Incorrecta 3 vM <0,36 >0/0<x—a<do= f(X)<—M. No toma en cuenta que M<0. El otro estudiante es
) ) rigido y considera que N>0, si N<O, entonces esta
dice que por el signo es falso. mal. Memorizan mecanicamente las definiciones. El
tercer estudiante trata por todos los medios de
Para N>0...... = f(X) <—N, por eso es falso. acomodar la pregunta a la definicion que le han
ensefado.

VN >0,36 >0/0<x—a<d = f(xX) >N
VM < 0,36 >0/—-d<x—a<0= f(X)—N
VM <0,36 >0/-6<x—a<0= f(x) <N

1 No existe ningn & en la definicién. Se queda en lo formal. No considera que se pueda
enunciar la definicién de limite de otra manera.
Memorizacién mecanica.

1 VM >0,36 >0/0<|x—al<xd= f(x)>M Escribe la definicion de limite infinito positivo
ensefiada en clase. La ha memorizado.

1 Para todo M positivo hay un ¢ negativo. 0 es una distancia, nunca puede ser negativa. Hay
una confusién de limites infinitos positivos vy
negativos.

13 No responde nada

1 Identifica f(x) con —(xz) No toma en cuenta que para justificar esas

afirmaciones no podemos tomar casos particulares.
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1 ’ Pone la distancia ¢ hacia la izquierda, cuando debe
considerarla hacia la derecha. Por ello no logra
elaborar el grafico correctamente.

1
1ot No grafica correctamente el limite lateral por la
derecha donde los valores de x se acercan a “a”
desde valores mayores que a, decreciendo.
M
i

1 No necesariamente ya que f(x) puede ser positivo o puede No toma en cuenta las condiciones que se

ser negativo. establecen en la afirmacion.

1 5 No logra graficar la funcién. Parte de considerar al

lim f(x)=L

x—a*t

No siempre es infinito negativo.

limite de la funcién a L, cuando la afirmacion senala
gue el limite es — infinito.

El limite no siempre es infinito negativo pero en este
caso lo es.

Fuente: Elaboracién propia.
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Tabla N° 2. Analisis de las respuestas a la pregunta 1 a)

. . Dificultad u
Preguntas Categorias Frecuencia Frecuencia obstaculo
i 0,
Absoluta Relativa (%) epistemolégico
Correctas Utiliza el teorema
del sandwich.
Aplica limite sobre 8 22.9
1/x.
Incorrectas Utiliza casos Limite en el status de
particulares 8 22.9 proceso, no llega al
de objeto.
No escribe Complejidad del
correctamente la 5 14.3 objeto matematico
funcién seno funcion seno.
Utiliza las No accede al
propiedades de pensamiento fun-
los nimeros 6 17.1 cional, se queda en el
reales en el caso pensamiento
de funciones numeérico.
No escribe Complejidad del
correctamente la objeto matematico
A 5 14.3 e
definicién de limite.
limite
No responde 3 8.5
Total 35 100

Fuente: Elaboracién propia
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Tabla N°3. Andlisis de las respuestas ala pregunta 1 b)

Preguntas Categorias Frecuencia Frecuencia Dificultad u
Absoluta Relativa(%) obstaculo
epistemologico

Correctas Identifica la 12 34.3
proposicion  con
la definicibn de

limite infinito
negativo.
Incorrectas Utiliza casos 1 2.9 Limite en el status
particulares de proceso, no
llega al de objeto.
Utiliza la 4 11.4 Obstéculo légico.
definicién de Complejidad légica.

limite al infinito
proporcionada en

clase.

No escribe 5 14.3 Complejidad del
correctamente la objeto matematico
definicion de limite.

limite al infinito

No responde 13 37.1

Total 35 100

Fuente: Elaboracién propia.
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APENDICE 2

Preguntas de la entrevistas a docentes del curso de Célculo 1 de Estudios

Generales Ciencias de la PUCP

1. ¢Considera usted que las dificultades relacionadas con la complejidad de los
objetos béasicos del célculo (numeros reales, funcion) son validas en la
realidad educativa en la que usted se desempefia como docente? Si, por

favor, podria darnos algunos ejemplos.

2. ¢Propondria usted otros objetos basicos del célculo u otras nociones

matematicas que no han sido considerado en el primer grupo?

3. ¢Considera usted que las dificultades asociadas a la conceptualizacion y
formalizacion de la nocion de limite (obstaculos geométrico, l6gico, etc.) han
estado presentes en el aprendizaje de los estudiantes de los cursos de

célculo a su cargo? Si podria explicar un poco por favor.

4. Por su experiencia docente, ¢ usted ha detectado otras dificultades que tienen
los estudiantes de calculo para conceptualizar la nocion de limite que no han

sido consideradas en la pregunta anterior?

5. ¢Qué comentarios le merecen las dificultades relacionadas a la ruptura con el
modo de pensamiento algebraico para alcanzar a desarrollar el pensamiento

analitico?
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APENDICE 3
Resumen de las entrevistas a docentes de Célculo 1 de Estudios Generales Ciencias de la PUCP

1. Entrevista al profesor A:

76

| Pregunta 1
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“Yo he notado efectivamente que, por ejemplo, cuando en Estudios Generales Ciencias se trabaja o que se refiere a inecuaciones, inecuaciones
cuadraticas por ejemplo, ...se muestra...que los alumnos no han comprendido realmente las propiedades de los niumeros reales, la continuidad...en
cuanto a su ubicacion en la recta, ahi se pueden detectar algunas deficiencias, en concreto con este tema, con los nimeros reales”...."yo diria que si,
gue si que si efectivamente también son validas estas dificultades en el &mbito en el que yo me desempefio.”...”"En el caso de las funciones la mayor
dificultad creo que se da cuando se concibe a la funcién solamente a través de su representacion algebraica, cuando hay problemas para poder hacer
el nexo entre la representacion algebraica con la representacion grafica y viceversa, establecer conexiones entre estas representaciones”...

Pregunta 2

“...hay ideas asociadas a la logica proposicional, hay ideas asociadas a la teoria de conjuntos, a los cuantificadores, al lenguaje mismo que se emplea
y a la ldgica que esta detras de la forma de pensar en célculo, que los alumnos no tienen, o que no saben cémo esto se puede conectar.”

Pregunta 3

..."Los alumnos mas bien terminan quedandose con la idea, me da la impresion, de que todo se puede hacer asumiendo que es continua la funcién, y
gue todo consiste en evaluar la funcién en el punto, y que esos problemas de célculos de limites para los casos en los que hay que levantar
indeterminaciones al final se reducen a, mejor dicho, evaluemos, lleguemos a una funcién donde pueda evaluar, se vuelven expertos en técnicas mas
bien algebraicas para reescribir las expresiones, para levantar indeterminaciones para que al final puedan evaluar las funciones, y entonces la nocioén
de limite se pierde, no se busca comprender que esta pasando en un entorno ni nada de eso, esta reemplazando la funcién por otra en la que si hay
continuidad y esta diciendo como evaluar.”...

Pregunta 4

..."Hay propiedades interesantes en la nocién de limite, y hay algunos problemas que si ayudan,”...“cuando se les plantea a los alumnos preguntas
sobre la validez de una determinada propiedad”...“se puede hacer uso de ese tipo de preguntas que apuntan mas a una concepcion correcta de limite
gue a un mero calculo algebraico de una propiedad, porque son preguntas donde se requieren contraejemplos para decir que una propiedad no
vale”...

Pregunta 5

..."lo que es una igualdad en &lgebra difiere esa definicién de igualdad con lo que se trabaja en esa parte de las matematicas que involucra los
limites”...“por ejemplo a que el 0,999... es 1, la sorpresa a la que se enfrentan, porque sienten que es casi uno pero no es uno, y ahi esté detras la
definicién de limite.”... “En los objetos geométricos por ejemplo la nocién de tangente, eso pasa también con la nocién de asintota, no solamente pasa
con la de tangente, cuando tu ensefias en geometria analitica la hipérbola y le dices que las asintotas son esas dos rectas a las que se aproxima pero
gue nunca toca, también eso lo llevan cuando se hace luego analisis, esa idea, una asintota es una recta a la cual la curva se acerca pero que nunca
la va a tocar, eso que también es falso en general, lo importante es como se comporta la curva a medida que la variable crece o decrece
indefinidamente”... “asi como para la circunferencia definiste recta tangente como la recta que la tocaba solo en un punto, han tenido unas definiciones
previas en contextos que no son contextos relacionados con el andlisis. ...esos mismos nombres se traen... para ...el analisis, ... es dificil romper esa
idea”.

2. Entrevista al Profesor B

| Pregunta 1
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“...es0s conceptos se asumen, no se trabajan, por lo tanto no se detectan estas dificultades... tal vez lo que persiste es la identificacion de lo que
es la funcién con lo que es la grafica de la funcion.... son capaces de entender que el objeto funcidon se le puede manipular por ejemplo
derivandolo, y que la derivada resulta que puede ser otra funcion.... la sorpresa es cuando la derivada es una constante, entonces ahi se les
recuerda,...que la constante también es una funcién. ... hay dificultades pero una vez conocidas, ... se va entendiendo cudles son estas
dificultades... ellos reconocen, asocian, eso también es un problema que viene alimentado de Matematica 1, funciones con férmulas.... no
necesariamente toda funcién tiene asociada una expresion algebraica.”

Pregunta 2

“Formalmente llamariamos lo que es un punto de acumulacidon. Nosotros no definimos formalmente lo que es un punto de acumulacion. Sin
embargo, de manera intuitiva se necesita trabajar con él... hay que desarrollarla a lo largo de casi toda la mitad del curso, es decir, esta idea de
gue entre dos puntos existen infinitos puntos, ... que significa lo que es una vecindad,... esas nociones que estan en la raiz de limite... entonces
lo que hacemos es una aproximacién intuitiva grafica.”

Pregunta 3

“...trabajamos directamente el limite con la nociéon de que es basicamente el valor que deberia “tomar una funcién” en un punto, teniendo en
cuenta lo que sucede alrededor, entonces se empieza con esta idea vaga intuitiva, apoyada en el grafico, y no se empieza con una definicion en
cuantificadores, por lo cual no hay dificultades en ese sentido... Con ese grafico inmediatamente se pasa a la notacion, todo dentro de una primera
sesibn. Y se les explica que esta nocién de limite vamos a irla puliendo, a través de lo que nosotros llamaremos los teoremas, es decir, verdades
gue se demuestran a partir de una definicion gue nosotros no la damos. Aqui aparece estas propiedades, esta algebra de los limites, ...”

Pregunta 4

“....no son capaces todavia de reconocer que el limite hay que entenderlo en su dualidad, es un proceso y un objeto. Es un objeto cuando puedo
aplicarle unas reglas, pero para aplicarle esas reglas tengo que ser consciente de cuando puedo aplicar esas reglas. Y esa regla falla porque en
realidad el limite no es un objeto, es un proceso, entonces esas hipotesis estan asociadas justamente a alertarme a mi cuando yo puedo simplificar
el limite y simplemente reemplazar, cuando no puedo reemplazar porque el limite no es reemplazable, es decir no es algo estatico...”

Pregunta 5

“...podriamos mencionar el ejemplo de la tangente, ya cuando se introduce utilizando limites la nocion de derivada... que la nocion de tangente que
traen los alumnos es la tangente asociada a una circunferencia, es una recta que corta a la circunferencia en un punto... y entonces eso les trae
desde el primer momento conflictos...y le decimos que trace la tangente y la traza tranquilamente, y entonces luego una vez que ya fue trazada la
tangente, aumentamos la curva, la circunferencia la seguimos, la hacemos de tal manera de que toque a la tangente que han dibujado en tres o
cuatro puntos, nos la arreglamos. Entonces decimos, ¢ sigue siendo la tangente en el punto? Entonces entra otra vez en un conflicto porque la
idea de tangente es que toca en un solo punto....Entonces claramente esta totalmente justificada una primera dificultad pero que se conoce y que
hay formas, al menos nosotros pensamos, de abordarla.

3. Entrevista al Profesor C

Pregunta 1

“Si un nimero es natural, entero, racional, no sobre todo en los cursos de generales ciencias, he visto que esa parte si la tienen clara. En ese
aspecto no he encontrado dificultad. En la parte en que sefiala que mayormente para reconocer una funcién no se utiliza la definicion sino asocian
la funcién con una férmula... muchas veces inclusive no se menciona el dominio, en gue &mbito se define esa funcion... no manejan muy bien el
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concepto de sucesion como una funcion... Mas facil para el estudiante es pasar del registro algebraico al grafico, pero cuando se da el proceso
inverso, pasar del gréfico al algebraico, tienen dificultades.”

Pregunta 2

“...al comienzo quiza se trabaja como se sefala aqui en el material con funciones o con sucesiones cémodas donde efectivamente el limite es facil
de detectar o se puede ver mas 0 menos adonde converge una sucesion o cudl es el limite de una funcién... Y después en una segunda etapa, en
cursos mas avanzados, por ejemplo aqui el concepto de sucesion se da en cursos ya de Calculo 4, donde el alumno ya ha adquirido madurez, y tal
vez en ese momento ya se puedan trabajar cuestiones mas complicadas respecto a las sucesiones, por ejemplo... Definitivamente tienen muchas
dificultades para el manejo correcto de los cuantificadores, el para todo y el existe. En las pruebas se ve que a veces se mecanizan...”

Pregunta 3

“...Se hace un uso del algebra pero a veces hay procesos de simplificacidn, eliminar factores por ejemplo, que se hacen de forma automatica pero
el alumno la mayoria de veces no se da cuenta de que puede cancelar porque esta trabajando con valores diferentes del ndmero al cual esta
tendiendo una funcién... El pensamiento analitico es dificil de alcanzar con profundidad, hay que insistir mucho sobre todo para hacerle notar que
el concepto de limite es un concepto local, alrededor de un puntito, porque si ya se alejan mucho de ese puntito se pueden estar alterando
propiedades, resultados que se pueden necesitar para analizar ese limite.

Pregunta 4

Tienen dificultades para considerar esa nueva consideracion respecto a igualdad de cantidades, recta tangente a una curva, si tienen dificultades
para adoptar esta nueva concepcion.

Pregunta 5

La dificultad central en el estudio del limite, digamos por ejemplo de las funciones, claramente pues esta en el manejo formal de la definicion, el
manejo formal de la definicion a pesar de que se insiste se repite y se ve en varios cursos, primero a nivel de funciones de una variable, después
a nivel de funciones de varias variables, manejar la definicion cuesta mucho trabajo. Se puede manejar con relativa facilidad funciones simples, en
el caso de funciones de una variable funciones lineales, en el caso de funciones de varias variables también funciones de primer grado, pero ya
cuando se pasa a funciones de segundo grado funciones mas complicadas ya el manejo de la definicion se torna mas complicado para el alumno.
No tanto asi en la parte operacional la parte de calculo cuando ya después se les da los teoremas para calcular limites eso si lo manejan con
relativa facilidad tanto en una como en varias variables. La dificultad central esta en el manejo de la definicién formal de limite.
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APENDICE 4

Andlisis de las entrevistas

Tabla N°4. Andlisis de las entrevistas a profesores de la PUCP sobre
dificultades en la Ensefianza del Célculo

Dificultad

Profesor A

Profesor B

Profesor C

Complejidad de los
objetos basicos del
calculo

Si. Hay dificultad
en la
conceptualizacion
de los nimeros
reales, en sus
propiedades, y en
la nocién de
funcién, cuando
serelacionansus

Si. Se suele
identificar a las
funciones con
graficas y
féormulas. Un
namero puede
ser una funcion
constante.
Dificultad en la

Si. Se tiende a
identificar a las
funciones con las
féormulas. No se
considera a las
sucesiones como
funciones.
Dificultad en el
paso del registro

representaciones. idea de punto de grafico al
acumulacion. algebraico.
Conceptualizacion  Si. Existen los Si. El limite de Si. Hay un
y formalizacion de  obstaculos légico una funcion es obstaculo légico
la nocion de limite  y geométrico. un objeto por el uso de la
(obstaculos Dificultad de porque se definicion formal.
geomeétrico, légico, aplicar limites aplican reglas, También existe
etc.) enlas funciones no  que fallan un obstaculo
continuas. porque es un geomeétrico.
proceso.
Ruptura con el Si, existe dificultad Si, en dibujar Si, al redefinir la
modo de pen- al reconstruir los una tangente nocion de
samiento objetos gue toca s6lo en igualdad en el
algebraico para matematicos un punto a la pensamiento
desarrollar el (asintota). curva. analitico, asi
pensamiento como la tangente
analitico. a una curva.
Fuente: Elaboracién propia.
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APENDICE 5

Carreras universitarias de las principales universidades de Lima en que se

ensefa Calculo

Tabla N°5. Carreras de las principales universidades de Lima en las que se

ensefia Célculo

Campo cientifico

Carrera universitaria

Ciencias Sociales

Ciencias Basicas

Educacion

Ciencias de la vida

Ciencias de la salud

Ciencias Econémico-
empresariales

Ingenierias

Geografia

Quimica

Fisica

Matematica

Estadistica

Investigacién Operativa
Computacioén Cientifica
Ingenieria Fisica

Ciencia de la computacién

Secundaria. Especialidades: Matemética,
Quimica, Biologia

Biologia

Medicina Humana
Obstetricia

Enfermeria
Tecnologia Médica
Nutriciéon

Farmacia y Bioquimica
Ciencias de los Alimentos
Toxicologia
Odontologia
Estomatologia
Medicina Veterinaria
Nutricién

Economia

Administracion

Contabilidad

Gestion de Recursos Humanos
Marketing

Agronomia
Meteorologia

Ambiental

Forestal

En Gestion Empresarial
Estadistica e Informatica

Fisica,
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En Industrias Alimentarias
Agricola

Pesqueria

Zootecnia

Informética

Quimica

Agroindustrial
Mecanicade Fluidos
Geoldgica

Geografica

De Minas

Metallrgica

Civil

Industrial

Textil y Confecciones
Electrénica

Eléctrica
Telecomunicaciones

De Sistemas

De Software

Econdmica y Ciencias sociales
De Petréleo y Petroquimica
Empresarial

Mecatrénica

Gestidn y Alta Direccion

Arquitectura

Fuente: Elaboracion propia en base a la informacion encontrada en las siguientes paginas
web el 20 de abril de 2013

http://www.uni.edu.pe/sitio/academico/facultades/
http://www.admision.unmsm.edu.pe/portal/index.php?option=com_content&view=article&id=2&lte
mid=3

http://www.up.edu.pe/carrera/ingempresarial/Paginas/JER/Detalle.aspx?IdElemento=53
http://www.pucp.edu.pe/content/index.php

http://www.upch.edu.pe/upchvi/portada.asp

http://www.ulima.edu.pe/webulima.nsf/

http://www.usmp.edu.pe/index.php?pag=facultades

http://www.urp.edu.pe/
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APENDICE 6

Sugerencias recibidas alo largo de las exposiciones del proyecto de

innovacion didactica

Fecha Lugar Docente Sugerencia

Febrero 2008 |1l Coloquio sobre | Cecilia Gaita | Propuso hallar uncamino
ensefianza de las geomeétrico para
matematicas. Lima determinar & en funcion

de e.

Julio 2008 Il Coloquio sobre | Jacqueline Darle mas dinamismo al
ensefianza de las | Huanqui punto a en la construccion
matematicas, Lima, y de la definicion de limite.
en el ICME 11,

México.

Julio 2008 Workshop del ICME 11 | Docente La definicibn de limite
(México). invierte la direccion de la

implicacion.

Julio 2008 Topic Study Group N° | Yudariah Posibilidad de dividir el
16 del ICME 11. Mohammad dominio en trozos.

(Malasia)
Agosto 2012 | VI Iberocabrien Lima | Laurito Alves | Desplazamiento mas
(Brasil) natural en los intervalos
del eje X.
Digitos de la parte
decimal de las
coordenadas del punto.
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APENDICE 7

Eventos académicos, publicaciones y encuesta sobre el Proyecto de

Innovaciéon Didactica

1. Eventos académicos

El Proyecto de Innovacion Didactica desarrollada en el presente trabajo no
se expuso en su totalidad en un solo evento. De acuerdo a como se ha ido
desarrollando la investigacion, se expuso cada avance en los diferentes eventos,

los cudles han sido los siguientes:

Febrero de 2006. En el Coloquio Internacional sobre Ensefianza de la Matematica
a Estudiantes de Ingenieria. IREM. GIEMU, se present6 la comunicacion “Estudio
de los errores en el concepto de limite de funciones en un curso de Célculo 1”7, en la

Pontificia Universidad Catdlica del Perd.

Julio de 2006. En el XXIV Coloquio Nacional de Matematica “Maynard Kong” de la
Sociedad Matematica Peruana, se expuso la comunicacion “Visualizacién del
cambio en la nocién de Limite usando Cabri”, en la Universidad Nacional San Luis

Gonzaga de Ica.

Agosto de 2006. En el Quinto Encuentro Cientifico Internacional de Invierno
(ECI2006), se presentd la ponencia: “Un estudio sobre los errores en el concepto de
Limite de Funciones en un curso de Calculo 1", en el Centro de Convenciones

Internacionales del INICTEL, en Lima.

Julio de 2007. En la XXI Reuniéon Latinoamericana de Matematica Educativa
(RELME 21) se desarrolld el Taller “Visualizacion de la nocién de limite utilizando

Cabri Géometre”, en la Universidad del Zulia, Maracaibo, Venezuela.

Febrero de 2008. En el lll Coloquio Internacional sobre Ensefianza de las
Matematicas llevado a cabo en la PUCP se expuso el Taller “Visualizacion de la

nocion de limite empleando Cabri II” en compafiia de Jacqueline Huanqui.

Julio de 2008. En el 11th International Congress on Mathematical Education (ICME
11), en el Topic Study Group N° 16: Research and development in the teaching and
learning of calculus se present6 el paper “El papel de la visualizacién en el andlisis
epistemoldgico de la nocion de limite”, en la Universidad Autdnoma de Nuevo Ledn,

Monterrey, México.
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Julio de 2008. Asimismo, en el ICME 11, se expuso el Workshop: “Visualizacion de
la nocién de limite usando Cabri II”, en compafia de Jacqueline Huanqui, en la

Universidad Auténoma de Nuevo Ledn.

Julio de 2008. En la XXIl Reunién Latinoamericana de Matematica Educativa se
presento6 el Reporte de Investigacion “Analisis epistemolégico de la nocién de limite

en un contexto computacional”, en el Instituto Politécnico Nacional, México D.F.

Agosto de 2012. En el VI Congreso Iberoamericano de Cabri, Iberocabri 2012,
desarrollado en la PUCP, se expuso el Taller: Visualizando los limites de funciones
y las derivadas con geometria dinamica, en compafiia de Maria Elena Villanueva y

Rocio Delgado de la Universidad Nacional Agraria de la Molina.
2. Publicaciones en actas de eventos académicos

El proyecto de innovacién tuvo un proceso de desarrollo. Las ideas que han ido

dando cuerpo a la propuesta fueron publicadas en actas de eventos académicos:

1. Bonilla, M. y Huanqui, J. (2008). Visualizacién de la nocion de limite
empleando el Cabri Il. En: C. Gaita (Ed.). Actas del Ill Coloquio Internacional
Sobre Ensefianza de las Matematicas (pp. 183-193). Lima: Pontificia

Universidad Catélica del Peru. Disponible en:

http://www.pucp.edu.pel/irem/publicaciones archivos/Actas-2008.pdf

http://irem.pucp.edu.pe/wp-content/.../taller 4 bonilla iii coloquio.doc

2. Bonilla, M. (2009). Analisis epistemoldgico de la nocién de limite en un
contexto computacional. En: P. Lestdén. (Ed.). Acta Latinoamericana de
Matematica Educativa, 22 (pp. 1753-1760). México, DF: Colegio Mexicano de
Matematica Educativa A. C. y Comité Latinoamericano de Matemaética

Educativa A. C. Disponible en:

http://www.clame.org.mx/documentos/alme22.pdf

3. Bonilla, M., Villanueva, M y Delgado, R. (2012). Visualizando los limites de
funciones y las derivadas con geometria dinamica. En F. Ugarte y H.
Azabache (Eds.). Actas del VI Congreso Iberoamericano de Cabri. Iberocabri
(pp. 172 - 177). Lima: Pontificia Universidad Catolica del Perd. Recuperado
de http://textos.pucp.edu.pe/textos/ver2/2654
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3. Encuesta aplicada a los docentes asistentes al Taller “Visualizacién de la
Nocién de Limite empleando el Cabri II” de febrero de 2008

INSTITUTO DE INVESTIGACION PARA LA GRUPO DE INVESTIGACION PARA L

ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS ENSENANZA DE LA MATEMATICA
PONTIFICIA
IREM - PERU UNIVERSIDAD UNIVERSITARIA
CATOLICA GIEMU-PUCP

DEL PERU

MAESTRIA EN ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
PUCP

III Coloquio Internacional sobre Ensefianza de las Matemdticas
Campus de la PUCP- 13, 14 y 15 de febrero de 2008

#  Esta encuesta es andnima y su opinién nos permitird recoger sugerencias y recomendaciones
en relacién a este evento asi como nos permitird seguir mejorando para la realizacién de
préximos eventos.

®  Marque con un circulo la opcién mds cercana a su propia apreciacién dibujando una
circunferencia sobre la letra respectiva. Mucho agradeceremos que conteste la presente
encuesta con la mayor sinceridad posible.

Preguntas sobre el participante:

1. Ud. se identifica como:

Profesor de Secundaria

Profesor de Centro Preuniversitario o Academia de preparacion
Profesor de Instituto Superior Tecnoldgico

Profesor Universitario

Otro:

samoe

Preguntas sobre el taller:

2. ¢Ud. considera que desde un inicio ha sido claro el objetivo del taller?
a. Si
b. No
c. No sabe, no opina

3. ¢Ud considera que se cumplieron los objetivos del taller?
a. Si
b. No
c. No sabe, no opina

4, ¢Ud considera que ha adquirido nuevos conocimientos?
a, Si .
b. No “
c. No sabe, no opina

5. ¢Ud considera que podrd implementar en su centro educativo el tema que ha aprendido en este
Taller?
a. Si
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IREM — LIMA - 2008

QN8 %
& — Maestria en la ensefianza de la mateméticas PUCP
N é_,‘ Grupo de investigacion para la ensefianza de la matematica universitaria GIEMU-PUCP
v

b.  No podré implantar estos temas , pues:

c. No sabe, no opina. épor qué?

6. <Ud considera que la metodologia utilizada en el taller por las profesoras Jacqueline Huanqui y
Maria del Carmen Bonilla ha sido adecuada para lograr incrementar su propio aprendizaje sobre
el tema?

a Si
b. No ha sido adecuada, pues:

c.  No sabe, no opina. ¢Por qué?:

7. ¢Ud considera que la metodologia utilizada en el taller la podrd implementar (total o
parcialmente) en su centro educativo para tratar este tema u otros?
a. Si
b.  No podré implementarla, pues:

c.  No sabe, no opina. ¢Por qué?:

8. Este espacio ha sido reservado para que Ud, libremente nos de su opinidn y sugerencias sobre el
enfoque del taller, sobre el tema, sobre la metodologia, respecto a los alcances del tema, y para
que hos sugiera otros temas que puedan ser de interés para Ud.

Muchas gracias.

Taller A4 2
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4. Resultados de la encuesta aplicada a los docentes asistentes al taller del
[l Coloquio

Tabla N° 6. Resultados de la pregunta sobre el tipo de participante en la
encuesta de opinién.

Profesor de .
Pregunta Profesor de Instituto Profesor ESt“d"’%‘”Fe de
sobre el Secundaria Superior Universitario especialidad
participante periol Matematicas
Tecnoldgico
Pregunta 1 1 9,1% 2 18,2% 7 63,6% 1 9,1%

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla N° 7. Resultados de las preguntas sobre el taller en la encuesta de

opinion
Preguntas sobre el S| NO No sa_be /no En blanco
taller opina

2) Objetivo claro del 11 100%
taller
3) Se cumplieron o
objetivos del taller - il
4) Ha_ad_qumdo nueves | 15 | 909.9% 1 9.1%
conocimientos
5) Podra |mpleme_ntar 10 | 90.9% 1 9.1%
en su centro educativo
6_)La metodologia ha 10 | 90.9% 1 9.1%
sido adecuada
Qrsgt‘i:jaolo'gl,‘g'eme”tar o' | 81.8% | 1% | 9.1% 1 |9.1%

Fuente: Elaboracién propia.

! Un docente encuestado escribid: “lo podré implementar sélo parcialmente”

Un docente encuestado escribié: “me falta el dominio del programa.

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




‘\WNE&%
: (‘-’-a ‘ PONTIFICIA

TESIS PUCP 80 EE}%ESE',E’AD

DEL PERU

Opiniones y sugerencias de los participantes:

o] Me ha gustado mucho, como es posible utilizar la tecnologia para poder
ayudarnos en nuestras clases, y lograr con ello que los estudiantes
comprendan mejor las definiciones formales de matematica. Seria bueno que

hubieran mas talleres sobre utilizacion de tecnologia en nuestras clases.

o] El taller debe ampliarse para otros temas dentro de la matematica aplicada,
como puede ser aplicaciones hacia la economia, que nos pueda visualizar por

ejemplo un costo marginal (aplicacion de la derivada).

o] Es muy buena la iniciativa de considerar el Cabri como una herramienta para

ayudar a comprender los conceptos matematicos.

o] Estd muy bien y debe implementarse para otras definiciones del Analisis

Matematico como la derivada y porque no la integral.

o] Me ha sido satisfactorio, el Cabri es muy interesante. Me gustaria que en una
oportunidad se programe para trabajar en 3D.

o] El tema que se expuso en el taller es muy interesante ya que nos facilita

visualizar los cambios que queremaos ver.
o Todo ha sido de alto nivel, los temas requeridos serian en 3D.
o] Aplicar Cabri para funciones de varias variables.

0 Mas informacién sobre material multimedia.
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APENDICES

Actividades del Proyecto de Innovacién Pedagdégica elaboradas en Cabri Il

Plus
QUINTA SESION
ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIO DEL LIMITE DE UNA SUCESION
1. Introduccidn a las Actividades de la quinta sesion

Considerando los supuestos propuestos por Hitt y Paez (2005), la idea es
trabajar con actividades de caracter geométrico que estimulen la intuicion de
los estudiantes, y a partir de ellas procurar trazar un camino que conduzca a
la comprension de las propiedades matematicas presentes, facilitando la
posterior formalizacién de la nocién de limite de sucesiones, o lo que es lo
mismo, que las actividades propuestas faciliten la comprension de las
definiciones algebraicas. Del conjunto de actividades propuestas por otros
investigadores y recopiladas por Hitt y Paez,primero vamos a presentardos de
ellas para iniciar la construccibn de la nocion de limite de sucesiones
utilizando la geometria dinamica del Cabri Il Plus. La tercera actividad se trata
sobre una sucesion numérica. Las tres actividades, 1, 2 y 3que siguen a
continuacién se realizan en una sesion de clase de dos horas. La
institucionalizacion de la definicion de limite de sucesion se realiza al finalizar
cada una de las tres actividades, remarcando en cada caso, lo particular de

cada uno.
Actividad 1: Sucesién de Triangulos
2.  Objetivos de la actividad 1

Formalizar la nocién de limite de sucesiones a partir de la representacion

geomeétrica de una sucesion convergente.

Establecer la diferencia entre el limite de una sucesion convergente y el limite

de una sucesién divergente.

Interrelacionar las representaciones geométrica, numérica y algebraica del

limite de una sucesidn convergente.
3.  Contenidos
Limite de una sucesién convergente

Limite de una sucesién divergente
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Vecindad o entorno alrededor de un punto.
4.  Capacidades
Calcula el limite de una sucesion convergente.

Emplea correctamente la definicion de limite de una sucesion en la resolucion

de problemas.

5.  Obstaculos epistemoldgicos y dificultades que se pretenden franquear
Obstaculo légico
Obstéaculo geométrico

El factor dual de los conocimientos matematicos: como objetos y como

procesos
6. Insumos
Ficha de actividades impresa
Archivo en Cabri Il PlusSucesion de tridngulos.fig.
Calculadora
7. Duracion
20 minutos.
8.  Desarrollo de la actividad

1. Abre el archivo Sucesién de triangulos.fig (Grafico N° 3) que ha sido
elaborado con el software Cabri Il Plus. En la parte superior de la pantalla, a
la izquierda dentro de Edicion hay un comando Revisar la construccion.
Seleccidnalo. Sale un cuadro. Haz click en la flecha derecha, paso por paso,

para poder visualizar el proceso de construccion y entender su logica.
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Gréafico N° 3. Sucesion de triangulos equilateros.fig

e el

[ 16 e 2] A ]

Active revisar construcién

)

elile@s Bl=]ald]
Fuente: Elaboracion propia en base a la propuesta de Hitt y Paéz (2005)
Sea ABC un triangulo equilatero de area Ay = S. Los puntos medios de cada

lado A;, B; y C; se unen formandose nuevos triangulos. (Grafico N° 4)

¢, Cuéntos triangulos se han formado? ¢ Todos son equilateros? ¢, Cual es el
area A; (en funcién de S) del triangulo centralA/X;C;.?

Grafico N° 4. Formacién de nuevos triangulos

A c

Fuente: Elaboracidn propia en base a propuesta de Hitt y Padez (2005)

Si se repite el proceso anterior para formar un nuevo triangulo A,B,C,, cuya
area es A,, ¢ Cual es el valor de A, en funcién de S?

El proceso anterior se repite varias veces. ¢ Ese proceso puede continuar?
¢Hasta dénde puede continuar? ¢ Podria llegar a tener un dltimo término?

Completa el siguiente cuadro hallando los valores en funcion de S:
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A1

Az

A4

An

d) Considera S = 1, utilizando una calculadora halla los valores de Ag, A7y Ass,
y deduce cudl es el valor de A, cuando n es muy grande. Completa el

cuadro.

Ao S=1

A

As

A15

e) Sines muy grande, ¢hacia qué valor se aproxima A,?

f)  ¢Enalgln momento la sucesion llegara a ser el valor al cual se aproxima?
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g) Siconsideramos a la sucesién B, = 2n, ¢Hacia qué valor se aproxima esa

sucesion?

9. Indicaciones para el docente e Institucionalizacion del conocimiento

Seria importante que el estudiante realice la revision de la construccién en
forma simultanea a la lectura de las preguntas a), b) y ¢). El cuadro que
aparece al revisar la construccién seria mejor colocarlo en los extremos de
la pantalla para favorecer la visualizacion.

- Las preguntas pueden ser respondidas en forma autbnoma por el
estudiante. El profesor cumple el papel de facilitador al inducir con
preguntas a que el estudiante llegue a comprender la tendencia de la
sucesion.

- Es importante establecer la diferencia entre una sucesion divergente (Bn =
2n) y una sucesion convergente (An).

- Una vez que los alumnos finalizan la actividad, el profesor, en base a las

respuestas de los estudiantes, inicia el proceso de institucionalizacién

relacionando los nuevos aprendizajes con la definicion formal de limite de

sucesion:
Decimos que el numero real L es el limite de la sucesion (a,), y escribimos

lima, =L

N—so0
si y solo si para cada numero € > 0, existe un nimero
no € Xt talque n>ny - la, —L| <¢
Observaciones:
la, — Ll <eo —e<a,—L<ce¢
oLl-s<a,<L+c¢

o apell — g L+ ¢

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\WNE&%
= "¢ | PONTIFICIA

§
TESIS PUCP S 1 gy UNIVERSIDAD

DEL PERU

Actividad 2: Sucesion de circunferencias

1.  Objetivo de la actividad
Deduce la definicion de limite de una sucesién constante a partir de su
representacion geometrica.

2. Contenidos
Limite de una sucesion constante

3. Capacidades

Calcula el limite de una sucesion constante.

Emplea correctamente la definicion de limite de una sucesién constante en la

resolucion de problemas.

4.  Obstaculo que se pretende franquear.
El factor dual de los conocimientos matematicos: como objetos y como
procesos.
5.  Insumos
Ficha de actividades
Calculadora
Archivo Sucesion de circunferencias.fig
6. Duracion
20 minutos

7. Desarrollo de la Actividad

1. Abre el archivo Sucesion de circunferencias.fig (Grafico N° 5) elaborado con
Cabri Il Plus. Activa el comando Revisar la construccion y observa el

proceso de construccion.

Grafico N° 5. Sucesion de circunferencias.fig

erencia: ig) Sy "]

] archwo_eson

D=L RE =2

Active revisar construccion

IR EAE ERRY Thes="
Fuente: Elaboracién propia en base a la propuesta de Hitt y Paéz (2005).
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2. Se construye un circulo con el segmento AB como diametro y el radio r.
Luego se divide AB en dos partes iguales, AC y CB, y se construyen dos
circulos con AC y CB como diametros. Se continda dividiendo los

segmentos AC y CB en dos partes iguales, cada uno, y se siguen

construyendo mas circulos.

a) ¢Cual es el valor de la suma de las longitudes de las circunferencias de
igual tamafo a medida que disminuye la longitud del radio?Completa la

siguiente tabla:

Radio r/2 r/2 r/32 r'n

Longitud de una | 2TIr
circunferencia

NUmero de
circunferencias
formadas

Suma de la
longitud de 21r
circunferencias
de igual radio

b) ¢El proceso de dividir los diametros y construir circulos puede llegar a

finalizar en algiin momento? ¢ Por qué?

c) ¢Qué se puede concluir respecto a la suma de las longitudes de las

circunferencias que tienen el mismo radio?

d) Si continuamos dividiendo el diametro y construyendo circunferencias de
igual radio indefinidamente, ¢ cual es la tendencia que sigue la suma de

las longitudes de las circunferencias que tienen el mismo radio?
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8. Indicaciones para el docente e Institucionalizacion del conocimiento

- Las preguntas pueden ser respondidas en forma autbnoma por el
estudiante. El profesor cumple el papel de facilitador al orientar con sus
preguntas para que el estudiante llegue a comprender las propiedades
matematicas relacionadas a la nocion de limite.

- En el desarrollo de las respuestas es necesario resaltar que la suma de la
longitud de las circunferencias de igual radio es el mismo nimero en todos
los casos, es una constante. Si bien la sucesion de la suma de la longitud de
las circunferencias subdivididas de igual radio es infinita, el valor siempre es

el mismo.

- De igual manera se debe remarcar que la division del segmento AB en
mitades es un proceso infinito. Esta idea consolida la idea del continuo

numeérico.
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Actividad 3: Sucesion numérica

1.

Objetivos de la actividad

Visualiza por medio del arrastre el limite de una sucesion numérica.
Interrelacionar las representaciones geométrica, numérica y algebraica del
limite de una sucesion.

Contenidos

Limite de una sucesién convergente

Entorno o vecindad alrededor de un punto.

Capacidades

Calcula el limite de una sucesiéon numérica convergente.

Emplea correctamente la definicion de limite de una sucesion en la resolucion
de problemas.

Obstaculos epistemoldgicos que se pretenden franquear

Obstéculo geométrico

Obstéaculo légico

El factor dual de los conocimientos matematicos: como objetos y como
procesos

Insumos

Ficha de actividades

Archivo Limite de sucesiones.fig.

Calculadora

Duracion

20 minutos

Desarrollo de la Actividad

Ingresa al archivo de Cabri Il Plus Limite de sucesiones.fig. (Gréafico N° 6)

Tesis publicada con autorizacién del autor

No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

1ENER,

7 -%@g‘mmmcm

% 1 UNIVERSIDAD

/ { CATOLICA
DEL PERU

Grafico N° 6. Limite de sucesiones.fig
£ Cabe 1 Pus - [sucesion.fig ] | i Ej

1 Archive_Edicien_Opeiones Sesion Ventans Ayuda

E HoJ A =] A

|sn=2+(3)%n n=0,1,23 |

(2,1111111111; 0,0000000000)

lalels olE]®]E]
Fuente: Elaboracién propia.

En la pantalla esta escrito n = 2. Con la flecha de la herramienta apuntador
selecciona 2 cuando aparezca el texto “el numero”. Modifica con las flechas
ascendente y descendente los valores del nUmero de acuerdo a lo solicitado
en la siguiente tabla. Observa cémo se mueve el punto azul que esta sobre
el eje X y cobmo cambian sus coordenadas. De acuerdo a ello completa los

espacios en blanco. Para n = 22 utiliza una calculadora.

S,=2+(1/3)" Comentario

2.333333.... Y 2 g
En realidad es 4.

10

20

22
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3. ¢, Qué podriamos decir del valor de S, cuando n es muy grande?, es decir,

¢hacia qué valor se aproxima la sucesion cuando n tiende al infinito?

4, ¢ Llegard un momento en que el valor de la sucesion sea igual al valor al que
se aproxima?

8. Indicaciones para el docente e Institucionalizacion del conocimiento

- La metodologia de trabajo es similar a las anteriores actividades. Al finalizar
las actividades el profesor, a partir de las respuestas y las conclusiones a
las que llegaron los estudiantes, tendra que reforzar la definicién de limite de
sucesion, principalmente la idea de épsilon, del entorno alrededor del punto
de acumulacion que viene a ser el limite de la sucesién, introducida en el

proceso de institucionalizacion iniciado en las actividades 1 y 2.
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ACTIVIDADES PARA EL ESTUDIO DEL LIMITE DE UNA FUNCION

A continuacion se presentan actividades que se desarrollaran en tres
sesiones de clase de la Programacion del curso de Calculo 1, en la sexta sesion las
actividades sobre la idea intuitiva de limite de funciones, asi como la actividad sobre
la definicion precisa del limite de funciones,en la octava sesién limites laterales, y

en la novena sesion las actividades sobre limites infinitos y limites al infinito.

En cada sesion los estudiantes realizan primero las actividades, y en base a
lo analizado el profesor institucionaliza las definiciones intuitiva y precisa de limites
de funciones sefialadas en la programacion. El proceso de construccion del archivo
realizado en Cabri Il Plus de la definicion precisa de limite de funciones, sqrt(3 —

x).fig esta descrito detalladamente en el Apéndice 9.

La actividad en Cabri Il Plus funcién definida a trozos.fig es muy similar a
una actividad desarrollada en la pagina 33 del material de trabajo del curso de
Matematica 2 de la Facultad de Arquitectura y Urbanismo de la PUCP (Ugarte,
2004).

SEXTA SESION
1. Introduccioén a la Sexta Sesion

Las actividades que se proponen para el caso de limite de funciones buscan
el franqueamiento de obstaculos relacionados a las dificultades asociadas a la
conceptualizacion de limite. La idea que se persigue es encontrar una situacion en
la que el estudiante se va a enfrentar a una cuestién que forma un obstaculo para
él, y sobre la cual se va a apoyar para apropiarse, 0 construir, un conocimiento
nuevo. La situacién se dara en un proceso experimental, en el entorno informatico
del Cabri Il Plus.

De lo que se trata no es de comunicar las informaciones que se quieren
ensefiar, sino de encontrar una situacion en la cual esas informaciones sean las
Unicas Optimas a ser usadas. Es a través de las indicaciones sefialadas al
estudiante, y su trabajo experimental sobre los objetos matematicos construidos,
gue surgiran las propiedades matematicas relacionadas a la nocién de limite de

funciones.
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Actividad sobre la definicién intuitiva dellimite de funciones,

2. Objetivos de la actividad
Visualiza el desplazamiento del punto A sobre la funcion cuando se aproxima
a ay observa el valor de f(x).

3.  Contenidos
Limite de funciones (definicién intuitiva).

4.  Capacidades
Calcula el limite de una funcién por medio del arrastre.

5.  Obstaculos epistemolégicos que se pretenden franquear

El factor dual de los conocimientos matematicos: como objetos y como

procesos

6. Insumos

Ficha de actividades

Archivo funcion lineal.fig

Archivos Funcién 1.fig y Funcién 2.fig
7. Duracion

30minutos

8. Desarrollo de la Actividad

1. Halla el valor al que tiende la funcién f(x) = 4x — 7cuando x se acerca a 3.
a) Abre el archivo funcién lineal.fig. (Grafico N°7)donde se ve la gréafica de la

funcion f(X) =4x—7

Gréfico N° 7. Funcion lineal. Fig

% Cabri 1l Plus E=RTol™ x]
hr(hwu Edicion ﬂp(mnﬁ Sﬁ V ntana
B Ao e e
R Sk
fix)= 4*x-T

A (300;4,99)

G S o e ] ]

Fuente. Elaboracién propia
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b) Ubica el punto A y observa sus coordenadas.

c) Desplaza el punto A a través de la recta. Arrastra lentamente el punto A
hasta que el valor de la abscisa sea 3, arrastralo tanto de izquierda a
derecha como de derecha a izquierda.¢Hacia qué valor se aproxima la
ordenada de A? Percibe que los cambios son pequefios. Identifica el

valor.

d) ¢Y qué sucede con la ordenada cuando la abscisa del punto A se acerca

al 2? ¢ A qué valor se acerca la ordenada del punto A?

2. Abre los dos archivos Funcion 1.fig y Funcion 2.fig (Gréfico N° 8), y colocalos

en forma simultanea en la pantalla con el comando ventana, mosaico vertical.

Grafico N°8. Funcion 1.fig y Funcion 2.fig

£ Cabei B P | O el
Mschive  Edicién  Opciones  Sesidn  Ventana  Ayuds
[k ] O] A 2] SIS
1) Dos fumciones cem igual limitefig ™ = [[@ 5| | I Des funciemes con igual imite 2ig ™ [E=RIECR ==
= _xh2-4
fix)=x+2 Q(ﬂ")ﬁz
746 = 516+2

263%2-4
453= .
263-2

B
263, 4,63)

s | /1

Bl S o @] & NPT

Fuente: Elaboracién propia

a) Analiza la representacién algebraica de las dos funciones, asi como el
desplazamiento del punto B cuando se mueve A sobre el eje X, en cada
una de ellas. ¢Qué relacién hay entre las dos funciones? ¢ Cudles son

sus dominios?
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b) En el archivo Funcién 1 que grafica la funcion f(x) = x + 2, mueve el punto
A sobre el eje X para desplazar el punto B que esta sobre la funcién.
Mueve el punto B de tal manera que se acerque al valor de 2 en la
abscisa. ¢Hacia qué valor se acerca la ordenada de B? Realiza la

aproximacion tanto de izquierda a derecha como de derecha a izquierda.

c) En el archivo Funcién 2que grafica la funcion g(X) = , mueve el

X—2
punto B de tal manera que se acerque al valor de 2 en la abscisa, tanto
de izquierda a derecha como de derecha a izquierda. ¢ Hacia qué valor se

acerca la ordenada de B?

9. Indicaciones para el docente e Institucionalizacién del conocimiento

- El trabajo con los archivos Funcion lineal.fig, Funcion 1.fig y Funcién 2.fig
incide en el arrastre del punto sobre la funcion, observando los valores de la
abcisa y la ordenada, para poder apreciar la tendencia.

- En base a las respuestas de los estudiantes el profesor debe llegar a la
definicion intuitiva de limite de funciones:

Escribimos

limf(x)=L

X—a

y decimos ‘el limite de f(x), cuando x tiende a a, es igual a L’ si podemos
acercar arbitrariamente los valores de f(x) a L (tanto como deseemos)

tomando x lo bastante cerca de a, pero no igual a a.
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Actividad sobre la Ensefianza y aprendizaje de la definicion precisa de limite
de una funcién real

1. Objetivos de la actividad
Interrelacionar las representaciones geométrica, numérica y algebraica del
limite de una funcion real.
Analizar la relacién que existe entre las vecindades [L+¢, L- €] y [a-0, a+0].
Visualizar el desplazamiento del punto S sobre la funcién Sqrt(3-x) y verificar la
validez de la definicion formal del limite de la funcion en la interseccion de
ambas vecindades.

2. Contenidos
Limite de funciones
Vecindades o entornos

3. Capacidades
Emplear correctamente la definicion formal de limite de funciones en la
resolucion de problemas.

4. Obstaculos epistemolégicos que se pretenden franquear
Logico
Geomeétrico
Factor Dual de las nociones matematicas, como proceso y como objeto.

5. Insumos
Ficha de actividades
Archivo Sqrt (3-x).fig

6. Duracion
40 minutos

7. Desarrollo de la Actividad

1. Al abrir el archivo Sgrt (3 — x).fig encontraras el grafico de la funcién

f(x)=-/3-x

Ubica en el archivo el punto S que esti sobre la curva y desplazalo a lo

, tal como se muestra en el Grafico N°9.

largo de ella.
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Grafico N° 9. Sgrt (3 —x).fig

48, Cabri 8 Plus » [R-xtun medsa fig 7] (eS|
ArchivoEdcibn Opcones Sewdn Ventana Ayuds _[#x

I 1) ] 2 i

f(x)=sqrt (3-x)
3,22 =sqrt(3-(-7,39))

Lim sqrt (3-x) = 3,32

T
]
]
]
]
'
]
]
]
o8 !
'

T
I
[
I
[
I
I
[
I
[
,
Dado ¢ =0,63 >0, existe & = 3,21 > 0, tal que | fix) = 3,22 - 3,32 | <0,63 , siempre 0< |x=.7,39-(-8) | <p.21
!
[
I
[
I

Limite =3,32
£=0,53
5=321

fix)=y=3,22

%*=7,39 4-3 a EEE
a=-8 1 i

]
¢ Qué tan cerca de -8 debe estar x pam que fix) diste de 3 32 una distancia menar que 053 7

ipurtader

B oS O @)= #]

Fuente: Elaboracion propia.

2. Desplaza el punto S hasta que la abscisa sea -8, acercando S a — 8 tanto de
izquierda a derecha como de derecha a izquierda, ¢,a qué valor se aproxima
la ordenada de S?

3. Desplaza el punto (L + €) sobre el eje Y. A la izquierda de la pantalla se
encuentra el valor de €. Explica q& significado tiene el valor de. ¢Qué

representan L+ ey L —€?

4, Desplaza el punto (L + €) para contestar la siguiente pregunta. Si nos
sefalan que los f(x) deben estar a una distancia menor que 0,6 de 3,32
¢cuales valores de los x cumplen con la condicién?

5. Cambiando las condiciones, ¢Qué tan cerca de -8 debe estar x de tal
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manera que f(x) esté a una distancia menor que 0,3 de 3,32
6. Desplaza el punto (L + €) y en el cuadro de abajo escribe los valores de ©

que corresponden a cada €.

€ (4]
1 5,63

0,81

0,5

0,26

0,1

7. En el eje X, ¢qué representana +d y a—07?

8. ¢, Cudl es la relacion que se establece entre los intervalos [L + ;L — €]y [a +
0; a-09]?

9. Mueve el punto L + ¢lentamente y sitialo en ¢= 1. Desplaza el punto S,
observa como varian los valores de x y de f(x) en la definicién de limite de
funciones, que se encuentra arriba. Comprueba en que regién del plano la
funcidn es valida y en qué region del plano no es valida la definicién de
limite de funciones escrita arriba con los valores de x y f(x): “Dado un &> 0,

existe un 6 > 0, tal que |f(x) - L| <¢, siempre 0<|x —a| < &".
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10. Asi se acerque L + ecada vez mas a 3,32 ¢siempre existira la distancia ¢,
asi sea € muy pequefia? ¢ Por qué?

8. Indicaciones para el docente e Institucionalizacion del conocimiento

- Esta actividad es mas fuerte, mas densa pues el uso de cuantificadores
I6gicos, asi como de la doble implicacion hacen mas dificil la comprensién
de la definicion precisa de limite de funciones.

- Lo importante es que se incida en la idea de entornos, vecindades,
intervalos alrededor del limite y el punto a. Pero que esas ideas deben salir
de los estudiantes después del arrastre en forma auténoma.

- De esa manera, una vez comprendidas las propiedades mateméticas sobre
las que se levanta la definicion, va a ser mas sencillo para el alumno el
manejo de la definicion, que debe ser formalizada por el profesor al terminar
la actividad.

- Seria importante insistir en la importancia de que el alumno descubra en qué
region del plano cartesiano cumple la definicion de limite de funciones,
mediante el arrastre del punto S. De esa manera la definicibn encuentra

sentido.
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OCTAVA SESION
Actividad sobre el estudio de los limites laterales de una funcién

1.  Introduccion
La actividad es mas sencilla pues Unicamente se va a arrastrar 10s puntos
sefalados, tanto hacia la derecha como hacia la izquierda de un punto. A
partir de ello cuando ambos limites laterales sean iguales, se podra afirmar
gue la funcién con respecto a ese punto si tiene limite.

2. Objetivos de la actividad
Visualizar el desplazamiento del punto sobre la funcién cuando se acerca al

punto a por la derecha, y cuando se acerca a a por la izquierda.

Interrelacionar las representaciones geométrica, numérica y algebraica de los

limites laterales de una funcion.

3. Contenidos
Limite lateral por la derecha
Limite lateral por la izquierda
4.  Capacidades
Verificar la existencia del limite de una funcién con respecto a un punto a
partir de la aplicacion de los limites laterales.
5.  Obstaculos epistemolégicos que se pretenden franquear
Légico
Geométrico

Factor Dual de las nociones matematicas, como proceso y como objeto.
6. Insumos

Ficha de actividades

Archivo Funcion definida a trozos.fig
7.  Duracion

15 minutos

8. Desarrollo de la Actividad

1. A continuacion se va a trabajar con una funcion definida a trozos. Abre El
archivo en Cabri Il Plus con ese nombre (Graficol0). Desplaza el punto A

sobre el eje X y observa:
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Gréfico N° 10. Funcién definida a trozos.fig
£, Cabri Il Pus - [Funcién definids a trozos fig] L G

T Aschive  Fdiciée Opeiones  Sewdn Ventana  Ayuds R

) o) HAlx 2= (AR

hprtacksr @ | _' T & o |'§ 1;.: MI
| | | .

Fuente: Elaboracion propia en base a Ugarte (2004)

a) ¢En qué intervalos puedes dividir el dominio de acuerdo a las leyes de

correspondencia que se establecen en él?

b) ¢A qué valor se aproxima f(x) cuando x se acerca por la derecha y por la
izquierda a los siguientes puntos que se encuentran en el cuadro
siguiente? Los puntos mencionados que pertenecen al dominio se van a

llamar a.Llena el cuadro.

Cuando x se Cuando x se ¢Existe el limite de

4 | aproximaaaporla | aproxima aa por la f(x) cuando x tiende
izquierda, f(x) se derecha, f(x) se aa?
acerca a acerca a (si son iguales)

-5
-4
-3
-1
0
1
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9. Indicaciones para el docente e Institucionalizaciéon del conocimiento
- Una vez que los estudiantes han terminado las actividades, el profesor
articula las respuestas con las definiciones no precisas y precisas de limites

laterales.

Limite izquierdo
lim f(x)=L
X—a

si para todo numero ¢ > 0 existe un niumero correspondiente & > 0 tal que
[f(x)—Ll <& siempreque a—d86<x<a

Limite derecho
lim f(x)=L
x—at

si para todo numero € > 0 existe un niumero correspondiente & > 0 tal que

[f(x) —L| <e siempreque a<x<a+3§
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NOVENA SESION

Actividad sobre limites infinitos y limites al infinito de una funcién

1.

Introduccion

La forma en que los estudiantes deben trabajar con los archivos es en esencia
similar a la metodologia empleada en las otras actividades. Seria importante
que los estudiantes, a través de la manipulacibn o arrastre, mediante la
exploracion, descubran las propiedades matematicas que sustentan los limites
infinitos y los limites al infinito, y que consigan darle un significado a los
cuantificadores y variables que intervienen en la definicién.

Objetivos de la actividad

Interrelacionar las representaciones geométrica, numérica y algebraica delos
limites infinitos de una funcion.

Interrelacionar las representaciones geométrica, numeérica y algebraica delos
limites al infinito de una funcion.

Contenidos

Limites infinitos positivos de una funcion.

Limites infinitos negativos de una funcion.

Limites al infinito

Capacidades

Calcular los limites infinitos positivos y negativos de una funcion.

Calcular los limites al infinito de una funcion.

Emplear correctamente las definiciones de limites infinitos positivo y negativo,
asi como la definicion de limites al infinito en la resolucién de problemas.
Obstaculos epistemoldgicos que se pretenden franquear

Geomeétrico

Légico

Factor Dual de las nociones mateméticas, como proceso y como objeto.
Insumos

Ficha de actividades

Archivos Limite infinito positivo.fig, Limite infinito negativo.fig y Limite al
infinito.fig.

Duracion

60 minutos

Desarrollo de la Actividad
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1. Abre el archivo Limite infinito positivo.fig. (Grafico N° 11). Ubica el punto My

. > 1
arrastralo sobre la funcion f (x) = —=-.
X

Grafico N° 11. Limite infinito positivo.fig

5, Labri 2 Plus - [imites infinitos-fig] o )
5 Acchen  Esoon Opoones Senon Ventana i

DEECREEEEITSE

fx) = 1/x~2
Lim  1/x*2 = infinito
x—=0
Para cada nimero positive M = 1,62 hay un & = 0,78/ f(x) = 4,06 > 1,63
siempre que 0 <|x=050-0|<0,78
a=0
M=163
5=0,78 10,50, 4,06)
%=0,50 ]
1(x) = 4,06
a-& a+d
P :
Blc s 0 @[u]® ERCN-

Fuente: Elaboracién propia.

a) ¢Qué sucede cuando arrastras el punto M?

b) ¢ Qué significado tiene [a-0, a+8]?

c) Si movemos el punto P sobre la funcién, observamos que los valores de
x asi como de f(x) varian, ¢En qué region del plano es valida la

definicion de limite infinito positivo escrita en el archivo?

2. Abre el archivo Limite infinito negativo.fig. (Grafico N° 12). Ubica el punto N

y arrastralo sobre la funcion f (x) = _iz.
X
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Gréafico N° 12. Limite infinito negativo.fig

7, Cabn [ Pug - [Limstes infine negstrodhg *1
B Archivo Fdicidn Opciones  Sewée Ventana  Ayuds

% O] S -ofx] ] [awl]

flx)= - 1Ix*2 : ; )
: Para cada nimero negative N =-1,14 hay un & = 0,94/ f{x)=-4,01 < -1,14
Lim -1/%A2 = -infinito 5 slempre que 0 <|x=0,50 -0 < 0,94
x—+0 : :
a es E‘a+6 :
. CERTTIE W I A v
N=-1,14 i
5=0,04 ‘A
% =0,50 :
fix) = -4,01

Aonntadar
Bz LHl8 0 @&

| ES

Fuente: Elaboracion propia

d) ¢Qué sucede cuando arrastras el punto N?

e)

Si movemos el punto P sobre la funcion, observamos que los valores de
x asi como de f(x) varian, ¢En qué region del plano es valida la

definicion de limite infinito negativo escrita en el archivo?

3. Abre el archivo Limite al infinito.fig. (Gréafico N° 13).

Ubica el punto (L + €). Arrastralo sobre la funcion f (x) = —.
X
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a) ¢Qué sucede cuando arrastras el punto (L + €)?

Grafico N° 13. Limite al infinito.fig

54 Cobos 1 s - e ol i oo o
B Arehive Edicitn Opeiones Sesidn Ventina  Aywda e
DEECPEEEETS

f(x)=“x Lim 1/x =0

& = 0,95 x-inf

%=784

Para tado = = 0,95 > 0 hay un nimero Ny = 1,06 tal que |f{x)=0,13-0|<0,95

fx) = 0,13
que x = 7,84 > 1,06

(784,0,13)
L-s
{-1,06; -0,95)
Lim 1/x =0
x==«inf
Para todo « - 0,95 = 0 hay un nimere N3 = -1,06 tal que | f{x)=0,12-0]<0.95
siempre que x =7,84 >.1,06
\Apurtaser
- C— — :

BECO[S 0 @[] Lk ews

Fuente: Elaboracién propia

c) ¢Hacia qué valor se aproxima f(x) cuando el punto A se acerca al infinito
positivo, o al infinito negativo?

d) Si movemos el punto A sobre la funcién, observamos que los valores de
x asi como de f(x) varian, ¢En qué regidon del plano es valida la
definicién de limite al infinito positivo escrita en la parte superior derecha
del archivo? ¢En qué region del plano es valida la definicién de limite al

infinito negativo escrita en la parte inferior izquierda del archivo?
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9. Indicaciones para el docente e Institucionalizacion del conocimiento

- Estas actividades son fuertes, mas densas por el uso de las letras griegas ¢
y 0 que delimitan la vecindad alrededor del punto a, alrededor del limite.

- Lo importante es que se incida en la idea de entornos, vecindades,
intervalos alrededor del limite y el punto a. Pero también es importante que
esas ideas deben salir de los estudiantes después del arrastre, de la
manipulacion delos puntos M, N, N; y N.en forma autbnoma.

- De esa manera, una vez comprendidas las propiedades matematicas sobre
las que se construye la definicién, va a ser mas sencillo para el alumno el
manejo de la definicion, que debe ser otra vez formalizada por el profesor al
terminar la actividad.

- Seria importante incidir en la importancia de que el alumno descubra en qué
region del plano cartesiano cumple la definicién de limitesinfinitos, limites al
infinito, mediante el arrastre delos puntos A de cada uno de los archivos. De

esa manera la definicidbn encuentra sentido.
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APENDICE 9

Proceso para la construccién del archivo sqrt(3-x).fig en Cabri Il Plus

Gy
& )
[ o Q
O (25 O N
\0\ \O{\ ’c}("\ E}éo r((\\o ©
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Qo 5 > WO P & VS
N ° oy 4 Y N R
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B8 B9 B10 B1l1

truccion de la grafica de funciones con B10 Expresion

Traza un sistema cartesiano (B11 Mostrar los ejes). Con B10 Expresion
escribe en la pantalla sqrt(3-x). Con B9 Aplicar expresion grafica la funciéon
clickeando primero sobre la expresion (se lee: aplicar esta expresion), y
después haciendo click sobre cualquier eje.

En este caso para visualizar la nocion de limite de funciones por intuicion
dibujamos un punto sobre la funcién (B2 Punto sobre un objeto), al que
ponemos el nombre de S (B10 Nombrar). Sefialamos las coordenadas del
punto (B9 Coordenadas o ecuacion). Desplazamos el punto de tal manera
que la abscisa se acerca al valor de -8, arrastrandolo por la derecha y por la

izquierda. ¢ Hacia qué valor se acerca la ordenada del punto?
truccion de la definicion precisa de limite de funciones

Expresandonos con mayor precision, ¢qué tan cerca de -8 debe estar la

abscisa de S (x) para garantizar que la ordenada de S (f(x)), punto en

f(x)=+/3-x  esté a una distancia menor que 0,6 de 3,32?

En el archivo creado en 2.1 con B1 Apuntador desplaza el punto S hasta que
la ordenada sea 2,72 ¢qué valor le corresponde a la abscisa?

Si nos sefialan que la ordenada de S debe estar a una distancia menor que
0,6 de 3,32 ¢ cuales valores de la abscisa de S cumplen con la condicién?
Cambiando las condiciones, ¢ Qué tan cerca de -8 debe estar la abscisa de S
de tal manera que la ordenada de S esté a una distancia menor que 0,3 de
3,327

Cuantitativamente, ¢,como percibes los cambios?

Podemos visualizar dos intervalos, entornos, o vecindades, uno alrededor de
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-8 en el eje X y otro alrededor de 3,32 en el eje Y ¢ Cudl es la relacion de
dependencia?

7. Vamos a graficar los entornos o vecindades alrededor de -8 en el eje X y
alrededor de 3,32 eneleje Y.

8. Escribe -8 en la pantalla (B10 Numero). Transfiere el nimero -8 al eje X(B5
Transferencia de medida). Se dibuja un punto al cual llamaremos a (B10
Nombrar). Con B10 Texto escribe a = (haz click sobre el numero -8). De esa
manera podras cambiar el valor de a con facilidad. Traza una perpendicular
al eje X que pase por el punto a(B5 recta perpendicular). Interseca esta
perpendicular con el lugar geométrico(B2 punto de interseccién). Por este
Gltimo punto traza una perpendicular al Eje Y (B5 recta perpendicular). Halla
el punto de interseccién de esta ultima perpendicular con el eje Y (B2 punto
de interseccion), y sus coordenadas (B9 Coordenadas). A este punto ponle
por nombre L (B10 Nombrar). A partir de L, con B3 Semirrecta construye la
semirrecta f(x)= 3,32 sobre el eje y. Con B2 Punto sobre objeto traza un
punto sobre la semirrecta (va a salir ¢ Qué objeto?, sistema de coordenadas o
semirrecta, selecciona semirrecta). Al punto ponle por nombre: L+g(B10
Nombrar). Para que se escriba € en lugar de E desps de escribir L+ haz
click derecho, sale fuente, selecciona symbol y escribe e (minuscula). Sefiala
las coordenadas de L+¢&(B9 Coordenadas). Traza una recta perpendicular al
eje Y que pase por L+¢ (B5 Recta Perpendicular). Con B6Simetria axial traza
una recta simétrica a la anterior seleccionando primero la recta que pasa por
L+e y después la recta que pasa por L. Interseca esta Ultima recta con el Eje
Y (B2 punto de interseccion), y ponle por nombre L-¢ (B10 Nombrar). Al
mover el punto L+¢ con Bl Apuntador se mueven las dos rectas que
delimitan el entorno alrededor de y = 3,32. Para hallar el valor de € con B9
Calculadora resta la ordenada de L+e& menos la ordenada de L. Jala el
resultado a la pantalla, selecciona el texto, borra la palabra resultado y
escribe ¢ (click derecho, fuente, symbol).

9. ¢, Cémo hallarias el entorno alrededor de x = -8? Sabemos que 0 depende &.

Para hallar 5 interseca la gfica de la  funcion () =~/3-x con las rectas
que pasan por L+e y L-¢ (B2 punto de interseccién). Traza dos
perpendiculares al eje X que pasen por los puntos de interseccion anteriores.
Te das cuenta que entre las dos rectas esta el punto a (en el eje X).

Observando a las dos rectas escogemos aquella que esta a menor distancia
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de a, en este caso la que se encuentra a la derecha. Interseca esta recta con
el eje X'y a ese punto ponle como nombre a+d (escribe & con click derecho,
fuente, symbol y escribe d). Con B6Simetria axial traza una recta simétrica a
la anterior seleccionando primero la recta que pasa por a+d y deéspla
recta que pasa por a. Interseca esta recta con el eje X y al punto de
interseccién llamalo a-06. Halla las coordenadas de a y de a+d. Con B9
Calculadora encuentra el valor absoluto de la diferencia de las abscisas de a
menos a+d. El resultado se jala a la pantalla y se reemplaza la palabra
resultado por & (click derecho, fuente, symbol, escribe d). Podemos observar
gue al mover el punto L+¢ con B2 Apuntador las vecindades alrededor de -8 y
3,32 también aumentan o disminuyen.

10. Se puede cambiar el aspecto de los puntos, las rectas con B11l Color,
Espesor, Punteado o Aspecto. También se puede cambiar el aspecto de los
textos con click derecho (fuente, tamafio, estilo, otras fuentes).

11. Las cuatro rectas delimitadas por € y por & forman un rectangulo. Intersécalas
y con B3 Poligono une los puntos de interseccion hallados. Con B11 Rellenar
puedes sombrear la region.

12. Sobre la pantalla con B10 Texto escribe x = (haz click sobre la abscisa del
punto S que esta sobre la funcién). De igual manera escribe otro texto f(x) =
(haz click sobre la ordenada de S). Si mueves el punto S con B2 Apuntador
cambiaran los valores de x y de f(x) de acuerdo a la posicion del punto S en
la funcion.

13. Teniendo en cuenta la definicion formal de Limite de funciones dada a

continuacion:

Sea f una funcién definida sobre un intervalo abierto que contiene al

nimero a, excepto cuando @ se define a si misma. Entonces decimos que

el limite de f cuando X tiende o se aproximaa & es L y escribimos

limf()=L

X—a

Si para cada nimero € > 0 hay un correspondiente nimero 6>0 g que

[f()-L|<e O<[x-a[<5

siempre que
Con B10 Texto podemos escribir en la pantalla el siguiente texto (resaltado
con rojo):

Dado € = (hacer click sobre el nUmero que aparece en el texte) > 0,

existe & = (hacer click sobre el nUmero que aparece en el textod =) > 0, tal
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que | f(x) = (hacer click sobre el nimero que aparece en el texto f(x) =) —
(hacer click sobre la ordenada del punto L) | < (hacer click sobre el nimero
que aparece en el texto € =), siempre que 0 < | x = (hacer click sobre el
namero que aparece en el texto x =) — ( (hacer click sobre el nimero que
estd en el texto a =) ) | <(hacer click sobre el nUmero que aparece en el texto
0 =).
14. De igual forma con B10 Texto se puede escribir la expresion
xlinla sqrt(3—x) =3,3166....

Que hemos redondeado a 3,32, y que se afiade haciendo click sobre la
ordenada de L.
X — -8, es un texto aparte al cual se ha afiadido un vector, y se hace click
sobre el nimero que aparecen en el texto a =.

15. Es conveniente ocultar aquellos objetos que so6lo se usaron en la
construccién, por ejemplo la semirrecta sobre el eje Y, las coordenadas de

los puntos menos las coordenadas de S.
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