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Resumen

En el presente trabajo de investigacion se analizan los errores en torno a la comprension de la
definicion de limite finito de una funcion real de variable real, mediante un estudio con
alumnos de un primer curso de Calculo pertenecientes a las especialidades de Ciencias e
Ingenieria de la Pontificia Universidad Catolica del Peru.

Para realizar esta investigacion se tomaron algunos supuestos tedricos que constituyen nuestro
marco tedrico. Los supuestos tomados son: comprension desde el punto de vista de Sierpinska
(1990), error desde el punto de vista de Godino Batanero y Font (2003), objetos matematicos
primarios, configuracion cognitiva y configuracion epistémica desde el punto de vista del
Enfoque Ontosemiotico de la Cognicion e Instruccion Matematica (EOS). Los cuales nos
brindaron las herramientas necesarias para analizar los errores encontrados al comprender el
objeto matematico en estudio, definicién del limite finito de una funcion real de variable real.
Para evidenciar estos errores, se disefio un test exploratorio con preguntas planteadas en
diversos tipos de representacion (algebraico, grafico y simbdlico) que se aplico a los alumnos
anteriormente mencionados y fue puesto a consideracién de la profesora del curso. Para
complementar la informacion recabada mediante el test, se realizd entrevistas a tres alumnos.
Con toda esta informacion se hicieron configuraciones epistémicas de las soluciones de la
profesora y configuraciones cognitivas de las soluciones de los alumnos entrevistados, lo cual

nos permitié tener una vision mas clara sobre los errores encontrados.

La metodologia empleada en nuestro trabajo fue mixta, es decir, cuantitativa y cualitativa;

mas especificamente, del tipo explicativo secuencial.

El objetivo general de nuestro trabajo fue analizar algunos de los errores al comprender la
definicion de limite finito de una funcion real de variable real, en una muestra de alumnos de

un primer curso de Calculo.

Finalmente, basados en todo lo trabajado planteamos algunas conclusiones vy

recomendaciones.
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Capitulo 1. Planteamiento de la investigacion
1.1 Ambito de investigacion

Consideramos que el concepto de limite finito de una funcion real de variable real es uno
de los méas complejos e importantes de las Matematicas. En su practica docente la
investigadora tuvo la oportunidad de evidenciar, gracias a su participacion como
asistente en un primer curso de Calculo para alumnos de Ciencias e Ingenieria, los serios
errores de los alumnos al comprender la definicion de limite finito de una funcidn real de

variable real.

Ademas, si tomamos en cuenta que la incomprensién, en general, de este concepto
origina dificultades en el entendimiento de otros contenidos matematicos que luego se
desarrollan tanto en el primer como en los posteriores cursos de Calculo tales como
continuidad, derivada, integral, sucesiones y series, por citar algunos, vemos mas
claramente la importancia y la necesidad de investigar este concepto y su aprendizaje,
centrandonos especificamente en la definicion de limite finito de una funcién real de

variable real.

1.2 Antecedentes

Actualmente encontramos diversas investigaciones relacionadas al concepto de limite,
realizadas bajo diferentes enfoques tedricos, de las cuales comentaremos las que
consideramos de alguna manera se relacionan con los aspectos que abordaremos en
nuestra investigacion. Asi tenemos que segun Tall y Vinner (1981), la imagen que
algunos alumnos tienen del concepto de limite es la de proceso dinamico, esto es, cuando
X se aproxima hacia a provoca que f(x) se aproxime al limite pero sin alcanzarlo.
Encontrando que esta imagen entra en conflicto con la definicion formal del limite,
puesto que prevalece sobre ésta y la gran mayoria de intentos por parte de los alumnos de
expresar mediante la definicion formal a cierto limite, de la forma lim,._,, f(x) = ¢, son
incorrectos. También tenemos a Brousseau (1983, citado por Blazquez y Oterga, 2000)
quien considera que un conocimiento se produce cuando se supera un obstaculo.
Obstaculo que en si es un conocimiento que funciona bien al interior de un determinado
campo pero no dentro de otros, donde es falso y origina errores. Estos errores persisten,

se relacionan entre si y son dificiles de erradicar. Por ello, plantea la necesidad de
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promover la interaccion del alumno con situaciones problematicas que desestabilicen sus
concepciones para superar el obstaculo que provoca dichos errores.

Asimismo, tenemos a Sierpinska (1987) quien considera que hay obstaculos
relacionados a cuatro nociones que parecen ser la fuente principal de los obstaculos
epistemoldgicos sobre limites:

e Conocimiento cientifico. La Matematica es un juego formal sobre simbolos.
Probar teoremas es su principal objetivo.

e Infinito. El infinito no existe. El infinito existe sélo potencialmente.

e Funcién. La funcién es reducida al conjunto de sus valores. Es reducida a su
expresion analitica, la cual siempre existe.

e Numero real. Carencia de un concepto uniforme de nimero real.

Ademas de acuerdo con Rico (1992, citado en Blazquez, 2000), la reflexion actual sobre
errores se centra en el papel del error como parte importante de los procesos de ensefianza
y aprendizaje, ya que, los errores son productos de concepciones inadecuadas o
procedimientos incorrectos.

Por otro lado, Blazquez y Ortega (2001), refieren que el uso de varios sistemas de
registros de representacion favorece a una mejor comprension, y con ello a un
aprendizaje mas rico, del concepto de limite de una funcién real. Sin embargo, advierten
que los alumnos pueden presentar en primera instancia cierto rechazo por trabajar en
varios registros, prefiriendo trabajar en uno sélo que comdnmente es el registro

algebraico, debido quizas a un abuso del propio docente de tal registro en su ensefianza.

Otro estudio interesante es el de Fernandez, J. (2010) quien considera el tema de limites
como parte de una unidad didactica, en la cual enumera once dificultades previsibles para
los alumnos en la comprension de tal concepto. En particular, en lo referente a limites,
puntualiza:
» Dificultades para comprender que el limite es lo que ocurre cerca del punto y no
en el punto.
» Dificultades para reconocer los limites laterales.
» Dificultades para comprender que el calculo del limite no es siempre por
sustitucion.
» Problemas con el uso de diferentes representaciones de las funciones.
» Dificultades para relacionar expresiones de limites con su traduccién grafica o el

proceso contrario.
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1.3

Por otra parte, Amilcar, O. (2013) propone el disefio de una secuencia didactica acerca
del limite finito de una funcién real en un punto, sobre la base de la igualdad de los
respectivos limites laterales, sin descuidar el tratamiento aritmético-algebraico. El autor,
para elaborar su secuencia didactica, indica que es importante plantearse interrogantes
sobre cada uno de los seis tipos de objetos primarios, en la perspectiva del EOS.

Otra investigacion interesante es la de Molfino y Buendia (2010), que buscan explicar
cémo el concepto de limite de una funcion real se constituyd en un cuerpo de saber
validado y aceptado social y culturalmente. Esto las llevd a explorar acerca del desarrollo
socio-historico-cultural al interior de la comunidad matematica. Ademas establecen como
definicion formal actualmente consensuada por la comunidad matematica, la definicion
dada por Weierstrass expresada en términos de € y §. Definicidn que tomaremos para

nuestro trabajo de investigacion y explicitaremos mas adelante.

Delimitacion del problema

En este trabajo de investigacion pretendemos analizar los errores de los alumnos en torno
a la comprensién de la definicion de limite finito de una funcion real de variable real.

Basados en este propdsito nos planteamos la siguiente interrogante:

¢ Cudles son los errores relacionados con la comprension de la definicion de limite
finito de una funcion real de variable real, de alumnos de un primer curso de
Célculo?
Para responder nuestra pregunta de investigacion, planteamos los siguientes objetivos:

Obijetivo general:
Analizar algunos errores al comprender la definicion de limite finito de una

funcion real de variable real, en una muestra de alumnos de un primer curso de

Calculo.

Obijetivos especificos:

1. Disefiar problemas cuyas soluciones permitan detectar errores en la
comprension de la definicidn de limite finito de una funcion real de variable
real, mediante el planteamiento de preguntas en diversos registros de
representacion.

2. Tipificar los errores encontrados en las respuestas dadas a los problemas

disefiados.
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3. Analizar mediante configuraciones epistémicas y cognitivas algunos de los
tipos de errores encontrados.
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Capitulo 2. Fundamentacion teorica y Metodologia

2.1 Aspectos tedricos
Para nuestro marco tedrico haremos una revision de tres aspectos fundamentales que

abordaremos, posteriormente, a lo largo de nuestro analisis de datos y en base al cual
posteriormente formularemos nuestras conclusiones. Los aspectos a los cuales nos
referimos son: comprension, error, configuracion epistémica y configuracion cognitiva

desde la perspectiva del Enfoque Onto-Semiotico.

2.1.1 El modelo de comprension de Sierpinska
Segun Sierpinska (1990, citado por Blazquez, 2000), la comprensién es un acto que esta

inmerso en un proceso de interpretacion y que se desarrolla en forma dinamica entre
conjeturas cada vez mas elaboradas. Ademas sefiala que la comprension trae consigo un
nuevo conocimiento, por ello se puede clasificar la comprensién en funcion del
conocimiento que se produce. Asi, la investigadora propone cuatro categorias de actos

de comprensién de un objeto matematico:

> Identificacién: Identificacion de objetos que pertenecen a la denotacién del (o un)
concepto o identificacion de un término como poseedor de un estatus cientifico.
Este acto consiste en una percepcion repentina de algo que es como la “figura” en
los experimentos gestalticos’.

» Discriminacion: Diferenciacion entre dos objetos, propiedades o ideas que antes
se confundian.

» Generalizacion: Consiste en notar que existen condiciones no esenciales o de la
posibilidad de extender el alcance de algunas aplicaciones.

» Sintesis: Consiste en establecer relaciones entre dos 0 mas propiedades, hechos u

objetos y organizarlos en un todo consistente.

Finalmente Sierpinska sefiala que la comprensién y los obstaculos son caras de una
misma moneda. Puesto que la comprension busca nuevas formas de conocimiento y los

obstaculos reflejan lo erréneo.

! Reconocimiento visual de figuras globales en lugar de una mera coleccién de elementos mas simples y no
relacionados.
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2.1.2 Una definicién para “error”
Segun Godino, Batanero y Font (2003), todas las teorias sobre la ensefianza- aprendizaje

de las matematicas coinciden en la necesidad de identificar los errores de los alumnos
en su proceso de aprendizaje, determinar las causas de estos errores y teniendo en
cuenta esta informacion organizar el proceso de ensefianza. Es por ello, que en la
presente investigacion trabajaremos con el concepto de error segin Godino, Batanero y
Font (2003, p. 73) quienes establecen que se habla de “error cuando el alumno realiza
una practica (accién, argumentacion, etc.) que no es valida desde el punto de vista de la

institucion matematica”.

2.1.3 Aspectos del Enfoque Onto-Semidtico de la Cognicién Matematica (EOS)
Segun Godino y Batanero (1994, citado por Godino, Font, Wilhelmi y Lurduy, 2009), el

EOS centra su atencién en la nocién de sistema de practicas, entendiéndose como
practica matematica a toda actuacion o expresion (verbal, gréfica, etc.) realizada por una
persona o0 compartida en el seno de una institucién con la finalidad de resolver
problemas matematicos, comunicarle a otros la solucion obtenida, validarla o
generalizarla a otros contextos o problemas. Los supuestos tomados de esta teoria
encontrados en Godino et al (2009), para nuestro trabajo de investigacion son: sistema

de précticas, objetos matematicos primarios, configuraciones epistémicas y cognitivas.

Sistema de practicas

Los sistemas de préacticas son considerados en el EOS como una de las posibles maneras
de entender “el significado del objeto matematico” y estos son siempre relativos a un
contexto o marco institucional (0 a una persona individual), ademas de encontrarse

ligados a la solucidn de cierta clase de situaciones — problemas.

Objetos matematicos primarios

Para analizar de forma mas profunda una actividad matematica es necesario introducir
una tipologia de objetos matematicos. EI EOS propone las siguientes categorias o tipos
de objetos matematicos primarios, basandose en las diversas funciones desempefiadas

por estos objetos en el trabajo matematico:
12
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—Elementos linguisticos (términos, expresiones, notaciones, gréficos, ...) en sus diversos
registros (escrito, oral, gestual, ...)

—Situaciones — problemas (aplicaciones extra-matematicas, tareas, ejercicios, ...)

—Conceptos- definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta,
punto, niumero, media, funcion, ...)

—Proposiciones (enunciados sobre conceptos, ...)

—Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, ...)

—Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y

procedimientos, deductivos o de otro tipo, ...).

SITUACIONES - PROBLEMAS ]
— A

e [

[ DEFINICIONES (CONCEPTOS) ]

EXPRESAY
SOPORTA

mercO@ZmMr

PROCEDIMIENTOS

REGULANEL
uso

p
PROPOSICIONES ]

h,
INTERVIENEN Y I —_—
) o L] s

> ‘ ARGUMENTOS ]

Figura 2.1 Configuracion de objetos primarios.
Fuente: Godino et al (2009, p.6)

Oon0=--Hp3m->=

Segun Malaspina (2008), las situaciones-problemas son el origen o razon de ser de la
actividad, el lenguaje representa las restantes entidades y sirve de instrumento para la
accion y con los argumentos se justifican los procedimientos y proposiciones que

relacionan los conceptos entre si.

Configuraciones epistémica y cognitiva.
Los objetos primarios se encuentran relacionados entre si formando configuraciones, la

cuales son definidas como las redes de objetos intervinientes y emergentes de los

13
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sistemas de practicas. Estas configuraciones pueden ser epistémicas (redes de objetos
institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales).

Por otro lado, también encontramos que Rojas (2012) menciona que en la realizacion de
toda practica matematica, los sujetos emplean sus conocimientos basicos y en ella
activan un conjunto de relaciones entre diferentes tipos de objetos primarios:
situaciones-problema, lenguaje, definiciones, procedimientos, propiedades y
argumentos; es decir, las practicas matematicas personales activan una red de objetos
intervinientes y emergentes, es decir, la configuracion cognitiva puesta en juego.
Ademas Malaspina (2008) refiere que las configuraciones pueden ser epistémicas, redes
de objetos institucionales, o pueden ser cognitivas, redes de objetos personales. Los
sistemas de préacticas y las configuraciones se proponen como herramientas teoricas
para poder describir los conocimientos matematicos, en su doble version, personal e
institucional. La constitucion de estos objetos y relaciones, configuraciones, tanto en su
faceta personal como institucional tiene lugar, mediante los procesos matematicos, a lo
largo del tiempo.

2.1.4 Definicion formal de limite
Como se mencion6 en los antecedentes haremos referencia al trabajo de Molfino y

Buendia (2010) quienes realizan un estudio del concepto de limite a lo largo de la
historia de las matematicas. Esto con la finalidad de establecer la definicion formal de
limite de una funcién real de variable real que se tomard en este trabajo de

investigacion.

Molfino y Buendia (2010), refieren que el concepto de limite evoluciono a lo largo de
varias etapas hasta llegar a la configuracién que hoy conocemos. En una primera etapa,
época griega, el interés por calcular el area del circulo y otras figuras geométricas
motivaron la busqueda de explicaciones a estos problemas que no se podian resolver
con los conocimientos que se tenian hasta entonces. En una segunda etapa, siglo XVII,
surgid el interés por resolver problemas relacionados a la fisica y la astronomia. Para
ello se utilizaron métodos infinitesimales que ayudasen a calcular velocidades,
pendientes, areas, maximos y minimos, etc. Sin embargo, el uso de estos métodos
presentaba ciertas contradicciones. En una tercera etapa, siglo XVIII, encontramos la
transformacion de los fundamentos del analisis infinitesimal. No obstante, a pesar que
se lleg6 a expresar la definicion de limite que hoy conocemos, esta s6lo se dio en

lenguaje natural lo cual resto su importancia por no prestar las herramientas algebraicas
14

Tesis publicada con autorizacion del autor

No olvide citar esta tesis




\‘\TENE%

4 + % | UNIVERSIDAD
TESIS PUCP % UNIVERSID
DEL PERU

suficientes para su manipulacion. Finalmente, en la cuarta etapa, siglo XX, se empieza a
ver al limite ya no s6lo como un proceso sino como un objeto en si mismo, ademas se
establece la representacion simbdlica de este concepto que hoy conocemos. Asi la
definicion formal, actualmente consensuada en la comunidad matematica y expresada
en términos de ey 6, se refiere a la definicion dada por Weierstrass, que actualmente se
formula de la siguiente manera: Si a es un punto de acumulacion del dominio de una

funcién f, real de variable real, y b es un nimero real,
lim f(x) =bsiysolosi Ve > 0,38 > 0talquesix € Domf A0 < |x —a| < § entonces |f(x) —b| < ¢
x—a

Adicionalmente a la definicién formal del limite finito de una funcion real de variable
real hemos abordado otros aspectos teoricos, implicitamente en algunas de las preguntas
del test exploratorio, pero que se haran explicitas posteriormente en las argumentaciones
de las configuraciones epistémicas y en algunas configuraciones cognitivas. Para ello
recurriremos a uno de los textos recomendados en la bibliografia de un primer curso de
Célculo para alumnos de Ciencias e Ingenieria, EI Célculo de Louis Leithold (1992). En

el cual se establecen, tal como sigue, las siguientes definiciones y teoremas.

Limite unilateral por la derecha: Sea f una funcién definida en todos los numeros de algln
intervalo abierto (a, c). Entonces, el limite de f(x), cuando x se aproxima a a por la derecha
es L, y se escribe lim,_,+ f(x) = L si para cualquier € > 0, independientemente de qué tan
pequefa sea, existe una § > 0 tal que si 0 < x — a < § entonces |f(x) — L| < & (pp. 98-99).

Limite unilateral por la izquierda: Sea f una funcién definida en todos los nimeros de algun
intervalo abierto (d, a). Entonces, el limite de f(x), cuando x se aproxima a a por la izquierda
es L, y se escribe lim,._,,- f(x) = L si para cualquier € > 0, independientemente de qué tan
pequefia sea, existe una § > 0 tal que si 0 < a — x < § entonces |f(x) — L] < £ (p. 99).

Teorema:
Silim,_, f(x) = L; Y lim,_, f(x) = L,, entonces L, = L, (p.100).

Teorema:
El lim,_, f(x) existe y es igual a L si y s6lo si lim,_,- f(x) Y lim,_,+ f(x) existen y son
iguales a L (p. 100).

1.4 Metodologia de investigacion

Respecto a la metodologia, nos basamos en Rojas (2012) quien afirma que la
verbalizacion de los procesos de pensamiento y accién proporciona informaciones
importantes no solo a través de materiales escritos tales como cuestionarios o tareas, sino
también a partir de procesos de interaccion tales como una entrevista o trabajo de los
alumnos en grupo. Nuestro trabajo no s6lo se limitara a identificar los errores de los

alumnos a través de sus respuestas dadas por escrito a un test exploratorio, sino que a
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través de configuraciones cognitivas — afianzadas por entrevistas — buscaremos maés
informacion para analizar la comprension de los alumnos en torno a la definicion de
limite finito de una funcion real de variable real, principalmente para saber el por qué de

los errores evidenciados.

En consecuencia, la metodologia que seguiremos en nuestro trabajo de investigacion sera
mixta, esto es, cuantitativa y cualitativa. Mas especificamente siguiendo un disefio
explicativo secuencial. Hernandez, Fernandez y Baptista (2010) afirman:

El disefio se caracteriza por una primera etapa en la cual se recaban y analizan los
datos cuantitativos, seguida de otra donde se recogen y evalGan datos cualitativos. La
mezcla mixta ocurre cuando los resultados cuantitativos iniciales informan a la
recoleccién de datos cualitativos. (p. 566)

Asimismo, los autores detallan un esquema para el disefio explicativo secuencial, que
consiste en: recoleccion de datos cuantitativos, analisis cuantitativo, recoleccion de datos

cualitativos, analisis cualitativo e interpretacion del analisis completo.

Tomando en cuenta todo esto, y con el proposito de cumplir nuestros objetivos, los pasos

gue seguiremos en nuestra investigacion son:

1. Disefio de un test exploratorio con preguntas en diversos registros de representacion y
que involucren algunos conocimientos previos necesarios para la comprension de la
definicidn de limite de una funcion real de variable real.

2. Aplicacidon del test exploratorio a un grupo de 64 alumnos de un primer curso de
Calculo, luego de haber estudiado el concepto de limite finito de una funcion real de
variable real.

3. Revision y andlisis de las respuestas de los alumnos.

4. Tipificacion de las respuestas encontradas, poniendo especial atencidn a los errores
encontrados.

5. Triangulacion con expertos en el tema, de la tipificacion de las respuestas.

6. Establecimiento de la tipificacion de respuestas.

7. Establecimiento de interrelaciones entre las respuestas de algunas de las preguntas (o
entre algunos items de ellas) del test exploratorio.

8. Clasificacion para cada interrelacion.

9. Andlisis cuantitativo de cada interrelacion en base a la clasificacion establecida.

10. Entrevistas a alumnos cuyas respuestas llamaron particularmente nuestra atencion.
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11. Anédlisis cualitativo, empleando configuraciones cognitivas y comparaciones con la

configuracion epistémica correspondiente, de los alumnos entrevistados.
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Capitulo 3. Analisis de datos

A continuacion iniciaremos el analisis de los datos recolectados mediante un test exploratorio
(Anexo 1) aplicado en un grupo de 64 alumnos del &rea de ciencias e ingenieria de un primer
curso de Caélculo. Es importante detallar que la aplicacién del test se dio luego de que los
alumnos recibieron clases sobre la definicidn de limite finito de una funcion real de variable

real y se sometieron a una evaluacion en el curso, que incluia este tema.

Tal como se preciso en el capitulo anterior, el analisis de los datos se dividira en dos etapas:
una primera etapa, en la que realizaremos un analisis cuantitativo y una segunda etapa, en la
que realizaremos un analisis cualitativo de algunos de los datos. Esto, debido a que
consideramos importante, en principio, tener conocimiento de los diversos tipos de respuestas
de los alumnos y cuales son los tipos de respuestas en los que hubo mayor incidencia,
poniendo especial atencion en las respuestas erradas. Para no quedarnos con un conocimiento
meramente cuantitativo de las respuestas de los alumnos, realizaremos un andlisis cualitativo
de las respuestas erradas de tres alumnos mediante las configuraciones cognitivas de sus
soluciones y contrastadas con las configuraciones epistémicas de las soluciones dadas por su

profesora al test exploratorio.

3.1 Analisis cuantitativo
Para realizar el analisis cuantitativo seguiremos los siguientes pasos:

1. Tipificacion de las respuestas dadas por los alumnos al test exploratorio.

2. Establecimiento de interrelaciones entre las respuestas a ciertas preguntas del
test (o entre algunos items de ellas), ya que dichas preguntas se consideraron
que estuvieran relacionadas entre si desde que se disefid el test exploratorio.

3. Establecimiento de una clasificacion para cada interrelacion en base a los tipos
de respuestas encontrados en cada una de ellas.

4. Mostrar la distribucion de las respuestas en cada interrelacion, segin la

clasificacion establecida, mediante un gréafico estadistico (grafico de barras).

3.1.1 Tipificacidn de respuestas.
Luego de recolectar los datos mediante la aplicacion del test exploratorio, examinamos

las diversas respuestas dadas por los alumnos para cada pregunta del test, surgiendo la
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necesidad de establecer una tipificacion de dichas respuestas. Para validar esta
tipificacion de respuestas se recurrio a la triangulacion de las mismas con expertos en el
tema (a modo de ejemplo mostramos la opinion de uno de los expertos, anexo 2), para
aquellas preguntas del test que no eran para marcar (pregunta 5 y pregunta 6). A
continuacion mostramos la tipificacion que se establecid luego de realizar la

triangulacion correspondiente.

Tipificacion de las respuestas para la pregunta 1

Tipo de Descripcion del tipo de respuesta Notacion
respuesta

Respuesta Respondi6 correctamente. a
correcta

Cuando el resultado del limite lateral izquierdo

Error de P .

. .| corresponde al limite lateral derecho y viceversa. Este
simbologia S

error solo se puede dar en los items | y I1.

Cuando el limite que determina no es coherente con

Error sus respuestas a otros items que se encuentran
conceptual | relacionados con este; o no es coherente con el c
comportamiento de la funcion segun el gréfico.

Cuando la respuesta es cero al item 1.5, porque

E,rrpr asumimos que predomina una mala correspondencia
gréafico e g
con la representacion gréafica dada.
No .
respondi6 Dejo en blanco. b
Tipificacion de las respuestas para la pregunta 2
TP et Descripcion del tipo de respuesta Notacién
respuesta
Respuesta Respondi6 correctamente. a
correcta

Respuesta Determind correctamente el limite requerido pero esta
correcta pero | respuesta no es coherente con sus respuestas (incorrectas) a ci
incoherente | otros items de la misma pregunta.

Grafica la recta correspondiente pero no excluye del gréfico el

Error grafico par (3;6) habiendo calculado bien el dominio.

Error
conceptual Cuando determin6 incorrectamente el dominio de la funcion o

Tesis publicada con autorizacion del autor
No olvide citar esta tesis




TESIS PUCP

PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

CATOLICA
DEL PERU

determind incorrectamente el limite requerido en base al
gréafico realizado para la funcion o cuando realiz6 cualquier
otro gréafico que sugiere comportamientos no afines.

Respuesta .
. Cuando la respuesta es incorrecta, pero es coherente con las
Incorrecta . p . .
pero respuestas incorrectas dadas a otros items de la misma ic
coherente. pregunta.
No respondié | Dej6 en blanco. b
Tipificacion de las respuestas para la pregunta 3
Tipo de respuesta Descripcion del tipo de respuesta Notacién
Respuesta correcta | Calcula  correctamente el  limite,  simplificando a
previamente el factor x+1 en la expresion dada.
Error de calculo Simplifica el factor x+1 en la expresion dada sin embargo, k
calcula mal el limite de la expresion simplificada.
No respondi6 Dejo en blanco b
Tipificacion de las respuestas para la pregunta 4
Tipo de respuesta Descripcion del tipo de respuesta Notacion
Grafica una funcion que cumple con las dos condiciones
Respuesta correcta a
dadas.
Error conceptual Grafica una _fqnuon que no cumple ninguna o alguna de c
las dos condiciones dadas.
No respondi6 Dejo en blanco b
Tipificacion de las respuestas para la pregunta 5
Tipo de respuesta Descripcidn del tipo de respuesta Notacién
Respuesta correcta | Cuando marca que la proposicion es verdadera. a
Error conceptual Cuando marca que la proposicidn es falsa. c
No respondio Dejo en blanco b
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Tipificacion de las respuestas para la pregunta 6

Tipo de respuesta Descripcion del tipo de respuesta Notacion

Respuesta correcta | Cuando marca que la alternativa ¢ a

Cuando marca cualquier otra alternativa que no sea la

Error conceptual alternativa c c
No respondi6 Dejo en blanco b
Tipificacion de las respuestas para la pregunta 7
PO Descripcion del tipo de respuesta Notacion
respuesta
Plantea la definicion formal de lim,,_,; 5x — 2 = 3, luego
Respuesta A - .
establece la relacion & == e interpreta por qué esto a
correcta 5

implica que el limite dado es 3 o da un argumento valido.

Justifica que el limite es 3 reemplazando el valor de x por

Error conceptual = c
P 1 en la funcion dada.
Cuando establece la relacion & = < pero no se percibe la
Respuesta ) L, NS S L f
incompleta interpretacion de la implicacién presente en la definicion

formal.

3.1.2 Interrelaciones de respuestas
Habiendo establecido la tipificacion de respuestas, estableceremos lo que
denominaremos interrelaciones. Una interrelacion consiste en contrastar las respuestas
de los alumnos en preguntas en las que se les plantea un mismo objeto matematico
utilizando diferentes representaciones. En base a que existe este tipo de relacion entre
algunas de las preguntas del test exploratorio, se establecen cinco interrelaciones, que
nos ayudaran a tener una apreciacion mas cercana de la comprension de los alumnos
sobre la existencia y no existencia del limite finito de una funcion real de variable real y

sobre la definicién del limite finito de una funcién real de variable real.

Interrelacién 1: Se analizan las respuestas a los items 1.1, 1.2 y 1.3 (en bloque) y su

relacion con las respuestas al item 1.4, todos pertenecientes a la pregunta 1. El proposito
de esta interrelacidn es evidenciar si las respuestas de los alumnos son coherentes, ya

que en ambos casos los alumnos deben analizar el comportamiento de cierta funcion
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solo mediante su grafico. Se espera coherencia al afirmar que el limite requerido no

existe, como consecuencia del analisis de los limites laterales. (Ver tabla 3.1)

Tabla 3.1 Preguntas consideradas para la interrelacién 1.

items1.1,1.2y 1.3 item 1.4

i I I

| \

-1 t lim g(x) =
1.2 | lim f00= S

13 | limf(o= /_:

Interrelacién 2: Se analizan las respuestas a los items 1.1, 1.2 y 1.3 (en bloque) y su

relacion con las respuestas a la pregunta 4. El propésito de esta interrelacion es
evidenciar si las respuestas de los alumnos son coherentes, dentro de una misma
cuestion conceptual, al pasar de una situacion dada a una situacion similar creada por
ellos. Se espera coherencia entre las respuestas a los items 1.1, 1.2 y 1.3 y la
construccion de la grafica que se les pide en la pregunta 4. Se pone énfasis en la
distincion entre la existencia del limite de la funcion para el nimero al cual tiende x y la

existencia del valor de la funcion en el nimero al cual tiende x. (Ver tabla 3.2)
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Tabla 3.2 Preguntas consideradas para la interrelacién 2.

items 1.1,1.2y 1.3

Pregunta 4

y

11 | Jim 109

=

O -
w
N

12 fim 109

13 | lmf9= | | /

Grafique una funcion f que cumpla:
imf(x)= A f(2)=3

Interrelacién 3: Se analizan las respuestas al item 1.6 de la pregunta 1 y su relacion con

las respuestas a la pregunta 5. El propdsito de esta interrelacion es evidenciar si las

respuestas de los alumnos son coherentes, dentro de una misma cuestion conceptual,

expresada por una parte en un registro grafico y por otra en un registro verbal-

simbdlico. Notar que las caracteristicas de la funcién en la pregunta 5 son las mismas

que se aprecian en el grafico del item 1.6. (Ver tabla 3.3)

Tabla 3.3 Preguntas consideradas para la interrelacion 3.

Items 1.6

Pregunta 5

Il'rrg g(x) =

Diga si la siguiente proposicion es
verdadera o falsa:
Existe una funcién f que
cumple las siguientes tres
condiciones
i) lim f(x) esun nimero
X—a

real
ii) f(a) esun nimero real

i) 1im f (x) = f (a)

( ) VERDADERA ( )FALSA
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Interrelacidn 4: Se analizan las respuestas al item 2b y su relacién con las respuestas a
los items 2c2, 2c3 y 2c4 de la pregunta 2. El proposito de esta interrelacion es

evidenciar si los alumnos muestran coherencia entre el grafico que hacen de la funcion f

y las respuestas tanto a los limites laterales como al limite de la funcién cuando x tiende
a 3 (items 2c2, 2c3 y 2c4). (Ver tabla 3.4)

Tabla 3.4 Preguntas consideradas para la interrelacion 4.

item 2b (*) items 2¢2, 2c3 'y 2¢4 (**)
Dada la funcion f definida por
x?-9 i
0= 2c2 fim 109~
Grafique la funcion f
2c3 lim £ (x) =
A S - 2c4 lim f (x) =

(*) Previamente a este item se les pidi6 a los alumnos que determinen el dominio de la funcién.

(**) Para determinar cada uno de los limites se les pedia apoyarse en el grafico realizado en el item 2b.

Interrelacién 5: Se analizan las respuestas a la pregunta 6 y su relacion con las

respuestas a la pregunta 7. El propoésito de esta interrelacion es evidenciar si los
alumnos no so6lo reconocen la definicion del concepto de limite finito de una funcion
real de variable real (pregunta 6) en un registro simbdlico sino que comprenden que tal
definicion les permite demostrar por qué el limite finito de cierta funcion real de

variable real es un determinado valor (pregunta 7). (VVéase tabla 3.5)
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Tabla 3.5 Preguntas consideradas para la interrelaciéon 5

Pregunta 6 Pregunta 7

¢A cual de las siguientes proposiciones es equivalente |im f (x) =3?
x—>1

(Marque con un aspa la alternativa correcta) L

¢Como justifica que

a) 3&>0,V5 > 0talquesiO<|x—1< & entonces |f(x)-3 <& lim (5x-2) es3yno

b) Ve&>0,35>0talquesiO<|x—3/<dentonces [f(x)-L<e [* 3,00001 ni 2,99999?

¢) V&>0,35 >0talquesiO < |x—1 < & entonces |f(x)-3 <&

3.1.3 Resultados de cada interrelacion
Al analizar las respuestas de las preguntas involucradas en cada interrelacion se

encontré a su vez diversos tipos de interrelacion. Por ello, decidimos establecer una
clasificacion para cada una de ellas. A modo de ejemplo, presentamos la agrupacion que
se hizo de las respuestas encontradas Y tipificadas para los items 1.1, 1.2 y 1.3 con 1.4,
con la finalidad de establecer una clasificacion para la interrelacion 1 (Ver tabla 3.6).

Tabla 3.6 Clasificacion para la interrelacion 1

Tipo de interrelacion 11 12 1.3 1.4
Interrelacién correcta a a a a
Interrelacion coherente c G a a
a a a c
Interrelacién incoherente tipo 1 L C a I ¢
s s a I c
c a a I c
Interrelacién incoherente tipo 2 ¢ 2 ¢ 2
c c c a
a a C I C
Interrelacién por error con c c | c
énfasis conceptual s s c I c
a c C C
a c c I b
c c c b
b c b a
c b b b
Interrelacién inexistente b b a c
c c a b
b b b b
b b c c
c b C c
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A continuacién mostramos cada clasificacion mediante una tabla seguida de un grafico
estadistico para ilustrar la distribucion de los tipos de interrelacion encontrados para la

interrelacion correspondiente.

Interrelacién 1: En la tabla 3.7 describimos cada tipo de interrelacion encontrada en la
interrelacion 1 (items 1.1, 1.2 y 1.3 con item 1.4)

Tabla 3.7 Descripcion de la clasificacion para la interrelacion 1

Tipo de

. -, Descripcioén de la interrelacion
interrelacion P

Interrelacion | Los alumnos determinan correctamente tanto los limites laterales como los
correcta limites de la funcion cuando tiende x a 2.

Interrelacion | Los alumnos, a partir del analisis de los limites laterales, concluyen que el
coherente | limite no existe.

Existe contradiccion, pues los alumnos para la primera funcion de la pregunta
1 determinan correctamente que el limite no existe (items 1.1, 1.2 y 1.3). Sin
embargo, para la segunda funcion de la pregunta 1 determinan erréneamente
que existe el limite (item 1.4). A pesar que para ambas funciones se cumple,
segun sus graficas dadas, que el limite de la funcion no existe a partir del
analisis de los limites laterales.

Interrelacion
incoherente
tipo 1

Existe contradiccion, pues los alumnos para la primera funcion de la pregunta
1 (items 1.1, 1.2 y 1.3) determinan erréneamente que el limite existe; sin
embargo, para la segunda funcién de la pregunta 1 (item 1.4) determinan
correctamente que no existe el limite. A pesar que para ambas funciones se
cumple, segun sus graficas dadas, que el limite de la funcion no existe a partir
del analisis de los limites laterales.

Interrelacién
incoherente
tipo 2

Interrelacion
por error | Los alumnos no relacionan la no existencia del limite, con el comportamiento

con énfasis | de sus limites laterales. Esto los lleva a reiterar su error.

conceptual

Interrelacién | En este caso consideramos todas las situaciones en las que por lo menos, un
inexistente | item de los analizados no fue respondido.
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Distribucion de respuestas para la interrelacion 1:
items 1.1,1.2y 1.3 con item 1.4

25
20
w 20 18
e
£ 15
= 15
<
3
g 10 P
g :
Z 5 ) 1 4
H ¥ H
0 [ 4

Interrelacion Interrelacion  Interrelacion Interrelacion  Interrelacién Interrelacién

correcta coherente incoherente  incoherente  por error con  inexistente
tipo 1 tipo 2 énfasis
conceptual

Tipos de interrelacion 1

Figura 3.1 Distribucién de respuestas para la interrelacion 1

Comentario: Basados en nuestro resultado cuantitativo (figura 3.1), podemos concluir
que un significativo porcentaje de alumnos, a pesar que en un primer momento
establece la no existencia del limite finito de una funcién real de variable real a partir
del analisis de sus limites laterales, luego cae en contradicciones cuando determina la
existencia del limite finito de una funcién real de variable real, para la cual no existe
dicho limite (31% de casos con interrelacion incoherente tipo 1). Esto es, en términos de
la comprension segun Sierpinska podemos afirmar que la mayoria de alumnos solo
evidencian una comprension de la no existencia del limite finito de una funcion real de
variable real en la categoria de identificacién. De igual manera, llama nuestra atencién
gue existe un porcentaje considerable de alumnos (28% de casos con interrelacion por
error con énfasis conceptual) que evidenciaron, a partir de esta interrelacion, no
comprender la existencia del limite finito de una funcion real de variable real. Cabe
destacar que s6lo hay un 9% de alumnos que respondieron correctamente a los items

considerados en esta interrelacion.
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Interrelacién 2: En la tabla 3.8, describimos cada tipo de interrelacion encontrada en la
interrelacion 2 (items 1.1, 1.2 y 1.3 con pregunta 4)

Tabla 3.8 Descripcion de la clasificacion para la interrelacion 2

Tipo de

. > Descripcion de la interrelacion
interrelacion

Los alumnos determinaron correctamente tanto los limites laterales como el
Interrelacion limite de la funcién cuando x tiende a 2, a partir del gréfico dado para la

correcta funcion. Por otro lado, graficaron correctamente una funcion tal que el limite
no existe cuando x tiende a 2 y el valor de la funcion en 2 si existe.

Los alumnos determinaron en la primera parte de la pregunta 1 (items 1.1, 1.2
y 1.3) a partir del gréafico dado para la funcién que al ser diferentes los
limites laterales (aunque no sean los correctos), el limite de la funcién no
existe. Esta comprension se reitera cuando los alumnos grafican una funcién
para la cual no existe el limite cuando x tiende a 2 y que f (2)=3.

Interrelacién
coherente

Los alumnos determinaron en la primera parte de la pregunta 1 (items 1.1, 1.2
y 1.3) a partir del gréafico dado para la funcion que al ser diferentes los
Interrelacion limites laterales, el limite de la funcién no existe. Sin embargo, esta
incoherente tipo | comprensién no se reitera cuando al pedirles a los alumnos que grafiquen una
1 funcion para la cual no exista el limite de la funcion cuando x tiendea 2 'y
que f(2)=3, graficaron una funcion que no cumple una o ninguna de las
condiciones requeridas.

Interrelacion Los alumnos erréneamente determinan la existencia del limite para la primera
incoherente tipo | parte de la pregunta 1 (items 1.1, 1.2 y 1.3) sin embargo, graficaron
2 correctamente la funcién requerida en la pregunta 4.

Los alumnos reiteraron su error, esto es, tanto en la primera parte de la
pregunta 1 (items 1.1, 1.2 y 1.3) al no determinar la no existencia del limite
de la funcién, como al graficar una funcién que no cumple una o ninguna de
las condiciones requeridas en la pregunta 4.

Interrelacion por
error con énfasis
conceptual

Interrelacion En este caso consideramos todas las situaciones en las que por 1o menos, un
inexistente item de los analizados no fue respondido.
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Distribucion de respuestas para la interrelacion 2:
items 1.1, 1.2 y 1.3 con preguna 4

20
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16

[N
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12

12 11

Ndmero de alumos

2
2 | |
0

Interrrelacion Interrelacion  Interrelacién  Interrelacion  Interrelacion  Interrelacion

correcta coherente incoherente  incoherente  por error con  inexistente
tipo 1 tipo 2 énfasis
conceptual

Tipos de interrelacion 2

Figura 3.2 Distribucién de respuestas para la interrelacion 2

Comentario: Basados en nuestro resultado cuantitativo (figura 3.2), podemos concluir
que un gran numero de alumnos (28%) no realizo el grafico requerido en la pregunta 4 o
no determino algunos o todos los limites requeridos en la pregunta 1 (items 1.1, 1.2 y
1.3), por lo cual no se pudo establecer una interrelacion (interrelacion inexistente). Otro
resultado a destacar, es que una gran cantidad de alumnos (23,4%) evidencié no poder
concluir la no existencia del limite finito de una funcion real de variable real tanto a
partir del analisis intuitivo de los limites laterales en base al grafico dado para la funcién
(pregunta 1: items 1.1, 1.2 y 1.3) ni trazar un grafico que cumplia con las condiciones
requeridas (pregunta 4). También consideramos importante mencionar que un 19% de
los alumnos determinaron la no existencia del limite (pregunta 1: items 1.1, 1.2 y 1.3);
sin embargo, no trazaron un grafico que cumpla con las condiciones requeridas en la
pregunta 4 (a pesar que, en esencia, eran las mismas condiciones que tenia el grafico de
la funcion que analizaron en la pregunta 1 (items 1.1, 1.2 y 1.3). Esto es, en términos del
enfoque sobre la comprensién que hace Sierpinska, podriamos decir que un buen

namero de alumnos tiene una comprension de la no existencia del limite finito de una
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funcion real de variable real, solo en el nivel de identificacion. De igual manera, llama
nuestra atencion que sea solo el 17% de alumnos que muestran una comprension clara

de la no existencia del limite finito de una funcion real de variable real.

Interrelacién 3: En la tabla 3.9, describimos cada tipo de interrelacién encontrada en la
interrelacion 3 (item 1.6 con pregunta 5)

Tabla 3.9 Descripcion de la clasificacion para la interrelacion 3

Tipo de interrelacion Descripcion de la interrelacion

Los alumnos determinaron correctamente el limite de la funcién cuando x
tiende a 0 en base al grafico dado para tal funcién en el item 1.6 de la
pregunta 1 y determinaron correctamente que la proposicion dada en la
pregunta 5 es verdadera.

Interrelacion correcta

Los alumnos determinaron correctamente el limite de la funcion cuando x
tiende a 0 en base al grafico dado para tal funcién en el item 1.6 de la
pregunta 1 sin embargo, determinaron erréneamente que la proposicion
dada en la pregunta 5 era falsa. Esto pone en contradiccion las dos
respuestas dadas.

Interrelacion
incoherente tipo 1

Los alumnos determinaron erréneamente el limite de la funcion en el item

Interrelacion 1.6 de la pregunta 1 y determinaron correctamente que la proposicién
incoherente tipo 2 dada en la pregunta 5 era verdadera. Esto pone en contradiccion las dos
respuestas dadas.

Los alumnos reiteraron su error al determinar incorrectamente el limite de
la funcion en el item 1.6 de la pregunta 1 y determinar incorrectamente
que la proposicion planteada en la pregunta 5 era falsa.

Interrelacién con error
por énfasis conceptual

Interrelacion En este caso consideramos todas las situaciones en las que por lo menos,
inexistente un item de los analizados no fue respondido.
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Distribucion de respuestas para la interrelacion 3:
item 1.6 con pregunta 5
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Interrelacion Interrelacion Interrelacion  Interrelacion por  Interrelacion
correcta incoherente tipo incoherente tipo error con énfasis  inexistente
1 2 conceptual
Tipos de interrelacion 3

Figura 3.3 Distribucién de respuestas para la interrelacion 3

Comentario: Basados en nuestro resultado cuantitativo (figura 3.3), podemos concluir
que un considerable nimero de alumnos (36%) no respondio al menos a una de las
preguntas involucradas en esta interrelacion (interrelacion inexistente). Otro resultado
que llama nuestra atencidn, es que el 28% de los alumnos determina incorrectamente la
respuesta tanto para la pregunta 1 (item 1.6) como para la pregunta 5 (interrelacion por
error con énfasis conceptual). También debemos destacar que el 22% de los alumnos
determinan erréneamente el limite requerido en el item 1.6 sin embargo, determinan
correctamente el valor de verdad de la proposicion dada en la pregunta 5 (interrelacion
incoherente tipo 2) mostrando con esto su falta de claridad en la comprension de la
existencia del limite finito de una funcidn real de variable real. Es importante sefialar
que las tres caracteristicas de la funcién, dadas en la proposicién de la pregunta 5 en
términos generales, se cumplen para la funcién trabajada en el item 1.6 segun el grafico
dado. Entonces, en términos del enfoque sobre la comprension que hace Sierpinska,
podriamos decir que una buena cantidad de alumnos tiene una comprensién de la
existencia del limite finito de una funcion real de variable real, solo en el nivel de

identificacion. Finalmente no podemos dejar de comentar que s6lo el 4,7% de alumnos
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Interrelacién 4: En la tabla 3.10, describimos cada tipo de interrelacion encontrada en
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la interrelacién 4 (item 2b con items 2¢2, 2¢3 'y 2¢4)

Tabla 3.10 Descripcidn de la clasificacion para la interrelacion 4

Tipo de interrelacion

Descripcion de la interrelacion

Interrelacidn correcta

Los alumnos graficaron correctamente la funcion dada y
determinaron correctamente y con coherencia respecto a su
grafico, tanto los limites laterales como el limite de la funcién
cuando x tiende a 6.

Interrelacién coherente
tipo 1

Los alumnos determinan correctamente tanto los limites laterales
como el limite de la funcion cuando x tiende a 3 en base al
gréafico que realizaron para la funcion dada (en algunos casos
realizaron el grafico correctamente y en otros casos la recta
correspondiente sin la extraccion del par ordenado (3;6) porque
el dominio fue considerado erréneamente como todos los reales o
porque olvidaron interpretar el dominio en su gréafico). Esto es,
aplican correctamente la propiedad de existencia del limite.

Interrelacién coherente
tipo 2

Los alumnos realizaron correctamente el grafico de la funcién
pero determinaron uno o ambos limites laterales erroneamente.
Sin embargo, en base a estos limites laterales determinan la
existencia o la no existencia del limite de la funcién cuando x
tiende a 3 de forma coherente. Esto es, aplican correctamente la
propiedad de existencia del limite.

Interrelacion
incoherente

Los alumnos en base a su grafico incorrecto (la recta
correspondiente sin la extraccion del par ordenado (3;6) porque
el dominio fue considerado erroneamente como todos los reales o
porque olvidaron interpretar el dominio en su grafico) determinan
uno o ambos limites laterales incorrectamente lo cual implicaria
en algunos casos que el limite de la funcion cuando x tiende a 3
no existe o en otros casos que tal limite es un nimero real
distinto de 6. Sin embargo, los alumnos determinan
correctamente el limite de la funcién cuando x tiende a 3 cayendo
en contradiccién con lo establecido para sus limites laterales.

Interrelacién por error
con énfasis conceptual

Los alumnos determinan incorrectamente tanto los limites
laterales como el limite de la funcidn cuando x tiende a 3 en base
al grafico que realizaron para la funcién dada (en algunos casos
realizaron la recta correspondiente sin la extraccion del par
ordenado (3;6) porque olvidaron interpretar el dominio en el
gréafico en otros casos realizaron el grafico correcto o un gréfico
gue sugiere un comportamiento no afin).

Interrelacién
inexistente

En este caso consideramos todas las situaciones en las que por lo
menos, un item de los analizados no fue respondido.
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Distribucidn de respuestas para la interrelacion 4:
item 2b con item 2c2, 2c3y 2c4
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correcta coherente tipo 1 coherente tipo 2  incoherente  error con énfasis  inexistente
conceptual

Tipos de interrrelacion 4

Figura 3.4 Distribucién de respuestas para la interrelacion 4

Comentario: Basados en nuestro resultado cuantitativo (figura 3.4), podemos concluir
que un considerable nimero de alumnos (39%) no respondié uno mas de un item
involucrado en esta interrelacion (interrelacion inexistente). Otro resultado que llama
nuestra atencion, es que el 17% de los alumnos determinan los limites de la funcion
requeridos (items 2c2, 2c3 y 2c4) pero estos no son coherentes con el comportamiento
segun el grafico de la funcion que ellos realizaron (item 2b). Esto podria evidenciar,
que los alumnos recurren a metodos algebraicos (dado que conocen la regla de
correspondencia de la funcion) para determinar el limite de la funcion ignorando su
comportamiento grafico. También tenemos que solo el 11% de los alumnos traza un
gréfico erroneo para la funcién dada (item 2b) y determina incorrectamente los limites
requeridos en los items 2c2, 2c3 y 2c4. Por otro lado, tenemos que el 20% de los
alumnos traz6 correctamente el grafico de la funcion dada y determino correctamente
los limites requeridos en los items 2c2, 2c3 y 2c4 (interrelacion correcta). Esto es, en
términos de la comprension segun Sierpinska, podemos afirmar que, a diferencia de las
otras interrelaciones, la mayoria de alumnos tiene una comprension de la existencia del
limite finito de una funcidn real de variable real, en el nivel de discriminacion, en el
sentido de reconocer que ambos limites laterales coinciden y en consecuencia existe el

limite finito de una funcion real de variable real.
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Interrelacién 5: En la tabla 3.11, describimos cada tipo de interrelacion encontrada en
la interrelacion 5 (pregunta 6 con pregunta 7)

Tabla 3.11 Descripcidn de la clasificacion para la interrelaciéon 5

Tipo de interrelacion Descripcion de la interrelacion
Los alumnos reconocen la definicion del limite finito de una
funcion real de variable real y reconocen que tal definicion les
Interrelacion coherente | permite justificar lo planteado en la pregunta 7. Sin embargo,
pero incompleta terminan su justificacion cuando establecen la relacion entre delta
y épsilon sin justificar por qué esta relacién demuestra lo
requerido.
Los alumnos reconocen la definicion del limite finito de una
funcion real de variable real sin embargo, no reconocen que tal
definicion les permite justificar lo planteado en la pregunta 7.
Recurriendo para justificar lo requerido, a la tabulacion de la
funcidn para valores cercanos al valor al cual tiende x en el
limite, a la gréafica de la funcién o a la tabulacién directa de la
funcion en el valor al cual tiende x en el limite.
El alumno no reconoce la definicion formal del limite finito de
Interrelacion por error | una funcién real de variable real y reitera su incomprension de la
con énfasis conceptual | definicion al intentar justificar el limite requerido en la pregunta

Interrelacién
incoherente

7.
Interrelacion En este caso consideramos todas las situaciones en las que por lo
inexistente menos, un item de los analizados no fue respondido.
Distribucion de respuesta para la interrelacion 5:
pregunta 6 con pregunta 7
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Figura 3.5 Distribucidn de respuestas en la interrelacion 5
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Comentario: Basados en nuestro resultado cuantitativo (figura 3.5), podemos concluir
que un 67% de los alumnos no completo la justificacion requerida en la pregunta 7, la
cual realizaron mediante la definicién formal del limite finito de una funcién real de
variable real. Definiciébn que evidencian reconocer en la pregunta 6 (interrelacion
coherente pero incompleta). Esto es, los alumnos termina su justificacion con el
establecimiento de una relacion entre e y §, sin manifestar una interpretacion sobre tal
relacion para la justificacion de lo que se requeria en la pregunta 7. Otro resultado que
es importante mencionar es que el 17% de los alumnos intentan justificar lo requerido
en la pregunta 7 utilizando otras formas distintas a la definicion formal (tabulacion de la
funcion para valores cercanos al valor al cual tiende x en el limite, gréfica de la funcion
o tabulacion directa de la funcion en el valor al cual tiende x en el limite) a pesar que en
la pregunta 6 evidencian “conocer” la definicion formal. Entonces, en términos del
enfoque sobre la comprensién que hace Sierpinska, podriamos decir que un buen
nimero de alumnos tiene una comprension de la definicion de limite finito de una

funcion real de variable real, solo en el nivel de identificacion.

3.2 Analisis cualitativo

Tal como se indico al iniciar el analisis de nuestros datos, luego de trabajar
cuantitativamente con ellos, consideramos importante realizar un analisis mas profundo
sobre las respuestas obtenidas en el test exploratorio. Por lo cual, estableceremos la
configuracion epistémica CE (respuestas al test exploratorio dadas por la profesora del
curso), las configuraciones cognitivas CC de tres alumnos (tomados al azar y a los cuales
entrevistamos) y finalmente contrastaremos la CE con cada CC para comprender las
dificultades presentes en la comprension del concepto del limite real de variable real.

A continuacion mostramos la configuracion epistémica y las configuraciones cognitivas
establecidas. Al término de cada CC citamos algunos comentarios y algunas
observaciones que evidencian los contrastes existentes entre estos tipos de

configuraciones.
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3.2.1 Configuracion epistémica (CE)
Configuraciones epistémicas de las soluciones de la profesora

Problema (Pregunta 1: items 1.1, 1.2 y 1.3-Test exploratorio)

1. Dadas las gréficas de las funciones /' y g, determine los limites que se indican a
continuacion.
(Nota: en caso sea pertinente, escriba no existe)

y
- 2 - -
lim f(x)= - ' 1+
x—>2" I ! i [
| | |
-l i i i x|
, -2 -l 1 2 3 4
lim f(x)= - :
x—2" -1F ®
-2
lim f(x) = ?
Lenguaje Conceptos
Simbdlico: limites, nimeros, cuantificador de Limites laterales (en perspectiva intuitiva, por
existencia negado. analisis grafico)
Gréfico: Grafica de una funcién por tramos, Limite finito de una funcion real de variable real.
discontinua en 2. .
Proposicion
b 4 P - , .
lim f(x) = lim f(x) = lim f (x) no existe
1 sl x—a~ x—at X—a
ik _ Procedimiento
’ Observacion gréafica-intuitiva del cumplimiento de la
! propiedad.
I 1 2 3 4,7
o3 i Argumento
Tesis: El limite de la funcion cuando x tiende a 2 no
-2r - existe.
Razdn: El limite lateral izquierdo cuando x tiende a 2
=3t A es -3 y el limite lateral derecho cuando x tiende a 2 es
/ : 1 (son diferentes)
/_: i
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y
| 10+ |
I 1
lirr: g(x)=
ll'm3 gx)=
X
ling g(x)=
Lenguaje Conceptos
Simbdlico: limites. Limites laterales (en perspectiva intuitiva, por
Gréfico: Grafica de una funcion por tramos, analisis grafico)
discontinuaen 0y 4 Limite finito de una funcion real de variable real.
3y Proposiciones
! 1. lim g(x)=lim g(xX)=L< limg(x)=L
I x—a~ x—at X—a
[ @ ! d % 2. Sinoexiste lim g(x) o lim g(x), entonces no
; \ ; X—a~ x—a*

existe 1im g(x).
X—>a

Procedimiento
Observacion grafica-intuitiva del cumplimiento de la

propiedad.

Argumentos

Tesis:

i) El limite de la funcion g cuando x tiende a 4 no
existe;

ii) El limite de la funcién g cuando x tiende a -3 es
_1,

iii) El limite de la funcién g cuando x tiende a 0 es
-4,

Razones: Para (i): El limite lateral derecho cuando x
tiende a 4 no existe.

Para (ii): Los limites laterales, cuando x tiende a -3,
son iguales a -1

Para (iii): Los limites laterales, cuando x tiende a 0,
son iguales a -4
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Problema (Pregunta 2: item a - Test exploratorio)

2 —
2. Dada la funcién f definida por f(x) ="~

x—3

a) Halle el dominio de la funcién f

Lenguaje Concepto

Dominio, funcion. Dominio de una funcion real de variable real.
Algebraico: Regla de correspondencia de Proposicion

una funcion. Sean p y g nimeros reales.

x> -9 . P ... )
fx)=—— El cociente a existe si y solosig=0

x—3

Procedimiento
Analisis algebraico de la regla de correspondencia.

Argumento

Tesis: Dom f =R — {3}

Razon: La funcion queda bien definida si X —3 %0
Por la propiedad.
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Problema (Pregunta 2:item b — Test exploratorio)
b) Grafique la funcion f
- - &y
_______________ s 5-6
3
(TR . — s ,,,,,, TN . (. N
! e — i | - i N
-5 -4 -3 -2 —‘1 2 4 2 3 4 3 *.E‘
----------------------------------------------- B B T TIPS ASpUPNP. IR
................................................ _2___._..,,,....,..,. bhcdvavsdecaciassdaases
Lenguaje Conceptos
Funcién, grafica de funcion. Dominio, regla de correspondencia y grafica de una
funcion real de variable real.
Proposicion
Ubicacion de pares ordenados en el plano cartesiano.
Procedimiento
Tabulacion.
Argumento
Tesis: La grafica de la funcién es una recta cuya
ecuacion es y = X + 3 menos el punto (3;6).
Razdn: Por la regla de correspondencia y el dominio
de la funcion.
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Problema (Pregunta 2: items 2c1, 2c2, 2c3 'y 2c4 — Test exploratorio)

c) Con base en el grafico realizado anteriormente, complete el siguiente cuadro:

3= f lim f(x)= lim f(x)= lim f(x) =
x—3" x—3* x—>3
L_engggje o Conceptos
Slmpollco: I|r_n|tes _ Dominio de una funcion real de variable real.
Grafico: Grafica de una funcion con Limites laterales (en perspectiva intuitiva, por analisis
discontinuidad evitable. grafico)
Limite finito de una funcidn real de variable real.
Proposicion

ag Domf < f(a) no existe
lim f(x)=lim f(x)=L < limf(x)=L

Procedimiento
Observacion gréafica-intuitiva del cumplimiento de la

propiedad.

Argumento

Tesis: f(3) no existe, el limite de la funcién cuando x
tiende a 3 por la izquierda es 6, el limite lateral de la
funcion cuando x tiende a 3 por la derecha es 6 vy el
limite de la funcidn cuando x tiende a 3 es 6.

Razén: Por el dominio de la funcidn, el gréafico de la
funcion y la propiedad.
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Problema (Pregunta 4 — Test exploratorio)
4. Grafique una funcién f que cumpla: lin}f(x) noexiste A f(2)=3
......... jfb}'
;6__ ,,,,,,,,,,,,,,,,
5_-
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, N WO T Y- ——
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1.._._....,....._.... coesanmcdeccrsenadrasemseeteccacnad
i Il | i ! | i Il i i ;‘
-5 -4 -3 -2 —_1 1 2 3 4 5 q
Y
Lenguaje Conceptos
Algebraico: funcion definida por tramos Gréfica de una funcion real de variable real.
Simbdlico: limite. Limites laterales (en perspectiva intuitiva, por andlisis
Gréfico: Grafica de una funcién por gréfico)
tramos. Limite finito de una funcidn real de variable real.
Proposiciones

1) Ubicacion de pares ordenados en el plano cartesiano.
2) lim f(x) = lim f(x) = lim f (x) no existe
x—a~ x—a* X—a

Procedimiento

Construccion de la regla de correspondencia de una funcion
por tramos, con discontinuidad inevitable para x = 2. (Una
parte lineal y otra constante). Grafica de la funcidn
construida.

Argumento

Tesis: Grafica de una funcién donde el limite de la funcion
cuando x tiende a 2 no existe y f(2)=3.

Razén: El limite de la funcion cuando x tiende a 2 por la
izquierda es 3, el limite lateral de la funcion cuando x tiende
a 2 por la derecha es 4; en consecuencia el limite de la
funcién cuando x tiende a 2 no existe por la propiedad.
Ademas, en el gréafico se puede observar que f(2) = 3.
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Problema (Pregunta 5 — Test exploratorio)
5. Diga si la siguiente proposicién es verdadera o falsa:

Existe una funcién f que cumple las siguientes tres condiciones

i) lim £(x) es un numero real

i) f(a) s un ndmero real

iii) lim f(x) # f(a)

(<) VERDADERA ( ) FALSA

Lenguaje Conceptos
Funcién Tabulacion de una funcién real de variable real.
Simbolico: limite Limite finito de una funcién real de variable real.
NUmero real Proposicion

Existen funciones tal quelim f (x) = f (a)

Procedimiento
Tabulacion. Cumplimiento de la propiedad.

Argumento

Tesis: la proposicidn es verdadera.

Razén: Existen funciones para las cuales el limite de
la funcion cuando x tiende a cierto valor a existe, el
valor de la funcibn en a también existe y
lim f (x) = f (@) . Por ejemplo, el caso de la funcién
X—>a

g de la pregunta 1 cuando a=0.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP g;l_:_\&ELF:ZIEAD

DEL PERU

Problema (Pregunta 6 (*) — Test exploratorio)

6. ¢A cual de las siguientes proposiciones es equivalente lin} f(x)=32
X=>

(Marque con un aspa la alternativa correcta)

a) 3&>0,Y5>0talquesiO<|x—1/ <& entonces |f(x)-3|<&
b) Ve&>0,36>0talquesiO < |x—3| <& entonces f)-1|<e

¢} Ve>0,35>0talquesiO<|x—1/ <& entonces |f(x)-3|<¢

Lenguaje Conceptos
Simbolico: limite, épsilon, delta, Limite finito de una funcién real de variable real.
desigualdad, valor absoluto, Definicién métrica del limite finito de una funcién real de
cuantificadores. variable real.
Proposicion

limf(x)=L< Ve >0,36 <0tal que

sixe Dom f A0 <|x—a <& entonces |f(X)-L/<e

Procedimiento
Cumplimiento de la propiedad.

Argumento
Tesis: la proposicion equivalente es la proposicion de la
alternativa c.

Razon: lim f (X) = 3 es equivalente por la definicion formal
x—1

de limite a
Ve>0,36 <0tal quesixe Domf A0 < x-1<&

entonces |f(x)-3/<¢

(*) Cabe aclarar que en una version rigurosa de la equivalencia, debimos considerar
que 1 es punto de acumulacion del dominio de f y que x es un punto cualquiera del
dominio.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA

TESIS PUCP gz_}\éelﬁggmn

DEL PERU

Problema (Pregunta 7 — Test exploratorio)

7. ¢Cobmo justifica que lin}(Sx-—Z) es 3y no es 3,00001 ni 2,999997?

) /
Lenguaje Conceptos
Simbodlico: limite. Limite finito de una funcién real de variable real.
Definicion formal del limite finito de una funcion real de variable real.
Proposicion
limf(x)=L< Ve >0,36 <0tal que
X—a

sixe Domf A0 <|x—a <& entonces |f(x)-L/<e

Procedimiento
Cumplimiento de la propiedad.

Argumento

Tesis: Justificamos mediante la definicién formal de limite finito de una funcién
real de variable real.

Razon: Iirr} (5x—2) =3 es equivalente por la definicion formal de limite a
X—>

Ve&>0,36 <0tal quesi 0<|x—1 <& entonces |(5x—2) -3 <&
Mediante lo cual podemos encontrar una relacion entre épsilon y delta, esto es,

para todo épsilon podemos garantizar la existencia de un delta ya que 5= ¢.
5

Por lo tanto, lim (5x —2)no puede ser 3,00001 ni 2,99999 ya que podriamos
x—1

encontrar un valor menor para épsilon (entonces para delta también) de manera
que la funcion (5x —2) toma valores mas cercanos a 3 que 3,00001 y 2,99999

en la vecindad |(5x—-2)-3<gcuando x se encuentra en la vecindad

0<‘x—1‘<6

Observacién: La demostracién que el limite es 3 y el teorema de la unicidad del limite, nos garantizan
que el limite no puede ser otro valor.
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3.2.2 Configuraciones cognitivas (CC)
Configuraciones cognitivas de las soluciones de Monica (A;)

Problema (Pregunta 1: items 1.1, 1.2 y 1.3 -Test exploratorio)

1. Dadas las graficas de las funciones 1 y g, determine los limites que se indican a
continuacion.
(Nota: en caso sea pertinente, escriba no existe)

lim f(x)= "5 == -1= =}

lim f(x)= "o

lim f(= (-5, R

Lenguaje Conceptos

Simbélico: limites, nimeros, intervalos, Limites laterales (en perspectiva intuitiva, por andlisis gréfico)
cuantificador de existencia negado. Limite finito de una funcién real de variable real.

Gréfico: grafica de una funcion Proposiciones (citadas en la entrevista)

1 lim f(x)= f(-a)

X

k2

2. lim f(x)=f(a)

Procedimiento
Observacion gréfica-intuitiva del cumplimiento de las propiedades.

Argumento

Tesis: El limite lateral izquierdo cuando x tiende a 2 es -5. El limite

lateral derecho cuando x tiende a 2 no existe y el limite de la

funcidn cuando x tiende a 2 es el intervalo

[-5;-3>.

= Razones: (Expresadas en la entrevista) El limite cuando x tiende a 2
/ por la izquierda es -5, pues segun el grafico cuando x es -2 la

= funcidn es -5. El limite cuando x tiende a 2 por la derecha no existe

/ pues hay un punto abierto en x=2 en el grafico de la funcidn (sefiala

=3 el tramo del gréfico cuando x toma valores mayores que 2). Sin
embargo, en la entrevista se dio cuenta que f(2)=-1y por ello
cambid su respuesta al item 1.2; asi afirmo que lim f (x) = —1.
x—2*
Y el limite de la funcion cuando x tiende a 2 es el intervalo de

[-5;-3> porque cuando x toma valores de -2 a 2, la funcién toma
valores de -5 a -3 segun el gréfico.
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Observaciones:

Al comparar la CC de Al con la CE de la pregunta 1 items 1.1, 1.2 y 1.3, observamos que las
respuestas erradas de la alumna son coherentes con su falta de claridad de los conceptos de
limites laterales y su vinculacion con el limite finito de una funcion real de variable real. Las
propiedades que usa como argumentos y que se hicieron explicitas en la entrevista, no tienen

sustento y difieren completamente de las propiedades de la CE.
Comentario:

La falta de comprension de los conceptos de limites laterales y del limite finito de una funcién
real de variable real lleva a la alumna a “fabricar” propiedades ante el requerimiento de

resolver un problema especifico que involucra tales conceptos.
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Problema (Pregunta 1: items 1.4, 1.5y 1.6 - Test exploratorio)

y
x 10} o
| |
lirr‘} g(x)= (
lim3 g(x)=
X
lirr(} g(x)=
Lenguaje Concepto
Simbodlico: limites, nimeros. Limite finito de una funcidn real de variable real.
Gréfico: Gréfica de la funcién. Proposicion (citada en la entrevista)
limg(x)=g(a)
y X—a
Procedimiento
- Observacion gréfica-intuitiva del cumplimiento de la
ok 1 Co propiedad.
Argumentos
Tesis:

i) El limite de la funcién g cuando x tiende a 4 es 6;

ii) El limite de la funcion g cuando x tiende a -3 es 0;

iii) El limite de la funcién g cuando x tiende a 0 no existe.
Razones: (Expresadas en la entrevista)

Para (i): La funcion evaluada en 4 es 6 (esto de la gréfica).
X Para (ii): La funcion evaluada en -3 es 0. Sin embargo, en

la entrevista se dio cuenta de la grafica que g(-3)=-1

por lo cual cambio su respuesta al item 1.4

Para (iii): Del gréafico la alumna indica que el punto (0;-4)
esta abierto y que el punto (0;-3) no se sabe si es parte de la
gréfica de la funcion g por lo cual, el limite de la funcién
no existe cuando x tiende a 0.
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Observacion:

Al comparar la CC de Al con la CE de la pregunta 1 items 1.4, 1.5y 1.6, observamos que las
respuestas erradas de la alumna son coherentes con su falta de claridad sobre el concepto de
limite finito de una funcion real de variable real. La propiedad que utiliza como argumento y
que se hizo explicita en la entrevista, no tiene sustento y difiere totalmente de las propiedades
de la CE.

Comentarios:

1.La falta de comprension del limite finito de una funcién real de variable real lleva a la
alumna a “fabricar” una propiedad ante el requerimiento de resolver un problema especifico

que involucra tal concepto.

2. Se evidencia que la alumna no comprende la relacion que existe entre los limites laterales y
el limite de una funcion cuando x tiende a cierto valor a, ya que en cierto momento de la
entrevista para los items 1.1, 1.2 y 1.3 de la pregunta 1, la alumna reconocid la existencia de
la relacion entre estos conceptos; sin embargo, luego cuando trabaja los items 1.4, 1.5y 1.6 de

la misma pregunta no toma en cuenta tal relacion.

Tesis publicada con autorizacién del autor
No olvide citar esta tesis




PONTIFICIA
UNIVERSIDAD

TESIS PUCP CATOLICA
DEL PERU

Problema (Pregunta 2: item a - Test exploratorio)
x? =9
2. Dada la funcion 1 definida por f(x) = ——
x-=3
a) Halle el dominio de la funcién f
v = “ "\ \ \fj A \ %) ,:-
Lenguaje Concepto
Dominio, funcion. Dominio de una funcion real de variable real.
Algebraico: Regla de correspondencia de Proposicion
una funcion. Sean p y q ndmeros reales.
2 f—
f(x) = E——TQ El cociente dexiste siysolosiqg=0
xX—J
Procedimiento

Analisis algebraico de la regla de correspondencia.

Argumento

Tesis: Dom f =R — {3}

Razén: (Expresada en la entrevista)

Porque el valor de la funcién en X =3 no existe.
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Problema (Pregunta 2: item b - Test exploratorio)
b) Grafique la funcion f
7!,5&'
................................. '._...,__...._n,.._.6_._-__________....___,.4._.,_.._._._.,.....,.. cowhodesiead
e e e e e e kY -“\ .......................
s ;
...... 3c§
050 S S N— TR _AINPY. SRR ‘SR SN S, S -
S T 7 A — N T S S S
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 [i
...... (SRR ¥ SNV W TR N NN W NS W N W
............................................ :.nA.__zj___A,.“_.v,,.___.__n___,__,,,____,_.;,,u.‘__..__“.,_“
Lenguaje Conceptos
Funcion, gréafica de funcidn. Dominio, regla de correspondencia y gréafica de una

- . funcion real de variable real.
Gréfico: Plano Cartesiano, punto en el

plano. Proposicion

Ubicacidn de pares ordenados en el plano cartesiano.

Procedimiento
Tabulacién.

Argumento
Tesis: La grafica de la funcién es una recta cuya

ecuacion es y = X + 3 menos el punto (0;3).

Razon: (Expresada en la entrevista)

La funcién no existe en 3. Sin embargo, durante la
entrevista la alumna noto que el par ordenado que se
debe extraer de la recta que representa a la funcion es
el (3;6) y no el (0;3). Por lo cual, cambio su respuesta
e indico que la gréfica correcta seria la recta que se
grafico sin el punto (3;6).
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Problema (Pregunta 2: items c1, c2, c3 y 2c4 — Test exploratorio)

c) Con base en el grafico realizado anteriormente, complete el siguiente cuadro:

fB)= lim f(x)= 11’1{1 Fe) = lriiqf(x) =
Lenguaje Conceptos
Simbolico: limites, conjunto vacio. Dominio de una funcion.
Grafico: Gréfica de una funcion. Regla de correspondencia de una funcion.
Limites laterales (en perspectiva intuitiva, por andlisis
grafico)

Limite finito de una funcién real de variable real.
Proposiciones (citadas en la entrevista)

1) Xll;rg f(x)=f(-a)

2) XLIT f(x)=f(a)

3) lim f(x)= lim f(x) = lim f(x) no existe
ProX(;;imiento o .

Observacion del dominio de la funcion.
Observacion de la regla de correspondencia de la funcién.

Argumento

Tesis: f(3) no existe, el limite de la funcién cuando x tiende
a 3 por la izquierda es 0, el limite lateral de la funcién
cuando x tiende a 3 por la derecha es 6 y el limite de la
funcidn cuando x tiende a 3 es 6.

Razones: (Expresadas en la entrevista)

item c1: No existe el valor de la funcion en 3 porque si
evallo la funcién en 3, en la regla de correspondencia, no
existiria (por lo cual, utiliza el simbolo del vacio ya que es
la forma en que la alumna representa el que no existe tal
valor).

item c2: La funcion evaluada en -3 es 0. Durante la
entrevista, la alumna al observar la gréafica de la funcién
noto que se habia equivocado y cambio su respuesta por no
existe. Argumentando que el limite de la funcion cuando x
tiende a 3 por la izquierda no existe pues si evaluamos la
funcidn en 3 esto no existe.

item ¢3: La funcion evaluada en 3 no existe.

item c4: Si los limites laterales no son iguales, entonces el
limite cuando x tiende a 3 no existe.
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Observacion:

Al comparar la CC de Al con la CE de la pregunta 2 items a, b y ¢, observamos que las
respuestas erradas de la alumna son coherentes con su falta de claridad sobre el concepto de
limite finito de una funcion real de variable real. Las propiedades que utiliza para argumentar
sus respuestas y que se hicieron explicitas en la entrevista, no tienen sustento y difiere

totalmente de las propiedades de la CE.

Comentarios:

1. La ubicacion de un par ordenado en el Plano Cartesiano no se maneja adecuadamente.
Ademas de la interpretacion del dominio de una funcion en el grafico de la misma.

2. Se evidencia que la alumna no comprende el limite lateral izquierdo de una funcion.
Puesto que, en cierto momento de la entrevista, para el item c.2 de la pregunta 2 la
alumna explico que el limite de la funcion cuando x tiende a 3 por la izquierda es 0
debido a que segun la grafica que realizo para dicha funcion, el valor de esta en -3 es
0. Este mismo error en la comprension del limite lateral izquierdo de una funcién lo

evidencio en el item 1.1 de la pregunta 1.
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Configuracién cognitiva de las soluciones de César (A2)

Problema (Pregunta 4 — Test exploratorio)

4. Grafique una funcién f que cumpla: lin}f(x) no existe A f(2)=3

72y

w
s
T

H b3
-5 -;1 -1 _A 1 2' 3 - ;ﬁ '6'
e (ORI SOOI RO WY MU, b
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Y| N S I N N .
Lenguaje Conceptos
Simbodlico: limite. Grafica de una funcion real de variable real.
Grafico: Grafica de una funcion, Limite finito de una funcién real de variable real.
ubicacién de punto en el plano cartesiano. Proposicion
Ubicacidn de pares ordenados en el plano cartesiano.
Procedimiento

Elaboracién de la grafica de una funcién en el plano
cartesiano, de modo que cumpla las condiciones dadas.

Argumento

Tesis: Grafica de una funcién f tal que f(2) = 3 y cuyo
limite no existe, cuando x tiende a 2.

Razén: (Expresada en la entrevista)

El alumno imagina una funcién definida algebraicamente
en dos partes. Una de ellas determina la grafica de las
curvas y la otra el punto (2;3) (“quizas por un denominador
(x-2) en la parte algebraica”). Explicé que la grafica de la
funcioén indicaba que en la “primera funcion” (refiriéndose
a la union de las curvas mostradas en la grafica) f(2) no
existia y por eso era abierto en el punto (2; f(2)) y luego
para la “otra funcion” (refiriéndose al punto (2; f(2)) si
existe, por lo cual represent6 el punto (2;3). Sin embargo,
al pedirle que explique por qué las condiciones no se
cumplen para la funcién representada, se dio cuenta de su
error afirmando que para esa funcidn el limite si existia y
eral.
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Observacion:

Al comparar la CC de A2 con la CE de la pregunta 4, observamos que la respuesta errada del
alumno es coherente con su falta de claridad sobre la no existencia del limite finito de una
funcion real de variable real al graficar una funcion cuyo limite existe, cuando su variable
tiende a 2.

Comentarios:

1. Se advierte la predominancia de un pensamiento algebraico para resolver el problema
pedido; sin embargo esto esta presente también en la CE.

2. El alumno a pesar de notar que para la funcion que grafico el limite de tal funcién
cuando x tiende a 2 existia y era 1, no supo construir una grafica en la que se cumplan
las condiciones requeridas en la pregunta. Lo cual evidencia su falta de comprension

sobre la existencia del limite finito de una funcion real de variable real.
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Configuracién cognitiva de las soluciones de Anthony (A3)

Problema (Pregunta 7 — Test exploratorio)
7. ¢Cbmo justifica que lin}(Sx——Z) es 3y no es 3,00001 ni 2,999997?
Se e\vaiva -
AL o C: (/ /,f —_— /7 = ’:\
km { SX-2|= J| 4.j L ~
~/~X ‘i_
Lenguaje Conceptos
Simbolico: limite, nimeros reales. Limite finito de una funcién real de variable real.
Proposicion

lim  (x) = f (a)

Procedimiento
Cumplimiento de la propiedad.

Argumento
Tesis: Iim (5x—2) =5(1)~ 2

Razbn: (Expresada en la entrevista)

Se justifica que el limite de la funcién es 3 y no es
2.99999 0 3.00001 porque si evaluamos la funcién
5x-2 en x=1 esto resulta ser 3 por lo cual, el limite
de dicha funcion cuando x tiende a 1 es 3.

Observacion:

Al comparar la CC de A3 con la CE de la pregunta 7, observamos que la respuesta errada del
alumno es coherente con su falta de claridad sobre la definicion formal del limite finito de una
funcion real de variable real. La propiedad que utiliza para argumentar su respuesta y que se
hicieron explicitas en la entrevista, no tiene sustento y difiere totalmente de la propiedad dada
en la CE.

Comentarios:

1. El caso nos muestra que el alumno, a pesar de reconocer correctamente la definicion
formal del limite finito de una funcion real de variable real (pregunta 6), no demuestra
comprension de tal definicion. Esto se evidencia al manifestar que para encontrar el
namero real que es el limite de cierta funcion, es suficiente con evaluar la funcién en

el valor al cual tiende la variable x.
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2. La falta de comprension de la definicion formal del limite finito de una funcion real de
variable real, lleva al alumno a “fabricar” una propiedad (incorrecta) ante el

requerimiento de justificar el valor de un limite especifico.

3.3 Comentarios finales

Como en el andlisis cuantitativo hecho podemos identificar el tipo de interrelacion en el
que ubicamos las soluciones de cada estudiante, es posible examinar la coherencia entre
esta ubicacion con el analisis cualitativo, a partir de las comparaciones entre CE y CC.
Asi, tenemos que:

> En el caso de la alumna Al: Sus soluciones se ubican, en la interrelacion 1, como
interrelacion denominada “interrelacion por error con énfasis conceptual”, lo cual es
coherente con el analisis de las CC de tales soluciones de Al, pues las proposiciones y
argumentos dados difieren completamente de los establecidos en la CE
correspondiente. Asimismo, las soluciones de Al consideradas en la interrelacion 4
como “interrelacion incoherente” condice con el analisis de las CC de tales soluciones
de Al, pues las proposiciones y argumentos dados difieren completamente de los

establecidos en la CE correspondiente.

> En el caso del alumno A2: Sus soluciones se ubican, en la interrelacion 2, como
interrelacion denominada “interrelacion por error con énfasis conceptual”, lo cual es
coherente con el analisis de las CC de las soluciones de A2, pues las proposiciones y

argumentos dados difieren totalmente de los establecidos en la CE correspondiente.

» En el caso del alumno A3: Sus soluciones se ubican, en la interrelacion 5, como
interrelacion denominada “interrelacion incoherente”, lo cual condice con el analisis
de la CC de la solucion de A3 (adicionalmente, se revisd la respuesta marcada en la
pregunta 6 por A3), pues las proposiciones y argumentos dados difieren

completamente de los establecidos en la CE correspondiente.
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Capitulo 4. Conclusiones y Recomendaciones

4.1 Conclusiones

1. Los objetivos se han cumplido, pues construimos un conjunto de problemas
relacionados con el limite finito de una funcion real de variable real, considerando
representaciones graficas, algebraicas y simbdlicas, cuyas soluciones nos permitieron
identificar y tipificar errores en la comprensién de la definicion de este concepto
matematico. Tales errores fueron analizados empleando los criterios de comprensién
dados por Sierpinska, A. (1990) en los resultados del analisis cuantitativo de los datos
y teniendo en cuenta las configuraciones epistémicas y cognitivas realizadas.

Cabe mencionar que los errores encontrados en esta investigacion confirman parte de
los errores previsibles enunciados por Fernandez, J. (2010).

2. Respecto a nuestra pregunta de investigacion, ¢cuales son los errores relacionados
con la comprensién de la definicion de limite finito de una funcién real de variable
real, de alumnos de un primer curso de Calculo? Podemos afirmar que existen
diversos tipos de errores (conceptuales, simbolicos y graficos) en la comprension de
los alumnos sobre la definicion del limite finito de funcion real de variable real.
Basados en las configuraciones epistémicas y cognitivas, y en las categorias de
comprension de Sierpinska, A. (1990).

3. Las respuestas a algunas preguntas del test exploratorio evidencian que algunos
conceptos previos vinculados a la definicion de limite finito de una funcion real de
variable real, no son comprendidos en el nivel de sintesis, categoria de comprension
dada por Sierpinska, A. (1990) con la consiguiente deficiencia en la comprension de la
definicion de limite finito de una funcién real de variable real. Especificamente nos
referimos a los conceptos de funcion (dominio, regla de correspondencia y grafico) y
namero real. Lo dicho esta en la linea de analisis propuesto por Sierpinska, A. (1987),
que considera las nociones de funcion y numero real como fuente de obstaculos
epistemologicos sobre el concepto de limite.

4. Los alumnos no vinculan claramente la existencia de un limite con la existencia e
igualdad de los limites laterales. Esto se deduce de la interrelacion 1, establecida en
nuestro analisis cuantitativo, pues la mayoria de alumnos cae en contradicciones con

sus respuestas a los items 1.1, 1.1y 1.3 con su respuesta al item 1.4.
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5. Los alumnos no tienen una comprension clara, a nivel de generalizacion o sintesis,
sobre el limite finito de una funcidn real de variable real. Afirmamos esto por los
resultados de la interrelacion 2, que evidencia las dificultades en la construccién del
gréafico de una funcidn, a pesar de haber analizado el grafico dado de una funcion que
cumplia condiciones similares a las que le piden graficar.

6. Mediante el analisis cuantitativo que se hizo para las respuestas encontradas en la
pregunta 3 del test exploratorio, encontramos que el 89% de alumnos determinaron
con éxito el limite finito de una funcion real de variable real usando meétodos
algebraicos, lo cual hace ver lo limitado del manejo del concepto de limite, por los
errores al responder otras preguntas del test exploratorio dadas en el registro grafico o
simbdlico.

7. Confirmamos que el uso de configuraciones cognitivas y epistémicas nos ayudaron a
develar los conceptos, las proposiciones y los argumentos que “fabrican” los alumnos
ante su falta de comprension del limite finito de una funcion real de variable real.

8. En cuanto a la metodologia de investigacién seguida en nuestro analisis de datos, fue
fundamental el haber realizado un analisis cuantitativo y cualitativo, puesto que nos
permitié analizar de forma mas exhaustiva los errores en la comprension de la

definicion del limite finito de una funcion real de variable real.
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4.2 Recomendaciones
A continuacion en base a lo concluido en esta investigacion, presentamos algunas

recomendaciones:

1. Sugerimos se explore con mayor detenimiento la comprensién de los conceptos
previos necesarios para un adecuado aprendizaje del concepto de limite finito de una
funcion real de variable real. En particular, los de nimero real y funcion.

2. En la ensefianza del concepto de limite, tener en cuenta los errores conceptuales y de
argumentacion advertidos, para que en las clases se prevean este tipo de confusiones.
Asi, es fundamental enfatizar en el planteamiento de preguntas mediante diversos
tipos de representacion algebraico, grafico y simbdlico.

3. No inducir a los alumnos a pensar que se ha comprendido el concepto de limite finito
de una funcién real de variable real, por reconocer la definicion formal dada en
términos de épsilon y delta o por ser capaces de obtener limites de funciones
desarrollando algoritmos o artificios algebraicos. Esto es particularmente importante
en el tipo de problemas que se ponen en las evaluaciones sobre este tema,

generalmente con énfasis en lo operativo.

4. Sugerimos disefiar una secuencia didactica, para la ensefianza y aprendizaje del limite
finito de una funcion real de variable real, teniendo en cuenta el test exploratorio y los

errores encontrados en este trabajo.

Finalmente consideramos que todo lo trabajado en esta investigacion puede ser punto de
partida o referencia para nuevas investigaciones, que se planteen responder a las
siguientes interrogantes:

¢Cuales son los factores que mas influyen para que se originen los errores encontrados en
esta investigacion, en la comprension del concepto de limite finito de una funcién real de
variable real?

¢Cuales son los errores asociados a la comprension de limites en el infinito o limites
infinitos? ¢Existe relacion entre estos errores y los errores encontrados en esta
investigacion?

¢Cuales son los errores asociados a la comprensién de limite de una funcién de varias

variables?
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Anexos

Anexo 1: Test exploratorio
TEST EXPLORATORIO

Nombre y Apellidos:

1. Dadas las graficas de las funciones /' y g, determine los limites que se indican a
continuacion.
(Nota: en caso sea pertinente, escriba no existe)

f
linzl_f(x): 1F
lim f(x)= Ll |
-l
ngf(x): '3/

10

limg(x)=

x—4

lim g(x) =

x— 3

lin& g(x)=

Continta.....
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3. Calcule (mostrando su procedimiento) lim

4. Grafique una funcién f que cumpla: li11;f(x) no existe A f(2)=3

................................................ 7!53’.....-........,..._____________..........,...____..
. . . ol . . |
________________________________________________ 5—_—_—_—_—_._______A________________J________I._______J
________________________________________________ 4__________________._________________________.________
______ I_________I________.________I________.______3-_________________I________________.I________I.________I
: 1+
t ' - ' - - t - t . ;h
] —+ -3 —?. -1 1 2 3 4 5 f
...............................................
5. Diga si la siguiente proposicion es verdadera o falsa:
Existe una funcién f que cumple las siguientes tres condiciones
) lim f(x) €s un numero real
ii) f(a) €s un numero real
i) lim f(x) = f(a)
() VERDADERA ( )FALSA
Continua.....
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6. ¢A cual de las siguientes proposiciones es equivalente lgl}f(x) =32

(Marque con un aspa la alternativa correcta)

a) J&>0.Y5 >0talquesiO <|x—1| < J entonces |f(x) -3 <&
b) Va>0,EI§>O‘ralquesiO<‘x—3‘<5e11t011ces ‘f(x)—1‘<8

c) Ve&>0.36>0talquesi0< ‘x— 1‘ < & entonces ‘f(x) —3‘ <&

7. ¢Coémo justifica que 1lim(5x—2) es 3y no es 3,00001 ni 2,999997?
x—1

Muchas gracias por su participacion en esta investigacion.
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Anexo 2: Triangulacion de respuestas
Triangulacion de respuestas

Para procesar los datos obtenidos luego de haber aplicado el test exploratorio a estudiantes de un
primer curso de Calculo, se consider6 adecuado tipificar las respuestas para cada pregunta que
conforma el test exploratorio.

En este documento s6lo mostramos la tipificacion de las respuestas de algunas de las preguntas del
test, para las cuales consideramos pertinente tener otro punto de vista en la clasificacion que se le
asignaria a la respuesta dada por el alumno en base a la tipificacion establecida.

A continuacion, presentamos la tipificacion para las respuestas de las preguntas seleccionadas del test
exploratorio, luego mostramos algunas de las respuestas dadas por los alumnos a dichas preguntas, las
cuales se han repetido en otros test; y finalmente, presentamos un recuadro que contiene el tipo de
respuesta que considera el investigador corresponderia a la respuesta dada por el alumno segin la
tipificacion establecida para la pregunta y en el cual se le pedird a Ud. indicar el tipo de respuesta que
le asignaria segun la tipificacion establecida. Adicionalmente este recuadro cuenta con una columna
por si desea realizar algin comentario respecto a la respuesta analizada.

Tipificacién de las respuestas para la prequnta 1

Ti L . C
po de Descripcion del tipo de respuesta Notacién
respuesta
Respuesta Respondi6 correctamente. a
correcta
Cuando el resultado del limite lateral izquierdo
Error de S ¢
. P corresponde al limite lateral derecho y viceversa.
simbologia s

Este error sélo se puede dar en los items | y II.

Cuando el limite que determina no es coherente con
sus respuestas a otros items que se encuentran
relacionados con este; o no es coherente con el c
comportamiento de la funcién segun el gréfico.

Error conceptual

Cuando la respuesta es cero al item 1.5, porque
Error gréafico asumimos que predomina una mala correspondencia
con la representacion gréfica dada.

No respondio Dejo en blanco. b

Nota: las partes de la pregunta 1 se han nominado con nimeros romanos para diferenciarlas en el
andlisis de la respuesta.
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Respuesta 1

1. Dadas las graficas de las funciones f y g, determine los limites que se indican a
continuacion.
(Nota: en caso sea pertinente, escriba no existe)
y
1
s 2_
] F 1
lim f(x)= D e {- :
x—>2" 1 i |
| I |
g, B — I 2 3 i
lim f(x)= f ; :
x—2" -1F *
| |
I 1
s @l = o —) - -
i \ i i i | i H
im f(x)=' = ! | | | |
x—2 ! SRS " -l =~ : i L
lim g(x) = /J
x—4
lim g(x)= — |
x—> =3
| X
limeg(x)= .3 ot
x—0 \ i i & i
i I i i
b ) !
i | I
Continta...

Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que corresponderia segin considere, para cada
parte de la pregunta 1, en el caso de la respuesta 1 mostrada, en base a la tipificacion de respuestas
establecida para esta pregunta.
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item

Tipo de respuesta
asignado

Tipo de respuesta
segun su
consideracion

Comentario

Respuesta correcta

Respuesta correcta

Respuesta correcta

Respuesta correcta

Error conceptual

Error conceptual

Error conceptual

Error conceptual

Respuesta correcta

Respuesta correcta

VI

Respuesta correcta

Respuesta correcta
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Respuesta 2

1. Dadas las gréficas de las funciones 1 y g, determine los limites que se indican a
continuacion.
(Nota: en caso sea pertinente, escriba no existe)

Y
— 2._
limf(,\): pNo g i bl T
x—>2" | ! l \
4‘ i i | NP KR T
f-i2 -] 1 2 3 E
i ' |
lim f(x)= W ey < ‘ : ; 1 ‘
x—b2+f( ) (/]’#f : ] e ‘ ? :
| 1 |
] ] ] |
G -2 o ¢ =1

lim f(x)= -

lim g(x) = 6

lirr_l3 gx)= v

limg(x)= -3

Continda.....

Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que corresponderia para cada parte de la pregunta
1 segln considere Ud. en el caso de la respuesta 2 mostrada, en base a la tipificacion establecida para
esta pregunta.
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item Tipo de respuesta Tipo de respuesta Comentario
asignado seglin su consideracion

| Error conceptual Error conceptual

I Error conceptual Error conceptual

i Error conceptual Error conceptual

v Error conceptual Error conceptual
También puede ser un

- R error conceptual

\% Error gréfico Error grafico Pt
(desconocimiento del
concepto)

VI Error conceptual Error conceptual

Tipificacion de las respuestas para la pregunta 2

Tipo de respuesta Descripcion del tipo de respuesta Notacion
Respuesta correcta Respondid correctamente a
Determin6 correctamente el limite requerido pero esta
Respuesta correcta pero 7 .
. respuesta no es coherente con sus respuestas (incorrectas) Ci
incoherente y .
a otros items de la misma pregunta.
- Grafica la recta correspondiente pero no excluye del
Error grafico Py _ : , AN g
gréafico el par (3;6) habiendo calculado bien el dominio.
Cuando determind incorrectamente el dominio de la
funcion o determind incorrectamente el limite requerido
Error conceptual en base al gréfico realizado para la funcion o cuando c
realiz6  cualquier otro grafico que  sugiere
comportamientos no afines.
Respuesta incorrecta pero | Cuando la respuesta es incorrecta, pero es coherente con ic
coherente. las respuestas incorrectas dadas a otros items de la misma
pregunta.
No respondio Dej6 en blanco. b
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Respuesta 3

x-3

a) Halle el dominio de la funcién f

2 o 3
2. Dada la funcién f-definida por f(x)= %> - K HE

- \

(X-3)

®€>~\ Q < /\1"\’5\(

b) Grafique la funcion f

c) Con base en el grafico realizado anteriormente, complete el siguiente cuadro:

A= % lim /()= (

lim f(x)= £

x—3"

lim £ (x) = Y

Continta.....

Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que corresponderia para cada item de la pregunta 2
segun considere Ud. en el caso de la respuesta 3 mostrada, en base a la tipificacion establecida para
esta pregunta (en el caso del item c, las partes que lo conforman, se las ha denominado con cl, ¢2, c3y

cd).
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item Tipo de respuesta Tipo de respuesta Comentario
asignado seguin su consideracion
a Respuesta correcta Respuesta correcta
b Respuesta correcta Respuesta correcta

La notacion f(3) es
incorrecta, puesto que f(x)
cl Respuesta correcta Respuesta correcta se usa para x en el dominio
de f. Es la imagen de 3
mediante la funcion f.

c2 Respuesta correcta Respuesta correcta
c3 Respuesta correcta Respuesta correcta
c4 Error conceptual Error conceptual
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Respuesta 4

2 —
2. Dada la funcién f definida por f(x)= A 39
&
a) Halle el dominio de la funcién f
fx) = x% -9
-3 xeR
F‘\’) = (-3) (\1"3):‘ Xtd
: (x-2)

b) Grafique la funcion f

c) Con base en el grafico realizado anteriormente, complete el siguiente cuadro:

f3)= 3t3=6 li?f(x)zé lin}qf(x)=€> li_rgf(x)=é>

(, e )(f3) o Q, Continta.....
. =

-

VA \

Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que corresponderia para cada item de la pregunta 2
segun considere Ud. en el caso de la respuesta 4 mostrada, en base a la tipificacion establecida para
esta pregunta.
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item

Tipo de respuesta
asignado

Tipo de respuesta
seguin su consideracion

Comentario

Respuesta correcta

Error conceptual

La simplificacion  hecha
requiere que x sea diferente
de 3. Por tanto, 3 no esta en
el dominio de la funcién.

Respuesta incorrecta pero
coherente

Respuesta incorrecta pero
coherente

Arrastra error

cl

Respuesta incorrecta pero
coherente

Respuesta incorrecta pero
coherente

c2

Respuesta correcta

Respuesta correcta

c3

Respuesta correcta

Respuesta correcta

c4

Respuesta correcta

Respuesta correcta
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Respuesta 5
o e s x* -9
2. Dada la funcion f definida por f(x) = .
X =2
a) Halle el dominio de la funcién f
— ) {
X7 = Dem Ly a K =
b) Grafique la funcion f
7!})’
.............................................. 6-_-~~¢.‘..4>~.__._ conovnsafecnsnnondinvoenvccbonnnansd
4
_________________________________________________ I . . T TR S
______ 3c>
TR e s G B T B TP SR
Jz i | | i ! i I { | M
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 s §
-------------------------------- o oo e e B . A o i S e R e S
.............. J_-,_..4.\....n.,.-.......A...l...-..._2.._-4_._..-J_._..<,.L.~,~4..-_....___J..__.___..,...v.__..
c) Con base en el grafico realizado anteriormente, complete el siguiente cuadro:
fB)=k lim f(x)= & lim f(x)= & lirr;f(x)= i
x—=3" x—3* x>
Continta.....

Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que corresponderia para cada item de la pregunta 2
segun considere Ud. en el caso de la respuesta 5 mostrada, en base a la tipificacion establecida para
esta pregunta.
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item Tipo de respuesta Tipo de respuesta Comentario
asignado seguin su consideracion
a Respuesta correcta Respuesta correcta
b Error grafico Error grafico

Confunde el conjunto vacio con
Error conceptual la negacion del cuantificador
existencia.

Al parecer segun el grafico
realizado por el alumno para la
funcion, interpreta mal la
simbologia de los limites

c2 Error conceptual Error conceptual laterales. Por ejemplo, el

lim, _3- f(x) parece
interpretarlo como

lim,_,_3 f(x). Lo mismo sucede
para el otro limite lateral

Respuesta correcta pero

cl .
incoherente

c3 Respuesta correcta Respuesta correcta

Respuesta correcta pero

c4 )
incoherente

Respuesta correcta
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Respuesta 6

2. Dada la funcién f definida por f(x)= .+ Simig
X

a) Halle el dominio de la funcién f

(XA (), X~3%0 (XH3) (X~3)
(x~3) xF¥3 & HN (%)
X e—R={3+

b) Grafique la funcién f

0 0 . :
) ) 1 1‘Ly ' ‘
ke = T8 S e g = s QPSSR H
' ' ' ' ' ' |
' ' ' ' , :
1 ' ' ' ' ‘ ' '
' ' ' ' i ' ' '
" ' s ' ' ' ' '
' ' ' ' ' ' . '
' ' ' ' ' . ' ‘ . '
...... B imm o A o o e R SR e ik e ' ' i e o s B A A
: , : : - —TETRREE L EETEE me e -
' ' ' ' ' '
' ' ' ' ' '
' ' '
' ' '
' ‘
. '
' H
5 _________ NG5 1 s i s e el A B e i ) Y -
\ ' '
' ' '
‘ ' '
' ' '
' ' '
' ' '
. ' '
; ' '
¥ ~, 2l s
. '
' ' '
. ' ,
' ' : )
. ' ' ' i
' !
' ‘ b
_______________ Aecawcsvwaccdeccccdccandoacncnwealocacannad
v '
' ' ' h
N ‘ '
' . '
' ' '
' ' '
' ' '
' ' '
................. FA RS NS SN SPDY SO 1  ESE SO
' ' H
' ' ' H
' N ' '
' ' ; '
' ' ' '
' ' ' ' f
: ' ‘ ' '
. [ A ' ' 15 I
) v ; . ' g
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' ' ' .
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c) Con base en el grafico realizado anteriormente, complete el siguiente cuadro:

=6 lim f(x)= lim f(x)= lim £ (x) =

X=33" x—>3*

Continda.....

Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que corresponderia para cada item de la pregunta 2
seglin considere Ud. en el caso de la respuesta 6 mostrada, en base a la tipificacion establecida para
esta pregunta.
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Item

Tipo de respuesta
asignado

Tipo de respuesta
seguin su consideracion

Comentario

Respuesta correcta

Respuesta correcta

Se considerd respuesta correcta
porque se muestra el analisis
adecuado para el dominio.

Error grafico

Error grafico

cl

Respuesta incorrecta
pero coherente

Respuesta incorrecta pero
coherente

c2

No respondio

No respondid

c3

No respondi6

No respondid

c4

No respondio

No respondid
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Respuesta 7

2. Dada la funcién f definida por f(x) =

a) Halle el dominio de la funcién f

x: -9

x—3

xelﬁ—%ﬁ#/

b) Grafique la funcién f

c) Con base en el grafico realizado anteriormente, complete el siguiente cuadro:

fQ)=

Vo
it

lim f(5)= b

x—3

tim /()= b

lim /()= 6

Continta.....
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Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que corresponderia para cada item de la pregunta 2
segun considere Ud. en el caso de la respuesta 7 mostrada, en base a la tipificacion establecida para
esta pregunta.

item Tipo de respuesta Tipo de respuesta segin Comentario
asignado su consideracion

a Respuesta correcta Respuesta correcta

b Error grafico Error grafico

cl Respuesta correcta Respuesta correcta

2 Respuesta correcta Respuesta correcta pero
pero incoherente incoherente

3 Respuesta correcta Respuesta correcta pero
pero incoherente incoherente

ol Respuesta correcta Respuesta correcta pero
pero incoherente incoherente

Tipificacion de las respuestas para la prequnta 4

Tipo de respuesta Descripcion del tipo de Notacion
respuesta

Grafica una funcion que
Respuesta correcta cumple con las dos a
condiciones dadas.

Grafica una funcién que no
Error conceptual cumple ninguna o alguna de c
las dos condiciones dadas.

No respondio Dejo en blanco b
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Respuesta 8

4. Grafique una funcién f que cumpla: lirr;f(x) no existe A f(2)=3
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! !

Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que considera Ud. corresponderia para la respuesta
8 mostrada, en base a la tipificacion establecida para esta pregunta.

item Tipo de respuesta Tipo de respuesta .
. , . i Comentario
asignado segun su consideracion
4 Respuesta correcta Respuesta correcta
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Respuesta 9
4. Grafique una funcién f que cumpla: lim f(x) no existe A f(2)=3
x—2
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Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que considera Ud. corresponderia para la respuesta
9 mostrada, en base a la tipificacion establecida para esta pregunta.

item Tipo de respuesta Tipo de respuesta Comentario
asignado segln su consideracion

La primera condicién
requiere que en el
dominio de f debe haber
Error conceptual valores de x tan cerca
como se quiera de 2; es
decir, 2 debe ser punto
de acumulacion del
dominio de .

4 Respuesta correcta
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Respuesta 10

4. Grafique una funciéon f que cumpla: li_r)r;f(x) no existe A f(2)=3
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Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que considera Ud. corresponderia para la respuesta
10, en base a la tipificacién establecida para esta pregunta.

item Tipo de respuesta Tipo de respuesta segin su Comentario
asignado consideracion
Error conceptual
4 Error conceptual P

Tipificacién de las respuestas para la prequnta 7

Tipo de respuesta Descripcion del tipo de respuesta Notacion
Plantea la definicién formal de lim,_, 5x — 2 =

3, luego establece la relacion § = E e interpreta

Respuesta correcta por qué esto implica que el limite dado sea 3 o da a
un argumento valido.

Justifica que el limite es 3 reemplazando el valor
de x por 1 en la funcion dada.

Respuesta incompleta Cuando establece la relacion & =§ pero no se f

Error conceptual
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percibe la interpretacion de la implicacion
presente en la definicion formal.

Respuesta 11

7. ¢Cbmo justifica que Iin}(Sx—Z) es 3y no es 3,00001 ni 2,99999?

¢ gyo0 9 450 / O\ x-ted

J?,CA (S’x Ay =3 ontorees | Bl -2-3 (40 .

Ve x-1¢ @
(Sx-2-38)¢ &
]Sx—SICE

Slx-1) ¢

2l Aé
==

0-% 4

Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que considera Ud. corresponderia para la respuesta
11 mostrada, en base a la tipificacion establecida para esta pregunta.

item Tipo de respuesta Tipo de respuesta Comentario
asignado segln su consideracion
7 Respuesta incompleta Respuesta incompleta
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Respuesta 12

7. ¢Coémo justifica que lin}(Sx—Z) es 3y no es 3,00001 ni 2,999997?

(7 .’b\%ﬁw\) ‘

T
‘ / ML A Uiy
1 / 9
[ / MM 0 )
[y f g Un Lok
/ % ’: 2 . ]
[ 1 1 Ve b
7 ,
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' 2
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Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que considera Ud. corresponderia para la respuesta
12 mostrada, en base a la tipificacion establecida para esta pregunta.

Tipo de respuesta
segln su consideracion

Comentario

item Tipo de respuesta
asignado
7 Respuesta incompleta

Respuesta incompleta

Faltaria la tipificacion:
respuesta intuitiva
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Respuesta 13

7. ¢Coébmo justifica que 1lim(5x—2) es 3y no es 3,00001 ni 2,999997?
x—=1

Ve>0,36 20 xcmm f A 0e/x-1] < &
:)/5)(-2«3/45

P ,M,:g,/uzo@ o §:
[sx-2-3/=[sx-5)=5/x-1) ZG5:&
S é/
2/

-'. /4‘4715/ Pneon WL ﬁp 8 WW Cf a/n“é
92 3 se 222,

Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que considera Ud. corresponderia para la respuesta
13 mostrada, en base a la tipificacion establecida para esta pregunta.

Item Tipo de respuesta Tipo de respuesta Comentario
asignado seguin su consideracion
7 Respuesta correcta Respuesta correcta
Respuesta 14

7. ¢Coémo justifica que lin}(Sx—Z) es 3y noes 3,00001 ni 2,99999?

W|BX -2) =3
<>
LL» (amph2o e\ ) — N
)Jwﬁ» ( S(NY-& ) i ’://

>

Llene el siguiente recuadro con el tipo de respuesta que considera Ud. corresponderia para la respuesta
14 mostrada, en base a la tipificacion establecida para esta pregunta.

item Tipo de respuesta Tipo de respuesta Comentario
asignado segln su consideracion
7 Error conceptual Error conceptual

Muchas gracias por su colaboracion.
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