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横向来流内单孔气泡形成的理论与实验研究
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摘要 ： 水下 气泡的运动是水下航行器减阻和化工领域 中 的基础 问 题 。 本研究针对横 向

来流条件下气泡形成 的现象进行 了 研究
，
主 要包括循环水槽实验和理论模型 的建立 与求解 。

首先 用开有通 气孔的平板模型在循环水槽 中 进行实验 ， 并配合高速摄像设备记录气泡各时

刻 的形态 。 然后依据力平衡 、 运动 学方程和量纲分析建立 了 气泡膨胀阶段和分离 阶段的 理

论模型 ， 利 用 四 阶 Ｒｕｎｇｅ
－

Ｋｕ ｔ ｔａ 算法并结合初始条件进行数值求解 ， 得到 气泡在各个时刻

的质心位置 、 倾斜角度和气泡尺寸大小 。 最后将数值计算结 果与实验结果进行对 比 ， 结 果

表 明 两者具有 良好的
一

致性 ， 均方根误差 为 ５ ．３８％ ， 进而证实 了 理论模型 的可靠性 。
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；
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１ 引言

在力学机理研宂方面 ， 大量学者长期在全船尺度的层面探索气层减阻问题 ， 而很少涉

足小至气泡尺度层面的研宄 ， 因此小尺度范 围内 的力学机理研宄还很匮乏 。 向开有微气孔

板通入气体的实验发现 ， 随着通气量的增加 ， 平板上将经历微气泡状态 、 过度状态 、 气层

状态三个阶段 ［
１
］

。 气泡融合形成气层转变过程的物理机制与相似律研宄 ， 是该方向未来工

作的重点
［
２

］

。 理论方面 ， 假定气泡大体为圆球 ， 运用力学原理建立了物理模型
［
３

］

。 实验方面 ，

可 以在循环水槽 中进行实验来研究水下气泡的形成
［
４

］

。 对于准静态的气泡生长过程的分析 ，

结果较为吻合
［
５

］

， 而在横 向来流条件下对单个通气孔喷出气泡的生长过程的研宄还存在
一

定缺陷

Ｙ〇Ｓｈｌｎ〇ｒｌ

［
８

］

在大通气量的情况下忽略了惯性力和浮力 ， 对单孔气泡喷出现象进行简化 ，

并进行数值求解 ， 与实验结果的误差在± １５％之间 。 应用理论方法和循环水槽实验研宄了平

板气泡喷出现象 ， 基于力平衡 、 运动方程和量纲分析建立了理论模型 ， 并进行数值求解得

到气泡在各个时刻 的数值解并与循环水槽实验中的结果进行 比对 ， 结果表 明理论计算结果

与实验测量结果具有较好的
一

致性 。

－

７８０
－
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２ 循环水槽实验

为了探宄横向来流对气泡生长 的影响 ， 本研究用开有通气孔的平板模型在循环水槽中

进行 了实验 ， 实验装置的连接如图 １ 所示 ， 按照平板 、 过滤阀 、 流量计 、 阻力管 、 控制阀 、

气瓶的顺序 ， 用相应直径的供气管和快速接头连接 。 其中 Ｉｍｘ ０ ．４ｍｘ ０ ．４ｍ 的水槽中 的流速

均匀 ， 速度 Ｕ １ 可达到的范围为 ０ ．０ １
？０ ． ３ｍ／ｓ ， 湍流度为 ０ ． ５％ ， 通气装备置于 ０ ．４０ｍ ？ ０． ２７ｍ

的金属平板上 ， 气流量 Ｑ 范围 为 ８０
？
５００ｍ ｌ／ｍｉｎ 。 实验中 主动控制来流速度 ， 并调整流量阀

使得流量计示数达到指定的数值 ， 在循环水槽外配合每秒 １ ０ ０００ 帧拍摄速度的高速摄像设

备记录气泡各时刻的形态 ， 针对不同来流速度及通气流速的工况进行 了共计 ６４ 组实验 。

气流量为 １ ００ｍＬ／ｍ ｉ
ｎ

， 横向来流速度为 ０ ． １ｍ／ｓ 的单个周期的实验结果如图 ２ 所示 ，
ｘ

方向为顺横向来流的方 向 ， ｙ 方 向为气泡竖直上升的方 向 ， 我们将上个气泡脱落与下
一

个

气泡脱落之间的时间 间隔记作气泡形成 的周期 Ｔ ， 气泡形成颈部 以前的阶段为膨胀阶段 ，

之后为分离阶段 。

自由液面

图 １ 循环水槽实验示意图 图 ２ 单个周期 的实验结果 （Ｑ＝ １
００ｍ Ｌ／ｍｉｎ ；Ｕ ｌ

＝
０ ． １ｍ／ｓ ）

３ 理论模型

横向来流中气泡形成的动力学机制是复杂的 ， 因为需要考虑速度梯度 、 倾斜角度和气

泡间相互作用 以及气液之间 的相互作用 ， 气泡在形成过程中会受到浮力 （ 巧 ） 、 表面张力

（ 尽 ） 、 通气动量通量力 （ ｆ
ｍ

） 、 惯性力 （ ａ
） 以及黏性阻力 （ ％ ） 的作用 。 在球形泡的

假设下 ， 我们给出 了 气泡在水平和竖直方向所满足的平衡方程及运动学方程 。

Ｆ
Ｄ，
＝Ｋｘ

＋Ｆ
，Ｘ（ １ ＞

Ｆ
Ｂ

Ｊ
ｒ ＦＭ

＝ Ｆ
ａ
ｙ

Ｊ
ｒＦ

Ｄ
ｙ

＋ Ｆ
ｆｙ（ ２ ）

气泡所受力的表达式如下 ：

－

７８ １
－
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其中 Ｚ）

Ｂ为气泡的生长直径 ： 为孔 口直径 ； 乂 为横向来流速度 ； ０为气流纛 ；
，＆

分别为液相和气相的密度 ； 分别为液相和气相的黏度 ； 容 为重力加速度 ： （Ｔ为表面

张力 ； 分别表示气泡质心的位置 、 与竖直方 向的夹角 以到达该位置所用的时间 ； 孔

口速度 ｗ
ｇ

＝ ４０ ／ （ ；ｒＺ＾ ）
；Ｃ＆ ，

（：
＠
为附加质量系数 ， 分别取 １ １ ／ １ ６ 和 １ ／２

［
１ （ ＞

］

。

参数抱无置琢ＶＣｒ．Ｄｂ
＝ Ｄ

Ｂ 
ＩＤ

Ｎ
， ｕ

ｇ

＝
ｕ
ｇ

Ｉｕ
Ｌ

， ｐ 

＝

ｐ
ｇ

Ｉ
ｐＬ

，Ｊ
ｌ

ｇ

＝Ｉ
ｆｉＬ

ｔ
＝ ｔ Ｉ ｛ＤＮ

ｌ ｕ
Ｌ ）

，Ｋｅ
＝

ｐＬ
ｔｉ
Ｌ
Ｄ
Ｎ

Ｉ
＾
ｌ
Ｌ

，Ｗｅ
＝

ｐＬ
ｕ
Ｌ
Ｄ
Ｎ

／ ＜ｔ，Ｆｒ
＝

ｐＬ
ｕ
Ｌ

／
—

ｐｇ
）ｇＤＮ ）

选取参考量 作为参考 ［
９

１

， 对膨胀和分离阶段的方程进行无量纲化 ， 膨胀阶段基

于球形假设 ， 再结合质量守恒定律 ， 可得到办／〇 １／
＝

＃ ／ ２冶＝０
ｇ
／ ；ｒＤ

ｊ
， 其无量纲方程如

式 （ ３ ） 和式 （ ４ ） 。 ｘ方 向的运动方程我们通过四阶 Ｒｕｎｇｅ
－Ｋｕｔｔａ 并结合初始条件式 （ ５ ） 进

行求解 ， 直到 ｙ方向方程的左右两侧相等 。
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气泡进入分离阶段后不再保持球形 ， 颈部开始出现拉伸 ， 其无量纲方程如式 （ ６ ） 和式

（ ７ ）我们将膨胀阶段结束时刻的各个量 的值作为分离阶段的初始条件求解分离阶段的无量

纲方程 ， 当气泡的质心位置到孔口 的距离 Ｓ 满足方程 （ ８ ）
［
８

］

， 数值求解结束 。
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ｌ
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Ｓ －Ｄ
ｂ

／ ２ ＞ Ｄｎ（ ８ ）

４ 结果分析

图 ３ 是不同气流量和横向来流速度下气泡的形成周期的变化情况 。 随着气流量的增大 ，

气泡形成的周期均呈现下降趋势 ， 而且随着流量的增大 ， 周期趋于稳定 。 将趋于稳定时刻

－

７８２
－
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的气流量记作临界气流量 ， 随着气流量的增大 ， 模型求解结果和实验结果吻合度更高 。

图 ３ 单孔气泡形成周期 的模型求解和实验结果对比

气泡的质心变化是气泡形成过程中的
一

个重要的参考量 ， 气泡在不同时刻质心位置的

变化如 图 ４ 所示 。 图 ４（ ａ ） 为顺来流方向 的气泡质心变化 ， 图 ４（ ｂ ） 为气泡在竖直方向的

变化趋势 ， 均显示了 模型和实验具有 良好的吻合性 。 其中 图 ４（ ａ ） 中五角星标注的点为气

泡膨胀阶段结束的点 ， 可看出 随着来流速度的增大 ， 加速 了气泡的脱落进而加速了 膨胀阶

段的结束时刻 。
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图 ４ 气流量 Ｑ＝２０ ０ｍＬ／ｍ ｉｎ 时气泡在
一

个周期 内质心位置变化

图 ５ 显示 了模型结果和实验结果中气泡轴倾斜角度变化的 比较结果 。 结果显示随着横

向来流速度的增大 ， 气泡轴与竖直轴之间的夹角 变大 ， 与气泡水平质心位置随来流速度的

－

７ ８３
－
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变化具有
一

致性 。

在横向来流速度为 〇 ． ｌｍ／ｓ 、 ０ ．２ｍ／ｓ 及 ０．３ｍ／ ｓ ， 气流量在 ８０￣５００ｍ ｌ ／ｍｉｎ 条件下 ， 分别得

到 了气泡在实验和数值求解两个方面从孔 口脱落的气泡尺寸 ， 如图 ６ 所示 ， 其中黑色实心

点代表所有结果 ， 由于模型 的不确定因素和实验的误差 ， 气泡脱离时刻气泡径的大小均匀

分布在实线 （ １ ： １ 线 ） 的两侧 ， 两者至间差异较小 ， 虚线为上下最大误差线 ， 分别为＋６ ． ８％

和 －

１ ０ ． ６７％ ， 均方根误差 （ ＲＭ ＳＥ ） 为 ５ ．３ ８％ 。

图 ５ 气流量 Ｑ
＝

２ ００ｍ Ｌ／ｍ ｉ ｎ 时气泡上升的倾斜角 图 ６ 模型求解和实验结果的 比较

５ 总结

本研宄利用循环水槽实验和数值求解两种方法对平板气泡喷出现象进行 了分析 ， 通过

力平衡 、 运动学方程和量纲分析 ， 建立了 气泡在膨胀阶段和分离阶段的理论模型 。 通过数

值求解得到 了气泡在不同时刻的质心位置 ， 上升角度及气泡尺寸的大小 ， 并与循环水槽实

验 中高速摄像所拍摄的气泡形态处理得到的结果进行对 比 。 结果显示数值结果和实验结果

在单个周期 内 的质心位置和上升角度具有 良好的
一

致性 ， 同时对 比两种方法得到的气泡从

孔 口脱离时刻的气泡尺寸 ， 得到误差范围在－

１ ０ ．６７％？＋ ６ ．８７％ 。

在本研宄工作的基础上 ， 未来仍需要进
一

步完善理论模型 ， 探索不同横向来流条件下

气泡的生长和演化 ， 以及气体从多个气孔喷出时气泡一气层流态的转变状况 ， 以便应用于

气层减阻等实际 问题 。

致谢

本研究 由 中 国 科学 院战略性先导科技 专项 （Ｂ 类 ） 课题 ： 新概念高速潜航器 及深海采矿

关键力 学 问题研究 资助 （课题编 号 ：
ＸＤＢ０６ ０４ １ ２００ ） 。

－

７ ８４
－



第二十九届全 国水动力学研讨会论文集

参考文献

１Ｅｌｂｉｎｇ
ＢＲ

，
Ｍａｋｉｈａｉ

ｊ
ｕＳ

，
Ｗ ｉｇｇｉｎｓＡ

，

ｅｔａｌ． Ｏｎｔｈｅ ｓｃａ ｌｉｎ

ｇ
ｏｆ ａｉ ｒｌａｙｅｒｄｒａｇ

ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ
［
Ｊ］ ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｆｌｕｉｄ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
， 
２０ １３

，
７ １７ （２） ：４８４

－

５１ ３

２ＡＩＡＡ ．ＵＲＡＮ ＳＳ ｔｕｄｙ
ｏｆ Ａｉ ｒ

－

Ｌａｙｅｒ Ｄｒａｇ
Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎｉｎａ Ｈｉｇｈ

－Ｒｅｙｎｏｌｄｓ
－ＮｕｍｂｅｒＦｌ ａｔ

－ＰｌａｔｅＴｕｒｂｕｌｅｎｔ

Ｂｏｕｎｄａｒｙ 
Ｌａ

ｙ
ｅｒ

［
Ｊ
］

．Ａｉａａ
Ｊｏｕｒｎａｌ

，

２０ １ ０ ．

３ＮａｈｒａＨＫ
， 
ＫａｍｏｔａｎｉＹ ．Ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｏｆｂｕｂｂｌｅｄ ｉａｍｅｔｅｒａｔ ｄｅｔａｃｈｍｅｎｔｆｒｏｍ ａｗａｌｌ ｏｒｉ ｆｉｃｅ ｉｎｌｉｑｕ ｉｄ ｃｒｏｓｓ

－

ｆｌｏｗ

ｕｎｄｅｒｒｅｄｕｃｅｄ ａｎｄ ｎｏｒｍａｌ
ｇｒａｖｉｔｙ

ｃｏｎｄｉ ｔｉｏｎｓ
ｆＪ ］ ．

Ｃｈｅｍｉｃａｌ Ｅｎｇ
ｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｓｃｉｅｎｃ ｅ
，
２００３

，５８（
５ ８

）
：５５

－

６９．

４Ｌｏｕｂ ｉ６ｒｅＫ
，

Ｃａｓｔａｉｇｎ会ｄｅＶ
，
Ｈ６ｂｒａｒｄＧ

，
ｅ ｔ ａｌ

．
Ｂｕｂｂｌｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｔ ａｆｌｅｘｉｂ ｌｅｏｒｉｆｉｃｅｗｉｔｈｌ ｉ

ｑｕ
ｉｄ ｃｒｏｓ ｓ

－ｆｌｏｗ
［
Ｊ

］
．

Ｃｈｅｍ ｉｃａｌ Ｅｎ
ｇ

ｉｎｅｅｒｉｎｇ
＆ Ｐｒｏｃｅｓｓ ｉｎｇ ，

２００４
，
４３

（
６
）

：７ １７
－７２５ ．

５Ｇｅｒ ｌａｃｈＤ
，

ＢｉｓｗａｓＧ

，

ＤｕｒｓｔＦ

，
ｅｔ ａｌ ．

Ｑｕａｓ ｉ
－

ｓ ｔａｔｉｃｂｕｂｂ ｌｅｆｏｒｍａｔｉ ｏｎｏｎｓｕｂｍｅｒｇｅｄｏｒｉｆｉｃｅｓ ［Ｊ ］ ．
Ｉｎ ｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｊｏｕｒｎａ ｌｏｆ Ｈｅａｔ ＆Ｍａｓ ｓＴｒａｎｓｆｅｒ
，
２００５

，
４８

（
２
）

：４２５
－

４３８ ．

６Ｍａｒｔ ｉｎ Ｍ
，

ＭｏｎｔｅｓＦＪ

，

Ｇａｌｄｎ ＭＡ

．
Ｏｎ


ｔｈｅ ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅｌ ｉ

ｑ
ｕｉｄ

ｐｈｙ
ｓｉ ｃａｌ

ｐｒｏｐｅｒｔｉ ｅｓｏｎｂｕｂｂｌｅｖｏｌｕｍｅｓａｎｄ

ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ ｔｉｍ ｅｓ
［
Ｊ］ ．Ｃｈｅｍ ｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎ

ｇ
Ｓｃｉｅｎｃｅ

，２００６， ６ １
（
１ ６） ： ５ １ ９６

－

５ ２０３ ．

７李彦鹏 ，
关卫省 ． 横向流中曝气气泡生成动力学及模拟研究

［
Ｊ］

． 环境科学学报 ，
２００ ６

，
２６

（
１０

）
： １ ７５ １

－

１ ７５ ５．

８ＫａｗａｓｅＹ
，
ＵｌｂｒｅｃｈｔＪ Ｊ ． Ｆｏ ｒｍａｔｉｏｎｏｆ  ｄｒｏｐｓａｎｄ ｂｕｂｂｌｅ ｓｉｎｆｌｏｗｉｎｇ 

ｌ ｉｑｕｉｄｓ ［Ｊ］ ．Ｉｎｄｕｓ ｔｒｉａｌ＆Ｅｎ
ｇ

ｉｎｅｅｒｉｎ
ｇ

Ｃｈｅｍｉｓ ｔｒｙ
Ｐｒｏｃｅｓ ｓＤｅｓ ｉｇｎ＆Ｄｅｖｅ ｌｏｐｍｅｎｔ

， １９８ １
，
２０（４ ）

．

９ＫｉｍＩ
，
Ｋａｍ ｏｔａｎｉＹ

，
ＯｓｔｒａｃｈＳ ．

Ｍｏｄｅｌ ｉｎｇ
ｂｕｂｂｌｅａｎｄｄｒｏｐ 

ｆｏｒｍａｔ ｉｏｎｉｎｆｌｏｗｉｎｇ
ｌｉ
ｑ
ｕ ｉｄｓ ｉｎ ｍｉｃｒｏｇｒａｖｉｔｙ［

Ｊ
］

．

ＡｉｃｈｅＪｏｕｒｎａ ｌ
，１９９４ ，

４０
（
ｌ
）

： １ ９
－

２ ８ ．

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｅａｒｃｈ ｏｎｔｈｅｓｉｎｇｌｅｂｕｂｂｌｅｓ

ｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｎｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｆｌｏｗ

ＺＨＡＮＧＺｈｅｎ
，
ＹＥ

Ｂ ｉｎｇ
－

ｓｈｅｎｇ，
ＨＵＡＮＧＪｉａｎ

，
ＸＵＣｈａｎｇ，

ＷＡＮＧ
Ｙｉ－ｗｅｉ

，ＨＵｖ＼ＮＧＣｈｅｎ－

ｇｕａ
ｎ
ｇ

（
Ｋｅｙ 

Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ

ｆｏｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｉｎ ＦｌｕｉｄＳｏ ｌｉｄＣｏｕｐ ｌｉｎｇ
Ｓ
ｙｓｔｅｍｓ

，
Ｉｎｓ ｔｉｔｕｔｅｏｆＭｅｃｈａｎ ｉｃｓ

，
Ｃｈｉｎｅ ｓｅＡｃａｄｅｍｙ

ｏｆ

Ｓｃｉｅｎｃｅ ｓ
，
Ｂｅｉｊ ｉｎｇ，１ ００ １９０

，

Ｃｈｉｎａ

Ｓｃｈｏｏｌｏｆ Ｅｎ
ｇ

ｉｎｅｅｒｉｎｇ 
Ｓｃｉｅｎｃｅ

，
Ｕｎｉｖｅｒ ｓｉｔｙ

ｏｆ Ｃｈ ｉｎｅｓｅＡｃａｄｅｍｙ
ｏｆ  Ｓｃｉｅｎｃｅｓ

，
Ｂｅｉ

ｊ
ｉｎｇ ，１ ０００４９，Ｃｈｉｎａ

？
Ｅｍａ ｉｌ ： ｗａｔｉ

ｇ
ｖｗ＠ｉｍｅｃｈ ．ａｃ ．ｃｎ、

Ａｂｓｔｒａｃｔ ：Ｕｎｄｅｒｗａｔｅｒｂｕｂｂｌｅｍｏ ｔｉｏｎｉ ｓａｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ ｉｓ ｓｕｅｉｎｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆｕｎｄｅｒｗａｔｅｒ

ｖｅｈｉｃ ｌｅｄｒａｇｒｅｄｕｃ
ｔｉｏｎａｎｄｃｈｅｍｉｃａｌｉｎｄｕｓｔｒｙ．Ｔｈｉｓｓｔｕｄｙ

ｆｏｃｕｓｅｓｏｎｔｈｅｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎｏｆｂｕｂｂｌｅ

ｆｏｒｍａｔｉｏｎｕｎｄｅｒｌａｔｅｒａｌｆｌｏｗｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
，ｔｈｅｅｓｔａｂ ｌｉｓｈｍｅｎｔａｎｄｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｃ ｉｒｃｕｌａｔｉｎｇｓｉｎｋ

－

７ ８５
－



第二十九届全国水动力学研讨会论文集

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｓ ｉｎｃ ｌｕｄｅｄ ．Ｏｕｒｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｗｅｒｅｃａｒｒｉｅｄｏｕｔ ｉｎａｃｉｒｃｕｌａｔｉｎｇ

ｗａｔｅｒ ｔａｎｋｕｓｉｎｇ
ａｖｅｎｔｅｄｆｌａｔ

ｐ
ｌａｔｅ ｍｏｄｅ ｌ

，ａｎｄｔｈｅｓｈａｐｅｏｆｔｈｅ ａｉｒｂｕｂｂｌｅｓａｔｖａｒｉｏｕｓｔｉｍｅｓｗａｓ

ｒｅｃｏｒｄｅｄｗｉｔｈａｈｉ
ｇ
ｈ－ｓｐｅｅｄｃａｍｅｒａｄｅｖｉｃｅ ．Ａｔｔｈｅｓａｍｅｔｉｍｅ

，ｔｈｅｔｈｅｏ ｒｅｔｉｃａｌｍｏｄｅ ｌｏｆｂｕｂｂｌｅ

ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｓｔａｇｅａｎｄｄｅｔａｃｈｍｅｎｔ ｓｔａｇｅｗａｓｅｓｔａｂ ｌ ｉｓｈｅｄｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｆｏｒｃｅｂａｌａｎｃｅ
，ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ

ｅｑｕａｔ ｉｏｎａｎｄｄ ｉｍｅｎｓｉｏｎａｎａｌｙｓｉ ｓ ．ＵｓｉｎｇｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒＲｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈ ｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
，

ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈｅｃｅｎｔｒｏｉｄ
ｐｏｓ

ｉｔｉｏｎ
，

ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｄｔｈｅ ａｎｇ
ｌｅａｎｄｓｉｚｅｏｆｔｈｅｂｕｂｂｌｅａｔｅｖｅｒｙ

ｍｏｍｅｎｔ ．Ａｔ ｌａｓｔ ，ｃｏｍｐａｒｅｄ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈ ｅｘｐ
ｅｒｉｍｅｎ ｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

，
ｂｏ ｔｈｏｆ ｔｈｅｍ

ｈａｖｅ
ｇｏｏｄ ｃｏｎｓ ｉｓｔｅｎｃｙ（

ＲＭＳＥ＝５ ． ３８％
） ， ａｎｄｔｈｉｓ ｓｔｕｄｙ

ｃｏｎｆｉｒｍｅｄｔｈｅ ｒｅｌ ｉａｂ ｉｌｉｔｙ 
ｏｆ ｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ

ｍｏｄｅｌ ．

Ｋｅｙ
ｗｏｒｄｓ ：Ｔｗｏ－

ｐ
ｈａｓｅｆｌｏｗ

；
Ｂｕｂｂｌｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ

；
Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

； 
Ｃｉｒｃｕ ｌａｔｉｏｎ ｆｌｕｍｅ

－

７８６ －


