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RESUMO

O problema de determinar o minimo de cores necessarias para colorir todas as ares-
tas de um grafo G, chamado de Problema da Classificacao de Grafos, é um problema
NP-completo. Como enunciado pelo Teorema de Vizing, existem apenas duas classes
que abrangem todos os grafos, o que implica que todo grafo G tem indice cromatico
(menor quantidade de cores necessarias pala colorir todas as arestas de G) A, em que
¢ denominado Classe 1, ou A+ 1, em que é denominado Classe 2. Para algumas classes
de grafos foram encontrados algoritmos polinomiais para determinar o seu indice cro-
matico. Este trabalho apresenta um estudo de um procedimento de tempo polinomial
para construir uma A-aresta-colorac¢do para as arestas dos grafos pertencentes a classe
2, que é a classe dos grafos cujos A-vértices (vértices com grau maximo) tém soma
de grau local (a soma de grau local de um vértice u é a soma dos graus de todos os
seus vizinhos) no maximo A? — A. Por fim sdo apresentadas algumas propostas para

trabalhos futuros que consistem em ampliar a classe 2.

Palavras-chave: Coloragao de arestas. Indice cromatico. Grau de vértices.






ABSTRACT

The problem to find the minimum of colors that are necessary to color all edges on a
graph G, known as Classification Problem, is an N’P-complete problem. As stated by
the Vizing’s Theorem, we have only two classes for all graphs, that is, the chromatic
index of G (the minimum number of colours needed to colour the edges of G) is either
A, in that case G is Class 1, or A+ 1, in that case G is Class 2. For some graph classes
some polynomial algorithms had been found to determine its chromatic index. This
work shows a study on a polynomial time recolouring procedure to construct a A-edge-
colouring of graphs which belong to the class 2, that is, the class of graphs whose
majors (vertices of degree A) have local degree sum (the local degree sum of some
vertex u is the sum of the degrees of all neighbors of u) at most A> — A. We conclude

showing some ideas for future works which consist of an extension of the class Z".

Keywords: Edge colouring. Chromatic index. Vertex degrees.
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1 INTRODUCAO

A teoria dos grafos pode ser aplicada em muitos cenarios do mundo real. Tor-
neios de futebol sao um exemplo em que se pode aplica-la. Considere um torneio em
que cada grupo é composto por 4 times, Time A, Time B, Time C e Time D, e deseja-se
organizar as partidas de modo que todas as equipes joguem contra todas, porém nao
pode haver dois jogos de uma mesma equipe em um mesmo dia. A Tabela 1.1 ilustra

um possivel escalonamento de confrontos para o torneio.

Tabela 1.1 — Partidas de um torneio de futebol

1° dia 2° dia 3° dia
Time A X TimeB TimeA X TimeC Time A X Time D
Time CX TimeD TimeBX TimeD  Time B X Time C

Para este exemplo sao necessarios no minimo trés dias para que todos os times
joguem contra todos sem haver dois jogos de uma mesma equipe no mesmo dia. O

problema apresentado é uma aplicacao do escalonamento de confrontos no esporte
(JANUARIO et al., 2016).

1.1 GRAFOS

Podemos modelar o problema do escalonamento de partidas de futebol usando
um grafo, que é uma estrutura matematica composta por um conjunto de vértices e
conexoes entre eles, chamadas de arestas. Neste trabalho apenas grafos simples sao
considerados, ou seja, nenhuma aresta possui peso ou dire¢ao, nenhuma aresta conecta
um vértice com ele mesmo, e para todo par de vértices ha no maximo uma aresta.

Mais formalmente, um grafo é um par G = (V,E) em que V e E representam,
respectivamente, os conjuntos finitos de vértices e arestas de G. Cada elemento e de E
é um conjunto {u,v} (denotado por uv para simplificar) para dois vértices distintos u e
vem V. Para o exemplo do escalonamento das partidas de futebol, pode-se representar

os times como os vértices e as partidas como as arestas (ver Figura 1.1).

Figura 1.1 — Um grafo em que cada vértice representa uma equipe de futebol, e cada aresta
representa uma partida entre duas equipes.

A B

v
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Uma das condi¢oes do escalonamento das partidas entre as equipes do torneio
de futebol é que cada equipe nao jogue mais de uma vez no mesmo dia, entretanto
isso nao é ilustrado pela Figura 1.1 (p. 19). Para resolver esse problema vamos associar
a cada aresta uv um numero i, que indica que a partida entre os times u e v ocorreu

no i-ésimo dia (ver Figura 1.2). Desse modo, o problema de escalonar partidas de um

Figura 1.2 — Uma aresta-coloracao para o grafo da Figura 1.1

1
A v B
2 2
C 1 D

torneio pode ser visto como uma atribui¢ao de nimeros (ou cores) as arestas de um
grafo sem que haja duas arestas incidindo sobre um mesmo vértice recebendo uma
mesma cor (JANUARIO et al., 2016). O numero de cores utilizadas para colorir as

arestas representa também o namero de dias que o torneio tera.
1.2 DEFINICOES PRELIMINARES

O conjunto de vizinhos de um vértice u, denotado por Nj(u), € o conjunto de
vértices conectados a ele por uma aresta e o seu grau € dg(u) = [Ng(u)|. O grau maximo
de G, representado por A(G) (ou somente A quando livre de ambiguidade) é o maior
dentre os graus de todos os vértices de G. Um vértice com grau A é chamado A-vértice
de G.

Duas arestas sao adjacentes se elas tem um vértice em comum, como mostra a

Figura 1.3, em que as duas arestas incidem no vértice A.

Figura 1.3 — Duas arestas adjacentes em um grafo

B

C

Um grafo H é um subgrafo de G se todo vértice em V(H) esta em V(G) e toda
aresta em E(H) esta em E(G). Seja U = V(H). Dizemos que H é um subgrafo induzido
de G, ou H é o subgrafo de G induzido por U (denotado por G[U]), se para qualquer
par de vértices u e vem V(H), a aresta uv esta em E(H) se e somente se uv também esta

em E(G) (ver Figura 1.4 na préxima pagina). Da mesma forma, seja F = E(H). Dizemos
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que H é o subgrafo induzido de G por F, também denotado por G[F], se F C E(G) e
V(H) == {u,v € V(G)|luv € F}. O subgrafo induzido por todos os A-vértices de G é o
niicleo de G, representado por A[G].

Seja n um inteiro positivo:

* K, é um grafo completo com n vértices, ou seja, a aresta uv esta definida para todo
u,ve V(K,),u=v;

* P, é um caminho com n vértices tal que V(P,) := {ug,...,u,,_1}, em que a aresta
u;u;, 1 esta definida para todo i € {0,...,n — 2} e os vérties u, e u,_; sao os vértices

dos extremos, chamados de pontas do caminho;

* C, é um ciclo com n vértices tal que V(P,) := {uy,...,u,_1}, de modo que a aresta

Uil(i+1) mod n €sta definida para todo i €1{0,...,n—1}.

Figura 1.4 - A esquerda um grafo G e a direita o subgrafo de G induzido por {b,c,d, e}

bQ bQ
c" e' c" e'
a® a®

1.3 COLORACAO DE ARESTAS

Uma k-aresta-coloragio para G é uma funcao ¢: E(G) — € em que ¢(e) = @(f)
para qualquer par de arestas adjacentes e e f. A menor quantidade de cores necessarias
para construir uma k-aresta-coloracao para G é o seu indice cromdtico, denotado por
x'(G).

O conjunto de arestas em G que sao coloridas com a cor a;, com i € {0,...,k -1},
¢ chamado de classe de cor e € denotado por E, ,,. Todo vértice em G ¢ incidente a no
maximo uma aresta de Egp,q;, Ou seja, Ep,q; € um emparelhamento de G.

Como apenas uma aresta de cor a; pode incidir em um vértice u (caso contrario
terlamos duas arestas adjacentes com a mesma cor), sao necessarias dg(u) cores para

colorir todas as arestas que incidem em u. Como o grau maximo do grafo é A, sao
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necessarias no minimo A cores para colorir qualquer grafo G. A Figura 1.2 (p. 20)
exibe uma colora¢ao minima para o grafo K4, que tem grau maximo igual a 3, a mesma

quantidade de cores que utiliza para colori-lo, ou seja, x'(Ky4) = 3.

1.4 O TEOREMA DE VIZING E A CONJECTURA DOS GRAFOS SOBRECARREGA-
DOS

Teorema 1.1 (Teorema de Vizing (VIZING, 1964)). O indice cromadtico de um grafo G é

no maximo A(G) + 1.

Grafos que tém o seu indice cromatio igual ao seu grau maximo A sao chamados
de Classe 1, como o Ky (Figura 1.2, p. 20). Por outro lado, grafos que nao tém uma A-
aresta-coloracao possivel sao chamados de Classe 2, como o K3 (Figura 1.5). Mesmo
existindo duas classes que abrangem todos os grafos, decidir se um grafo é Classe 1 é
um problema N'P-completo (HOLYER, 1981).

Figura 1.5 — Uma (A + 1)-aresta-coloracao para o grafo K3

Considere um grafo G com n vértices e ¢: E(G) — % uma aresta-coloragao para
este grafo. Visto que E, ,, € um emparelhamento, o nimero maximo de arestas que
uma mesma cor pode colorir é [n/2]. Como o grau maximo de G é A, precisa-se de
pelo menos A cores para colori-lo. Mas se um grafo tem mais que A x |n/2] arestas é
impossivel colori-lo com A cores. Grafos com mais que A x |n/2] arestas sao chamados
de grafos sobrecarregados.

Apenas grafos de ordem impar podem ser sobrecarregados, pois grafos de or-
dem par tem no maximo A x n/2 arestas, ou seja, pode-se dizer que um grafo G é so-
brecarregado se e somente se tem ordem impar e ), cy(c)(A—dg(u)) < A-2 (NIESSEN,
1994).

Um A-subgrafo é um subgrafo de G com o mesmo grau maximo A de G. Um grafo
é subgrafo-sobrecarregado (abreviado SO) se ele possui um A-subgrafo sobrecarregado. Ser
SO é condicao suficiente para G ser Classe 2 (BEINEKE; WILSON, 1973).

Conjectura 1.2 (Conjectura dos Grafos Sobrecarregados (CHETWYND; HILTON, 1984;
1986; HILTON; JOHNSON, 1987)). Um grafo G com n vértices e com A >n/3 é Classe 2
se e somente se G é SO.

A Conjectura 1.2 é conhecida como Conjectura dos Grafos Sobrecarregados e enun-

cia que se um grafo com |V (G)| = n tem grau maximo maior que n/3, ser SO também



23

¢ uma condicao necessaria para G ser Classe 2. Se a Conjectura 1.2 for verdadeira,
decidir se um grafo G com A(G) > n/3 é Classe 1 pode ser feito em tempo polinomial,
pois é possivel decidir se um grafo é sobrecarregado e determinar a existéncia de um
A-subgrafo sobrecarregado em tempo polinomial (PADBERG; RAO, 1982).

E possivel encontrar exemplos de grafos ndo-SO que sao Classe 2 e tem A = n/3.

Um exemplo é o P* (Figura 1.6a), grafo obtido ao se retirar qualquer vértice do Grafo
de Petersen (Figura 1.6b).

Figura 1.6 — A esquerda o Grafo P*, com A = n/3, nao pode ser colorido com A cores. A direita
o Grafo de Petersen.

1.5 APLICACOES DA COLORACAO DE ARESTAS NO MUNDO REAL

Muitas aplica¢des importantes no mundo real sao encontradas para a colora-
cao de arestas. Como visto no inicio deste capitulo, a coloracao de arestas em grafos
completos pode ser usada em cenarios de escalonamento de competi¢des no esporte
(JANUARIO et al., 2016). Também pode ser aplicada em escalonamento de enlaces em
redes de sensores (GANDHAM; DAWANDE; PRAKASH, 2005). Aplica¢oes também
sao encontradas na atribuicao de frequéncias de luz em pares de nodos conectados por
fibra 6ptica (ERLEBACH; JANSEN, 2001).

1.6 CARACTERISTICAS DOS GRAFOS CONSIDERADOS NESTE TRABALHO

Um A-vértice é proprio de G se ele tem soma de grau local (soma dos graus de
todos os seus vizinhos) pelo menos A% — A + 2. Todos os A-vértices em um grafo sobre-
carregado sao proprios, entretanto nem todo grafo com todos seus A-vértices proprios
é um grafo sobrecarregado. Um exemplo disso é o Grafo de Petersen (Figura 1.6b). Se H
é um A-subgrafo sobrecarregado de G, entao todo A-vértice em H é A-vértice proprio
tanto em H quanto em G (NIESSEN, 1994).
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Um A-vértice é ndo-préprio justo se sua soma de grau local é exatamente A% —
A + 1. Caso a soma de grau local do A-vértice seja no maximo A? — A, ele é chamado
estritamente nao-proprio.

Um grafo critico é um grafo Classe 2 conexo que x'(G —e) < x’(G) para todo
e € E(G). Cada vértice em um grafo critico é adjacente a pelo menos dois A-vértices
(VIZING, 1965).

1.7 ALGORITMO DE RECOLORACAO DE ARESTAS

Este trabalho tem como objetivo descrever um algoritmo que constréi, em tempo
polinomial, uma coloragao de arestas para um grafo que pertence a classe descrita pelo

Teorema 1.3.

Teorema 1.3 (Zatesko et al. (2018)). Seja 2" a classe de grafos com grau mdximo A e com

todos seus A-vértices estritamente nao-proprios. Entao,
(i) todos os grafos em 2" sao Classe 1 (ver Figura 1.7);
(ii) todo vértice de um grafo critico é adjacente a pelo menos dois A-vértices com soma de

grau local pelo menos A> — A+ 1.

Figura 1.7 — A classe 2" de grafos e as parti¢oes de acordo com o Teorema de Vizing e a pro-
priedade dos subgrafos-sobrecarregados.

Classe 1:Classe 2

nio-SO' SO

Fonte — Zatesko et al. (2018)

1.8 ESTRUTURA DO TEXTO

Este documento esta organizado como segue: no Capitulo 2 é apresentado o pri-
meiro resultado em coloragao de arestas, relacionado a grafos completos, e o primeiro
resultado de coloragao de arestas para grafos bipartidos. No Capitulo 3 é descrito o
leque de recoloragiao de Vizing, elemento-chave para demonstrar o Teorema 1.1. No

Capitulo 4 é apresentado o procedimento de recoloracao estendido, que é o algoritmo
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utilizado para provar o Teorema 1.3. Por fim o Capitulo 5 traz a conclusao do estudo

do algoritmo descrito neste documento, apresentando possiveis trabalhos futuros.
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2 PRIMEIROS RESULTADOS EM COLORACAO DE ARESTAS

Este capitulo apresenta dois dos primeiros resultados obtidos na area da co-
loracao de arestas de grafos, que sao relacionados aos grafos completos e aos grafos

bipartidos.

2.1 COLORACAO DE ARESTAS DE GRAFOS COMPLETOS

Esta secao apresenta o estado da arte da coloragao de arestas para grafos com-
pletos. Os resultados aqui mostrados sao exibidos por Behzad, Chartrand e Cooper Jr.

(1967) e Stiebitz et al. (2012), mas ja eram conhecidos anteriormente.

TeoremA 2.1. Seja K,, um grafo completo de ordem n, entdo:

, n—1, semnépar
X'(Ky,) = L,
n, se n é impar.
Demonstragdao. Primeiramente vamos provar que conseguimos colorir todo K, com n
cores. Para isso damos rétulos aos vértices de modo que V(K,,) = {0,...,n — 1} e defi-
nimos a funcao ¢;: E(K,) — {0,..,n—1} como uma n-aresta-coloracao para K,, (veja a
Figura 2.1) de modo que

@1(uv) == (u+v) mod n.

E possivel gerar uma n-aresta coloragao com essa funcao, pois sendo as arestas uv e uw
em E(K,), se ¢1(uv) = ¢1(uw), entao v = w. Para mostrar isso, basta observar que se

u+v=u+w (mod n), entao v =w.

Figura 2.1 — Uma n-aresta coloragao para o K,, de acordo com a fungao ¢;. Para o K3 (a) temos
uma coloragao 6tima e para o K4 (b), nao.

0
0 1
2 1 ) 0
2 0 1 2 1 3
(a) (b)

Com isso sabemos que x’(K,) < n independentemente de sua paridade. Para
provar que K, é Classe 2 (o que implica que seu indice cromatico é n) quando n é
impar, basta observar que ele é um grafo sobrecarregado, pois |E(K,)| = n(n—1)/2 e

A(K,) =n—1, ou seja, para n impar temos |E(K,,)| > Al n/2].
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Se n é par desejamos construir uma aresta-coloragao para o K,, com ¢,: E(K,,)) —
{0,...,n—2}. Para isso removemos o vértice com rétulo n —1 e todas as arestas que
incidem nele. Isso nos deixara com o grafo K,,_; (claramente de ordem impar), portanto
utilizamos a fun¢ao ¢, para construir uma (n — 1)-aresta-coloracao para K,,_;. Depois

disso adicionamos o vértice removido e todas as suas arestas de modo que
@o((n—1)u) :=(2xu) mod (n—1).

Isso gera uma (n — 1)-aresta-coloracao valida para o K,, de ordem par, pois se @,((n —
Du)=q@y((n—1)v) com u,v € {0,...,n—2}, entao u = v. Para mostrar isso, basta observar

que 2xu =2 xv(mod(n—1)), o que implica, como n—1 é impar, que u = v. O
2.2 GRAFOS BIPARTIDOS

Esta se¢ao mostra o primeiro resultado sobre coloracao de arestas de grafos bi-
partidos, apresentado por Kénig (1916).

Para o Teorema 2.2 considere que se uma cor « falta no vértice u, quer dizer que
nenhuma aresta colorida com « incide em u. O subgrafo induzido por todas as arestas
coloridas com as cores a e p € denotado por G[a, B]. Perceba que cada componente em
Gla, B] pode ser um caminho, quando cada vértice nas pontas desse caminho tera ou a
cor a ou a cor f3 faltando, ou pode ser um ciclo, quando nenhum vértice na componente

tera a ou f faltando.

TeoreEMA 2.2 (Teorema de Kénig (Kénig (1916) apud Stiebitz et al. (2012))). O indice

cromadtico de qualquer grafo bipartido G é o seu grau mdximo (x'(G) = A(G)).

Demonstragdo. Seja G um grafo bipartido e ¢: E(G) — ¢ uma A-aresta-coloragao que
construiremos uma aresta por vez.

Para cada aresta uv que desejamos colorir a cada vez, se a cor a falta em ambos
u e v, podemos colori-la com « e partir para a proxima aresta. Senao, se a cor «a falta
no vértice u e a cor p falta no vértice v (com «a # ), entao pegamos P como o caminho
de Gla, ] ao qual u pertence. Como a cor «a falta no vértice u, ele ¢ uma das pontas do
caminho P. A outra ponta desse caminho é qualquer outro vértice em V(G)\{v}, pois
como a cor que falta em v é f, para este ser a outra ponta, P tem que ser um caminho de
comprimento par (com um namero impar de vértices) e P+ uv acarretaria em um ciclo
impar em G, o que viola a propriedade de grafos bipartidos. Deste modo trocamos
as cores no caminho P (todas as arestas coloridas com a passam a ser coloridas com
B e vice-versa) e ambos u e v terdo a cor p faltando, portanto colorimos uv com f e

podemos ir a proxima aresta. O
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3 PROCEDIMENTO DE RECOLORACAO DE VIZING

Para demonstrar o Teorema 1.1 (p. 22), Vizing propos um procedimento de re-
coloragao que constréi em tempo polinomial uma (A + 1)-aresta-coloracao para qual-
quer grafo G, colorindo uma aresta por vez. Este capitulo descreve esse procedimento
através da Definicao 3.1 e dos Lemas 3.2 e 3.3.

Para isso, G = (V, E) é um grafo parcialmente colorido pela fungao ¢: E\{uv} —
¢, que € uma (A + 1)-aresta-coloragao para G — {uv}. A Defini¢ao 3.1 descreve o le-
que de recoloragdo de Vizing, ilustrado pela Figura 3.1, que é o elemento-chave para

demonstragao do procedimento.

DerinigAo 3.1. Uma sequéncia vy, ..., vx € um leque de recoloragao para a aresta uv se
v =g e, para todo i € {0,...,k — 1}, a cor a; := @(uv;,) falta no vértice v;. O leque esta

completo se existe uma cor @y que falta tanto no vértice u quanto no vértice vy.

Figura 3.1 — Um leque de recoloracao completo. As linhas pontilhadas indicam as cores que
faltam nos vértices e a linha tracejada representa a aresta a ser colorida pelo pro-
cedimento.

Ay

Lema 3.2. (VIZING, 1964) Se o leque de recoloragao vy, ..., vy para uv estd completo, entao

é possivel colorir uv usando apenas as cores de €.

Demonstragdo. Como a cor ay falta em ambos u e vy, é possivel substituir a cor da aresta
uvy por ay e isso deixara ay_; faltando em u, vy e vy_; (ver Figura 3.2a na préxima
pagina).

De forma analoga, para todo i iterando de k até 0, sempre o vértice v; terad a
cor «; faltando, assim como o vértice u. Com isso é possivel aplicar o caimento das
cores, que consiste em colorir a aresta uv; com a cor «;, deixando a;_; faltando em u
para a proxima iteragao. No final, a aresta uv sera colorida com ¢ e finalizamos (ver

Figura 3.2b na préxima pagina). O

Lema 3.3. (VIZING, 1964) Se cada vértice do conjunto Ng(u)U {u} tiver pelo menos uma

cor de € faltante, entdo é possivel colorir uv usando apenas as cores de €.
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Figura 3.2 — Um leque de recoloragao completo apds a primeira iteragao e apos finalizar o cai-
mento das cores.

Qi

-, Vil

Demonstragao. Primeiramente é importante observar que v, é um leque de recoloragao,
portanto se u e vy tém a cor f em comum faltando, aplicamos o Lema 3.2 e finalizamos.

Se isso nao for possivel, existe uma aresta e incidente em u que esta colorida
com a cor «g (cor que falta em v), caso contrario teriamos aplicado o Lema 3.2 ante-
riormente. Portanto chamamos o outro vértice ao qual e incide de v; e o inserimos no
leque de recoloragao. Se a cor @y que falta em v; também falta em u, podemos aplicar
o Lema 3.2 e finalizar. Do contrario, seguimos com a constru¢ao, sempre atentando se
podemos aplicar o caimento apds cada vértice inserido.

Porém, se em algum momento toda cor faltando no vértice vy for uma cor ¢;
para algum j < k (0 que implica que a cor a; ja foi considerada no leque anterior-

mente), nao podemos continuar o procedimento (ver Figura 3.3). Sabemos que uma

Figura 3.3 — Nao é possivel continuar a construgao do leque, pois a cor que falta em vy ja foi
considerada anteriormente.

djr1

aresta colorida com a cor f incide em todos os vértices no conjunto {vy,..., v}, pois
caso contrario teriamos aplicado o Lema 3.2 anteriormente. Desse modo, seja P a com-
ponente de G|a;, f] a qual o vértice vy pertence (certamente um caminho com v, em
uma das pontas, pois nenhuma aresta colorida com ¢; incide em vy). Temos trés casos

]
possiveis:
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Caso 1. A outra ponta do caminho P nao é nenhum vértice no conjunto {u,vy,..., vx}
(ver Figura 3.4a). Deste modo, trocamos as cores das arestas da componente P
(todas as arestas coloridas com a; passam a ser coloridas com f e vice-versa).
Pode-se notar que é possivel realizar essa troca sem comprometer a coloragao
do grafo. Com esse passo, temos S faltando em u e em vy (ver Figura 3.4b),
portanto aplicamos o Lema 3.2 e finalizamos.

Figura 3.4 — Uma ilustragao do Caso 1 do Lema 3.3

Caso 2. A outra ponta do caminho P € o vértice u, ou seja, P passa pelo vértice vj,
e termina em u pela aresta uv; |, que esta colorida com a; (ver Figura 3.5a).
Neste caso, trocamos as cores em P, que deixara a; faltando em 1, mesma cor

que falta em v; (ver Figura 3.5b). Agora podemos aplicar o Lema 3.2 para

Vo, Vj € finalizar.

Figura 3.5 — Uma ilustra¢ao do Caso 2 do Lema 3.3

0¥
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Caso 3. A outra ponta do caminho P é v;, para algum i € {1,...,k}. Aqui aplicamos a
troca de cores e com isso u e v; terao a cor f faltando. Portanto, aplicamos o

Lema 3.2 para vy,..., v; e finalizamos. O]
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Demonstragao do Teorema 1.1 (p. 22). Nosso objetivo é colorir um grafo G com A +1
cores, portanto temos |€] = A+ 1. Para isso vamos construir uma aresta—coloragéo
¢: E\{uv} — € colorindo uma aresta por vez. O que se deve observar é que a quan-
tidade de cores em % é maior do que o grau de todos os vértices de G, ou seja, cada
vértice tera ao menos uma cor faltante, portanto cada aresta uv considerada satisfara a

condicao do Lema 3.3. O]



33
4 PROCEDIMENTO DE RECOLORACAO ESTENDIDO

Este capitulo apresenta uma extensao do procedimento de recoloragao de Vi-
zing, visto no Capitulo 3. Com a extensao apresentada, mostramos como construir uma
A-aresta-coloragao para um grafo que pertence a classe :Z°, descrita pelo Teorema 1.3
(p. 24). A Secao 4.1 apresenta o procedimento de recoloracao de Vizing estendido,
que servira como base para provar os resultados obtidos por Zatesko et al. (2018) na
Secao 4.2.

4.1 O PROCEDIMENTO DE RECOLORACAO

O procedimento exibido no Capitulo 3 mostra que é possivel colorir todas as
arestas de um grafo G com A(G)+1 cores. Entretanto, quando tentamos uma A-aresta-
coloragao para G, utilizar um procedimento que constr6i uma (A + 1)-aresta-coloragao
pode nao ser suficiente.

Para execug¢ao do procedimento, G = (V,E) é um grafo parcialmente colorido
pela funcao ¢: E\{uv} — %, que é uma A-aresta-coloracao para G — {uv}, em que uv
é a aresta que desejamos colorir. A Defini¢ao 4.1 descreve o novo leque de recolora-
¢dao, ilustrado pela Figura 4.1a na proxima pagina, que é utilizado para a execugao do

procedimento. Os Lemas 4.2-4.8 sao resultados apresentados em Zatesko et al. (2018).

DEeriNigAO 4.1 (Zatesko et al. (2018)). Uma sequéncia vy, ..., v de vizinhos distintos de
u em G é um leque de recoloracao para uv se v = v e, para todo i € {0,...,.k — 1}, uma
cor a; := @(uv;,) falta direta ou virtualmente em v;. Se a cor «; falta diretamente em
v;, entao nenhuma aresta colorida com ¢; incide em v;, e se a cor «; falta virtualmente
em v;, entao i > 0 e p(v,w;) = ; para algum w; € Ng(v;)\{v;_1} tal que a cor «;_; falta
diretamente em w;. O leque estd completo se uma cor ay falta direta ou virtualmente

no veértice vy.

Lema 4.2. Se o leque de recoloragao vy,..., vy para uv estd completo, entdo é possivel colorir

uv usando apenas as cores de €.

Demonstragdo. Para todo i iterando de k até 0, a cor a; faltara diretamente em u e
direta ou virtualmente em v;. Para colorir uv o que se deve fazer em cada iteragao é

condicionado por dois casos:

Caso 1. A cor qa; falta diretamente em v;. Neste caso trocamos a cor da aresta uv;(:=

a;_1) por a;, o que deixara a;_; faltando em u para a proxima iteragao.

Caso 2. A cor a; falta virtualmente em v;. Neste caso descolorimos temporariamente
a aresta uv;, o que deixara a cor a;_; faltando diretamente em v;. Pela Defini-

cao 4.1, a cor @;_; também falta diretamente no vértice w;, portanto trocamos
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a cor da aresta v;w; por a;_; e obtemos a cor «; faltando em v;. Com isso po-
demos colorir uv; com a; e deixar a cor a;_; faltando em u para a proxima

iteracao.

Ao final da altima iteragao, teremos uv colorida com a cor ;. Este processo é

chamado de caimento das cores (ver Figura 4.1). Il

Figura 4.1 — Leque de recoloragao completo antes e depois do caimento das cores. A linha
tracejada indica a aresta a ser colorida pelo procedimento e as cores faltantes nos
vértices sao representadas pelas linhas pontilhadas.

ajiq

Fonte — Zatesko et al. (2018)

Lema 4.3. Seja v, ..., vy um leque de recoloragao para uv, de modo que uma cor € € falta

diretamente em u e uma cor ay € € \\p, g, ..., x_1} falta direta ou virtualmente em vy. Se
1. u e vy ndo estao na mesma componente de Glay, B, ou

2. u e vy estdo na mesma componente de G[ay, B|, ay falta virtualmente em vy e o vértice
u estd mais perto de wy do que de vy na componente de Glay, B] a qual pertencem (ver

Figura 4.2a na proxima pdgina),
entdo é possivel colorir G usando apenas as cores de € .
Demonstragdo. Caso aconteca o que € descrito pelo Item 1, seja X a componente G[ay, 8]

a qual vy pertence. Para resolver este caso, trocamos as cores na componente X, o que

trara
(i) B faltando diretamente em vy para o caso em que ay falta diretamente em vy, ou
(ii) p faltando virtualmente em vy para o caso em que «a; falta virtualmente em vy.

Perceba que se X é um ciclo (possivel apenas quando «; falta virtualmente em vy),
essa troca de cores tera o mesmo efeito. Apods a troca, podemos aplicar o Lema 4.2 e

finalizar.



35

Figura 4.2 — Uma ilustracao do Item 2 do Lema 4.3

Fonte — Adaptado de Zatesko et al. (2018)

Caso acontega o que € descrito pelo Item 2, descolorimos temporariamente a
aresta vywy e consideramos P como a componente de G[ay, ] a qual v, pertence. Como
a aresta viwy foi descolorida, # nao esta em P e com isso voltamos ao Item 1 (ver
Figura 4.2b), portanto trocamos as cores em P e aplicamos o Lema 4.2. Ao final temos
a cor ay_; faltando em vy (devido ao caimento) e também em wy_;, visto que, por
definicao, wy € diferente de v;_;. Consequentemente podemos colorir v wy com ay_; e

finalizar. O

Lema 4.4. Seja vy,..., vy um leque de recoloragiao para uv de modo que a aresta vi_jwy_;
¢ descolorida caso esteja definida. Se p € € é uma cor faltando diretamente em u, ay €
E\B,ag,....ax_1} é uma cor faltando virtualmente em vy, o vértice wy (por defini¢ao dife-
rente de vy_1) é vizinho de u, com @(uwy) =y, de modo que y € €\{p, ay,..., ay} e wy nao
estd na mesma componente de Glay_1,y] que vi_1 apos trocar as cores na componente de

Glag_1, B] a qual wy pertence, entdo é possivel colorir uv usando apenas as cores de €.

Demonstragdao. Antes de descolorir v,_;wj_; no caso em que essa aresta esteja definida,
checamos se vy, ..., v;_; satisfaz o Lema 4.3, pois se satisfizer basta aplica-lo e finalizar.

Caso contrario, se estiver definida, a aresta vy_jwy_; é descolorida. Trocamos as
cores na componente P de G[ay_1, ] a qual wy pertence. Como falta f em wy, sabemos
que P é um caminho com wy em uma das pontas e também sabemos que u e v;_; nao
estdao em P, pois como o Lema 4.3 nao é satisfeito para vy,..., vx_1, temos que u e vy_;
estao na mesma componente de G[ay_1, f] e também sao pontas nesse caminho.

Com a troca de cores, obtemos g faltando em wy, mesma cor que falta em u (ver
Figura 4.3a na proxima pagina).

Seja X a componente de G[ay_1, )] a qual u, vy e wy pertencem. Perceba que com
a troca de cores em P, a componente X pode ser um ciclo, mas o vértice vy_; nao esta

em X, pois assumimos por hipotese no enunciado deste lema. Também assumimos que
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Figura 4.3 — Uma ilustragao da prova do Lema 4.4

Wk

g1

Fonte — Zatesko et al. (2018)

y é diferente de toda cor que ja apareceu no leque.

Com uma troca de cores em X, podemos excluir vy do leque de recoloragao e
Vg, ..., Vk_1, Wk Se torna um leque completo (ver Figura 4.3b). Com isso, podemos aplicar
o Lema 4.2 e devido ao caimento, podemos colorir vy_jwy_; (se estiver definido) com

aj_o e finalizar. O]

Até agora, nos Lemas 4.2-4.4, vimos os casos possiveis para quando vy tem fal-
tando, direta ou virtualmente, uma cor que nao apareceu no leque ainda.

Os Lemas 4.5-4.7 demonstrardo casos possiveis para quando uma cor «; falta
direta ou virtualmente em vy, com j < k (j também nao pode ser k—1, pois por defini¢ao
a cor da aresta uvy € a;j_1). Se isso acontecer, entao uv pode ser colorida usando apenas

as cores de ¥. A demonstrac¢ao foi dividida em trés casos:

Caso 1. acor aj, falta diretamente em v;,; ou, para algum g faltando em u, os vértices

wj,1 € Vx nao estdo na mesma componente de G[aj, B];

Caso 2. a cor aj, falta virtualmente em vj,, a aresta v vy esta definida e na cons-

trucao do leque vy foi escolhido para ser w;,; (possivel pois falta a; em vy);

Caso 3. a cor aj, falta virtualmente em v;,; e wj;; estd na mesma componente de

Glaj, B] a qual v, pertence, para todo € ¢ faltante em u.

Perceba que no Caso 2, wj,; e vy também estdo na mesma componente de
Glaj,B], como enuncia o Caso 3. Neste sentido, o Caso 2 € um caso particular do
Caso 3.

Lema 4.5. Seja a;j a cor que falta direta ou virtualmente em vy com j < k. Se aj,y falta
diretamente em vj, ou se wj 1 e vy ndo estao na mesma componente de Gla;, B], entao é

possivel colorir G usando apenas as cores de €.
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Demonstragao. Primeiramente verificamos se o Lema 4.3 nao ¢ satisfeito para vy, ..., v;.
Em caso positivo, aplicamo-lo e finalizamos. Caso contrario, temos u, v; e w; (o ultimo
apenas no caso em que «; falta virtualmente em v;) na mesma componente de G[a;, f],
com p sendo uma cor que falta em u.

Se vywy estiver definida, descolorimos esta aresta e deixamos para colori-la no-
vamente depois. Seja P a componente de G[aj, 8] a qual v; pertence. Temos os dois

casos possiveis:

Caso 1. Os vértices u e v; nao estao em P. Neste caso, como assumimos por hipotese
que wj,; nao esta em P também, trocar as cores em P trara f faltando em
Vg € Vg,..., Uk torna-se um leque de recoloragao completo, visto que a troca de
cores nao comprometera vy, ..., vj;1. Com isso podemos aplicar o Lema 4.2 para

Vg, ..., Vk, CcOlorir v wy com ay_; se estiver definida e finalizar.

Caso 2. Os vértices u e v; estao em P. Neste caso a; tem que faltar virtualmente em v;
e, para nao satisfazer o Lema 4.3, o caminho tem que seguir a ordem dos vér-
tices u,vj,q,..., Vj, Wj,..., v (ver Figura 4.4a). Descolorimos a aresta v;w; e tro-
camos as cores na componente de G[a;, f] a qual vy pertence (ver Figura 4.4b).
Ao fazer isto, temos um leque completo para vy,..., v, portanto aplicamos o
Lema 4.2 e no final colorimos, se estiverem definidas, as arestas v,wy com aj;_;

e também v;w; com a;_;.

Figura 4.4 — Uma ilustragao do Caso 2 do Lema 4.5

Fonte — Adaptado de Zatesko et al. (2018)

O]

Lema 4.6. Seja vy, ..., vx um leque de recoloragdo para uv de forma que «; falta virtualmente
em v, com j < k. Se a cor aj,y falta virtualmente em vj,| e wj,1 = vy, entdo é possivel

colorir G usando apenas as cores de €.

Demonstragao. Antes de aplicarmos o Lema 4.6, primeiro verificamos se o Lema 4.3

é satisfeito para Ve V) pois caso isso aconteca, basta aplica-lo e finalizar. Para o
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Lema 4.3 nao ser satisfeito para v,y Vj, 08 vértices u e v; tém que estar na mesma
componente de G[a;, 8], e caso a aresta v;w; esteja definida, v; tem que estar mais
perto de u do que w; na componente de G[«;, ] a qual pertencem.

Também verificamos se o Lema 4.4 ¢ satisfeito para v,.., v, e, em caso po-
sitivo, aplicamo-lo e finalizamos. Observe que ¢(uw;,1)(= ax_1) # a; para todo i €
{0,...,j}. Isso quer dizer que aj_; assume o papel do y utilizado no Lema 4.4. Para
este lema nao ser satisfeito para v, ..., v, sabemos que vi(= wj,1) e v; estdo na mesma
componente de G[a;, a_1] (perceba que u também esta nessa componente).

E impossivel ter um caminho em Glaj, ax_1] de vy até vj,; que nao passe por u,
pois isso caracterizaria um ciclo entre os vértices vy e vj,;, e também acarretaria em
nao ter como o vértice v; ndo estar na componente de G[a;, ax_1] a qual u pertence, o
que seria uma contradi¢ao para o fato de que o Lema 4.4 nao ¢ satisfeito.

Se a aresta Viw; esta definida, descolorimo-la e deixamos para ser colorida mais
tarde. Sabemos que a cor que falta em u € f e em v; € a;. Seja P a componente de
Glaj, ] a qual v; pertence, nosso objetivo € deixar a mesma cor faltando em ambos os
vértices u e v.

Sabemos que P é um caminho, pois falta a; em v, o que quer dizer que s6 sai
uma aresta no vértice v, de P, sendo impossivel haver um ciclo. Também sabemos que
u e v; nao estao em P, pois para isso acontecer a aresta v;w; tem que existir e estar
colorida com a; para fazer parte do caminho de u até v;. Mas isso nao acontece, pois
se ela esta definida, foi descolorida anteriormente.

A Figura 4.5a ilustra a situacao atual do leque, que esta pronto para iniciarmos

0s passos para conseguirmos aplicar o caimento.

Figura 4.5 — Uma ilustra¢ao do Passo 1 do Lema 4.6

Fonte — Zatesko et al. (2018)

Passo 1. Trocamos as cores na componente P. Como u nao esta em P, temos f fal-
tanto tanto em u quanto em vg. Porém o leque nado estd completo, pois como
Wj,1 = Uk, ao aplicar a troca de cores ndo temos mais «; faltando em w;,; (ver
Figura 4.5b).
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Aplicamos o caimento até chegar em uv;,; e agora nao temos como resolver
o problema da aresta vj, wj,;. Portanto momentaneamente descolorimo-la,
trazendo a;,; faltanto em v;,; e em w;, (= v¢). Como comegamos a aplicar o
caimento, a cor que faltard em u nesse momento também € «;; e, portanto
j faltanto em u e em v;, mas nao
podemos aplicar o Lema 4.2 ainda, pois temos a aresta v;,;w;,1 descolorida.

podemos colorir uv;,; com ;| e teremos «

i nao estao mais

na mesma componente de G[aj_1,;], pois o caminho entre eles partia pela

Antes de seguirmos para o proximo passo, perceba que u e v

aresta uvy (antes @(uvy) = ay_; e agora @(uvy) = ) ou pela aresta uv;, (antes

(P(uvjﬂ) =ajeagora (P(uvjﬂ) =aji)

O estado atual do leque é ilustrado pela Figura 4.6a.

Figura 4.6 — Uma ilustracao dos Passos 2 e 3 do Lema 4.6

Fonte — Zatesko et al. (2018)

Chamamos de Q a componente de G[aj_y,a;] a qual o vértice v; pertence.
Como as cores das arestas uvy e uvj,; mudaram ao aplicarmos o caimento,
sabemos que v;,; nao esta em Q. Com isso, podemos aplicar uma troca de
cores na componente Q para obtermos «a; faltando tanto em vi(= wj,1) quanto
em v 1. Assim podemos colorir a aresta vj,yw; 1 com ;. No caso em que
nem u e nem v; sdo a outra ponta do caminho na componente Q, teremos
a; faltanto em ambos u e v;, portanto podemos aplicar o Lema 4.2, colorir a
aresta v;w; com a;_; se ela estiver deifinida e finalizar. Entretanto, existe o
caso em que um desses dois vértices é ponta do caminho de Q, o que faz com
que a; nao falte mais em u ou em v; (ver Figura 4.6b).

Caso a outra ponta de Q seja u ou vj, temos dois casos possiveis, onde em
ambos cairemos em algum dos lemas anteriores e, se a aresta h estiver de-

finida, poderemos colori-la com a;_;.
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Quando colorimos a aresta vj,;wj 1, 0 vértice vx(= wj,1) nao € mais uma das

pontas em Q, e isso pode fazer com que os vértices u e v; fiquem na mesma

componente de G[ay_1, aj]. Com isso, seguem os dois possiveis casos:

1.

ii.

Se u e a; nao estao na mesma componente de G[ak_l,a]-], entao basta
trocar as cores nessa componente em que u ou v; pertecem que teremos
a mesma cor faltando em ambos os vértices. Com isso, Vg, ..., Vj se torna

um leque completo, portanto basta aplicar o Lema 4.2 e finalizar.

Se ue aj; estao na mesma componente de G[ak_l,aj], entao podemos

reorganizar os vértices na sequéncia do leque de forma a obtermos:

VoyVtseees U]',Uk_l,vk_z,...,Vj+2,1/j+1

e temos um leque de recoloragao em que o Gltimo vértice € v;,; com as

duas seguintes situagoes:

(a) Quando a outra ponta de Q ao lado de vy era v;, quer dizer que te-
remos ay_; faltando em v;. Portanto, com o novo leque apresentado
temos a; faltando virtualmente em Viy1, que ¢ a mesma cor que falta
em u e a configuracao atual do leque satisfaz o Lema 4.2. Portanto,
podemos aplicar o caimento e finalizar (ver Figura 4.7a).

(b) Quando a outra ponta de Q ao lado de vy € u, a cor a; esta faltando
virtualmente em v;,; e em outro vértice no leque (v;). Esse é exata-
mente o caso tratado pelo Lema 4.5 (ver Figura 4.7b), portanto pode-

mos aplica-lo e finalizar.

Figura 4.7 — Uma ilustrac¢ao do Passo 4 do Lema 4.6

Qg aj
a3 “F2 vy )

Fonte — Zatesko et al. (2018)

]

Lema 4.7. Seja vy, ..., vy um leque de recoloragao para uv de modo que a cor a; falta direta

ou virtualmente em vy, com j <k —1. Se aj,, falta virtualemnte em v;,; e o vértice wj,,
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estd na mesma componente de Gla;, ] a qual vy pertence, para todo p € ¢ que falta em u,

entdo é possivel colorir G usando apenas as cores de € .

Demonstragao. Primeiramente verificamos se vy, ..., v; nao satisfaz o Lema 4.3. Em caso
positivo, aplicamo-lo e podemos finalizar. Senao, se w; estiver definido, descolorimos
a aresta v;w;. Seja P a componente de G[a;, f] a qual v; pertence. Como a aresta v;w;

: nao

foi descolorida e o Lema 4.3 nao foi satisfeito para Vs e V) sabemos que u e V;

estao em P.

Se, caso ao descolorirmos a aresta v;w;, o vértice w; | nao pertenga mais a com-
ponente de Glaj, f] a qual v pertence, podemos aplicar o Lema 4.5 para vy,..., vi e
finalizar.

A Figura 4.8 ilustra um dos possiveis estados atuais do leque de recoloragao
ap6s as mudangas realizadas até agora.

Figura 4.8 - Situacao do leque de recoloragao apds descolorir a aresta v;w;

w aj
i+1 v
oy Ty e
|
@ ajy
Ry
ak—I j Vi Seo v‘l“.ao
8 -
Vo

Fonte — Adaptado de Zatesko et al. (2018)

Caso acontega o que ¢ ilustrado pela Figura 4.8, ou seja, v e wj,; ainda perten-
¢am a mesma componente de G[a;, ], procedemos com os seguintes passos:

Passo 1. Descolorimos a aresta v wy no caso em que wy esteja definido. Seja P’ a com-
ponente de G[a;, B] a qual v; pertence. Trocamos as cores em P’ e agora temos
p faltando diretamente em u e em vi. Perceba que, como descolorimos vywy,
o vértice w;,; pode nao estar em P’. Se isso acontecer vy,..., vy € um leque
de recoloracao completo para uv, portanto aplicamos o Lema 4.2, colorimos
vrwg com aj_q e finalizamos. Caso contrario, vy, ..., vy nao é mais um leque de
recoloragao para uv, pois como Wit também esta em P, agora o falta 3, e nao

mais a;.

Passo 2. Aplicamos o caimento até uv;,; colorindo a aresta vywy (caso esteja definida)
com a cor a_1. Descolorimos a aresta v;,wj,; (colorida com ;1) e colorimos

uvj,p com aj,1. Agora a cor a; esta faltando em u, vj e vj;; e a cor f§ esta

faltando em wj, ;.
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Passo 3. Seja W o caminho de G[a;, f] ao qual w;, pertence. Com o caimento, a aresta

uvy foi colorida com g, portanto u é a outra ponta de W e os vértices v; e v;

) )

nao estao em W, pois também os falta a cor a;, o que implica que eles sdo
ponta de caminho, mas nao de W. Com isso trocamos as cores na componente
W, colorimos v, 1wj, com «; e temos a cor f faltando em u e a cor ¢; faltando

em v;, portanto a sequencia

VoyV1seeer U]', Viy Vk—1r s 1/]'+2, 1/]'+1

€ agora um leque de recoloracao que satisfaz as condicoes do Lema 4.5, com ¢;
faltando virtualmente em Vi1 Deste modo, aplicamos o Lema 4.5, colorimos

caso esteja definida a aresta vjw; com «;,; e finalizamos. O]

Lema 4.8. Setodos os A-vértices de G sao estritamente nao-proprios, entao é possivel colorir

G usando apenas as cores de G .

Demonstragdo. Nesta prova consideramos G’ como o subgrafo de G induzido apenas
pelas arestas ja coloridas. Como uv nao esta em G’, sabemos que u e vy(= v) ndo sao
A-vértices de G’, portanto pelo menos uma cor de ¢ faltara em ambos os vértices.

E preciso observar que v por si s6 é um leque de recoloragio para uv, portanto
caso atenda a um dos Lemas 4.2-4.7 basta aplica-lo e finalizar.

Enquanto um dos Lemas 4.2—4.7 nao é satisfeito, continuamos com a construgao
do leque, de modo que apenas os A-vértices de G’ podem ter uma cor faltando virtual-
mente. Se um vértice v;,
leque na forma vy, ..., Vi, Vg, aplicar o Lema 4.2 e finalizar.

com j < k-1, tiver a cor a;_; faltando, podemos organizar o

Se o leque de recoloragao for maximo e nao satisfizer alguns do Lemas 4.2-4.7,

entao vy é um A-vértice de G’ e
(i)  existe uma cor  que falta diretamente em u e em algum y € Ng/(vg) ou

(ii) nenhum vértice w, com w € N (vi)\{vk_1}, tem a cor a;_; faltando diretamente
e nenhum vértice z, com z € Ng/(vg)\{u}, tem a cor g faltando diretamente, para

todo f que falta diretamente em u.

Caso aconteca o Item (i), se y = v;_1, entao beta falta tanto em u quanto em vy_q,
portanto aplicamos o Lema 4.2 para vy, ..., vx_; e finalizamos.

O unico vizindo de v, que pode ter a;_; faltando é vy_;, caso a aresta uvy_;
esteja definida, pois do contrario um dos Lemas 4.2-4.7 seria satisfeito ou o leque nao
seria maximo.

Para nao satisfazer o Lema 4.3 para vy, ..., vx_;, 0s vértices u e vy_; tém que estar
na mesma componente de G'[ay_1,B] e u tem que estar mais perto de vy_; do que
de wy_; no caso em que wy_; estiver definido. No que segue, seja P o caminho de

G’[ak_1,B] ao qual u pertence. Se o Lema 4.3 nao for satisfeito para v,..., vx_; temos:
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1. O vértice y nao esta em P. Neste caso trocamos as cores em P, o que deixara
a aresta uvy colorida com a cor f, mesma cor que faltara em v;_;. Como f ¢
diferente de todas as cores ja consideradas no leque, v, ..., vy ainda € um leque de
recoloragao, mas agora temos y assumindo o papel de wy, pois a cor que faltava
em y (= f) € a mesma cor da aresta uvy. Independentemente se a cor da aresta
VY ja apareceu no leque ou nao, caimos em um dos casos dos Lemas 4.2-4.7 ou
o leque nao é maximo, portanto seguimos com sua construcao até que um dos

lemas seja atendido.

2. Ovértice y esta em P. Neste caso as pontas do caminho P sao u e y, visto que a_;
tem que faltar virtualmente em vy_; e, para nao satisfazer o Lema 4.3, o caminho

tem que seguir a ordem U, Vky ooy Ve 1y Wi—1s -0 Y, entao:

a) Se a cor y da aresta vy ja foi considerada no leque como algum «;, com j <
k -1, entao primeiramente garantimos que Vs eer Vj nao satisfaz o Lema 4.3.
Se nao satisfaz, descolorimos, se definida, a aresta v;w; momentaneamente e
trocamos as cores na componente de G’[y, ] a qual y pertence. Isso fard com
que u fique mais perto de wy do que de vy, condigao que satisfaz o Lema 4.3
para v, ..., vx_1, portanto o aplicamos e no final colorimos viw; (se estiver

definida) com a;_;.

b) Se a cor da aresta vk € ay € € \{ay,...,ax_1,p} entdo fazemos y ser o novo
wy, mas mesmo ay nao faltando virtualmente em v, (pois a cor que falta
diretamente em v é ﬁ), ignoramos momentaneamente e seguimos com a
construcao do leque até que um dos Lemas 4.2-4.7 sejam atendidos e en-
tao aplicamos o caimento até a aresta uvy. Neste momento verificamos se o
Lema 4.3 ainda nao ¢é satisfeito para v,...,vx_;. Em caso negativo, descolori-
mos a aresta vy_jwy_; e trocamos as cores no caminho de G’[ay_;, f] ao qual
y pertence (perceba que a outra ponta no caminho nao pode ser v;_;). Com
essa troca aj agora falta virtualmente em vy, com a cor ay_; (mesma cor da
aresta uvy) faltando diretamente em y. Portanto seguimos com o caimento,

colorindo no final a aresta vj_;wy_; com ay_,.

Caso acontega o Item (ii) primeiramente observamos que como v é um A-vértice

estritamente nao proprio e a aresta uv nao esta em G’, temos:

) (A-do(y)=A+l, (4.1)

YENG (vk)

ou seja, v, tem A vizinhos e ao fazermos o somatoério de A—dg/(y), com y iterando sobre
todos os vizinhos de vg, temos pelo menos A como resultado mais a aresta uv que nao

estd em G’ por nao estar colorida.
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Pelo principio da casa dos pombos, deve haver pelo menos dois vizinhos y; e
V2 € Ng/(vg) com a mesma cor y faltando. A cor y tem que ser diferente de ay_; e f3,
pela hipétese do caso. E possivel perceber que apenas um dos vértices (y; ou y,) pode
estar na mesma componente de G’[y, ] a qual u pertence, pois tanto u, quanto y; e
v, tém p ou y faltando e os trés sao ponta no caminho de G’[y, ] ao qual pertencem.
Com isso trocamos as cores na componente X de G’[y, 8] escolhendo y; ou y, de modo
que u nao esteja em X. Se o y selecionado para ser ponta em X for v;, para algum
j €10,...,k — 1}, entao teremos p faltando em u e em vje, assim, V0, er Vj sera um leque
de recoloracao completo. Aplicamos o Lema 4.2 e finalizamos. Do contrario, § falta

em um vértice y de vy e com isso voltamos ao Item (i). [
4.2 RESULTADOS EXPLORADOS

Os Lemas 4.2—4.8 juntos sao a prova construtiva de que todos os grafos que tém
os seus A-vértices com soma de grau local no maximo A?~A sao Classe 1. Portanto, com
o procedimento de recoloracao apresentado neste capitulo pode-se concluir o principal

objetivo deste trabalho, que é provar o Teorema 1.3 (p. 24).

Demonstragao do Teorema 1.3 (p. 24) (ZATESKO et al., 2018). Como % tem A cores é
importante observar que todos os grafos que satisfazem o Lema 4.8 sao Classe 1.

Para provar (i) que todo grafo G € 2" é Classe 1, construimos uma A-aresta-
coloragao para G aplicando o Lema 4.8 para cada aresta nao colorida e finalizamos.

Para provar (ii) que todo vértice em um grafo critico é adjacente a pelo menos
dois A-vértices com soma de grau local pelo menos A2 — A + 1, mostramos que se um
vértice u é adjacente a no maximo um A-vértice proprio ou nao-proprio justo (que tem
soma de grau local pelo menos A2~A+1) e G—u é Classe 1, entio G também ¢é Classe 1.
Para observar isso, primeiro construimos uma A-aresta-coloragao para G —u e entao

temos os dois possiveis casos:

Caso 1. O vértice u é adjacente somente a ndo-A-vértices de G ou A-vértices estrita-
mente nao proprios. Neste caso, para cada aresta uv que desejamos colorir
para construir uma coloragao para G, aplicamos o Lema 4.8 e finalizamos com

uma A-aresta-coloragao para G.

Caso 2. O vértice u tem no maximo um vizinho w que é A-vértice proprio ou nao-
proprio justo. Neste caso aplicamos o Lema 4.8 para colorir toda aresta uv com
v € Ng(u), deixando uw para ser colorida por altimo e desse modo atendere-
mos sempre a condi¢ao do Lema 4.8, assim obtendo uma A-aresta-coloragao

para G. []
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Um resultado ainda mais abrangente foi apresentado por Zatesko et al. (2018)
utilizando o mesmo procedimento de recoloragao apresentado na Secao 4.1. Se um
grafo G possui um conjunto U de A-vértices com soma de grau local de pelo menos
A?~A+1 e o subgrafo de G induzido por U é aciclico (ver Figura 4.9), entio G também
possui uma A-aresta-coloragao possivel.

Figura 4.9 — Uma A-aresta-coloragao para um grafo G com o conjunto U = {a,c,d} de A-vértices

proprios ({c}) ou nao-proprio justos ({a,d}). Perceba que U induz em um subgrafo
de G aciclico.

Fonte — Adaptado de Zatesko et al. (2018)

TeoremaA 4.9 (Zatesko et al. (2018)). Seja X o conjunto de A-vértices estritamente nao-
proprios de G. Se o subgrafo induzido por V(A[G] - X) é aciclico, entdo G é Classe 1.

Demonstragdo. Para esta demonstracao considere U = V(A[G] - X). Perceba que G[U|
é o subgrafo induzido por todos os A-vértices de G com soma de grau local pelo menos
A’ —A+1.

Se U = 0 entao aplicamos o Lema 4.8 para toda aresta uv € E(G) e finalizamos.
Do contrario, seja G’ := G — E(G[U]). E facil perceber que todos os A-vértices de G’
sao estritamente nao-proprios. Desse modo aplicamos o Lema 4.8 para colorir todas as
arestas de G’ e agora falta colorir E(G[U]).

Para isso, como G[U] é um grafo aciclico, cada componente T de G[U] é uma
arvore, portanto escolhemos um vértice r € T arbitrario para ser sua raiz. Seja u € T,
h(u) e pai(u) representam, respectivamente, a altura e o pai de u na arvore. Para cada
u € T com h(u) variando de 1 até maxh(u) desejamos colorir a aresta upai(u) e, para
isso, G’ é o subgrafo de G induzido pelas arestas coloridas até o momento. Cada A-

vértice w vizinho de u em G satisfaz:
(i)  w éum A-vértice estritamente nao-proprio de G ou

(ii)) w estd em V(G[U]), mas neste caso w = pai(u) ou u = pai(w). Em ambos os casos
uw ainda nao foi colorida, o que implica que # e w tém uma cor faltando e, se
construirmos um leque de recoloragao para upai(u), todos os A-vértices vizinhos

de u no leque serao estritamente nao-proprios.

Portanto aplicamos o Lema 4.8 para upai(u) e finalizamos. N
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5 CONCLUSAO

Quando desejamos classificar um grafo G quanto ao seu indice cromatico temos
apenas duas possibilidades: G é Classe 1 se x'(G) = A ou G é Classe 2 se x'(G) = A+ 1.
Entretanto, mesmo havendo apenas duas possibilidades de classificagao, Holyer (1981)
mostrou que decidir se G é Classe 1 é um problema N'P-completo.

Com os trabalhos de Chetwynd e Hilton (1984), Chetwynd e Hilton (1986) e
Hilton e Johnson (1987) surge a Conjectura dos Grafos Sobrecarregados, em que se
acredita que um grafo G com n vértices e com A > n/3, ser SO € uma condigao neces-
saria para G ser Classe 2. Essa Conjectura abriu portas para uma série de pesquisas
na area de coloracao de arestas de grafos. Neste sentido o presente trabalho apresenta
um estudo em um algoritmo desenvolvido por Zatesko et al. (2018) que constréi uma
A-aresta-coloragao para um grafo G com todos os seus A-vértices estritamente nao-
proprios em tempo polinomial.

A partir destes resultados, o trabalho de Zatesko et al. (2018) enuncia as Con-
jecturas 5.1 e 5.2 como possibilidades de continua¢ao em busca de novos resultados a
partir dos que foram obtidos até agora.

A Conjectura 5.1 mostra que talvez a classe 2 apresentada pelo Teorema 1.3
(p. 24) possa ser ampliada para todos os grafos cujo seus A-vértices tém soma de grau

local de no maximo A2 — A + 1.

CoNJECTURA 5.1 (Zatesko et al. (2018)). Seja 2 a classe de grafos com grau mdximo A e

com todos seus A-vértices estritamente nao-proprios ou nao-proprios justos. Entao,
(i) todos os grafos em 2" sao Classe 1;

(ii) todo vértice de um grafo critico é adjacente a pelo menos dois A-vértices com soma de

grau local pelo menos A> — A+ 2.

Em decorréncia disso, a classe apresentada pelo Teorema 4.9 (p. 45) também

pode ser ampliada, como mostra a Conjectura 5.2.

CoNJecTURA 5.2 (Zatesko et al. (2018)). Seja U € V(G) o conjunto de A-vértices proprios

de G. Se o subgrafo de G induzido por U resultar em um grafo aciclico, entao G é Classe 1.

Outra sugestao para trabalhos futuros é a implementagao do algortimo apre-
sentado neste trabalho, realizando uma analise de desempenho e testes para diversos

grafos que atendam as caracteristicas exigidas pelo Teorema 1.3 (p. 24).
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