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Resumo

A computação quântica pode representar um avanço inestimável na solução de alguns

problemas para os quais não se conhece solução eficiente ou não há tal solução afinal.

Para que essa forma de computação se consolide como uma realidade vários problemas

têm sido tratados pela comunidade cient́ıfica como, por exemplo, a identificação de

uma propriedade que seja responsável pela vantagem computacional ou, ainda, o

desenvolvimento de novos algoritmos, protocolos e modelos computacionais, além do

desenvolvimento técnico para produção de sistemas capazes de realizar tal computação.

Considerando este cenário, os estudos apresentados nesta tese têm como temas principais

as correlações quânticas — uma propriedade que conjectura-se ser uma fonte de ganho

computacional para a computação quântica — e o modelo computacional denominado

Deterministic Quantum Computation with One Quantum Bit (DQC1). Estuda-se, através

de métodos numéricos, as correlações quânticas geradas entre dois pontos quânticos não

interagentes, inseridos em uma nanocavidade óptica, na presença de canais de decoerência

e observa-se que estes canais, apesar de reduzirem o potencial de geração de correlações

quânticas em uma maneira geral, têm um pequeno papel construtivo. Além disso, a

realização experimental de uma testemunha de classicalidade neste sistema é proposta.

Avalia-se a presença destas correlações no passo-a-passo do algoritmo de Deutsch-Jozsa

pelo modelo DQC1, notando-se que elas podem ser geradas e consumidas neste processo.

Apresenta-se uma forma de se realizar computação pelo modelo DQC1 em um sistema

óptico, onde o estado de um conjunto de qbits é codificado nos graus de liberdade

transversais e a polarização é tomada como o qbit controle. Seguindo este esquema

são desenvolvidas formas de realizar os algoritmos de Deutsch-Jozsa, de fatoração e de

estimação de decaimento da fidelidade média, tendo sido o primeiro efetivamente realizado

experimentalmente, assim como o cálculo do traço de uma matriz unitária.

Palavras-chave: Computação quântica. Informação quântica. Correlações quânticas.



Abstract

Quantum computation may represent a progress of great value for the solution of some

problems whose efficient solution is not known or that cannot be efficiently solved at

all. In order to continuously develop this unconventional form of computing a number

of problems are being assessed by the science community such as the identification of

a property that may be the source of a computational gain, or the development of

new quantum algorithms, protocols and computational models, besides the technical

development towards the production of systems capable of implement such computations.

Considering that, the studies presented in this thesis have as main subjects quantum

correlations — a property that is pointed out as a likely source of computational

gain for quantum computation — and the Deterministic Quantum Computation with

One Quantum Bit (DQC1) model. The quantum correlations generated between two

non-interacting quantum dots inside an optical nanocavity in the presence of decoherence

channels are studied by means of numerical calculations, and the results show that these

channels, although in general reduce the potential for quantum correlations generation,

have a minor constructive role. Furthermore, the experimental implementation of a

classicality witness in this system is proposed. The presence of these correlations in

the realization of the Deutsch-Jozsa algorithm by the DQC1 model is assessed, noting

that it may be generated and consumed in the process. A way to implement quantum

computation by the DQC1 model on a optical system, where the state of a set of qbits

is encoded on the transverse degrees of freedom of light and the polarization is taken as

the control qbit is also proposed. Following this scheme some ways to implement the

Deutsch-Jozsa, factoring and average fidelity decay estimation algorithms are presented,

with the former being effectively experimentally tested along with the evaluation of the

normalized trace of a unitary matrix.

Keywords: Quantum computing. Quantum Information. Quantum correlations.
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utilizados nesta figura são Γc = Pc = 1, g = 0.47, Γ0 = 1.3 e P0 = γ2 = 0.001. 37
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aplicados dois pulsos sobre cada ponto quântico. Na figura d o qbit A(B)
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de luz SLM aplica a operação U que contém as informações da função sob
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o modulador espacial (SLM) que aplicará a perturbação P . O fóton irá
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Caṕıtulo 1

Introdução e fundamentos teóricos

A acessibilidade a computadores em vários meios da sociedade (indústrias, lares,

universidades, etc...) representou avanços em vários aspectos. De fato, os editores

dispońıveis em um computador pessoal permitem que a escrita desta tese seja feita de

forma muito mais conveniente do que seria há poucos anos. A aplicação da computação

moderna possibilita a automatização de processos industriais, elevando a eficiência e

produtividade de tais entidades. O tratamento de dados e a solução de problemas

cient́ıficos também se beneficiam intensamente do uso de computadores. Porém, mesmo

que em evolução constante, a computação convencional tem seus limites. É posśıvel

estender o conjunto de soluções eficientes posśıveis se o processamento de informação

envolver fenômenos de caráter exclusivamente quântico. Essa ideia tem sido trabalhada

por algumas décadas e vários problemas que não têm solução eficiente pela computação

convencional, ou não se conhece uma, mas que podem ser solucionados de maneira

eficiente em computadores quânticos, já são conhecidos [1–6]. Apesar desta evolução,

a razão para que a computação quântica seja mais eficiente do que a computação

convencional em alguns problemas ainda é tópico de discussão. Para alguns casos, em que

os estados utilizados são puros, uma propriedade denominada emaranhamento parece ser

essencial para se observar uma vantagem computacional [7]. Em outras situações, onde

a computação é realizada com estados mistos, o emaranhamento não parece ser essencial

para se observar qualquer ganho computacional, mas sim correlações quânticas de uma

forma geral, que podem ser quantificadas, entre outras medidas, pela discórdia quântica

[8–10].

Investigações sobre o papel das correlações quânticas para a vantagem computacional

de sistemas quânticos são valiosas para o desenvolvimento do campo de computação

quântica e seus desdobramentos cient́ıficos e tecnológicos. Incluem-se nestas investigações

a avaliação do potencial de sistemas f́ısicos em gerar correlações quânticas, a fim de que

possam realizar computação quântica, e também a análise da presença de correlações

quânticas nas realizações de protocolos de computação e informação para que se permita

buscar um padrão de geração e consumo de correlações ideal que auxilie na obtenção de um
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ganho computacional. Nesta tese iremos estudar a geração dessas correlações quânticas em

alguns cenários, a saber, na evolução de um sistema composto por dois pontos quânticos

inseridos em uma nanocavidade óptica e na realização do algoritmo de Deutsch-Jozsa em

um modelo computacional de estados mistos denominado DQC1. Proporemos, ainda, a

implementação de alguns algoritmos utilizando este modelo computacional em sistemas

ópticos. Tais sistemas permitem a utilização de procedimentos sobre os quais se tem

muito conhecimento e controle além de serem sistemas que se comportam de maneira

previśıvel, com um baixo ńıvel de interação com elementos que não pertencem ao processo

da computação. Na sequência deste caṕıtulo apresentaremos algumas definições que serão

úteis ao desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Computação clássica e quântica

Operações, sejam elas do cotidiano (como trocar uma lâmpada), de marketing (por

exemplo, fazer o maior número posśıvel de consumidores conhecer um determinado

produto), matemáticas (como a adição ou a multiplicação), operações das mais variadas

naturezas podem ser descritas, ou melhor, planejadas, como uma sequência de ações.

Recorrendo a uma definição informal, estas sequências de ações constituem um algoritmo

que partindo de um estado inicial resulta em uma solução esperada. Retomando

os exemplos iniciais, partindo de um cenário em que uma lâmpada não ilumina

suficientemente um ambiente pode-se realizar uma sequência de ações para que se tenha

um ambiente devidamente iluminado (adquirir uma nova lâmpada, remover a lâmpada

defeituosa, inserir a nova, etc...). Ou ainda, dados dois números, um conjunto espećıfico

de ações é capaz de determinar a soma destes valores e um outro conjunto distinto de

ações irá gerar um novo número que descreve o resultado da multiplicação dos números

iniciais.

A capacidade de expressar um problema de uma forma lógica, pelo emprego de

alguma linguagem (conjunto de śımbolos), e de se buscar soluções pela utilização de um

algoritmo constitúıdo por um conjunto de operações lógicas que altere elementos dessa

linguagem está no cerne da computação moderna. Essas ideias foram capturadas por Alan

Turing em sua máquina de Turing, descrevendo matematicamente o conceito de algoritmo

[11]. Esta máquina é constitúıda por elementos básicos de um computador e é capaz

de reproduzir qualquer algoritmo computacional. Apesar de seu poderio e relevância,

teórica e histórica, a máquina de Turing não é comumente utilizada para se descrever a

computação convencional. Isto ocorre pelo fato de que outro modelo, denominado modelo

circuital, se aproxima mais do processo computacional real. Neste modelo a informação é

conduzida por trilhos e é manipulada por portas, que realizam operações lógicas sobre os

valores. A unidade básica de informação para a computação clássica é o bit, usualmente

definido como uma variável binária, que pode assumir os valores 0 e 1, de forma não
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concomitante. Esta informação é codificada no estado de algum sistema f́ısico como,

por exemplo, a voltagem em um circuito elétrico: dois valores distintos de voltagem são

permitidos, atribuindo-se a um desses estados o valor 0 e a outro o valor 1. Deste modo,

a solução de um problema pode ser encontrada iniciando-se um conjunto de portadores

de informação em um dado estado, aplicando-se uma sequência de operações lógicas sobre

estes elementos, definidas pelo algoritmo de solução do problema, e avaliando-se o estado

final do sistema. No modelo circuital de computação clássica, cada trilho simboliza a

evolução temporal da informação em cada portador e as portas reproduzem as operações

lógicas a serem aplicadas.

A consolidação da teoria computacional e o avanço cient́ıfico-tecnológico relacionado

à produção de elementos semicondutores miniaturizados possibilitou a utilização de

computadores em vários ambientes (industriais, domésticos, acadêmicos, etc...). Este

fato, por sua vez, resultou em uma revolução, considerando-se acesso a informação,

comunicação e desenvolvimento cient́ıfico e tecnológico, entre outros. O poder de

cálculo dos computadores foi gradualmente elevado à medida que quantidades maiores

de portadores de informação puderam ser integrados através de arquiteturas cada vez

mais avançadas. Este alta capacidade de processar dados permitiu que problemas cada

vez mais complexos fossem tratados pelo uso de computadores. Porém, os avanços na

capacidade de processamento exigem uma quantidade cada vez maior de recursos f́ısicos,

e a integração destes elementos em um único dispositivo requer miniaturização. Em

algum ponto do desenvolvimento dos computadores é posśıvel que essa miniaturização

atinja um limite em que fenômenos quânticos possam se tornar extremamente relevantes.

É posśıvel, ainda, que o modelo computacional convencional tenha um limite, além do

qual não é eficiente em solucionar alguns problemas espećıficos (por exemplo, a simulação

da dinâmica de sistemas quânticos).

O poder de processamento de informação do modelo convencional de computação

pode ser elevado modificando-se a natureza dos portadores de informação. Consideremos

que o portador de informação apresente efeitos quânticos evidentes (e denominemos este

elemento qbit). Este qbit então apresentará uma caracteŕıstica exclusivamente quântica:

a possibilidade de ser descrito por um estado de superposição. De forma sucinta isto

indica que o qbit pode ser descrito pelo estado 0, pelo estado 1 ou por uma superposição

destes estados, ou seja, pode estar simultaneamente nos dois estados. O estado de

superposição representa uma grande vantagem, visto que possibilita um certo paralelismo

computacional. Pode-se observar isso tomando por exemplo o problema de calcular o

valor f(0) + f(1). No modelo computacional convencional seria necessário preparar um

bit no estado 0 e aplicar um algoritmo para calcular f(0), então preparar o bit no estado

1 e aplicar o algoritmo novamente para calcular f(1) e, por fim, calcular-se a soma

f(0) + f(1). Utilizando um qbit, pode-se preparar o estado inicial em uma superposição

dos estados 0 e 1, em seguida aplicar o algoritmo, calculando simultaneamente os valores
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f(0) e f(1), e preparar o estado para que a leitura do estado final do sistema forneça o

valor de f(0) + f(1). A superposição em um conjunto de dois ou mais qbits possibilita

a geração de correlações entre estes elementos com natureza exclusivamente quântica,

como definiremos em alguns momentos, ao que se atribui uma importante contribuição à

vantagem observada na solução de alguns problemas pelo uso de sistemas quânticos.

Dentre os algoritmos desenvolvidos com o intuito de aproveitar as especificidades de

sistemas quânticos citamos três de maior conhecimento geral: os algoritmos de Deutsch-

Jozsa, de Grover e de Shor [2–4]. O primeiro identifica a classe de uma função entre duas

possibilidades: constante ou balanceada. Como discutiremos no caṕıtulo 4, considerando-

se o pior caso posśıvel na realização clássica, a versão determińıstica com estados puros

deste algoritmo apresenta um ganho computacional significativo sobre a solução clássica.

Neste cenário, se o sistema inicial é composto por n bits (ou qbits), a solução clássica pode

levar até 2n−1+1 repetições para se ter completa certeza da resposta, enquanto o algoritmo

quântico fornece a resposta em apenas uma realização. O algoritmo de Grover permite

encontrar um dado elemento em um conjunto de dados distribúıdos aleatoriamente de

forma mais eficiente do que a solução clássica, apresentando um ganho quadrático sobre o

modelo convencional. O algoritmo de Shor será discutido no caṕıtulo 3 e trata de encontrar

fatores primos de um dado número, apresentando também um ganho suprapolinomial

sobre a solução clássica. Como veremos, este algoritmo está diretamente relacionado à

segurança de informação, visto que a dificuldade em se fatorar números grandes está

na base da proteção oferecida pelo principal sistema criptográfico utilizado de maneira

dominante atualmente.

Para que esses algoritmos sejam realizados experimentalmente é necessário encontrar

sistemas apropriados em que qbits possam ser adequadamente definidos. Na prática, estas

unidades de informação quântica podem ser definidas nos mais variados sistemas f́ısicos,

os quais têm maior ou menor potencial para realização de computação quântica. Em cada

sistema codifica-se a informação envolvida na computação em propriedades apropriadas

que podem ser manipuladas de maneira bem definida. Alguns dos sistemas em maior

evidência são:

• ı́ons, altamente resfriados, confinados em armadilhas eletromagnéticas: o qbit é

definido nos estados internos e no grau de liberdade de movimento dos ı́ons e as

operações lógicas podem ser realizadas por aplicação de lasers e pela interação

coulombiana direta entre os ı́ons. O conjunto de operações necessárias para

realização de computação já foi desenvolvido e alguns algoritmos já foram realizados

[12–15];

• ressonância magnética nuclear (RMN): os estados do qbit são codificados nos spins

nucleares dos átomos em uma molécula. A interação entre qbits possibilitada pela

proximidade na geometria molecular é utilizada para realizar operações lógicas entre
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dois qbits conjuntamente com a aplicação de pulsos eletromagnéticos que também

são utilizados para realização de operações de um qbit. A computação é realizada

em um ensemble de moléculas (contendo um número de moléculas da ordem de

108), mais comumente no estado ĺıquido. A medida se dá pela leitura do momento

de dipolo magnético do ensemble, ou seja, é uma média da computação realizada

simultaneamente em um grande quantidade de computadores. Por ser um esquema

amplamente utilizado, por exemplo, em aplicações médicas, o domı́nio técnico é

bastante desenvolvido. Com isto, há profusão de realização de operações lógicas e

algoritmos [16–20].

• sistemas ópticos: fótons apresentam alguns graus de liberdade em que se pode

codificar um qbit, sendo polarização e modo espacial mais frequentemente adotados.

A codificação de qbits em fótons é vantajosa pelo fato de que a interação deste

ente com elementos indesejáveis que podem afetar negativamente a computação

é fraqúıssima, o que resulta em uma alta fidelidade do estado do sistema. Além

disso, devido à sua natureza, fótons permitem a transferência de qbits por longas

distâncias. Por outro lado, encontra-se dificuldades para realizar operações entre

dois qbits pela interação fraca entre dois fótons, apesar de que pesquisadores

encontrem formas de realizar tais operações mediante utilização de fótons adicionais

ou elementos ópticos não-lineares. Elementos não-lineares são também utilizados

para geração de pares de fótons emaranhados que têm grande valor para realização

de protocolos de computação e comunicação quântica [21–28].

• supercondutores: dispositivos produzidos por técnicas extremamente desenvolvidas,

formados por elementos supercondutores, tendo como elemento principal as junções

Josephson. A depender do dispositivo os qbits podem ser codificados no número de

cargas armazenadas, no sentido do fluxo magnético ou ainda em uma fase relativa

espećıfica [29–31].

• semicondutores: Elementos nanométricos, denominados pontos quânticos, apresen-

tam estados quantizados, seja relacionados a portadores de cargas elétricas ou ao

spin desses portadores, nos quais se pode definir qbits. Esse sistema possui a

vantagem de que grande parte da indústria de computadores se baseia em materiais

semicondutores. Outro fator importante é a capacidade de construir dispositivos

em que pontos quânticos interagem fortemente com um modo eletromagnético

quantizado, o que permite a interação entre um qbit definido no ponto quântico e um

qbit definido em um fóton. Esta interação é valiosa para realização de protocolos

de comunicação quântica e tem potencial para gerar interações entre dois pontos

quânticos mediadas pelo campo eletromagnético [32–35].
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Uma caracteŕıstica valiosa para um sistema no qual se deseja implementar computação

quântica é a capacidade de que diferentes elementos básicos de computação quântica

definidos nesse sistema possam se comunicar, apresentando alguma forma de ligação. A

comunicação entre diferentes dispositivos levaria a formação de uma rede, permitindo que

a informação seja tratada em algum local e então dispensada a alguma outra unidade para

ser manipulada de acordo com a necessidade espećıfica, permitindo a solução de problemas

mais elaborados por protocolos de computação mais sofisticados. Este requerimento está

diretamente relacionado aos critérios de DiVincenzo, particularmente à necessidade de

transmitir ”qbits móveis”entre posições espećıficas [36]. A forma mais natural de se enviar

informação entre dois pontos diferentes por meio de qbits se dá através do uso de fótons.

Para que a informação contida nestes entes seja entregue a um dispositivo quântico de

processamento, constitúıdo de qbits fixos como átomos ou pontos quânticos, por exemplo,

é necessário que ocorra uma interação radiação-matéria de alta qualidade. A interação

entre qbits móveis e diferentes qbits fixos, ao permitir a comunicação entre diferentes

dispositivos em uma rede, possibilita a geração de correlações quânticas entre estes últimos

elementos, um recurso que pode ser importante para a realização de computação quântica.

Dentre os sistemas com potencial para formar um futuro computador quântico, os

que mais se destacam na capacidade de realizar interação entre qbits fixos e móveis são

átomos e ı́ons aprisionados e pontos quânticos inseridos em nanocavidades definidas em

nanocristais fotônicos [37–42]. Em parte deste trabalho estamos interessados no último

caso, tratando os pontos quânticos como sistemas de dois ńıveis efetivos. Neste sistema os

pontos quânticos estão acoplados a modos eletromagnéticos da cavidade e esta interação

permite a troca de excitações entre estes elementos. Já se tem domı́nio de métodos

de fabricação deste sistema que permitem que o acoplamento entre os pontos quânticos

e o modo da cavidade seja intenso em relação aos parâmetros de decoerência [43, 44].

Além disso, a informação contida nos qbits definidos nos pontos quânticos pode ser

manipulada através de pulsos laser, o que permite a realização de operações rápidas

[45]. Outra demonstração do refinado controle experimental sobre este sistema se dá pela

possibilidade de manipular a dessintonia entre os ńıveis energéticos dos pontos quânticos

e o modo da cavidade através do ajuste de parâmetros externos, como a aplicação

de um campo elétrico sobre o dispositivo [34]. O referido domı́nio sobre a fabricação

deste sistema tem culminado na produção de sistemas mais complexos apresentando

integração entre diferentes dispositivos [35, 46]. Com o potencial de desenvolvimento de

redes de dispositivos integrados cada vez mais complexas, contendo um maior número de

dispositivos, possibilitadas pelo cont́ınuo desenvolvimento técnico-cient́ıfico, o sistema em

questão é de inegável interesse para o problema de realização de computação e informação

quântica.

Com a possibilidade de integrar diferentes elementos, a geração de correlações

quânticas entre qbits no sistema é altamente provável. Com indicativos de que a discórdia
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quântica pode ser diretamente relacionada à performance da realização computacional

[47,48], é importante estudar como essas correlações são geradas no sistema de interesse.

Esta análise é apresentada no próximo caṕıtulo.

Os variados elementos f́ısicos proṕıcios para a codificação de qbits apresentam,

naturalmente, caracteŕısticas f́ısicas diversas entre si que podem favorecer diferentes

formas de se realizar computação. De fato, é posśıvel adotar diferentes modelos

computacionais para realizar computação quântica [49]:

• circuital: é o modelo mais adotado. Nele um conjunto de qbits é inicializado em um

estado puro espećıfico. O estado do sistema é alterado de maneira determińıstica

pela realização de uma sequência bem definida de operações lógicas. Desta forma

cada operação tem como dados de entrada a informação contida nos estados

dos qbits e modifica essa informação que virá a ser novamente modificada pela

operação seguinte e assim por diante. Assim como a preparação do estado inicial

e as operações lógicas, medidas na base computacional são realizadas de maneira

controlada sobre os qbits.

• computação baseada em medidas: é uma famı́lia de modelos que têm como operações

principais as medidas. Enquadram-se a computação via teleportes, computação de

sentido único e computação cega. Estes modelos exigem a inicialização do sistema

em um estado altamente emaranhado ou um conjunto de cópias de um estado

emaranhado. Os algoritmos são efetivamente traduzidos na sequência e na base

das medidas. Uma grande vantagem nestes casos é o fato de não ser necessária a

realização de operações entre dois ou mais qbits [22, 27, 50–52].

• computação adiabática: neste modelo a computação não é realizada através de

aplicação de operações lógicas mas pela evolução cont́ınua do estado do sistema.

O estado inicial dos qbits é descrito pelo estado fundamental de um hamiltoniano

inicial enquanto a solução da computação é codificada no estado fundamental de

um hamiltoniano final. Através da variação temporal do hamiltoniano , sendo

essa variação suficientemente lenta, a resposta da computação é obtida através da

caracterização do estado dos qbits [53, 54].

• computação quântica determińıstica com um qbit (DQC1, do original em inglês):

um conjunto de n qbits é inicializado no estado maximamente misto junto a um

qbit iniciado em um estado semi-puro. A computação é realizada pela aplicação de

uma operação unitária controlada pelo estado do qbit semi-puro sobre o conjunto

de qbits mistos. O resultado é obtido através do valor esperado de uma observável

do qbit semi-puro [55]. Este modelo será apresentado em mais detalhe a seguir e

será abordado novamente nos caṕıtulos 3 e 4.
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O modelo computacional DQC1

Os algoritmos citados anteriormente neste caṕıtulo foram inicialmente desenvolvidos

com o intuito de se utilizar o modelo circuital de computação quântica. Porém, é posśıvel

realizar computação com estados mistos e se obter alguma vantagem computacional sobre

o modelo clássico, por exemplo, através do modelo DQC1. Como descrito logo antes,

este modelo computacional exige a inicialização de um conjunto de qbits no estado

maximamente misto e apenas um qbit com algum ńıvel de pureza. Diferentemente

da computação quântica circuital, em que a resposta do problema é obtida através de

uma medida sobre um subconjunto de qbits, neste modelo a resposta é representada

pelo valor esperado de um dado operador, por exemplo 〈σz〉. Alguns algoritmos já

foram desenvolvidos para solucionar problemas através deste modelo [5, 6, 56–59]. No

campo experimental as realizações ainda são escassas, tendo mais sucesso em sistemas de

ressonância magnética nuclear (RMN) e algum êxito em óptica linear [60–65].

Dentre os algoritmos desenvolvidos, destaca-se o algoritmo de fatoração, baseado no

algoritmo de fatoração de Shor e que, como descrito anteriormente, tem importantes e

diretas implicações para a segurança de informação [56]. O algoritmo para a estimação

de decaimento de fidelidade média também é relevante. Também desenvolvido para

o modelo DQC1, este algoritmo é capaz de estimar o decaimento da fidelidade entre

dois estados finais resultantes de um estado inicial idêntico mas cuja evolução é regida

por operadores diferentes, porém extremamente similares [5]. Através da solução deste

algoritmo é posśıvel caracterizar a dinâmica de um sistema como caótica ou regular.

Voltaremos a discutir estes dois algoritmos no caṕıtulo 3. A Fig. 1.1 apresenta o circuito

para o cálculo do traço normalizado de uma matriz unitária Un de dimensão 2n pelo

modelo DQC1, outro problema em que se obtém uma solução mais eficiente do que no

caso clássico [66]. O qbit controle é inicializado no estado (I0+αZ0)/2, onde 0 < α < 1 é

a sua polarização, enquanto um conjunto de n qbits é inicializado no estado maximamente

misto I⊗n/2n. O estado inicial do sistema, portanto, é ρI = 2−(n+1)(I0+αZ0)⊗ I⊗n, onde

o ı́ndice 0 se refere ao qbit semi-puro (qbit controle), I é a matriz identidade, Z é a matriz

de Pauli σZ , e I
⊗n é a matriz identidade do conjunto de n qbits. Após a aplicação da

operação U sobre o conjunto de qbits mistos, condicionada ao estado do qbit controle, o

estado do sistema é

ρ =
1

2n+1

(

I0 ⊗ In + |1〉〈0| ⊗ Un + |0〉〈1| ⊗ U †
n

)

, (1.1)

Desta forma, nota-se que um conjunto de medidas sobre o qbit controle deve estar de

acordo com 〈σx〉 = Re[tr(Un)]/2
n e 〈σy〉 = Im[tr(Un)]/2

n. Este cálculo representa uma

grande vantagem computacional sobre a solução clássica. É posśıvel compreender a origem

desta vantagem considerando-se a decomposição da matriz unitária Un em um conjunto

de operações universais. Para calcular o traço por métodos clássicos é necessário somar
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de estados de sistemas formados por dois subsistemas, ou seja, estados estados bipartidos.

Estes subsistemas podem conter quaisquer quantidades de qbits e, inclusive, podem ter

tamanhos diferentes. Um sistema está em um estado emaranhado se não pode ser descrito

como um produto de estados de duas partições (ou uma soma desses produtos). Isto é,

uma sistema bipartido, com subsistemas A e B, está emaranhado se seu estado não pode

ser escrito na forma ρ =
∑

i piρ
A
i ⊗ρBi . Estados com este formato são denominados estados

separáveis, sendo pi a probabilidade de se observar o sistema no estado conjunto rotulado

por i. Estes estados podem ser dispostos em três categorias: a) estados clássico-clássico

(CC) com a forma ρ =
∑

i pi |iA〉 〈iA|⊗|iB〉 〈iB| onde
{∣

∣iA(B)

〉}

é um conjunto ortonormal,

b) estados clássico-quântico (CQ) sob a forma ρ =
∑

i pi |iA〉 〈iA| ⊗ σB
i onde

{

σB
i

}

é um

conjunto de operadores densidade em que não se pode atribuir uma única base {|iB〉}
para descrever todos estes elementos, e c) estados quântico-quântico (QQ) com a forma

ρ =
∑

i piσ
A
i ⊗ σB

i em que
{

σ
A(B)
i

}

, de maneira idêntica ao caso anterior, é um conjunto

de operadores densidade em que não se pode atribuir uma única base
{∣

∣iA(B)

〉}

para

descrever todos estes elementos [69].

Emaranhamento bipartido em estados não-separáveis pode ser quantificado por uma

vasta quantidade de medidas, entre as quais apresentamos aqui a negatividade [70]. Esta

medida apresenta a vantagem de ser útil não apenas para estados puros, mas também

para estados mistos. Além disso, a negatividade pode ser calculada para um estado

misto bipartido geral, uma caracteŕıstica que não é encontrada em outras medidas de

emaranhamento. A negatividade é definida pela seguinte expressão

N (ρ) =

∥

∥ρTA
∥

∥

1
− 1

2
(1.2)

onde ‖O‖1 = tr
√
O†O é o traço da norma do operador O e a transposição parcial no

subsistema A é denotada por ρTA (esta definição também pode ser realizada utilizando-se

a transposição parcial sobre o subsistema B). A negatividade pode assumir valores entre

0 e (d− 1)/2, onde d é o mı́nimo entre as dimensões das partições A e B.

Sistemas emaranhados possuem correlações que não podem ser criadas em sistemas

clássicos. As partições de tais sistemas podem se correlacionar em maneiras que

não podem ser reproduzidas por meios clássicos, isto é, as partições destes sistemas

estão quanticamente correlacionadas. Além disso, mesmo estados separáveis podem

apresentar correlações quânticas. De fato, apenas estados CC não podem apresentar

correlações quânticas, visto que estes estados representam apenas distribuições clássicas

de probabilidades. Por outro lado, estados sob a forma QQ e CQ, apesar de separáveis,

podem apresentar correlações de natureza quântica, o que pode ser utilizado em favor da

realização de tarefas de computação e informação quântica. Portanto, se é necessário

verificar se um estado está correlacionado quanticamente, basta verificar se o estado

pode ser escrito na forma CC, se a resposta é negativa então é detectada a presença
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de correlações quânticas.

Correlações quânticas podem ser quantificadas, entre outras medidas, pela discórdia

quântica [9, 10]. Esta quantidade é fruto de uma diferença entre duas definições de

informação mútua I(A : B) = S(A) + S(B) − S(A,B) e J(A : B) = S(A) − S(A|B),

onde S(X) = −trXlog2X é a entropia de von Neumann de um operador densidade

X. Na teoria de informação clássica estas duas quantidades são idênticas, porém, ao

se considerar sistemas quânticos, S(A|B), a entropia condicional do subsistema A dado

um conhecimento prévio de B, envolve um processo de medidas que afeta o estado do

sistema como um todo. Dado um conjunto completo de medidas POVM
{

πB
j

}

sobre

o sistema B, o total de correlações clássicas de um dado sistema bipartido é dado por

C(A : B) = max{πB
j }J(A : B). Uma vez que I(A : B) quantifica o total de correlações no

sistema, tanto clássicas como quânticas, a diferença entre estas duas quantidades revela

o total de correlações de natureza quântica presentes no sistema, o que se define por

discórdia quântica, dada por

D(A,B) = I(A : B)−max{πB
j }J(A : B). (1.3)

Este é um quantificador assimétrico, de maneira que fornece valores diferentes se a medida

é realizada em uma partição ou em outra. Especialmente, se o estado é CQ, sendo A a

partição clássica, a discórdia quântica será zero se a medida é realizada sobre esta partição.

Por outro lado, se a medida é realizada sobre a partição B, a discórdia quântica terá um

valor não-nulo.

1.3 Estrutura da tese

Como mencionado anteriormente, correlações quânticas podem ser responsáveis pela

vantagem da computação quântica sobre a computação convencional. Considerando isso,

é interessante investigar o potencial dos sistemas em gerar correlações quânticas entre

dois qbits. Além disso, para que o problema seja abordado de uma forma mais completa

é necessário que se considere os efeitos negativos causados pela interação dos qbits com

o meio ambiente, isto é, é preciso observar o efeito dos canais de decoerência [71–76].

No próximo caṕıtulo, ambientando a discussão no cenário de pontos quânticos inseridos

em nanocavidades, estudaremos os efeitos dos canais de decoerência em um sistema

composto por dois qbits, sem interação direta, acoplados a um modo eletromagnético,

verificando os valores da discórdia quântica para diferentes parâmetros desses canais.

Além disso, proporemos a realização de uma testemunha de classicalidade neste sistema,

o que constitui um teste menos trabalhoso do que o cálculo da discórdia quântica. No

caṕıtulo 3 iremos estudar a geração de correlações quânticas na realização do algoritmo

de Deutsch-Jozsa no modelo DQC1. Observaremos como essas correlações aparecem ao
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longo da computação, após determinar uma decomposição da operação unitária U em

um conjunto de operações lógicas envolvendo um e dois qbits. Em seguida, no caṕıtulo 4,

apresentamos uma forma de se realizar computações no modelo DQC1 usando um sistema

óptico. Especificamente, mostraremos como os algoritmos de Deutsch-Jozsa, de fatoração

e de estimação do decaimento de fidelidade média podem ser implementados nesse

sistema. Além disso, apresenta-se o resultado da realização experimental do algoritmo

de Deutsch-Jozsa que segue a proposta de implementação apresentada. Para finalizar,

descrevemos as conclusões obtidas do trabalho aqui apresentado e o que esperamos ainda

realizar.
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Caṕıtulo 2

Correlações quânticas entre dois

pontos quânticos inseridos em uma

nanocavidade óptica

Considerando-se que correlações quânticas podem ser um fator importante no ganho

computacional que se pode observar em computação quântica é relevante que se estude

o potencial de geração de correlações quânticas nos sistemas f́ısicos em que esse tipo

de computação pode ser implementado. Em particular, avaliaremos aqui, através de

simulações numéricas, a presença de correlações quânticas em um sistema composto por

dois pontos quânticos inseridos em uma nanocavidade óptica, com uma abordagem teórica

que leva em conta variados canais de decoerência, buscando compreender para quais

regiões de valores dos parâmetros f́ısicos estas correlações quânticas são maximizadas. A

busca pela maximização das correlações quânticas entre os qbits é motivada pelo fato de

que, em alguns protocolos de computação e informação quântica, a discórdia quântica

pode ser diretamente relacionada à performance da realização computacional [47, 48].

Apresentaremos adiante uma definição do sistema f́ısico de interesse, ou seja, pontos

quânticos semicondutores presentes no interior de cavidades em cristais fotônicos,

indicando os termos que regem a evolução temporal do sistema, especificando como se dá

a interação entre os subsistemas e os termos relacionados aos canais de decoerência. Em

seguida realizaremos uma análise das correlações quânticas entre os pontos quânticos

no estado assintótico do sistema, ou seja, para tempos muito maiores que o tempo

caracteŕıstico relacionado ao maior parâmetro da equação mestra. Avaliaremos, também,
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o efeito da aplicação de bombeios clássicos sobre a dinâmica das correlações quânticas

partindo de um estado inicial espećıfico. Por fim, proporemos a realização de uma

testemunha de correlações quânticas neste sistema, no intuito de verificar a presença

de correlações quânticas no estado assintótico do sistema, ou seja, verificamos se, em seu

estado assintótico, o sistema possui recursos computacionais imediatamente dispońıveis

para realização de protocolos de computação e informação quântica.

2.1 Sistema f́ısico

Os pontos quânticos de que trataremos neste texto são formados em um processo

de deposição de camadas atômicas, ao se formar uma camada de uma substância sobre a

camada de uma outra substância distinta [77,78]. A diferença entre os padrões de rede dos

dois planos atômicos adjacentes gera uma tensão no material. Para reduzir esta tensão

o material sendo depositado na camada mais recente tende a se agrupar em pequenas

ilhas de átomos em que, devido às dimensões reduzidas, a energia é quantizada, o que faz

com que estas estruturas tenham propriedades semelhantes às de átomos. Estes pontos

quânticos, devido ao seu processo de criação, são denominados auto-organizados. Entre

outros materiais, é comum estas estruturas serem compostas por InGaAs e formadas sobre

um substrato de GaAs. O posicionamento dos pontos quânticos formados desta maneira

é aleatório e sua densidade superficial é de aproximadamente 109 elementos por cm2.

Quanto à sua forma, os pontos quânticos apresentam diâmetro de aproximadamente 20

nm e altura de aproximadamente 5 nm. As dimensões reduzidas destes elementos resulta

na quantização da energia em ńıveis discretos bem definidos em torno de 1.2 eV. O ponto

quântico pode ser excitado através de um processo de relaxação proveniente do material

de sua vizinhança. Ao fornecer energia ao material através de um bombeio óptico ou

elétrico, elétrons são excitados para a banda de condução deixando buracos na banda de

valência, sendo este par elétron-buraco em um estado ligado denominado éxciton. Esta

excitação pode então relaxar para o ponto quântico, sendo confinado em três dimensões

pelo tamanho reduzido do elemento e assumindo ńıveis de energia bem definidos [79].

Neste estudo, consideramos o caso em que os pontos quânticos estão no interior de

nanocavidades ópticas, como no exemplo da Fig. 2.1. Microcavidades semicondutoras

foram desenvolvidas em variadas formas, com diferentes volumes modais e fatores de
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resultados experimentais discutidos. Consideramos o caso em que dois pontos quânticos

são tratados como dois qbits cujos estados são definidos como a ausência e presença

de um éxciton em uma definida energia. Este modelo é apropriado para o caso em

que a intensidade de excitação sobre os pontos quânticos é baixa e a dimensão lateral

dos pontos quânticos é suficientemente pequena, de modo que a interação coulombiana

entre duas part́ıculas eletricamente carregadas próximas torna a geração de dois éxcitons

improvável [78]. Os pontos quânticos interagem com a cavidade através de um modo

eletromagnético, desta maneira ocorre a troca de excitações entre cada ponto quântico

e a cavidade. Define-se, ainda, que os dois pontos quânticos estão separados o bastante

de maneira que a interação direta entre os dois éxcitons seja despreźıvel, podendo haver

uma interação indireta entre eles através do modo da cavidade. Além disso,consideramos

o caso em que a dessintonia entre o modo da cavidade e os éxcitons é pequena (na

posterior análise definiremos a dessintonia com um valor nulo) e ainda que as frequências

relacionadas às energias envolvidas são muito maiores dos que as outras taxas presentes

no modelo. Deste modo, a interação entre os éxcitons e o modo da cavidade pode ser

descrita de uma maneira simples, através da aplicação da aproximação de ondas girantes

[88, 89].

A evolução temporal da matriz densidade que representa o estado do sistema, ρ, é

regida por uma equação mestra escrita da seguinte forma

ρ̇ = −i[H, ρ] + L(ρ), (2.1)

ondeH é o hamiltoniano do sistema e L é o operador relacionado aos canais de decoerência

considerados (ou liouvilliano).

O hamiltoniano do sistema é composto por três elementos

H = H0 +Hc +Hd. (2.2)

Os termos em H0 = ωca
†a +

∑

i=1,2[(ωi/2)σ
z
i ] representam, na sequência, a evolução

livre do modo da cavidade e dos pontos quânticos, sendo ωc e ωi as frequências

relacionadas às energias do modo da cavidade e dos éxcitons. O segundo elemento,

Hc =
∑

i=1,2[g(aσ
+
i + a†σ−

i )], representa a interação entre os pontos quânticos e

a cavidade através de uma troca de excitações com um acoplamento g. Por fim,
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Hd = gc(a
†e−iω′

ct+aeiω
′

ct)+
∑

i=1,2[g0(σ
+
i e

−iω′t+σ−
i e

iω′t)] modela a aplicação de bombeios

clássicos sobre a cavidade e sobre os pontos com respectivas frequências ω′
c e ω′ e

acoplamentos gc e g0.

O liouvilliano que descreve a atuação dos canais de decoerência é

L(ρ) =
∑

i=1,2

[

Γ0

2
(2σ−

i ρσ
+
i − σ+

i σ
−
i ρ− ρσ+

i σ
−
i ) +

P0

2
(2σ+

i ρσ
−
i − σ−

i σ
+
i ρ− ρσ−

i σ
+
i )

+γ2(σ
z
i ρσ

z
i − ρ)

]

+
Γc

2
(2aρa† − a†aρ− ρa†a) +

Pc

2
(2a†ρa− aa†ρ− ρaa†). (2.3)

O primeiro termo do lado direito da equação representa a perda de uma excitação no

ponto quântico a uma taxa Γ0, através da recombinação do par elétron-buraco que pode

se dar, entre outros motivos, por processos não-radiativos. O termo seguinte modela

a excitação incoerente do ponto quântico a uma taxa P0. Estas excitações podem ser

geradas pela aplicação de um laser com energia que faça com que o elétron seja levado

ao cont́ınuo de estados na banda de condução. Pode ocorrer, então, relaxação até que se

tenha a configuração do éxciton de interesse. O dephasing no ponto quântico, a uma taxa

γ2, é determinado pelo terceiro termo e está relacionado ao acoplamento com fônons da

rede atômica do material. A sáıda de fótons da cavidade é definida pelo terceiro termo,

relacionada a uma taxa Γc. E, finalmente, o último termo modela a injeção incoerente de

fótons no modo da cavidade, com uma respectiva taxa Pc. É posśıvel que este fenômeno

esteja relacionado à interação de outros pontos quânticos presentes na amostra com o

modo da cavidade [90].

2.2 Discórdia quântica e decoerência

Observaremos, agora, de que maneira os canais de decoerência afetam a geração

de correlações quânticas entre os dois pontos quânticos através do cálculo da discórdia

quântica no estado assintótico do sistema. Não nos ateremos ao estudo do emaranhamento

assintótico aqui por termos observado, em simulações preliminares, que nesta região

temporal o emaranhamento é nulo para os valores dos parâmetros considerados. Vários

estudos descrevem a alteração dos valores da discórdia quântica entre dois qbits, que

interagem com modos eletromagnéticos, com relação à taxa de decoerência atuante

sobre sobre os modos eletromagnéticos e sobre tais qbits [71, 73–75]. Grande parte
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destas avaliações é realizada levando em conta como decoerência dos qbits apenas a

dissipação e somente alguns consideram a presença de bombeio incoerente e/ou dephasing.

Considerando dois átomos de dois ńıveis inseridos em uma cavidade, Jia-sen Jin e

colaboradores avaliaram o efeito de dissipação e bombeios incoerentes sobre átomos e

sobre o modo da cavidade na geração de discórdia quântica entre os átomos [71]. Fixando

um estado inicial sem excitações eles observaram que a discórdia quântica no estado

assintótico é bastante reduzida se as taxas de decoerência sobre cavidade e pontos têm

valores similares. De seus resultados pode-se inferir, ainda, que em um cenário em que a

decoerência sobre a cavidade é mais intensa do que sobre os pontos, é posśıvel obter valores

de discórdia quântica mais elevados do que em outras situações. Em outro trabalho,

Ying-Jie Zhang e colaboradores analisaram a dinâmica da discórdia quântica entre dois

sistemas de dois ńıveis, que não interagem diretamente entre si, acoplados a um modo

eletromagnético de uma cavidade [74]. Partindo de um estado em que os sistemas de

dois ńıveis estavam correlacionados, e admitindo como canal de decoerência apenas a

dissipação no modo da cavidade, os autores observaram que, se o estado inicial apresentar

correlações entre estes sistemas e a cavidade, a discórdia quântica entre os qbits, após

um intervalo de evolução grande, tende a ter valores mais elevados do que no caso em

que a cavidade não está correlacionada com os outros elementos do sistema. Tomando

uma descrição diferente, Ji-Bing Yuan e colaboradores, apresentaram a amplificação da

discórdia quântica entre dois qbits, resultante da interação destes com um banho térmico

capaz de induzir dephasing mas não dissipação [72]. A atuação de um campo clássico sobre

dois qbits, interagindo com uma coleção de modos bosônicos, foi estudado por Jun-Qi Li,

Jian Liu e J-Q Liang, observando-se seu efeito sobre a dinâmica das correlações quânticas

entre os qbits [76]. Considerando apenas o acoplamento dos qbits com os modos bosônicos

como fator decoerente eles observaram que, apesar de não modificar o valor assintótico das

correlações, o acoplamento com o campo clássico gera uma dinâmica oscilatória que faz

com que as correlações quânticas entre os qbits assumam valores superiores comparando-se

ao caso sem aplicação do campo clássico. Note-se que os trabalhos mencionados não

apresentam todos os canais de decoerência comuns em um sistema semicondutor de

maneira simultânea. Como na descrição de nosso sistema f́ısico de interesse o dephasing

é um elemento importante, avaliaremos as correlações quânticas na presença de todos os

canais de decoerência descritos pelo liouvilliano apresentado anteriormente. Além disso,
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iremos observar o comportamento dos valores da discórdia quântica quando se aplica

bombeios coerentes sobre os pontos quânticos e sobre a cavidade.

Definimos que inicialmente não há excitações nos pontos quânticos ou na cavidade e

truncaremos o espaço do modo da cavidade de maneira que possam existir, no máximo,

dois fótons. Para este estudo de correlações quânticas, consideramos o sistema em

completa ressonância, ou seja, os pontos quânticos estão em ressonância entre si como

também estão em ressonância com o modo da cavidade. Nesta análise os valores de

quaisquer parâmetros serão apresentados em razão da taxa de dissipação do modo da

cavidade, ou seja, um parâmetro genérico P será avaliado com valores P
Γc
, de maneira que

a taxa de dissipação no modo da cavidade é Γc = 1. Como discutido na referência [91],

num cenário em que não há decoerência sobre os qbits - ou essa decoerência é despreźıvel

- a discórdia quântica entre estes elementos é máxima para Pc = Γc. Isto se relaciona ao

fato de que no regime estacionário a dissipação efetiva sobre o modo da cavidade pode

ser determinado por Γeff
c = Γc −Pc, o que levaria a um tempo de vida consideravelmente

grande de um fóton na cavidade [92]. Desta forma, fixamos inicialmente Pc = 1. Apesar

de esta não ser uma condição muito realista para os padrões atuais, pode-se avançar nesta

direção pela produção de cavidades com refletividades mais elevadas, o que reduziria Γc e

pelo bombeio de outros pontos quânticos, diferentes dos qbits de interesse, que emitiriam

fótons no modo da cavidade elevando a taxa de bombeio incoerente Pc.

Para observar a dependência das correlações quânticas presentes no estado assintótico

em relação aos parâmetros de decoerência, já tendo fixado Pc = Γc = 1, mantemos

P0 = γ2 = 0 e, através de cálculos numéricos, variamos os valores de Γ0 e g a fim

de encontrar o conjunto de valores destas taxas que maximiza a discórdia quântica. Em

seguida efetivamos o bombeio incoerente sobre os pontos quânticos, novamente analisando

o valor das correlações para um intervalo de valores de P0 e, por fim, adicionamos o

dephasing procedendo de maneira análoga aos passos anteriores.

A figura 2.2 apresenta o comportamento das correlações quânticas entre os dois pontos

quânticos (quantificadas pela discórdia quântica) em função da taxa de dissipação nos

pontos quânticos e o acoplamento entre eles e o modo da cavidade, para um tempo

t � 1/Γc. A curva descrita por Γ0 = 0 reproduz o resultado apresentado na referência

[91], isto é, na ausência de decoerência sobre os pontos quânticos e com Pc = Γc a discórdia

quântica no estado assintótico assume um valor de 1/3 para g diferente de zero. Um padrão
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inesperado que se pode observar neste gráfico é o decréscimo da discórdia quântica assim

que o acoplamento entre pontos quânticos e cavidade ultrapassa um valor ideal e Γ0 é

diferente de zero. Este comportamento pode ser observado de maneira mais clara na

Fig. 2.3 em que são apresentados cortes da Fig. 2.2 paralelos ao eixo correspondente ao

parâmetro g. Intuitivamente, valores elevados de g auxiliariam de maneira mais eficiente a

troca indireta de excitações entre os dois pontos quânticos promovendo o estabelecimento

de correlações quânticas entre estes qbits. Contudo, se Γ0 = 0 não se observa um pico no

valor da discórdia quântica com relação aos valores de g, portanto, este padrão inesperado

se deve ao efeito da dissipação nos pontos quânticos. Uma posśıvel explicação é que se g é

muito elevado, há uma grande probabilidade de que, ao regressar ao estado fundamental,

excitando o modo da cavidade, o ponto quântico recupere imediatamente esta excitação.

Ao fazer isso algumas vezes, a excitação pode se perder pela dissipação no ponto quântico,

reprimindo a troca de informação entre os dois qbits, impossibilitando o estabelecimento

de correlações quânticas. Deve haver, então, alguma combinação ideal dos valores de g e Γ0

para que a discórdia quântica tenha um valor máximo. Especificamente, encontramos um

valor máximo de discórdia quântica de aproximadamente 0.092 para g = 0.47 e Γ0 = 1.3.

O valor espećıfico de Γ0 é um pouco elevado para padrões realistas, visto que em valores

absolutos Γc é maior que Γ0 [44, 87, 93]. Portanto, para se realizar um sistema com os

parâmetros definidos até agora, seria satisfatório a construção de uma cavidade em que

o escape de fótons seja bastante reduzido com relação aos padrões atuais. É posśıvel,

ainda, produzir pontos quânticos com diâmetros maiores, o que resulta em uma taxa de

dissipação maior, elevando o valor da razão Γ0/Γc. A construção de pontos quânticos com

bases maiores, porém, levaria a um confinamento de part́ıculas menos eficiente, alterando

a estrutura energética destes elementos, o que possivelmente os descaracterizaria como

qbits.

Utilizando os valores de Γ0 e g definidos no parágrafo anterior, passamos à observação

do comportamento da discórdia quântica com relação às taxas de bombeio incoerente

e dephasing nos pontos quânticos. Para realizar esta avaliação produzimos o gráfico

apresentado na figura 2.4. O caráter destrutivo do bombeio incoerente e dephasing

sobre os pontos quânticos se torna evidente, visto que o comportamento da correlação

quântica é monotonicamente decrescente com relação a ambos parâmetros de decoerência.

Especificamente, a redução nos valores da discórdia quântica é mais acentuada com o
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Figura 2.2: Valor da discórdia quântica entre dois pontos quânticos em função do acoplamento g e da
taxa de dissipação nos pontos quânticos Γ0 no regime assintótico (t � 1/Γ0). Os parâmetros utilizados
são Γc = Pc = 1 e P0 = γ2 = 0.

aumento de P0 do que o observado com relação a γ2. É posśıvel que este fato seja originado

pela competição entre a dissipação e o bombeio incoerente, regidos respectivamente pelas

taxas Γ0 e P0. Se estas taxas têm valores com mesma ordem de grandeza, os canais

de decoerência tendem a levar o sistema a estados ortogonais, sem construir alguma

informação de fase no processo, o que resulta em um estado de mistura desprovido de

correlações quânticas.

Observando a matriz densidade reduzida dos dois pontos quânticos notamos que,

na presença de dissipação sobre estes elementos, o dephasing causa um decréscimo nos

termos não diagonais, levando o estado para uma simples mistura estat́ıstica, fato que

caracteriza a evolução para um estado puramente clássico. Além disso, o dephasing

associado à dissipação nos pontos quânticos potencializa a perda de éxcitons1. Por seu

efeito unicamente destrutivo em relação à discórdia quântica, é necessário que a taxa de

dephasing seja a menor posśıvel a fim de que as correlações entre os pontos quânticos

não sejam despreźıveis (o valor utilizado nas próximas simulações será γ2 = 10−3). Este

pode ser uma das maiores dificuldades na utilização de pontos quânticos auto-organizados

em nanocavidades ópticas para a realização de protocolos de computação e informação

quântica, visto que o dephasing, em geral, possui valores de mesma ordem de grandeza

de que a dissipação na cavidade [94].

1Em uma análise paralela observamos que se não há dissipação nos pontos quânticos, mas apenas o
bombeio incoerente, o dephasing potencializa a criação de éxcitons, elevando a população dos estados
excitados
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Figura 2.3: Curvas extráıdas do gráfico da Fig. 2.2. Os valores de Γ0 para cada curva são: 0,01
(vermelho), 0,1 (azul), 1 (verde), 1,3 (preto), 2 (rosa) e 4 (amarelo). Os parâmetros utilizados são
Γc = Pc = 1 e P0 = γ2 = 0.

Por sua vez, a ação do bombeio incoerente sobre os pontos quânticos, concomitante-

mente com a dissipação, tende a levar o sistema ao estado maximamente misto, reduzindo

drasticamente os termos não-diagonais da matriz densidade e distribuindo, de forma

homogênea, a população dos estados da base. Para melhor observar a relação entre

estes dois canais de decoerência, quanto ao efeito sobre o valor da discórdia quântica no

regime assintótico, geramos o gráfico apresentado na figura 2.5. Um aspecto importante

deste gráfico é a similaridade entre os planos Γ0 = 0 e P0 = 0. Na origem do gráfico

a discórdia quântica é nula, isto ocorre porque definimos γ2 = 10−3, de modo que neste

ponto o estado assintótico é maximamente misto. Porém, à medida que o valor de Γ0 é

elevado ocorre uma transferência de população para o estado fundamental e, ao mesmo

tempo, alguns termos não diagonais assumem valores não-nulos, permitindo que o valor

da discórdia quântica seja não-nulo. Um comportamento análogo é observado para a

atuação do bombeio incoerente, com a diferença de que a população é transferida para

os estados excitados dos pontos quânticos. Valores nulos de Γ0 e P0 não são realistas,

portanto, é importante observar a área central do gráfico. Nesta região, os valores da

discórdia quântica são muito pequenos com relação aos máximos observados no gráfico.

Isto se deve ao fato de que cada um dos canais de decoerência tende a levar o sistema

a um estado diferente, sendo eles ortogonais entre si (enquanto a dissipação tende a

levar os pontos quânticos ao estado fundamental o bombeio incoerente força o sistema

para o estado excitado). Logo, há uma competição entre as dinâmicas regidas por estes
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Figura 2.4: Comportamento do valor da discórdia quântica entre dois pontos quânticos em função das
taxas de bombeio incoerente P0 e dephasing γ2. Os parâmetros utilizados para a geração do gráfico são
Γc = Pc = 1, g = 0.47 e Γ0 = 1.3.

dois termos que tende a levar o sistema a um estado maximamente misto, significando

um valor nulo de discórdia quântica. Portanto, para que se tenha correlações quânticas

em quantidade não despreźıvel neste sistema, é necessário que as taxas de dissipação e

bombeio incoerente não apresentem a mesma ordem de grandeza. Por este motivo o valor

definido para as próximas simulações será P0 = 10−3. Para atingir este valor, pode-se

trabalhar com temperaturas reduzidas, a fim de inibir a troca de excitações com fônons,

e também remover qualquer bombeio clássico que alimente a população excitônica (pela

relaxação de estados mais energéticos produzidos por tal bombeio).
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Figura 2.5: Curva de discórdia quântica em função das taxas de dissipação Γ0 e bombeio incoerente
P0. Os parâmetros utilizados são Γc = Pc = 1, g = 0.47 e γ2 = 0.001.

Tendo analisado o efeito dos canais de decoerência sobre a discórdia quântica gerada
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entre os pontos quânticos, partimos para uma avaliação do comportamento desta medida

de correlações quânticas considerando a aplicação de campos externos sobre os pontos

quânticos e sobre a cavidade. Nesta análise fixamos os valores obtidos para os parâmetros

de decoerência no processo de maximização da discórdia quântica na análise anterior,

definindo diferentes valores dos acoplamentos dos campos clássicos com a cavidade ou

com os pontos quânticos e observando a dinâmica temporal da discórdia quântica.

A fim de observar os efeitos da aplicação de um campo clássico sobre os pontos

quânticos produzimos um gráfico que apresenta a evolução temporal da discórdia quântica

para diferentes valores do acoplamento do campo clássico com os pontos quânticos g0

(figura 2.6). Manteremos, em um primeiro momento, o sistema em completa ressonância,

de maneira que os pontos quânticos têm propriedades idênticas e o bombeio clássico pode

ser representado pela aplicação de um laser que atinge ambos os qbits devido às dimensões

reduzidas do sistema. É posśıvel identificar uma relação bem definida entre a discórdia

quântica assintótica e o acoplamento g0. Explicitamente, a discórdia quântica no estado

assintótico decresce com a elevação de g0. A aplicação do campo clássico força cont́ınuas

transições entre os estados fundamental e excitado de cada qbit. Este comportamento, em

cooperação com os canais de dissipação e bombeio incoerente nos pontos quânticos, tende

a levar o sistema a um estado muito próximo ao maximamente misto, com elementos não

diagonais bem menores que a unidade. À medida que g0 aumenta, o estado do sistema

se aproxima mais do estado maximamente misto, o que leva a uma redução da discórdia

quântica. Outra caracteŕıstica relevante observada no gráfico é o fato de que g0 acelera a

dinâmica da discórdia quântica, ou seja, quanto maior g0, mais precocemente será atingido

o valor estacionário da discórdia quântica. Um motivo posśıvel para este comportamento

é que ao estimular a emissão de fótons pelo ponto quântico (que é injetado no modo da

cavidade e que pode vir a ser absorvido pelo outro ponto) o acoplamento efetivo entre

ponto quântico e cavidade seja mais intenso, resultando em uma dinâmica mais veloz do

sistema.

Consideramos agora a possibilidade de aplicar um campo clássico sobre o modo da

cavidade. A figura 2.7 apresenta a dinâmica da discórdia quântica para diferentes valores

do acoplamento do campo clássico com o modo da cavidade gc. As mesmas propriedades

encontradas na análise da discórdia quântica em função de g0 também são reveladas nesta

análise. O aumento de gc resulta num decréscimo da discórdia quântica e na aceleração
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Figura 2.6: Evolução temporal da discórdia quântica para diferentes acoplamentos g0, com o campo
clássico atuando sobre os pontos quânticos. Os parâmetros utilizados nesta figura são Γc = Pc = 1,
g = 0.47, Γ0 = 1.3 e P0 = γ2 = 0.001.

da dinâmica das correlações quânticas. Uma diferença evidente entre os dois casos é o

fato de que o decréscimo em discórdia quântica pela elevação do valor de gc é muito

menos acentuado do que no caso da aplicação de um campo clássico sobre os pontos

quânticos. É posśıvel que a aplicação do campo clássico iniba a interação indireta dos

pontos quânticos ao dificultar a troca de excitações entre eles. Isto ocorreria pelo fato de

que a probabilidade de um ponto quântico absorver um fóton emitido pelo outro ponto

seria reduzida por ter uma alta probabilidade de absorver um outro fóton injetado na

modo da cavidade pelo bombeio clássico. Isso representa um empecilho para a troca de

informação entre os qbits, coibindo o estabelecimento de correlações quânticas entre estes

elementos, levando diretamente a uma redução do valor da discórdia quântica.

Como apresentado até este ponto, a combinação de diferentes canais de decoerência faz

com que canais espećıficos causem efeitos sobre os valores da discórdia quântica diferentes

do que se observa quando atuam de maneira individual. Na análise anterior fixamos os

valores de Γc e Pc e então os canais de decoerência dos pontos quânticos foram sendo

adicionados, inicialmente a dissipação (com P0 = γ2 = 0) e, após obter parâmetros que

maximizam a discórdia quântica no passo anterior, foram considerados valores não-nulos

de P0 e γ2. Adiante, analisaremos o efeito dos diferentes canais de decoerência observando

o valor da discórdia quântica em função da ordem de grandeza da razão entre as taxas de

decoerência e Γc.

Nesta nova análise variamos as taxas dos canais de decoerência (parametrizando em
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Figura 2.7: Evolução temporal da discórdia quântica para diferentes acoplamentos gc do campo clássico
atuando sobre a cavidade. Os parâmetros utilizados nesta figura são Γc = Pc = 1, g = 0.47, Γ0 = 1.3 e
P0 = γ2 = 0.001. 2.6

relação a Γc e, portanto, fixando Γc = 1), assim como o acoplamento g, entre os valores do

conjunto {10−4, 5×10−4, 10−3, 5×10−3, 10−2, 5×10−2, 10−1, 5×10−1, 1, 5} e calculamos a

discórdia quântica para cada combinação de valores {g, Pc,Γ0, P0, γ2}. O estudo dos dados

obtidos neste procedimento pode levar à percepção de caracteŕısticas que, porventura, não

tenham sido explicitadas na análise anterior.

A fim de observar o comportamento da discórdia quântica em relação às taxas de

decoerência e ao acoplamento entre os pontos quânticos e a cavidade, produzimos os

gráficos apresentados na figura 2.8. No gráfico do painel esquerdo, cada ponto em uma

dada curva representa o maior valor de discórdia quântica (entre o conjunto de valores

computados) quando o respectivo parâmetro f́ısico assume o valor relacionado a tal ponto.

No painel direito, cada ponto corresponde à média dos valores computados de discórdia

quântica para um valor espećıfico do respectivo parâmetro f́ısico. As curvas obtidas para

o acoplamento g evidenciam o caráter construtivo deste parâmetro em relação à geração

de correlações quânticas. Este comportamento se deve ao fato de que, com maiores

valores de g, a troca de excitações entre os pontos quânticos, mediada pelo modo da

cavidade, se torna mais efetiva possibilitando o compartilhamento de informação entre

os dois qbits. Ao observar as curvas de discórdia quântica em função do dephasing, o

que se observa é um padrão oposto ao obtido para as curvas relacionadas ao acoplamento

g. De fato, quanto maior γ2 menor será o valor da discórdia quântica, o que salienta

o efeito unicamente destrutivo deste canal de decoerência sobre a geração de correlações
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quânticas. As curvas de discórdia quântica em função de Γ0 se assemelham ás relacionadas

ao dephasing, revelando decréscimo de correlações quânticas com a elevação do valor de

tal parâmetro. A curva relacionada ao bombeio incoerente sobre os pontos quânticos

apresenta caracteŕısticas diferentes às demais. Neste caso, observa-se um limite máximo

quando o valor de P0 é da ordem de 10−3 enquanto que para os outros parâmetros de

decoerência, as curvas sugerem limites máximos de discórdia para os menores valores

posśıveis destes parâmetros. Analisando os dados obtidos pela simulação observamos que

os maiores valores de discórdia quântica são obtidos obedecendo-se levemente um padrão

definido por P0 > Γ0 com o valor do bombeio incoerente não sendo maior que 0,01. Como

vimos anteriormente, é necessário que os valores do bombeio incoerente e da dissipação

sobre os pontos quânticos sejam suficientemente diferentes para que a discórdia quântica

assuma valores não-nulos. O padrão P0 > Γ0 se dá pelo fato de que, enquanto a dissipação

sobre os pontos quânticos remove a excitação do sistema, o bombeio incoerente as insere.

Esta é uma forma de excitar o sistema e, consequentemente, permitir que estas excitações

sejam trocadas entre os pontos quânticos (através da interação com o modo da cavidade)

levando-os a um estado correlacionado. Por outro lado, se o bombeio incoerente é muito

intenso, o efeito oposto é obtido. Isto ocorre pois a alta taxa de geração de excitações nos

pontos quânticos pelo bombeio incoerente inibe a troca de excitações entre estes elementos

de forma coerente, uma vez que ao perder a excitação através da emissão de um fóton

no modo da cavidade há alta probabilidade de o ponto ser excitado novamente de forma

incoerente de maneira que não há contribuição para o estabelecimento de correlações

entres os dois pontos quânticos. O comportamento da discórdia quântica em função do

bombeio incoerente na cavidade Pc é surpreendente considerando-se o resultado obtido na

referência [91]. O limite máximo do valor da discórdia quântica é reduzido á medida que

Pc se aproxima de Γc. Este comportamento ressalta a importância da relação de forças

entre os vários canais de decoerência na geração da discórdia quântica.

No painel esquerdo da figura 2.8 nota-se que para os parâmetros de decoerência (com

exceção de γ2) os limites máximos de discórdia quântica são menores quando os valores

destes parâmetros se aproximam do valor de Γc. Este comportamento pode ser explicado,

em parte, pelo fato de que cada canal de decoerência tende a levar o sistema para um

estado assintótico diferente. Isto ocorre de maneira não cooperativa de forma que, ao atuar

com intensidades semelhantes, o estado do sistema apresente altos ńıveis de mistura, o que
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Figura 2.8: Painel esquerdo: Valores máximos da discórdia quântica (dentre os calculados) em função
dos valores dos parâmetros f́ısicos. Painel direito: Valores médios da discórdia quântica (dentre os
calculados) em função dos valores dos parâmetros f́ısicos. No eixo horizontal são apresentados os valores
dos parâmetros (taxas de decoerência) com o rótulo par. val. e no eixo vertical apresentam-se os valores
de discórdia quântica (máxima no painel esquerdo e média no painel direito).

pode levar a baixos valores de discórdia quântica. Deste modo, ao passo que os valores

das taxas de decoerência ultrapassam o valor de Γc, o estado assintótico recupera parte

das correlações quânticas pelo fato de que a competição entre os canais de decoerência

não é mais tão intensa.

Uma caracteŕıstica importante revelada por estes cálculos é que a discórdia quântica

máxima obtida, com valor aproximado de 0.36, é maior do que a apresentada na referência

[91] com valor de aproximadamente 0.33. Ainda que este valor seja alcançado com

parâmetros não muito realistas para o estágio atual de desenvolvimento do sistema f́ısico

- com taxas de decoerência da ordem de 10−4 − 10−3, este fato evidencia o poder dos

canais de decoerência sobre os pontos quânticos de contribuir para a geração de discórdia

quântica. É posśıvel que valores maiores sejam encontrados ao se realizar os mesmos

cálculos com uma resolução maior para os valores dos parâmetros f́ısicos envolvidos.

É importante ressaltar que esta última análise é diferente da realizada anteriormente.

Na primeira o processo de maximização foi realizado partindo-se de um conjunto inicial de

valores para as taxas de decoerência e então observando-se o impacto da variação dessas

taxas (aos pares) nos valores da discórdia quântica. O par de valores que resulta no maior

valor posśıvel de discórdia quântica é armazenado (e atualizado) e então repete-se a análise

para outro par de taxas de decoerência. Nesta última análise definimos conjuntos de

valores para os parâmetros f́ısicos e calculamos todas as combinações posśıveis dos valores
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predeterminados. Com estes cálculos foi posśıvel observar como os canais de decoerência

limitam os valores de discórdia quântica, o que é uma avaliação mais geral do que a

primeira.

2.3 Testemunha de correlações

Há ind́ıcios de que correlações quânticas possibilitam um ganho computacional na

realização de protocolos de computação e informação quântica. Em geral, estes protocolos

envolvem sistemas cujos estados não são puramente clássicos, mas possuem correlações

quânticas. Portanto, a identificação de um caráter quântico nas correlações no estado de

um sistema pode ser de grande utilidade para a realização de computação e informação

quântica. Uma forma de se identificar a natureza quântica do estado de um sistema

se dá pelo cálculo da discórdia quântica, pois, se a discórdia é não-nula o estado do

sistema possui correlações quânticas que podem ser quantificadas por esta medida. O

cálculo da discórdia quântica demanda trabalhos experimentais e teóricos complexos. Isto

ocorre porque é necessário o conhecimento exato do estado do sistema, o que requer um

complexo conjunto de medidas, além disso, o cálculo da discórdia envolve um processo de

extremização computacionalmente exigente. Para contornar esta dificuldade, é posśıvel

utilizar observáveis, conhecidos como testemunhas, que indicam a presença ou ausência

de correlações quânticas utilizando conjuntos reduzidos de medidas [95, 96]. Propomos,

agora, a aplicação de uma testemunha de ”classicalidade”para o sistema composto de dois

pontos quânticos em uma cavidade em um nanocristal semicondutor.

Para dar prosseguimento à proposta é importante salientar que na ausência de

bombeios clássicos a matriz densidade que representa o estado conjunto dos pontos

quânticos durante toda a evolução temporal, o que engloba o estado assintótico, assume

a forma de um estado do tipo X. Isto é, a forma matricial do estado conjunto dos qbits

ρa,b =
∑3

i=0

∑3
j=0 ρij|i〉〈j| é

ρa,b =

















ρ00 0 0 ρ03

0 ρ11 ρ12 0

0 ρ21 ρ22 0

ρ30 0 0 ρ33

















(2.4)
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onde foi adotada a base decimal para os estados, ou seja, |0〉a ⊗ |0〉b = |0〉a,b, |0〉a ⊗ |1〉b =
|1〉a,b, |1〉a ⊗ |0〉b = |2〉a,b e |1〉a ⊗ |1〉b = |3〉a,b. Este fato pode ser visualizado pelo

gráfico apresentado na Fig. 2.9 que mostra a evolução temporal dos elementos da matriz

densidade. Para esta simulação o sistema parte do estado |0〉a,b, a atuação dos canais

de decoerência e a interação com o modo da cavidade, causa uma redução do elemento

ρ00 e elevação dos valores dos elementos ρ11, ρ11, ρ22, ρ33 e ρ12 (e por consequência ρ21),

enquanto os outros elementos permanecem nulos a todo instante.

Jonas Maziero e Roberto Serra apresentaram uma testemunha a partir da qual pode-se

determinar a natureza das correlações presentes no estado de um sistema, ou seja, é capaz

de indicar se existem ou não correlações quânticas no sistema [97]. Esta testemunha é

válida para uma classe diversificada de estados que inclui os estados tipo X. Deste modo,

essa testemunha é válida para os estados assintóticos encontrados até aqui, visto que,

na ausência de campos clássicos o estado conjunto dos pontos quânticos é do tipo X. A

testemunha tem a seguinte forma

Wρ =
3
∑

i=1

4
∑

j=i+1

|〈Oi〉ρ〈Oj〉ρ|, (2.5)

onde os observáveis são definidos por

Oi = σa
i ⊗ σb

i (2.6)

O4 = z · σa ⊗ Ib + Ia ⊗w · σb, (2.7)

com i = 1, 2, 3. As matrizes de Pauli são representadas por σi, e para estes elementos

podemos fazer a identificação 1 → x, 2 → y e 3 → z. Os ı́ndices a e b identificam os

dois pontos quânticos. Os vetores z e w são unitários e devem ser escolhidos de forma

aleatória. A importância da equação (2.5) se baseia no fato de que se Wρ = 0, então o

sistema não possui correlações quânticas.

Ainda que a utilização de testemunhas seja mais simples do que o cálculo da discórdia

quântica, visto que são projetadas para apenas indicar a natureza quântica das correlações

e não para quantificá-las, a sua realização envolve alguns desafios experimentais. Para

se obter o valor esperado de σ3 é necessário ter informação da população do estado

fundamental ou excitado dos pontos quânticos. Pesquisadores já conseguiram desenvolver
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Figura 2.9: Evolução temporal dos elementos da matriz densidade conjunta dos dois pontos quânticos.
As curvas correspondem aos elementos ρ00 (vermelho), ρ11 (encoberta pela curva de ρ00), ρ22 (verde),
ρ33 (preto), ρ12 (azul tracejado) e os elementos ρ01, ρ02, ρ03, ρ13 e ρ23 estão sempre com valores nulos. Os
parâmetros utilizados são Γc = Pc = 1, g = 0, 47,Γ0 = 1.3 e P0 = γ2 = 0, 001.

técnicas para medir transmissão óptica em um único ponto quântico [98–100]. Apoiando-

se nestas técnicas, esperamos ser posśıvel obter o valor esperado do observável O3

realizando-se uma medida conjunta de transmissão nos dois qbits. A distância entre

os pontos quânticos pode ser muito pequena, de maneira que pode ser dif́ıcil aplicar um

laser apenas sobre um, mantendo o outro não iluminado. Portanto, pode-se considerar

que os pontos quânticos não estão em ressonância entre si, de modo que sejam usados dois

lasers com frequências diferentes (cada um ressonante com um ponto quântico espećıfico).

Essa diferenciação se faz necessária para a avaliação correta do observável O4.

A aplicação de um pulso laser de área π/2 permite a avaliação de σ2. Isto ocorre

porque a aplicação do pulso tem como efeito rotacionar o estado do sistema na esfera de

Bloch em torno do eixo x em um ângulo de π/2. Com isto, a medida que forneceria o valor

esperado de σ3, fornece agora o valor esperado de σ2. Na figura 2.10, apresenta-se alguns

exemplos da realização deste procedimento nos painéis a-c, assim como a simulação da

aplicação de tal pulso laser sobre o estado assintótico do sistema no painel d.

Como pode ser visto na figura 2.10d, a medida deve ser realizada imediatamente

após a aplicação do pulso pelo fato de que a atuação dos canais de decoerência atuam

rapidamente, alterando os valores dos termos da matriz densidade e, por consequência,

inserindo erros significativos na medida. A atuação dos canais de decoerência exigem,

ainda, que a largura do pulso seja pequena em relação à taxa de dissipação na cavidade.

A figura 2.11 evidencia o efeito nocivo da decoerência sobre a atuação do pulso laser. Um



2.3 Testemunha de correlações 44

0 0.05 0.1 0.15 0.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t (1/Γ
c
)

ρ
i,
j

 

 

0 0.05 0.1 0.15 0.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t (1/Γ
c
)

ρ
i,
j

 

 

0 0.05 0.1 0.15 0.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t (1/Γ
c
)

ρ
i,
j

10 10.05 10.1 10.15 10.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

t (1/Γ
c
)

ρ
i,
j

a)

c)

b)

d)

Figura 2.10: Aplicação de um pulso de área π/2 como preparação para medida de σy. Linhas cont́ınuas
(com exceção à linha amarela) se referem a um qubit rotulado por A e linhas pontilhadas referentes ao
outro qbit rotulado por B. Linhas vermelhas se referem às populações dos estados fundamentais e linhas
azuis aos estados excitados. A linha amarela se refere ao pulso aplicado cuja duração caracteŕıstica
é de 0.01Γc (este valor é mantido por toda a análise). Gráficos de a - c são testes com respectivos
estados (|0〉 + |1〉)/

√
2, (|0〉 + i |1〉)/

√
2 e (3 |0〉 + 1+i

√

2
|1〉)/2 a fim de se demonstrar o efeito do pulso.

Nestes casos decoerência não foi considerada. Para o gráfico em d, o pulso é aplicado sobre o estado
estacionário, considerando-se decoerência e utilizando-se os parâmetros Γc = Pc = 1, g = 0.47, Γ0 = 1.3
e P0 = γ2 = 0.001. Em todos os casos, a realização de uma medida de σz após a aplicação do pulso
equivale a uma medida de σy no estado original. Os termos de coerência das matrizes densidades não
são mostrados para melhor visualização. Para o estado estacionário no gráfico d, as matrizes densidade
dos qbits apresentam termos de coerência nulos, portanto, o valor de σy é nulo.

pulso com largura relativamente grande não rotaciona o estado da maneira desejada, visto

que a decoerência força o sistema a uma dinâmica indesejada. À medida que a largura

do pulso se torna menor, a rotação é realizada em tempos menores do que os tempos

caracteŕısticos dos canais de decoerência, tornando a rotação mais eficaz e correta. Como o

estado dos qbits no regime estacionário contém termos de coerência pequenos, a aplicação

do pulso deve levar a população dos estados fundamental e excitado para valores próximos

de 0.5, de maneira que uma medida de σz (equivalente a uma medida de σy sobre o estado

estacionário) seja nula. Pulsos cuja duração são comparáveis ao tempo caracteŕıstico de

atuação dos canais de decoerência não atingem o objetivo. O pulso apresentado no gráfico

com duração de 0.01/Γc fornece os resultados mais satisfatórios.

Por fim, uma maneira de se preparar o estado do sistema para a medida de σ1 se dá
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Figura 2.11: Comparação dos resultados obtidos pela aplicação de pulsos de larguras τp diferentes sobre
o estado estacionário como preparação para medida de σy.

pela aplicação de um segundo pulso laser, de mesma área, defasado em π/2 em relação ao

primeiro pulso. Isto causa uma rotação do estado na esfera de Bloch em torno do eixo y

por um ângulo de π/2, logo, a medida original que forneceria o valor esperado de σ3, revela

agora o valor esperado de σ1. O resultado da aplicação desta sequência de pulsos pode ser

observada na figura 2.12. Nesta figura são apresentadas simulações deste procedimento

para estados de teste e também para o estado assintótico do sistema, incluindo casos com

dessintonia. O resultado da aplicação dos pulsos é satisfatória desde que o intervalo entre

os pulsos seja pequeno, para evitar que a atuação dos canais de decoerência influencie

negativamente o resultado da medida.

É importante notar que os canais de decoerência atuando durante a preparação das

medidas, como apresentadas nesta seção, irão gerar algum erro. Isto ocorre pelo fato

de que a interação com estes canais irá levar o sistema a um estado levemente diferente

do que o esperado após a aplicação da rotação pelo pulso laser (ou pelo conjunto de

pulsos). Podemos quantificar o erro gerado por este fator no caso espećıfico da matriz

densidade apresentada na Fig. 2.9, resultado da maximização de discórdia quântica do

ińıcio do presente caṕıtulo. Para este caso, os valores esperados dos operadores que

compõem a testemunha são 〈O1〉 = 0, 1634, 〈O2〉 = 0, 1634, 〈O3〉 = 0, 6081 e 〈O4〉 =

−1.0119, onde foram selecionados os vetores unitários −→z = (0, 2074, 0, 5185, 0, 8296) e

−→w = (0, 6852, 0, 5481, 0, 4793). Com estes valores o resultado ideal da testemunha é

W i
ρdeal = 1.1722, o que indica a presença de correlações quânticas. Por outro lado,

realizando-se os procedimentos de preparação para medidas apresentados neste caṕıtulo

são obtidos os valores 〈O1〉 = 0, 1521, 〈O2〉 = 0, 1608, 〈O3〉 = 0, 6081 e 〈O4〉 = −1.0427.
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Figura 2.12: Aplicação de dois pulsos ressonantes com os pontos quânticos, tendo o segundo pulso uma
fase de π/2 em relação ao primeiro. Para os gráficos a e b não se considera decoerência e os estados iniciais
são (|0〉+ |1〉)/

√
2 e (|0〉+ i |1〉)/

√
2. Nos gráficos de c a f leva-se em consideração a atuação dos canais de

decoerência, além disso, os pulsos são aplicados sobre o estado estacionário obtido sob a influência destes
canais. No gráfico c os pulsos são aplicados apenas sobre o qbit A. Neste gráfico os pontos quânticos
estão em ressonância com o modo da cavidade. Nos gráficos de d a f são aplicados dois pulsos sobre cada
ponto quântico. Na figura d o qbit A(B) tem dessintonia em relação ao modo da cavidade de 10(−10)Γc,
na figura e esta dessintonia é 1(−1)Γc e na figura f a dessintonia é de 0.1(−0.1)Γc. O esquema de pulsos
funciona de maneira eficiente como preparação para as medidas de σz equivalentes às medidas σy e σx

dos estados anteriores à sequencia de pulsos.

Estes valores levam a um resultado real da testemunha deW r
ρ eal = 1.1752, representando

um erro de apenas 0,26 % e indicando, corretamente, a presença de correlações quânticas.

2.4 Conclusão

Analisamos, neste caṕıtulo, a influência dos canais de decoerência sobre a discórdia

quântica gerada entre dois pontos quânticos inseridos em uma nanocavidade óptica. Os

cálculos numéricos revelaram que o dephasing é extremamente nocivo para a geração de

correlações quânticas, sendo necessário a fabricação de estruturas que permitam que este

canal de decoerência seja despreźıvel para que os pontos quânticos estejam quanticamente

correlacionados. Observamos que para gerar o máximo de correlações quânticas há

um ńıvel de acoplamento ideal, acima do qual os valores de discórdia quântica são

menores, o que é surpreendente, visto que esperávamos valores de discórdia superiores
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para acoplamentos mais intensos. Outro ponto indicado pelos cálculos é o fato de que

as taxas de dissipação e o bombeio incoerente não podem pertencer à mesma ordem de

grandeza para que a discórdia seja não nula. Isto ocorre, provavelmente, pela competição

entre os canais de decoerência que tende a levar o sistema para o estado maximamente

misto.

Avaliamos, ainda, como os canais de decoerência limitam os valores máximos de

discórdia quântica. Enquanto o acoplamento g tem um caráter geral benéfico aos

valores máximos de discórdia quântica, este limite máximo decresce à medida que as

taxas Γ0, γ2 e Pc se aproximam do valor de Γc. O fato de o limite máximo do valor

da discórdia quântica decrescer com a elevação de Pc evidencia a importância de se

considerar os canais de decoerência atuantes nos pontos quânticos. Ao se considerar

o bombeio incoerente sobre os pontos quânticos, observa-se um padrão diferente ao dos

outros canais de decoerência, visto que o limite máximo do valor da discórdia quântica

não é monotonicamente decrescente, apresentando um máximo em valores pequenos de P0

e decrescendo em regiões mais afastadas de um valor ideal. Além disso, observamos que

a atuação dos canais de decoerência sobre os pontos quânticos, em conjuntos de valores

espećıficos das taxas de decoerência, é capaz de elevar o valor da discórdia quântica em

relação ao valor que se obtém quando apenas são considerados a dissipação e o bombeio

incoerente sobre a cavidade.

Por fim, propomos a aplicação de uma testemunha de classicalidade, a fim de que se

possa verificar se o estado assintótico do sistema é útil para a realização de protocolos de

informação e computação quântica. Com técnicas espećıficas de medidas de transmissão

em pontos quânticos individuais esperamos que este procedimento possa ser realizado em

pontos quânticos no interior de nanocavidades.

Para finalizar salientamos que, apesar de termos ambientado a análise em pontos

quânticos inseridos em uma nanocavidade óptica em um cristal fotônico, tal análise pode

ser estendida para qualquer sistema de um par de qbits que interagem com um modo

eletromagnético e sofre a atuação de canais de decoerência como os considerados neste

trabalho.
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Caṕıtulo 3

O algoritmo de Deutsch-Jozsa pelo

modelo DQC1

Como discutido no caṕıtulo introdutório, conjectura-se que correlações quânticas

podem ser uma propriedade que permite um ganho para a computação quântica e,

portanto, é interessante observar como estas correlações se desenvolvem ao longo da

solução de um problema. Apresentamos aqui, a avaliação da presença de correlações

quânticas na realização do algoritmo de Deutsch-Jozsa no modelo DQC1. Iniciaremos o

caṕıtulo apresentando o problema e o algoritmo de Deutsch, assim como sua evolução

para o algoritmo de Deutsch-Jozsa e uma posterior simplificação. Veremos, também,

como este algoritmo pode ser adaptado ao modelo computacional DQC1 de forma

bastante direta. Posteriormente apresentaremos como as operações lógicas utilizadas nessa

computação, que inclui uma operação controlada sobre um conjunto de múltiplos qbits,

podem ser decompostas em um conjunto de operações sobre um ou dois qbits. Realizada

a decomposição, avaliamos a presença de correlações quânticas após cada operação e

observamos que, apesar de não haver correlações quânticas ao final da computação, elas

são geradas e consumidas em passos intermediários da computação. Para avaliar o papel

dos estados mistos no modelo DQC1 modificamos o estado inicial do sistema para um

estado totalmente puro. Observando a geração de emaranhamento ao final da computação,

quantificado pela negatividade, verificamos que a quantidade dessas correlações escala com

a dimensão do sistema enquanto a eficiência do algoritmo não é alterada.



3.1 O algoritmo de Deutsch-Jozsa e sua adaptação ao modelo DQC1 49

3.1 O algoritmo de Deutsch-Jozsa e sua adaptação

ao modelo DQC1

O problema de Deutsch consiste em, dada uma função desconhecida f : {0, 1} →
{0, 1}, determinar a sua classe que pode ser constante ou balanceada [101]. A função

é definida como constante se f(0) = f(1) = 0 ou f(0) = f(1) = 1 e é balanceada

se f(0) 6= f(1). Para solucionar este problema classicamente é necessário conhecer os

valores f(0) e f(1) e então verificar se f(0) = f(1) ou f(0) 6= f(1), exigindo, portanto,

duas avaliações de f . Por outro lado, o algoritmo quântico de Deutsch permite solucionar

este problema em apenas uma execução, mostrando uma vantagem computacional sobre

o método convencional. Apesar de a primeira versão apresentada deste algoritmo ser

probabiĺıstica, houve desenvolvimento de forma que é posśıvel determinar com total

certeza a classe da função com apenas uma medida [102]. Este algoritmo exige a

inicialização de dois qbits, um no estado |0〉 e outro no estado |1〉. O primeiro passo

do algoritmo é a aplicação de uma porta Hadamard sobre cada um dos qbits, gerando o

estado

|Ψ〉 = [
|0〉+ |1〉√

2
][
|0〉 − |1〉√

2
].

O passo seguinte é uma operação controlada que não altera o estado do primeiro qbit mas

altera o estado do segundo qbit, condicionado ao estado do primeiro, na forma |x1〉 |x2〉 →
|x1〉 |x2 ⊕ f(x1)〉. Apesar da ação voltada ao segundo qbit, o algoritmo está baseado nas

informações fornecidas pelo primeiro qbit. Após a aplicação da operação descrita o estado

do primeiro qbit será, a menos de uma fase global, 1/
√
2(|0〉+|1〉) se f é constante e 1/

√
2(|0〉−|1〉)

se f é balanceada. O algoritmo é finalizado aplicando uma porta de Hadamard sobre o

primeiro algoritmo e medindo-se o seu estado. Da informação anterior, se a medida indicar

o qbit no estado |0〉 pode-se afirmar que f é uma função constante e se obtemos |1〉 f é

balanceada.

O problema de Deutsch possui uma modificação para trabalhar com um conjunto

maior de elementos de entrada, solucionado pelo algoritmo de Deutsch-Jozsa [2]. Neste

caso considera-se uma função desconhecida f : {0, 1}n → {0, 1}, definida como constante

se f(j) = 0 ou f(j) = 1 para todo j (j = 0, ..., 2n − 1) e é balanceada se f(j) = 0 para

metade dos valores de j e f(j) = 1 para os valores de j restantes. Na solução clássica, são

necessárias de 2 até 2n−1 + 1 avaliações de f para se determinar a classe da função com
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do seu traço, ou mesmo seu traço normalizado. Como apresentado anteriormente, uma

maneira eficiente de se calcular o traço de uma matriz unitária se dá pelo modelo

computacional DQC1 [55]. Para que o algoritmo de Deutsch-Jozsa seja implementado por

este modelo basta que a operação Un presente na figura 1.1 e na equação 1.1 represente

a operação que codifica a função do problema de Deutsch-Jozsa. Neste caso, o estado

final do qbit controle é ρbal = I0/2 para uma função balanceada e ρconst = (I0 ± αX0)/2

para uma função constante. Portanto, se uma medida σx é realizada sobre este qbit, o

resultado para o valor esperado é 〈σx〉 = 0 com variância 4σx = 1 para uma função

balanceada e 〈σx〉 = ±α com variância 4σx =
√
1− α2 para uma função constante.

O algoritmo de Deutsch-Jozsa foi abordado em diferentes modelos de computação:

computação clássica probabiĺıstica, computação quântica circuital com estados puros,

computação quântica com ensembles, computação quântica adiabática, computação

quântica unidirecional (one-way quantum computing), computação quântica dissipativa e

computação quântica ”às cegas”(blind quantum computation) [27, 102–109].

Eficiência do algoritmo - De acordo com a Ref. [110], a melhor situação para se

distinguir entre os estados ρbal e ρconst ocorre quando α = 1, de forma que esse será o valor

atribúıdo a α de agora em diante. Idealmente, se uma sequência de medidas é realizada,

uma função balanceada será identificada imediatamente quando ambos os valores 1 e −1

estiverem entre o conjunto de valores obtidos. Se, em um dado número de medidas, todos

os resultados das medidas apresentarem o mesmo valor, então a função será classificada

como constante, assumindo-se uma certa probabilidade de erro. O algoritmo é eficiente

visto que necessita de apenas um número polinomial de repetições para identificar a

classe da função com alta probabilidade de sucesso. Isso ocorre devido ao fato de que este

algoritmo é equivalente ao algoritmo clássico probabiĺıstico apresentado por J. Preskill

na Ref. [105], fato também discutido por Arvind e David Collins [104]. Em ambos os

casos, clássico e quântico, uma função balanceada será identificada com total certeza

se os dois diferentes valores estiverem presentes no conjunto do resultado das medidas.

Por outro lado, se em k medidas obtém-se o mesmo resultado define-se a função como

sendo constante, assumindo-se uma probabilidade de erro Perr. No algoritmo clássico

a probabilidade de duas medidas sequenciais apresentarem o mesmo resultado, dado

que a função é balanceada, é 1 × (2n−1−1)
(2n−1)

, para três resultados iguais a probabilidade

é 1× (2n−1−1)
(2n−1)

× (2n−1−2)
(2n−2)

, portanto, para k medidas, a probabilidade de todas as medidas
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fornecerem o mesmo resultado é g(k, n) = 1 × (2n−1−1)
(2n−1)

× (2n−1−2)
(2n−2)

× ... × (2n−1−k+1)
(2n−k+1)

. Seja

p a probabilidade de a função ser balanceada, deste modo, a probabilidade de erro é

P c
err = g(k, n)p. No algoritmo quântico, a cada repetição da computação, o sistema é

reinicializado para se realizar uma nova medida, de maneira que em cada nova medida a

probabilidade de o resultado ser 1 ou −1 é 1/2, sendo independente do número de qbits

n. Assim, a probabilidade de erro é P q
err = p/2k−1. Este resultado ocorre no algoritmo

clássico sob a condição 2n−1 � k e mostra que a performance do algoritmo clássico é um

limitante superior para o algoritmo quântico implementado no modelo DQC1, como pode

ser visto para p = 1/2 na Fig. 3.2. Comparando a solução probabiĺıstica clássica com a

quântica determińıstica [103], pode-se notar que o primeiro também é eficiente, haja vista

que são necessárias apenas k medidas para obter uma solução com uma probabilidade

definida, enquanto o último exige n medidas para se obter a solução exata. Na Fig. 3.2

nós observamos que a probabilidade de uma solução incorreta Perr com relação à classe

da função é consideravelmente pequena, com apenas k = 6 medidas a chance de um erro

é de apenas 2%, resultado que independe do número de qbits n. Nosso resultado está de

acordo com a Ref. [104], que mostra que a performance do algoritmo de Deutsch-Jozsa

em computação quântica com ensembles é pior do que o algoritmo probabiĺıstico clássico

previamente apresentado.

Pode ser desejável que, em vez de usar o mesmo sistema a cada nova repetição da

computação, usar um conjunto de k computadores quânticos de maneira que a computação

é realizada sobre todos os computadores ao mesmo tempo e uma medida σx sobre o

qbit puro de todos os sistemas irá resultar em Σx =
∑k

j=1 〈σx〉k. Se o conjunto de

medidas fornecer |Σx| < k a função é classificada como balanceada, visto que, logicamente,

os dois valores posśıveis para as medidas foram obtidos. Por outro lado, se todas as

medidas fornecerem o mesmo valor, Σx = ±k, define-se a função como sendo constante

e, como discutido anteriormente, a probabilidade de erro associada a esta solução será

P q
err = p/2k−1. Na realização experimental apresentada na referência [59], um sistema

RMN contendo uma quantidade de moléculas da ordem de 1018 é utilizado. Portanto, o

algoritmo de Deutsch-Jozsa é realizado no modelo DQC1 de maneira simultânea em todas

as moléculas, logo, a computação é realizada um número de vezes igual à quantidade

de moléculas presentes no sistema. Como discutido há pouco, este procedimento é

probabiĺıstico, sendo, no máximo, tão eficiente quanto a solução clássica. Além disso, não
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Figura 3.2: Probabilidade de erro na solução do algoritmo de Deutsch-Jozsa, Perr, após um número
k de medidas com resultados idênticos, dado que a função é balanceada, tanto para a realização pelo
modelo DQC1 (linha cont́ınua) quanto para a solução clássica com 3 (quadrados), 5 (triângulos) e 7 bits
(ćırculos)

há vantagem computacional sobre a solução clássica, a vantagem observada na realização

experimental tem uma natureza técnica relacionada à enorme quantidade de recursos

f́ısicos, isto é, o número de moléculas no ensemble.

Correlações quânticas - Investigamos agora o papel das correlações quânticas na

execução do algoritmo de Deutsch-Jozsa pelo modelo DQC1. De ińıcio, note-se que o

estado final do computador quântico definido pela Eq. (1.1) pode ser escrito como

ρ =
2n−1
∑

j=0

(1/2n+1)
[

|0〉 〈0|+ α(−1)f(j) |0〉 〈1|

+α(−1)f(j) |1〉 〈0|+ |1〉 〈1|
]

⊗ |j〉 〈j|

=
2n−1
∑

j=0

(1/2n+1)(|aj〉 〈aj|+ |bj〉 〈bj|)⊗ |j〉 〈j| , (3.3)

onde |aj〉 = cosφ |0〉 + (−1)f(j)sinφ |1〉, |bj〉 = sinφ |0〉 + (−1)f(j)cosφ |1〉, e sin(2φ) = α

[66]. Particularmente, para α = 1 o estado final é

ρ =
2n−1
∑

j=0

(1/2n) |f(j)〉 〈f(j)| ⊗ |j〉 〈j| , (3.4)

com |f(j)〉 = (|0〉+ (−1)f(j) |1〉)/
√
2.
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Pode-se notar das Eqs. (3.3) e (3.4) que o estado ρ é separável para qualquer partição,

visto que os estados |j〉 descrevem a base computacional. Isto fica evidente quando se

reescreve o estado da Eq. (3.3) na forma

∑

i=+,−
0<j<2n−1

pi,j |i〉 〈i| ⊗ |j〉 〈j| , (3.5)

onde |±〉 = (|0〉 ± |1〉)/
√
2 e p±,j = (1 ± α(−1)f(j))/2. Nesta forma pode-se observar

que o sistema é descrito por um estado do tipo CC. Portanto, ρ não possui correlações

quânticas. Esta afirmação deve ser corroborada por qualquer medida do tipo discórdia

sobre qualquer bipartição do sistema [9, 10, 111,112].

Após realizar uma medida σx no qbit controle a melhor condição para discriminar entre

funções balanceadas e constantes se dá quando α = 1. O algoritmo de Deutsch-Jozsa é

eficientemente implementado pelo modelo DQC1, visto que o valor de σx é conhecido

com uma dada precisão, que é independente do número n de qbits mistos. Na Ref.

[104] os autores mostram que este algoritmo quântico (para α = 1) tem, no máximo,

uma performance equivalente à do algoritmo clássico probabiĺıstico. Portanto, as versões

clássica e quântica do algoritmo de Deutsch-Jozsa discutido aqui têm performances

equivalentes. Este não é um resultado óbvio, porque é posśıvel que correlações quânticas

estejam presentes em estados intermediários da computação, mesmo que os estados inicial

e final não possuam estas correlações. Por outro lado, o sistema f́ısico de um computador

clássico sempre estará em um estado que não possui correlações quânticas. Isto é, enquanto

a trajetória do sistema em uma computação clássica no espaço de estados seja constitúıda

apenas por estados clássicos, a trajetória de um computador quântico no espaço de estados

pode compreender estados quanticamente correlacionados, ainda que os pontos inicial

e final sejam estados sem correlações quânticas, fato que pode prover uma vantagem

computacional à solução quântica, por exemplo, pela utilização de um número inferior de

operações lógicas [113].

Para investigar a geração e o consumo de correlações quânticas na realização do

algoritmo utilizamos o procedimento apresentado por S. Bullock e L. Markov para

decompor um operador unitário diagonal em uma sequência de um rotações de qbits a

portas CNOT [114]. Esta śıntese é geral, de forma que pode descrever qualquer operação

unitária relacionada à função f utilizada no algoritmo de Deutsch-Jozsa, balanceada ou
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constante. A decomposição foi realizada para os casos de dois e três qbits mistos e

apresentamos este último caso na Fig. 3.3.

O ato de determinar a presença ou ausência das correlações quânticas após cada

operação lógica no algoritmo sintetizado é equivalente a observar se é posśıvel escrever

o estado do sistema como uma distribuição de probabilidades clássica ou não. Os

detalhes são apresentados no apêndice deste caṕıtulo. Para o caso de dois qbits mistos,

correspondendo a quatro valores para o ı́ndice j (j = 00, 01, 10, 11), não é posśıvel

encontrar correlações quânticas em qualquer ponto do algoritmo. Na decomposição para

três qbits mistos, identificamos correlações quânticas entre a segunda e a penúltima

operação CNOT para algumas funções balanceadas. Neste último caso nós encontramos

um valor nulo de negatividade avaliada para todos os passos no algoritmo sintetizado

considerando diferentes particionamentos para todos os tipos de funções: i) uma divisão

que separa o qbit controle do outro registro e ii) uma divisão que coloca os dois qbits

superiores em uma partição e os dois inferiores em outra partição [70]. Nós observamos

que os ângulos de rotação θj presentes na śıntese do algoritmo podem assumir, entre outros

valores, o valor ±π/4 para algumas funções balanceadas. Nestas situações a operação Rj é

igual a porta T (ou π/8), uma operação que não pertence ao grupo de Clifford. Apesar do

teorema de Gottesman-Knill e o resultado de Eastin (de que uma computação concordante

pode ser simulada em um computador clássico) não se aplicarem a estes casos, o algoritmo

aqui apresentado pode ser eficientemente simulado em um computador clássico [115,116].

Para estados puros a discórdia quântica é igual à entropia de emaranhamento, i.e.,

quantifica o emaranhamento entre duas partições [10]. Analogamente, Collins, Kim

a Holton chegaram a uma conclusão semelhante para o algoritmo de Deutsch-Jozsa

implementado pelo modelo computacional quântico convencional com estados puros

[103]. Os pesquisadores conclúıram que não é gerado emaranhamento para o problema

com dois qbits, enquanto para três qbits ou mais algumas funções balanceadas geram

emaranhamento entre os qbits. Chaves e Melo mostraram que existem funções para as

quais é posśıvel implementar o algoritmo de Deutsch-Jozsa no modelo computacional

unidirecional com decoerência partindo de um estado que possui apenas correlações

clássicas [108]. Arvind, Dorai e Kulmar implementaram o algoritmo de Deutsch-Jozsa

em um experimento em RMN e observaram a ausência de emaranhamento para o caso

com um ou dois qbits e geração de emaranhamento para algumas funções balanceadas no
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caso de três qbits [117].

3.2 O algoritmo de Deutsch-Jozsa pelo modelo

DQCp

A ideia básica da computação quântica determińıstica com estados puros (DQCp)

é reproduzir no qbit controle os valores esperados do modelo DQC1 [55]. Os

mesmos resultados para o algoritmo de Deutsch-Jozsa no modelo DQC1 apresentados

anteriormente, isto é, os valores esperados e variâncias de σx para o qbit controle, podem

ser obtidos se α = 1 e o registro com n qbits no circuito DQC1 forem inicializados no

estado |+〉⊗n =
[

(|0〉+ |1〉)/
√
2
]⊗n

. Este resultado, por sua vez, demonstra que resolver

alguns problemas de oráculo em um computador quântico trabalhando pelo modelo DQC1

pode ser tão eficiente quanto em um computador trabalhando com o modelo DQCp [55].

Aqui, uma diferença importante entre os modelos DQC1 e DQCp é o fato de que com

o estado inicial puro o circuito pode gerar quantidades significantes de emaranhamento

entre os qbits ao final da computação, enquanto com estados mistos nenhuma correlação

quântica é gerada.

Para verificar esta hipótese, fizemos simulações numéricas para realizar o algoritmo

50 vezes com funções balanceadas aleatórias com um número de qbits mistos de 1 a

10, avaliando também a negativadade para duas divisões distintas: i) uma divisão que

separa os (n + 1)/2 qbits superiores e os (n + 1)/2 qbits inferiores para n ı́mpar, e

ii) os n/2 qbits superiores e os n/2 + 1 qbits inferiores para n par. O valor máximo

observado para a negatividade para cada número de qbits mistos está exposta na Fig.

3.4. A curva obtida apresenta um padrão geral crescente, com a caracteŕıstica de valores

sequenciais aproximadamente constante aos pares visto que a negatividade é limitada pela

dimensão da menor partição [66]. Apesar de o emaranhamento crescer com a dimensão do

sistema a presença destas correlações não resulta em melhoria para o algoritmo quântico

se comparado ao clássico.

Os estados finais do algoritmo de Deutsch-Jozsa no modelo DQC1 e DQCp para as

classes de funções posśıveis não têm suporte ortogonal, isto é, não se pode distinguir entre

estes estados com apenas uma medida como na computação quântica convencional com

estados puros [102, 103]. Isto caracteriza uma natureza probabiĺıstica deste algoritmo.





3.3 Conclusão 58

Figura 3.4: Negatividade para o estado final da realização do algoritmo de Deutsch-Jozsa pelo modelo
DQCp em função do número de qbits n. Os valores são calculados em relação à divisão que separa
os (n + 1)/2 qbits superiores e os (n + 1)/2 qbits inferiores, para n ı́mpar, e os n/2 qbits superiores e
os n/2 + 1 qbits inferiores para n par. A sequência de valores aproximadamente constantes se deve à
limitação dos valores da negatividade pela dimensão da menor partição. Aqui, s é o número de qbits na
menor partição.

Com objetivo de eliminar este caráter probabiĺıstico da solução do problema em ambos

modelos tentamos obter uma melhoria através do modelo de computação DQC1k (e

DQCPk) [118]. Este modelo é similar ao modelo DQC1 (DQCp), porém permite-se a

realização de medidas sobre k qbits. Porém, não foi posśıvel determinar uma forma

de se obter ganho através deste modelo. Uma posśıvel razão para estes resultados

está relacionada ao fato de que, para funções balanceadas, o estado do qbit controle

é proporcional ao operador identidade, o que torna imposśıvel a tarefa de distingui-lo

perfeitamente de qualquer outro estado.

3.3 Conclusão

Apresentamos neste caṕıtulo o algoritmo de Deutsch-Jozsa e sua implementação no

modelo DQC1, além de expandir esta ideia para o modelo DQCp. Em ambos modelos o

estado inicial dos qbits não apresenta correlações, sejam elas clássicas ou quânticas. No

modelo DQC1 o estado final do algoritmo não possui correlações quânticas. Por outro

lado, no modelo DQCp os qbits ao final do algoritmo estão altamente correlacionados

para algumas funções balanceadas e o emaranhamento entre blocos de qbits aumenta
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com o tamanho do sistema. O algoritmo é eficientemente implementado nestes modelos

de computação. Independentemente da presença ou ausência de correlações quânticas

entre os qbits em cada passo do algoritmo, a solução quântica não apresenta vantagem

sobre a apresentada pelo algoritmo clássico probabiĺıstico. A solução pelo modelo DQC1k

(e DQCpk) não apresentou vantagens sobre as soluções previamente analisadas.

No artigo original do modelo DQC1 os autores afirmam que tal modelo é ineficiente

para solucionar problemas de oráculo uma vez que seria necessário realizar um número

exponencial de medidas para distinguir entre duas operações unitárias, visto que os

resultados diferem por um valor muito menor que a unidade. Nosso exemplo, entretanto,

contradiz esta afirmação e mostra que para o algoritmo de Deutsch-Jozsa os modelos

DQC1 e DQCp são equivalentes.

Apêndice: Detecção de correlações quânticas no

algoritmo sintetizado

Aqui nós mostramos como detectamos correlações quânticas no estado do sistema após

a aplicação de cada operação do algoritmo sintetizado para o caso de três qbits mistos.

O procedimento é o mesmo para o caso de dois qbits mistos, no qual não encontramos

correlações quânticas. Isto é realizado através da verificação da forma do estado, de

maneira que se ele pode ser escrito na forma CC então não possui correlação quântica

alguma, caso contrário há alguma natureza quântica nas correlações presentes [69]. Como

apresentado no texto principal, o algoritmo sintetizado é composto por operações de

Hadamard, rotações de um qbit, aqui indicadas por Ri
k (onde k é o mesmo ı́ndice de

rotação utilizado na Fig. 3.3 e i é o ı́ndice do qbit, iniciando de 0 para o qbit semipuro

e variando de 1 a 3 para os qbits mistos), e operações controladas, aqui indicadas por

CNOT n
m, onde m e n são os ı́ndices dos qbits controle e alvo, respectivamente.

O estado inicial ρini = 2−(n+1)(I0+αZ0)⊗ I⊗n não possui correlações quânticas. Visto

que I0 pode ser escrito em qualquer base, incluindo os autoestados de Z0, este estado pode

ser apresentado na forma ρini =
∑

i pi |i〉 〈i|, com pi = {2−(n+1)(1 + α), 2−(n+1)(1 − α)}
representando uma distribuição de probabilidades clássicas.

Apresentamos, agora, os estados ρs obtidos após cada passo s do algoritmo sintetizado

(partindo do passo 0) e fazemos uma análise da natureza quântica das correlações presentes
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nestes estados.

0) Operação Hadamard sobre o qbit 0 e R3
0:

ρ0 = 2−4(I0 + αX0)⊗ I⊗3,

onde usamos n = 3 para indicar que estudamos especificamente o caso com três qbits

mistos. Este estado pode ser colocado na mesma forma do anterior, e também representa

uma distribuição clássica de probabilidades, portanto, não possui correlações quânticas.

1) CNOT 3
0 :

ρ1 = 2−4(I⊗4 + αX0I1I2X3),

onde nós eliminamos alguns ⊗ para deixar a equação mais simples. Novamente, as

identidades dos qbits 0 e 3 no primeiro termo podem ser escritas na mesma base de

X0 e X3 no segundo termo, logo, o estado pode ser escrito em uma forma totalmente

clássica.

2) R3
1:

ρ2 = 2−4(I⊗4 + αX0I1I2Q3(θ1)),

onde cada matriz Qk(x) assume a forma |0〉 〈1|k e−ix + |1〉 〈0|k eix. Neste caso, como a

identidade assume a mesma forma em qualquer base, I0 e X0 são diagonais na base de

X0 assim como I3 e Q3(θ1) possuem uma base em comum, de forma que ρ2 assume uma

forma clássica.

3) CNOT 3
1 :

ρ3 = 2−4
{

I⊗4 + αX0 |0〉 〈0|1 I2Q3(θ1) + αX0 |1〉 〈1|1 I2Q∗
3(θ1)

}

,

onde Q∗
3(θ1) é o complexo conjugado de Q3(θ1). A comutatividade entre Q3(θ1) e Q

∗
3(θ1)

depende do valor de θ1. Do texto principal temos que, para funções balanceadas, θ1

pode assumir um valor do conjunto {0,±π/4,±π/2}. Nota-se que Q3(θ1) e Q
∗
3(θ1) possuem

uma base em comum apenas se θ1 = ±π/4, portanto, o estado ρ3 possuirá correlações

quânticas se θ1 = ±π/4, e será um estado clássico se θ1 = 0 or θ1 = ±π/2. Assim, o sistema

possuirá correlações quânticas neste ponto do algoritmo sintetizado apenas para funções

balanceadas que satisfaçam θ1 = ±π/4.
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4) R3
2:

ρ4 = 2−4
{

I⊗4 + αX0 |0〉 〈0|1 I2Q3(θ2 + θ1) + αX0 |1〉 〈1|1 I2Q3(θ2 − θ1)
}

.

Como no passo anterior, para alguns valores de θ1 e θ2 (e.g. θ1 = ±π/4 e θ2 = 0) o

estado não pode ser escrito em uma forma diagonal, de modo que, para algumas funções

balanceadas ρ4 estará correlacionado quanticamente.

5) CNOT 3
0 :

ρ5 = 2−4
{

I⊗4 + [α |0〉 〈1|0 [|0〉 〈0|1 I2P3(θ2 + θ1) + |1〉 〈1|1 I2P3(θ2 − θ1)] +H.c.]
}

,

onde H.c. indica o conjugado de Pk(x) = |0〉 〈0|k e−ix + |1〉 〈1|k eix. Rearranjando esta

expressão obtemos ρ5 = |0〉 〈0|1 I2 [I0I3 + α |0〉 〈1|0 P3(θ2 + θ1) + α |1〉 〈0|0 P ∗
3 (θ2 + θ1)] +

|1〉 〈1|1 I2 [I0I3 + α |0〉 〈1|0 P3(θ2 − θ1) + α |1〉 〈0|0 P ∗
3 (θ2 − θ1)]. Em todos os termos de

ρ5 os estados dos qbits 1 e 2 são diagonais na mesma base (para o espaço

de estados de cada qbit), mas os termos para os qbits 0 e 3 não o são. A

comutação entre os dois termos do lado direito da expressão anterior é proporcional a

(|0〉 〈0|0 − |1〉 〈1|0) [P3(θ2 + θ1)P
∗
3 (θ2 − θ1)− P3(θ2 − θ1)P

∗
3 (θ2 + θ1)], o que, por sua vez, é

proporcional a sen(2θ1). Deste modo, se θ1 = ±π/4 ρ5 possuirá correlações quânticas neste

ponto do algoritmo sintetizado, caso contrário ele representará apenas uma distribuição

clássica de probabilidades.

Como o procedimento para detectar correlações quânticas é o mesmo para os estados

restantes, nós apenas iremos escrever estes estados e informamos, de antemão, que todos

os estados até o estado ρ28 podem possuir correlações quânticas para algumas funções

balanceadas. Retornaremos à análise para os estados finais da computação.

6) R3
3:

ρ6 = ρ5.

7) CNOT 3
0 :

ρ7 = 2−4
{

I⊗4 + [α |0〉 〈1|0 [|0〉 〈0|1 [|0〉 〈0|2 P3(θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2 P ∗
3 (θ2 + θ1)]

+ |1〉 〈1|1 [|0〉 〈0|2 P3(θ2 − θ1) + |1〉 〈1|2 P ∗
3 (θ2 − θ1)]] +H.c.]} .
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8) R3
4:

ρ8 = ρ7.

9) CNOT 3
1 :

ρ9 = 2−4
{

I⊗4 + [α |0〉 〈1|0 [|0〉 〈0|1 [|0〉 〈0|2 P3(θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2 P ∗
3 (θ2 + θ1)]

+ |1〉 〈1|1 [|0〉 〈0|2 P ∗
3 (θ2 − θ1) + |1〉 〈1|2 P3(θ2 − θ1)]] +H.c.]} .

10) R3
5:

ρ10 = ρ9.

11) CNOT 3
0 :

ρ11 = 2−4
{

I⊗4 + [α |0〉 〈1|0 [|0〉 〈0|1 [|0〉 〈0|2Q3(θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2Q∗
3(θ2 + θ1)]

+ |1〉 〈1|1 [|0〉 〈0|2Q∗
3(θ2 − θ1) + |1〉 〈1|2Q3(θ2 − θ1)]] +H.c.]} .

12) R3
6:

ρ12 = 2−4
{

I⊗4 + [α |0〉 〈1|0 [|0〉 〈0|1 [|0〉 〈0|2Q3(θ6 + θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2Q3(θ6 − θ2 − θ1)]

+ |1〉 〈1|1 [|0〉 〈0|2Q3(θ6 − θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2Q3(θ6 + θ2 − θ1)]] +H.c.]} .

13) CNOT 3
1 :

ρ13 = 2−4
{

I⊗4 + [α |0〉 〈1|0 [|0〉 〈0|1 [|0〉 〈0|2Q3(θ6 + θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2Q3(θ6 − θ2 − θ1)]

+ |1〉 〈1|1 [|0〉 〈0|2Q∗
3(θ6 − θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2Q∗

3(θ6 + θ2 − θ1)]] +H.c.]} .

14) R3
7:

ρ14 = 2−4
{

I⊗4

+ [α |0〉 〈1|0 [|0〉 〈0|1 [|0〉 〈0|2Q3(θ7 + θ6 + θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2Q3(θ7 + θ6 − θ2 − θ1)]

+ |1〉 〈1|1 [|0〉 〈0|2Q3(θ7 − θ6 + θ2 − θ1) + |1〉 〈1|2Q3(θ7 − θ6 − θ2 + θ1)]] +H.c.]} .
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15) CNOT 3
2 :

ρ15 = 2−4
{

I⊗4

+
[

α |0〉 〈1|0
[

|0〉 〈0|1
[

|0〉 〈0|2Q3(θ7 + θ6 + θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2Q†
3(θ7 + θ6 − θ2 − θ1)

]

+ |1〉 〈1|1
[

|0〉 〈0|2Q3(θ7 − θ6 + θ2 − θ1) + |1〉 〈1|2Q†
3(θ7 − θ6 − θ2 + θ1)

]]

+H.c.
]}

.

16) CNOT 3
1 :

ρ16 = 2−4
{

I⊗4

+
[

α |0〉 〈1|0
[

|0〉 〈0|1
[

|0〉 〈0|2Q3(θ7 + θ6 + θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2Q†
3(θ7 + θ6 − θ2 − θ1)

]

+ |1〉 〈1|1
[

|0〉 〈0|2Q†
3(θ7 − θ6 + θ2 − θ1) + |1〉 〈1|2Q3(θ7 − θ6 − θ2 + θ1)

]]

+H.c.
]}

.

17) CNOT 3
2 :

ρ17 = 2−4
{

I⊗4

+
[

α |0〉 〈1|0
[

|0〉 〈0|1
[

|0〉 〈0|2 P3(θ7 + θ6 + θ2 + θ1) + |1〉 〈1|2 P †
3 (θ7 + θ6 − θ2 − θ1)

]

+ |1〉 〈1|1
[

|0〉 〈0|2 P †
3 (θ7 − θ6 + θ2 − θ1) + |1〉 〈1|2 P3(θ7 − θ6 − θ2 + θ1)

]]

+H.c.
]}

.

Define-se agora A3 = P3(θ7+θ6+θ2+θ1), B3 = P ∗
3 (θ7+θ6−θ2−θ1), C3 = P ∗

3 (θ7−θ6+θ2−θ1)
and D3 = P3(θ7 − θ6 − θ2 + θ1).

18) R2
8:

ρ18 = ρ17.

19) CNOT 2
0 :

ρ19 = 2−4
{

I⊗4 + [α |0〉 〈1|0 [|0〉 〈0|1 [|0〉 〈1|2A3 + |1〉 〈0|2B3]

+ |1〉 〈1|1 [|0〉 〈1|2C3 + |1〉 〈0|2D3]] +H.c.]} .

20) R2
9:

ρ20 = 2−4
{

I⊗4 +
[

α |0〉 〈1|0
[

|0〉 〈0|1
[

e−iθ9 |0〉 〈1|2A3 + eiθ9 |1〉 〈0|2B3

]

+ |1〉 〈1|1
[

e−iθ9 |0〉 〈1|2C3 + eiθ9 |1〉 〈0|2D3

]]

+H.c.
]}

.



3.3 Conclusão 64

21) CNOT 2
1 :

ρ21 = 2−4
{

I⊗4 +
[

α |0〉 〈1|0
[

|0〉 〈0|1
[

e−iθ9 |0〉 〈1|2A3 + eiθ9 |1〉 〈0|2B3

]

+ |1〉 〈1|1
[

e−iθ9 |1〉 〈0|2C3 + eiθ9 |0〉 〈1|2D3

]]

+H.c.
]}

.

22) R2
10:

ρ22 = 2−4
{

I⊗4 +
[

α |0〉 〈1|0
[

|0〉 〈0|1
[

e−i(θ10+θ9) |0〉 〈1|2A3 + ei(θ10+θ9) |1〉 〈0|2B3

]

+ |1〉 〈1|1
[

ei(θ10−θ9) |1〉 〈0|2C3 + e−i(θ10−θ9) |0〉 〈1|2D3

]]

+H.c.
]}

.

23) CNOT 2
0 :

ρ23 = 2−4
{

I⊗4 +
[

α |0〉 〈1|0
[

|0〉 〈0|1
[

e−i(θ10+θ9) |0〉 〈0|2A3 + ei(θ10+θ9) |1〉 〈1|2B3

]

+ |1〉 〈1|1
[

ei(θ10−θ9) |1〉 〈1|2C3 + e−i(θ10−θ9) |0〉 〈0|2D3

]]

+H.c.
]}

.

24) R2
11:

ρ24 = ρ23.

25) CNOT 2
1 :

ρ25 = 2−4
{

I⊗4 +
[

α |0〉 〈1|0
[

|0〉 〈0|1
[

e−i(θ10+θ9) |0〉 〈0|2A3 + ei(θ10+θ9) |1〉 〈1|2B3

]

+ |1〉 〈1|1
[

ei(θ10−θ9) |0〉 〈0|2C3 + e−i(θ10−θ9) |1〉 〈1|2D3

]]

+H.c.
]}

.

26) R1
12:

ρ26 = ρ25.

27) CNOT 1
0 :

ρ27 = 2−4
{

I⊗4 +
[

α |0〉 〈1|0
[

|0〉 〈1|1
[

e−i(θ10+θ9) |0〉 〈0|2A3 + ei(θ10+θ9) |1〉 〈1|2B3

]

+ |1〉 〈0|1
[

ei(θ10−θ9) |0〉 〈0|2C3 + e−i(θ10−θ9) |1〉 〈1|2D3

]]

+H.c.
]}

.
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28) R1
13:

ρ28 = 2−4
{

I⊗4 +
[

α |0〉 〈1|0
[

e−iθ13 |0〉 〈1|1
[

e−i(θ10+θ9) |0〉 〈0|2A3 + ei(θ10+θ9) |1〉 〈1|2B3

]

+eiθ13 |1〉 〈0|1
[

ei(θ10−θ9) |0〉 〈0|2C3 + e−i(θ10−θ9) |1〉 〈1|2D3

]]

+H.c.
]}

.

Este estado é claramente diagonal nos qbits 2 e 3, mas não é completamente diagonal

nos qbits 0 e 1 para funções balanceadas. Portanto, as correlações no estado ρ28 podem

apresentar alguma natureza quântica.

29) CNOT 1
0 :

ρ29 = 2−4
{

I⊗4 +
[

α |0〉 〈1|0
[

e−iθ13 |0〉 〈0|1
[

e−i(θ10+θ9) |0〉 〈0|2A3 + ei(θ10+θ9) |1〉 〈1|2B3

]

+eiθ13 |1〉 〈1|1
[

ei(θ10−θ9) |0〉 〈0|2C3 + e−i(θ10−θ9) |1〉 〈1|2D3

]]

+H.c.
]}

.

A operação CNOT 1
0 faz com que o estado torne-se diagonal no qbit 1, além de já ser

diagonal nos qbits 2 e 3. Agora, todos os estados do qbit 0 em cada termo da expressão do

estado ρ29 admite a mesma base de maneira que as correlações neste estado são puramente

clássicas para qualquer função constante ou balanceada.

30) eiΦR0
14:

ρ30 = 2−4
{

I⊗4

+
[

αe−iθ14 |0〉 〈1|0
[

e−iθ13 |0〉 〈0|1
[

e−i(θ10+θ9) |0〉 〈0|2A3 + ei(θ10+θ9) |1〉 〈1|2B3

]

+eiθ13 |1〉 〈1|1
[

ei(θ10−θ9) |0〉 〈0|2C3 + e−i(θ10−θ9) |1〉 〈1|2D3

]]

+H.c.
]}

.

A aplicação desta última operação não gera qualquer correlação no estado final do sistema,

como é descrito no texto principal.
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Caṕıtulo 4

Proposta de implementação de

algoritmos quânticos através do

modelo DQC1 em sistemas ópticos

Em geral, realizar computação quântica com estados puros envolve a capacidade de

proteger o estado do sistema de forma que a interação com o meio externo não leve a

computação a resultados infestados por erros. Uma maneira de se atingir essa aspiração é

utilizar protocolos de correção de erros, com a aplicação de operações que resultem em uma

compensação do erro produzido pela interação com o meio ambiente na evolução do estado

do sistema [119–122]. Uma outra maneira de se contornar o problema é formular maneiras

de realizar computação que utilizem a dinâmica decoerente como uma parte ativa no

processo, por exemplo, utilizando proteção de estados em subespaços livres de decoerência

[109, 123–126]. De certa forma o modelo DQC1 contorna estes problemas em alguma

extensão ao utilizar um conjunto de qbits que, em quase sua totalidade, são inicializados

no estado maximamente misto. Do ponto de vista experimental, um dos sistemas

mais indicados para realizar computação com baixos ńıveis de interação com o meio é

encontrado no campo da óptica, visto que as propriedades dos fótons dificilmente são

alteradas a não ser pela interação com os próprios instrumentos do laboratório. Reunindo

estes elementos, propomos neste caṕıtulo uma maneira de realizar computação com um

sistema óptico com base na utilização de fótons gêmeos para preparação do sistema e

codificação do estado de um conjunto de qbits no grau de liberdade transversal dos

fótons. Especificaremos, ainda, os circuitos que realizam o algoritmo de Deutsch-Jozsa,
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será realizada com a utilização de apenas um fóton, enquanto o uso de um laser, na

forma usual, corresponde à realização da computação DQC1 inúmeras vezes. A fim de

possibilitar o acompanhamento da computação de forma mais individual, por exemplo

com a capacidade de se rotular cada realização individualmente e atribuir um resultado

espećıfico a ela, é posśıvel recorrer a formas de reduzir a quantidade de fótons. Isto pode

ser obtido através da utilização de cristais não-lineares capazes de realizar conversão

paramétrica descendente. Ao se propagar pelo cristal um fóton tem uma pequena

chance de ser convertido em um par de fótons gêmeos, devido à resposta não-linear do

meio [127]. O processo ocorre com conservação de energia e não há transferência de

momento do fóton para o cristal. Dessa forma, as energias dos fótons gêmeos somadas

correspondem à energia do fóton original e, mais importante para este trabalho, o

momento transversal dos fótons gêmeos está anticorrelacionado. Isto indica que, uma vez

que o fóton original tem momento transversal (aproximadamente) nulo, os fótons gêmeos

terão momentos transversais opostos. Desta forma, o par de fótons gerado pelo processo

é altamente correlacionado no momento linear. O processo de conversão paramétrica

é bastante ineficiente, de forma que uma parcela ı́nfima dos fótons incidentes sobre o

cristal darão origem a um par de fótons gêmeos. Isso permite a obtenção de fótons

em pequenas quantidades, possibilitando a manipulação do estado desses entes f́ısicos de

forma ”individualizada”, o que, como veremos mais adiante neste caṕıtulo, corresponde

a uma única realização da computação DQC1 que discutiremos.

Como o momento é conservado no processo de conversão paramétrica descendente,

incluso o momento transversal, os fótons gêmeos se propagam em direções transversais

opostas (a Fig. 4.2 apresenta um esquema simplificado deste efeito). Outro fator

importante é que o perfil transversal do laser é transferido para os fótons gêmeos, ou

seja, o perfil do laser determina o espectro angular dos fótons gerados (o que descreve a

distribuição dos vetores de onda transversal). Além disso, a conservação do momento

transversal faz com que os fótons estejam anti-correlacionados no grau de liberdade

transverso. Deste modo, se um dos fótons for detectado sem distinção quanto ao seu

estado transverso, o outro fóton deve ser descrito por um estado misto.

Explicitamente, o estado dos fótons gêmeos assume a forma

|Ψ〉 =
∫

d−→q s

∫

d−→q iΦ(
−→q s,

−→q i) |1−→q s〉 |1−→q i〉 , (4.1)
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Figura 4.2: Na conversão paramétrica descendente, um feixe (pump) incide sobre um cristal não-linear,
resultando em dois feixes, signal e idler. Como o momento linear total é conservado, tais feixes se
propagam em direções opostas no plano perpendicular a direção de propagação do feixe laser (figura
retirada da Ref. [127]).

onde i e s rotulam os fótons, convencionalmente denominados idler (i) e signal (s), −→q k é

o vetor de onda transversal do fóton k, |1−→q k〉 é o estado de um fóton k com momento

transversal −→q k e Φ(−→q s,
−→q i) é a amplitude conjunta dos fótons gêmeos. Para um cristal

fino, na aproximação paraxial (condição em que os fótons se propagam aproximadamente

na direção normal aos elementos ópticos como o próprio cristal e lentes), esta amplitude

pode ser aproximada por Φ(−→q s,
−→q i) ≈ v(−→q s +

−→q i), sendo v(
−→q ) ∝ e−W 2

0
|−→q |2/4 o espectro

angular do laser. Mantendo-se as aproximações anteriores e considerando-se que W0,

a cintura do feixe laser no cristal, é suficientemente grande, Φ(−→q s,
−→q i) terá valores

relevantes apenas para −→q s +
−→q i ≈ 0, ou seja −→q i ≈ −−→q s. Desta forma, no caso extremo

em que W0 → ∞ o estado dos fótons gerados por conversão paramétrica pode ser escrito

como |Ψ〉 =
∫

d−→q |1−→q 〉s |−1−→q 〉i. A forma do estado indica claramente um alto ńıvel de

emaranhamento entre os dois fótons, além disso o espectro angular do estado marginal

é uniforme, ou seja, todos os estados posśıveis têm a mesma probabilidade de detecção.

Como consequência, o estado marginal dos fótons é maximamente misto, o que é útil para

a realização do algoritmo DQC1. Logo, é posśıvel preparar o registro no estado misto

necessário para o modelo DQC1 gerando-se um par de fótons por conversão paramétrica

descendente e então detectar a presença do fóton idler de uma maneira em que não seja

posśıvel identificar seu estado na variável transversa. Ao realizar a detecção desta maneira,

devido à distribuição uniforme no caso ideal discutido, a informação que se obtém é apenas

uma confirmação da presença do fóton signal, mas nenhuma informação é obtida quanto

ao estado transversal deste fóton. Isso corresponde a realizar o traço sobre o espaço de

estados do fóton idler no operador densidade do sistema, o que leva a um estado marginal
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misto do fóton signal, considerando-se as condições discutidas neste parágrafo.

O qbit de controle, por sua vez, pode ser mapeado na polarização do fóton. Isto é útil

pelo fato de que existem formas de alterar o estado transverso do fóton condicionalmente

ao estado de polarização. Um elemento que possibilita este feito é o divisor de feixe

polarizado, pelo qual o fóton toma um caminho em função de seu estado de polarização,

transmitindo fótons que possuem polarização paralela ao plano de incidência e refletindo

fótons com polarização perpendicular a este plano. A operação controlada pode ser

realizada, preparando-se o fóton num estado de superposição em sua polarização, através

de um polarizador. Logo, ao passar pelo divisor de feixe polarizado, estando num estado

de superposição na polarização, esta superposição se estende ao caminho tomado após o

divisor de feixe. Colocando elementos ópticos para alterar o estado transverso do fóton

em um dos caminhos, como lentes e prismas, e deixando o outro caminho livre, o que

resulta na livre propagação do fóton neste caminho, realiza-se uma operação no estado

transverso controlada pelo estado de polarização.

A utilização de um modulador espacial de luz também pode ser uma maneira simples

e útil de aplicar operações controladas. Este elemento se trata de um painel, constitúıdo

por cristal ĺıquido, o qual possui uma quantidade espećıfica de pixels. O modulador

tem a função de adicionar fases à frente de onda da luz incidente e o faz de maneira

independente para cada pixel, ou seja, este elemento é capaz de inserir diferentes fases

para diferentes regiões da frente de onda do laser. Isto se faz posśıvel pelo envio de

sinais elétricos a cada pixel originados por um software, o que altera as propriedades

ópticas de cada pixel. Uma caracteŕıstica de grande valia deste dispositivo é que seu

material ativo é birrefringente e, portante, não interage de forma idêntica com luz de

polarizações distintas. Especificamente, os moduladores são projetados de forma que seja

capaz de adicionar fases apenas à luz incidente polarizada horizontalmente não afetando

luz incidente com polarização vertical. Por atuar de maneira condicionada ao estado de

polarização da luz, este dispositivo é útil para realização de operações controladas.

Com embasamento nestas ideias iremos propor na sequência do caṕıtulo formas de

realizar três algoritmos formulados no modelo DQC1, os quais, em nosso entendimento,

possuem poucas, ou nenhuma, realização experimental publicada. Primeiramente

trataremos do algoritmo de Deutsch-Jozsa, o qual foi abordado no caṕıtulo anterior,

apresentando os resultados de uma realização experimental de acordo com o esquema
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Figura 4.3: Circuito óptico para realização do algoritmo de Deutsch-Jozsa no modelo DQC1. O estado
inicial é preparado pelo descarte de um dos fótons gêmeos gerados por conversão paramétrica descendente
no cristal PDC pela incidência de um fóton gerado em S. A placa de meia onda HWP aplica a operação
Hadamard sobre a polarização do fóton e o modulador espacial de luz SLM aplica a operação U que
contém as informações da função sob estudo. A detecção em uma base espećıfica em D finaliza o circuito.

proposto, em seguida abordaremos o algoritmo de fatoração, que tem origem no algoritmo

de Shor, e por fim trataremos do algoritmo de estimação do decaimento de fidelidade média

causado por pequenas alterações na evolução ideal de um sistema.

4.2 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

O algoritmo de Deutsch-Jozsa pelo modelo DQC1 pode ser implementado em um

sistema óptico de uma maneira suficientemente simples. O circuito óptico proposto para a

implementação deste algoritmo é apresentado na Fig. 4.3. Uma pequena fração dos fótons

gerados pela fonte laser S sofrem conversão paramétrica descendente no cristal PDC e o

estado inicial é preparado descartando-se um dos fótons resultantes deste processo, como

discutido no caṕıtulo anterior. Em seguida o qbit controle codificado na polarização do

fóton sofre a operação de Hadamard na placa de meia onda HWP. A operação unitária

que contém a informação da função sob estudo é aplicada pelo modulador espacial de

luz SLM. Como o SLM é ativo apenas para uma componente da polarização do fóton a

operação é aplicada de forma controlada, ou seja, a aplicação da operação é condicionada

ao estado da polarização do fóton. Finalizando o circuito, o resultado da computação é

obtido pela detecção em uma base espećıfica da polarização em D. Note-se que o algoritmo

é realizado a cada par de fótons gerados por conversão paramétrica descendente, portanto,

o algoritmo pode ser repetido em abundância considerando-se uma fonte laser, ainda que

a taxa de conversão no cristal seja pequena.

Há que se notar que o problema de Deutsch-Jozsa pode ser reduzido ao problema de

cálculo do traço de uma matriz. O modulador SLM, por sua vez, é capaz de implementar

qualquer operação unitária representada por uma matriz diagonal com entradas de módulo
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igual a um (a operação U do problema de Deutsch-Jozsa é um caso espećıfico dessa classe

de operações). Este é um fator favorável ao circuito proposto, haja vista que uma matriz

unitária tem autovalores complexos de módulo unitário, isto é, sempre é posśıvel escrever

uma matriz unitária numa forma diagonal com entradas complexas de módulo igual a um

para uma base espećıfica. Esta propriedade, considerando-se que o estado dos qbits de

trabalho utilizados no algoritmo é maximamente misto, e que este estado possui a mesma

descrição em qualquer base, permite que o circuito apresentado na Fig. 4.3 calcule o traço

de qualquer operação unitária. O traço de uma matriz, em geral, é um problema que não

tem solução eficiente em computação clássica, mas que é solucionada de forma eficiente no

circuito DQC1. Portanto, ainda que o algoritmo de Deutsch-Jozsa não tenha apresentado

vantagens sobre a solução clássica, o circuito apresentado pode ser utilizado para obter

vantagem computacional através do modelo DQC1.

A implementação experimental deste problema foi discutida com os pesquisadores do

Laboratório de óptica Quântica do Instituto de F́ısica da Universidade Federal do Rio de

Janeiro. Os experimentos foram então conduzidos e os resultados, obtidos corroboraram

a expectativa teórica [128]. No experimento foi usado um modulador espacial de luz com

256 valores posśıveis de fase e 2073600 pixels, que equivale a um mapeamento dos graus de

liberdade transversais dos fótons de aproximadamente 21 qbits. O esquema experimental

utilizado é apresentado na Fig. 4.4. Pares de fótons gêmeos com comprimento de onda

de 650 nm são gerados por conversão paramétrica descendente pela interação de fótons

de comprimento de onda de 325 nm emitidos pelo laser de hélio-cádmio (He-Cd) com o

cristal não-linear (BBO). O espelho dicroico (DM) separa os fótons gêmeos criados do

feixe original emitido pelo laser. Após serem separados em um divisor de feixe (BS),

um fóton do par de fótons gêmeos segue direto para um contador de fótons individuais

(DET1) e o outro fóton sofre a ação do modulador espacial de luz (SLM), então passa

por uma placa de quarto de onda (λ/4), uma placa de meia onda (λ/2) e um divisor de

feixe polarizado (PBS) para fins de manipulação da polarização e em seguida é detectado

em um contador de fótons individuais (DET2). Detecção de coincidência é realizada para

certificar a presença do fóton no detector DET2 pela presença do outro fóton no detector

DET1. Utilizando uma área de detecção grande no detector DET1 leva-se o outro fóton,

a ser detectado em DET2, ao estado altamente misto necessário para o modelo DQC1. O

conjunto de lentes (L1, L2 e L3) projeta os fótons de maneira adequada sobre o SLM e
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x, i é um inteiro que varia de 1 até 1080 e φ0 e φf são constantes a serem definidas

arbitrariamente. O cálculo foi realizado para quatro casos diferentes, com valores obtidos

experimentalmente concordando fortemente com os valores esperados teoricamente. Para

φ0 = 3π/4 e φf = 3π/4 os valores obtidos foram 〈σx〉exp = −0.811 ± 0.005 e

〈σy〉exp = 0.007± 0.008, enquanto os valores esperados teoricamente são 〈σx〉teo = −0.773

e 〈σy〉teo = 0.008. Para φ0 = π e φf = 2π os valores são 〈σx〉exp = −0.039 ± 0.008 e

〈σy〉exp = −0.628±0.007, com 〈σx〉teo = 0.002 e 〈σy〉teo = 0.587. No caso em que φ0 = π/2

e φf = 3π/2 foram calculados 〈σx〉exp = −0.646 ± 0.006 e 〈σy〉exp = −0.034 ± 0.008,

com 〈σx〉teo = −0.593 e 〈σy〉teo = −0.009. E para φ0 = π/2 e φf = π os valores

experimentais são 〈σx〉exp = −0.579±0.007 e 〈σy〉exp = 0.521±0.007, com 〈σx〉teo = −0.548

e 〈σy〉teo = 0.545.

A pequena margem de erros apresentada nestes cálculos e também no problema de

Deutsch-Jozsa indica que o esquema aqui proposto em um sistema ótico é apropriado para

a realização de algoritmos no modelo DQC1 e encoraja uma futura implementação dos

demais algoritmos abordados neste caṕıtulo.

4.3 Algoritmo de fatoração

Com a popularização do uso da internet a troca de informação (e.g. mensagens) por

vias não-materiais se tornou mais intensa. Empresas passaram a utilizar esse meio para

realizar comércio, assim como bancos passaram a disponibilizar serviços online. Essas

operações envolvem o envio de informações do usuário das quais este pode necessitar

manter em segredo de outros indiv́ıduos que não sejam os destinatários desejados. O uso

de protocolos de criptografia é uma forma de proteger a informação de eventuais ataques

realizados por terceiros a fim de interceptar a comunicação. O sistema de criptografia RSA

é muito eficiente e, por isso, utilizado de forma abrangente. Neste protocolo a codificação

e decodificação da informação está baseada na geração de um número grande por um

produto de números primos e é a esse fator que se atribui a segurança da informação,

pois a fatoração de um número é um problema que não tem solução eficiente por métodos

clássicos. Todavia, Peter Shor desenvolveu um algoritmo para computação quântica que

determina os fatores não triviais de um número de forma eficiente [3]. Este algoritmo

já foi testado experimentalmente com sucesso para alguns números pequenos, abrindo o
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caminho para que a criptografia RSA seja colocada em prova assim que os computadores

quânticos possuam uma quantidade maior de qbits [19, 24, 25, 130, 131]. Este fato instiga

o desenvolvimento de novos esquemas criptográficos que utilizem sistemas quânticos para

combater ataques com poderios também quânticos. A seguir introduziremos o algoritmo

de fatoração de Shor, reproduziremos então a modificação apresentada na ref. [56] para

realizar a fatoração no modelo DQC1 e enfim propomos a realização deste algoritmo em

um sistema óptico.

O algoritmo de fatoração de Shor

O algoritmo de Shor tem como finalidade encontrar os fatores primos p e q de um

número inteiro N = pq que pode ser descrito por z = dlog2Ne bits. Este algoritmo realiza

a tarefa de fatoração com O(z3) operações, enquanto não se conhece algoritmo clássico

que realize a mesma tarefa com recursos polinomiais em z. Para introduzir a ideia do

algoritmo tomemos o exemplo de fatoração do número N = 15. Seja um número inteiro

positivo a qualquer, tal que a < N , por exemplo a = 2. Façamos agora a sucessiva

potenciação de a por números inteiros. Temos um conjunto de valores 20 = 1, 21 = 2,

22 = 4, 23 = 8, 24 = 16, 25 = 32, 26 = 64, 27 = 128, 28 = 256, 29 = 512, 210 = 1024 e

assim sucessivamente. Tomemos agora o resultado desta operação módulo N = 15. Isto

é, o resultado que nos interessa é o resto da divisão do valor da potenciação por N (por

exemplo, 11 (mod 9) = 2 visto que o resto da divisão 11/9 é igual a 2). Desta forma, a

sequência calculada se torna 1, 2, 4, 8, 1, 2, 4, 8, 1, 2, 4 e continua neste padrão. Como se

pode notar há a repetição de uma sequência base dos números 1, 2, 4 e 8. Esta sequência

é composta por 4 números distintos e, deste modo, dizemos que a ordem de 2 módulo 15 é

igual a 4. De maneira mais técnica, dados dois inteiros positivos sem fatores em comum,

a e N tal que a < N , a ordem de a módulo N é definida como o menor número positivo,

r, tal que ar = 1(modN).

A determinação da ordem r é de fundamental importância para o problema da

fatoração. Se a é escolhido de maneira aleatória, há grande probabilidade de que a ordem

r determinada seja par, de modo que os fatores de N podem ser obtidos calculando-se o

máximo divisor comum mdc
(

ar/2 ± 1, N
)

. Por exemplo, se N = 15 e a = 2 a ordem será

r = 4 como discutido anteriormente. Neste caso, os fatores de N = 15 serão exatamente

p = mdc
(

ar/2 + 1, N
)

= mdc
(

24/2 + 1, 15
)

= mdc (4 + 1, 15) = mdc (5, 15) = 5 e
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q = mdc
(

24/2 − 1, 15
)

= mdc (4− 1, 15) = mdc (3, 15) = 3.

Como discutido, a tarefa de fatoração é baseada na rotina de determinação da ordem r

de a módulo N . Isto é realizado aplicando-se uma operação do tipo U |x〉 = |ax(modN)〉.
Os autoestados de U com autovalor exp

[

2πis
r

]

têm a forma

|us〉 =
1√
r

r−1
∑

k=0

exp

[−2πisk

r

]

∣

∣akmodN
〉

,

com 0 ≤ s ≤ r − 1. Desta forma a ordem r pode ser estimada diretamente da fase

adquirida. A preparação do estado |us〉 exigiria o conhecimento prévio de r, que é

a quantidade que deseja-se determinar. Uma forma de se evitar isso é preparar uma

sobreposição de estados |us〉 com s variando de 0 a r − 1, ou seja

1√
r

r−1
∑

s=0

|us〉 .

Ao realizar esta soma cada termo
∣

∣akmodN
〉

estará acompanhado por um somatório em s

de fases complexas que estão uniformemente distribúıdas sobre o ćırculo trigonométrico.

Este fato levará à anulação de todos os termos com k 6= 0, resultando em um estado

|a0modN〉 = |1〉 = |00...001〉. Logo, para executar o algoritmo deve-se preparar o estado

1√
r

r−1
∑

s=0

|us〉 = |1〉 .

Como descrito no ińıcio desta discussão, este estado exige um registro de z = dlog2Ne.
Além disso, este procedimento exige um segundo registro com l = 2z + 1+

⌈

log
(

2 + 1
2ε

)⌉

qbits inicializados no estado |0〉 para se obter a resposta correta com probabilidade 1− ε.

Sobre este segundo registro são realizadas uma medida sobre cada qbit, totalizando l

medidas. Os resultados das medidas fornecem um estado |c〉, codificado na forma decimal.

A partir desta informação é posśıvel estimar a ordem r, dado que o valor c/2l é uma

aproximação do valor s/r. Nos casos espećıficos analisados posteriormente, pode-se notar

que a probabilidade de determinar o valor de r correto é grande e cresce à medida que o

número l de qbits se eleva. O circuito responsável por esse procedimento, em condições

levemente distintas das apresentadas aqui, será apresentado mais adiante no texto.

Este último passo de aproximação de frações é um procedimento clássico e é realizado
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escrevendo-se a fração c/2l em sua forma continuada e então desprezando-se um ou mais

termos dessa fração. Após este procedimento a rotina do algoritmo de Shor é conclúıda

com um processo clássico adicional. Este último passo consiste no cálculo dos fatores

através do máximo divisor comum mdc
(

ar/2 ± 1, N
)

e a seguinte verificação N = pq.

O algoritmo de fatoração para estados mistos

A quantidade de recursos necessários para a realização deste algoritmo pode ser

reduzida, como demonstrado por Robert Griffiths e Chi-Sheng Niu, limitando-se o registro

de leitura a apenas um qbit, através de reciclagem de qbit, pela utilização de informação

clássica [132]. Para isso, as medidas que seriam realizadas sobre cada qbit do primeiro

registro, são realizadas de maneira sucessiva sobre o qbit único, reinicializando-se o qbit

após cada medida e aplicando-lhe uma rotação controlada cujo ângulo é dependente das

medidas anteriores, o que exige feed-forwarding. Neste formato o algoritmo exige um

registro de um qbit inicializado no estado |0〉 e um segundo registro de z qbits inicializado

no estado |1〉 = |00...001〉.
Baseados no novo formato do algoritmo de Shor, possibilitado pelo estudo de Griffiths

e Niu, Stephen Parker e Martin Plenio mostraram que não é necessário iniciar o segundo

registro de qbits em um estado puro para que o algoritmo seja eficiente [56]. Mantendo

um qbit controle, a inicialização do segundo registro no estado maximamente misto I/2z,

em oposição ao estado puro |1〉, resulta em um circuito similar ao modelo computacional

DQC1 capaz de solucionar o problema da fatoração. Isto é posśıvel devido ao fato de que

a aplicação repetida da operação U sobre cada estado |x〉 (x = 0, 1, ..., N − 1) gera uma

sequência periódica, de forma análoga ao que ocorre no algoritmo original, de maneira

que existe um R(x) tal que UR(x) |x〉 = |x〉. Por exemplo, se a = 2 e N = 15, a aplicação

repetida de U gera as seguintes sequências

|1〉 → |2〉 → |4〉 → |8〉 → |1〉
|3〉 → |6〉 → |12〉 → |9〉 → |3〉

|5〉 → |10〉 → |5〉
|7〉 → |14〉 → |13〉 → |11〉 → |7〉

A primeira sequência é a sequência utilizada no algoritmo de Shor original, que dá a

ordem r = 4 de onde se obtém os valores p = mdc
(

24/2 + 1, 15
)

= mdc (5, 15) = 5 e
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q = mdc
(

24/2 − 1, 15
)

= mdc (3, 15) = 3. A segunda e a quarta sequência apresentam

a mesma ordem r = 4. Particularmente, dados os números N e a tal que a ordem

é r, a maioria dos valores 0, 1, ..., N − 1 estarão contidas em sequências com a mesma

ordem r obtida pela repetida aplicação de U sobre o estado inicial |1〉. Deste modo,

cada sequência será similar à sequência observada no algoritmo original e, da mesma

maneira que foram definidos os autoestados |us〉 de U no ińıcio do texto (autoestados

referentes à sequência que possui o estado |1〉), é posśıvel definir os autoestados para cada

sequência i de ordem ri. Como a preparação destes estados exige o conhecimento prévio

de ri, busca-se preparar uma combinação de autoestados para cada sequência. Porém,

ainda assim, é necessário conhecer os estados que a operação unitária irá induzir para cada

sequência. Para prevenir este problema, recorre-se ao fato de que os autoestados definidos

em cada sequência são ortogonais entre si e, obviamente, estados pertencentes a diferentes

sequências também são ortogonais. Portanto, o conjunto de autoestados de todas as

sequências forma um conjunto ortogonal. Em vista disso, uma forma de se preparar um

estado sem o conhecimento prévio das quantidades que se quer determinar é inicializar o

segundo registro em um estado obtido pela mistura de todos os autoestados definidos para

cada uma das sequências posśıveis, com pesos idênticos, obtendo-se o estado maximamente

misto I/2z. O algoritmo, com o segundo registro preparado no estado maximamente

misto, determina algum valor si/ri de onde pode-se calcular o valor da ordem ri, que tem

grande probabilidade de ser igual à ordem correta r. A utilização do estado misto em

substituição ao estado puro |1〉 causa um leve aumento no número de repetições necessárias

para que o algoritmo determine a ordem com alta probabilidade, enquanto o algoritmo

original de Shor exige O (loglogr) repetições, o algoritmo com estado misto (e apenas um

qbit no primeiro registro) exige O
(

pq
(p−1)(q−1)

loglogr
)

repetições. Note-se que à medida

que o número N = pq cresce, a quantidade de repetições do algoritmo misto se aproxima

daquela do algoritmo original. Mesmo para pequenos números esta carga extra não é

significativa como, por exemplo, no caso em que N = 15 são necessárias aproximadamente

o dobro de repetições do que no algoritmo original, uma vez que pq
(p−1)(q−1)

= 1, 875.

O circuito do algoritmo de fatoração com estados mistos é mostrado na figura 4.5.

O qbit controle é inicializado no estado |0〉+|1〉√
2

enquanto o segundo registro, contendo z

qbits, é inicializado no estado maximamente misto I/2z. Após cada aplicação da operação

controlada U2j , com j inteiro seguindo de l−1 a 0, o qbit controle sofre uma rotação R
′

l−j
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sequências posśıveis para estes N e a são

|1〉 → |4〉 → |1〉
|2〉 → |8〉 → |2〉
|3〉 → |12〉 → |3〉

|5〉 → |5〉
|6〉 → |9〉 → |6〉
|7〉 → |13〉 → |7〉

|10〉 → |10〉
|11〉 → |14〉 → |11〉

além disso, ocorrem as sequências triviais |10〉 → |10〉 e |15〉 → |15〉. Como esperado, a

maioria das sequências tem ordem ri = r = 2.

Proposta experimental em um sistema óptico

Propomos aqui a realização experimental da fatoração do número N = 15 tomando

a = 4 em um sistema óptico, tendo um conjunto de lentes como elemento principal. Como

discutido anteriormente, isto pode ser feito mapeando-se os estados quânticos em regiões

da frente de onda de um laser, como explicitado na figura 4.6.

Com os estados definidos dessa forma, as sequências de estados observadas no

algoritmo de fatoração podem ser geradas pela atuação sucessiva de um conjunto de

duas lentes biconvexas separadas pelo dobro da distância focal sobre o laser. Portanto, o

conjunto de lentes realiza exatamente a operação U sobre o estado do segundo registro.

A fatoração do número N = 15 é simplificada pelo fato de que sendo U2j = I para todo

j > 0, a única iteração de U necessária para a fatoração é U20 = U .

O estado do sistema necessário para a realização do algoritmo pode ser inicializado

pela produção de fótons gêmeos, conforme discutido na seção 2.1. O estado de posição na

frente de onda (ou momento transversal) de um dos fótons se aproxima da identidade, uma

vez que se realiza o traço sobre os estados do outro fóton pela detecção sem sensibilidade

ao momento transversal, de maneira que o segundo registro é inicializado corretamente.

O estado de polarização do fóton utilizado efetivamente para a realização do algoritmo,

que atuará como qbit controle, pode ser inicializado por meio de um placa de meia onda

que realiza a porta de Hadamard. Divisores de feixe polarizadores aliados a placas de
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operação U , ou seja, considerar os valores j > 1. Neste caso, como descrito anteriormente,

as operações serão U2j = I, de maneira que todas as medidas, exceto a última, sempre

resultarão no estado |0〉. Particularmente, é posśıvel mostrar que os ângulos de rotação,

dependentes dos valores de medidas anteriores, sempre serão nulos, o que leva as operações

de rotação R
′

l−j = I. Portanto, para o caso em estudo, não é necessário aplicar estas

rotações, e, como consequência, feed-forwarding é desnecessário. Além disso, se são

realizadas l iterações, como consequência do exposto agora, o estado do qbit controle antes

de se realizar a última medida será, novamente, ρc =
3
4
|0〉 〈0| + 1

4
|1〉 〈1| e o conjunto de

medidas fornecerá o estado |0〉 com probabilidade 3/4 e o estado
∣

∣2l−1
〉

com probabilidade

1/4. Como já discutido, a primeira situação está relacionada a um erro inerente ao

algoritmo e a segunda fornecerá o valor si/ri ≈ 2l−1/2l = 1/2 de onde se pode obter a

ordem r = 2. Portanto, neste caso, a expansão da dimensão do conjunto de valores

obtidos do qbit controle pelas medidas não causam nenhum efeito na probabilidade de

sucesso do algoritmo.

Por fim, enquanto a proposta experimental aqui apresentada tem por objetivo fatorar

o número N = 15, é importante notar que para qualquer número N que se queira fatorar,

para o qual existe um outro número a tal que a ordem seja r = 2, o circuito será o mesmo,

sendo necessário, apenas, encontrar um mapeamento dos estados na frente de onda do

laser que seja compat́ıvel com a solução do problema. Portanto, este esquema pode, por

exemplo, fatorar o número N = 35 escolhendo-se apropriadamente a = 6.

Tomemos como um segundo exemplo, a fatoração do número N = 21, selecionando

a = 2. Podemos observar melhor a precisão do resultado do algoritmo realizando mais

iterações da operação U . A fim de obter um resultado preciso aplicaremos aqui cinco

iterações e ao fim do processo será posśıvel observar uma distribuição de resultados dos

quais temos uma chance considerável de obter a ordem correta r = 6, ou algum de seus

fatores (r = 2 ou r = 3).

O procedimento necessário para a realização deste caso pode ser obtido através de

repetições de parte do esquema apresentado na Fig. 4.7. Após a última placa de meia

onda (HWP) deve ser posicionado outro divisor de feixe polarizado (PBS), enviando as

componentes |H〉 e |V 〉 do qbit controle em direções diferentes. Então em cada braço

o qbit deve ser reinicializado na superposição exigida |+〉, através de uma HWP com

adição de alguns elementos ópticos se necessário. Então todo o circuito do primeiro PBS
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medido ao final da computação tem a forma apresentada na Fig. 4.9. À medida que o

número de iterações aumenta a resolução da distribuição é aprimorada, de maneira que

os picos ficam cada vez mais definidos e os outros elementos tendem a zero. Considerando

a representação decimal do estado |c〉 medido resultante de l iterações (sendo l = 5 neste

caso) a fração c/2l é uma aproximação de uma fração si/ri, onde ri é tem grandes chances

de ser igual à ordem r = 6 ou às ordens r = 2 e r = 3 de outras sequências envolvidas

neste problema que estão relacionadas com a ordem principal. Esses valores podem ser

obtidos analisando-se a forma continuada da fração c/2l. Especificamente, se o estado final

medido é |5〉 ou |27〉, identifica-se corretamente a ordem r = 6, através das aproximações

5/32 ≈ 1/6 e 27/32 ≈ 5/6. Deste modo há uma probabilidade de aproximadamente

22, 95 % de que a ordem correta seja obtida em uma única realização do algoritmo. Há

uma probabilidade de erro inerente a esse algoritmo que se dá pela obtenção |0〉 do qual

não se pode inferir a ordem. No caso estudado esta probabilidade é de aproximadamente

16, 80 %. A probabilidade de se obter as ordens r = 2 e r = 3 das sequências secundárias

é de 45, 66 %, através da medida dos estados |10〉, |11〉, |16〉, |21〉 e |22〉. Apesar de

não representarem a ordem correta, se em duas repetições diferentes do algoritmo são

obtidas as duas ordens o produto entre elas fornece o resultado correto. Isto é vantajoso

pelo fato de que a verificação desse resultado não exige grandes esforços computacionais.

Há ainda uma probabilidade menor, de 5, 89 %, de se obter os estados |6〉 e |26〉 que

estão relacionados a uma ordem r = 5, que representa um erro evidente. Porém, como

citado previamente nesta análise, estes últimos estados, assim como todos os outros não

citados, tendem a ter uma probabilidade nula de serem medidos à medida que o numero

de iterações aumenta.

Portanto, como visto neste último caso, um número maior de iterações permite uma

probabilidade maior de acerto e uma distribuição de probabilidades com melhor resolução.

Além disso, ainda que não seja posśıvel garantir um resultado correto em apenas uma

realização do algoritmo, pelas probabilidades envolvidas é posśıvel notar que a ordem

pode ser obtida em poucas repetições.
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Figura 4.9: Distribuição de probabilidades para o resultado composto das medidas realizadas para
fatoração do número N = 21, no caso em que a = 2.

4.4 Algoritmo de estimação de decaimento de

fidelidade

A evolução de um sistema fechado por um peŕıodo de tempo τ pode ser regida por um

operador unitário U . Porém, isolar completamente um sistema da interação com outros

sistemas é improvável de modo que, efetivamente, a evolução do sistema será definida por

um operador Up levemente diferente de U . Por consequência disso, o estado do sistema

é diferente se a evolução se dá por U ou Up. Uma forma de se quantificar a diferença do

estado do sistema após evoluir por uma dinâmica regida por U ou Up é calcular a fidelidade

entre os estados finais. David Poulin e colaboradores desenvolveram uma maneira de

calcular a fidelidade média após um peŕıodo de evolução através do modelo computacional

DQC1 [5]. Isto é, calcula-se a fidelidade do estado final do sistema para um conjunto de

estados iniciais diferentes com o que se determina a fidelidade média. Em seu trabalho os

autores consideram um operador perturbado espećıfico do tipo Up = UP , com P = e−iδV

sendo δ pequeno e V uma matriz hermitiana A evolução do sistema durante algum tempo
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equivale a uma sequência de aplicações do operador U , ou Up, n vezes, para algum inteiro

n. Logo, sendo |ψ〉 o estado inicial a fidelidade após um peŕıodo de evolução é definida

por

Fn (ψ) =
∣

∣

∣
〈ψ| (Un)† Un

p |ψ〉
∣

∣

∣

2

.

O decaimento da fidelidade pode indicar algumas caracteŕısticas da dinâmica do

sistema (como a sensibilidade a pequenas variações de parâmetros), portanto, determinar

o padrão de decaimento pode revelar informações valiosas. Como a fidelidade pode

apresentar flutuações significativas com a evolução temporal deve-se realizar uma média

sobre diferentes estados iniciais. O cálculo da fidelidade por meios clássicos é dif́ıcil, visto

que está ligado diretamente ao cálculo do traço de uma matriz, situação que é agravada

pela necessidade de uma média sobre diferentes estados. No artigo citado anteriormente

os autores afirmam que o algoritmo desenvolvido é eficiente ao calcular a fidelidade média

de qualquer par de operadores U e Up que possam ser implementados eficientemente.

Ainda mais, mostram que o algoritmo fornece um ganho exponencial sobre os métodos

clássicos.

A implementação no modelo DQC1 é posśıvel pelo fato de que a fidelidade média entre

as evoluções por U e Up pode ser calculada pela expressão

Fn (ψ) =

∣

∣

∣
Tr
{

(Un)† Un
p

}∣

∣

∣

2

+N

N2 +N
(4.3)

que envolve o traço de (Un)† Un
p . O traço normalizado de um operador pode ser

eficientemente calculado pelo circuito DQC1, logo, a fidelidade média pode ser diretamente

calculada por este modelo. A eficiência do algoritmo pode ser inferida pelo fato de

que a equação anterior tem como termo central o cálculo do traço de uma matriz geral

(Un)† Un
p através do módulo quadrado do traço. A realização deste cálculo é uma tarefa

computacionalmente dif́ıcil classicamente, enquanto é realizada de maneira eficiente pelo

modelo DQC1. Deste modo é razoável afirmar que este algoritmo apresenta um ganho

computacional como demonstrado no artigo da proposta original do algoritmo em DQC1.

Poulin e colaboradores mostram que o circuito necessário para a realização envolve

uma sequência de aplicações controladas de P e não controladas de U , como exibe a figura

4.10. Em um sistema óptico um modulador espacial realiza exatamente uma operação P ,

ainda que simples. Pode-se notar isso atentando-se para o fato de que o modulador aplica
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Figura 4.10: Circuito para calcular a fidelidade média entre estados que sofrem evolução por um
operador U e Up = UP . O cálculo exige um qbit controle inicializado em um estado puro e k qbits
no registro de trabalho iniciados no estado maximamente misto. A rotação Rx gera um estado de
superposição no qbit controle e a rotação final prepara o estado do sistema para a medida final. O
circuito calcula a fidelidade média para um peŕıodo de evolução correspondente a uma sequência de n
aplicações das operações U e Up. Figura retirada da Ref. [5].

fases eiϕ a elementos diagonais da matriz densidade de um sistema, de modo que a matriz

unitária correspondente é diagonal com estas fases nos termos correspondentes. Logo,

pode-se identificar V como uma matriz hermitiana (especificamente real e diagonal) com

fases reais ϕ nas entradas, de modo que e−iδV indica a aplicação do modulador espacial

e δ atua como um limitador para os valores das fases. De forma oportuna, o modulador

realiza essa operação de uma maneira controlada em relação ao estado de polarização do

fóton, o que é necessário para a realização do algoritmo em DQC1.

Tendo a capacidade de realizar a perturbação P , deve-se escolher uma operação U para

a qual se observará o decaimento médio de fidelidade. Revisitando um outro trabalho em

que se propõe a realização do algoritmo de Shor via DQC1 em um sistema óptico, propõe-se

uma operação U . Tomaremos uma operação do tipo U =
∑N−1

i=0 |(i+N/2)modN〉 〈i|(com
N = 2k, sendo k o número de qbits) que causa a transição entre dois estados diferentes

do sistema. Esta operação pode ser realizada por um conjunto composto por duas lentes

esféricas, idênticas, separadas pelo dobro da distância focal, levando um fóton em uma

região da frente de onda para a região radialmente oposta e vice-versa. Um posśıvel

mapeamento dos estados na frente de onda do laser é apresentado na figura 4.11. Logo,

tomando-se como qbit controle a polarização de um fóton e como qbits de trabalho a

“posição” de um fóton na frente de onda podemos transcrever o algoritmo de cálculo

da fidelidade média por DQC1 em um sistema óptico, como descrito na 4.12. O circuito

proposto é capaz de calcular a fidelidade média para vários peŕıodos de evolução diferentes,

ou seja, para várias sequências de aplicações de U e Up, cada uma com um número n de

aplicações diferentes.

Para prever os resultados experimentais em casos simples, uma rotina computacional

numérica foi desenvolvida simulando as operações envolvidas na proposta aqui realizada.
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Figura 4.13: Simulações do decaimento da fidelidade média para diferentes números de qbits. Em a)
são apresentadas as curvas de fidelidade média em função do número de aplicações das operações U e Up

para uma perturbação aleatória. Em b) apresenta-se a porção inicial da evolução das curvas em a). Em
c) são apresentadas curvas de fidelidade média para vários números de qbits resultantes de uma média
sobre 100 perturbações aleatórias.

referido artigo pode ser levemente alterado para se adaptar ao modelo DQC1, calculando

o decaimento de fidelidade média através de medidas sobre o qbit controle codificado na

polarização do fóton.

Como apresentado na equação 4.3 a fidelidade média calculada pelo algoritmo DQC1

depende explicitamente do traço do produto entre os operadores (Un)† e Un
P e da dimensão

N do espaço de Hilbert do registro misto. Lembrando que o circuito DQC1 apresentado

na Fig. 4.10 calcula o traço normalizado Λ = Tr[(Un)†Un
P ]/N podemos manipular essa

equação para obter

Fn

(

1 +
1

N

)

− 1

N
= |Λ|2 (4.4)

É oportuno observar que o referido trabalho é desenvolvido sobre variáveis cont́ınuas.

Desta forma, é apropriado trabalhar no limite N → ∞, o que leva à identidade Fn = |Λ|2

[134–136]. Este resultado indica que o resultado da computação permite o cálculo direto

da fidelidade média após n iterações do mapa de evolução. Realizamos uma simulação

da evolução do sistema, apresentada na Fig. 4.14, em que se pode notar o forte padrão

decrescente de um caso em que o sistema se comporta de maneira caótica.
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Figura 4.14: Simulação do decaimento da fidelidade média para o oscilador harmônico perturbado
periodicamente por uma função tipo delta.

4.5 Conclusão

Propomos um circuito óptico para a realização deste algoritmo que pode ser também

utilizado para realizar o cálculo do traço de uma matriz unitária qualquer. Destaca-se que

este último problema representa um ganho computacional em relação à solução clássica.

Estes experimentos foram realizados no Laboratório de óptica Quântica da UFRJ e os

resultados obtidos estão em conformidade com a teoria.

O modelo computacional DQC1 foi elaborado tendo como uma das motivações os

estados naturais com os quais se trabalha em experimentos de RMN. Neste caṕıtulo

apresentamos um procedimento que permite trabalhar com este modelo computacional

em um sistema óptico, codificando o qbit controle na polarização de um fóton e codificando

os qbits mistos na variável de momento transversal. Com a preparação do estado inicial

padronizado, propomos maneiras de se realizar os algoritmos de Deutsch-Jozsa, fatoração

e de estimação do decaimento da fidelidade média com circuitos ópticos simples. A

realização experimental destas propostas poderá fornecer mais confirmações do poder

da computação quântica, de maneira mais espećıfica, computação quântica com estados

mistos.

Destacamos que o circuito óptico para a realização do algoritmo de Deutsch-Jozsa

também pode ser utilizado para realizar o cálculo do traço de uma matriz unitária

qualquer. Este fato é importante visto que este último problema representa um ganho
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computacional em relação à solução clássica. De fato, estes experimentos foram realizados

no Laboratório de Óptica Quântica da UFRJ e os resultados obtidos apresentaram grande

similaridade aos valores fornecidos pela teoria.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e perspectivas

A computação quântica pode representar um avanço inestimável na solução de

alguns problemas insolúveis. Alguns destes problemas podem ser tratados pelo

modelo computacional DQC1 que trabalho com sistemas quânticos com estados mistos.

Considerando a relevância desse modelo tratamos, nesta tese, alguns aspectos relacionados

a ele. Argumenta-se que o ganho computacional observado nesse modelo possa ser devido

às correlações quânticas presentes no estado do sistema, o que nos levou também a estudar

esta propriedade em algumas situações.

Observamos, aqui, que dois pontos quânticos, que não interagem diretamente entre

si, inseridos em uma nanocavidade óptica em comum, trocando excitações com um

mesmo modo dessa cavidade, apresentam correlações quânticas, calculadas pela discórdia

quântica. Isto ocorre mesmo que haja canais de decoerência sobre os elementos.

Estudando o efeito desses canais sobre a geração da discórdia quântica observamos que,

considerando-se este efeito inevitável, tais canais não têm um papel unicamente destrutivo,

mas que podem, de certa forma, auxiliar na formação de correlações quânticas. Ainda,

para maximizar o valor dessa propriedade é necessário que este sistema seja desenvolvido a

fim de que os valores dos parâmetros desejáveis para este fim sejam atingidos. Além disso,

a atuação de bombeios clássicos, como a aplicação de campos laser, podem ser nocivos à

geração de correlações quânticas no sistema, fazendo com que o estado do sistema evolua

para uma forma bem próxima à do estado maximamente misto. Propomos, também, a

realização de uma testemunha de classicalidade neste sistema, apoiando-nos na evolução

das técnicas de observação óptica, o que possibilita a verificação da natureza quântica do

estado do sistema, evitando processos bem mais trabalhosos para calcular quantificadores
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como a discórdia quântica.

Estudamos como as correlações quânticas estão presentes na realização do algoritmo

de Deutsch-Jozsa pelo modelo DQC1. Notamos, por uma análise que é geral em relação

à função a qual se quer definir a classe, que essas correlações podem ser geradas ao

longo do algoritmo e que estas correlações são consumidas posteriormente. Apesar deste

comportamento, efetivamente, esta solução quântica não é mais eficiente do que a clássica,

o que indica que geração e consumo de correlações quânticas por si só não é um fator

capaz de gerar um ganho computacional. Portanto, é provável que existam condições

espećıficas, ou fatores adicionais, para que tal geração e consumo resultem em uma

vantagem observável.

Apresentamos a ideia de utilizar as variáveis transversais dos fótons gerados por

um laser, e também sua polarização, para realizar computação pelo modelo DQC1,

tirando proveito da forma do estado dos fótons gêmeos gerados por conversão paramétrica

descendente. Propomos a realização dos algoritmos de Deutsch-Jozsa, de fatoração e da

estimação de decaimento de fidelidade média neste cenário. A utilização de sistemas

ópticos é vantajosa pelo grande conhecimento técnico e pelo controle experimental que

se tem com os elementos envolvidos, além do fato de estar relacionado a codificações de

qbits resistentes a decoerência.

Particularmente, como o problema de Deutsch-Jozsa pode ser reduzido ao problema de

cálculo do traço, acabamos por mostrar, também, como o cálculo do traço de uma matriz

pode ser realizado no modelo DQC1 no sistema adotado. O cálculo do traço de uma matriz

pelo modelo DQC1 é mais eficiente do que no modelo convencional, portanto, a realização

experimental deste algoritmo pode contribuir a ressaltar o ganho computacional envolvido

ao se utilizar sistemas quânticos. Os experimentos foram realizados pelos pesquisadores

do Laboratório de Óptica Quântica da UFRJ e os resultados indicam que a vantagem

computacional é real.

A quantidade de propostas experimentais para a realização de outros algoritmos no

modelo DQC1 em sistemas ópticos deve ser expandida futuramente. Esperamos que estes

algoritmos, juntamente aos de fatoração e estimação de decaimento da fidelidade média,

sejam colocados a prova para que seja confirmada o ganho computacional da computação

quântica e, especificamente, do modelo DQC1.
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n. 6124, p. 1164–1169, 2013. Dispońıvel em: 〈http://www.sciencemag.org/content/339/
6124/1164.abstract〉.

16 CHUANG, I. L. et al. Experimental realization of a quantum algorithm.
Nature, v. 393, n. 6681, p. 143–146, maio 1998. ISSN 0028-0836. Dispońıvel em:
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〈http://www.sciencemag.org/content/303/5666/1992.abstract〉.

40 KELLER, M. et al. Continuous generation of single photons with controlled
waveform in an ion-trap cavity system. Nature, v. 431, n. 7012, p. 1075–1078, out. 2004.
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2004. ISSN 0028-0836. Dispońıvel em: 〈http://dx.doi.org/10.1038/nature02969〉.

42 YOSHIE, T. et al. Vacuum rabi splitting with a single quantum dot in a photonic
crystal nanocavity. Nature, Nature Publishing Group, v. 432, n. 7014, p. 200–203, nov.
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〈http://dx.doi.org/10.1038/nphys2377〉.



Referências Bibliográficas 100
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Dispońıvel em: 〈http://www.sciencemag.org/content/292/5516/472.abstract〉.

54 ROLAND, J.; CERF, N. J. Quantum search by local adiabatic evolution. Phys.
Rev. A, American Physical Society, v. 65, p. 042308, Mar 2002. Dispońıvel em:
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Dec 2005. Dispońıvel em: 〈http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.95.250502〉.



Referências Bibliográficas 101
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100 ALÉN, B. et al. Absorptive and dispersive optical responses of excitons in a single
quantum dot. Applied Physics Letters, v. 89, n. 12, p. 123124, 2006. Dispońıvel em:
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〈http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.77.793〉.

121 VIOLA, L.; KNILL, E.; LLOYD, S. Dynamical decoupling of open quantum
systems. Phys. Rev. Lett., American Physical Society, v. 82, p. 2417–2421, Mar 1999.
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