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Division de fracciones como comparacion multiplicativa
a partir de los metodos de los alumnos

Alfinio Flores Penafiel

Resumen: Presentamos varios métodos inventados por alumnos de 5° a 82 grados para
resolver problemas de division de fracciones. Para cada método discutimos como el
maestro puede ayudar a los alumnos a desarrollar su comprension de la comparacién
multiplicativa de fracciones, enfatizando principios matematicos fundamentales que les
permitan extender, generalizar y relacionar sus metodos con otros métodos. Los métodos
presentados son sustraccion repetida e interpretacion del residuo, uso de la identidad
y los inversos multiplicativos, division como factor faltante, razonamiento proporcional
inverso y directo, divisién de fracciones como composicion de operaciones, y division de
fracciones como una razon entre dos cantidades.

Palabras clave: fracciones, division, comparacion multiplicativa, razonamiento propor-
cional, métodos de alumnos.

Abstract: We present several methods invented by students in grades 5™ through 8"
to solve division of fractions problems. For each method we discuss how the teacher
can help students develop their understanding of multiplicative comparison of fractions,
by emphasizing fundamental mathematical principles that allow students generalize,
extend, and relate their methods with other methods. The methods presented are repea-
ted subtraction and interpretation of the remainder; use of the multiplicative identity and
inverses; division as missing factor; inverse and direct proportional thinking; division of
fractions as composition of operations; and division of fractions as a ratio between two
quantities.

Keywords: fractions, division, multiplicative comparison, proportional reasoning, stu-
dents methods.

DOS METAS EN LA ENSENANZA DE LA DIVISION ENTRE FRACCIONES

Hay dos metas importantes para los alumnos cuando aprenden a dividir fracciones.
La primera meta es que los alumnos entiendan por si mismos lo que significa dividir
fracciones, mediante el trabajo individual y en grupos de cooperacion, utilizando
representaciones concretas o pictoricas, inventando sus propios procesos, y presentan-
do vy justificando sus respuestas y métodos unos a otros. La sequnda meta es ayudar
a los alumnos a desarrollar su comprension de la division de fracciones como una
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comparacion multiplicativa, de modo que la experiencia contribuya a desarrollar su
pensamiento proporcional. Para conseguir ambas metas, los maestros deben escoger
actividades y problemas matematicos que permitan a los alumnos entender la division
de fracciones por si mismos, y tareas que propicien comparaciones multiplicativas y
el uso de razonamiento proporcional en el contexto de dividir fracciones. Ademas,
los maestros deben anticipar qué métodos pueden usar los alumnos y pensar en
la forma en la que pueden ayudarlos a extender o generalizar sus métodos. Los
maestros deben tener la aptitud para observar y escuchar a los alumnos, una buena
idea de cémo los alumnos estan realmente viendo el problema, y la habilidad para
hacer preguntas que tengan sentido para los alumnos (Duckworth, 2006, pp. 3-4).
El maestro debe intervenir en momentos cruciales para dirigir el pensamiento de
los alumnos hacia la comparacién multiplicativa de las fracciones. Para desarrollar
su razonamiento proporcional, los alumnos deben pasar del uso de estrategias con
unidades compuestas, tales como sumas repetidas y particiones, a las comparaciones
multiplicativas (Lobato y Ellis, 2010, p. 69).

LA COMPARACION MULTIPLICATIVA
Y EL RAZONAMIENTO PROPORCIONAL

Un componente central del razonamiento proporcional es la capacidad de comparar
numeros multiplicativamente. Dos niimeros o cantidades se pueden comparar aditiva-
mente o multiplicativamente. Los nifos desarrollan primero la capacidad de comparar
numeros aditivamente. La comparacion aditiva de dos cantidades, a y b, se puede
expresar como una diferencia, a — b= ¢ o0 como una suma, a = b + ¢ Mas adelante, los
ninos aprenden a comparar numeros multiplicativamente. Cuando comparamos multi-
plicativamente dos cantidades o numeros, creamos una razon (Thompson, 1994, p. 185).
La comparacién multiplicativa entre dos cantidades, ay b (b = 0), se puede expresar
como un cociente, a + b = ¢ o como una multiplicacién, a = b x ¢ Las comparaciones
multiplicativas pueden surgir cuando los estudiantes multiplican o dividen numeros.
Sin embargo, no todas las situaciones que involucran multiplicacion y division de
cantidades o numeros son vistas por los alumnos como comparaciones multiplicativas.
Los estudiantes pueden pensar en términos de sumas repetidas o restas repetidas para
tratar con los problemas de multiplicacion o division. Las sumas y restas repetidas son
esencialmente formas aditivas de comparar numeros. La investigacién ha documentado
que las concepciones de la multiplicacién basadas Unicamente en sumas repetidas
pueden ser muy limitantes y problematicas para los alumnos (Thompson y Saldanha,
2003, p. 104). Para propiciar que los alumnos comparen cantidades por medio de una
razon, debemos ayudarlos a visualizar que una cantidad es n veces mayor que una
segunda cantidad, en vez de pensar solamente que la sequnda cantidad es una de n
partes idénticas de la primera (Thompson y Saldanha, 2003, p. 105). Para que los alum-
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nos desarrollen su habilidad para comparar nimeros multiplicativamente necesitamos
alentarlos a ir mas alla de sumas o restas repetidas. Este es también el caso cuando los
estudiantes tratan con la division de fracciones.

DIFICULTADES CON LA DIVISION DE FRACCIONES

Los problemas que requieren dividir entre una fraccion son especialmente complicados
para los alumnos de los grados intermedios. Cuando Barlow y Drake (2008) les pidieron
a 45 alumnos de 6° grado que escribieran un problema que representara 6 + /2, 16%
de los estudiantes no pudieron escribir problema alguno, y 67% de ellos escribieron un
problema incorrecto que representaba 6 + 2, 6 x /2 0 alguna otra relacion entre los
numeros que no era 6 + Y2 Las dificultades de entender lo que significa dividir entre
una fraccion no se limitan a los grados intermedios. Ball (1990) report6 dificultades
entre los estudiantes universitarios cuando les pidi6 escribir problemas que pudieran
proporcionar un contexto para 1 34+ /2. Simon (1993) también encontré que futuros
maestros de primaria frecuentemente tenian dificultades para interpretar el residuo o la
parte fraccionaria del cociente en el siguiente problema.

Sergio tiene 35 tazas de harina. Hace galletas que requieren 3/s de una taza cada
una. Si hace tantas galletas como le alcance con la harina, {cuanta harina va a
sobrar? (Simon, 1993, p. 241)

LA IMPORTANCIA DE QUE LOS ALUMNOS ENTIENDAN POR Si MISMOS
LA DIVISION DE FRACCIONES

Seglin Behr, Harel, Post y Lesh (1993), el conocimiento intuitivo acerca de las fracciones
puede ser desarrollado a través de contextos de ensenanza apropiados, disenados para
ilustrar principios de razonamiento para situaciones de ndmeros racionales. Las expe-
riencias disenadas por los maestros para formar el conocimiento deben tomar en cuenta
los esquemas intuitivos de los alumnos. Estos esquemas permiten que los alumnos no
tengan que depender de los algoritmos escolares, y les da la posibilidad de inventar pro-
cedimientos para resolver problemas nuevos y para construir conocimiento matematico
por si mismos. Al resolver problemas de division de fracciones por si mismos y construir
su propio conocimiento matematico, los alumnos desarrollan su competencia en este
aspecto de los numeros racionales. Como Smith (1995, p. 4) sefiala, la competencia con
numeros racionales involucra varios aspectos. Un signo de competencia es ser capaz de
desempenarse a través de un rango de problemas que involucren propiedades matema-
ticas centrales de los numeros racionales. Ser competente requiere de la habilidad para
resolver problemas nuevos y conocidos, y manejar todas las fracciones que pudieran
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aparecer en la solucion de los problemas. La competencia también requiere compren-
sion profunda de los principios matematicos subyacentes de los nimeros racionales y
sus operaciones. Tal conocimiento medular permitira a los alumnos corregir sus errores,
generar nuevo conocimiento y recuperar lo que hayan olvidado.

CONECTAR LA DIVISION CON LAS FRACCIONES

Un paso preliminar importante para la comprension de la division de fracciones es
que los alumnos consideren problemas de division entre nimeros enteros e interpreten
el resultado como una fraccion. De este modo, los alumnos establecen una conexion
importante que no estd siempre presente. Clarke, Roche y Mitchell (2008) sefalan
que la nocion de una fraccion como division no es una idea comun en la mente de
la mayoria de las personas (p. 377). En algunos casos, los alumnos piensan que la
division y las fracciones son temas separados, y algunos inclusive se resisten a usar
fracciones para reportar un problema de division, como un alumno de 52 grado que
dijo enfaticamente: “No estamos hablando de fracciones, estamos hablando de division”
(Toluk, 1999, p. 182).

Algunos alumnos notan que los mismos numeros aparecen en un problema de
division como 7 + 4 y en la respuesta /+. Por ejemplo, una alumna de 5° grado, al tra-
tar con el problema de repartir siete pays entre cuatro amigos, usé su propio método y
una representacion pictorica de siete circulos. Ella distribuyd primero circulos completos,
luego mitades y luego cuartos. Primero escribio la respuesta como 1 + /2 + Y/4. Luego
convirtié todo a cuartos y encontré que cada persona habia recibido /4. Ella not6 que
el resultado tenia tanto el 7 como el 4 de la pregunta original, y exclamo: “Esto es inte-
resante. Esto es sospechoso. Tengo que pensar mas acerca de esto”. Por si mismos, o
con la guia del maestro, los alumnos necesitan darse cuenta de que el hecho de que
los mismos numeros aparezcan en el problema de divisién original y en la respuesta
expresada como fraccion (7 = 4 =7/4) no es una coincidencia. El hecho de que la por-
cion que recibe cada persona en una situacion de reparto puede ser predicha por la
relacién multiplicativa entre objetos y participantes es un ejemplo de la estrecha relacion
entre proporciones y fracciones y de como los conceptos estan entrelazados (Streefland,
1991, p. 130).

DIVISION DE FRACCIONES COMO SUSTRACCION REPETIDA
Y ANALISIS DEL RESIDUO

En esta parte del articulo presentamos formas en las que cuatro alumnas de nivel medio

pudieron entender la division de fracciones por si mismas al resolver problemas de
division de fracciones en el contexto de porciones y reparticiones. Los datos provienen
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de un estudio mas amplio conducido por Melina Priewe, como parte de su trabajo de
tesis doctoral (Day, 2010; Flores y Priewe, 2013). EI proposito del estudio para la maestra/
investigadora fue entender como los estudiantes justificaban por si mismos sus estra-
tegias y soluciones con sus propios condiscipulos. Por tanto, la maestra implemento6 en
su salon la norma sociomatematica de que una explicacion consiste en un argumento
matematico y no en una simple descripcioén o resumen de un procedimiento. Para que
los alumnos justificaran basandose en razonamientos, la maestra les dio tres principios
guila:

1. convencerse a si mismos encontrando soluciones que tuvieran sentido para ellos
mismos;

2. convencer a otros mediante la comunicacion de su comprension por medio de
representaciones graficas, palabras (escritas y orales) y simbolos, y

3. entender las justificaciones de otros alumnos para cuestionarlos en caso de
desacuerdo.

Los problemas en el contexto de encontrar cuantas porciones se pueden hacer con
una cantidad dada, cuando se conoce el tamano de la porcion, se prestan para el uso
de la interpretacion de medicion de la division y el uso de restas repetidas para encon-
trar la respuesta. Esta situacion tiene la ventaja de permitir a los alumnos utilizar repre-
sentaciones concretas o pictoricas y encontrar sus propias estrategias. Cuando se usa la
interpretacion de medida para la division, el caso mas simple es cuando el tamano de
la porcion cabe exactamente un nimero entero de veces en la cantidad a distribuir. Por
ejemplo, si una porcion es /4 de una naranja, y hay 4 /2 naranjas, habra exactamente
6 porciones. Los alumnos frecuentemente encuentran esta respuesta al restar (o sumar)
repetidamente /4 de naranja y contar el numero de porciones. Una situacion mas dificil
es cuando el tamano de la porcién no cabe exactamente un ndmero entero de veces
en la cantidad a repartir, y hay un residuo fraccionario. Usualmente los alumnos que
tratan de resolver problemas con un residuo fraccionario tienen dificultades para enten-
der el residuo en términos de la unidad utilizada para medir (la porcion), en vez de en
términos de los objetos utilizados en los ejemplos (naranjas o panqués).

A continuacion describimos las estrategias e interacciones de las cuatro estudiantes
de 7¢ grado: Taylor, April, Rosalee y Rebecca (seuddnimos). Ellas resolvieron primero el
siguiente problema, tomado de Kribs-Zaleta (2008).

Una porcion es /s de una naranja. Hay dos naranjas y media. {Cuantas porciones
(incluyendo fracciones de porcion) se pueden hacer? (Ibid, p. 454)

Taylor, April, Rosalee y Rebecca tuvieron primero la oportunidad de tratar de entender

el problema cada una por si misma. Luego, cada quien tratdé de convencer a sus com-
paneras acerca de su estrategia y solucion. Las alumnas llegaron a resultados distintos
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porque estaban pensando en partes fraccionarias con respecto a distintas unidades. Al
comunicar su pensamiento unas a otras, ‘el todo" no fue hecho explicito por las alum-
nas. Esto causo confusion y desacuerdo en la solucion final del problema.

Taylor:  Dice, supon que tienes dos naranjas y media. Una... dos... tres. Hice esto
porque se me hizo mds facil. Asi que esto es una porcion [ella sombred
tres cuartos de naranja en su dibujol.. ésta es otra porcién [sombre¢ tres
cuartos de naranjal.. y ya. Asi que esto, técnicamente, no estd alli [Taylor
sefalo la ultima mitad de una naranjal. No debes de... Asi, ahi mismo hay
tres porciones. Hay uno que sobra, y hay de tres posibles... Asi sabes que
necesitas como tres cuartos..

Rosalee: Si

Taylor:  ..para tener una porcion. Asi es como 75 centavos, pero en vez de hacer
eso tienes uno de tres posibles. Por eso puse tres y un tercio. Porque sobra
un tercio.

La unidad especificada en la pregunta era la de una porcion. Las alumnas resol-
vieron correctamente cuantas porciones enteras habia ahi, usando restas repetidas de
porciones, pero tuvieron dificultades al interpretar el residuo. El residuo es /s de una
naranja pero /3 de una porcion.

Taylor us6 sus representaciones graficas para mostrar la cantidad sobrante en
los problemas de division de fracciones usando la interpretacion de division, pero
no siempre fue explicita al usar sus simbolos y palabras para comunicar lo que la
parte sobrante representaba en relacion a una unidad completa (tal como porcién).
Por tanto, a veces tuvo dificultad para comunicarse efectivamente con las otras
alumnas al tratar de explicar su estrategia. La solucion de Taylor de tres y un tercio
es correcta, pero no especifico que eran tres y un tercio de porciones. Taylor dijo que
sobraba uno. Con base en sus respuestas escritas al cuestionario preliminar y su
entrevista oral con la maestra, fue evidente que Taylor comprendia que el sobrante
representaba un cuarto de una naranja. Sin embargo, no fue explicita para decir que
la parte sobrante representaba un cuarto de una naranja cuando se lo explico a su
grupo. Mas tarde, durante la discusion, Taylor tratd de convencer a su grupo de que
la respuesta no era un cuarto, diciendo: “Pero no es un cuarto de una porcion”. Esta
vez, Taylor fue explicita con que habia que considerar el residuo en términos de una
porcion. Las alumnas habian mencionado porciones antes, pero ésta fue la primera
vez que discutieron una fraccién de una porcién. Tal vez hubiera sido de ayuda para
su grupo si ella hubiera dicho que era un cuarto de naranja y luego explicado que
se necesitaban tres cuartos de naranja para una porcion completa. Las alumnas
utilizaron representaciones graficas, asi como simbolos y palabras, para mostrar
el residuo. Sin embargo, iban a necesitar ser mas explicitas al usar sus simbolos vy
palabras para explicar lo que el residuo representaba con respecto a la unidad como
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un todo. Esto era necesario a fin de que pudieran comunicarse, ya que se estaban
refiriendo a dos ‘todos” diferentes.

Mas tarde, en una entrevista con la maestra, Taylor declard que necesitaba explicar
su respuesta mas claramente.

Taylor:  Como decia el problema, una debia fijarse en las porciones y no las naran-
jas. Bueno, yo nunca dije eso en mi respuesta. Y pienso que si hubiera
explicado eso mejor, ellas hubieran podido entender cdmo encontré mi
respuesta.

Aunque Taylor y su grupo se dieron cuenta de que necesitaban ser explicitas acerca
de la unidad, esta dificultad fue persistente durante todo el estudio.

UN MOMENTO PROPICIO PARA LA ENSENANZA: DIVIDIR EL RESIDUO

Cuando Taylor y April estaban trabajando con el siguiente problema, por primera vez en
el estudio hicieron explicita una forma de tratar con el residuo de manera multiplicativa.

Adan ha estado dando porciones de %/3 de vaso de limonada a cada alumno. Si él
tiene todavia 1 /2 vasos de limonada, écudntos estudiantes pueden todavia recibir
limonada? ¢Qué fraccion de una porcion recibird el tltimo estudiante? (Kribs-Zaleta,
2008, p. 454)

Taylor y April resolvieron que tendrian dos porciones y un residuo.

Taylor:  Eso seria vasos de limonada que sobran. Y luego tenemos que encontrar,
si se necesitan... si se necesitan dos tercios y sobra un sexto. Entonces, si
tienes un sexto y necesitamos encontrar cudntas veces cabe en dos tercios
de vaso de limonada, écdmo le hacemos?

La declaracion de Taylor, “Eso serfa vasos de limonada que sobran’, indica que se dio
cuenta de que el residuo /s representaba una fraccion de un vaso, no de una porcion.
April sugirié como tratar con el residuo para expresarlo como parte de una porcion.

April: ¢Un sexto dividido entre dos tercios?
En este momento, las alumnas consideraron la idea de dividir el residuo por la canti-
dad de la porcion, pero no pudieron recordar el procedimiento para dividir fracciones, asi

que no pudieron seqguir este método. Esto es un ejemplo de como la falta de habilidad
para calcular puede interferir con la exploracion conceptual. Hay varias formas en las
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que el maestro puede intervenir en una situacion como ésta. EI maestro puede hacer
una nota de la situacion y pedir a los alumnos que guarden sus pensamientos por
un momento. Los alumnos pueden aprovechar la disponibilidad de calculadoras. En la
actualidad, afortunadamente, hay calculadoras muy baratas para fracciones. El contexto,
junto con la guia del maestro, puede ayudar a los alumnos a interpretar el resultado
que les muestra la calculadora. Después, el maestro puede asegurarse de que los
alumnos sepan cémo dividir fracciones aunque no tengan una calculadora disponible;
pero mientras tanto, la falta de fluidez con los procedimientos no debe impedir que los
alumnos desarrollen su comprension conceptual. Con la calculadora de fracciones, las
alumnas podrian obtener /6 +2/3=1/4. Lo importante en este punto es que los maestros
ayuden a los alumnos a que contintien pensando acerca de la comparacién de dos
fracciones (el residuo y la porcién, en este caso) de manera multiplicativa.

RECONECTAR LA SUSTRACCION REPETIDA CON LA DIVISION

La estrategia inicial de Taylor y sus companeras fue usar la porcion como unidad de
medida y hacer restas repetidas para encontrar cuantas porciones se podian hacer.
Los alumnos necesitan darse cuenta de que la sustraccion repetida se puede hacer
en un solo paso usando la division. Los alumnos pueden retomar el problema y dividir
2 /2 +3/s con una calculadora de fracciones usando la tecla +. Después de simplificar,
la calculadora muestra la respuesta, 3 /3, la misma que ellos obtuvieron con su propio
método. Los alumnos deben recordar que /3 se refiere a porciones. Algunas calculado-
ras también ofrecen la opcion de dividir con residuo. Por ejemplo, usando la tecla <R en
una calculadora Casio Fraction Mate, los alumnos pueden obtener la respuesta 3 R 0.25.
Los alumnos pueden reconocer que 0.25 = /4,y recordar que este residuo se refiere a
naranjas. En el ejemplo de arriba, los alumnos necesitan relacionar las dos respuestas,
3 /3y 3 R Y4y hacer explicito lo que cada uno de los numeros (3, '/3, !/4) representa
en términos de porciones y naranjas.

Para profundizar la comprension de los alumnos del residuo como parte de una
naranja o como fraccion de una porcion, el maestro puede dirigir la atencion de los
alumnos a la relacion de la division con la multiplicacion. Para obtener el dividendo
original a partir de la respuesta, usando el divisor como un factor, los alumnos deben
darse cuenta de que en un caso ellos pueden escribir 3 /3 x 3/4= 2 /2, mientras que al
usar el residuo tendrian que escribir 3 x 3/s+ /4= 2 1/2,

RESIDUOS Y FRACCIONES

Una forma en la que los maestros pueden ayudar a los alumnos a entender el residuo
en un problema de division de fracciones es dirigir su atencion a problemas similares
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usando numeros enteros. En ese contexto, los alumnos pueden establecer conexiones
entre las respuestas con residuos, por ejemplo, como cuando la respuesta para 7 + 3
se escribe como 2 R1, y respuestas expresadas como fracciones. Los alumnos pueden
considerar el siguiente problema: “‘Una porcion consiste de tres panquecitos. Hay 7
panquecitos. {Cuantas porciones hay?’

Una respuesta es 2 porciones y un panquecito sobrante. Los estudiantes deben
interpretar el sobrante en términos de la porcion. Los alumnos necesitan darse cuenta
de que deben dividir el residuo entre la porcion, esto es, necesitan dividir también el
residuo entre el divisor. Si una porcion son tres panquecitos, entonces un panquecito
es !/3de una porcion. Por tanto, la respuesta es 2 y /3 porciones. Por otra parte, cuando
los alumnos escriben la respuesta para 7 + 3 como 2 R1, necesitan darse cuenta, para
este problema, que el 2 se refiere a cuantas porciones, no panquecitos, pero el residuo
1 se refiere a panquecitos.

Después de tratar con problemas semejantes con nuimeros enteros, los estudiantes
pueden volver al problema con 2 /2 naranjas, donde las porciones eran de /s de una
naranja. Los estudiantes pueden escribir su respuesta como 3 residuo /4, pero necesitan
darse cuenta de que el 3 se refiere a porciones y /4 se refiere a naranjas. Para poder
escribir la respuesta como porciones y fraccion de una porcion, necesitan comparar el
residuo con la porcion /4 = 3/4=1/3 y asi obtener 3y /3de porcién, o sea, 3 /3.

USO DE LA IDENTIDAD MULTIPLICATIVA
Y DE LOS INVERSOS MULTIPLICATIVOS

Al tratar con problemas de division de fracciones, los estudiantes pueden usar estra-
tegias alternativas basadas en ideas fundamentales como identidad multiplicativa e
inversos, y la relacion de la division con el factor faltante. Boaler y Humphreys (2005)
presentan el método de Cheryl, una estudiante en el 7° grado que us6 un método
distinto al de medicion para explicar por qué 1 + 2/3=3/2.

Cheryl: Yo pensé el problema de otra manera, como en un enunciado numérico.

Maestra: ¢Quieres pasar?

Cheryl: ~ OK Entonces, el problema es uno dividido entre dos tercios y eso es igual
a espacio en blanco. Y luego también, ya saben, pueden ir al revés, asi que
puede ir para cualquier lado. Asi que puedes tomar esto y multiplicado por
dos tercios es igual a uno. Y asi, eso va a ser tres sobre dos, que es también
igual a uno y medio.

1 +2/3=|:|
|:|><2/3=1

EDuCACION MATEMATICA, 25 ANOS, MARZO DE 2014 235



Division de fracciones como comparacion multiplicativa a partir de los métodos de los alumnos

|:|=3/2

El maestro puede ayudar a los alumnos a construir una comprension de la division
de fracciones en general basandose en esta situacion especial mas accesible. Polya
(1962, 1990) resalta la importancia de un caso especial conducente, ya que la solucion
del problema en el caso especial conducente involucra la solucion del caso general
(Polya 1990, p. 24). Hay otra ventaja de usar el método de Cheryl como un punto de
partida en general. Ma (1999, p. 121) sefnala la importancia de usar conceptos centra-
les y las ideas conceptualmente mas poderosas de matemadticas, tales como identidad
multiplicativa, para conseguir profundidad en la comprension. La alumna usa, en este
caso especial, propiedades de la identidad multiplicativa, del inverso multiplicativo y la
relacion inversa entre multiplicacion y division.

Una forma de ayudar a los alumnos a pasar del caso especial descrito arriba a la
division de fracciones en general es enfocar la atencion de los alumnos sobre la natu-
raleza proporcional de la division en una familia de problemas relacionados, en los que
el divisor se mantiene constante. Asi, por ejemplo, con nimeros enteros los estudiantes
pueden buscar patrones y predecir el término anterior y el siguiente de esta sucesion, y
hacer explicita la relacion entre los dividendos y las respuestas.

6+3= 12+3= 24 + 3=

Los alumnos pueden ver que cuando el divisor se mantiene constante, conforme
el dividendo crece por un factor de 2, la respuesta también crece por un factor de 2.
Pueden explorar si un patron similar existe con problemas parecidos de division de
fracciones. Los estudiantes pueden empezar con un problema como 1 + /4, para el cual
conocen la respuesta basandose en el método de Cheryl: 1 + 3/4 = /3. Si se mantiene el
mismo divisor, équé pasa si el dividendo se multiplica por un factor de 1/2? /2= 3/s = D
¢Qué pasa cuando el dividendo se multiplica por 3/2? 3/2 + 3/s = D De esta manera, los
alumnos pueden observar un patron y ver que en general la respuesta es igual a la
repuesta del problema particular 1 + 3/ multiplicada por el dividendo. Asi que la res-
puesta de Y2+ 3/s es 1/2 x /3. Esto es, la primera fraccion por el inverso del divisor. Los
alumnos pueden de este modo conectar el método de Cheryl con uno de los métodos
ensenados en las escuelas.

Otro aspecto importante en la solucion de Cheryl es que ella encontré6 una mane-
ra de tratar con el problema indicado de division como un objeto matematico en
si mismo. Al usar un cuadro vacio para representar el resultado, ella introdujo una
notacion que puede ser aprovechada por la maestra, de modo que ésta sea capaz
de enfocar la atencion de los alumnos en que una division como /6 + /s puede ser
pensada como un objeto matematico en si mismo, y no s6lo como un proceso o una
division indicada. Mas adelante, los estudiantes pueden usar una letra como x para
indicar el resultado en un problema de division, por ejemplo, */s + %/s = x. Usando el
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método de Cheryl, los estudiantes pueden escribir x x 2/6=*/6y luego encontrar x mul-
tiplicando ambos lados por /2 El uso de una letra puede facilitar el tratar con una
expresion tal como #/6 + 2/6 como un solo objeto matematico. Es importante recordar
que incluso la gente que tiene capacidad para tratar con expresiones algebraicas
como x x 2/6=*/6 y encontrar x, puede que no vea */s + 2/s como un solo objeto (Flores,
Turner y Bachman, 2005). Aprender a considerar cadenas de numeros y simbolos
como objetos matematicos, y no s6lo como procesos para encontrar una respuesta
no es automatico y representa un paso importante en la transicion de la aritmética al
algebra (Kieran y Chalouh, 1993).

LA DIVISION COMO FACTOR FALTANTE

David, un alumno de 62 ano, uso una estrategia multiplicativa para resolver el siguiente
problema de division:

Se necesita 4/9 de frasco de pigmento azul para mezclar un galon de pintura que

tiene el tono de azul celeste. (Cudntos galones de pintura se pueden hacer con 13

frascos de pigmento? (Empson y Levi, 2011, p. 200)

La solucion de David fue como sigue:

_ x%9=13

9 x4=4

_ x4=13

3ex4=13

34 x9x49=13

29 Y4 x49=13

David replanted el problema de dividir 13 x %/s como un problema equivalente de
factor faltante. Ademas de usar la conexion entre la division y la multiplicacion, David
utilizo el principio matematico de la asociatividad de la multiplicacion. David descompo-
ne el problema original de multiplicacion en dos pasos. Al multiplicar 9 x 4/ encuentra
un numero entero que le facilita la comparacion multiplicativa con 13. El problema

_ x4=13 es mas sencillo de resolver, y puede ser relacionado con el problema original
como lo muestra David en los pasos que siguen. El maestro puede ayudar a los alumnos
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a ver como el método de David tiene validez general. Para encontrar la solucion de y
x */9=13, David resuelve primero z x 4 =13, de donde z= 3 /1. Como 4 es 9 veces mas
grande que /5, la respuesta y debe ser 9 veces mas grande que z EI método de David
se puede relacionar también con el método —descrito mas adelante— de ver la division
entre una fraccion como la composicion de dos operaciones. Si escribimos los problemas
como divisiones, el método de David es equivalente a resolver primero 13 + 4, y luego
multiplicar el resultado por 9 para obtener la respuesta del problema original, 13 +*/s,

USO DEL RAZONAMIENTO PROPORCIONAL INVERSO Y DIRECTO

Warrington (1997) reporta diferentes métodos para la division de fracciones usadas
por sus alumnos en un grupo autocontenido de habilidad y edades mixtas (de 52y
62 grado). Los alumnos primero utilizaron la interpretacion de medicién para encontrar
que la respuesta de 1 +1/3 era 3, 'ya que un tercio cabe tres veces en uno” (Ibid, p.
392). Cuando se encontraron con un problema relacionado, 1 + 2/3, varios alumnos
usaron razonamiento proporcional inverso, diciendo que la respuesta debia ser la mitad
de la repuesta del primer problema, ya que %/3 es dos veces mas grande que /3 (Ibid,
p. 392). Aqui, el maestro puede tratar de reforzar esta manera de pensar haciendo que
los alumnos consideren problemas relacionados donde el dividendo se mantiene cons-
tante y el divisor cambia, y los estudiantes comparan las diferentes respuestas.

213 223 2 43
En el siguiente ejemplo, los estudiantes trabajaron con el problema:

Yo compré 5 3/ libras de cacahuates cubiertos de chocolate. Quiero empacar los
dulces en bolsas de media libra, de manera que los pueda congelar y utilizar las
porciones mas pequefas. ¢Cuantas bolsas de media libra puedo hacer? (Warrington,
1997, p. 392)

En la clase de Warrington, los alumnos eran alentados -y estaban acostumbrados—a
estimar mentalmente la respuesta antes de tratar de obtener una respuesta exacta. Una
respuesta estimada puede ayudar a los alumnos a ver la comparacion multiplicativa
entre las dos fracciones. Cuando los alumnos dan estimaciones rapidas que van de 10
a 12 bolsas (Ibid, p. 392), pueden tener una mejor idea de cudntas veces es mas grande
5 3/+ comparado con /2.

Para obtener una respuesta exacta al problema de arriba, una alumna dijo que
habia duplicado cinco y tres cuartos y luego dividido entre uno (Ibid, p. 393). Esto
es, multiplico tanto el dividendo como el divisor por 2. Cuando sus companeros le
preguntaron si podia hacer eso, ella explico que no cambiaba el problema. Utilizd
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el hecho de que el cociente permanece constante cuando los dos términos de la
division se multiplican por dos, como en 10 + 5 =2y 20 + 10 = 2. La alumna uti-
lizo el principio de proporcionalidad sin haber recibido instruccion directa acerca
de las proporciones.

DIVISION ENTRE UNA FRACCION COMO UNA COMPOSICION
DE OPERACIONES

En esta seccién vemos cémo los alumnos recurren a la composicion de dos opera-
ciones, multiplicacién y division con ndmeros enteros, para resolver un problema de
division entre una fraccion como el siguiente.

Si 3/5 de una bolsa de caramelo pesan 6 %/ libras, éicudnto pesa una bolsa de cara-
melo? (Empson y Levi, 2011, p. 204)

Keesha resolvio el problema dividiendo 6 %4 entre 3y luego multiplicd por 5.
Cuando le pidieron que explicara su pensamiento, ella dijo: “cuando divides entre 3/s,
primero divides entre 3y sabes cudnto pesa /s de una bolsa. Luego multiplicas por 5
y eso te dice cudnto pesa la bolsa completa” (Ibid, p. 205). Usando notacién algebraica,
podemos representar el método de Keesha de la siguiente manera: si a es cualquier
numero, */c una fraccion, entonces a + c=(a+ b) x ¢

Caroline resolvio el siguiente problema de division de fracciones primero multipli-
cando y luego dividiendo.

Sheila bebe %4 de vaso de agua por cada milla que camina. A su botella le caben
5 vasos de agua. (Qué tan lejos puede llegar antes de que se le acabe el agua?
(Ibid, p. 205).

Primero encontré cuantos /4 hay en 5, “hay 5 por 4 o 20" (p. 205). Pero como real-
mente tenfa que encontrar cuantos ¥4 hay en 5, ella se dio cuenta de que el niimero de
3/4 que hay en 5 seria la tercera parte del nimero de /s que hay en 5. Asi que dividio
20 entre 3y obtuvo la respuesta, usando el hecho 5 = 3/4= (5x 4) = 3. El método de
Caroline se puede representar algebraicamente como a + %c=(ax ¢ + b.

Vemos en estos dos ejemplos que un problema de dividir un numero entre una
fraccion, digamos /4, se puede resolver primero dividiendo entre 3y luego multiplicando
por 4, o primero multiplicando por 4 y luego dividiendo entre 3. A fin de que los alum-
nos tengan una mejor comprension, pueden conectar este método con la multiplicacion
por el inverso multiplicativo y la asociatividad de la multiplicacion. Dividir un nimero
entre 4 es lo mismo que multiplicar el nimero por /s. Asi que dividir entre /s, que es
lo mismo que dividir primero entre 4 y luego multiplicar por 3, equivale a multiplicar por
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!/4 primero y luego multiplicar por 3. Esto es lo mismo que multiplicar por 3 primero y
luego multiplicar por /4, que es lo mismo que primero multiplicar por 3y luego dividir
entre 4. En notacién algebraica, de a x /4x 3 =a x 3 x /4 se sigue que (a + 4) x 3
=(ax3)+4

DIVISION ENTRE UNA FRACCION Y MULTIPLICACION POR EL INVERSO
MULTIPLICATIVO DEL DIVISOR

En algunos casos, los alumnos conectaran por si mismos su forma de dividir fracciones
con el procedimiento de multiplicar por el inverso de la segunda fraccion. Por ejemplo,
Pirie (1988) reporta acerca de un grupo de alumnos de 11 afos quienes usaron la
estrategia de composicion de operaciones para dividir entre una fraccion. Para resolver
2 Y4+ 2/3, su proceso fue primero ‘multiplicar por 3', lo que les dio 6 /4, y luego tomar
la mitad de eso. Una estudiante describi6 la estrategia con sus propias palabras:

Oh, son faciles. S6lo multiplicas el niumero de abajo y ves cuantos 2 0 4 o lo que
sea caben. Como cuando divides entre */s, entonces multiplicas por 5y ves cuantos
4, 0 lo que sea, caben y si hay un poco de sobrante, lo divides en cuartos o algo.
(Ibid, p. 3)

El grupo no tuvo mas instruccion sobre el tema. Ocho semanas después, la respues-
ta de la misma alumna para un problema de division entre una fraccion fue: “sélo la
volteas al revés y multiplicas” (Ibid, p. 4).

En otros casos en los que los alumnos no establecen la conexion por si mismos, el
maestro puede poner actividades y hacer preguntas para ayudar a los alumnos a ver
patrones y establecer la conexion. Una forma de ayudarlos a establecer la conexién
es ver tanto la division como la multiplicacion como composiciones de operaciones y
compararlas.

Algunos alumnos piensan la multiplicacion por una fraccion también como una
composicion de operaciones. Bella, una alumna de 4° grado, resolvio el problema
12 x 3/4 primero dividiendo 12 + 4, y luego multiplicando el resultado por 3 (Empson
y Levi, 2011, p. 192). Podemos entonces escribir 12 x 3/+ = (12 + 4) x 3. Bella uso la
misma estrategia para multiplicar 3/4 x 22 = (22 + 4) x 3 (Ibid, p. 193).

De este modo, podemos interpretar la composicién de operaciones (5 + 3) x 4 como
un problema de divisién entre una fraccion, 5 + 3/4, 0 como una multiplicacion por una
fraccion, 5 x #/3. Desde luego, la composicion equivalente de operaciones (5 x 4) + 3
da lugar a los mismos problemas de division y multiplicacion de fracciones. Asi, los
alumnos pueden ver que 5 = 3/4=5 x /3.
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DIVISION DE FRACCIONES COMO UNA RAZON ENTRE DOS CANTIDADES

Algunas veces los alumnos encuentran comin denominador cuando se enfrentan con
un problema de division, tal como %/5 + /3,y tratan de resolver, en su lugar, el problema
equivalente ¢/15 + 3/15 (Warrington, 1997). La alumna que cambio el problema explico
por qué habia encontrado comun denominador para las fracciones: ‘Porque es mas
facil para mi dividirlas ahora y todavia son el mismo ntmero” (Ibid, p. 393).

Dividir fracciones con el mismo denominador es un contexto donde se puede
enfatizar la razon entre dos fracciones. Los estudiantes pueden usar representaciones
concretas de fracciones, tales como modelos de plastico en los que los valores son
proporcionales a las areas, para dividir fracciones en conjuntos de problemas, tales
como >4 = 34, 38 + 3/s, 5o + 3/10, 3/12 + 3/12. Para cada problema de division de dos
fracciones, tanto el dividendo como el divisor tienen el mismo denominador, y de un
problema a otro del conjunto, los numeradores para los dividendos son iguales entre sf;
y de un problema a otro, los numeradores para los divisores son iguales entre si. Para
todos los problemas, la relacion entre el numero de piezas del dividendo y el niimero de
piezas del divisor es la misma, pero para cada problema se utilizan piezas de diferente
tamano. Al resolver tales conjuntos de problemas, los estudiantes se dan cuenta de que
en situaciones en las que dos fracciones tienen el mismo denominador, el resultado de
la division de una fraccion por la otra sélo depende de la razén de los numeradores,
no del tamano de las piezas. La razén del nimero de piezas entre dividendo y divisor
en los ejemplos de arriba es la misma que 5 a 3. Por tanto, todos los problemas tienen
la misma respuesta: 5 = 3 =3/3. La conexion entre division y razén en el contexto de
fracciones puede ayudar a los alumnos a desarrollar su pensamiento multiplicativo
para comparar fracciones.

COMENTARIOS FINALES

Como Kieren (1992) senala, los conceptos de fracciones son inherentemente multifacé-
ticos (p. 330). Los investigadores han identificado varios constructos relacionados con
las fracciones y los niimeros racionales (Behr, Lesh, Post y Silver, 1983; Kieren, 1976,
1988), tales como parte-todo, medida, cociente, razén y operador. Necesitamos dar a
los estudiantes la oportunidad de desarrollar esas facetas distintas y hacer transiciones
entre ellas. Desafortunadamente, muchos estudiantes que reciben instruccion limitada
a fracciones en el contexto parte-todo tienen una comprension empobrecida de nimero
racional (Lamon, 1999, p. 4).

También existen distintos significados e interpretaciones para la division de fraccio-
nes, tales como medicion, particion, factor faltante, razén y determinacion de la razon
unitaria (Flores, 2002; Sinicrope, Mick y Kolb, 2002). Los alumnos interacttian mental-
mente con estos constructos, significados e interpretaciones en formas complejas y
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dependiendo del contexto o situacion. En un principio, las situaciones mas comunes
para ilustrar el concepto de division implican un reparto o distribucion, por ejemplo,
repartir siete pays entre cuatro amigos. En este tipo de situaciones, una fraccion puede
ser, de manera natural, el dividendo (repartir % de pay entre dos amigos) y el cociente,
pero no es facil dar una interpretacién cuando el divisor es una fraccion. Los ejemplos
dados en el articulo también ilustran que diferentes situaciones pueden dar lugar a
diferentes estrategias. Por ejemplo, en situaciones donde se utiliza el significado de
medicion (cuota) de la division, en las que el divisor es una fraccién y el dividendo un
numero natural, una fraccion mixta o una fraccion, las estrategias mas utilizadas por los
alumnos son la sustraccion repetida, razonamiento proporcional y composicion de ope-
raciones. Otro tipo de soluciones (identidad multiplicativa, inversos multiplicativos, factor
faltante, razén entre dos cantidades) pueden emerger cuando los estudiantes enfrentan
situaciones que se plantean de manera exclusivamente numérica (1 + %/3).

En un dominio complejo, tal como las estructuras multiplicativas, es necesario ayudar
a los estudiantes a formar una red dindamica de relaciones y conexiones entre los dis-
tintos constructos y las diferentes interpretaciones de las operaciones, de modo que los
alumnos puedan cambiar con facilidad de una perspectiva a otra que pueda ser mas
adecuada para entender las relaciones matematicas en la situacion. Adicionalmente, al
alternar las formas en las que los estudiantes examinan una situacion, ellos pueden
desarrollar una mejor comprension desde distintas perspectivas. Por ejemplo, utilizar una
perspectiva de razon puede proporcionar una comprension matematica distinta que una
perspectiva de operador.
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