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Johdanto

Tutkielman alussa méiritellaéin symmetrisen polynomin kiisite muutamalla esi-
merkilld varustettuna. Symmetrinen polynomi tarkoittaa kiytinndssi sitd, ettd
se sdilyy muuttumattomana, vaikka sen muuttujia jirjesteltiisiin uudelleen mie-
livaltaisesti. Lisédksi esitetddn maéritelmit polynomin homogeenisuudesta ja epé-
homogeenisuudesta, jonka jilkeen kisitelliin "Symmetriset polynomit” -osuuden
ydintd eli symmetristen funktioiden peruslausetta se todeksi osoittaen. Symmet-
risten polynomien peruslause sanoo, ettd jokainen symmetrinen polynomi, jonka
toisistaan riippumattomat muuttujat ovat x1, xs, ..., T,, voidaan esittdd muut-
tujien zy, x9, ..., , symmetristen perusfunktioiden avulla. Symmetrinen pe-
rusfunktio pg(z1,x2,...,2,), missi 1 < k < n, on sen muuttujien summa tai
muuttujista muodostettujen tulojen summa, jossa kunkin tulon tulontekijéiden
mééra on k. Jokaisessa tulossa tulontekijoilld pitda olla eri indeksit. Summa ei voi
sisaltda kahta samanlaista termid. Lisdksi kaikilla termeilld on kertoimena luku
1. Summan pitéaé sisaltad kaikki mahdolliset termit, jotka tayttivat nima edelld
esitetyt ehdot.

Tamén jilkeen on pari esimerkkid siitd, kuinka peruslauseen todistuksen ideaa
hyvaksikiayttden voidaan symmetriselle funktiolle 16ytd4 muoto, jossa se on esi-
tettynd perusfunktioiden avulla. Luvussa kaksi tarkastellaan, millainen yhteys
yhtalon juurien symmetrisilla perusfunktioilla ja yhtdlon kertoimilla on. Nama
ensimmaiset kaksi lukua olen kirjoittanut luonnontieteiden kandidaantin tutki-
melmaani. Olen liittdnyt ne my6s tdhén tyohon mukaan esityksen tiydellisyyden
ja helppolukuisuuden vuoksi, silla resultanttia késitellessini olen kiyttédnyt apu-
na symmetrisia polynomeja.

Kolmas luku, tdméan tyon ydin, kisittelee resultanttia. Resultantin lauseen mu-
kaan kahden polynomiyhtéalon A ja B resultantti R voidaan esittdd polynomin
A kertoimien suhteen polynomin B astetta olevana ja polynomin B kerrointen
suhteen polynomin A astetta olevana homogeenisena polynomina, jonka kertoi-
met ovat kokonaislukuja. Resultantti R = 0, jos ja vain jos yhtéal6illd on yh-
teinen juuri. Resultantin lause todistetaan symmetrisiin funktioihin perustuen
seké johdetaan se yhtaloistd muodostettavan determinantin avulla. Todistettaes-
sa kahden polynomiyhtdlon resultantti symmetrisiin perusfunktioihin perustuen
jasennellddn resultantin lauseketta niin, ettd kertoimiksi muodostuu toisen poly-
nomiyhtalon juurien symmetrisid polynomeja. Kun téssi hyodynnetéan luvussa 2
todettua polynomiyhtélén kerrointen, symmetristen perusfunktioiden ja yhtélon
juurien symmetristen polynomien vilistd yhteyttd, on saatu resultantin lauseke
esitettyd muodossa, joka on tdsmélleen resultantin lauseen mukainen. Esimerkin
avulla esitetddn, kuinka tapauksissa, joissa yhtél6illa on yhteinen juuri, voidaan
resultanttia apuna kiyttien selvittdd mahdollinen tuntematon tekiji sekéd yhteis-
ten juurien arvot. Johdettaessa resultantti determinanttien avulla pyritddn to-



teamaan, ettd polynomiyhtéloistd A ja B muodostetun yhtélon kerroinmatriisin
determinantti D on tdsmailleen sama kuin resultantti R. Lopputulokseen paidy-
tdén esittamalld kahdella eri tapaa tulo agbg' DM, missé ag ja by ovat polynomien
korkeimpien termien kertoimet, luku n polynomin B aste, luku m polynomin A
aste sekd determinantti M polynomien A ja B juurista muodostettu Vandermon-
den determinantti. Kolmannen luvun loppuosassa esitelldéin algoritmi resultantin
laskemiselle sekd lasketaan algoritminkiyttod selventiva esimerkkitehtdava seka
todistetaan algoritmin pitdavian paikkansa.

Esitys on tehty siten, etta kirjoittaja olettaa lukijan hallitsevan algebran alkeet.
Lahteind on kédytetty padosin teoksia [1] ja [2].

1 Symmetriset polynomit

Mééritelmé 1. Olkoon s, joukon {1,2,...,n} permutaatioiden joukko. Polyno-
mi p(zq, T, ...,T,) on symmetrinen, jos
pn(x17x27 o ’xn> - p(xl_[(l)7xl_[(2)7 s 7(1)1‘[(”)) - p(xh ... 71:71)

kaikilla IT € s,,. (Kts.[3])

Symmetriseksi funktioksi kutsutaan siis toisistaan riippumattomien muuttujien
funktiota, jos funktio ei muutu, vaikka muuttujien paikkoja vaihdeltaisiin keske-
nain kuinka tahansa. Olkoot xy, xs, ..., x, yhtidlon

Al) = (2 — 1)@ —a2) - (¢ — ) (1)

toisistaan riippumattomat muuttujat. Kehittdmalld yhtédlon (1) oikea puoli muut-
tujan x polynomiksi saadaan

n n—1 n—2 n
Alz) = 2" —pra™ " 4+ pox™  — - 4+ (=1)"py, (2)

missi jokainen p; = p;(z1,...,x,) on muuttujien 1, xs, ..., x, symmetrinen
polynomi.
N&itad ovat

pl(‘rlyx%"'axn) =TI +$2+"'+In,

p2(£17x27"'axn) = T122 + - +x1xn+x2x3+ +x2xn+ +xn71xn,

P3(T1, 22, ..., Ty) = T1T2T3 + -+ + X1 Tp1Tp + - + Tp2Tp_1Tn,

Pn(T1, Ty o XTy) = T1X9 -+ - Ty,

pn—&-l(xla Lo, ... 7'1771) = pn+2($1ax2a s 73371) =...=0.



Siis, kun 1 < k < n, niin pg(z1,29,...,2,) on kaikkien niiden muuttujista
x1, %2, ..., T, saatujen tulojen summa, joissa on k tekijdd ja jokaisella tekijél-
14 on eri indeksi. Polynomin py(xy, zs,. .., z,) kaikilla termeilla on kertoimenaan
luku 1. Polynomeja pq, po, ..., p, kutsutaan muuttujien xq, xo, ..., r, symimetri-
siksi perusfunktioiksi.

Maaritelma 2. Homogeeninen polynomi on polynomi, jonka termien asteet
ovat samat. Termin asteluku méaaraytyy sen sisdltdman muuttujan potenssista.
Useamman muuttujan siséltivin termin asteluku (kokonaisaste) saadaan sum-
maamalla muuttujien potenssit.

Esimerkki 1. 2° + 222y3 + 929* on homogeeninen polynomi, jonka aste on 5.

Maéritelmén 2. perusteella voidaan todeta, ettd symmetrinen perusfunktio
pr(x1, 29, ..., 2,), missd 1 < k < n, on homogeeninen polynomi, jonka aste on k.

Maaritelma 3. Polynomi on epdhomogeeninen, jos se ei ole homogeeninen. Siis
epahomogeenisen polynomin termien kokonaisaste ei ole kaikilla termeilld sama.

Muuttujien zq, xo, . . ., ©, symmetrisiksi polynomeiksi kutsutaan myos funktioita,
jotka eivit ole edelld mainittujen symmetristen perusfunktioiden muodossa, mut-
ta voidaan esittdd symmetristen perusfunktioiden polynomeina. Helposti nih-
déidin, ettd myds tuntemattomien nelividen summa x3 + 22 + ... + 22 on sym-
metrinen. Erityisesti kahden symmetrisen polynomin summa, erotus ja tulo ovat
symmetrisia.
Esimerkki 2. Olkoon n = 3 ja polynomina symmetrisistd perusfunktioista koos-
tuva polynomi p1ps + 2ps. Korvataan pi, p2 ja ps niiden lausekkeilla, jotka koos-
tuvat muuttujista z, o, ..., x,. Tilldin saadaan

(p1p2 + 2p3) (21, T2, ¥3) = (21 + T2 + 23) (2172 + 2173 + Tox3) + 2(T12973)

= x%xg + SL’%T:; + xlxg + I%l‘g + x1x§ + x2x§ + bx1x973.

Saatu polynomi on selvisti symmetrinen. Tdmé ndhdain seuraavasti.
Olkoon 7 € s3 mielivaltainen. T&ll6in

(p1p2 + 203) (Tr(1), Tr(2), Tr(3)) =P1(Tr(1)> Tr(2), Tr(3))P2(Tr(1)s Tr(2)s Tr(3))
+ 2p3(Tr(1)s Tr(2), Tr(3))
=p1 (21, T2, 3)p2(21, T2, x3) + 2p3(21, T2, T3)

=(p1p2 + 2ps) (w1, T2, T3).

Esimerkki 3. (Muuttujien uudelleenjérjestdminen )

Vaihdetaan edellisessd maaritelméssa esiintyvan polynomin

(P12 + 2p3) (w1, 22, x3) = (21 + T2 + 23)(T122 + T123 + 2x3) + 2(T12273)



muuttujat x; ja xrs keskendin.

Talloin saadaan

(p1p2 + 2ps)(wa, 1, 23) = (2 + 1 + 23) (X221 + ox3 + 123) + 2(T22123).

Jarjestamalld muuttujat uudelleen saadaan jilleen
(p1p2 + 2p3) (w2, 1, 23) = (21 + @2 + x3) (X102 + T103 + Tox3) + 2(T10273).

Huomataan, ettd lauseke ei muutu, vaikka muuttujien 1, xo, r3 jirjestystd vaih-
dettaisiin kuinka tahansa. Siispd ko.polynomi on symmetrinen.

Jos cx('xy? -+ -zl on sellaisen symmetrisen polynomin, jossa samanmuotoiset

muuttujat on yhdistetty, termi, niin polynomin tiytyy sisdltdd myos kaikki ter-
mit, jotka saadaan dsken mainitusta termista vaihtamalla eri tavoin muuttujien
x1, ..., T, jarjestystd. Nama jasenet muodostavat yhdessid oman symmetrisen po-
lynominsa, joka on lisiksi homogeeninen. Sitd merkitddn symbolilla

S(cxtay? - xym).

Esimerkki 4. Jos n = 3 ja x{xs on jokin symmetrisen polynomin termi, niin
symmetrinen polynomi sisaltdd my6s osasumman

4 4 4 4 4 4 4
S(zixe) = xjrs + xjT3 + x5y + Tows + T3T + T3To.

Siispé jokainen symmetrinen polynomi voidaan esittdd symmetristen osasummien
summana. T&std seuraa, ettd epahomogeeninen symmetrinen polynomi voidaan
aina esittdd homogeenisten symmetristen polynomien summana.

Esimerkki 5. Olkoon n = 3. Symmetrisistd perusfunktioista koostuva polynomi
D1 (xl, T, x3) —|—p2(x1, Ta, xg) =21+ 29+ 23+ 2179 + 2123+ Tox3 On symmetrinen.
Polynomi ei selvistikddn ole homogeeninen, mutta se voidaan lausua homogee-
nisten polynomien p; ja ps summana.

Lause 1 (Peruslause). Olkoon R kommutatiivinen ykkdsellinen rengas ja
Rlx1, 9, ..., x,] R-kertoimisten polynomien rengas. Jokainen symmetrinen po-
lynomi P(xq,xs,...,2,) € Rlxy,z9,...,2,] voidaan lausua symmetristen perus-
funktioiden polynomina Q(p1,p2, ..., 0n) € Rlp1,p2,...,0n]. Polynomi Q on yk-
sikdsitteisesti mddratty ja sen kokonaisaste perusfunktoiden py, pa, ..., p, suhteen
on yhtdsuuri kuin polynomin P aste muuttujan x, suhteen.

Todistus. Koska epdhomogeeninen symmetrinen polynomi voidaan esittda homo-
geenisten symmetristen polynomien summana, niin todistuksessa riittaa kasitella
vain tapausta, jossa P on homogeeninen.



Kisittelemme seuraavassa polynomin korkeinta termié, silld symmetrisen funk-
tion korkein termi mairda polynomin asteen muuttujan x; suhteen.

Olkoon P(xy,xs,...,x,) astetta t oleva symmetrinen polynomi. Jos
M = c¢ztlay -z ja N = ¢zl ay - xlr

ovat kaksi polynimin P termii ja ensimmaéinen erotuksista
Z.l _jlv Z.Q_j?v sy Zn_jn7

joka on nollasta eroava, on positiivinen, niin sanotaan, ettd M on korkeampi kuin
N ja vastaavasti N on matalampi kuin M. Voidaan olettaa, ettd polynomissa P
samanmuotoiset termit on aina yhdistetty. T&lldin polynomissa P jokin jisen
on korkein, silld sen kahdesta termisti toinen on aina korkeampi. Olkoon tdmé
korkein termi

apxi k> .o gk (3)

Polynomi P on homogeeninen, joten korkeimmalle termille pitee

Nimittéin, jos olisi k; < ki1 jollakin 4, niin polynomi P(xq,zs,...,x,) symmet-
risend polynomina sisdltiisi termin

kl kg ki k‘+1 k. _ k‘l kg k'+1 ki k
O i R e S A R I (4)

missd yhtdlon oikea puoli on saatu vasemmasta vaihtamalla keskendén tekijéiden
25 ja z¥i | paikkaa. Vertaamalla muuttujan z; potensseja termien (3) ja (4)
kesken huomataan, ettd (4) on korkeampi kuin (3), silld oletettiin, etté k; < kit1.

Tam4 on ristiriita, silld oletuksena oli, ettd termi (3) on korkein.

Muodostetaan peruslauseen todistusta varten symmetristen perusfunktioiden tu-
losta muodostuva polynomi

_ _ kn—1—kn ko,
= Cloplf1 k2P§2 ko Py PZ . (5)

Tama on homogeeninen symmetrinen polynomi muuttujien z1, x5 . ..z, suhteen,
ja sen kaikki potenssit ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja. Perusfunktioiden



P1,P2 ..., korkeimmat termit ovat xq,x1x9, x12223,...,2129 - x,. Koska ho-
mogeenisten symmetristen polynomien tulon korkein termi on yhtédsuuri kuin te-
kijoiden korkeimpien termien tulo, saadaan polynomin () korkeimmaksi termiksi

k1 —ko ko—Fk ks—k En_1—k kn _
apxy (x120)"2 M3 (2 20x3)™ ™M o (X -+ - )T (B Xy e 1y =
kl kg k‘g k3 k3 k3 knfl k‘n—l kn—l . k‘n—l
(loxl R B I W T L S R itk gk gk ke
ko k3 k3 ka kg Ky kn ken . kn kn 172 %3 no
L7 Ty Ty Xy Ty Ty SR TR R |
k1 k2 kn,

aoIl x2 e X

n

joka on ekvivalentti polynomin P korkeimman termin kanssa.

Koska siis polynomien P ja (); korkeimmat termit ovat samat, vihennetties-
sd polynomi (), polynomista P korkein termi hévida. Muodostuneen, edelleen
muuttujien x1, s ...x, suhteen astetta ¢ olevan, homogeenisen symmetrisen po-
lynomin P — @), = P; korkein termi on tidten matalampi kuin termi (3), silld vain
vksi termeisté voi olla korkein symmetrisessé polynomissa, jossa samanmuotoiset
termit on yhdistetty. Olkoon tdmé& polynomin P; korkein termi

I, lo l
boxi'xy - x,y

ja merkitdin
o 11—y lo—I3 In—1—ln_1,
Q2 =bopi' ps - p Dy

Toistamalla edelld mainittu prosessi polynomille ()2, huomataan, etté sen korkein
termi on sama kuin polynomin P; korkein termi. Talloin vastaavasti saadaan

P — Q2= P,

jossa polynomin P, korkein termi on taas matalampi kuin polynomin P;. Tdhén
sijoittamalla P — ()1 = P, saadaan yhtalo

P—0Q1— Q2= P,
josta saadaan polynomille P esitys

P=Qi+Qs+ P

Jatkamalla tata prosessia saadaan lopulta Ps; = 0 jollakin s ja voimme néin ollen
ilmaista polynomin P polynomien ()1, Qo,. .., (s summana:

P($1,$2,...,$n) :Ql_‘_QQ—{_”. +QS:Q(p1’p2""7pn)7



missd polynomin () kertoimet ovat polynomin P kertoimien méardamén renkaan
lukuja.

Polynomin (); aste symmetristen perusfunktioiden suhteen on

(kl_k2)+(k2_k3)++(kn—1_kn)+kn:kl

Vastaavasti saadaan polynomin () aste symmetristen perusfunktioiden suhteen
on l; < ki jne. Polynomien (1, Qs, ..., Q, summasta muodostuvan polynomin
(@ aste symmetristen perusfunktioiden pq, ps, ..., p, suhteen méaaraytyy luonnol-
lisesti sen symmetristen perusfunktioiden suhteen korkeinta astetta (kokonaisas-
tetta) olevan termin mukaan. Askettiin todettiin, ettd polynomin ()7 symmetris-
ten perusfunktioiden suhteen muodostuva asteluku k; oli korkeampi tai yhtasuuri
kuin muiden osasummien @s, Qs, ..., @, asteluvut symmetristen perusfunktioi-
den suhteen. Téten myds polynomin ) asteluku symmetristen perusfunktioiden
suhteen on k;. My6s polynomin P korkeimman jdsenen aste muuuttujan z; suh-
teen on k;. Taten polynomin () aste perusfunktoiden pq,po,...,p, suhteen on
yhtasuuri kuin polynomin P aste muuttujan x; suhteen.

Todistamme vield, ettd polynomi ) on méaératty yksikésitteisesti. Suoritamme
todistuksen tekemélld vastaoletuksen, ettd polynomia P esittdé vield toinen sym-
metristen perusfunktioiden pq, pa, - -+ , p,, polynomi. Olkoon tamé Q' (p1,pe -+ , Pn)-
Tall6in nadiden erotus on

Q-Q'=0=7) gwi'vs...p;.

Tassa kertoimet g; ovat nollasta eroavia. Yhtalo muuttuu identtiseksi lausuttaessa
polynomit py, ps, ..., p, muuttujien xy, s, ..., x, avulla. Summan termit ilmais-

tuna yleisessd muodossa ovat muuttujien xq, xs, . .., T, homogeenisia symmetrisia
polynomeja. Olkoon summan yleisen termin korkein jédsen gixi‘lx§2 ... x). Koska
homogeenisten symmetristen polynomien tulon korkein termi on yhtasuuri kuin
kuin tulon tekijéiden korkeimpien termien tulo, niin tulon gz} @) . .. 2 korkein

termi on sen tekijoiden pil, p?, ..., pi» korkeimpien termien tulo. Koska

tekijan pi' korkein termi on z7',

. rkeln termi on
tekijin py korkein termi on zx:,

tekijén p;» korkein termi on x"xy* - - - a2,

11+io+tin 2+ Fin .
2

niin tulon g;p{'p% - - - pir korkein termi on g,z T - xin. Jotta tdmi



A1, A2 A

olisi yhtdsuuri termin g;z7'25* - - - 7", saadaan yhtéloryhma

i F+ie+ - 4i, = A,
lo+ -4l = A,

Un = .

Tasta yhtaloryhmaésta saamme

'él :)\1_)\272.2 :)\2_)\37"' 7in—1 :)\n—l _)\nain:An-

Summan eri termeilld ei voi olla samaa korkeinta jasentéd. Eli koko summan kor-
kein termi esiintyy vain yhdessi summan termissd g;xi'zy ...z, Tadmé on kui-
tenkin mahdotonta, silld ylla oleva yhtalo ei olisikaan muuttujien xq, o, ..., 2,

sijoittamisen jilkeen identtisesti nolla.

[]

Sovellettaessa edelld esiteltyé keinoa polynomin ) muodostamiseksi voidaan me-
netelld seuraavaan tapaan. Muodostetaan polynomin P korkeimmasta jésenesti

/

aoxlflacglz ..zt askel askeleelta madaltaen kaikki tulot

k1, k2 k
331 x2 ...xn’ﬂ,

joissa

ki+ke+- +ky =k +ki+-+k =t
R > ko> e >k > 0.

Esimerkiksi, jos z{ on jonkin homogeenisen symmetrisen polynomin korkein jésen,

niin titd madaltamalla saadaan tulot z1, ¥3xy, ¥322 230013, 1227374,

Polynomien P, Py, P, ... korkeimmat jasenet ovat ndma tulot varustettuina asian-
omaisilla kertoimilla. Téma ndhdain my0s seuraavassa esimerkissé.

Esimerkki 6. Olkoon n—3 ja P(xy, 79, 13) = S(vi19) = 23wy + 2223 + 232, +
T3x3 + 371 + 379, Témén polynomin korkein termi on ziz,.

Muodostetaan edelld mainitulla tavalla korkeimmasta jasenesté tulot, joiden tulisi
olla sopivilla kertoimilla varustettuina polynomien P, P, ... korkeimmat jdsenet.
Nimi ovat 22wy ja o17973.



Peruslauseen todistuksen mukaan

_.2-1 1-0 _ _
Q1 =pi vy =pip2 = (X1 + 22 + x3) (X122 + T123 + TaT3)
2 2 2 2 2 2
= T1T2 + x7T3 + T5T1 + T5T3 + X371 + T30 + 3T1T2T3

ja
2 2 2 2 2 2 2 2 2
P, =P — Q =x{xs + 2123 + 2521 + 523 + 321 + w3200 — (2702 + 2703 + 2574

2 2 2
+ 253 + 2501 + 1500 + 3x10273)

= — 3x12273.

Tastd ndhdédan, ettd polynomin P; korkein jasen on —3zixox3. Tama todellakin
on polynomin P korkeimmasta jidsenestd madaltamalla saatu tulo varustettuna
kertoimella —3.

Polynomi P voidaan nyt esittdi symmetristen perusfunktioiden polynomina
P = pips — 3ps.

Koska P = Q1+ Q2+ ... + Qs ja polynomit (01, Qs, ..., s muodostettiin poly-

nomien P, Py, ... korkeinten jasenten avulla, saadaan
— k1—ko, ko—k3 kn—1—kn ky
P = E CkP1 P2 Pn-1 Dn-
ki+ko+.. +kn=t
k1Zko>...>kn
Kertoimet ¢, voidaan maarata sijoittamalla muuttujien z, zo, ..., z, paikalle so-

pivia kokonaislukuja ja laskemalla néin saatavista lineaarisista yhtaloista kertoi-
mien arvot.

Jos n > t, niin kyyq = -+ = k, = 0, joten voidaan kirjoittaa

_ k1—k2 kz—kg kt—l_kt k
P = E CkP1 Y2 Dy P

ki+ko+...+kn=t
k1>ko>..>kn

Talloin voidaan kertoimia c; médritessa asettaa x4y = -+ = x, = 0. Toisin
sanoen, kun n > t, polynomi P voidaan muodostaa ikdin kuin n = t.

Esimerkki 7. Lausu symmetristen perusfunktioiden polynomina P(xy, x5, x3) =
S(z3xoz3).
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Ratkaisu. Voidaan olettaa, ettd n > 5. Téalléin mahdolliset korkeimmat jésenet
ovat

3 2,2 2
T1T2X3, T1ToX3, T1TL2X3Ty, T1X2X3X4T5.

Peruslauseen todistuksen perusteella tiedetdédn, ettd halutun polynomin

Q(p1,p2, ..., pp) osasummat @1, Qs, ... madrdytyviat symmetristen polynomien
P, P, P,, ... korkeimpien termien mukaan. Siispa korkeimmista jdsenistd saadaan
Qv =pi 'py Py = pips,

Qo = Ap??p5 'py0 = Apaps,
Qs =Bpy 'py 'py 0y " =Bpips  ja
Q4= Cpy 'py'ps 'pi'ps " = Cps.

Termin (); muodostamisessa on otettu huomioon polynomin P korkeimman ji-
senen T3xox3 kerroin, joka on 1. Niin saadaan

P = Q1+ Q2+ Qs+ Qs = pips + Apops + Bpips + Cps. (a)
Polynomi P voidaan muodostaa ikdan kuin n = 5, silld kertoimia A, B ja C
méadrattiessa voidaan sijoittaa rg = x7 = ... = 0.
Télloin

S(23w9x3) =23 00T3 + T}ToTy + T3ToT5 + T3T3Ty + TIT3T5 + TiT4T5 + THT1 T3+
x%xlm + x§x1x5 + x§x3x4 + x§x3x5 + wg’x4a:5 + x§x1x2 + x%xlm—i—
I§ZE1$5 + ZE§$2ZE4 + x§x2x5 + x§x4a75 + mixlxg + CE’ZIEll’g + xixl%—i—
SL’il‘ng + $i$2$5 + xix3x5 + xgxlxg + $§$1$3 + xgxlm + x§x2x3+
xgasgm + x§x3x4

ja
P1 :$1+SB2+$3+IB4+$5,
P2 =T1T2 + T1X3 + T1X4 + L1205 + T2T3 + Taly + Toks + T3X4 + T3T5 + TaTs,
P3 =X1XLox3 + T1X2X4 + T1T2T5 + T1X3L4 + T1X3T5 + T1T4T5 + ToX3Ta+
ToX3T5 + ToTyl5 + T3Ty4Ts,

D4y =X1X9XL3T4 + T1X2X3T5 + T1Xo2X4 X5 + T1T3T4T5 + ToX3T4Ts ja

Ps =T1X2T3T4X5.
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Kertoimien maaraamiseksi
1) sijoitetaan 1y =22 =3 =1jaxy =25 =...2, = 0.
Talloin saadaan

P = S(z}wo13) = 0075 + Th7123 + 13170
—14141=3,

pr=21+x+r3=14+14+1=3,
P2 =TT + T1T3 + ToX3 = 1+1+1 :3,
P3 =T1%973 = 1 ja
pa =ps = 0.
Néin ollen yhtdloksi (a) saadaan
P=3*+3A=3,

josta saadaan
A=-2 (b)

2) Sijoitetaan o1 =xs =23 =1, 2y =25 =—1jaxg=--- =z, = 0.

Talloin on S = —6, p1 =1, po = =2, p3 = =2, py = 1 ja p5s = 1, joten yhtaloksi
(a) saadaan

P=—2+44A+B+C = —6,

johon sijoittamalla (b) saadaan

C=-B+4. (c)

3) Sijoitetaan x1 =9 =x3=ax4=1jazrs =26 =--- =z, = 0.
Kun ndmaé ja yhtdlo (b) sijoitetaan yhtdloon (a), saadaan

P=16-4—-12-4+4B =12,

josta
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Edelleen sijoittamalla B = —1 yhtéloon (c) saadaan

C =5.

Siispd S(z3x9w3) voidaan lausua symmetristen perusfunktioiden polynomina seu-
raavasti:

P = pips — 2paps — p1pa + 5ps.

2  Yhtilon juurien symmetriset polynomit

Lause 2. Jos yhtalon
2" +ax" + o+ a, =0 (A)

Juuret ovat x1,Ta, ..., Ty, NN

a1 = —p1,az = Pa,a3 = —P3, ..., an = (—1)"py,
JOSSG P1, P2, - - -, Pn merkitsevdt juurien symmetrisid perusfunktioita.
Todistus. Jos x1,xs,...,T, ovat yhtalon

" a " 4 a, =0

juuret, niin voidaan kirjoittaa

2"+ et a, = (v — 1) (T — 1) (1 — Ty).
Kertomalla sulut auki saadaan yhtalo

2"+ ax" T e a, = 2" = p T 4 (< 1)y,

mista seuraa haluttu tulos.

]

Olkoon P(zy,xs,...,2,) yhtdlon (A) juurien symmetrinen polynomi. Télléin
edellisten lauseiden nojalla voidaan kirjoittaa

P(x17x27 A 7:'U7l) = Q<p17p27 A )pﬂ) - Q(_a17a27 et (_]-)nan)‘

Koska Lauseen 1 mukaan polynomin () kertoimet ovat polynomin P kertoimien
madradmassa renkaassa, niin on siis voimassa lauseet:
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Lause 3. Yhtilon (A) juurien symmetrinen polynomi P on yhtdilon (A) ja
polynomin P kertoimien mddradman renkaan luku. (Katso perustelut [2, s. 162])
Lause 4. Jos yhtilon apx™ + a;x™ 1 + -+ +a,, = 0, missi ag # 0, juurien sym-
metrisen polynomin P(x1,%s ..., Ty) aste muuttujan x1 suhteen on t, niin lauseke
at P voidaan lausua yhtdilon kertoimien suhteen astetta t olevana homogeenisena
polynomina R(ag,a; ..., a,), missi polynomin R kertoimet ovat polynomin P
kertoimien mddrddmdan renkaan lukuja.

Todistus. Tarkastellaan yhtaloa

apgr™ + ay ™t + -+ a,, = 0. (B)

Tamé saadaan yhtélon (A) muotoon jakamalla yhtdlon molemmat puolet ker-
toimella ag # 0:

ai — A,
gm0,
Qo Qo

™+

Olkoon P(x1, 3, ..., Z;y) nyt juurien symmetrinen polynomi. Peruslauseen (Lause
1) mukaan symmetrinen polynomi P(z1, xs, ..., ;) voidaan lausua symmetristen
perusfunktioiden polynomina Q(p1, pa, - - ., pn). Télloin voidaan kirjoittaa

P(‘Tl’x% cee vwm) = Q(plap% e >pm) = Q(_Z_(lp Z_iv ceey (_l)m%)-

Olkoon polynomin P aste muuttujan x; suhteen ¢. Télloin Lauseen 1 mukaan
my0s polynomin () kokonaisaste muuttujien Z—;, Z—i, ceey ‘;—’g suhteen on t. Kun té-
mé polynomi kerrotaan luvulla af, luvut ag supistuvat pois nimittéjista ja tulok-
seksi saadaan kertoimien ag, aq, ..., a, polynomi. Koska polynomin () jokainen
jdsen on nollatta astetta ndiden suhteen, niin polynomi af) P on niiden kertoimien

ag, a1, ..., 0, t. asteen homogeeninen polynomi. O

3  Resultantti
3.1 Resultantti symmetristen funktioiden avulla

Tutkimme, milld ehdolla kahdella polynomiyhtalolla

Az) = apz™ + ar 2™ 4+ ay =0 (ag # 0), (1)
B(x) =box" +byz" '+ +b,=0 (b #0) (17)
on yhteinen juuri. Olkoot yhtalon (1) juuret oy, o, ..., oy, ja yhtélon (17) juuret

B, Ba, ..., Bn. Silloin pétee
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Alx) = aple — )@ — az) -+ - (& — ), 2)
B(2) = ol — B1)(w — B) - (& — B). (2)

Tuloa

R = agby'(oq — Bi)(ar — Ba) -+ (1 — B) (3)
(ag — Bi)(ag — B2) -+ (a2 — Bn)

(m — Bi)(m — B2) -+ (Cm — Bn)

kutsutaan yhtildiden resultantiksi. Kohdan (2) avulla havaitaan, etta

R = aiB(a1)B(az) - - Blay,). (4)
Kohdan (2’) avulla taas saadaan lauseke

R = (=1)""b5" A(B1)A(B2) - - - A(Bn).- (4)

Lause 5. Yhtdldiden (1) ja (1°) resultantti R voidaan esittdd kertoimien ag, ay . . ., am,
suhteen n. asteen ja kertoimien by, by . . ., b, m. asteen homogeenisena polynomina,
jonka kertoimet ovat kokonaislukuja. Resultantti R = 0, jos ja vain jos yhtdildilld

on yhteinen juuri.

Todistus. Ajatellaan B(z) muodossa B(x) = byz" + byz" ' + -+ + b,. Télloin
havaitaan, etté tulo

B(OQ)B<OCQ> s B(am) :<b006? + blO/f_l R bn)(bo&g + bl@g_l et bn)
o (boa 4 bt by,

missd muuttujat aq, as, ..., a,, ovat polynomin
A(r) = apz™ + a1x™ + - +ap,

nollakohdat, on kertoimien by, by, ..., b, suhteen homogeeninen m. asteen poly-
nomi.
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Kun tulot B(ay)B(ag) - - - B(a,,) esitetddn muuttujien by, ba, . . ., b, polynomina,
kertoimet ovat yhtédlon (1) juurien aq, oo, ..., oy, kokonaislukukertoimisia sym-
metrisid polynomeja, joiden asteet muuttujan o, suhteen ovat korkeintaan n.

Edella olevaa lauseketta selventdd seuraava esimerkki, jossa n = 3 ja m = 2.
Talloin

B(a1)B(ay) =(boa} + biad + byay + bs)(boais + braj + by + bs)
=bg(aad) + bobi(adas + aba?) + boby(aBan + adar) + bobs(a + a)
+ b3 (afad) + biby(adan + azar) + bibs(af + a3) + b3 (aan)
+ baby (g + ap) + b3
=bsS(ajad) + boby S(aia3) + bobaS(aian) + bobsS(a?) + b1S(atas3)
+ bibaS(aZag) + bibzS(ad) + b3S (aran) + babsS(ay) + b3

Tama polynomi on kertoimien by, b1, bo suhteen homogeeninen ja sen aste niiden
suhteen on m = 2. Lisiksi tulon B(«;)B(as) kertoimet ovat muuttujien oy ja ao
suhteen kokonaislukukertoimisia homogeenisia symmetrisid polynomeja, joiden
asteet muuttujan a; suhteen ovat pienempié tai yhtdsuuria kuin n = 3.

Koska tulon B(aj)B(as) - B(a,) kertoimet ovat juurien g, ag, ..., q,, sym-
metrisia polynomeja, ne voidaan lausua Lauseen 1 mukaan symmetristen perus-
funktioiden polynomeina, ja edelleen lauseen 4 mukaan yhtélon (1) kertoimien
ag, a1, ..., ay polynomeina. Kun ndmé polynomit kerrotaan yhtdlossd (4) esiin-
tyvalla tekijalld af, niin saadut tulot ovat kertoimien ag, a1, . . ., a,, homogeenisia
n. asteen polynomeja, joiden kertoimet ovat kokonaislukuja. Resultantin muodos-
ta nikyy, ettd R =0, jos ja vain jos yhtél6illd (2) ja (2’) on yhteinen juuri.

O

Esimerkki 8. Olkoot
A(z) = apz® + a1 + ag = 0, (5)
B(CL’) = b[),IQ + b1$ + bg = 0. (5’)

Muodostetaan niiden kahden toisen asteen yhtéloin resultantti kdyttamalld hy-
viksi resultantin R esitysmuotoa (4):

R = a2B(a1)B(as)
= ag(boo] + bray + by)(boa + bias + bo)
= ai[biaias + bobiaras(ag + ag) + boba(ad + a3) + blagag + biba(ag + ap) + b3).
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Lauseen 2 mukaisesti saadaan

a1 a2

— = —p1 = —( + ) Ja — =P2 = Q1.
aop Qo
Téaten voidaan sijoittaa
ay . 5]
artay=——  ja  aray=-—,
agp )

ja saadaan

R = bgag — bobraiag + boba(a? — 2agas) + b agas — bibsaga; + b%ag.
Taméa voidaan saattaa muotoon
R = (aobg — a2b0)2 — (albg — agbl)(aobl — alb(]). (6)

3.2 Resultantti determinantin avulla

Johdamme nyt resultantin kiyttadmalld symmetristen funktioiden sijasta determi-
nanttia apuna. Oletetaan, ettd yht#aloilld (1) ja (1’) on yhteinen juuri ~. T&ll6in
voidaan kirjoittaa

Alr) = ao(z — an)(x — az) -+ (¢ — am) = (z —7)Ai(z), (%)
B(x) = =bo(x = 1) (z = Ba) - - (x = Bn) = — (& = 7) Ba(x), (%)

missa

Al (.’13‘) = onmil + U1.§L’m72 + et U1,

Bi(z) = vor" 7 vz i 4 v,
ja kertoimet uq, ..., Up_1,%...,V,_1 ovat vakioita. Edellisistd yhtdloistd seuraa
identiteetti

A(z)Bi(z) + B(x)A:(x) = 0. (6)

Tehdaén sijoitukset tdhén yhtaloon sijoittamalla A(x) ja B(x) yhtdloiden (1) ja
(1’) muodossa seké suoritetaan kertomiset yhtélon vasemmalla puolella:
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A(z)Bi(z) + B(x)A1(x) =(apz™ + a1x™ ' + -+ ap) (vox" "+ 012" P+ - F v+
(box™ + b1t -+ b)) (upr™ ur ™ A Upy)
=(agvo + bouo)z™ ™ + (arvo + aguy + byug + bouy )z 4
(apvo + a1v1 + aguy + botg + byuy + boug )™+
co At (AmUn—2 + Gm—1Vp—1 + bptm—o + by U1 )T+
(@mVn—1 + bptiy_1)

=0.

Jotta edellinen yhtdlo pétisi identtisesti, on kunkin muuttujan x potenssin ker-
toimen oltava 0. Saadaan seuraava yhtdloryhmaé, jonka avulla voidaan maérata
kertoimet g, ..., Um_1,V0 ., Up_1:

( apVo +boU0 = 0,
a1V + agvy +b1U0 + boul =Y,

AoVy + a1V + GgUs +b2u0 + blul + bolLQ = 0, (8)
AmUn—2 + Qpm—1Un—1 +bnum—2 + bn—lum—l =0,
Ay Vp—1 40, Upy—1 =0.

\

Yhtaloryhméa voidaan ilmaista matriisien avulla:

_ - Vo N
Qo bo 0
ay Qo bl bo
a2 a (e by by bo -1 _

%)
i @, ba] | 0
_Um, 1 - =

Muodostetaan tdmén yhtdloryhmén kerroinmatriisin determinantti D. Osoite-
taan, ettd determinantti D = 0, jos ja vain jos yhtdlsilla (1) ja (1’) on yhtei-
nen juuri. Eli talléin on osoitettu determinantilla D olevan resultantin R omi-
naisuus. Jotta determinantti voidaan todeta olevan tasmaélleen sama kuin resul-
tantti /2, muodostamme kahdella eri tavalla tulon agbi’ DM, missd M on kokoa
(m+n) x (m + n) oleva Vandermonden determinantti. Vertaamalla niitd kahta
saatua tuloa a{by' DM voidaan lopulta todeta determimantin D olevan juuri sa-
ma kuin yhtalistd (1) ja (1’) muodostettu resultantti R(A, B).

Kirjoitetaan determinantin D pystyrivit vaakariveiksi ja vaakarivit pystyriveik-
si. Néin voidaan tehdé, silla determinantin arvo ei muutu téssi toimeenpiteessa.
Siispé saadaan
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Qg a; e A,
agp ap e Am n  rivia
a A1 e a Vs
0 1 m
D =
bo by e b, \
bo by - b,
......... m  rivii
bo by e b,

/
Téassd homogeenisten lineaaristen yhtaloiden yhtaloryhméssi on sekd yhtéldiden
ettd tuntemattomien lukuméird m + n. Lisdksi yhtdloryhmalld on juuret, jotka
kaikki eivit ole nollia. Nyt tarvisemme seuraavaa apulausetta:

Lemma 6. Jos homogeenisessa lineaarisessa yhtiloryhmdssa on yhtdléita yh-
ta monta kuin tuntemattomia, niin yhtaléryhmdan determinantin hdviaminen on
valttdmdton ja rittdvd ehto, jotta yhtdloryhmdlld olisi muitakin ratkaisuja kuin
triviaali ratkaisu.

Todistus. Kts. [2, s. 132]. O

Tamén lauseen nojalla on todistettu, ettd D = 0.

Oletamme nyt kaddntden, ettd D = 0. Silloin edelld mainitun Lemman 1 mu-
kaan yhtaloryhmalld (8) on juuret ug, ..., Upm_1,V0 - .-, Us_1, jotka eivit kaikki ole
nollia. Identtisyys (6) voidaan kirjoittaa muotoon

A(x)By(x) = —B(z) A1 ().

Téssd emme oleta, ettd polynomit A (x) ja By (x) olisivat samat kuin kaavoissa (*)
ja (**). Eli ndmé& polynomit on muodostettu vastaavalla tavalla kuin kyseisessa
kohdassa, mutta ne saattavat sisiltdéd yhteisen juuren.

Ajattelemme molemmat puolet jaetuiksi nollakohtiensa avulla lineaarisiin teki-
joihin eli

ap(x — ay)(x — ag) -+ (x — ) By (x) = =B(z)ug(x — o) (z — ) -+ (& — 1)

Koska polynomin A(x) aste m on suurempi kuin polynomin A;(x) aste m—1, niin
ainakin yksi polynomin A(x) lineaarisista tekijoistd on polynomin B(z) tekija.
Tamé nidhdaéin, kun jaetaan yhtidlon molemmat puolet tulolla —ug(z — o) (z —
asz) -+ (& — ayp-1), jolloin saadaan yht&lo

Qo

B(z) = —— (2 — ay) By ().

Uop
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Téaten yhtaloilld (1) ja (1°) on yhteinen juuri.
Néin olemme todistaneet, ettd determinantilla D on Lauseessa 5 esitetty resul-

tantin B ominaisuus.

Osoitamme nyt, ettd determinantti D on identtinen resultantin R kanssa. Todis-
taaksemme viitteen muodostamme kahdella tavalla tulon agbg' DM, missd M on
kokoa (m +n) x (m + n) oleva Vandermonden determinantti

m+n—1 m+n—1 m+n—1 m+n—1 m+n—1 m+n—1
1 , P2 , B a ) Qg , A
m-+n— m+n— - m+n—2 m-+n— m+n— .. m+n—2
1 2 B Q %) Oy
M — . . . . . .
2 2 2 2 2 2
Ioh 3 T B Qg Qo T A
Bl 52 e /Bn a7 %) e Qm
1 1 1 1 1 e 1

Determinantti M voidaan Vandermonden determinanttina kirjoittaa sen toiseksi
viimeisen rivin alkioiden erotusten tulona. Tulontekijéind ovat kaikki erotukset,
jotka saadaan vahennettiessi kukin alkio edeltévista alkioistaan. Niinpa

M= TT =8 11116 =) I (i —ay).

1<i<j<n j=1i=1 1<i<j<m

Merkitddn aiemmin esiintynytta resultantin lauseketta (3) symbolilla R(A, B),
jolloin

R(B,A) = agby' (81 — a1)(B1 — a2) - -+ (B1 — o) (10)
(B2 —a1))(B2 — a2) -+ (B2 — i)

(B — 01)(Bn — a2) (B — o) = agb [ [](B; — ev)-

j=1i=1
Téaten saadaan yhtilo
agby DM =D -agby [T 113 =) T Bi=8)- [ (ei—ay)
j=1i=1 1<i<j<n 1<i<j<m
=D-R(B,A)- Bi=8)- [ (-0 (11)
1<i<j<n 1<i<j<m
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Muodostetaan nyt toisella tavalla tulo ajby' DM . Yleisesti pétee, ettd tulon de-
terminantti on determinanttien tulo. Toisin sanoen det(DM) = det(D)det(M).
Siispd matriisitulon DM determinantti voidaan laskea matriisien D ja M deter-
minanttien kertolaskuna, ja on seuraavanlainen

By lABy) A o BRTMA(B) 0 0 0
BYTPAB) By TPAB2) o BLTPA(BM) 0 0 0
BLABL)  BaA(B2) - BnA(Bn) 0 0 o 0
DM — A(B1) A(B2) A(Bn) 0 0 0
m—1 m—1 m—1 N
0 0 0 a7 "B(a1) aj'” B(az) - ap” B(am)
0 0 0 a;"izB(al) a;’L72B(o¢2) aﬁfQB(am)
0 0 o 0 a1 B.(al) QQB.((IQ) S Oth‘(Otm)
0 0 0 B(ai) B(as) B(am)

Determinantin DM alkio, joka sijaitsee ensimmaéisen sarakkeen ylimmalla rivilla,
on laskettu noudattaen determinanttien kertolaskusaéntod, ja nayttaa talta:

ap- B b ar - BT ag - BT g, - 7T o gyt
40 mf”rn*(ern)

= {l*i (B + a7+t a)

= 5?7 A(ﬂﬂ-

Toisen sarakkeen ylimmaélla rivilld sijaitseva alkio on muodostettu kertomalla
determinantin D ylin rivi ja determinantin M toinen sarake keskendén:

ag - ﬁgnJrn*l +ay - ﬂ;n+n72 +ay - 6£n+n73 b toay,- ﬁgl+nf(m+1) +0- B;n+nf(m+2) +
40 5g"b+”—(m4rn)

= 3571 (aof5 + a5 -+ )

— n71A<52).

Ensimmaisen rivin (n 4 1). alkio on laskettu vastaavasti niin:

— — - 1
ao_a;n-&-n 1+a1_a7171+n 2+'“+am.a§n+n (m+1)
-1 -1
=o' (e + aa" T+ agy)
n—1
= o Ala)

Koska polynomi A(«aq) voidaan jakaa nollakohtiensa avulla lineaarisiin tekijoi-
hin, se tulee muotoon ap(a; — aq)(a; — ag) - -+ (a1 — ay,).

Tésta selviisti ndhdddn, ettd toinen tulontekijoista (a; — «vp) on nolla, joten myos
o}t A(ag) = 0.

Ensimmaéisen rivin (n 4 2) alkio on my6s nolla, silld sen lauseke on muotoa
o' A(aw), jolloin polynomin A(as) kolmas tekiji on nolla, kun A(as) on jaettu
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lossa DM esiintyvit nollat voidaan perustella Vastaavalla tavalla.

Sovelletaan Laplacen teoreemaa, ja otetaan nyt determinantin DM sarakkaiden
vhteiset tekijat A(51), A(B2), -, A(Bn) sekd B(ay), B(ag),- -, B(ay,) determi-
nantin eteen kertoimiksi ja jéljelld oleva determinantti lasketaan Vandermonden
determinanttina. Saadaan yhtilo

meM—aObmHA B 1 (@-@-)1‘[3(%)- IT (ci—ay). (12)

1<i<j<n 1<i<j<m

Yhtélo (10) voidaan kirjoittaa myds muotoon

R(B,A) = agbi [T T](8; — ) = b5 [T A5))

j=1i=1 Jj=1
ja samoin yhtilo (3) muotoon
R(A, B) = agby [ [ [[ (e = 5;) = ai ]| Blaw).
=1 j=1 =1

Sijoittamalla ndmé yhtéloon (12) saadaan

agby' DM = R(A,B)- R(B,A) [ Bi=8)- [ (-0 (13)

1<i<j<n 1<i<j<m

Vertaamalla keskenédén yhtaloitd (11) ja (13) saadaan tulos D = R(A, B).

Esimerkki 9. Milld arvolla k yhtilsilld 322 — kz — 6 = 0 ja 622 + kx +2 =0 on
yhteinen juuri? Maarda juurien yhteiset arvot.

Ratkaisu.

Symmetristen funktioiden avulla muodostetun resultantin (kts. yhtilé 3) muo-
dosta ndhdaén, etta jos yhtaldilla on jokin yhteinen juuri, niin juurien sijoittami-
sen jilkeen jokin tulontekijoistd on nolla. Télloin my6s resultantin arvo on nolla.
Siispé resultantti R = 0, jos ja vain jos yhtél6illa on yhteinen juuri.

Ratkaistaan tehtéva kdyttden ndista yhtaldistd saadun yhtaloryhmén determinan-
tista muodostettua resultanttia. Perustelut yhtisuuruudelle R = D on esitetty
Luvussa 3.2.
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32 —kxr —6 =0

Muodostetaan aluksi yhtaloistd yhtaloryhmé { 622 4hr 42 —0

Determinantin (9) mukaisesti voidaan kirjoittaa

3 -k -6 0
0 3 -k —6
D=1h= 6 k£ 2 0
0 6 k 2
Kehitetddn tdma determinantti ensimmaisen pystyrivin mukaan, jolloin
3 —k —6 -k —6 0
R=3k 2 0]|+6|3 -k —6|
6 k 2 6 Lk 2

Kun néin saaduista kolmirivisistd determinanteista ensimmaéinen kehitetdan kes-
kimmaéisen vaakarivin mukaan ja jilkimmé&inen determinantti ylimmén vaakarivin
mukaan, saadaan

nesn [ e Slrocnlid oo Y
=(—3-k—6-k)‘_kk _26‘+(3-2—(—6-6))‘2 _26‘
= —9k - (—2k — (—6k)) + (6 + 36)(6 — (—36))
= —36k% + 42.

Koska R = D = 0, saadaan

D= —36k>+42=0
s k=47

Kun ratkaistaan
f(z) =0 arvolla k = 7, saadaan x = 3 tai x = —2/3, ja
g(x) = 0 arvolla k = 7, saadaan z = —1/2 tai z = —2/3.

Néin ollen yhteinen juuri arvolla k =7 on z = —2/3.

Kun ratkaistaan
f(z) = 0 arvolla k = —7, saadaan z = 2/3 tai v = 1/2, ja
g(x) = 0 arvolla k = —7, saadaan x = —3 tai x = 2/3.
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Joten yhteinen juuri arvolla k = —7 on x = 2/3.

Vastaus: Yhtaloillda on olemassa yhteiset juuret, jos ja vain jos k = £7. Télldin
yhteiset juuret ovat x = F2/3.

Jos kyseessd on homogeeninen lineaarinen yhtéléryhmaé, jossa yhtdloiden méaré
on yhtd pienempi kuin tuntemattomien méaéra, on helpompi tapa ratkaista tehté-
va loytamalla resultantti ja samalla mahdollinen yhteinen juuri seuraavan lauseen
(Lause 7) avulla.

Lause 7. Jos D', D", ... merkitsevdit niiti yhtdloryhmdan (15) matriisin (n — 1)-
rivistd determinantteja, jotka saadaan pyyhkimalld matriisista pois vuorotellen
ensimmdinen, toinen,... pystyrivi, ja jos namda determinantit eivdt kaikki hdvid,

nun yhtaloryhmd mdarad tuntemattomien x1, o, ... , T, suhteet seuraavasti
Ty Ty ixy =D =D" - (=1 DM
a1121 + @129 + ++ + + ATy =0
a211 + A29T9 4+ 4 A2n,Tn =0 (15)
an—1,1T1 + Ap—1,202 + Ap—1,nTn =0

Esimerkiksi muuttujien z, y ja z yhtaléryhméa
apr +a1y +azz =0
bol’ —f-bly +b22’ =0

madrad suhteet

a1 Qs

by by

Qo Qa2

by by

ap a
Tiyz= :(—1) :bs bll

Se, ettd talld tavoin menettelemilld saadaan selville yhtaloiden resultantti ndkyy
parhaiten ottamalla esimerkkitapaukseksi yhtéloryhma

apr® 4ar Hay =0
bol‘2 —i—blx +b2 :0,

jossa tuntemattomien paikalla ovat muuttujat 2%, x ja luku 1.
Yhtaloryhmén matriisi on

ap a; Qaz

bop b1 by

Nyt muuttujien 22, z ja 1 suhteet miiriivit suhteen determinanteille, jotka on
saatu pyyhkiméalld vuorotellen pois matriisista ensimméinen, toinen ja kolmas
pystyrivi
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2. ,..1 _ |@¢ Q2 .\|G G2 |G @1
x.x.l—bl 62.(1)[)0 bl b0 byl
Tastd saadaan
ay Qg
2 b1 bs
r=" = )ao .
bo by
Ja toisaalta saadaan
apg as
by by
=2 =(-1 .
’ L ( )ao ai
by by

Naista voidaan tehda verranto

2
Qg G2

by by

ay Qg

by by

ap a1

by b1

= (a062 — a2b0)2 = (CleQ — a2b1>(aobl — (llbo)
= (CL()Z)Q — a2b0)2 — (CleQ — Clzbl)(aobl — albo) =0

Tama on juuri sama lauseke, joka Esimerkissd 8 saatiin kyseisen yhtaloryhmén
resultantin esitysmuodoksi.

Esimerkki 10. Lasketaan nyt Esimerkki 9 dsken esitetyn tuloksen avulla. Yh-
tiloistid 322 — kx — 6 = 0 ja 622 + kz + 2 = 0 muodostetun yhtiléryhmén
kerroinmatriisin determinantti on siis

3 -k —6
6 k 2
Tastd saadaan suhteet

—k —6 3 —6] |3 —k
2.1 (L .
x*ix:l= 9 (1)‘6 2"‘6 k:’

Tastd saadaan

‘_k_6‘
) ko2
- _ (]
r=5 =g
6 2
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Toisaalta saadaan

. 6 2

Niista voidaan tehdi verranto

> =k —6|]3 —k
Tk 26 k

& (3:2—(=6)-6)> = ((—=k) -2 = (=6) - k)(3k — (=k)6)

& 422 = —4k - 9k

& 422 = —36k?

k=22 =47

Yhtilsilld 322 — kz — 6 = 0 ja 62% + kx + 2 = 0 on siis yhteinen juuri, jos ja vain
jos k = &£T7.

Lasketaan vield ndmé yhteiset nollakohdat sijoittamalla vuorotellen saadut ker-
toimen k arvot muuttujan x lausekkeeseen

= 6 21  _okier _ 4k

T T3 k] T T 6+s6 42
6 k

Sijoittamalla tdhén k£ = 7 saadaan
_ 4T _ 2

rT=—"n="%

ja sijoittamalla k = —7 saadaan
_ 47 2

r==""p T3

3.3 Muuttujan eliminoiminen resultantin avulla

Yksi resultantin mahtavimpia ominaisuuksia on kiyttaéd sitd ratkaistaessa yh-
teistd nollakohtaa yhtialoryhmén polynomeille, jotka ovat kahden toisistaan riip-
pumattoman muuttujan polynomeja. Taméa tapahtuu eliminoimalla resultantin
avulla toinen muuttujista. Jos toisistaan riippumattomia muuttujia on enemman
kuin kaksi, voidaan resultanttia hyodyntaé, kunhan ensin eliminoidaan muuttujia
muilla keinoin.
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Taté keinoa on téssd tyossad kiytettykin jo esimerkissd 9. Tarkastellaan prosessia
viela hieman yleisessd muodossa.

Kahden muuttuujan z ja y polynomiyhtiloryhméa voidaan aina saattaa muotoon

{A(x7 y) =a@)a™ +a(y)r™ "+ +am(y) =0,
B(z,y) = bo(y)a" +bi(y)a""" + -+ +bu(y) =0,

jossa ag, by, - - - ovat muuttujan y polynomeja. Ajatellaan yhtdloryhmén polyno-
mit muuttujan z polynomeina, jolloin niistd determinantin 9 mukaisesti muo-
dostettu resultantti R(y) on muuttujan y polynomi. Resultantin lausekkeessa ei
niin ollen esiinny endd muuttujaa z, vaan se on elimoinoitunut. Jotta polyno-
meilla A(x,y) ja B(z,y) olisi yhteinen juuri, maarataan R(y) = 0. Ratkaistaan
saatu muuttujan y polynomiyhtilo. Merkitddn tamén yhtalon ratkaisua yg. Kos-
ka yhtaloilla A(z,y) = 0 ja B(z,y) = 0 on yksi tai useampia yhteisid juuria z,
ne voidaan 16ytaa ratkaisemalla polynomiyhtélot A(x,yo) = 0 ja B(z,y0) = 0 ja
etsimélld ne ratkaisut, jotka saadaan molemmista polynomiyhtéloisté.

yr® +1=0,

Esimerkki 11. Yhtéaloiden {yxg fr=0,

resultantti on

go(l)? y 01 0 10 0 0 10
D=R(y)=| 7 =yl 0 0/+yly 0 1|=y2 +y
y 1 0 0 1 0 y 1
y 1 0 y 1 0
0y 10
_ y 1 _ — .2
=], o =0yt (Y =y +u

Voidaan merkiti R(yo) = y2 + yo = 0, jolloin saadaan
Yo = 0 tai yo = —1.

Ratkaisemalla

A(z,—1) = 0 saadaan x = £1 ja laskemalla
B(z,—1) = 0 saadaan x = 0 tai = 1.

Néin ollen polynomeilla A(x,y) ja B(z,y) on yhteinen tekija, kun z = 1 ja
y=—1.

Ratkaisemalla

B(z,0) = 0 saadaan x = 0, mutta yhtilo
A(x,0) = 0 ei ole ratkeava milld&in muuuttujan x arvolla.

Néin ollen polynomeilla A(z,y) ja B(x,y) ei ole yhteista tekijid muuttujan y
arvolla 0.
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3.3.1 Resultantti RSA-salauksessa

RSA on yksi yleisimmin kiytetyistd julkisen avaimen salakirjoitusjirjestelmista.
RSA-salaus perustuu siihen, ettd salaus tehdddn kertomalla kaksi erittidin suurta
alkulukua keskenenéén, miki on varsin helppoa, mutta salauksen purkaminen on
sen sijaan hyvin vaikeaa ja hidasta, silli purkaminen tapahtuu jakamalla tadméa

tekeméssd gradussa RSA-salaus ja sen lukuteoreettinen pohja [4].

Seuraavassa esitellddn, kuinka resultanttia on voitu hyodyntéa todistettaessa RSA-
salauksen luotettavuutta. Kdydadn kuitenkin ensin ldpi hieman salauksen mate-
maattista rakennetta.

Olkoon
n =pq,

missa valitut erisuuret alkuluvut p ja ¢ ovat hyvin suuria, jotta salauksen purka-
minen tulisi vaikeaksi. Salaus voidaan ilmaista kongruenssina

ed=1 (mod ®(n)),

jossa lukua n kutusutaan kertoimeksi, lukua e salauseksponentiksi ja lukua d
salauksen purkueksponentiksi. Tassd mod(®(n)) = mod(®(pq)) = (p — 1)(¢ — 1),
ja lisdksi luku d on valittu siten, ettid syt(d, ®(n)) = 1. Suurin yhteinen tekiji
voidaan maarittdd Eukleideen algoritmia kidyttadmaélla. Luku e, jolle pitee 1 <
e < ®(n) on saatu myos Eukleideen algoritmin yhtaloketjuista.

Resultantin avulla ollaan kyetty osoittamaan, ettd RSA-salaus ei ole luotettava,
jos purkueksponentti d on pienempi kuin n%?2. Aiemmin jo kauan valloilla ollut
todisettu tieto oli Wienerin tulos, jonka mukaan RSA-salaus katsotaan epévar-
maksi, jos luku d on pienempi kuin n%2. Eli vanhan tiedon mukaisesti luotetta-
vana on saatettu pitdd salausta, joka tdmén todistuksen myotd onkin osoitettu
epavarmaksi.

3.4 Algoritmi resultantille

Seuraava algoritmi ja sen todistus on tehty pohjautuen lihteeseen [5].

Algoritmi 1. Olkoon K rengas. Olkoot A ja B polynomeja, jotka kuuluvat po-
lynomirenkaaseen K[z] seké niiden termien kertoimet kokonaisalueeseen, jossa on
olemassa yksikésitteinen tekijéihinjako. Kaytetaan tillaisesta alueesta lyhennet-
td UFD (Unique Factorization Domain).
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Tarkoitetaan merkinnélld cont(A) polynomin A kerrointen suurinta yhteis-
ta tekijad, vastaavasti merkinnalld cont(B)) polynomin B kerrointen suu-
rinta yhteista tekijié, ja merkinnéilla deg(A) ja deg(B) polynomien A ja B
asteita. Jos A = 0 tai B = 0, tulos on 0 ja algoritmi pédittyy. Muutoin aseta
a « cont(A), b < cont(B), A+ Ala, B+ B/b, g+« 1, h+ 1, s+ 1
ja t < a%9(B)=deg(4) " Jog polynomin A aste on pienempi kuin polynomin
B aste, niin korvaa polynomi A polynomilla B ja toisin pain. Lisiksi, jos
polynominen A ja B asteet ovat parittomia lukuja, aseta s < —1.

Aseta § < deg(A) — deg(B). Jos deg(A) ja deg(B) ovat parittomia lukuja,
aseta s < —s.

Olkoon [(B) polynomin B johtavan termin kerroin. Aseta d < [(B). Laske
kohtien 4 — 6 mukaan polynomit @ ja R siten, ettd d®*'A = BQ + R ja
deg(R) < deg(B).

Aseta R+ A, Q<+ 0jae<«+ d+ 1.

Jos deg(R) < deg(B), aseta q¢ < d°, @ < qQ, R + q¢R, ja niin ol-
len olet ratkaissut polynomit @ ja R siten, ettd d°T'A = BQ + R, missi
deg(R) < deg(B). Siirry kohtaan 7. Muutoin siirry kohtaan 6.

Aseta S < [(R)xde9t)=des(B) ") « dQ + S, R < dR — SB, e <+ ¢ — 1.
Siirry kohtaan 5.

Aseta A < B, B < R/gh’.

Aseta g < I(A), h < h'™°g%. Jos deb(B) > 0, siirry kohtaan 2. Muutoin
aseta h < h1=99AN](B)49(4) ja paiti algoritmi tulostamalla sth.

Esimerkki 12. Laske algoritmin mukaisesti resultantti polynomeille

Alx) =2t — 222 +1 (14)

B(z) = 2* — 32° — 22 + 6. (15)

Polynomin (14) juuret ovat kaksinkertaiset juuret x = £1 ja polynomin (15)
juuret ovat = /2 ja x = 3. Jos polynomeilla olisi yhteinen nollakohta, niin
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lauseen 5 mukaan resultantti olisi 0. Mutta, kun néin ei ole, niin lasketaan resul-
tantti noudattaen kohta kohdalta algoritmia sen numerointia mukaillen

1.

Asetetaan a <— cont(A) = 1, b < cont(B) = 1. Merkitddn A = A;_4, ja
asetetaan Aj_; A’Z‘l =a'—2:7 +1, B+ 2 = 2% — 327 — 22 +6,
Gt — 1, hyq 1, s 1jat < a%9B)pdeg(Ae) — 13 .14 = 1,

Merkitdén d, = deg(Ag). Asetetaan Oy = dp_1 — dp = deg(Ax_1) —
deg(Ax) =4—-3=1.

Olkoon [(B) polynomin B johtavan termin kerroin. Asetetaan d < [(B).
Lasketaan kohtien 4 —6 mukaan polynomit @ ja R siten, etti do*—1T1A4,_; =
BQ + R ja deg(R) < deg(B).

Asetetaan Ry < A1, Q < 0jae < 0p 1+l =dp_1—dp+1=4-3+1=
2.

Koska deg(Rg11) = 4 > deg(B) = 3, siirrytddn kohtaan 6.

Asetetaan

S «— Z(Rk+1)$d€g(3k+1)—d89(3) - lk_lxqu—dk — 143 = x,
RQ+—dQQ+S5S=1-0+2x=nux,

Riy1 <+ dRpy1—SB = dAy_1—SA;, = 1-(x* =222 +1) —z(23 - 322 —20+6) =
323 — 62 + 1 ja

e+—e—1=2-1=1.

Siirrytddn takaisin kohtaan 5.

Koska deg(Rg+1) = 3 = deg(B), siirrytdan kohtaan 6.

Asetetaan

S < IRy )z le9Winin)—deg(B) — 3433 — 3

Q+dQ+S=1r+3=x+3,

Rpy1 < dRyy1 —SB=1-(323 - 62+ 1) — 3(2® — 32% — 22 +6) = 922 — 17
ja

e—e—1=1-1=0.

Siirrytddn takaisin kohtaan 5.

Koska deg(Rg+1) = 2 < deg(B) = 3, asetetaan
g d*=1°=1,

Q< qQ=1+3ja

R+ qRpy 1 = 92 — 17.
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Ja niin ollen on saatu ratkaistua polynomit @ ja R, ja yhtiloksi d*—1+1A4,_; =
BQ+ R saatiin 1737 (2? — 222+ 1) = (23 —32% —22+6)(x +3) + (92° — 17).
Nyt voidaan siirtya kohtaan 7.

Asetetaan
A+ B=2a% 322> -22+6 ja
B« &
9#192’:1
Asetetaan
hk pa hllc:(ik—lggkfl _ 11—1 X 14—3 _ 1
Koska deg(B) = 2 > 0, niin siirrytdén kohtaan 2.

Merkitéén dy = deg(Ay). Asetetaan 0, = deg(Ax) — deg(B) =3 —2 = 1.

Asetetaan d < [(B) = 9. Lasketaan kohtien 4 — 6 mukaan polynomit @ ja
R siten, etti d* 1A, = BQ + R ja deg(R) < deg(B).

Asetetaan
Ripo+ Ay =23 -322-20+6,Q<« 0jae< 0, +1=1+1=2.

Koska deg(Rg12) = 3 > deg(B) = 2, siirrytddn kohtaan 6.

Asetetaan

S < I Ryyg)xe9Birra)=deg(B) — 143-2 — .
Q«+dQ+S=1-042=9-0+z=u,

Ryyo < dRpyo—SB = 9-(2*— 322 —2246) —2(92? —17) = —9-32*—2+6-9
ja

e+—e—1=2-1=1.

Siirrytddn takaisin kohtaan 5.

Koska deg(Rg12) = 2 = deg(B) = 2, siirrytddn kohtaan 6.

Asetetaan

S < I(Ryyo)xle9Wini2)=deg(B) — 9. 3229272 = 9.3

Q<+ dQ+ S =9+ (-9-3),

Rpyo < dRjyo—SB =9(—9-322 —2+6-9)— (=9-3)(92? — 17) = —92+27
ja

e<e—1=1—-1=0.

Siirrytddn takaisin kohtaan 5.
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Koska deg(Ry.2) = 1 < deg(B) = 2, asetetaan

qd°=9"=1,

Q+—qQ=9r4+9-3=9xr— 27 ja

R < qRy1o = —92 + 27.

Ja niin saatiin ratkaistua polynomit @ ja R, ja yht#loksi d®**1 A, = BQ+R
saatiin 9%(z% — 32% — 22 4+ 6) = (922 — 17)(9x —27) + (—=9x + 27).

Nyt voidaan siirtya kohtaan 7.

Asetetaan
Ap1 + B=922 - 17 ja
R R
B+ gk’;“ = % = —9x + 27.
Asetetaan

Ik+1 < Z(Ak:+1) =9 Ja
hir = hy gl =192 =09,
Koska deg(B) = 1 > 0, niin siirrytdén kohtaan 2.

Asetetaan 01 = deg(Agy1) —deg(B) =2—1=1.

Asetetaan d < [(B) = —9. Lasketaan kohtien 4 — 6 mukaan polynomit @
ja R siten, ettd d®*+1T1 A, = BQ + R ja deg(R) < deg(B).

Asetetaan
Riig+ Apy1 =922 —17,Q <+ 0jae<+Opp1 +1=1+1=2.

Koska deg(Rg13) = 2 > deg(B) = 1, siirrytddn kohtaan 6.

Asetetaan

S < I(Ryy3)xesWirrs)=deg(B) — 9g2=1 — 9,

Q<+ dQ+S=(-9) -0+ 9z =9z,

Rpy3 < dRy 3 — SB = (—9)(92? — 17) — 92(—92 + 27) = —27 - 92 + 9 - 17
ja

e+—e—1=2-1=1.

Siirrytddn takaisin kohtaan 5.

Koska deg(Rg13) = 1 = deg(B), siirrytaan kohtaan 6.
Asetetaan

S < IRy y3)xtesUints)=deg(B) — (_27.9)p!~1 = —27.9,
Q<+ dQ+ S =(-9)9z —27-9,
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Riy3 < dRgi3—SB = (=9)(—27-92x+9-17) — (—27-9)(—9z +27) = 5184
ja

e<—e—1=1—-1=0.

Siirrytadn takaisin kohtaan 5.

5. Koska deg(Ry+3) = 0 < deg(B) = 1, asetetaan

g« d*=(-9°"=1,Q+«+ dQ =-9%r—-27-9 ja
R« qRy 5 = 5184.

Niin ollen yhtaloksi d*+1 1A, = BQ + R saadaan
(—9)2(922 — 17) = (=9 + 27) (=922 — 27 9) + 5184
Siirrytddn kohtaan 7.

7. Asetetaan
Ak+2 <~ B=-9x+ 27 j&

Rpys 5184 _ 5184 __
B+ ROkl T 9:927T T 81 T 64.
Gk+11p 1

8. Asetetaan
G+2 l(fl/gw) = -9 ja
hivz = oy gy =971 (=9)h = 0.
Koska deg(B) = 0, asetetaan
hiss < hy 49 (Bydesd) — _g1=1 . 641 — 64
ja paitetdan algoritmi tulostamalla

sthiio=1-1-64 =64,
mikd on algoritmin antama resultantin arvo tehtdvissa annetuille polyno-
meille A ja B.

Esimerkki 13. Lasketaan vield esimerkin (11) polynomeille
Alz) =a* —22* +1
ja
B(z) = 2® — 32> — 22+ 6

resultantti resultantin lausekkeen (4’) eli lausekkeen

R = (=1)""03 A(B1)A(Bs) - - - A(By)
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avulla. Saadaan

R=(-1)"1*((vV2)*' —2(vV2) + D((V=2)* —2(V-2)> + 1)(3* =23 + 1)
=(9- (V2?2 =17)(9- (V=2)2 = 17)(9-3* — 17)
— 64.

Algoritmin todistus. Olkoot polynomit A; algoritmin kohdassa 7 asetettuja poly-
nomeja ja jakojadnnokset R; kohdassa 5 saatuja jakojaannoksid. Algoritmin voi-
daan ajatella olevan monivaiheinen siten, ettd kunkin vaiheen paatyttya eli siirryt-
tdessd kohtaan 7 on saatu suoritettua polynomin jako. Vaiheiden méaara riippuu
alkuperéisistd polynomeista, ja algoritmi paittyy, kunhan ollaan paddytty tilan-
teeseen, jossa deg(B) = 0. Olkoon t sellainen indeksi, ettd deg(Asy1) = 0. Olkoot
algoritmissa annetut polynomit A = Ay ja B = A;. Voidaan ajatella, ettd kohdas-
sa 7 asetettavan polynomin A;, missd i = k — 1,k k+1,...,t + 1 < 4, alaindeksi
1 kertoo, monesko vaihe algoritmissa aloitetaan. Koska merkittiin A = Ag, taytyy
olla k > 1. Varustetaan kunkin vaiheen omaavat vakiot g ja h alaindeksilla 7. Siis-
pa go = ho = 1. Merkitddn kunkin vaiheen vakioita g; ja h;. Kéytetddn esimerkin
(11) merkintoja deg(A;) = d; ja §; = d; — d;y1 sekd merkintaa [(A;) = [;. Tar-
kastellaan tédssd polynomia Aj jollakin annetulla k. Koska k& voi olla kuitenkin,
mikéa tahansa annettu £, niin tarkastelu patee kaikille £ Merkitdan polynomin Ay
nollakohtia symboleilla §;, misséd 1 < j < dj. Yhtédlon (4’) muodossa ilmaistun
resultantin lausekkeen avulla saadaan polynomien Aj_; ja Ay resultantiksi

R(Ap_1, Ag) = (—1)=1de =1 Ay (B A1 (B2) - Ap_1(Ba,)

= (~postpio T Aca(s)) (15)
1<j<dy
Osoitetaan, etta
Ri11(8;)
H Ak*l(ﬁ‘j): H l;;% (Valte 1)
1<j<dy, 1<j<d, K

Ratkaistaessa algoritmin mukaisesti yhtalon

&M A = BQ + Ry

polynomeja () ja Rjp.; kohdassa 2 asetetaan

Op_1 < di_1 — dj, ja kohdissa 3 ja 4
d <« I(B),
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Ry = Ap—1 ja
€<—5k_1+1:dk_1—dk+1.

Jos nyt deg(Ry41) < deg(B), niin asetetaan

q + d° = 1(B)%1+1 ja
Ri+1 < qRiy1 = U(B)111 4.

Néain ollen

[T Rera(B5) = UBY A (B))UB) T A (B2)) - - (U(B)™ 1 Ay (Bay)

1<5<dy,

= [(B)®@r-1+1) H Ap1(5)).

1<5<dy,

Tastéd saadaan edelleen

H1<]<d k+1 ﬁj Riq1 5;
H Ar-1(85) = I(B )di Sp—1+1) H I(B)os—1+1

ja tdma oli todistuksen viite 1.

Jos kohdissa 2 — 4 tehtyjen sijoitusten jilkeen ei pade deg(Ryy1) < deg(B), niin
siirrytddn kohtaan 6 ja asetetaan

S <— l(Rk+1)xdEg(Rk+1)_deg(B) — lk_lxdk_l_dk,
Ry < d-Rpp — S+ B=1U(B)Ay1 — ly2® "% - B ja
e«e—1l=dy, —dpy+1—1=dp_y —dp = 0p_1.

Niiden sijoitusten jélkeen siirrytdén kohtaan 5. Oletetaan, ettd ollaan tilantees-
sa, jossa deg(Rg.1) < deg(B). Taten asetetaan

q + d° =1(B)%
Ry1 < qR} . = U(B)%1 - R} .

Nain ollen

I Bewa(8) = UB)Y** Ryt (B)(UB) ™ Ry’ (B2)) - - (U(B)*** Ryt (Ba))

1<j<d;

1(B)®Ok=2)(1(B) Ap_1(B1) — l—12™* B(B1))(I(B) A-1(B2) — lp—12% B(B2))
- (I(B)Ag=1(Ba,) — le—12”" - B(Ba,)-
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Koska B(f;) = 0 kaikilla 1 < j < dj, niin saadaan

I Ren(8) = 1B 1By T Axa(8) =B T Ara(8)).

1<j<dy 1<j<dy 1<j<dy,

(16)

Koska kohdassa 7 asetetaan Ay < B, voimme todeta [(B) = lj. Siispd yhtalo
(16) saadaan muotoon

Ry11(8;)
H lkék 1+1dk_ H Aklﬁ]

1<j<d 1<j<dy

N&in on todistettu vaite 1.

Jos tehtivissi aikana toistamiseen joudutaan siirtyméén kohtaan 6, todistuksessa
sijoitetaan

S IR, Jateo(Repn)=des(s)
Ry < dRy, —SB=I1(B)Rj, — 5B ja
e+e—1=0,_1— 1.

Tamén jilkeen siirrytadn kohtaan 5. Jos nyt deg(Ry11) < deg(B), asetetaan

q+ d*=1(B)%17!ja
Ry C]RQC_H =I(B )6k 171(Z(B)R;€+1 — SB)
= (B)*1R,,, —(B)*1715B.

Néain ollen

[T Bea(3) = B Rypy (Br) = UB)* " SB(B1)) (U(B)™ By (B2) — U(B)™ LS B(B,))
1<j<dy
- (U(B)™ 7 Riyy1(Ba,) — U(B)**171SB(fa,))-
Koska B(8;) = 0, kaikilla 1 < j < dj, niin saadaan

[I Resa(8) = UB)Y - Riy (B)UB)* Ry (B2) - -~ (U(B)™ ' Ry (Ba,)-

1<j<dj

Nyt ollaan paadytty tilanteeseen, joka jo todistettiin.
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Sijoitetaan viitteen 1 yhtédlo yhtdléon 15, jolloin saadaan

Ry11(85;)
R(Aj_1, A) = (1)1 B H l(éiT;dk
1<j<dy
= (1) B gy~ Ot H Riy1(8;)
1<j<dy,
:(_1)dk—1dklkdk—l—dk(ék—l‘f‘l) H Ri1(5)). (17)
1<5<dy
Todistetaan seuraavaksi, etta
[T Rea(3) = ™ R(AL, go1hy" Ags). (Viite 2)

1<j<dy

Lihdetddn liikkeelle muodostamalla resultantti R(Ag, gr—1hp—1"" ' Ags1) resul-
tantin lausekkeen (4) mukaisesti. Téssé luvut 8; ovat polyonimin A nollakohdat.

R(Ak,gk—lhi'ff/lkﬂ) = [P H gk—lhk—lé’“’lAkH(ﬁj)- (18)

1<j<dj

Ri41

Koska resultantin algoritmissa (kohta 7) tehdaén korvaus R(Ag11) < PR
k—1Mk—1

saadaan gk_lhk_lé’“*lAkH = Ry41. Tdmé voidaan sijoittaa yhtaloon (18) ja saa-
daan

R(Ak,gkqhk&k’lAkﬂ) = [}, % H Ri41(5))

1<j<dy

& U R(Ag, geo1hi* " Apar) = H Ri11(8)-

1<j<dy

[lmaistaan reusultantti R(Ag, gk,lhk‘s’“*AkH) saannon R(A,cB) = ¢ R(A, B)
mukaisesti, jolloin yhtilo (17) saa muodon

R(Ak;—l,Ak) _ (_l)dk—ldklkdk—l—dk(‘sk—1+l)_dk+lgk_1dkhk_ldk(dk—l_dk)R(Ak,Ak_’_l)‘

Tahin voidaan sijoittaa [, = g, silla algoritmissa kohdassa 8 tehdaén korvaus
g < [(A). Néin ollen saadaan

}%(/4k—1,f4k) _ (__1)dk—1dkgkdk—1—5k—1dk—dk—dk+1gk_ldk}lk_ldk(dk—l—dk)}%(/qk’/4k+1)_
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Kohdassa 8 suoritettavan korvauksen mukaan

1—651 . Op_
hi = hg—~ gt

hy

i (Gr_1) _
S gp o = _hk (50

ja lisdksi 051 = dip_1 — dj, joten saadaan edelleen

R(Ak:—l, Ak) — (_1)dk—ldkgk_ékfldkgk_qutlgkék—lgk_ldkhk_15k—1dkR<Ak7 Ak+1>

Sk-1}, dp(1—=0,—1) dy. J, Op—1dg
— (—1)%k—1dk 9k k-1 Jk—1""NK—1 R(A.. A .
(-1) i (A Ac)
Edelleen kohdan 8 mukaan
hk _ hk_11—5k—1gk5k71
h
(Ok—1) _ k
<~ Ok =—T
Py 0k
joten tdma sijoittamalla saadaan
Sp_1dp 7 d(1—65_1)
hkgglilhkk—ll “hiy
R(Ap_y, Ag) = (—1) 1% okt dotp d R(Ag, Ap1)
k-1 Yk k
gdk h5k71dk—5k71dk+dk—1+dk71—dk
_ k—1/'—1
— (_1>dk 1dg dk+1hdk_1 R(Ak,Ak+1)
Ik k
d dp—1—1
= (_]_)dk—IdkMR(A Api1) (19)
gdk+1hzk_1 ks {ik+1)-
k

Kirjoitetaan resultantin R(Ag_1, Ax) lauseke kuten kohdassa 19. Niin ollen

dip_1—1

d
Gty
R(Ap-1, Ak) = (—1)dk’1dkkdkl+1—];ﬂi—1R(Ak’ Ap1)-
I k

Kirjoitetaan vastaavalla tavalla kyseisessd resultantin lausekkeessa esiintyvé re-
sultantti R(Ay, Agi1) eli

gdk+1 hdkfl
did

R(Ak7Ak+1) - (_1> e dllj+2 dllj+1—1
Jrr1 Niia

R(Api1, Aga).
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Esitetddin samalla tavoin kaikki resultantin lausekkeet R(Ag_1, Ag), missd 1 <
k < t. Sijoittamalla kukin resultantin lauseke kutakin edeltdvddn reusultantin
lausekkeesseen saadaan

dip  di+1 dkt2 dy 3 dk—1—1pdp—1pdkt1—1 di—1—1
R(A.. A (1) Drsner derdn Jeir9k  Ge T Gihey hyThy D
(Ak, Apgr) =(—1)%1sk< dpi1 d dp, d d—17 drp1ly dero—1 _
+1 Ok+2 Ok43 t+1h k h k+1 h k42 . hdt 1
I Jr+1 Jk+2 Gt k k1 kgo t

: R(At7 At+1)'

Supistetaan, jolloin saadaan
gdk hdkfl
Cvdy =11
R(Ay, Appr) = (—1)Zrzksed ld’“WR(AuAtH)-
9t t
Koska asetettiin g1 = 1 ja hxy_1 = 0, ja koska gft“ = ¢? = 1, niin saadaan

1
R(Ap, Apt1) = (_1)219@ B WR(Au Aty1)
t

= (_1)2199 dk—ldkh%—dtR(At’ Ayt

Olkoon ¢ vakio ja A polynomi. T#lloin pétee R(A,c) = ¢4 Sovelletaan titi

resultanttiin R(A;, A;11), missé siis A;41 on nollatta astetta oleva polynomi eli
vakio, jolloin saadaan

R(Ap, Appr) = (—1)ZrssseBemrdiplmde gl ||

Koska A; .1 on vakiopolynomi, se siséltdé vain yhden termin, joka on luonnollisesti
myo0s kyseisen poynomin johtava termi [y . Siispé

R(Ag, i) = (—1)Zrsese deosdepimdegle,

Algoritmin kohdassa 8 asetetaan h; 1 h}_dilfjrl, missii =k — 1,k k+1,..,t+1<
i, joten tilloin asetetaan hyyy < hi™% l,fljrl. Niin saadaan

R(Ag, Ap1) = <_1)21Skﬁtdk71dkht+l'
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