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Aproximacion de curvas en R™2 y R” 3 a partir
del plegado de superficies planas

RESUMEN

El caracter discreto y continuo de las
matematicas se pone en evidencia
al generar algunos tipos de curvas
en y por medio del doblado de papel.
Esta actividad hace que el concepto
de Suma de Riemann, en el que se
encuentra encubierto el concepto de
infinito y los métodos clasicos para
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hallar el area bajo ciertas curvas,
pueda fundamentarse y visualizarse
a través de la axioméatica de Huzita-
Hatori formulando otra perspectiva
en la iniciacién al estudio del calculo
diferencial e integral.
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APROXIMACION DE CURVAS EN R™2 v R™ 3 A PARTIR DEL PLEGADO DE SUPERFICIES PLANAS

INTRODUCCION

La generacién de curvas en tres dimensiones puede involucrar serias difi-
cultades para su ensefanza y aprendizaje cuando no se tienen al alcance
software o aplicativos virtuales que puedan contribuir a la construccién de
modelos matematicos simples para la comprensién de diversos conceptos
geométricos y algebraicos. Sin embargo, el pliegue de superficies permite
relacionar facilmente conceptos del cédlculo y la geometria, a la vez que esti-
mula multiples aspectos motrices por medio de la generacién de figuras en
dos y tres dimensiones.

Se presenta de este modo, a continuacién, una alternativa didactica para
el docente y un elemento modelador en la geometria y las matematicas para
el estudiante, en el cual se tomara como punto de partida el plano, regiéon
donde se introduce la axiomatica de Huzita-Hatori para brindar un forma-
lismo y principios béasicos en el pliegue de superficies y la construccién de
elementos tedricos necesarios en la geometria plana, que luego dan paso a
un estudio mas profundo en el campo matematico relacionando la geometria
analitica y el calculo. Es asi como se pone en evidencia el caracter discreto
y continuo de las mateméticas al igual que saltan a la vista conceptos tales
como limites, diferenciales y sumas infinitas, los cuales se pueden analizar
desde otra perspectiva que potencie los modelos mentales y conceptuales del
estudiante por medio de material concreto.

AXIOMAS DE HUZITA-HATORI

La axioméatica de Huzita-Hatori surge como referente tedrico y punto de
partida en el formalismo y construccién de los diversos modelos de plegado.
Consta de siete axiomas que se enuncian a continuacion:

[A4,] Dados dos puntos p, y p,, hay un doblez Gnico que pasa por ambos
puntos.

[A4,] Dados dos puntos p, y p,, hay un doblez tinico que coloca p, sobre
P,

[A4,] Dadas dos lineas /, y /,, hay un doblez que coloca /, sobre /,.

[4,] Dado un punto p, y una linea /, hay una unica perpendicular al
doblez ll que pasa a través del punto p, .

[A;] Dados dos puntos p, y p, y una linea /;, hay un doblez que coloca
p, sobre [, y pasa a través de p, .
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[4,] Dados dos puntos p, y p, y dos lineas /, y /,, hay un doblez que
coloca p, sobre [, y p, sobre /.

[4,] Dados un punto p, y dos lineas /, y /,, hay un doblez que coloca
p, sobre [ y es perpendicular a /,.

GENERACION DE CURVAS EN R’

Es posible construir poligonos regulares tomando como base un cuadra-
do. El perimetro del poligono generado puede aproximar una curva bien
definida y, ademads, pueden obtenerse calculos muy precisos de longitudes
de arcos.

Si se considera la longitud del lado del cuadrado como 4 unidades puede
relacionarse dicha medida con las del tridngulo equilatero formado en su
interior, y haciendo uso de sus habilidades algebraicas y geométricas podra
obtener las medidas del perimetro y area en funcién del lado del cuadrado
base. Construcciones como esta, en las cuales se toman como punto de partida
el mismo cuadrado, pueden elaborarse para un mayor nimero de lados en
un poligono regular. Los resultados de algunos poligonos regulares puede
verlos en la tabla 1.

Tabla 1. Comparativo de magnitudes para poligonos de 2" lados,
siendo n entero positivo par

Poligono de 4 lados Poligono de 8 lados Poligono de 16 lados

Lade: R,\/E Lado: R'\.l'z—-\,n'r2_ Lado: R+/2 — 4/2 + /2

2 3
Perimetro: R .2~ \/2_ Perimetro: -2 V2 - V2 Perimetro: R.2%4/2— 2+ V2
15 2+ 42 24424427
Apotema: R 27 Apotema: 2 Apotema: 2
R 2 R*.2+2 ) RI23\2-2
Area: Area: Area:

Generacion de poligonos de 2n lados. Una forma alternativa de obtener
poligonos de 2n lados que permiten generar con mayor detalle la aproxi-
macién a una curva es a partir del plegado reiterativo de bisectrices y per-
pendiculares a ciertos dobleces dentro una regién plana de papel, como se
muestra en la Fig. 1.
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B, B,

o Ay o A o A, A,

(a) (b) (c) (d)

Fig. 1. Forma sucesiva de obtener poligonos de 2n lados tomando como base un cuadrado’

Todos los céalculos y deducciones matematicas hasta ahora vistos pueden tomar como

punto de partida el pliegue de superficies de papel, pero dichos pliegues no solo son

para el caso de una circunferencia, sino que es posible generalizarlos para cualquier
tipo de curva.

Al analizar los resultados de la tabla 1 y establecer una generalizacion
para el caso de la longitud del lado de dichos poligonos se obtiene que:

I=R \/ 2—+/2++/2+... Asimismo, se ponen en evidencia resultados de ra-

dicales jerarquizados que al generalizarse para cualquier valor n (siendo n

entero positivo) arrojan la siguiente expresion:

\/n(n—l)—\/n(n—1)+ n(n—1)+...

Surge entonces una forma alternativa de aproximar el valor de 7 por
medio de limites:

n=’lim2k 2— 2+ J24+V2+ -
— 00

Siendo £ : Ntumero de raices cuadradas involucradas?

Todos los céalculos y deducciones matematicas hasta ahora vistos pueden
tomar como punto de partida el pliegue de superficies de papel, pero dichos
pliegues no solo son para el caso de una circunferencia, sino que es posible
generalizarlos para cualquier tipo de curva.

! Algunas construcciones han sido extraidas del texto: Geometric Exercises in Paper Folding de

Sundara Row.

Dicha expresién es llamado algoritmo iterativo. Fue usado por el matemaético Liu Hui para
calcular 77 partiendo de poligonos inscritos en un circulo. Para mayor ampliacién ver: http://
es.wikipedia.org/wiki/Radicales_jer%C3%Alrquicos

2
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Fig. 2. Aproximacién a la longitud
de arco de la circunferencia por

° medio de los poligonos generados
en la Fig. 1

Cualquier funcién diferenciable puede ser aproximada en el nivel local
por una funcién lineal; entonces, en algunos casos las funciones lineales
son las méas importantes y de la misma forma podria decirse que las formas
diferenciales son los méas importantes integrandos.

Al aplicar dobleces en forma reiterativa a una superficie de papel y limi-
tandose a un intervalo [a,b] se obtiene una aproximacién a la curva dada
por la Fig. 3. Ahora, considere una funcién f en el intervalo [a,b] que es
rectificable, es decir, f' es continua en [a,b]. De tal funcién se dice que
su gréafica en [a,b] es una curva suave. Bajo las anteriores condiciones y
tomando como punto de partida las construcciones elaboradas en la Fig. 2 y
Fig. 3 se extraen las siguientes deducciones:

Sean:

Ax = x; — x4
Ay =yi = yia
De donde:

S; = (Ax)?% + (Ay;)?
§= (Ax;)? + (Ay)?
2

Fig. 3 Curva suave en un intervalo [a,b] con particiones regulares

Se ha llegado asi a una forma de relacionar el pliegue de superficies con el
concepto de limites, derivadas y mas alld, aun, la construcciéon del concepto
de sumas infinitas.

GENERACION DE CURVAS EN R’

Las curvas generadas por el pliegue de superficies son muy diversas y la
profundidad de los conceptos y expresiones matematicas que se estudian
pueden llegar a ser de muy alto nivel a tal punto que el pliegue de superficies
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se traslada a areas tales como la computacion, y la arquitectura. Es decir,
dentro de todas estas matematicas se encuentran muchas ciencias aplicadas
a las cuales se puede llegar desde otra perspectiva en la ensenanza de las
Matemaéticas.

Para R* = R’ cada doblez define un limite sobre el cual se intersectan
dos planos, de este modo si se lleva ese pliegue de superficies de papel a una
region tridimensional puede llegar a generarse una funcién de dos variables
que consiste en utilizar un campo escalar en el que se asigna al punto (X, )
el escalar z = f (x, y) . Un campo escalar queda caracterizado por sus curvas
de nivel (o lineas de contorno) a lo largo de las cuales el valor de f(x, V) es
constante.

. - - . 2 2
En la figura 4 se muestra la representacion grafica de la ecuacion z = y~ —x
también conocido como paraboloide hiperbélico o “silla de montar”.
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