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ABSTRAK
Dalam makalah ini diteliti bagaimana mengkonstruksi koproduk dari dua buah
grup. Lebih jauh diteliti sifat-sifat yang dimiliki oleh koproduk dan kaitannya dengan
hasil kali langsung. Sifat yang sangat menarik dalam penelitian ini adalah hasil kali
bebas grup-grup hingga yang tidak mengawetkan keterhinggaan.
Kata kunci : koproduk,hasil kali langsung, hasil kali bebas.

ABSTRACT
In this paper we do a research about how to construct a coproduct from two groups. Further,
we insvetigate the coproduct’s properties and a relation to a direct product. The interested property
of free product of finite groups that does not preserve a finiteness.
Keywords: coproduct, direct product, free product.

1. Pendahuluan

Fokus utama dalam makalah ini adalah meneliti sifat-sifat koproduk dari
grup hingga yang tidak mengawetkan keterhinggaan. Hal ini berbeda dengan
karakteristik yang dimiliki oleh hasil kali langsung. Hal pertama yang
dilakukan adalah mengonstruksi suatu koproduk melalui diagram komutatif
dari suatu hasil kali langsung sebagaimana telah dikembangkan oleh Laszlo
Fuchs [8] dan Brian Osserman [5]. Selanjutnya didefinisikan grup bebas yang
mempunyai generator berbentuk pasang terurut dan grup bagian yang
dibangun oleh generator tertentu. Dalam hal ini, koproduk akan didapatkan
dari produk langsung sebagai dualnya.

Dalam Allenby dan Tang [1] telah diperoleh grup bagian Frattini sebagai
perluasan dari koproduk yang menunjukkan bahwa koproduk selalu
mempunyai grup maksimal. Selain itu, dalam Azarian [3] telah didapat grup
bagian near Frattini dari perluasan koproduk. Dalam makalah berikutnya
Allenby [2] juga telah membuktikan grup bagian upper Frattini dari perluasan
koproduk. Deskripsi di atas telah menunjukkan bahwa koproduk sangat
penting dalam grup bagian Frattini dan sejauh ini karakteristik koproduk dari
grup-grup hingga yang tidak mengawetkan keterhinggaan belum ada yang
membahas secara detail. Aplikasi koproduk bisa digunakan untuk mempelajari
struktur yang berkaitan dengan dualisasi seperti aljabar dan koaljabar yang
telah dibahas oleh Kurniadi dan Irawati, [7]. Aplikasi lainnya telah diterapkan
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oleh Azarian [4] seputar grup bagian Frattini dan beberapa kajian yang
dilakukan Dauns [6]. Termotivasi oleh kajian-kajian di atas, dalam makalah
ini diteliti tentang sifat-sifat koproduk dari grup hingga yang tidak
mengawetkan keterhinggaan.

2. Metode Penelitian
Metode penelitian dalam makalah ini berupa kajian terhadap jurnal
matematika khususnya dalam bidang aljabar.

3. Hasil dan Pembahasan
Sifat-Sifat Hasil Kali Dan Jumlah Langsung

Beberapa sifat yang dikaji dalam makalah ini erat kaitannya dengan diagram
komutatif dan hasil kali dan jumlah langsung . Berikut definisi formal diagram
komutatif

Definisi 1. (Massey [8]) Suatu diagram dikatakan komutatif jika didapatkan
komposisi homomorfisma yang sama ketika mengikuti arah panah sepanjang
jalur yang berbeda dari satu grup ke grup yang lain dalam diagram.

Sebagai contoh perhatikan gambar berikut
o )
A—p B—p C

Vol

D—» E —=~ F

b} b}

o o

Gambar 1. Diagram komutatif grup

Dari Gambar 1 di atas, akan diperoleh kesamaan homomorfisma hoa, ¢lga,
dan gOallf. Oleh karenanya, Gambar 1 di atas komutatif.

Diagram komutatif ini digunakan untuk mengonstruksi koproduk yang lebih
detail dijelaskan dalam pembahasan.

Hasil Kali Langsung

Untuk sembarang keluarga modul M;,i € I, diindeks oleh himpunan indeks

sembarang. Produk [[ M; dapat dipandang sebagai :

1. Himpunan semua fungsi a,f:1—-U{M;|i €1} sedemikian sehingga
a(i) € M; untuk semua i, dengan operasi R-modul didefinisikan titik demi
titik yaitu (a — B) (i) = a(i) — (i) dan (ar)(i) = a(i)r untuk semua i € R.

2. Semua strings atau himpunan
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x={x;li€eR}= (x;) = (.., x;,...), X; EM;
Sedangkan direct sum @ {M;|i € I} =@ M; didefinisikan sebagai modul bagian
dari [IM; yang memuat semua elemen berbentuk x = (x;) €[]M; yang
mempunyai sejumlah hingga komponen x; tak nol.

Sifat Universal Hasil Kali dan Jumlah Langsung
Ada dua sifat mengenail jumlah langsung sebagai berikut

i. Misalkan @ M; € [[M;,j, dan m:[[M; > M, yang didefinisikan oleh
T [(x)ier] = x. Untuk sembarang modul A dan R —homomorfisma
gr: A = M, untuk semua k € I terdapat secara tunggal R —homomorfisma
g: A - [ M; sedemikian sehingga m,g = g, untuk semua k € [

1.  Untuk sembarang modul B dan R —pemetaan h,: M, — B,k € I, terdapat
secara tunggal R —pemetaan h:@ M; - B sedemikian sehingga hj, = h;
untuk semua k € ]

Tinjauan terhadap Hasil Kali Tensor

Pendefinisian koproduk identik dengan pendefinisian hasil kali tensor
sebagaimana telah dibahas dalam Kurniadi dan Irawati [7]. Dalam makalah
ini penulis melakukan suatu tinjauan ulang terhadap hasil kali tensor dari dua
buah modul atas gelanggang.

Definisi 2 (Dauns [6]) Misalkan Ar dan rB berturut-turut menyatakan R-
modul kanan dan kiri. Jika U menyatakan grup Abelian aditif, maka
@: A X B—U dikatakan pemetaan balance jika dipenuhi :

1. @(aitaz b)=@(a, b)+ Q(az, b)
2. Q(a, bi+bsy)=@Q(a, br)+ QP(a, bs)
3. @ (ar, b) = @ (a, rb),

untuk semua a, a;, aze A, b, bi, bse Bdanr € R.

Kondisi (1) dan (2) mengatakan bahwa () suatu pemetaan bilinier.

Dapat ditunjukkan bahwa jika 1 : U —» U suatu homomorfisma grup maka
pemetaan komposisi n¢: A x B — U suatu pemetaan balance.

Jika Ar dan rB sebarang R-modul, definisikan S =S(A, B) menjadi grup
komutatif bebas atas A x B. (Grup komutatif bebas artinya jumlah langsung
dari pembangun suatu grup siklik tak hingga dan A x B memuat semua
pembangun dari S. Dalam hal ini S = ®<(ai, bi)> dengan i € I). Dengan kata
lain, setiap unsur di S dapat ditulis secara tunggal sebagai suatu jumlah
hingga 3. zap(a, b) dengan z bilangan bulat.

Misalkan H subgrup dari S yang dibangun oleh unsur-unsur dengan bentuk
sebagai berikut:

1. (a1t+az, b) - (a1, b) - (az, b)
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2. (a, b1t+be) - (a, b1) - (a, b2)

3. (ar, b) - (a, rb), untuk semua a, a1, a2€ A, b, by, b2 € Bdanre R.

Sekarang didefinisikan A® B menjadi suatu grup komutatif aditif S/H. Untuk
(a, b) € S, didefinisikan a®b = (a, b) + H = 1(a, b) + H € A®B. Restriksi pada
S — S/H oleh A x B menghasilkan pemetaan ¢ :AxB — A®B. Berdasarkan
pendefinisian H di atas dapat dilihat bahwa ¢ suatu pemetaan balance.

Dari konstruksi di atas dapat diperoleh definisi hasilkali tensor sebagai
berikut :

Definisi 3 (Dauns [6]) Untuk modul Ar dan rB atas suatu ring R, suatu
hasilkali tensor dari A dan B adalah pasangan (T, () dimana T adalah grup

komutatif dan @ : A x B - T suatu pemetaan balance. Untuk sebarang

pemetaan balance f: A x B — C ke sebarang grup komutatif C, terdapat
homomorfisma grup komutatif yang tunggal f :T — C sedemikian sehingga f

=fo

Diagramnya dapat dilihat sebagai berikut :

AxB (p |
>
f ...3!.7_;
C

Gambar 2. Diagram hasil kali tensor

Proposisi 1 (Dauns [6]) Misalkan Ar dan rB adalah R-modul. Maka (A®rB, 6)
suatu hasilkali tensor dari A dan B atas R. Lebih jauh, jika (X, 6°) sebarang
hasilkali tensor lain, maka terdapat isomorfisma grup komutatif 6 : A®B — X
sedemikian sehingga 0" = ob.

Bukti :

Dapat ditunjukkan bahwa A®grB suatu grup komutatif dan 6 : AxB — A®B
suatu pemetaan balance. Sekarang, misalkan ¢: AxB — U sembarang
pemetaan balance. Karena S modul bebas atas AxB, pengaitan (a, b) — o(a,b)
menentukan suatu homomorfisma n°: S — U. Karena ¢ pemetaan balance
maka 17 memetakan setiap generator dari H ke nol atau n°(H) = 0. Jadi, H
ker(n’). Dari teorema isomorfisma grup terdapat n : S/H — U sedemikian
sehingga n[(a,b) + H = n'[(a, b)]= ¢(a, b). Tetapi dari pendefinisian awal S/H =
A®B dan (a, b) + H =a®b. Oleh karenanya, n : S/TH = A®B — U suatu
homomorfisma dengan n(a®b) = ¢(a, d).

Berikut akan ditunjukkan bahwa n tunggal.
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Misalkan f: A®B — U suatu homomorfisma grup komutatif lain sehingga ¢ =
f6. Ambil £ unsur di A®B dan tuliskan = ¥, a®b, yaitu jumlah hingga.
Sekarang perhatikan, f(§)= >/0(a, b) = X ¢(a, b) =n(§). Hal ini menunjukkan
bahwan =f.

Konstruksi Koproduk

Diberikan dua buah grup G dan H. Koproduk adalah grup G *H dengan
homomorfisma i;:G - G*H dan iy:H - G*H sedemikian sehingga jika
diberikan sembarang grup X dengan homomorfisma f;:G - X dan
homomorfisma f;:H - X maka ada secara tunggal homomorfisma
Jo*¥ [y G*H - X

Secara diagram dapat ditunjukkan sebagai berikut :

G*H

fe Ju

X

Gambar 3. Konstruksi koproduk

Di sini dapat ditunjukkan bahwa untuk sembarang grup G *H, dapat
ditentukan secara tunggal hingga isomorfisma. Selanjutnya akan diberikan
suatu contoh grup yang memenubhi sifat ini.

Misalkan i; suatu monomorfisma yaitu homomorfisma yang satu-satu. Ganti X
dengan G sehingga f;menjadi identitas di G. Selanjutnya f; menjadi
homomorfisma trivial yaitu mengaitkan semua unsur H ke identitas di G.
Dapat ditunjukkan bahwa Ker (i;) S Ker (i; o f; * fy) . Tetapi komposisi ini
haruslah homomorfisma identitas di G yang mempunyai trivial kernel dan
haruslah i;. Dengan kata lain peta dari G dan H terletak di G * H.

Selanjutnya, diperiksa relasi antara unsur G yang terletak di G * H dengan
unsur H yang terletak di G = H.
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Gantikan X dengan F, dan misalkan mengaitkan semua unsur G dengan
pangkat dari generator a yaitu didefinisikan suatu homomorfisma dari G ke
F, = Z. Sementara f; mengaitkan semua unsur di H ke suatu pangkat dari
generator b. Jika ada relasi antara unsur G dan H di G * H, maka tidak dapat
terpenuhi sifat universal. Oleh karenanya, G *H isomorf dengan F,, hanya
sebagai pengganti pergantian pangkat a dan b dari unsur-unsur di G dan H. D1
sini diperoleh bahwa unsur-unsur di G * H berbentuk g,h,g,h, ... gi hy.

Hasil dari koproduk sangat berperan dalam aljabar topologi seperti dalam
tulisan Massey [9].

Koproduk Grup Hingga Tidak Mengawetkan Keterhinggaan

Misalkan G = (R, | S5) penyajian untuk grup G dengan R; himpunan semua
generator untuk G dan S; himpunan semua relasinya. Hal yang sama
dilakukan untuk grup H yaitu penyajiannya H = (Ry | Sy).
Sesuai dengan konstruksi di atas diperoleh bahwa

G*H=(RyURy|S;VUSy)
Yaitu grup hasil koproduk G * H = (R; U Ry | Sg U S) dibangun oleh generator G
bersama-sama dengan generator H, dengan relasi dari G bersama-sama dengan
relasi dari H.
Sebagai contoh pandang grup siklik G dengan order 4 yang disajikan dalam
bentuk G = (x| x* = 1) dan grup siklik H dengan order 5 dengan penyajian
G = (y | y®> = 1). Sesuai dengan konstruksi di koproduk diperoleh

G+H=(x,y|lx*=y5=1)

Perhatikan bahwa G * H = (x,y |x* = y® = 1) penyajian dari grup dihedral tak
hingga.

Teorema 1.(Brian [5]) Misalkan G dan H grup hingga maka G * H selalu tak
hingga.

Bukti : Konstruksi koproduk G * H =(R; URy | S; USy) dengan R, himpunan
semua generator untuk G dan S; himpunan semua relasinya. Hal yang sama
dilakukan untuk grup H yaitu penyajiannya H = (Ry | Sy). Telah dijelaskan
pada konstruksi koproduk G * H bahwa unsur-unsur nontrivial dari grup G dan
H tidak komutatif satu sama lain maka G = H = (R; U Ry | S5 U Sy) tak hingga.

3. Simpulan
Telah diberikan bagaimana mengkonstruksi koproduk dari dua buah
grup. Sifat dari koproduk dua buah grup hingga yang tidak mengawetkan
keterhinggan juga telah dibuktikan dalam Teorema 1 berikut contohnya.
Untuk penelitian lanjutan dapat dikaji generalisasi koproduk dua buah grup
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dengan produk amalgamated berikut penerapan koproduk dalam masalah
sinyal dan sistem.

o Ot
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