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Résumé Soit G le groupe des points définis sur un corps p-adique d’un groupe ré-
ductif non connexe. Dans cette note on prouve que toute représentation irréductible
tempérée de G est irréductiblement induite d’une essentielle d’un sous-groupe de
Lévi cuspidal de G.

Abstract Let G be the group of points defined over a p-adic field of a non-
connected reductive group. In this note, we prove that every tempered irreducible
representation of G is irreducibly induced from an essential one of a cuspidal Levi
subgroup of G.
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1 Introduction

Soit G ’ensemble des points rationnels d’un groupe algébrique réductif non connexe
p-adique de caractéristique 0. Notons V(G) ’ensemble des caracteéres virtuels tem-
pérés de G, c’est-a-dire que V(G) est I'’ensemble des combinaisons linéaires finies des
caracteres des représentations irréductibles tempérées de G. On dit que 1’élément
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276 K. Bettaieb

© € V(G) est un caractére virtuel supertempéré [9, 11] s’il satisfait a la condition
suivante:
Pour tout sous-groupe de Cartan 7" de G et pour toute constante positive #, on a:

sup [ D (0] 100)|(1 + 0.(1)" < 00

teT’

oll D¢ est le facteur discriminant usuel, o, estime la croissance sur G/Ag , T =
TN G ou G est’ensemble des éléments x € G tels que Dg(x) # 0.

Notons Vy(G), le sous-espace vectoriel des éléments supertempérés de V(G). On
sait que le caractere d’une représentation irréductible tempérée 7 est supertempéré
si et seulement si 7w appartient a la série discréete [11].

Comme résultat préliminaire, et a I’aide des travaux de J. Arthur [1] et R. Herb
[11], on démontre que tout élément de V(G) s’écrit comme combinaison linéaire
finie d’induites de caracteres virtuels supertempérés (Théoreme 4). Soient ®; €
Vu(L;), ou L; (i =1,2) sont deux sous-groupes de Lévi de G. On note ig, 1, (0;)
le caractere induit de ®;. Par analogie avec les caracteres cuspidaux, on démontre
que iG,1,(®)) =i 1,(0,) si et seulement si, il existe t € G tel que L = tL t™! et
©, = 1O, (Proposition 6) . Ce résultat nous permettra de déduire (Corollaire 7) qu’
a chaque élément ® € V(G) correspond, modulo la conjugaison par G, une famille
finie unique {(L;, ©®;)}1<i<p, 00 ©; € V;(L;) et L; sous-groupes de Lévi de G tel que:

©= ) icL(®)

l=izp

Notons P, = M,N; le sous-groupe parabolique de G correspondant a I’élément
semi-simple ¢t de G [6] et G, “la partie compacte” de G, constituée des éléments
semi-simples ¢t de G tel que P, = G.

Comme propriété des caracteres virtuels supertempérés, on montre que pour tout
O € V4 (G) et f une fonction dans I’espace de Schwartz C(G), de G:

<0, f> ::/ @(x)f(x)dx:/ O) f(x)dx
G GL‘
“La trace compacte” de ©® € V(G) est définie par:
<0, f>ge :/ O) f(x)dx felC(G)
G

L. Clozel [4] a montré que la trace d’une représentation admissible de longueur
finie se décompose en somme de trace compacte des modules de Jacquet normal-
isée. Par analogie, on démontre, qu’étant donné © € V(G) et f € C(G), il existe
une famille finie {(L;, ©®;)} <<, de caracteres virtuels supertempérés de G, unique
modulo la conjugaison par G, telle que:

<0, f>= Z < 0y, fo, >Lic

I<i<p

ol fo, € C(L;) est le terme constant de f le long d’un sous-groupe parabolique
Q; ayant pour sous-groupe de Lévi L; (Corollaire 11). Cette égalitée montre, en
particulier, que la trace d’une représentation tempérée irréductible se décompose en
somme finie de “trace compacte”.
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Représentations Tempérées 277

Notons IT1(G), 'ensemble des classes d’équivalence des représentations irré-
ductibles tempérées de G. Une représentation dans I1(G) est dite elliptique si son
caractere est non nul sur I’ensemble régulier elliptique de G. Notons par I1.;(G)
I’ensemble des classes d’équivalence des représentations elliptiques de G. De méme,
une représentation irréductible tempérée de G est dite essentielle (ou limite de série
discrete [5]) si elle n’est pas proprement irréductiblement induite par induction
parabolique. Notons I,,(G) ’ensemble (des classes d’équivalence) des représen-
tations essentielles de G. On sait que I1;(G) C . (G) et que si G = SO(n) alors
I1,5(G) contient strictement I, (G) [10].

On se donne (M, o) une paire discrete de G, c’est-a-dire que M est un sous-
groupe de Lévi de G et o une représentation irréductible de M, de carré intégrable
modulo la composante déployée Aj; du centre de M. Notons i,y (o) la classe de la
représentation induite Zndp_yn(0) et R, := SRf le fR-groupe correspondant. C’est
un groupe fini ayant la propriété que I’algebre commutante de i, y(o) est isomorphe
a C[0,1,, lalgebre du groupe R, tordue par un cocycle 1, (voir [1], §2). Notons ay
(resp. ag), I’algebre de Lie réelle de la composante déployée de M (resp. G) . Pour
tout r € N,, posons:

ay :={Heay, rH=H)} et a?f,;’::ﬂa?w

ref,

On dit que le groupe R, est essentiel si a’}j =ag.

Comme conséquence du Corollaire 7, on démontre qu’une composante irré-
ductible de i, p(0) est essentielle si et seulement si le groupe %, est essentiel. Ainsi,
on aura démontré la conjecture de Clozel [5]: si 7 est essentielle alors toutes les
reliées a 7 le sont aussi (une représentation irréductible tempérée 7, de G est dite
reliée & 7ty si 7y et 7, proviennent d’une méme paire discréte (M, o) de G [12]).

Cette classification des représentations irréductibles essentielles de G, nous per-
met de montrer une autre conjecture de Clozel [5]: toute représentation irréductible
7 de G est irréductiblement induite d’une essentielle. De plus, si # =ig 1,(81) =
iG,1,(82),8; € T (L;) et L; sous-groupes de Lévi de G, alors il existe ¢ € G tel que
Ly =tLyt " ets =15,.

2 L’Espace des Caracteres Virtuels V(G)

Dans ce paragraphe on montre que tout caractere virtuel tempéré s’écrit comme
combinaison linéaire d’induites de caracteres virtuels supertempérés.

Soit G un groupe algébrique connexe réductif défini sur un corps local non
archimédien F de caractéristique 0. Notons G(F) ’ensemble des points F-rationnels
de G. Dans la suite on notera G := G(F).

Pour la suite, on fixe une composante de Lévi F-rationnelle M, d’un certain sous-
groupe parabolique minimal Py de G défini sur F . On pose W(? = Ng(My)/ M, ou
Ng(M,) est le normalisateur de M, dans G.

Par définition, un groupe de Lévi M de G est un sous-groupe algébrique de G
contenant la composante de Lévi M, d’un certain sous-groupe parabolique défini
sur F.

Si M est un sous-groupe de Lévi de G de composante déployée Ay, soit
L(M) T’ensemble des sous-groupes de Lévi de G contenant M et Ly(M) =
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278 K. Bettaieb

{LeL(M)|L#G).SiL e L,onnote par L(M) I'ensemble des sous-groupes de
Lévi de L contenant M.

Si M = My, on écrit L := L(My) , Lo := Lo(My) et Ag := AM”.

Soit 7 représentation admissible de G, notons par A(r) 'ensemble de toutes les
combinaisons linéaires finies des coefficients matriciels de 7 et A(G) = |, A(n),
la réunion étant prise sur toutes les représentations admissibles de G. Pour tout
sous-groupe parabolique P = MN de G et f € A(G), il existe un terme constant
fr € A(M) ayant la propriété [13, 2.6]: soit m € M, il existe une constante positive ¢
telle que:

sp(ma)'’? f(ma) = fp(ma) pour tout a e A}, (c)
ou §p est la fonction modulaire de P et
AL(C) ={ae Ay: la(a)| >c pouttoute racine simple « de (P, A )}

La fonction fp est appelée terme constant de f le long de P.

Soient maintenant (rr, V) une représentation admissible de G et P = M N un sous-
groupe parabolique de G. Supposons que ® := O, est le caractere de . Par analogie,
on définit le terme constant ® de © le long de P. Notons par P = MN le sous-
groupe parabolique opposé de P, V(N) := <n(mv—v,ne N,veV > et Vy:=
V/V(N).

Soit p : V. — V4 la projection canonique. Pour tous m € M et v € V, on définit:

12

75 (m) p(v) = 85(m) ™ p((m)v)

La représentation (73, V) est appelée module de Jacquet normalisé de (, V)
qui correspond a P; on sait que c’est une représentation admissible de longueur finie
de M [13,2.3.6]. On pose ®p :=rp (Or) = O le caractere de nw. On appelle O p
le terme constant de ® = ©, le long de P.

Soient f € A(G) et P = MN un sous-groupe parabolique de G. Suivant [13, 3.1],
ona: fp=3} fp,oux estun quasi-caractere de Ay. On pose:

Xp(P, Ay)i={x: fr 20} et Xo(P,Aw) = |J Xfp(P, Ap).

feA@)
D’apres [13,3.3.1], 0on a:
V=Y Vy,
XEXz (P, Ay)
Par conséquent:
Op=0,= >  Op,
XEXx (P, Ay)

ou ®p , estle caractere de la restriction de 7y sur Vg , .

Notons I1(G), 'ensemble de classes d’équivalence des représentations irré-
ductibles tempérées de G. Si 7w € I[1(G) et P = MN un sous-groupe parabolique
de G, on pose XY (P, Ay) := X (P, Ay) N Ay, D’apres [13, 5.4.1.3], le quotient
maximal tempéré de my est:

Vo= Y Vx,

XEXY(P,Apm)
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Représentations Tempérées 279

Soit ® = O, le caractere de 7, posons Of := O« le caractere de (Vz)". On
appelle ©Y le terme constant faible de ® = ®; le long de P.

Comme conclusion, on vient de définir pour tout sous-groupe parabolique P =
MN de G et € I1(G), le terme constant (O ) p et le terme constant faible (®,)% de
©, le long du sous-groupe parabolique P.

On dit que ® est un caractere virtuel de G et nous écrivons © € V(G), s’il existe

un nombre fini, 77y, 75, ...., 1 € I1(G) et ¢; € C tels que:
0= Z CiOx,.
1<i<k

Ce qui nous permet de définir le terme constant ®p et le terme constant faible %
de O le long d’un sous-groupe parabolique P = M N de G par:

Op= Z ci(Og)p e Of= Z ¢i(O)p

1<i<k 1<i<k

Un élément x € G est dit régulier si Dg(x) # 0 ol Dg est le facteur discriminant
standard défini dans [13, 4.7]. Notons G’ I’ensemble des éléments réguliers de G. Si
T est un sous-groupe de Cartan de G,onnote 7" := TN G'.

Un élément x € G est dit elliptique si son centralisateur est compact modulo
la composante déployée A de G. Notons G, ’ensemble des éléments réguliers
elliptiques de G. Si ® € V(G), on note ®° la restriction de ® a I’ensemble régulier
elliptique de G.

Définition 1 [9] On dit que ® € V(G) est un caractere virtuel supertempéré si, pour
tout sous-groupe de Cartan 7" de G et n une constante positive, on a:

sup | DG ()10 (1)|(1 + 0.(1)" < o0

teT’

oll o, estime la croissance sur G/ A (voir [13, 4.1]).

Notons Vi (G), le sous-ensemble de V(G) formé par les caracteres virtuels su-
pertempérés.

Théoreme 2 [11]

1. Le caractere © € Vy(G) si et seulement si O =0 pour tout sous-groupe
parabolique propre P de G.

2. Soit ® € Vy(G), si ©° =0 alors ©® = 0.

3. Soient Py = M N, et P, = M N, deux sous-groupes paraboliques de G, alors pour
tout ® € V(G), ona: Op, = Op,.

On dit que (M, o) est une paire discréte de G si M € L et o € [[,(M) ot [[,(M)
est ’ensemble des classes d’isomorphisme des séries discretes de M. Soit (M, o) une
telle paire, notons W(M) := WO (M) = Ng(M)/M, le groupe de Weyl de (G, Ay),
ic.m(0) laclasse de la représentation induite Zndp_yn(o) et R, 1= S)TE, le N, -groupe
correspondant. Soit 9%, := RY I'extension centrale du %, -groupe comme dans [1, §2]:

1—>ZU—>§tU—>§RU—>1.
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280 K. Bettaieb

Il existe un caractere central x, de Z, tel que I’ensemble I1,(G) des constitu-
ants irréductibles de ig y (o) soit paramétré par I’ensemble (R, Xo) des classes
d’équivalence des représentations irréductibles p de %, ayant y, comme Z,-
caractere central [1, §2].

La paramétrisation de I1,(G) nous permet de classifier I'’ensemble IT(G), qui
est réunion disjointe des W(? -paires discrétes (M, o) des ensembles T1,(G) ([8] et
[1, §1]).

Un triplet (M, o, r) est appelée triplet virtuel de G si (M, o) est une paire discrete
de G etr € i,. A chaque triplet virtuel de G, J. Arthur [1, §2] fait correspondre une
distribution-caractere ®°(M, o,r) ;= O(M, o, 1) appelé caractere virtuel de G qui se
décompose sous la forme:

OM.o.r)= Y 0Oy 1)

mell, (G)

ou 6,y estle caractere de la contragrédiente de p, € Il (Sﬂ‘a, Xo) associée aw € I, (G).
De plus, on a:

®G(wM, wo, wrw ™) = G)G(M, o,r) Yw € W()G,
En inversant (1) on aura, pour tout = € I, (G):
O = 9o Y 6, (NO%(M, 0, 1)
refi,
ou encore [1, §6]:
O = %o Y 6, (NO“(M, 0, 1). )
ref,

Notons ap (resp. ag), I’algébre de Lie réelle de la composante déployée de M
(resp. G). Le groupe N, agit sur ay. Pour r € N,, posons:

ay:={Heay:rH=H} et aﬂj\tj :=ma§w,

refy,

Roreg 1= RE

oreg = {r € No3 aly = ag}

L) = LIR,) = (S € LIM); ag = ), pour un r € R, }

On dit que le R-groupe N, est essentiel si a”]\“; = ag. Soit L € L(M), on dit que L
satisfait d la condition de compatibilité d’Arthur sia; NG, contient un sous-ensemble
ouvert de a,, oll a est la chambre positive correspondante a I’ensemble des racines
positives qui annulent la densité de Plancherel [1, §2]. Notons £ 4 (M) ’ensemble des
L € L(M) qui satisfait cette condition.

Lemme 3 Soit (M, o) une paire discréte de G. Alors:

(1) Le groupe de réductibilité de is (o) est RS =R, N WS(M) pour tout S €
LK)

(2) Le groupe R, est une réunion disjointe des ensembles %5, , S € L(N,).

o,reg’
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Représentations Tempérées 281

Démonstration D’apres J. Arthur [1, §2],si L € £ 4(M), si alors on peut identifier le
R-groupe de iz p (o) a R, N WE(M). Par définition, chaque S € L(R,) satisfait cette
condition de compatibilité; d’out (1). La (2) est claire. O

Soit T € TI(L), L € L. Le caractere de la représentation induite ig, ;. (t) sera noté
iG.0(0©,). Il vérifie I'identité:

ic,L(®)(f) = 0:(fo), feCG),

ol fp estle terme constant de f le long d’un parabolique quelconque,
Q = LNy de G. On note souvent:

O:(f1) == 0:(fo) = ic.L(O)(f), feCG.

Dans [1, §3], Arthur a montré que les caracteres (M, o, r) des W -triplets virtuels
(M, o,r) de G forment une base de I’espace V(G). On se propose, dans la suite,
de munir I’espace V(G) d’une autre base faisant intervenir les caracteres virtuels
supertempérés.

Théoreme 4 Tout élément dans V(G) s’écrit comme combinaison linéaire finie
d’induites de caractéres virtuels supertempérés.

Démonstration Soit ® € V(G). Par définition, il existe 7y, 5, ...., 7 € [1(G) et ¢; €
Ctelque: ® =3, _;_; ¢ci®. Le théoréme sera démontré si on montre que le carac-
tere ®,, 7 € I[1(G) s’écrit comme combinaison linéaire finie d’induites de caractéres
virtuels supertempérés. En effet, soit # € I1(G). On sait que, modulo la conjugaison
par W, il existe une paire discréte unique (M, o) de G telle que 7 € I1,(G). Or,
I’égalité (2) nous donne I’expression de son caractere:

Or =017 Y 6, (N0 (M, 0,1)
ref,
Or= Y N, 17" > 0, (NO°(M.0.r) (3)
SeLM) rems

o,reg

S

d’aprés le Lemme 3. Par ailleurs, pour r € Sﬁa,mg,

le triplet (M, o, r) est un triplet de

: S .
Setsire Ny, ona;

O“UM, 0,1 = > 0,0 (Nic.s(O:)
7€l (S)

=icsl Y 0,0(NO]

Tell, (S)

=ig.s[O5(M, o, 1.
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282 K. Bettaieb

Par conséquent, ’égalité (3) est équivalente a:

Or= Y N7 D 6, Mics(® (M, o.r)
SeL(My) rems .
= Y sl lT Y 0, (NO5(M, 0, 1)
SeLO) reRs .,
= Y ics(Ons) (4)
SeL(My)

ou:
Ors = N5, D 0, (NOS(M,0,1).
rens

areg

Or, sir e N . le caractere virtuel ©5(M, o, r) est dans Vy(S) [11, Théoreme 3.1].
Donc ©, s € Vy(S). Comme 9%, est fini, les S € L(N,) sont en nombre fini. Ceci
montre que le caractere d’une représentation irréductible tempérée de G est une
combinaison linéaire finie d’induites de caracteres virtuels supertempérés. D’ou le

théoreme. O

Soit ® € V(L), L € L, il existe 1,12, ....,7g € [I(L) et ¢; € C tels que: ® =
Zlg <q ¢i®;. Site WOG , on note tO, le caractére de la représentation tt; € IT(¢tL)
et donc:

©:= Y 10, e V(tL).

1<i<q

D’autre part, étant donné que le terme constant ® et le terme constant faible ®Y
de © le long du sous-groupe parabolique R = M Ng de L dépend seulement de M
d’apres le Théoreme 2 (voir aussi [11], p. 154 et (3.3)), on pose: ;. () = Oy := Og
et @U) — @w

M- R
Si S € L, considérons I’ensemble:

WES =(te WE (LN Py) Cc Py et (SN Py) C Py}

Drapres [2,2.12], [11, (3.3)], on a pour tout ® € V(L):

(6.L(@)s= ) isslO)s] (5)

tGWL'S
ousS, =SnNtL.
Définition 5
1. Ondit que (L, ®) est une paire supertempérée de Gsi L € Let © € Vy(L).
2. Soient (L;, ®;) (i=1,2) deux paires supertempérées de G. On dit que (L, ©,)

et (L,, ®,) sont conjuguées sous G s’il existe ¢ € WOG tel que tLit™' = L, et
10, = 0.
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Représentations Tempérées 283

Proposition 6 Soient (L, ®)) et (Ly, ®,) deux paires supertempérées de G. Alors,
iG.1,(©)) =ig,1,(02) si et seulement si les paires (L, ©) et (L, ©,) sont conjuguées
sous G.

Démonstration La démonstration est analogue a celle de Théoreéme 4 de [7] sur les
caracteres d’induites cuspidales. En effet pour tout /; € (L), on a:

lic, L, (O], () = [iG,1,(©2)]1, (1) (6)

En utilisant le Théoréme 2, I’expression (5) et le fait t®; = @, pour tout t € Wkl
tel que tL; = L, [11, Théoreme 3.1], Pexpression (6) est équivalente a:

lte Whobi il = L0y = > o)l I € (L)e

{teWla-LiyL,=L,}

Si L) n’est pas conjugué a L,, on aura ®; = 0 car elle est nulle sur (L;).; d’apres
le Théoréme 2. Contradiction. D’ol1 L, est conjugué a L,. Supposons que L, = sL;
pour un certain s € WOG ;pour tout /; € (Lq).y, ’égalité (6) est équivalente a:

lte Wk ot Ly = L@ () = |t e WEE oLy = Ly |(s7'@2) (1))

ce qui implique, en utilisant de nouveau le Théoreme 2, que: ®, = sO;.
La réciproque est claire. O

Corollaire 7 Soit ® € V(G), il existe, modulo la conjugaison par Wé;, une famille
finie {(L;, ®))}1<i<k de paires supertempérées de G, non conjuguées deux d deux,
tel que:

©= ) iGL®)

I<i<k
Démonstration Se déduit de la Proposition 6 et du Théoréme 4. O

Soient & € T1(G) et (L, ®) une paire supertempérée de G. On écrit ©, — iG 1.(O)
si ®, apparait dans la décomposition de ig 1 (®).

Théoreme 8 Soient (L;, ©®;) i = 1,2 deux paires supertempérées de G et © € T1(G).
Si © apparait dans la décomposition de i 1,(0) et i 1,(0,) alors il existe t € Wg;
tel que tLy = L. De plus t®, apparait dans la décomposition de ©,.

Démonstration Si ®, — ig 1,(0,) alors, il est clair que w®; — r, ¢(®;), pour un
certain w € W2, Ainsi:

wOs = 1y, 6(Or) = 1, 6ol (0r)

En appliquant I’expression (5), on retrouve qu’il existe t € W vérifiant 1L, C L,
tel que:

wO®, — iy, 1, (tO;), or ceci implique que tO; — ry, 1,(WO2) =rip, 1,(07).
Comme 0, € Vy(L,), on déduit qu’ils existent ¢ € WOG telquetl; = Ly ett®; — O,.
Mais ceci implique t®; apparait dans la décomposition de ©,. O
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284 K. Bettaieb

Corollaire 9 [9] Soient (M}, 01) et (M, 03) deux paires discrétes de G. Si I1,,(G) et
I1,, (G) possédent un constituant en commun alors il existe t € WOG tel que tM, = M,
et toy = 0y. Réciproquement s’il existe t € W(? tel que tM; = M, et to; = o, alors
M, (G) = I, (G).

Démonstration Comme 0O, € Vy(G) si et seulement si o € [1,(G), [11, Corollaire
2.6], le résultat se déduit du théoreme 8. La réciproque est claire. O

Terminons ce paragraphe par un résultat sur les traces compactes.

Notons par P, = M;N, le sous-groupe parabolique de G correspondant a
I’élément semi-simple ¢ de G [6] et G, ’ensemble des éléments semi-simples ¢ de
G tel que P; = G. L’ensemble G, est appelé “la partie compacte” de G.

Lemme 10 Soit ® € Vi (G). Sit ¢ G. N G’ alors ©(t) = 0.

Démonstration Pour toutt € G’,on a [3]: O(¢) = Op,(¢) ou O p, est le terme constant
de © le long de P,. Si P, est un sous-groupe parabolique propre de G, on aura
O() = 0car © € Vyu(G). Autrement dit, ©(¢) est nul sauf si P, = G. D’oul le lemme.

O

Soient ® € V(G) et f € C(G). La trace compacte de © est définie par:

<O, f>g¢ : =/ O(x) f(x)dx.

G

Remarquons que le Lemme 10 implique que si ® € Vy(G) alors:
<0, f>=<0, [>Gc , f€CG).

Corollaire 11 Si ©® € V(G) alors il existe une famille finie de paires supertempérées
{(L;, ®i)}1§i§[71 de G, telle que

<0, f>= Z <O fL, >L.c feCG)

1<i<p

Démonstration Soit © € V(G). Le Corollaire 7 implique que, modulo conjugaison
par W, il existe une famille finie {(L;, O }1<i<p telle que:

<0, f>= ) icLO)(f) . feCG.

I<i=p

Or, pour tout 1 <i < p, et tout Q; sous-groupe parabolique de G ayant L; comme
composante de Lévi, on a:

<0, fL, >L.c = 0i(fL) =0i(fo) =ic,(®)(f)

oll fg, est le terme constant de f le long de Q;, d’oit le corollaire. m|
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Le Corollaire 11 est un résultat plus fin, dans le cas tempéré, que la Proposition 1
de Clozel [4].

3 Classification de I1(G)

La classification de I, (G) a travers IT1(R,, x,) fait intervenir beaucoup de choix,
pour cela on se propose de classifier, dans ce paragraphe, I1(G) a travers les limites
de séries discretes. Cette classification a été énoncée par Clozel comme conjec-
ture [5].

Définition 12 Une représentation dans I1(G) est dite essentielle (ou limite de série
discrete [5]) si elle n’est pas proprement irréductiblement induite par induction
parabolique. Notons:

Mo (G) :=={mr € TI(G) / m estessentielle }

A T’aide de ce qui précede, Il,,(G) est une réunion disjointe sur les WOG -paires
discretes (M, o) des ensembles:

[y e55(G) := T (G) N e (G).

Le N, -groupe de ig p (o) est dit essentiel si a'\),f,,” =ag.

Théoreme 13 Soient (M, o) une paire discréte de G et w € T, (G). w € Ty 055(G) si et
seulement si le groupe N, est essentiel.

Démonstration Si le groupe M, n’est pas essentiel, alors il existe L € Lo(M) tel
que a;’\‘l" = a;, et donc tout élément de N, laisse invariant point par point a;, or
ceci signifie que R, = RE, car RE = R, N WE(M) . Mais |TI(R,, xo)| = |TI,(G)| et
ITTRE, %) = |T1, (L)|. Ainsi R, = %L implique |T1, (G)| = |T1, (L)| et donc chaque
composante irréductible de i (o) est de la forme i, 1 (7) pour T € I1,(L).

Réciproquement. Supposons que I1,(G) a un élément proprement irréductible-
ment induit, i.e., il existe 7 € I1,(G) tel que 7 = ig,p(r) ol T € TI(L) et L € Ly.

t € TI(L) implique qu’il existe, modulo conjugaison par W[, une unique paire
discrete (M;,01) de L tel que t € I, (L). Dans ce cas, w € I1,(G) NI, (G) et
alors il existe t € W{ tel que (M, o) = (tM;,to;) (Corollaire 9). Si on suppose
que (M,o0) = (M;,01), alors L € Lo(M) et t € I, (L). Sans perte de généralité,
supposons que L satisfait la condition de compatibilité d’Arthur, i.e., L € Lo(M) N
L4(M).

Le Théoreme 4 et l’expression (4) impliquent que le caractere de = =
Ty, P E (R,, Xo) S’écrit comme combinaison linéaire finie d’induites de super-
tempérées, i.e.,

Or= Y ics(Onrs)

SeL(My)

o, pour S € L(N,), la paire (S, O s) est une paire supertempérée de G.
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De méme, le caractere de t =71,,, pr € H(ERUL, Xo) S’écrit comme combinaison
linéaire finie d’induites de supertempérées, i.e.,

Or= Y irr®7)

TeLl (L)

ou, pour T € EL(§R§), la paire (7, ©, 1) est une paire supertempérée de L.
Ce qui implique, par transitivité de I'induction, que:

Or =igrLO)= Y icr(®.7).
TeLl (ML)

Mais le Corollaire 7, implique que la famille {(S, © s)}secm,) est conjuguée
ala famille {(7, O 1)} rectmt)-

En particulier, la famille {S; S e L(M,)} est conjuguée a la famille {T; T €
Lt (?)‘té‘)}. Ainsi, si on suppose que ces deux familles sont égales, on obtient:

ac #ap Cag  pourtout S € L(N,) et alors:

No
ag#aLC [ as=[)dy=ay.

SeL(MNs) ref,

D’ou le théoreme. O

Le Théoréme 13 est une généralisation du Lemme 1.3 de R. Herb [10].
Corollaire 14 (Conjecture [5]) Soit (M, o) une paire discréte de G. Supposons que:
icMO)=m ®m @ ......... ® m,

Si 1 € o (G) alors tous les wr; € Toi5(G).
Démonstration Se déduit du Théoréme 13. O

Proposition 15 (Conjecture [5]) Toute représentation irréductible tempérée de G est
irréductiblement induite d’une essentielle.

Démonstration Soit € T1(G), on sait qu’il existe, modulo conjugaison par W&, une
unique paire discrete (M, o) de G telle que 7w € I1,(G). On va distinguer deux cas:

Si aﬂj\{; = ag, alors, le Théoreme 13 implique que, 7w € [, (55 (G).

Si anj‘{,; # ag, alors, aussi le Théoreme 13 implique qu’il existe L € Lo(M) et t €
I1, (L) tel que w est proprement irréductiblement de 7.

Mais a”]“‘; = a, implique que R, = R et alors aif,,‘f = az, ce qui signifie que RE
est essentiel et donc le Théoréme 13 appliqué a L implique t € I, . (L). D’ol la
proposition. O
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Corollaire 16 Soit = € T1(G), si:
T =1ic,,(51) 81 € Mess(L1) Liel

T =ig,1,(52) 8 € Meg(Lo) Lyel

alors il existet € G tel que tL) = L, et t§1 = 6,.

Démonstration Sié§; € I, (L) alors le Théoreme 13, implique qu’il existe une paire
Ly

discrete (M, o1) de L, vérifiant ajfjl‘ = ar, tel que 8, € I1,,(L;). Mais comme 7 est
irréductiblement induite de §;, on aura N,, = S)’ié' , Ce qui revient a ce que aSlel =ar,.
De méme 8, € I,,(L,) , implique qu’il existe une paire discrete (Ms, 0z) de L,
vérifiant aﬂj\‘jj =ay, tel que 8, € I,,(Ly). Ainsi m =ig,1,(81) = ic,1,(62) implique
7w € I, (G) NI, (G) et donc il existe t € G tel que (M,, o)) = (tM>, top) d’apres
le corollaire 9. Supposons que (M, o1) := (M, 01) = (M>, 0>), alors on aura aj, :=
ar, = ay, etdonc 8, = é, car |I1,(G)| = |1, (L)]. O

Open Access This article is distributed under the terms of the Creative Commons Attribution
Noncommercial License which permits any noncommercial use, distribution, and reproduction in
any medium, provided the original author(s) and source are credited.
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