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Resumen. A lo largo de este curso se hard una revision de algunos de los problemas mas
importantes, mas significativos, mas interesantes y mas famosos que fueron estudiados por
los matematicos a lo largo de la historia de las matematicas y que se refieren a la
determinacion de maximos y minimos. Se pretende dar una panoramica de la importancia
que tuvieron estos problemas para el avance de algunos de los conceptos esenciales del
Analisis Matematico, descubrir los diferentes fendmenos con los que estan relacionados
estos problemas y las variadas heuristicas que permitieron obtener su solucion.
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1. Introduccion

La historia de la matematica puede proporcionar muchas formas de resolucidon de
problemas diferentes de las utilizadas hoy en dia. Esos procedimientos pueden ocultar el
pensamiento que hay detras de ellos: “por eso, se debe realizar un ejercicio de descifrado
para entender lo que se hizo, cudl fue el razonamiento que se oculta, y cudl es el sustrato
matematico que hace que un método inusual sea valido y posiblemente general” (Arcavi e
Isoda, 2007).

El conocimiento de la historia nos puede ayudar a comprender mejor el sentido de las
matematicas. Integrar la historia en la matematica nos permite colocar el desarrollo de las
matematicas en el contexto cientifico y tecnologico de un momento particular, en la historia
de la ciencia y de las ideas y también considerar la historia de la ensefianza de las
matematicas desde perspectivas que yacen fuera de los limites de la disciplina. La
comprension cultural y el avance promovido por la historia tiene algin vinculo con la
necesidad de humanizar la educacion matematica “introducir a los alumnos en una aventura
humana”.
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Los problemas que se presentan en este cursillo son producto de una revision histdrica
procurando obtener la versidon original de estos problemas y cuando se ha encontrado
mucha diferencia con la terminologia actual se han adaptado a ella con fines
exclusivamente didacticos y temporales.

2. Estrategia metodoldgica

Se plantea como objetivo general: dar una panoramica de los diferentes problemas de
maximos y minimos a lo largo de la historia de la matematica asi como de los métodos
usados para su resolucion.

Siendo los objetivos especificos:

¢ Plantear diferentes problemas relacionados con maximos o minimos

e Mostrar diferentes contextos relacionados con los problemas de maximos y

minimos.

e Integrar contenidos matematicos relativos a diferentes ramas de las matematicas:

Geometria, Algebra, Calculo, Trigonometria,...

e Comprender la evolucion de los conceptos matematicos implicados en la resolucion

de estos problemas.

e Repasar algunas anécdotas histdricas relacionadas con los maximos y los minimos.

Al mismo tiempo que se van repasando las diferentes etapas de la historia de la matematica
se van resolviendo algunos problemas clasicos. Se expondra el método de solucion, se iran
resolviendo los problemas planteados y se reflexionara sobre las caracteristicas del método

utilizado y su potencialidad en la ensefianza.
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3. Desarrollo del curso

Los términos maximo y minimo se utilizan para indicar que el valor de la funcion en un
punto es mayor/menor que otros. Dichos valores se llaman también extremos, término que
fue sugerido por el matematico aleman du Bois-Reymond (1831-1889) y que combina los
dos conceptos de maximo y minimo. También se asocian con el término 6ptimo para
referirse al mejor, el perfecto, que ha sido un término adoptado universalmente en los
ultimos tiempos.

La teoria que trata de los problemas concernientes a magnitudes maximas o minimas se
llama teoria de los problemas extremos o teoria de optimizacion. Si en los problemas se
trata de calcular la mejor influencia en algunos procesos o fenémenos que se pueden
controlar bajo ciertas limitaciones, la teoria de los problemas extremos se denomina de
control 6ptimo y si trata de problemas de trasportes en los que hay que minimizar una
funcién sujeta a limitaciones por medio de funciones lineales, se llama programacion
lineal.

3.1.- El primer problema de maximos y minimos

El problema mas antiguo relacionado con este tipo de puntos esta recogido en la Eneida de
Virgilio (70-19 a.C.) en la que se cuenta la siguiente historia:

Rige este imperio la reina Dido, que abandond su ciudad de Tiro, huyendo de su
hermano; larga es la historia de estas disensiones, muchos sus accidentes, pero sdlo
recordaré los puntos principales. Era Dido esposa de Siqueo, el mas rico sefior de tierras
entre los Fenicios, y a quien profesaba la infeliz grande amor; virgen se la habia dado su
padre al unirla con él bajo felices auspicios; pero, como reinase en Tiro su hermano
Pigmalion, el mas perverso de los hombres, suscitose entre ellos un odio terrible, y el
impio Pigmalidn, ciego con el amor del oro, asesiné al desprevenido Siqueo delante de
los altares, despreciando el dolor de su amante hermana. Por largo tiempo tuvo
encubierto el crimen, e inventando mil pretextos, burld con vanas esperanzas a ala triste
esposa; mas vio ésta en suefios la imagen de su marido insepulto, el cual, levantando la
faz, maravillosamente palida, le descubrid su pecho, traspasado por el hierro al pie del
ara, y le revel6 todo el oculto crimen de su familia. Persuddela en seguida a acelerar la
fuga y abandonar su patria, y para auxilio del viaje le descubre antiguos tesoros que tenia
enterrados, en cantidad inmensa de plata y oro. Agitada con esto, Dido preparaba su fuga
y reunia a los que habian de acompafiarla sefialados entre los que més detestaban o
temian al tirano; apoderandose de unas naves que por dicha estaban aparejadas, y las
cargan de oro; las riquezas del avaro Pigamlion van por el mar, y una mujer capitanea la
empresa. Llegaron los fugitivos a estos sitios, donde ahora ves las altas murallas y el
alcazar, ya comenzado a levantar de la nueva Cartago, y compraron una porcion de
terreno, tal que pudiera toda ella cercarse con la piel de un toro, ... (Eneida, Libro I, pp.
16-17)
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Dido determind el terreno cortando la piel en estrechas tiras, las até una a continuacidn de
otra y aprovechando la costa, determino una semicircunferencia (Pérez y otros, 2000).

ACTIVIDAD 1:

Suponiendo que la piel fuese equivalente a la superficie de un cilindro de 2m. de altura y
0,5 m de radio

+ (Cual seria la superficie del cilindro?

+ Imaginemos que se cortasen tiras de 2 mm jcual seria la superficie de cada una
de esas tiras?

¢ Jcuantas tiras se podrian hacer?

¢ Siunimos una tira a otra y formamos con esa unidén una semicircunferencia ;qué
longitud tendria?

% (Cual seria el radio de esa semicircunferencia?

% (Qué superficie podriamos encerrar? jA cuantas hectareas equivale esa

superficie?

Formulada esta cuestion de una forma puramente matematica este problema se conoce
como el problema de Dido o ¢l problema clasico isoperimétrico que se podria enunciar
como sigue:

Entre todas las curvas planas de longitud dada, la que encierra la mayor area es la
circunferencia.

De forma paralela, en el espacio tridimensional, se puede considerar lo que los antiguos
matematicos griegos conocian con el nombre de propiedad isoepifanica de la esfera, es
decir, la propiedad de que la esfera es el cuerpo geométrico que encierra mayor volumen
entre todas las figuras que tienen la misma superficie lateral.

El primero que se considera que resolvid el problema isoperimétrico fue Arquimedes (287
a.C.-212 a.C.), e investigadores de la Historia de la ciencia atribuyen a Zenodoro (180 a.C.)
el haber desarrollado completamente la teoria de los isoperimetros en el siglo II a.C. en un
tratado sobre las figuras isoperimétricas hoy desaparecido. Posteriormente, otros
pensadores de la Antigiiedad se interesaron por este problema. Heron de Alejandria (1267
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a.C.-50?7 a.C.), Ptolomeo (90-168), Pappus (300-360), Thedn de Alejandria (370-415),... El
primero que proporcion6é una demostracion rigurosa de la propiedad del maximo de la
circunferencia y de la esfera fue H. A. Schwartz (1843-1920) basandose en las
aproximaciones que hicieron los antiguos griegos al problema.

3.2.- Los dificiles inicios con la Geometria como unica herramienta

Uno de los primeros problemas (Tikhomirov, 1986), también de cardcter geométrico,
formulados en relacion con los maximos y los minimos se debe a Euclides (aprox. 325 a.
C.-265 a. C.) y se puede encontrar en sus Elementos.

ACTIVIDAD 2:

Leer, analizar y discutir la proposicion 27 del libro VI de los Elementos de Euclides.

Enunciado (Prétasis)
De todos los paralelogramos aplicados a una misma

recta y deficientes en figuras paralelogramos 0 - =
semejantes y situadas de manera semejante al \ m\r"x‘ \H
construido a partir de la mitad de una recta, el G DM
(paralelogramo) mayor es el que es aplicado a la

mitad de la recta y es semejante al defecto. (p. 98)

Exposicién (¢kthesis) b 6K &

Sea AB la recta y dividase en dos partes iguales en el

(punto) C y apliquese a la recta AB el paralelogramo

AD deficiente en la figura paralelograma DB construida sobre la mita de AB, es decir
CB;

Determinacion (diorismés)

Digo que, de todos los paralelogramos aplicados a AB y deficientes en las figuras
semejantes y situadas de manera semejante a BD, el mayor es AD.

Construccion (kataskeue)

Pues apliquese a la recta AB el paralelogramo AF deficiente en la figura paralelograma
FB semejante y situada de forma semejante a DB;

Determinacion (diorismés)

Digo que el paralelogramo AD es mayor que el paralelogramo AF.

Demostracion (apédeixis)

Pues como el paralelogramo DB es semejante al paralelogramo FB, estan en torno a la
misma diagonal. Tracese su diagonal DB y constriyase la figura.

Pues bien, dado que el paralelogramo CF es igual a FE, y FB es comun, entonces el
(paralelogramo) entero CH es igual al paralelogramo entero KE. Pero CH es igual a CG,
porque AC es también igual a CB. Por tanto GC es también igual a EK. Afiddase a ambos
el paralelogramo CF; entonces el paralelogramo entero AF es igual al gnomon LMN, de
modo que el paralelogramo CE, es decir, el paralelogramo AD es mayor que el
paralelogramo AF.

Conclusién (syumpérasma)

Por consiguiente de todos los paralelogramos aplicados a una misma recta y deficientes
en figuras paralelogramas semejantes situadas de manera semejante al construido a partir
de la mitad de la recta, el (paralelogramo) mayor es el aplicado a la mitad de la recta.
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ACTIVIDAD 3:

Vamos a utilizar el método anterior para resolver el siguiente problema que es una

adaptacion a la terminologia actual:

Dado un tridngulo ABC, inscribir un paralelogramo ADEF (EF | AB, DE | AC) de area
maxima.
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Segtn la proposicion de Euclides, el paralelogramo que resuelve esta situacion, es aquel
que pasa por los puntos medios de los lados de triangulo tal como se ha representado en la
figura 2. Vamos a ir construyendo la demostracidn tal como la hizo él por reduccion al
absurdo partiendo de dicho paralelogramo, y demostrando que no hay ninglin otro
paralelogramo que cumpla las condiciones del problema y cuya area sea mayor que la del

escogido.

.
L4

0’0

7
%

Dibujemos otro paralelogramo que cumpla las condiciones del problema
AD’E’F’.

Llamemos G al punto de interseccidon de las lineas D’E’ y EF y G’ al punto de
interseccion de DE y E’F’

Hay que demostrar que el area del paralelogramo AD’E’F’ es menor que el 4rea
del paralelogramo ADEF y que justamente la diferencia es el paralelogramo
EG’E’G.

Demostrar que los triangulos ABC y GE’E son semejantes

Escribe la razén de proporcionalidad entre las bases y las alturas de los dos

triangulos

Expresa la formula que nos permite calcular el area del paralelogramo

FF°G’E

Expresa la formula que nos permite calcular el area del paralelogramo

D’DEG
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(Cémo son esas dos areas?

(Qué relacion hay entre el area de ADEF y el area de AD’GEG’F’?

(,Qué podemos concluir?

(Qué conocimientos matematicos se han usado para resolver este problema?
(Qué elementos son esenciales o necesarios para poder realizar una

demostracion de este tipo?

Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.), en su libro Sobre la esfera y el cilindro (225 a.C.),

propuso el siguiente problema:
Dada una esfera con centro en A, y consideremos una de las cinco figuras de la que
hablamos con superficie total equivalente a la de la esfera; digo que la esfera es la que
encierra mayor volumen.

ACTIVIDAD 4:

Tratemos de seguir el razonamiento que hizo Arquimedes. Este razonamiento se basa en la
relacion entre el volumen de la esfera y el volumen del cono.

O/
0‘0

Recordemos:

o La férmula de la superficie de una esfera

o La férmula del volumen de la esfera

o La férmula del volumen del cono.
Imaginemos otra esfera inscrita en uno de esos poliedros y tangente a él. ;cual
es mayor la superficie de esa esfera o la del poliedro?
La superficie del poliedro era la misma que la de la esfera A, luego la superficie
de la esfera A es que la de la esfera inscrita al poliedro.

El radio de la esfera A sera que el de la esfera inscrita.

Consideremos el cono cuya base es un circulo equivalente a la superficie de la
esfera A (y cuya altura es igual al radio de la esfera A). El volumen de este cono
esigual a

Consideremos una piramide con la misma base y de altura el radio de la

circunferencia inscrita al poliedro. Su volumen sera
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s (Qué relacion hay entre el volumen de la pirdmide y el del cono?

¢ El volumen de la esfera A y el del cono son

* El volumen de la piramide y el del poliedro son

% (Qué conclusion podemos sacar?

% /Qué diferencias existen entre esta demostracion y la anterior?
< (Qué dife ten entre esta demost y la anterior?

Antes de resolver el siguiente problema vamos a recordar otro problema muy conocido y
también muy antiguo. Se cree que este problema aparecid por primera vez en un libro de
Heron de Alejandria (126? a.C.-50? A.C.), al que casi todos conocemos por su famosa
formula para el calculo del area de un tridangulo en funcién de sus lados a, b y ¢

A= \/s(s —a)(s—b)(s—c), donde s = %M es el semiperimetro del tridngulo. El libro

en el que aparecio este problema se llamaba Espejos y no se sabe exactamente la fecha en
la que se escribid pero se cree que data del primer siglo antes de Cristo. Aunque el libro
desaparecid nos han llegado noticias de ¢l a través de comentarios realizados por otros
matematicos posteriores.

Dados dos puntos A y B que estan del mismo lado de una linea 1. Encuentra un punto D
en 1 tal que la suma de las distancias de A a D y de D a B sea minima.

ACTIVIDAD §:

Utiliza el siguiente diagrama para hacer la demostracion.

Como aplicacion del problema anterior vamos a revisar otro problema que aparecio en el
libro de Viviani (1622-1703) Sobre los valores mdximos y minimos (1659), que fue el
primer libro que se puede considerar que se escribié exclusivamente en relacion con el tema
que nos ocupa. El problema es el siguiente:
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En el plano de un triangulo, encuentra un punto tal que la suma de las distancias a los
vértices del triangulo sea minima.

Cavalieri (1598-1647) y Torricelli (1608-1647) se interesaron también en este problema, de
forma que al punto en cuestion se le denomina punto de Torricelli y Fermat (1601-1665)
también lo estudio. El interés de tantos cientificos eminentes en un problema de apariencia
elemental es una confirmacion de que motivos estéticos, a menudo, estimulan la creatividad
de hecho la solucion de casi todos estos problemas sobre maximos y minimos conducen a
figuras, cuerpos y magnitudes consideradas perfectas (circunferencia, esfera, cuadrado,..).
Fue Steiner (1796-1863) en el siglo XIX el que divulgd este problema, junto con otros
similares, y por ello se le conoce como el problema de Steiner.

ACTIVIDAD 6:

Vamos a intentar resolver este problema para un triangulo con un angulo mayor de 60°
% Dibuja un triangulo ABC, de forma que el angulo en C sea mayor de 60°.

+ Rota el triangulo alrededor de C 60° en el sentido de las agujas del reloj. Se
obtiene otro tridngulo A’B’C’

« Escoge un punto cualquiera del interior del triangulo ABC y lldmalo D. Calcula
su transformado D’ por la rotacion

¢ Lalongitud AD+BD+CD es igual a la longitud de A’D’+BD+DD’ ;por qué?

% (Cuando esa longitud serd minima?

3.3.- El Algebra permite allanar el camino.

No sélo encontramos problemas relacionados con cuestiones de tipo geométrico. Por
ejemplo, Niccolo Tartaglia (1500-1557) propuso el siguiente relacionado con el algebra:

Dividir el nimero 8 en dos partes, tales que el resultado de multiplicar el producto de las
partes por la diferencia entre ellas, sea maximo.

La solucion del problema anterior estd relacionada con la resolucion de la ecuacion
clibica x*+px+q=0 (para p positivo y q negativo) que fue uno de los grandes
problemas matematicos resueltos por los matematicos italianos del Renacimiento.
El primero en resolver esa ecuacion fue Scipione del Ferro (1465-1526) y Tartaglia,
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al igual que del Ferro, obtuvo la formula siguiente, conocida como féormula de
Cardano (1501-1576), para calcular las raices de dicha ecuacion:

2 3 2 3
xzi/_L [ +§/_1_ . P
2 4 27 2 4 27

ACTIVIDAD 7:

Tartaglia resolvid el problema anterior de la siguiente forma:

¢

% Calcula la mitad de 8

« Haz el cuadrado de esa mitad

>

% Sumale un tercio de si mismo

% Ese es el cuadrado de la diferencia de las dos partes. Calcula la raiz cuadrada de

este resultado

« Ahora ya puedes calcular cada uno de los numeros.

ACTIVIDAD 8:
Esta resulta ser una solucion tipicamente algebraica. Repasemos esta demostracion para ver

por qué es valida.
% Supongamos que a y b son las soluciones del problema anterior. Estas
cantidades tienen que cumplir por lo tanto que a+b=8 y que a-b=x. Expresaay b

en funcion de x

*
L4

Escribe la formula que hay que optimizar en funcion de x

‘0

Tenemos que encontrar donde se alcanza el maximo M en la funcién anterior,

.,

asi que igualamos la expresion a M. ;Qué tipo de ecuacion hemos

obtenido?

< Observa la grafica de la funcion; la expresion obtenida tienen dos raices iguales

positivas o y una distinta negativa 3 ;Por qué?

12° Encuentro matCmatica o0 6,7y 8 de 2011 Quindio, Colombia 683



¢ Escribe la expresion algebraica tipica de esta situacion

% Igualemos ahora término a término las dos ecuaciones que hemos obtenido.

+¢ Calcula las raices a y B

% Multiplica y divide o por 4

s Separa el numerador en dos sumandos uno multiplicado por 3 y en el otro el
resto. Separa las dos fracciones ;Cual es la expresion final que hemos obtenido
de o*? ;Qué tiene que ver con la de Tartaglia?

% Calcula finalmenteay b

Los problemas sobre el calculo de valores extremos fueron considerados también por Pierre
de Fermat (1601-1665). Alrededor de 1628-29 encontrd un método para calcular valores
extremos sencillos; posteriormente, alrededor de 1662, Fermat enlazo sus consideraciones
sobre valores extremos con cuestiones fisicas y asi, por ejemplo, con el calculo del
recorrido mas corto de la luz en la refracciéon, del que hemos hablado anteriormente.
Aunque originalmente desarrollé su procedimiento sélo para funciones racionales, mas
adelante lo expresaria en toda su generalidad. El método, bien es cierto, carecia de una
fundamentacion rigurosa y se justificaba exclusivamente por su éxito; por ello, Fermat solia
proclamar en sus obras con orgullo “no puede existir un método mas general y bello”
(Boyer, 1986). En su escrito Methodus ad disquirendam maximam et minimam (Método
para investigar maximos y el minimos) de 1629 que envié a Roberval (1602-1675) y
Mersenne (1588-1648), da el primer método general conocido para determinar maximos y
minimos, siendo la regla la siguiente:

1. Sea A un término relacionado con el problema

2. La cantidad maxima o minima estd expresada en términos que
contienen so6lo potencias de A.

3. Se sustituye A por A+E, y el médximo o minimo queda entonces
expresado en términos de potencias de A y E.

4. Las dos expresiones del maximo o minimo se hacen “adiguales”, lo
que significa algo asi como tan aproximadamente iguales como sea
posible.

5. Los términos comunes se eliminan.

6. Se dividen todos los términos por una misma potencia de E, de

manera que el menor de los términos resultantes no contenga a E.
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7. Seignoran los términos que aln contienen a E

8. Los restos se hacen iguales.

La solucién de la ultima ecuacion nos dara el valor de A, que hace que la expresion tome
un valor maximo o minimo relativo.

ACTIVIDAD 9:

Para ilustrar este método intentemos resolver el siguiente problema:
Dividir el segmento AC por el punto E, de forma que el rectaingulo AEC se haga maximo.

/7

¢ Designemos por b a la longitud del segmento AC y a la longitud desde A hasta
E. ;Cémo podremos expresar el area del rectangulo formado con los dos
segmentos en los que queda dividido el segmento AC?

+¢ Si sustituimos a por a+e ;como nos quedara la expresion anterior?

’0

Resta las dos expresiones suprimiendo los términos comunes

)

X3

*

Divide la expresion resultante por e

‘0

Suprime la e que queda ;qué resulta? ;jcudl es la solucion del problema? ;A qué

te recuerda este método de solucion?

En el enfoque de Fermat no se consideraba la cantidad como una funcién y no se decia
nada de que e fuese un infinitesimal, ni siquiera una magnitud muy pequeifla, y el método
no implicaba nada relativo al concepto de limite, sino que el célculo era puramente
algebraico. De hecho la idea parece ser que se le ocurrid estudiando la teoria de ecuaciones
de Vieta (1540-1603) que, aplicandola al ejemplo anterior tendriamos, como hemos visto,
que el punto buscado es el punto medio, y que origina un 4rea igual a B¥4. El
procedimiento que siguié, pudo ser el siguiente: para cualquier otro valor Z<B%4 la
ecuacion

X(B-X)=Z
tendra dos raices distintas: sean A y E. Siguiendo a Vieta, tendremos:

A(B-A)=E(B-E)
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o bien
BA-BE=A%FE’

y dividiendo por A-E, se tiene B=A+E. Cuanto més proximo esté Z a B*/4, menor sera la
diferencia entre A y E y por tltimo, cuando Z=B%/4, A sera igual a E y B=2A, que es la
solucion tnica que nos da un valor maximo del producto. En otras palabras, para hallar el
maximo es necesario igualar las dos raices. Como puede ser complicado dividir por A-E,
Fermat tuvo la idea de tomar las dos raices como A y A+E y dividir entonces por E, para
igualar finalmente las dos raices haciendo E=0.

Este método para determinar méximos y minimos, le sirvido a Fermat para desarrollar un
procedimiento que le permitiera construir tangentes a curvas, calcular centros de gravedad
y descubrir la ley de la refraccion de la luz y fue la base para que posteriormente se
resolvieran los problemas de maximos y minimos utilizando el calculo de derivadas.

3.4.- Podemos aplicar estos conceptos a situaciones muy variadas

Los problemas de extremos relacionados con los fendmenos naturales, fueron formulados
por primera vez en un intento por comprender la ley de la refraccion de la luz. Ya los
antiguos filésofos trataron de descubrir la ley de la refraccion, en particular, Ptolomeo
(aprox 83-161 a.C.) tratd de obtenerla experimentalmente, pero fall6. Fue encontrada, por
primera vez, por el cientifico Snell (1580-1626), contemporaneo de Descartes (1596-1650),
Fermat (1601-1665) y Huygens (1629-1695), indicando que:

La razén entre el seno del angulo de incidencia y el seno del angulo de refraccion es una
constante independiente del angulo de incidencia.

Fermat, intentando explicar dicha ley, avanzo un principio extremo del fendmeno 6ptico: en
un medio no homogéneo, la luz viaja de un punto a otro a lo largo del camino que requiere
el menor tiempo, siendo, finalmente, Huygens el que demostré dicha ley, avanzando,
ademas, que la constante de la razon entre los angulos de incidencia y de refraccion es igual
a la razon entre las velocidades en los dos medios.

ACTIVIDAD 10:

El problema quedaria planteado en los siguientes términos.

Se supone que un plano esta descompuesto por una recta en dos semiplano, que son dos
medios homogéneos, en los que las velocidades respectivas de la luz son v; y v,.
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Encontrar el camino que debe seguir un rayo luminoso para ir en el menor tiempo posible
(camino dptico) desde un punto A, situado en uno de los medios, a un punto B situado en
el otro medio.

la distancia MC? ;Y para AM? ;Y para MB?

por la velocidad en cada medio. Luego su expresion sera:

Suponiendo que la distancia OC es d y que OM es X, ;cudl es la expresion para

Como queremos que el tiempo empleado sea igual al espacio recorrido dividido

Utilizando la propiedad de que para que el tiempo sea minimo la derivada tiene

que ser cero, si derivamos respecto de x en la expresion anterior obtenemos

que:

refraccion de la luz.

Escribiendo esa igualdad en funcion del seno de i y de r tendremos la ley de la

Una de las aportaciones mas interesantes fue la que hizo Johann Kepler (1571-1630) en su
obra publicada en 1615 Cdlculo de toneles, en la que bajo el titulo Nova stereometria
doliorum vinariorum (Nueva estereometria de los toneles de vino), estudio la forma que
deberian tener los barriles de vino de forma que, con la menor superficie (menor cantidad
de madera utilizada para hacerlos), tuvieran mayor volumen (pudieran albergar la mayor
cantidad de vino). El mismo Kepler explica el origen de este problema de la siguiente

forma:

Fue celebrando mi nuevo enlace en noviembre del ultimo afio, en la época en la que los
toneles de vino traidos de la baja Austria se apilaban, tras una abundante cosecha, en las
orillas del Danubio, en Linz, y se podian comprar a un precio aceptable, pues es
obligacion del nuevo esposo y preocupado padre de familia, procurar la bebida necesaria
para su casa. Cuando algunos toneles se habian colocado ya en las bodegas, vino el
vendedor, al cuarto dia, con la vara de medir, y comenz6 a calcular el contenido de todos
los toneles sin tener en cuenta su forma y sin mayor reflexion o célculo. Introdujo la
varilla de medir con su punta metalica a través del agujero del corcho hasta alcanzar los
dos fondos y cuando parecian ser iguales las dos longitudes, la marca en el corcho daba el
numero de cubos en el barril. Yo me preguntaba cdmo la linea trasversal que cruza la
mitad del barril podia proporcionar una medida del contenido y dudaba de la exactitud
del método, pues un barril muy bajo con bases muy anchas, y por tanto, con un contenido
muy reducido, podria tener la misma longitud de mira. No me parecid inoportuno, como
recién casado, comenzar a investigar sobre bases geométricas la exactitud de este
procedimiento tan simple y tan ampliamente extendido y sacar a la luz, tal vez las leyes
existentes. (Kepler, J. 1908 Neue Stereometrie der Faser, besonders der in der Form qum
meisten geeigneten Osterreihischen. Ergénzung zur stercometrie des Archimedes.
Leipzig) Citado en Wussing, 1998
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ACTIVIDAD 11:

Para estudiar este problema Kepler empled un método que podemos considerar antecedente
del que empleamos en la actualidad; busco el punto donde la variacion de volumen
producida por una variacidén de las dimensiones fuera practicamente nula (Wussing, 1998),
es decir, buscaba los puntos que anulaban la primera derivada.

De todos los cilindros con la misma diagonal el de mayor capacidad es aquel en el que la

razon entre radio de la base y la altura es \/5 . El problema correspondiente en el plano
es el de inscribir en un circulo dado un rectangulo de drea maxima.

¢ Imaginemos el cilindro inscrito en una esfera. Si R es el radio de la esfera, x es
la mitad de la altura del cilindro ;A qué es igual el radio de la base del

cilindro?

¢ El volumen del cilindro sera igual a
% Como queremos calcular el cilindro de volumen maximo tendremos que derivar
esa funcidn e igualarla a 0. De esta forma calculamos la relacién entre R y

X

>

72
*

e (Cual es la relacion entre el radio de la base del cilindro y x? ;Coincide con lo

que encontré Kepler?

3. 5.- En el siglo XXI se utilizan las nuevas tecnologias

Demos un salto en el tiempo y aterricemos en el siglo XXI en el que tanto las calculadoras
graficas como los ordenadores son o deberian ser herramientas esenciales en la ensefianza
del Analisis Matematico por sus capacidades graficas para representar las curvas que se
asocian a las funciones y poder visualizar directamente sobre ellas muchos conceptos, asi
como las caracteristicas y propiedades que poseen.

Aunque CABRI es un programa informatico especialmente pensado para cuestiones de tipo
geométrico, podemos utilizarlo para “construir” funciones y visualizar cuales son las
propiedades geométricas de los puntos que pertenecen a la curva que estamos
considerando. Para construirlas, se utilizan exclusivamente elementos geométricos como
rectas, segmentos, circunferencias, cuadrados,... asi como propiedades que pueden ser de
perpendicularidad, paralelismo o interseccion. Las curvas construidas de esta forma, se
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constituyen en lugares geométricos que verifican alguna condicion, de forma que, una de
las caracteristicas mas sobresalientes del programa como es su dinamismo.

ACTIVIDAD 12:

Por ejemplo si el problema es:

Deseamos saber cual es el mayor rectangulo que tiene 20 metros de perimetro.
podriamos hacer una construccidn del siguiente tipo (modificada de Pérez y otros, 2002).

Construir un segmento AB. Fijar el punto A (Fijar/liberar)

Medir el segmento y mover el segmento B hasta que tenga una longitud de 10
cm. Fijar el punto B

Sittia un punto P sobre el segmento.

Utilizando la Modificacion de apariencia pincha en el punto mas grueso y a
continuacion situate en P. Aparece un pincel, pincha con él en el punto para que
resalte mds y observar lo que pasa con mds facilidad.

El segmento original ha quedado dividido en dos nuevos segmentos que seran la
base y la altura del rectaingulo que queremos construir. Mide ambos segmentos
desde cada extremo hasta el punto P.

Ahora vamos a construir el rectdngulo. Sobre una semirrecta paralela al
segmento AB llevamos con el Compds la medida AP sobre el extremo de la
semirrecta A’. Nos aparecera una circunferencia que corta a la semirrecta en un
punto P’, marcamos ese punto de interseccion. Ya tenemos construida la base
del rectangulo.

Dibujar una recta perpendicular a la semirrecta que pase por A’ y otra que pase
por P’.

Con el compas llevar la medida del segmento PB sobre A’. Se forma una
circunferencia que corta a la perpendicular a la semirrecta en un punto B’,

marcar ese punto de interseccion. Esa va a ser la altura del rectangulo.
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Dibujar una recta perpendicular a la que pasa por A’ y B’ desde el punto B’. Ya
tenemos los cuatro vértices del rectangulo. Utilizando la opcién Poligono une
los cuatro puntos.

Oculta las construcciones intermedias, circunferencias, rectas, ...

Observa y comprueba qué ocurre al mover el punto P.

Mide el area del poligono.

Activa Mostrar ejes y lleva el origen de coordenadas al extremo inferior
izquierdo de la pantalla. Modifica la escala en el eje OY de hasta que aparezca
un 5. De esta forma vamos a representar el problema a escala para que nos entre
la gréafica de la funcidn en la pantalla.

En el eje de abscisas se representara la base y en el eje de ordenadas el area.
Lleva la medida de la base con el Compds sobre el origen de coordenadas.
Marca el punto de interseccion en dicho eje.

Utilizando la opcidn Calcular divide por 5 la medida del area del rectangulo.
Lleva la medida resultante sobre el eje OY con Transferencia de medidas y
marca el punto correspondiente sobre dicho eje.

Sobre los puntos que se han marcado en los ejes traza dos rectas perpendiculares
a los mismos y sitda un punto en la interseccion de ambas rectas.

Oculta todos los elementos accesorios.

Activa Traza para dicho punto y Animacion para el punto P, aparece un muelle,
suéltalo.

Obtienes un grafico. Analizala enumerando todas sus caracteristicas y cuales te
ayudan a resolver el problema de forma razonada. La construccion sera similar a
la que aparece en la siguiente figura.

e ) ) |

i jaix] o] «i7j =
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