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Resumen. Es nuestro interés en este curso discutir algunos aspectos teoricos y
metodologicos relativos a la objetivacion del conocimiento matematico, especificamente el
relacionado con el concepto de funcion y con el concepto de pardbola. Haremos esta
discusion desde algunos resultados obtenidos de la investigacion “El conocimiento
matematico: desencadenador de interrelaciones en la aula de clase™. En dicho estudio
empleamos una metodologia a la luz del paradigma cualitativo, bajo un enfoque critico-
dialéctico y desde una investigacion colaborativa. Nos apoyamos tedricamente en autores
que asumen una perspectiva sociocultural de la educacion y de la educacion matematica,
por ejemplo, Bajtin (2004, 2009), Caraca (1984), Moura (2001, 2010) y Radford (2004,
2006, 2008). Este estudio nos posibilitdé comprender, entre otras ideas, que los conceptos
que cada alumno objetivo con respecto al objeto funcion y al objeto pardbola no fueron
unicos; como no pueden serlo el proceso de objetivacion, ni los conceptos mismos.

Palabras-clave: Perspectiva Sociocultural; Teoria de la Actividad; Subjetividad;
Movimiento; Aretefactos; Geogebra.
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1. Desde donde hablamos:
algunos referentes teéricos y metodologicos

En una perspectiva sociocultural de la educacidn, el conocimiento deja de ser visto como
un producto externo que debe ser apropiado por los individuos —trasgrediendo el
paradigma de la modernidad— pasando a ser comprendido como una interpretacion que los
sujetos hacen del mundo, en una dialéctica continua con su entorno social, cultural,
historico y politico. Es decir, el conocimiento es producido desde el sujeto en sus
interrelaciones con el mundo.

Bajo esta perspectiva sociocultural, la educaciéon matematica asume el conocimiento
matematico como una actividad social, cuya objetivacion y legitimacion es resultado de la
explicacion de diferentes practicas sociales en las que estan involucrados los sujetos, a
partir de los sentidos y significados compartidos, respetando, asi, los diferentes saberes
constituidos por los diversos grupos socioculturales al interior de los mismos.
Comprendemos aqui las practicas sociales como lo enuncian Miguel y Miorim son:

Un conjunto de actividades o acciones fisico-afectivo-intelectuales que se caracterizan por ser:
(1)conscientemente orientadas por ciertas finalidades;(2) espacio-temporalmente configuradas;
(3)realizadas sobre el mundo natural y/o cultural por grupos sociales cuyos miembros establecen
entre si relaciones interpersonales que se caracterizan por ser relaciones institucionales de trabajo
organizado; (4) productoras de conocimiento, saberes, tecnologias, discursos, artefactos culturales o,
en una palabra, de un conjunto de normas simbdlicas (Miguel y Miorim, 2005, p.27).

El conocimiento matematico, en esta perspectiva sociocultural, y como lo apuntan algunos
autores (Moura, 1998; Radford, 2000, 2006, 2008) es visto como producto de la actividad
humana que se forma durante el desarrollo de soluciones a problemas creados en las
interacciones que producen el modo humano de vivir socialmente, en un determinado
tiempo y contexto.

Bajo este abordaje, son otras las relaciones que empezamos a considerar entre la cultura, el
curriculo y la Educacion Matematica, cuando de ensefiar y aprender matematicas se trata.
La discusion de estas relaciones puede posibilitarse desde varias indagaciones.

En el proyecto “El conocimiento matematico: desencadenador de interrelaciones en el aula
de clase” la pregunta que nos convocd estuvo referida a qué interrelaciones se tejen, a
través del conocimiento matematico, entre los procesos de ensefianza y los procesos de
aprendizaje, al interior del aula de clase de matematicas.
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En el marco de esta pregunta problematizadora, comprendimos el conocimiento
matematico como resultado de una practica social, resultado de la actividad humana, en el
sentido anteriormente explicitado. Una practica que posibilita explicar las relaciones entre
la accién humana y las situaciones sociales, culturales, politicas e historicas en donde
tienen lugar tales acciones, y que posibilitan la emergencia de dicho conocimiento. Por su
parte, comprendimos el aula de clase como un encuentro, donde convergen diversos sujetos
en un determinado espacio, tiempo y contexto sociocultural —los tres histdricos y
politicos— donde ha de desarrollarse un acontecimiento interlocutivo, en la perspectiva de
Geraldi (2000), en torno a unos conocimientos especificos.

De modo mas concreto, fue nuestro objetivo de investigacion identificar interrelaciones que
se tejen, al interior del aula de clase de matematicas, desde los procesos de ensefianza y los
procesos de aprendizaje, y como el conocimiento matematico —en dialéctica con la
actividad— posibilita dichas interrelaciones. Ademas, planteamos también dos objetivos
especificos: uno, identificar caracteristicas de la actividad que posibiliten interrelaciones en
la clase de matematicas; y, dos, identificar mediadores de la actividad matematica en el
aula que posibiliten la objetivacion del conocimiento matematico.

Los fundamentos tedricos para comprender estas interrelaciones, la objetivacion del
conocimiento matematico y la actividad matematica, al interior de aula, los abordamos
desde estudios socioculturales en la educacion y, particularmente, de la educacidon
matematica, destacamos entre ellos: Bajtin (2004, 2009), Vygostki (1995), Freire (2000),
Davidov (1988), Wertsch (1991), Caraga (1984), D’Ambrosio (1998, 2001), Knijnik
(1996, 1998, 2004; 2007), Lizcano (2004), Monteiro (2005), Jaramillo (2009), Valero
(2006), Skovsmose y Valero (2007), Moura (1998), Radford (2000, 2006, 2008), entre
otros.

Apoyados en estos aportes tedricos nos aproximamos a la practica pedagdgica de siete
maestros que ensefian matematicas en la educacién basica y media. Maestros de cinco
instituciones diferentes: dos en contextos urbanos de alta vulnerabilidad (Medellin y Bello);
una en un contexto rural (Barbosa); y dos en contextos indigenas (Necocli y Valparaiso).

El método de investigacion escogido para el desarrollo de este proyecto fue el de la
"investigacion colaborativa", comprendida como el proceso de indagacion donde maestros
de instituciones escolares e investigadores de la universidad co-laboran para responder a un
interrogante comun, cada uno desde el lugar que ocupa (Pinto, 2002). Este tipo de
investigacion involucra varias fases de accion y reflexidon, que requieren de un plan general
de trabajo, y en ese plan se deben indicar los papeles que cada uno de los participantes han
de desempeiiar (Boavida & Ponte, 2002). Apostamos por un abordaje metodoldgico desde
una perspectiva critico-dialéctica como es abordada por Sanchez (1998), toda vez que era
nuestra intencionalidad producir transformaciones al interior de las aulas de clase, desde las
interrelaciones tejidas.

Para el desarrollo de esta investigacion colaborativa conformamos un grupo de trabajo
colaborativo en el que estaban involucrados, ademas de los siete maestros, cuatro
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profesores universitarios, cuatro estudiantes de maestria y seis estudiantes de pregrado.
Ademas de las continuas interacciones que sostuvimos en las cinco instituciones escolares,
este grupo se reunid mensualmente durante dos afios en el campus universitario.

Los maestros, protagonistas de este estudio, estuvieron convidados a realizar un trabajo
sistematico sobre su practica pedagdgica que, atendiendo siempre a los objetivos
propuestos, involucrd un trabajo reflexivo, investigativo y colaborativo sobre ella.

Los datos producidos —de manera conjunta— tuvieron su origen en registros como
autobiografias, narrativas, diarios reflexivos, discusiones de lecturas, planeacion y
elaboracion conjunta de las actividades (Moura, 1998), memorias de los encuentros del
grupo colaborativo, y analisis de episodios del cotidiano escolar en las respectivas
instituciones escolares, registrados en videograbaciones.

Para el analisis de estos registros y datos realizamos el estudio de cuatro casos
seleccionados desde los conocimientos matematicos abordados al interior de las diferentes
aulas de clase. Estos conceptos y conocimientos matematicos fueron producidos en
dialéctica con las actividades propuestas, respetando las especificidades propias del
contexto donde cada institucion escolar estaba inmersa. Los casos identificados fueron: “El
caso de la parabola”, “El caso de la funcion”, “El caso de los poligonos”, “El caso de la
medida”. Para cada uno de los casos identificamos caracteristicas de las actividades
propuestas, identificamos también los mediadores de las actividades en cuestidon, para,
finalmente, identificar los diferentes tejidos producidos desde las interrelaciones al interior
del aula de clase de matematicas. Para cada uno de los casos realizamos triangulaciones
tedricas, de datos y de investigadores.

Estas triangulaciones nos posibilitaron llegar a algunas conclusiones. En el camino hacia
estas conclusiones la clase de matematicas se tornd una unidad de analisis en la bisqueda
de la comprension de las interrelaciones tejidas entre maestros, alumnos y conocimiento
matematico. Para realizar este analisis, bajo una perspectiva sociocultural de la educacién
matematica, nos apoyamos en presupuestos tedricos como: la teoria de la actividad
(Davidov, 1988), la teoria de la objetivacion y la subjetivacion (Radford, 2006; 2008) y las
Actividades Orientadoras de Ensefianza (Moura, 1988).

La Teoria de la Actividad atiende a una concepcion del hombre como ser historico y social,
como un sujeto activo que “conoce” y que construye el conocimiento en dialéctica con la
naturaleza. Esta Teoria tiene sus origenes en el materialismo dialéctico e historico, el cual
se apoya en la filosofia Marxista-Leninista. El materialismo dialéctico aborda los
fenémenos de la naturaleza desde el método dialéctico, donde se entiende que ningin
fenomeno de la naturaleza es estatico, y que no puede ser comprendido si se le toma
aisladamente, sin conexion con los fendmenos que le rodean. Para Leontiev (1978) la
actividad esta en relacion al conjunto de acciones socialmente dirigidas (orientadas) con el
objetivo de alcanzar un fin. Es decir, la actividad se constituye de acciones organizadas,
estructuradas, orientadas a la consecucion de una finalidad. En este sentido no es una
reaccion al medio, sino por el contrario, una forma de control sobre dicho medio. Debido a
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esta orientacidn hacia una finalidad, la actividad es de naturaleza social, y es la via por la
que el hombre ejerce control sobre los demas hombres, y sobre si mismo, a través de los
procesos de intercambio que permiten la reconstruccion interna de lo que, primariamente,
ha sido una construccion social.

En palabras de Radford (2004), la actividad es una forma de organizacion de las acciones
de un grupo de individuos que estan orientadas a un fin bien definido. Una actividad
produce acciones y se comprende por medio de las acciones. Sin embargo, la actividad no
es reducible a las acciones. Los sistemas de actividad evolucionan dependiendo de periodos
socio-histéricos y economicos, tomando a menudo la forma de instituciones y
organizaciones. La actividad colectiva se conecta para objetar y motivar los asuntos
individuales que son a menudo inconscientes, y que emergen del grupo en el cual estan
inmersas.

Las actividades que propusimos, desde las Actividades Orientadoras de Enseiianza,
posibilitaron que los estudiantes pudieran realizar el procedimiento de ascension de lo
abstracto a lo concreto (Davidov, 1988) a través de las abstracciones y generalizaciones
que los llevaron a la objetivacion de los respectivos conceptos.

De esta manera, la ascension de lo abstracto a lo concreto de cada uno de los alumnos
participantes se fue posibilitando en cada acercamiento de ellos al objeto, a través de las
abstracciones establecidas durante cada actividad. Abstracciones que dependieron, a su vez,
de los diferentes artefactos que estuvieron presentes en cada una de las actividades
propuestas, de las acciones que se desarrollaron con los artefactos por los estudiantes e
investigadoras y, de las relaciones entre las diferentes actividades. Relaciones que se fueron
tejiendo a lo largo del proceso investigativo, y que les posibilitd, a los estudiantes, ir
objetivando los respectivos conceptos.

El proceso de objetivacion de los conceptos, en los protagonistas de la investigacion, se fue
dando en cada una de las acciones mediatizadas por artefactos o, como diria Radford
(2008), en cada una de las acciones mediatizadas por el conjunto de los instrumentos
culturales; acciones que les fueron posibilitando la produccion de sentidos y significados de
los conceptos desde cada una de las actividades. Asi, cada uno de los artefactos utilizados
fue parte constitutiva de los sujetos investigados. De esta manera, en cada aproximacion a
los conceptos, cada uno de los artefactos, como constituyentes, les posibilito a los
estudiantes la produccién de otros sentidos y significados que les fueron llevando,
paulatinamente, a la objetivacion del concepto en cuestion. Asi, cada descubrimiento de los
alumnos fue, de hecho, producto de sus significados culturales e interpretaciones que,
mediados por los diferentes artefactos, en el desarrollo de cada actividad, les iba
posibilitando establecer relaciones entre los elementos de los objetos matematico e ir
objetivando los respectivos conceptos.

Asi, los artefactos se tornaron como constituyentes del pensamiento en la dialéctica sujeto-
objeto, ya que en esas interacciones de los estudiantes con el concepto los alumnos
transformaban al objeto y, al mismo tiempo, ellos mismos se transformaban. En cada uno
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de los acercamientos entre los protagonistas y los conceptos, se produjo una reconstitucion
de ambos. Este proceso es llamado por Radford como objetivacion y subjetivacion.

En esta investigacion, la (re)constitucion de subjetividades jugé un papel importante dentro
de la objetivacion de los conceptos matematicos, ello debido a la creacion de espacios,
durante el desarrollo de las diferentes actividades, para el debate, la reflexion y la critica.
Espacios que posibilitaron en los estudiantes ir (re)constituyéndose como sujetos. Asi,
durante el transcurso de la investigacion no solo se logro la interaccion de los estudiantes
con el objeto de conocimiento, sino también la (re)constitucion de los estudiantes como
sujetos. Durante el transcurso de la investigacidon los estudiantes fueron transformado el
objeto matematico investigado, a la vez que se (re)constituian como sujetos. De este modo,
estudiante y concepto, se iban transformando mutuamente.

Objetivacion, de acuerdo a Radford (2004), es un término que hace referencia a aquellas
acciones cuyo propdsito es el de hacer visible lo que no lo es; es decir, materializar lo
potencial. En ese sentido, las diferentes formas de representacion de cada uno de los
conceptos posibilitaron a cada uno de los estudiantes acercarse a los diferentes objetos de
estudio desde diferentes perspectivas y, por lo tanto, construir sentidos para él mismo. Es
decir, las diversas representaciones del objeto, realizadas desde las subjetividades de cada
estudiante protagonista —constituidas en la dialéctica individuo-grupo— le posibilitaron, a
cada uno, apreciar las dimensiones de éste, de formas diversas y asi hacer una objetivacion
del mismo.

Haber encaminado las actividades desde diferentes problematicas como es el problema
ambiental, especificamente relacionado con el uso y cuidado del agua (para la funcién), la
tecnologia involucrada en las antenas parabolicas (para la parabola), la siembra de cultivos
(para la medida), el torneo de futbol (para los poligonos) hizo que los estudiantes
protagonistas tuvieran un motivo para darle sentido a las acciones que las actividades les
proponian. Considerando, que dichas actividades fueron orientadas con el fin de objetivar
los conceptos en cuestion concordamos con Davidov (1988) cuando expresa:

En el desarrollo de la actividad practica, social por su origen y procedimientos de realizacion, las
personas comienzan a reproducir, en principio, cualquier objeto de la naturaleza, y también a crear
los que estan incluidos en ella sdlo potencialmente. Esto se vuelve posible gracias a que las personas
relacionan con la naturaleza desde la posicion de toda su especie, toda su humanidad. (Davidov,
1988, p.117).

En esa direccidn, las reflexiones de los estudiantes estuvieron asociadas, siempre, a la
realidad que les pertenece y de la que hacen parte. Esto hizo que el concepto que cada uno
objetivo con respecto a los objetos matematico, no fuese unico; pues ni el proceso de
objetivacion ni el concepto mismo pueden serlo.

Hacer un recorrido epistemoldgico de los respectivos conceptos desde un abordaje
sociocultural, nos posibilité comprender la importancia de la intersubjetividad en Ia
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constitucion del sujeto, asi como el papel fundamental de factores sociales, culturales,
historicos y politicos en el proceso de objetivacion del conocimiento matematico.

En el proceso de humanizacion las personas adquirimos la capacidad, histéricamente
construida, de aproximarnos a conceptos presentes en la cultura y construidos socialmente.
Lo hacemos desde nuestras propias condiciones individuales, desde nuestras
singularidades; es decir desde realidades situadas. Es asi, como los estudiantes
protagonistas, en cada una de las instituciones, desde sus realidades, objetivaron los
conceptos matematicos en cuestion.

En este proceso de investigacion, las interacciones entre los diferentes sujetos participantes
se constituyeron en elementos importantes para entender que las enunciaciones individuales
no estaban desligadas de las complejidades de unas realidades situadas desde la voces de
los otros. Voces traducidas en el otro, compaiiero de clase; en el otro, maestro; en el otro,
investigador; en el otro, fontanero; en el ofro, miembro de la comunidad y del mundo; en
el otro, que se ocupa de problematicas reales.

En los momentos analizados, los alumnos protagonistas de las instituciones, desde sus
subjetividades, constituidas en dialogia con sus contextos, se aproximaron paulatinamente
al objeto matematico, desde las interacciones con sus compaiieros de aula y los maestros
investigadoras. De esta forma, y a través de las actividades orientadoras de ensefianza, los
estudiantes tomaron conciencia progresiva (Radford, 2006, p. 116) de nociones esenciales
en cada uno de los conceptos. Esta toma de conciencias les posibilitd visualizarlo y dotarlo
de significado; es decir, les posibilito el proceso de objetivacion de los conceptos.

En las instituciones educativas los alumnos protagonistas dieron cuenta de haber objetivado
cada concepto desde las realidades de su propio contexto. La compresion de la realidad que
cada alumno vive, le posibilito el desarrollo de las actividades propuestas para la clase. No
fueron solo ejercicios los que se trabajaron en estas clases, en cada una de las acciones
habia algo de la vida de los estudiantes y de su entorno, que los llevaba a poner, en la
realizacion de sus tareas, un sello propio.

Desde estas conclusiones sintetizamos cuatro ejes que transversalizaron cada caso
estudiado y que posibilitaran dar continuidad, a posteriori, a este estudio:

La actividad matematica en el aula de clase.

Proceso de objetivacion del conocimiento matematico.

Interrelaciones en el aula de clase como constitutivas de intersubjetividades.
Dialéctica entre las practicas sociales y el conocimiento matematico.

El conocimiento matematico en la escuela indigena.

Investigaciones matematicas en el aula de clase (Ponte, Brocardo y Oliveria,
2003).

La investigacion colaborativa en la formaciéon de maestros que ensefian
matematica.

VVVVVY

Y
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2. El caso de la Funcion

Partiendo del subproyecto de investigacion intitulado “Funcidn: proceso de objetivacidon y
subjetivacion en clases de matematicas”, compartiremos unas reflexiones tedricas y
metodologicas que pongan en dialogo el conocimiento matematico relativa al concepto de
funcion, con unas actividades orientadoras de enseiianza que posibiliten dar cuenta de la
forma como se objetiva dicho concepto desde las subjetividades de los estudiantes.
Pensamos que se hace necesario (re)significar®, al interior de las practicas escolares, el
proceso de objetivacion del concepto de funcion.

El motivo que consideramos para objetivar la funcion como instrumento para interpretar
leyes cuantitativas, fue el uso del agua. Este motivo, el del agua, surgid de los estudiantes
en el aula de clase, a partir de reflexiones hechas sobre los cambios planetarios que estan
ocurriendo, generados en su mayoria por practicas sociales. Las actividades que los
estudiantes desarrollaron en el aula fueron planteadas, en su mayoria, por nosotras como
investigadoras, y las otras surgieron de las inquietudes y consultas de los estudiantes.

Planeamos quince actividades diferentes para este proceso de investigacion. Para efectos
del andlisis de los datos producidos, agrupamos estas actividades en cuatro momentos, las
cuales se visualizan en el siguiente cuadro.

Momentos Caracteristicas de las Actividades Nombre de las Actividades
Primero Dirigidas a un auto reconocimiento de cada 1. ¢ Quién he sido?
estudlanEe frente a su pasado, asu presente y a 2 Todo cambia
sus suefios. Un auto reconocimiento, que nos
posibilitd identificar la existencia e importancia 3. Una carta al futuro

del cambio en las vidas de estos estudiantes
como factor esencial en su visualizacion de

futuro.

Segundo Referentes al concepto de fluencia, y por lo 4. La construccion de un “Mufieco
tanto referidas al cambio y a la transformacién de Pelos”
com ndiciones inherentes al desarrollo n iy ‘
omo_conciciones S es 0 No 5. Analisis del documental “Home.

solo individual sino social; cambios generados
en 'y por la interaccion con el otro.

Tercero Focalizadas hacia el concepto de variable, ley y 6. Constitucion de equipos de
el abordaje de la funcion como dependencia y investigacion
correspondencia; abordaje considerado desde 7. sCudnta agua  gastamos

distintas representaciones. Para este momento,

. . . cepillandonos los dientes?
consideramos como motivo, el uso racional del

2 Empleamos la palabra (re)significar, para darle fuerza al hecho de que la objetivacion debe posibilitar la
transformacion del significado de una préctica escolar enmarcada en el paradigma cognitivista, a un
significado, enmarcado desde una perspectiva diferente, en este caso, sociocultural.
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agua tanto en el hogar como en las instituciones 8. Tarifas para servicio de
educativas. Dicho motivo surgi6 a partir de la acueducto en Medellin

reflexion de los estudiantes, sobre el video 9
Home; reflexiones, entre otras, sobre las ’
consecuencias que estamos viviendo por el uso
inadecuado de los recursos naturales,

Rutina del bafio diario y
cantidad de agua utilizada para
esta actividad en el hogar

especialmente del agua. 10. Uso del agua en la industria
Cuarto Dirigidas hacia la objetivacion del concepto de 11. Tanque para almacenamiento

funcion en términos del reconocimiento de éste, de agua.

como instrumento para interpretar leyes 12. Un nuevo criterio para el cobro

cuantitativas, desdfe regularidades observadas del agua en Colombia.
en un mundo cambiante.
13. El agua de consumo para el

hogar

14. ;Cuanta agua se malgasta en
una fuga de agua en el colegio?

15. ;Cuénto cuesta el agua que se
malgasta en una fuga de agua
en el colegio?

A continuacion presentamos algunas consideraciones de las actividades tres y catorce.

Una carta al futuro. En ella se propuso a los estudiantes escribir una carta en la cual los
destinatarios fueran ellos mismos, pero después de 15 afios. En la carta ellos escribieron,
para si mismos, cdmo se imaginaban, desde aspectos como la ocupacion que tendrian, con
quiénes vivirian, donde, el aspecto fisico y el estado de salud que tendrian.

UNA CARTA AL FUTURO

Intencionalidad Acciones Necesidad
Conocer algo sobre los suefios y | ¢  Escribir la carta, la cual | Conocer los suefios y/o proyectos
proyeccion de vida, de los puede ir ilustrada, de acuerdo | de los estudiantes, asi como su
estudiantes. al deseo y gustos de los | disposicion a visualizar el cambio
Asi mismo, percibir desde lo estudiantes como agente dinamizador en
personal, la disposicion para las | ¢  Compartir con toda la clase | nuestras vidas y la de los otros.
cosas que implican cambio, algunas de las cartas.
movimiento, devenir, fluencia,
variabilidad.

Tabla 1. Actividad. Una carta al futuro
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Consideramos importante en nuestro
proceso de investigacion, tener
presente las motivaciones que como
seres humanos han constituido hasta
el presente a nuestros estudiantes.
Motivaciones que son reflejo de lo
que son; que llevan las huellas de un
pasado, un presente y un futuro, y
creemos que desde estas bases ellos
objetivan sus propios conocimientos.
Pues los estudiantes al entenderse
desde su ser como seres en constante
cambio, posibilita que, al mismo
tiempo, puedan percibir cambios
exteriores, cambios que se suceden en
otros sujetos y objetos, en su entorno,
en su cultura, en el planeta.

Tlustracion 1. Una carta al Futuro, Elizabeth, Febrero 26 de 2010

Consideramos como propio de los seres humanos pensarse en el futuro, verse en una
“linea” de tiempo y espacio que posibilita el cambio; términos de unas regularidades que
posibilitan desde la prevision, crear esa imagen de futuro.

¢Cuadnta agua se malgasta en una fuga de agua en el colegio?

El siguiente cuadro presenta desde las Actividades Orientadoras de Ensefianza, el sentido
que para nosotras como maestras investigadoras tuvo la actividad ;Cuanta agua se
malgasta en una fuga de agua en el colegio?

Tabla 2. Actividad. ;Cudnta agua se malgasta en una fuga de agua en el colegio

Intencionalidad Acciones Necesidad
Aplicar desde una e Observar el uso de agua en las pocetas del | Identificar variables y establecer
situacion cotidiana, el colegio y elaborar los registros correspondientes. | relaciones entre ellas en términos
concepto de e Tomar datos precisos del agua desperdiciada, | de una posible ley cuantitativa
correspondencia desde por posibles dafios en las pocetas. identificada.
variables cuantitativas. | e«  Resolver un taller alusivo a la posible fuga de
agua hallada. Interpretacion de la grafica.

12° Encuentro mat€matiea  ootyore 6, 7y 8 de 2011 Quindio, Golombia 631



Sergio era un estudiante del grupo que decidié en un momento de este proceso del trabajo
en clase, realizar su investigacion de manera individual. Sus acciones estuvieron centradas
en realizar un seguimiento a las pocetas y lavamanos de la institucidn, para dar cuenta si se
estaba desperdiciando agua por fugas o descuidos al dejar la llave abierta.

El dia 5 de mayo de 2010 los estudiantes
detectaron la existencia de una fuga de agua en
una poceta de la institucion; suceso que motivod s
a Sergio realizar un seguimiento y a tomar datos
correspondientes de la situacion. Este hecho,

suscitdO una nueva actividad, en la cual, &
inicialmente, las maestras presentamos a todo el
grupo, una representacion de los resultados
obtenidos por Sergio en su observacion.
Posteriormente, planteamos un taller que
constaba de siete situaciones y/o preguntas.

Volumen (L)

La primera pregunta era alusiva a lo que ellos

interpretaban de la grafica, en relacién a la ——— ' ' '
situacion de la fuga de agua en el colegio.

5
[

&
o

tiempo{min)

En esta situacion decidimos presentar la
informacién de forma grafica, teniendo en cuenta que en situaciones anteriores los
enunciados fueron explicitos desde el lenguaje natural.

Elizabeth interpretd, en esta representacion grafica:
“Se desperdicia demasiada agua en muy poco tiempo”

(Elizabeth, ;Cuanta agua se malgasta en una fuga de agua en el colegio?, mayo 11 de
2010).

Pudimos apreciar como los estudiantes reconocieron la relacion entre las variables tiempo y
volumen de agua desperdiciado. Elizabeth también reconocié la rapidez de dicho
crecimiento al enunciar que en poco tiempo, se pierde mucha agua; aunque ella no hizo
alusion a relaciones numéricas.

En un cuarto momento de la actividad de la fuga de agua en el colegio, propusimos a los
estudiantes explicar a sus familias acerca de la cantidad de agua desperdiciada en esta
situacion, segun el tiempo transcurrido; para ello, nuestra indicacidn era que la explicacion
la hicieran por medio de una tabla de datos que cada uno debia disefar.

-] Far
12 E;L?T,"Lﬁm? matE&g;ﬁ% Octubre 6, 7 y 8 de 20" Ilustracion 2. . Representacion gréfica, taller de mayo 4,

una fuga de agua en el colegio



En las imagenes siguientes se muestran las representaciones de Maria Eugenia y Juan
Felipe:

Tlustracion 3.Representacion tabular de una fuga de agua en el colegio,
Maria Eugenia y Juan Felipe, mayo 11 de 2010

En estas representaciones percibimos que los estudiantes utilizaron representacion tabular,
de una forma rapida y natural; a diferencia de la representacion grafica. En la construccion
de éstas tuvieron cuidado en expresar las variables y las unidades en que se presentaban
completamente. Observamos en este caso que Maria Eugenia considerd conveniente
reafirmar, para cada dato numérico, las unidades en que se estaba expresando; mientas que
Juan Felipe le dio énfasis al hecho de colocar muchos datos para reafirmar la regularidad.
En la tltima parte del taller, propusimos a los estudiantes considerar la representacion de la
relacion tiempo transcurrido y volumen de agua desperdiciado, en términos del siguiente
enunciado: “Si llamamos V al volumen de agua en litros y T al tiempo en minutos, ;qué
relacion podrias establecer entre la cantidad (volumen) de agua desperdiciado y el tiempo
transcurrido?” En este caso solo sugerimos llamar V al volumen y T al tiempo, no
planteamos el expresar una ecuacion, una representacion analitica o una expresion
algebraica.

Fue en la tercera categoria que titulamos
“funcion: instrumento para interpretar leyes
cuantitativas” donde resaltamos que los
estudiantes protagonistas de la investigacion
interactuaron con varios elementos y relaciones
que, como investigadoras, nos posibilitaron
deducir que se estaba objetivando, en los seis
estudiantes protagonistas, el concepto de

Ilustracion 4. Representacion analitica, una fuga de agua
en el colegio, Juan Felipe, Mayo 11 de 2010
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funcion. A continuacion puntualizamos algunas reflexiones que permitieron tal
consideracion.

Los motivos que inspiraron las actividades de clase, estaban en la misma linea de un
motivo que movilizé gran parte del proceso de investigacion: el manejo, uso y conservacion
del agua; destacando que se percibia en los estudiantes una sensibilidad especial hacia esta
tematica. En términos de Caraca (1984), podemos decir que los estudiantes reconocieron a
partir de un fendémeno natural, una ley natural.

Relacionando lo que plantea Sierpinska (1992), en cuanto al uso de las diferentes
representaciones, los estudiantes se apropiaron de estos distintos elementos para hacer suyo
un concepto de funcion, en términos de dar cuenta de una ley que explica un proceso de
variacion.

La idea de dependencia se vio fortalecida por el manejo de variables cuantitativas, aunque
los estudiantes reconocieron, también, otras variables de tipo cualitativo. Al final, sin
descartarlas, ellos daban cuenta de una ley, una funcion que relacionaba cantidades.

La idea de correspondencia entre variables de tipo cuantitativo, fue asumida de una manera
natural: en un primer momento cuando los estudiantes interpretaron los datos desde las
graficas; después, en el momento de mostrar las interpretaciones de las graficas por medio
de una tabla; y, por tltimo, cuando ellos esclarecieron una ley de correspondencia.

Podemos decir que en este proceso de
investigacion, los estudiantes objetivaron
la funcion como concepto tedrico, pues
para ellos, la funcion no estuvo ligada a
la enunciacion de una definicion que
4 g recogiera las caracteristicas comunes de
Bt - @ dicho objeto, sino que, desde las
i diferentes representaciones y abordajes,
cada estudiante interactiio con elementos
constitutivos del concepto funcion.

[lustracion 5. El concepto de funcidn, Elizabeth, Junio 10 de 2010

3. El caso de la Parabola

Presentaremos aqui algunos resultados del subproyecto de investigacion “La objetivacion
del concepto de parabola desde el uso de artefactos”. Estos resultados nos muestran como
los artefactos son constituyentes en el proceso de objetivacion del concepto de parabola.
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Para ello, compartiremos dos de las actividades disefiadas dentro del trabajo investigativo, y
que fueron importantes en la objetivacion del concepto de parabola.

Estas actividades fueron abordadas para atender a una metodologia de clase conocida como
Investigaciones Matemadticas en el Aula de Clase, propuesta por Ponte, Brocardo y Oliveira
(2003). Bajo esta metodologia de clase, disefiamos las actividades basadas en el enfoque de
las Actividades Orientadoras de Ensefianza.

Asi, a la luz de las investigaciones matemadticas en aula fue importante para nosotras la
creacion de un ambiente que posibilitara el aprendizaje. Las ideas de los alumnos fueron
valoradas y discutidas con sus compafieros, no siendo necesaria la validacion constante de
la maestra y las investigadoras. Asi, las Investigaciones Matematicas en Aula de Clase
estuvieron basadas en la formulacion de una pregunta o conjetura alrededor del
funcionamiento de las antenas parabdlicas, y a partir de alli se buscd la respuesta a dicha
pregunta, haciendo uso de las experiencias del estudiante en contexto y desde las
matematicas mismas.

De este modo, dentro de las Investigaciones Matemdticas en el Aula de Clase, el estudiante
asumio un papel mas activo en el aula, critico, argumentativo, explorador y formulador de
preguntas. Del mismo modo el maestro se conviertid en un orientador del trabajo en el aula,
posibilitando el debate en cada una de las actividades que se propusieron.

Desde las Actividades Orientadoras de Enseiianza, pudimos disefiar actividades que
procuraron interacciones entre las investigadoras, los estudiantes y el conocimiento
matematico. Un conocimiento socialmente construido desde una necesidad, unos motivos,
unas acciones y una finalidad; de tal manera que dicho conocimiento tuviera sentido para el
estudiante y le posibilitara su propia (re)constitucion como sujeto.

Fue asi, como durante el desarrollo de la investigacidon realizamos un total de nueve (9)
actividades, en cada una de ellas realizamos videograbaciones, observaciones y
producciones de los estudiantes. Dichas actividades se ilustran en la tabla 4.

Fecha Actividad

1. Abril 6 de 2010 (Martes) ldeograma:  “Mi  relacion con los  medios
Abril 12 de 2010 (Lunes) tecnolégicos”. Socializacion de Ideogramas

2. Abril 26 de 2010 (Viernes) Conozcamos sobre las antenas parabdlicas. Visita

conchas acusticas, Parque de los deseos.

3. Abril 26 de 2010 (Viernes) Video para motivar hacia la investigacion

4. Mayo 10 de 2010 (Martes) Hacia la conformacidn de grupos y preguntas

5. Mayo 25 de 2010 (Lunes) Experimento: “Reflexidn de los rayos de luz’
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6. Mayo 31 de 2010 (Lunes) Modelando en Geogebra
Julio 12 de 2010 (Lunes)
7. Agosto 30 de 2010 (Lunes) |dentificando relaciones. Utilizacion de applets

Tabla 4: secuencia de actividades

A continuacidn, mostraremos como fue el proceso investigativo en el aula de clase, en dos
de las actividades realizadas, y cudl fue la intencionalidad, la necesidad y las respectivas
acciones de cada una de ellas.

Actividad: Experimento: “Reflexion de los rayos de luz”

Intencionalidad Identificar la propiedad de reflexion de la luz utilizando espejos
planos.
Acciones En grupos de cuatro integrantes, reflexionar acerca de la propiedad

de la reflexion de la luz desde el experimento y unas preguntas guia.

Necesidad Experimentar la propiedad de reflexion de la luz

Tabla 5: intencionalidad, acciones y necesidad: actividad
“Experimento: reflexion de los rayos de luz”.

En la ilustracion 7. mostramos algunas imagenes de esta actividad.
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Ilustracion 6. fotos del experimento de la reflexion
de los rayos de luz, Carolina, mayo 25 de 2010

A partir de este experimento, Carolina, Estefania y Victor empezaron a relacionar cada uno
de los elementos de la parabola. Para ellos, de acuerdo a la posicion que tomaran los
espejos, ello posibilitaria que los rayos que venian paralelos a la recta que pasaba por el
objeto, se reflejara en dicho objeto. Carolina, por ejemplo al preguntarle qué opinaba del
experimento decia, “la forma de viajar de los rayos es muy peculiar, el rayo se refleja en
el punto C. Para que la luz se refleje, el espejo tiene que estar bien situado, tiene que tener
un angulo de 90° y la luz paralela a la recta donde esta C”. (Videograbacion, Carolina,
mayo 25 de 2010)

De esta forma, Carolina, a partir de las interacciones con su grupo, de su experimentacion
con sus compaiferos de equipo (ilustrada en la ilustracion 6) y de sus razonamientos
expuestos, pudo establecer relaciones entre los elementos del experimento: los rayos, el
objeto y los espejos. Carolina descubrio las interrelaciones entre objetos que a primera vista
parecian aislados, autonomos, pero que, en realidad, podian explicarse dentro de un sistema
integral, es decir, para producirse la reflexion de la luz, cada uno de los elementos
anteriormente descritos debian estar encadenados, de esta forma se producia una dialéctica
entre los objetos singulares y el todo; es decir entre los espejos, el objeto y los rayos, y la
propiedad de reflexion de la Iuz. Segin Davidov (1988) “el pensamiento teodrico es el area
de los fendmenos objetivamente interrelacionados, que conforman un sistema integral, sin
el cual y fuera del cual estos objetos solo pueden ser objeto de examen empirico”. (p.129)

Actividad: Modelando los rayos de luz en Geogebra

Posteriormente, a partir del experimento con los rayos de luz, propusimos a los estudiantes
una actividad que llamamos “Modelando los rayos de luz en Geogebra”, en la cual los
estudiantes representaron los rayos de luz del experimento con los rayos laser. En esta
actividad, los estudiantes exploraron diferentes formas de disposicion de las rectas que
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representaban los espejos en el experimento de los rayos de luz, al mismo tiempo que
establecian algunas relaciones entre los elementos constitutivos de la parabola. Sin
embargo la necesidad de los estudiantes de realizar la modelacion en Geogebra era movida
por la motivacion de dar respuesta a sus preguntas de investigacion, referidas a la forma
que debia tener el reflector parabdlico en una antena parabolica

Intencionalidad | Representar la propiedad de los rayos de luz en el software Geogebra.

Acciones Modelar el experimento de los rayos de luz utilizando el software Geogebra.

Explorar diferentes formas de disposicion de los espejos para que se produzca
la reflexion de la luz.

Establecer algunas relaciones entre los elementos constitutivos de la pargbola.

Necesidad Identificar la forma parabélica que deben formar los espejos para que se
produzca la reflexion de la luz.

Tabla 6. Intencionalidad, acciones y necesidad:
actividad “Modelando rayos de luz en Geogebra”.

A continuacién mostramos las acciones que los estudiantes realizaron en Geogebra para la
representacion de los rayos de luz. Para cada una de estas acciones, la profesora Sandra,
realiz6 una serie de preguntas que les posibilitaban a los estudiantes ir realizando su
construccion en constante correlacion con el experimento de los rayos de luz.

Se le pidio a los estudiantes trazar una serie de rectas paralelas, todas a igual distancia una
de otra y un punto sobre la de la mitad. Este punto representaba el objeto sobre el cual se
reflejaban los rayos de luz apuntados hacia el espejo.

Luego, sobre la misma recta en la que estaba el punto, trazaron un segmento perpendicular
que representaba el primer espejo, de manera que el segmento quedo simétrico con respecto
a larecta.

A partir de ese punto construyeron un segundo espejo, trazando un circulo con centro en un
extremo del espejo y radio cualquiera (trataron de colocar siempre el extremo del espejo
que se esta construyendo en la mitad entre dos rayos consecutivos).

Colocaron un punto sobre el circulo y trazaron el radio correspondiente con centro en ese
punto, que representaba el segundo espejo, el cual debia cortar la recta siguiente.

Aplicando la propiedad de reflexion de los rayos, reflejaron el segundo rayo de luz con
respecto a ese segmento, € iban modificando la posicion del espejo (moviendo el punto
sobre el circulo) hasta que el rayo reflejado pasaba por el punto objeto.
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Tlustracion 7.: produccion del estudiante, modelacion Geogebra, Victor, julio 8 de 2010

La representacion que Victor realizd en Geogebra del experimento de los rayos de luz le
posibilitd concretizar su pensamiento, a través de las explicaciones y deducciones que ¢l
hizo de su modelacion con relacion a las antenas parabdlicas. Igualmente, Victor pudo
realizar objetivacion del concepto de parabola por medio de las transformaciones mentales
que fue haciendo de los objetos matematicos representados en su construccién en
Geogebra, dichas objetivaciones fueron a la vez fruto de las relaciones entre los objetos
representados en pantalla, los cuales estaban asociados al experimento de los rayos de luz,
ademas de las diferentes representaciones que Victor utilizd, en este caso, el sofiware
Geogebra y su lenguaje natural.

Desde los resultados obtenidos en esta investigacion vimos como las Actividades
Orientadoras de Ensefianza les posibilitaron a los estudiantes producir sentidos y
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significados para el concepto de pardbola, desde la comprensién de los fendomenos del
medio, especificamente el funcionamiento de las antenas parabolicas Las actividades
también viabilizaron el uso de artefactos que mediaron en cada una de las acciones de los
estudiantes, y posibilitaron su proceso de objetivacién del concepto de parabola. Asi,
consideramos que la manera como un sujeto llega a pensar y a conocer un objeto depende
de los significados culturales producidos, de las interpretaciones propias, de las formas de
acercase al objeto, por medio de la actividad misma y siempre mediada por artefactos.

En esta investigacion, el software Geogebra jugé un papel importante en la objetivacion del
concepto de parabola, por parte de los estudiantes, para modelar situaciones reales como
fue el funcionamiento de una antena parabdlica. En dicha modelacion, el modo de
“arrastre” proporcionado por el software posibilitd a los estudiantes el establecimiento de
invariantes y relaciones; aspectos que fueron importantes en el acercamiento del estudiante
al concepto de parabola y, consecuentemente, a su proceso de objetivacion.
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