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Resumen. El curso comprende tres sesiones; en la primera se hace una revision de la
literatura sobre la problematica de la ensefianza del algebra en la escuela; en la segunda se
presentan ejemplos de enfoques de introduccion del Razonamiento Algebraico Elemental
(RAE) en el curriculo de algunos paises, se exhiben segmentos de videos que muestran
nifios de escuela elemental trabajando con “algebra”, también se dan algunos ejemplos de
tarecas RAE. En la tercera sesion se propone una herramienta de analisis epistémico para
identificar objetos y significados matemdticos presentes y emergentes en tareas
matematicas.

Palabras Claves. Razonamiento Algebraico Elemental, andlisis epistémico, algebra
elemental, curriculo, transicion.

1. Primera sesion:
Sobre la problematica del algebra en la escuela

La ensefianza del algebra en la escuela secundaria ha sido un campo activo de investigacion
en educacion matematica durante las dos ultimas décadas; parte de esta indagacion se ha
centrado en la transicion desde la aritmética hacia el algebra.

Algunos de los campos tematicos donde se reportan investigaciones sobre las dificultades
manifestadas por alumnos de escuela secundaria, reportadas en la literatura se muestran en
la Tabla 1.

Tabla 1. Campos tematicos.

CAMPOS
TEMATICOS AUTORES
MacGregor y Price, 1999; Warren,
Lenguaje 2006

Linchevski y Livneh, 1999

Sentido operativo

12° Encuentro matCmatica o0 6,7y 8 de 2011 Quindio, Colombia 598


https://core.ac.uk/display/19100061?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Sfard y Linchevski, 1994; Esty,
Sentido de la 1992;
estrucutra Linchevski y Livneh, 1999

Freiman y Lee, 2004; Carpenter et
al., 2003;

Signo igual Knut, et al., 2006

Hall, et al., 1989;

Kamal y Ramzi, 2000;
Problemas de Weaver y Kintsch,1992;
palabras Yerushalmy y Golead, 1999;

Cerdan, 2008)

En respuesta a las dificultades experimentadas por los nifios de escuela secundaria con el
aprendizaje del algebra, algunos autores tales como Davis (1985,1989), Vergnaud (1988)
han argumentado a favor de la inclusion temprana del razonamiento algebraico elemental
en la escuela primaria. Como afirman Godino y Font (2003), no se trata de impartir un
"curso de algebra" a los alumnos de educacion infantil y primaria, sino de desarrollar el
pensamiento algebraico a lo largo del periodo que se inicia en la educacion infantil hasta el
bachillerato (grados K-12). Para Kaput (2000) el razonamiento algebraico elemental hace
referencia a la “algebrizacion del curriculo”, es decir, a la integracion del razonamiento
algebraico en las matematicas escolares desde la primaria. Para Carraher y Schlieman,
(2007) el algebra en la escuela primaria no es simplemente un subconjunto del curriculo del
algebra de la secundaria, sino un subdominio de educacion matematica con enfoques y
problemas propios.

La propuesta de inclusion del dlgebra en el curriculo de la escuela primaria no es una idea
nueva; los curriculos matematicos de China y Rusia, incluyeron algunos conceptos
algebraicos durante la década de los cincuenta y los sesenta.

Kaput (1998) propuso el dlgebra como una componente transversal del curriculo y como un
elemento clave para dar coherencia, profundidad y poder a las matematicas escolares de tal
suerte que se eliminara la introduccion tardia y abrupta del algebra.

Lacampagne, (1995) propuso que el dlgebra deberia permear todo el curriculo en lugar de
aparecer en cursos aislados; Mason (1996) ha propuesto que la generalizacion debe
enfatizarse en la escuela primaria. Argumentos en el mismo sentido han sido propuestos por
Booth (1988), Brown y Coles (2001), Crawford (2001), Henry (2001) y Warren y Cooper
(2001).

La inclusion del razonamiento algebraico en la escuela elemental tiene implicaciones
curriculares, cognitivas y de formacion de los maestros. La NCTM (2000) propone
vertientes en donde el algebra puede enmarcarse en el curriculo escolar: el estudio de los
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patrones (numeéricos, geométricos y de cualquier otro tipo), las funciones, y la capacidad de
analizar situaciones con la ayuda de simbolos.

No parece posible ni conveniente brindar una definicion de lo que se entiende por
razonamiento algebraico elemental, en tanto que una aproximacion debe ser provista por las
investigaciones. Carraher y Schlieman (2007) anotan la necesidad de llevar a cabo
investigaciones en varios frentes: funciones, patrones, generalizaciones, entre otros, para
determinar con certeza en que consiste el razonamiento algebraico elemental, cuéles son las
dificultades y competencias que los estudiantes manifiestan en su estudio y finalmente,
como incluirla en el curriculo escolar.

En la Tabla 2 se referencian algunos estudios sobre tematicas especificas del razonamiento
algebraico en la escuela elemental. Las tematicas consideradas son: generalizacion,
patrones, signo igual, incognitas, variables y cuasi-variables.

Carpenter y Levi (2000) sefialan dos aspectos centrales en el algebra en la primaria: el
primero, la generalizacion y el segundo, el uso de simbolos para representar y resolver

problemas matematicos.

Tabla 2. Tematicas especificas.

Generalizacion

Blanton y Kaput, 2001;
Lannin, et al., 2006

RAZONAMIENTO

ALGEBRAICO AUTORES RESUMEN
Mathematics Education Vol. 40, | Se ofrece una perspectiva sobre la
namero 1, 2008; generalizaciéon,  hallazgos, tareas vy

propuestas sobre su inclusién en el curriculo
de la escuela elemental.

Zazkis y Liljedahl, 2002;
Stacey, 1989;

Se informa sobre diversos enfoques acerca
del uso de los patrones en la escuela

Knut, et al., 2006;
Freiman y Lee, 2004

Patrones English y Warren, 1998; primaria 'y de los resultados de
Cafiadas, et. al., 2008; investigaciones. Se ofrecen conclusiones y
Radford, 2003 propuestas para su inclusién curricular.
Carpenter, et al., 2003; Informan  sobre los  resultados de
Perry, et al., 1988; investigaciones donde se explora el trabajo
Siano | Molina, 2007; con “sentencias numéricas” y con el signo
igno igual

igual en su acepcibn como relacion de
equivalencia.

Incognitas, variables
y cuasi-variables

Schoenfeld y Arcavi, 1988;
Radford, 1996;

Tall, 2001;

Carraher, et al., 2001;
Fuijii, 2003

Estudian los procesos de simbolizacién,
asociados con el uso de incognitas y de
variables, efectuados por nifios de escuela
elemental.

Kicheman, 1981

El concepto de variable pasa por el de
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incognita, en tanto que “el concepto de
variable claramente implica alguna clase de
comprension de la incognita asi como de sus
valores” (p. 110). Asi, la atencién podria
concentrarse en el concepto de incognita
para pasar posteriormente a la formalizacion
del concepto de variable.

Fuijii y Stephens, 2001 Proponen el uso de ‘“cuasi-variables”
(nimeros que se pueden quitar de una
sentencia numérica vélida, y reemplazarlos
por otros sin que la validez sea alterada) para
promover el uso de variables e iniciar a los
nifios en su estudio. Un ejemplo de una tal
sentencia numérica es: 78-49+49 =78 (p.
259).

2. Segunda sesion:
Ejemplos de inclusion curricular
del razonamiento algebraico elemental.

2.1 Ejemplos de inclusion del razonamiento algebraico elemental, en los curriculos de
algunos paises. Los desarrolladores del curriculo y los responsables de politicas educativas,
en algunos paises, informados sobre los resultados de investigacion en el RAE de mas de
una década, han iniciado la implantacién del razonamiento algebraico elemental en la
escuela primaria. Cai (2004) reporta que la idea de ecuacidn y resolucion de ecuaciones
comienza desde el primer grado de primaria en los libros de texto chinos; la idea de
ecuacion y resolucion de ecuaciones se aborda desde la concepcion de la resta como un
procedimiento inverso a la suma. Un ejemplo de una ecuacion que se pide resolver en
primer grado es: “Encontrar el numero en () tal que 9 + () = 16”; (Cai, 2004, p. 110).

En los grados cuatro, cinco y seis (11 a 13 afios de edad), “x ” se introduce como lugar para
poner nimeros desconocidos en el contexto de resolucion de ecuaciones. En grado cinco, se
introduce: (1) El uso de letras para representar numeros y relaciones cuantitativas; (2) La
resolucion de ecuaciones sencillas, y (3) La resolucion de ecuaciones para resolver
problemas de modelacion. Para el curriculo chino “el propdsito dominante del aprendizaje
del dlgebra es ayudar a los estudiantes a representar mejor y a entender las relaciones
cuantitativas”, (Cai, 2004, p. 127).
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Lew (2004) informa sobre cinco clases de habilidades matemadticas relacionadas con el
algebra que son enfatizadas en el curriculo matematico coreano de la educacion primaria.
Estas son: generalizacion, abstraccion, pensamiento analitico, pensamiento dinamico y
organizacion. Ademds, para Lew “...todos los tipos de pensamiento algebraico son
enfatizados uniformemente a largo de todos los grados desde el primero hasta el sexto.” (p.
100). Para el curriculo coreano el algebra se concibe como una manera de pensar, donde el
principal foco de atencidn es el desarrollo de habilidades de pensamiento.

Por su parte, Fong (2004) reporta que en el curriculo para la escuela primaria en Singapur,
se adoptan tres enfoques para desarrollar el razonamiento algebraico elemental: resolucion
de problemas; generalizar y especializar', y finalmente “hacer y deshacer”. En primaria, los
nifios resuelven problemas de caracter algebraico (construccion y solucidon de ecuaciones)
mediante el uso de modelos para representar la situacion.

Los nifios resuelven problemas aritméticos (con valores conocidos) en los primeros grados
de la primaria, y en tanto que progresan, resuelven problemas para hallar valores
desconocidos. En estos problemas, tratan las cantidades desconocidas como si fueran
conocidas.

Tareas en donde los nifios deben identificar, entender y extender patrones geométricos, y
numéricos estan presentes en todo el curriculo matematico de la primaria. Adicionalmente,
el curriculo ofrece tareas en las que se usa la construccion de reglas mediante dos procesos:
Hacer-deshacer y “operaciones hacia delante”, que se ubican en el contexto del enfoque
funcional.

En Japon también se han introducido algunos componentes del razonamiento algebraico
elemental en el curriculo de la escuela primaria. Los contenidos se pueden dividir en tres
categorias (Watanabe, 2008): Ideas acerca de funciones, escritura e interpretacion de
expresiones matematicas. Estas categorias de contenidos se distribuyen a lo largo del
curriculo propuesto para los seis afios de escuela primaria. A manera de ejemplo, en el
contenido correspondiente a expresiones matematicas, se proponen tareas tales como:
Escribir e interpretar expresiones matematicas que usan las cuatro operaciones
fundamentales; comparar numeros y cantidades; escribir y comparar expresiones
matematicas que usan paréntesis, y finalmente, el uso de los simbolos (rectangulo y
triangulo) y la letra “X” en expresiones matematicas y la evaluacion de tales expresiones
mediante la sustitucion de valores numéricos.

Segin Watanabe -ibid- “el estudio del dlgebra en la escuela primaria pretende no solo
desarrollar competencia algebraica sino también promover una comprension mds
profunda de otros contenidos en el curriculo de matemdticas” (p. 192).

1 Explorar una estructura o idea que apoya un concepto matematico particular o un objeto fisico. Fong (2004,
p. 42).
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Moyer, et. al., (2004) reportan un caso de introduccion del razonamiento algebraico
elemental en la escuela primaria, en Estados Unidos, por medio de una propuesta curricular
que ofrece a los nifios experiencias formales e informales con el algebra. Las ideas
algebraicas centrales en esta propuesta son: El cambio, patrones y relaciones,
representacion y modelacion. Por medio de las actividades contenidas en la propuesta
curricular, se pretende “promover procesos mentales que constituyen el hadbito de
pensamiento algebraico conocido como construccion de reglas para representar
funciones” (p. 6).

En Hong Kong, el dlgebra se introdujo para desarrollar el sentido simbodlico en los grados
inferiores y el uso de ecuaciones en los superiores (Wong, 2005). Los contenidos
algebraicos en la escuela primaria, de acuerdo con Wong -ibid- tienen una fuerte influencia
del algebra de la secundaria, en tanto que consideran el estudio de: manipulacion simbdlica,
balanceo de ecuaciones, planteamiento de ecuaciones y busqueda de la incognita. En el
curriculo matematico de la primaria el “dlgebra, particularmente los simbolos, estan lado a
lado con la aritmética” (Wong, 2005, p. 29).

Los autores concluyen que:
Si los nifios son expuestos tanto a métodos aritméticos como algebraicos para resolver
ecuaciones simples y se les da la oportunidad de discutir y comparar estos métodos, los nifios
finalmente comenzaran a considerar problemas sencillos desde perspectivas multiples y
llegaran a ser mas abiertos de mente. (p. 29).

Esta hipotesis estd en linea con algunas que han sido comprobadas empiricamente por
algunos estudios longitudinales sobre la inclusion del razonamiento algebraico desde la
escuela elemental (Derry, et al., 2007; Schliemann, et al., 2003) y cuyos resultados alientan
la iniciacion de la ensefianza del algebra en la escuela primaria.

En este apartado se han presentado casos de introduccidon del razonamiento algebraico
elemental en los curriculos de la escuela primaria de varios paises (China, Corea, Singapur,
Japén, Estados Unidos, Hong Kong). La Tabla 3 exhibe un compendio de los enfoques
comentados en este apartado.

Tabla 3. Resumen sobre Algunos Enfoques Curriculares sobre el RAE.

AUTOR PAiS APROXIMACION
Fong (2004) Singapur )I/QZZ(;I#:(i:c'ér;.de problemas, generalizar y especializar, hacer
Watanabe (2008) Japén Funciones, relaciones y escritura de representaciones.
Cai (2004) China Uso de letras, resolucion de ecuaciones y modelacion.
Lew (2004) Corea “Todos los modos de pensamiento algebraico son
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uniformemente cobijados”.

Moyer, Huinker and Estados Cambio, patrones, relaciones, representacion vy
Cai (2004) Unidos modelacion.

Manipulacion simbdlica, resolucidn de ecuaciones y

Wong (2005) Hong Kong modelacion

Los casos muestran que existe consenso en la comunidad de investigadores y de gestores de
politicas educativas en relacién con la introduccion del razonamiento algebraico en la
escuela elemental. De un lado parece que no existe acuerdo en relacion con una respuesta a
las preguntas: ;Qué es el razonamiento algebraico elemental?, ;Qué tipo de actividades
matematicas favorecen reconocer los elementos basicos del algebra? y que a su vez
favorezcan la superacion de algunas de las dificultades reportadas en la literatura.

De otro lado, parece que existe acuerdo en la comunidad de investigadores en que algunos
temas son propicios para la introduccion del razonamiento algebraico elemental (patrones,
generalizacion, pensamiento relacional, signo igual, entre otros). La pertinencia de la
introduccion del razonamiento algebraico desde la escuela primaria para que los alumnos
en la escuela secundaria superen algunas de las dificultades ativicas reportadas en la
literatura parece estar aceptada.

2.2 Ejemplos de tareas tipo RAE. En esta sesion del curso se ofrecen algunas tareas
extraidas de propuestas de materiales didacticos y de investigaciones realizadas con nifios
de escuela elemental.

Blanton y Kaput (2001) sugieren que el cambio en algunas variables de tarea puede generar
oportunidades de usar el algebra. Existe una enorme variedad de propuestas sobre tareas
que pueden ser propuestas a nifios de escuela elemental en cada uno de los grados. Dos
libros que ofrecen una gran variedad de ejercicios agrupados por categorias son: “Thinking
Mathematically: Integrating Arithmetic and Algebra in Elementary School”, escrito por
Thomas Carpenter, Megan Loef Franke y Linda Levi en 2003 y, “Developing Thinking in
Algebra”, escrito por John Mason, Alan Graham y Sue Johnston-Wilder en 2005.

En lo que sigue se exhiben algunas tareas, se indica la fuente y el nivel para el cual estdn
propuestas. Las tareas se exhiben con animo de ilustracion y no pretenden ser ni modelos ni
ejemplificar categorias. Durante la tercera sesion de este curso, se utilizara una herramienta
que facilita el andlisis del contenido matematico-algebraico de las mismas.
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Tarea 1: Gorras y Sombrillas.

Esta tarea ha sido adaptada del libro texto Positive Algebra, recopilado y editado por
Martin Kindt (2004). Se propone para quinto o sexto afio.

Enunciado: ; Cuanto vale una sombyrilla y una gorra?

Tarea 2: Ejercicio sobre “Reglas”

Carpenter et al., (2003) proponen tareas a las que denominan “representacion simbolica de
conjeturas”. Se propone para nifios de tercer y cuarto afio de escuela primaria.

Los autores afirman “una posibilidad es retar a los nifios a escribir sentencias numéricas
abiertas que sean ciertas para todos los numeros” (p. 79) Para los autores una sentencia
numérica hace referencia a expresiones del tipo: 4+3=7, o, 6= 4+ 2; abierta hace referencia
al uso de espacios en blanco, para escribir los numeros. El uso de las letras sera propuesto
por los nifios de manera espontanea. Algunas de las representaciones simbodlicas propuestas
por los nifios, y reportadas por los autores: a-a=0; 1x a=a; a/l=a.

Tarea 3: Ejercicio de Suma

Este ejercicio ha sido tomado del libro texto espafiol Anaya 6. Ferrero, L., y otros, p. 12,
para sexto grado.

;Qué ndmero representa cada letra?
Regla: Cada letra tiene un valor distinto.
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3. Tercera sesion:
Analisis epistémico de algunas tareas.
Niveles y grados de algebrizacion.

Russel, et al., (2011, p. 43) plantean la pregunta ;Cuales son las formas de razonamiento y
las comprensiones esenciales que tienen sus raices en la aritmética y que son esenciales
para el algebra? Durante esta tercera sesion se propone una herramienta de analisis
epistémico, denominada Guia para identificar Objetos y Significados (GROS) y se aplicara
a algunos ejemplos. Se proponen niveles y grados de algebrizacion. Tal vez la Guia pueda
ser usada para aproximarse a una respuesta a la pregunta de Russel, Schifter y Bastable -
ibid-.

3.1 Analisis epistémico. La propuesta del Enfoque Ontosemiotico de la instruccién y la
cognicion-EOS- (Godino, et al., 2007), permite efectuar tres tipos de andlisis en el marco de
procesos de enseflanza y aprendizaje de las matematicas: Andlisis epistémicos y cognitivos,
analisis curriculares y de los aprendizajes y finalmente, analisis instruccionales y
ecoldgicos.

Si bien se enumeran por separado, ellos dan cuenta de procesos intimamente vinculados en
contextos de formacion matematica. El analisis epistémico y cognitivo es un constructo
tedrico complejo que pone en interaccion, con motivo del estudio de problemas
matematicos, dos nociones teodricas: las entidades primarias y las secundarias. La primera
esta conformada por los “conocimientos matematicos” que comprende: lenguajes,
situaciones, procedimientos, argumentos, proposiciones y definiciones; la segunda
comprende las entidades duales: unitario-sistémico, expresion-contenido, institucional-
personal, intensivo-extensivo, no ostensivo-ostensivo.

El andlisis de objetos y significados, potenciado por el constructo tedrico formado por las
entidades primarias, ha sido estudiado en varios documentos (Castro y Godino, 2009;
Godino, et al., 2008).

El andlisis epistémico tiene tres objetivos: El primero, explorar objetos y significados
puestos en juego en la solucién de un problema, que se asume como un analisis de
referencia; el segundo, identificar posibles conflictos de significado y predecir dificultades
y errores que podrian surgir en las soluciones que los nifios dan al problema, y el tercero,
explorar como el uso de las entidades primarias favorece predecir e identificar conflictos
potenciales.

3.2 La guia de reflexion de objetos y significados. En Godino et. al., (2008) se ofrece un
ejemplo del uso del instrumento denominado Guia para la Reflexion de Objetos y
Significados (GROS). Se entiende el “andlisis epistémico” como una caracterizacion de las
configuraciones epistémicas, su secuenciacion y articulacion. Se trata de descomponer la
configuracion epistémica en unidades de andlisis para caracterizar el tipo de actividad
matemadtica que se implementa. Esto requiere identificar los objetos matemadticos puestos en
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juego, las relaciones entre ellos, los modos de organizacion en que se agrupan y las
relaciones ecologicas que se establecen entre los mismos.

La identificacion permite ampliar la atencion desde las entidades referidas hasta el papel
que juegan en el seno de la actividad matematica. La concrecion de la identificacion de los
objetos y la asignacion de significados presentes y emergentes en la actividad matematica
de resolucién se logra mediante una tabla, que se denomina la Guia de Reconocimiento de
Objetos y Significados (GROS). En Castro, et al., (2011) se informa como la GROS
favorece dar cuenta de un proceso complejo y dinamico, y que puede ser cumplimentada de
varias maneras; lo cual pone de manifiesto la relatividad de los objetos y significados
matematicos.
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