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Resumen. El objetivo de este taller es presentar una alternativa para la enseflanza del proceso de
factorizacion mediante el uso de las tabletas algebraicas, material manipulativo que permite establecer una
conexion entre la nocidn de area y la expresion de algunos polinomios de la forma ax’ +bx+c a b ceN,
como producto de factores. Se hace especial énfasis en reducir a la minima expresion los factores cuyo
producto determina el polinomio que representa el area del rectangulo formado por las tabletas. Las
actividades planteadas buscan un acercamiento al proceso de factorizacion introduciendo algunas
definiciones y proponiendo ejercicios que aplican lo aprendido a lo largo del taller.

Palabras clave: materiales manipulativos, polinomios, sistema de representacion

algebraico, area.

1. Presentacion

Este taller surge del trabajo realizado en el espacio académico Ensefianza y aprendizaje de
la aritmética y el dalgebra, del Componente Pedagdgico y Didactico en el Programa
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagodgica Nacional (cursado por los
autores de este documento en 2011-I). El propdsito del taller es incentivar el aprendizaje de
la factorizacion, tematica propia del algebra escolar del grado octavo, mediante el uso de
las Tabletas Algebraicas, material concreto (manipulativo) que corresponde a una
particularizacion de los Algeblocks, este ultimo disefiado para diversos fines en el
aprendizaje y ensefianza del algebra. Este taller utilizara las Tabletas Algebraicas como
herramienta que puede contribuir al aprendizaje de factorizacion de algunos polinomios de

segundo grado (de la forma ax’ + bx + ¢; con a, b, ce N).

Los estudiantes de secundaria presentan dificultades de aprendizaje en algebra,
especialmente en factorizacion, debido a la dificultad de manejar nociones de variable
cuando se trabaja con diferentes tipos de expresiones algebraicas, ademas no reconocen el
método mas apropiado para solucionar el problema (Morales, 2006). Ademas, se ha visto
que algunos estudiantes no comprenden el significado de este procedimiento: en ocasiones
no tienen en cuenta que los factores deben ser irreducibles, y se limitan a descomponer el
polinomio como producto de dos factores nada mas. El taller que se presenta, con el uso de

las Tabletas Algebraicas, proporciona una alternativa para la comprension del proceso de
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factorizacion por parte del estudiante que a su vez permite establecer una relacion entre
representaciones algebraicas y geométricas, a partir de lo mencionado anteriormente, la

expresion de polinomios dados como producto de polinomios irreducibles.

2. Referentes teoricos

Materiales diddcticos en el aula. El uso de materiales didacticos en el aula ha sido siempre
de interés para los maestros y estudiantes ya que, bajo una correcta orientacion por parte
del docente, puede convertirse en una herramienta que ayude a comprender las nociones

del tema que se esta abordando con el material.

Dienes (1960 citado en Resnick,1990a) se dedico al disefio de materiales para la ensefianza
de las matematicas, lo que mas caracterizo el enfoque de Dienes fue el empleo de
materiales y juegos concretos, en secuencias de aprendizaje estructuradas cuidadosamente,
es decir al utilizar materiales manipulativos se debe tener mucho cuidado con el
seguimiento que se haga para que el alumno no se quede so6lo en el proceso de
familiarizarse con el material, sino que pueda extraer los conocimientos que el uso de éste
le brindan. Dienes propone que se creen manipulativos (materiales didacticos) de
enseflanza que materialicen relaciones y pautas matematicas, y las acerquen al campo de la

experiencia concreta (Dienes, 1960 citado en Resnick, 1990b).

Duval (1999 citado en Morales y Septlveda, 2006, p. 1) argumenta que los conceptos se
van construyendo mediante acciones que impliquen el uso de diferentes
representaciones ya sea de los conceptos mismos, de los elementos asociados a ellos o
de los objetos matematicos, asi como la manipulacion de estas para promover una
articulacion coherente entre ellos y sus representaciones.

Hay temas que se prestan para abordar por medio de materiales, es por esta razon que aqui
se aborda, en particular, el tema de factorizacion de algunos polinomios por medio del
material Tabletas Algebraicas, ¢l cual es una modificacion de los Bloques de Dienes o de

los Algeblocks.

Se tendra en cuenta para este taller la teoria de Duval (1999), coincidiendo en que

Las representaciones y la visualizacion estan en el corazén de la comprension en
matematicas” [Ademas] las representaciones semioticas son esenciales para la actividad
cognitiva del pensamiento.

Las configuraciones con las fichas son un ejemplo para lo que Duval (1999a) define como
« . . e -
representacion que facilita la interiorizacion de un objeto”, pues se hace un proceso de

conversion entre el registro figural (representacion del polinomio con fichas) y el registro
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algebraico (escritura del polinomio en términos algebraicos como producto de factores), lo
cual, al establecer una relacion entre el area de una figura y un polinomio, permite que el
participante encuentre una forma de interpretar la factorizacion diferente a la manipulacion
de expresiones algebraicas. Ademas, se tendra en cuenta la aprehension conceptual de un
objeto (1999b), en este caso, dicha aprehension se realiza de manea intuitiva y sin
demostraciones, asumiendo el polinomio que surge de la suma de las areas de las fichas
que constituyen el rectangulo igual al producto de la longitud de la base por la altura de

dicho rectangulo.

Algebra geométrica en la historia. A través de la historia se ha utilizado la geometria como
herramienta para solucionar diferentes problemas aritméticos o algebraicos. En la época

antigua, el lenguaje algebraico se encontraba en su fase retorica.

Los babilonios (<2000 a.C.), los egipcios (=1700 a.C.), los griegos (=600-200 a.C.) y
los chinos (300 a.C.-300 d.C.) utilizaban exclusivamente el lenguaje natural, sin recurrir
a algln signo. Se registraron intentos aislados de introducir alguin nombre o alguna
abreviatura para representar la incognita, pero estas pruebas no fueron efectuadas de
manera sistematica (Malisani, 1999, p. 5).

A los pitagoricos se les considera los creadores del algebra geométrica, por la relacion que
establecieron entre la adicidn de areas y las ecuaciones, y entre y sus representaciones con
mediante configuraciones geométricas (Covas, 2009). Esta herramienta ayudo6 a resolver
ecuaciones de segundo grado, las cuales fueron resultado del trabajo de los pitagoricos.

En el afio 300 a.C., Euclides publica su libro Los FElementos, tratado geométrico y
aritmético que aun hoy es fundamental en la enseflanza de la geometria. El libro II, que ha
sido llamado Algebra Geométrica, ya que las 14 proposiciones se pueden expresar en
términos algebraicos (Fernandez, s.f.), contiene catorce proposiciones, representadas como
cuestiones geométricas (y escritas en lenguaje retdrico), asi como sus demostraciones.

Navarro (2003) sefiala que:

Once de esas proposiciones tratan de relacionar el area con unos cuadrados o
rectangulos que tienen por lados unos segmentos dados con la superficie de otros
cuadrilateros que tienen por lados sumas o restas de dichos segmentos (...) Las once
primeras proposiciones de este libro se podrian considerar propiedades algebraicas, si
en lugar de segmentos en ¢l se hablara de cantidades (p. 13).

Euclides es considerado un “algebrista geométrico”, pues sus trabajos con nociones
geométricas se pueden interpretar como identidades algebraicas. La proposicion IV que
originalmente dice “If a straight line is cut at random, then the square on the whole equals
the sum of the squares on the segments plus twice the rectangle contained by the segments”
(Joyce, 1996, 6) fue interpretada como la identidad (a + b)’ = @’ + 2ab + b°. Asociar las

representaciones geométricas (o diagramas) de las proposiciones de Euclides con algebra
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es una distorsion histdrica, ya que letras como a o » no aparecian en sus diagramas. Dicha
identidad no aparece en Los Elementos, ¢sta pertenece a la herencia de Euclides, es decir,
hace parte del impacto que tuvieron estas proposiciones y sus demostraciones netamente
geométricas tanto en el momento como en los trabajos posteriores (Grattan-Guinness,
2004/s.f.). Asi, los aportes de Euclides a la geometria e indirectamente al algebra,
mostraron una alternativa para representar expresiones algebraicas mediante la suma de

areas de cuadrados y rectangulos.

A partir del siglo VII los hindutes crearon un simbolismo algebraico que permitid el estudio
de nuevos procedimientos para desarrollar ecuaciones, aunque algunos autores como
al-Khowarism1 (=780-=850) (...) desarrollaban un algebra netamente retdrica (Malisani,
1999). Al-Kwarizmi, en el afio 830 realizd un tratado con ejemplos y demostraciones, en el
que desarrolld un sistema para dar solucidon a expresiones cuadraticas donde incluia
principios geométricos para complementar los cuadrados (Fernandez, s.f.). Muestra de la
articulacion entre estas areas de las matematicas es la regla llamada “el rompecabezas
geométrico de Al-Kwarizmi”, que fue disefiada con la intencidn de resolver la ecuacion
x*+10x = 39 pero que posteriormente seria extendida para resolver otras ecuaciones de ese
tipo (sin valores negativos) (Fernandez, et al., s.f.). En ésta, las operaciones realizadas son
de tipo geométrico, dando valores cuando la representacion estaba hecha, lo que implica
que el uso de nociones geométricas se evidencia como herramienta util para la solucion de
ecuaciones de segundo grado.

En el siglo XVII aparece el lenguaje simbolico, introducido por Viete (1540-1603), donde
abandona el uso de palabras en el 4lgebra y las cantidades (conocidas o desconocidas) se
representan mediante letras, ademas de asociar un signo y una operacion (Malisani, 1999).
En el libro primero de su Geometria, René Descartes (1637) presenta la resolucion
geométrica de algunas ecuaciones de segundo grado con una incégnita. El algebra en La
Geometria es mas abstracta, se usa una notacion simboélica simple y se da especial atencion
a las relaciones matematicas entre los elementos que estructuran un problema (Meavilla,
s.f.). Aqui, se ve una marcada diferencia entre el algebra geométrica desarrollada en la
edad antigua y en la edad media, ya que en ésta ultima la geometria no se usa como

referente tedrico sino como una herramienta para ilustrar el problema.

Meavilla (s.f.) afirma que los enfoques visuales como el que ofrece la geometria son una

herramienta que facilita la comprension de los conceptos matematicos y que da una vision
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nueva y diferente de las matematicas y, particularmente, del algebra escolar a los
estudiantes. Ademas:
Los programas de ensefianza han prestado poca atencion a los aspectos visuales de las
Matematicas (...) Este enfoque presenta algunas deficiencias, entre ellas: no cubre las
necesidades de aquellos alumnos cuya orientacion cognitiva es eminentemente visual,
oculta los aspectos visuales que ayudan a conseguir la comprension de conceptos y

procedimientos e ignora las representaciones visuales como herramientas potentes para
la resolucion de problemas no necesariamente geométricos (Meavilla, 1995, p. 97).

Como afirma Thom (s.f. citado en Viviente, 1988, p. 4):

La geometria es un intermediario natural y posiblemente insustituible, entre el lenguaje
ordinario y el formalismo matematico, donde cada objeto puede ser reducido a un
simbolo. Ademas, ésta ofrece unos valores insustituibles desde el punto de vista
utilitario intelectual o técnico con que la sociedad ve la matematica, dichos valores son:
la geometria proporciona uno o mas puntos de vista, aproximadamente en todas las
areas de la matematica, las interpretaciones geométricas contintian proporcionando
visiones directoras del entendimiento intuitivo y avances en la mayoria de las areas de
las matematicas y las técnicas geométricas proporcionan eficaces ttiles para resolver
problemas en casi todas las areas de la matematica y ciencias.

Trabajos con dlgebra geométrica. La idea de realizar la actividad surge del taller Areas
mdgicas” realizado por el grupo del Proyecto matematicas y fisica basicas en Antioquia de la
Universidad Nacional. En este taller se plantea la construccion de las mismas fichas que en
las Tabletas Algebraicas, pero sin la ficha de area ab. Las reglas de manejo de material son
explicadas por el profesor para todos los estudiantes y luego ellos manipulan el material
para formar rectangulos e identificar los factores que representaran la factorizacion. A
medida que los encuentran, van llenando una tabla la cual proporciona el area de las fichas

que se deben usar y tiene espacios en blanco para anotar la factorizacion.

Barreto (2009) propone trabajar productos notables del cuadrado de una suma y de una
diferencia con rectangulos de area a’, b° y ab para representar geométricamente el

cuadrado de la suma o de la diferencia de dos cantidades cuando los valores son positivos.

Para la suma, Barreto propone la union de las fichas teniendo en cuenta la aprehension

operativa de reconfiguracion que ¢l define como:
“Cuando las subconfiguraciones iniciales se manipulan como piezas de un puzzle,
donde puzzle se considera como sindénimo de un rompecabezas y se refiere a piezas

planas segun la Real Academia.”(2009, Agosto)

De la anterior definicion nosotros tomamos a la palabra subconfiguraciones como el

polinomio dado representado por fichas.
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Con ayuda de los cuadrados se puede comenzar a resolver ecuaciones de la forma
x* + bx + ¢ o x° + bx pero de forma mas general se pueden resolver ecuaciones de la
forma ax’ + bx + ¢ que es la ecuacidn cuadratica genérica.

Un punto muy importante para la factorizacion y solucion de ecuaciones es lo que Barreto
denomina como anclaje visual al anclaje discursivo que €l define como: “Asociacion  de
un dibujo a una afirmacion matematica” (2009, Agosto).

De la anterior definicidn nosotros tomamos a la palabra afirmacion matemdatica como la
manipulacion algebraica que se hace para llegar a la solucion de la ecuacion.

Para el producto notable del cuadrado de una diferencia, Barreto propone trabajar
ecuaciones de la forma x° — bx + ¢ como lo hacian los antiguos griegos, lo cual indicaba
que de un area mayor se restaba una menor; esta parte es importante ya que él trabaja con
la sobreposicion de cuadrados para representar la sustraccion. Las ecuaciones propuestas se
resuelven igual que en el de los productos notables del cuadrado de una suma utilizando la
aprehension operativa de reconfiguracion.

Siguiendo la idea de Socas (1989), el aspecto algebraico que se utiliza en la escuela es de
simbologia algebraica lo cual nos indica que no hay relacion en la escuela entre simbologia
visual y verbal porque no se ha encontrado un modelo que los ligue de forma adecuada,
resalta la potencialidad de los graficos; durante la historia se ha mostrado la visualizacion
como una herramienta que permite una mayor comprension de formulas algebraicas. Cabe
aclarar que las generalizaciones algebraicas no surgen de la visualizacion sino que ésta
complementa el entendimiento de tales generalizaciones.

En esta actividad el lenguaje visual cumple un papel muy importante en la transformacién
que se da en el registro algebraico en el momento de dar solucion al problema: dado el
polinomio, se hace la representacion con las Tabletas Algebraicas y se hace una
discriminacion visual del area de las figuras constitutivas del rectangulo, de sus
dimensiones y de las longitudes de los lados del rectangulo. Luego, esta informacion se

traduce a lenguaje algebraico expresando dicho polinomio como producto de factores.

3. Metodologia del taller

Los participantes se organizaran en grupos de dos personas. Para el desarrollo del taller
primero se hara una presentacion del material por parte de los talleristas a los participantes,
con fichas de mayor area que las originales que serviran de referencia durante el desarrollo

del taller. A continuacion se repartira a cada grupo una guia a desarrollar y un paquete de
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fichas. Cada grupo ira resolviendo el taller con asistencia de los talleristas. Es importante
hacer un registro en hojas de las actividades propuestas para que los talleristas puedan
verificar que las reglas de manejo de material, de interpretacion de longitudes y las
definiciones se comprendan. Finalmente, se hard una socializacidon. Las actividades que se

propondran se presentaran a través de una guia que contiene lo que sigue:

UNION DE FICHAS

Sélo se pueden ubicar fichas consecutivas cuando los lados compartidos sean de la misma
longitud

Iy
1
_Tt
b‘} b E) b‘} b

[ p — 1> — p — 1|

Forma comrecta Forma incormrecta

a. De acuerdo con el anterior ejemplo, represente con el material, un caso en donde se

muestre una forma correcta y otra forma incorrecta de unir fichas.

INTERPRETACION DE LONGITUDES DE LADOS

lblT

b+1

b bzbl

— b2 —

Suma

b. Construir algunos rectangulos con varias fichas siguiendo las reglas de union, e

indique la longitud de cada lado.
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Sobreposicion de fichas

Una ficha se puede colocar sobre otra siempre y cuando compartan, al menos, la longitud

de uno de sus lados.

Aqui, tomamos una ficha a x a y sobreponemos una ficha a x 1, y las longitudes las

podemos ilustrar asi:

a’ a

- a-1—""

Obtenemos una region cuyas longitudes de lados son a y a-1. Se puede asumir este proceso

como resta de longitudes de lados.

c. De acuerdo con el anterior ejemplo represente con el material, un caso en donde se
muestre una forma correcta y otra incorrecta de sobreposicion de fichas indicando
las longitudes de los lados como muestra la figura.

d. /se puede sobreponer mas de una ficha? si se puede, ;Qué interpretacion se le puede
dar?

REPRESENTACIONES EQUIVALENTES

Las siguientes representaciones son equivalentes:

1 a 1 a 1 |1
fe] Me——a —f« || le———a ——fa ] pla | ¥

a)

b’ b | b 5 . b

b)

e. (¢Cudndo considera que dos representaciones son equivalentes?
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f- Proponer, de acuerdo a su definicion, un ejemplo de representaciones equivalentes y uno de

representaciones no equivalentes.

AREAS
b- ab
b a b+3
EJ [
b a

Este rectangulo estd formado por una ficha b x b, una ficha a x b, tres fichas b x 1 y tres

fichas a x 1. Si sumamos el 4rea de las fichas tenemos b* + ab + 3a + 3b, un polinomio.

Recordemos que el area de un rectangulo se halla multiplicando la longitud de la base por

la de la altura entonces el area de ese rectangulo se halla multiplicando a + by b + 3.

g Desarrollen ese producto, y digan qué relacion existe entre el area hallada por la
suma de las fichas y el area hallada mediante el producto.

h. Construya con las Tabletas Algebraicas el drea representada por el rectiangulo
formado por: 2 fichas ax b, 2 fichas a x 1, 3 fichas b x 1 y 3 fichas unidad y escriba el

polinomio que resulta por la suma de las fichas.

FACTORES REDUCIBLES

La longitud de un lado del rectangulo serd llamada factor. Un factor es reducible cuando
tiene al menos dos representaciones con las tabletas no equivalentes

El monomio 25 + 6 tiene las siguientes representaciones con las fichas

i)
Area del rectangulo: (b + 3) (2)
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ij)
Area del rectangulo: (2b + 6) (1)

Como vemos, las longitudes de los lados correspondientes de las dos representaciones no
son iguales, entonces las representaciones no son equivalentes, luego el monomio 2b + 6 es
reducible. Como es reducible, debemos escoger una de las dos expresiones para su area,
pero ;Cual?  ((b+3)(2) 6 2b+6)(1)?

Vamos a elegir aquella en la cual una de las longitudes no sea a, bo 1.

En i. ninguna de las longitudes es a, b o 1, en cambio, en ii. hay una longitud que es 1,
entonces diremos que 2b + 6 = (b +3) (2)

Factorizacion es el proceso de expresar un polinomio como producto de factores
irreducibles

i. Represente con las fichas el monomio 3b + 9y escriba la factorizacion.

ACTIVIDAD FINAL

Represente con las tabletas los siguientes polinomios y escriba su factorizacion. Si
encuentra factores reducibles, buscar y escribir la expresion que sea irreducible.

j. 2d° +2ab +2a+2b
k a +8a+16

L b -1
m. a’+5a-14
n. b>—3b+2
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